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ÖZET 
 
 

Bu çalışma regularized long wave (RLW) ve Korteweg de-Vries (KdV) 

denklemlerinin genişletilmiş kübik b-spline Galerkin sonlu elemanlar yöntemi ile 

sayısal çözümleri hakkındadır.  

İlk bölümde, daha sonraki bölümde kullanılacak bazı tanımlar verilmiştir. İlk 

olarak soliton ve solitary dalgalar halkında bilgi verilerek, sonlu farklar ve Galerkin 

sonlu elemanlar yöntemi anlatılmıştır. Spline fonksiyon kavramı tanımlandıktan sonra 

kübik B-spline ve genişletilmiş kübik B-spline fonksiyonlar elde edilmiştir.  Son olarak 

sonraki bölümlerde sayısal olarak çözülecek olan RLW ve KdV denklemleri 

tanıtılmıştır.  

İkinci bölümde RLW denkleminin sayısal çözümü genişletilmiş kübik b-spline 

Galerkin yöntemi ile araştırılmıştır. Solitary dalga ve iki tane solitary dalgasının 

çarpışması test problemleri önerilen metodun incelenmesinde kullanılmıştır.  

Üçüncü bölümde KdV denkleminin sayısal çözümü genişletilmiş kübik b-spline 

Galerkin yöntemi ile araştırılmıştır. Solitony dalga ve iki tane soliton dalgasının 

çarpışması test problemleri önerilen metodun incelenmesinde kullanılmıştır.  

Son bölümde ise önerilen metotlar hakkında öneriler yapılmıştır.  

 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: B-spline, sonlu elemanlar metodu, Soliton, Solitary dalgalar 
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SUMMARY 
 
 

This thesis deals with the numerical solution of regularized long wave (RLW) 

and Korteweg de-Vries (KdV) equations by extended cubic B-spline finite element 

Galerkin method. 

In the first chapter, some definitions needed in the next chapters are given. First, 

a brief history for solitary and soliton waves are given and, the finite difference and the 

finite element methods are described.  After the concept of the spline functions is 

outlined, cubic B-spline and extended cubic B-spline functions are described and are 

constructed.  Finally, RLW and KdV equations solved numerically in the next chapters 

are introduced together with their test problems. 

In the second chapter, the RLW equation is solved numerically by using 

extended cubic B-spline Galerkin method.  Two test problems including solitary waves 

and interaction of two solitary waves are used to examine proposed method. 

In the third chapter, extended cubic B-spline Galerkin method is used to solve 

the CKdV equation numerically.  The proposed method is examined by using solitary 

and interaction of two solitary waves test problems.  

In the last chapter a discussion about the proposed method is given. 

 

 

Keywords: B-spline, Finite element method, Soliton, Solitary waves. 
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BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlardan kısaca bahse-

dilmi̧stir. İlk olarak soliton-solitary dalgalar, sonlu farklar ve sonlu elemanlar metot-

ları özetlendikten sonra sayısal çözümleri araştırılacak olan, RLW ve KdV denklemleri

başlangıç ve sınır şartları ile birlikte tanıtılmı̧stır. Bu bölümdeki kavramların çoğu

(Irk, 2007) referanslı doktora tezi temel alınarak hazırlanmı̧stır. Ayrıntılı bilgi için

referans verilen çalı̧sma ve içindeki referanslar incelenebilir.

1.1 Solitary Dalgalar ve Soliton

Bir fizik terimi olarak dalga, bir ortamda veya bir boşlukta yayılan ve genellikle

enerjinin taşınmasına yol açan titreşime verilen isimdir. En bilindik olan dalgalar, suda

ilerleyen yüzey dalgalarıdır. Bununla birlikte ses, ı̧sık ve atomun içindeki taneciklerin

hareketleri de dalga özelliklerini gösterirler. En basit dalgada bile titreşimler, sabit

bir frekans ve dalga boyu ile periyodik olarak salınım yaparlar (bkz. Şekil 1.1).

Şekil 1.1: Basit bir dalga profili
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Ses dalgaları gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri bir ortama ihtiyaç duyar-

larken, elektromanyetik dalgalar bir ortama gereksinim duymazlar ve boşlukta bile

yayılabilirler. Bir ortamdaki bir dalganın yayılması ortamın özelliklerine de bağlıdır

(Crawford, F., 1982).

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak sınıflandırılabilir. Duran dalgalar,

pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardır. Bu tip dalgalar, dalganın bulunduğu or-

tam dalganın hareket ettiği yönün tersine hareket ettiğinde veya durağan bir ortamda

birbirleri ile zıt yönde ilerleyen dalgaların giri̧smesi sonucunda oluşurlar. İlerleyen

dalgalar ise, bir noktadan diğer bir noktaya madde taşıması söz konusu olmaksızın

enerjinin yayılması ile oluşan dalgalardır.

Solitonlar ise aşağıdaki iki temel özelliği sağlayan lineer olmayan dalgalar olarak

tanımlanabilir (Wadati, M., 2001):

1. Şekil, hız gibi özellikleri deği̧smeksizin yayılan yerleşik (lokalize) dalgalardır.

2. Kaŗsılıklı çarpı̧smaya kaŗsı kararlıdırlar ve kendi özelliklerini çarpı̧sma sonrasında

koruyabilirler.

İlk özellik, solitary dalga şartıdır ve ilk kez İskoçyalı mühendis olan John Scott

Russel (1808-1882) tarafından tanımlanmı̧stır. İkinci şart ise parçacık özelliğine sahip

bir dalga anlamına gelmektedir.

Solitary dalgaları soliton dalgalarına benzeyen dalgalar olarakta tanımlanmaktadır,

yani çarpı̧sma sonrası özelliklerini korumaya çalı̧san dalgalardır. Bu sebeple soliton-

umsu dalgalar olarakta adlandırılabilirler. Russel solitary dalgalarını bir su kanalında

gözlemlediktan sonra labaratuvarında su tankları oluşturmuş ve su tanklarının bir

ucuna ağırlık bırakarak ötelenme dalgalarını (solitary dalgaları) elde edebilmek için

deneyler yapmı̧s ve solitary dalgalarının özellikleri hakkında aşağıdaki önemli bilgilere

ulaşmı̧stır (Falkovich, 2007):

(i) Solitary dalgaları hsech2 (k(x− vt)) şekline sahiptir.

(ii) Yeterince büyük miktardaki su kütlesi, iki veya daha fazla bağımsız solitary dal-

gası üretir.
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(iii) Normal dalgaların aksine solitary dalgaları asla birleşmezler. Bu sebeple küçük

genliğe sahip bir solitary dalgası ile büyük genliğe sahip bir solitary dalgası birbir-

leri ile çarpı̧stıktan sonra, iki solitary dalgası birbirlerinden ayrılarak şekillerinde

bir bozulma olmadan yollarına devam edebilirler. Normal dalgalar, ya düzleş-

meye başlar yada dikleşerek sönecek şekilde hareket ederlerken, solitary dalgaları

kararlıdır ve uzun mesafelerde yolculuk yapabilirler.

(iv) g yerçekimi ivmesi olmak üzere, h yüksekliğine sahip olan ve d derinliğindeki bir

kanalda hareket eden bir solitary dalgası

v =
p
g(d+ h) (1.1)

ile ifade edilen bir hıza sahiptir. Diğer bir ifade ile dalganın hızı, yüksekliğine ve

suyun derinliğine bağlıdır (bakınız Şekil 1.2).

Şekil 1.2 Bir solitary dalgasının hareketi

Dolayısıyla büyük genlikli bir solitary dalgası, küçük genlikli bir solitary dalgasına

göre daha hızlı hareket eder. Bir solitary dalgasının hızı genliği ile orantılı olduğundan,

bir solitary dalga normal dalgalardan farklıdır. Örneğin biri alçak biri yüksek iki

ses aynı anda oluştuğunda, kulağımız her iki seside aynı anda duyacaktır. Fakat

bu iletim esnasında solitary dalgaları kullanılsaydı, yüksek sesi daha önce duymamız

gerekirdi. Günümüzde ilk kez bir su kanalında gözlenen solitary dalgası artık soliton

olarak; akı̧skanlar mekaniği, temel parçacıklar fiziği, laser fiziği, süperiletkenlik fiziği,

biyofizik gibi bir çok fizik alanlarında kullanılmaktadır (Chaohao, 1995).
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1.2 Sonlu Farklar Metodu

Fiziksel olaylarımodelleyen çoğu problemler adi diferensiyel denklemler, kısmi türevli

diferensiyel denklemler, adi diferensiyel denklem sistemleri veya kısmi türevli diferen-

siyel denklem sistemleri ile ifade edilirler. Bu tip denklemlerin veya denklem sistem-

lerinin analitik çözümlerinin olmadığı ya da analitik çözümlerin çok karmaşık olduğu

durumlarda, bu denklemleri çözebilmek için sayısal yöntemler kullanılmaktadır. Sonlu

farklar metodu bu yöntemlerden birisidir. Sonlu farklar metodu bir diferensiyel den-

klemin tanım aralığını, sonlu sayıdaki alt aralıklara ayrırarak her bir bölünme noktasın-

daki türev değerleri yerine, sonlu fark yaklaşımlarının yazılması olarak özetlenebilir.

Bu durumda diferensiyel denklem bilinen yöntemler ile kolaylıkla çözülebilen bir ce-

birsel denkleme dönüşecektir.

Bir bağımsız deği̧sken içeren ifadeler için sonlu fark yaklaşımları, Taylor serisi

yardımıyla elde edilir. Sonlu fark yaklaşımını elde etmek için öncelikle [a, b] konum

aralığı, N bir pozitif tamsayı, h =
b− a

N
olmak üzere

xm = a+mh, m = 0, 1, . . . , N

formundaki bölünme noktalarına ayrılsın. Bu durumda, u(x) fonksiyonu ve türevleri

tanım aralığı üzerinde sürekli olmak üzere, u(xm + h) ve u(xm − h) ifadelerinin xm

noktasındaki Taylor seri açılımları

u(xm + h) = u(xm) + hux(xm) +
h2

2!
uxx(xm) +

h3

3!
uxxx(xm) + . . . , (1.2)

u(xm − h) = u(xm)− hux(xm) +
h2

2!
uxx(xm)−

h3

3!
uxxx(xm) + . . . (1.3)

olarak yazılabilir. Konuma göre birinci türev için sonlu fark yaklaşımı elde edilmek

istenirse (1.2-1.3) eşitliklerinden ux(xm) teriminin çekilmesi sonucunda

ux(xm) =
u(xm + h)− u(xm)

h
− h

2!
uxx(xm)−

h2

3!
uxxx(xm)− . . . , (1.4)

ux(xm) =
u(xm)− u(xm − h)

h
+

h

2!
uxx(xm)−

h2

3!
uxxx(xm) + . . . (1.5)

yazılabileceğinden u ifadesinin xm noktasındaki birinci türevi

ux(xm) =
u(xm + h)− u(xm)

h
+O(h)⇒ (ux)m =

um+1 − um
h

+O(h), (1.6)

ux(xm) =
u(xm)− u(xm − h)

h
+O(h)⇒ (ux)m =

um − um−1
h

+O(h) (1.7)
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formunda yaklaşık olarak bulunabilir. (1.6-1.7) ile bulunan yaklaşımlar sırasıyla ileri

ve geri fark yaklaşımları olarak adlandırılır. Her iki yaklaşımda da görüldüğü gibi, seri

belli bir yerden kesilmi̧stir. Dolayısıyla bu kesme i̧slemi sebebiyle bir hata oluşacaktır.

Oluşan hatalar, serinin kesildiği yerden sonraki ilk terime göre değerlendirilir ve O(.)

ile gösterilir. Hatanın derecesi ne kadar yüksek olursa yaklaşımda genelde o kadar iyi

olacaktır. Eğer hatanın derecesi yükseltilmek istenirse (1.3) eşitliği, (1.2) eşitliğinden

çıkarılır ve düzenlenirse

ux(xm) =
u(xm + h)− u(xm − h)

2h
+O(h2),

(ux)m =
um+1 − um−1

2h
+O(h2) (1.8)

formunda birinci türev için merkezi fark yaklaşımı da bulunabilir. Ayrıntılı bilgi için

(Lapidus and Pinder, 1982; Smith, 1978; Thomas, 1995) incelenebilir.

Crank-Nicolson metodu

Sayısal analizde Crank-Nicolson metodu bir sonlu farklar metodudur. Crank-

Nicolson metodu, zamana göre ikinci deceden ve kapalı bir metot olup John Crank

ve Phyllis Nicolson tarafından bulunmuştur (Crank and Nicolson, 1947). Crank ve

Phyllis metotlarında, diferensiyel denklemin sonlu fark metoduyla sayısal çözümünü

araştırmak için

ut ' un+1 − un

∆t
,

u =
un+1 + un

2
,

ux =
(ux)

n+1 + (ux)
n

2
,

uux =
(uux)

n+1 + (uux)
n

2
,

...

eşitliklerinin kullanılmasını önermi̧slerdir. Burada ∆t zaman artımıdır. Görüldüğü

gibi, zamana göre türev için ileri sonlu fark yaklaşımı kullanılırken, kalan terimlerde

şimdiki zaman ve bir sonraki zamandaki değerlerin ortalamaları alınmı̧stır. Zamana

göre türev için geri veya merkezi sonlu fark yaklaşımları da kullanılabilir. Dolayısıyla
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zaman ve konum deği̧skenleri içeren bir kısmi diferensiyel denklemin veya sistemin

sayısal çözümü araştırılırken Crank-Nicolson yöntemi tercih edildiğinde zamana göre

bir parçalanma yapılabilmektedir.

1.3 Galerkin Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar yöntemleri, çeşitli mühendislik ve fen alanlarında kaŗsılaşılan prob-

lemlerin kabul edilebilir bir yaklaşım ile çözümünün arandığı bir sayısal çözüm yön-

temdir. Bu yöntemin uygulanabilmesi için öncelikle ele alınan probleminin çözüm

bölgesi alt bölgelere parçalanır ve her alt bölgede polinom olarak kabul edilen çözümün

katsayıları belirlenmeye çalı̧sılır.

L bir lineer diferensiyel operatör, f(x) bilinen bir foksiyon ve u(x) aranan çözüm

olmak üzere

Lu(x) = f(x) (1.9)

şeklinde diferensiyel denklemin sayısal çözümü için ağırlıklı kalan metodu kullanıldı-

ğında, aranan u(.) ifadesi yerine

u(x) ≈ U(x) =
NX
j=1

ajφj(x) (1.10)

formundaki bir U(.) sonlu yaklaşım serisi kullanılır. (1.10) eşitliğinde aj, j = 1, ..., N

bilinmeyen katsayılar olmak üzere, φj(x), j = 1, ..., N fonksiyonu diferensiyel denk-

lemin tanım bölgesi üzerinde tanımlıdır. Bununla birlikte φj(.) fonksiyonları problem

için verilen tüm sınır şartlarını sağlayacak şekilde seçilirler ama genelde diferensiyel

denklemi sağlamazlar. Bu durumda (1.10) yaklaşık çözümü, (1.9) denkleminde yerine

yazılırsa

R(x) = LU(x)− f(x) = LU(x)− Lu(x) (1.11)

olarak tanımlanan R(x) kalanı elde edilir. Ağırlıklı kalan yöntemlerinde R(x) kalanı,

seçilen φj(.) fonksiyonları ve aj bilinmeyen parametrelerinin bir fonksiyonudur. Bu

yöntemler yardımı ile aj parametrelerinin belirlenmesinde, R(x) kalanı ile bir wj ağırlık

fonksiyonunun çarpımının Ω bölgesindeki integralinin sıfır olması dolayısıylaZ
Ω

wj(x)R(x)dx = 0, j = 1, ..., N (1.12)
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olması istenir. Böylece (1.12) formundaki N bilinmeyenli N denklemden oluşan denk-

lem sistemi elde edilir.

Ağırlıklı kalan metodunun farklı uygulamaları vardır. Bu uygulamalar ağırlık

fonksiyonunun seçimine göre deği̧sir. Ağırlıklı kalanının metodunun bir uygulaması

olan Galerkin sonlu elemanlar metodunda wi ağırlık fonksiyonları olarak φj(.) fonk-

siyonları seçilir. Dolayısıyla Galerkin metodu için çözüm, (1.10) eşitliğinin sayısal

çözümü aranan denklemde yerine yazılmasıyla

LU(x)− Lu(x) = 0Z
Ω

φi(x)

"
L

NX
j=1

ajφj(x)− f(x)

#
dx = 0, i = 1, ..., N

(1.13)

formunda elde edilir.

1.4 Spline Fonksiyonlar

İlk olarak 1946 yılında Schoenberg tarafından tanıtılmı̧stır (Schoenberg, 1946).

Bununla birlikte spline fonksiyonlar ancak 1960 yılından sonra matematiksel model-

lere ve fiziksel problemlere uygulanmı̧stır. [a, b] aralığının bir parçalanması üzerindeki

tüm noktaları sağlayan polinom fonksiyonların derecesi, nokta sayısı arttıkça artacak-

tır. Bununla birlikte [a, b] aralığını alt aralıklara bölerek belirlenen alt aralıklarda

daha düşük dereceden polinom fonksiyonlar tanımlanabilir. Spline fonksiyon kavramı

bu düşünceden ortaya çıkmı̧stır. Dolayısıyla spline interpolasyon parçalı polinom yak-

laşımıdır. Yani verilen çözüm aralığı sonlu sayıda alt aralıklara bölünerek her bir alt

aralıkta daha küçük dereceden polinomlar yardımı ile yaklaşımlar elde edilir. Spline

fonksiyonlar,

a = x0 < x1 . . . < xN−1 < xN = b

sonlu parçalanı̧sının her bir [xm, xm+1] aralığında k. dereceden uygun polinomlar olup,

tanımlanan her alt aralıkta (k− 1). mertebeden türevlenebilen sürekli fonksiyonlardır.

1.4.1.Kübik B-Spline Galerkin metodu

[a, b] aralığının bir düzgün parçalanı̧sı a = x0 < x1 . . . xN−1 < xN = b olmak

üzere φm(x), xm noktalarındaki kübik B-spline fonksiyonları olsun. Kübik B-Spline
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Galerkin metodunda, deneme fonsiyonları olarak kübik B-spline fonksiyonları kul-

lanılarak, u(x, t) çözümü için Um(x, t) yaklaşık çözümü

Um(x, t) =
N+1X
m=−1

φm(x)δm(t) (1.14)

formunda araştırılır. Burada δm(t) zamana bağlı parametreler olup sınır şartları ve

ileride tanımlanacak olan denklem sistemi yardımıyla bulunacaktır. [a, b] aralığının bir

düzgün parçalanı̧sına tanımlanan φm kübik B-spline fonksiyonları m = −1, 0, ..., N +1

için h = xm+1 − xm olmak üzere

φm(x) =
1

h3

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x− xm−2)
3 [xm−2, xm−1]

h3 + 3h2(x− xm−1) + 3h(x− xm−1)
2 − 3(x− xm−1)

3 [xm−1, xm]

h3 + 3h2(xm+1 − x) + 3h(xm+1 − x)2 − 3(xm+1 − x)3 [xm, xm+1]

(xm+2 − x)3 [xm+1, xm+2]

0 diğer

(1.15)

formundadır. Kübik B-spline fonksiyonları ile onun birinci ve ikinci mertebeden türev-

leri xm−2 ≤ x ≤ xm+2 aralığı dı̧sında sıfırdır. [xm−2, xm+2] aralığında φm(x), φ
0
m(x) ve

φ00m(x) fonksiyonlarının bölünme noktalarındaki değerleri sırasıyla

φm(xm−2) =
1

h3
(xm−2 − xm−2)

3 = 0,

φm(xm−1) =
1

h3
£
h3 + 3h2(xm−1 − xm−1) + 3h(xm−1 − xm−1)

2 − 3(xm−1 − xm−1)
3
¤
= 1,

φm(xm) =
1

h3
£
h3 + 3h2(xm+1 − xm) + 3h(xm+1 − xm)

2 − 3(xm+1 − xm)
3
¤
= 4,

φm(xm+1) =
1

h3
(xm+2 − xm+1)

3 = 1,

φm(xm+2) = 0,

φ0m(xm−2) =
3

h3
(xm−2 − xm−2)

2 = 0,

φ0m(xm−1) =
1

h3
£
3h2 + 6h(xm−1 − xm−1)− 9(xm−1 − xm−1)

2
¤
=
3

h
,

φ0m(xm) =
1

h3
£
−3h2 − 6h(xm+1 − xm) + 9(xm+1 − x)2

¤
= 0,

φ0m(xm+1) = − 3
h3
(xm+2 − xm+1)

2 = −3
h
,

φ0m(xm+2) = 0,

φ00m(xm−2) =
6

h3
(xm−2 − xm−2) = 0,
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φ00m(xm−1) =
1

h3
[6h− 18(xm−1 − xm−1)] =

6

h2
,

φ00m(xm) =
1

h3
[6h− 18(xm+1 − xm)] = −

12

h2
,

φ00m(xm+1) =
6

h3
(xm+2 − xm+1) =

6

h2
,

φ00m(xm+2) = 0

olarak bulunur. Tablo 1.1’de, bölünme noktalarındaki kübik B-spline değerleri görülmek-

tedir.

Tablo 1.1: Bölünme noktalarındaki kübik B-spline değerleri

x xm−2 xm−1 xm xm+1 xm+2

φm(x) 0 1 4 1 0

hφ0m(x) 0 3 0 −3 0

h2φ00m(x) 0 6 −12 6 0

Şekil 1.3’den görüleceği gibi [xm, xm+1] aralığı, φm−1, φm, φm+1, φm+2 kübik B-spline

fonksiyonları tarafından örtülür. Böylece U için yaklaşım idafesi

Um(x, t) =
m+2X

j=m−1
φj(x)δj(t) (1.16)

formunda bulunur.

Şekil 1.3: [xm, xm+1] sonlu elemanında φm−1, . . . , φm+2 kübik B-spline fonksiyonları
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Zamana göre birinci mertebeden homojen bir kısmı türevli denkleme Crank-Nicolson

yöntemi uygulandığında

un+1 − un

∆t
+ L

µ
un+1 + un

2

¶
= 0 (1.17)

adi diferensiyel denklemine ulaşılsın. Bu durumda [a, b] konum aralığının her bir

[xm, xm+1] alt aralığında da kübik B-spline Galerkin yöntemi diferensiyel denkleminin

çözümüne uygulandığında,i = m− 1, . . . ,m+ 2 olmak üzere
xm+1R
xm

φi(x)

"
m+2P

j=m−1
φj(x)δ

n+1
j (t) +

∆t

2
L

Ã
m+2P

j=m−1
φj(x)δ

n+1
j (t)

!#
dx

=
xm+1R
xm

φi(x)

"
m+2P

j=m−1
φj(x)δ

n
j (t)−

∆t

2
L

Ã
m+2X

j=m−1
φj(x)δ

n
j (t)

!#
dx

(1.18)

elde edilecektir. Burada φm, m = 0, 1, . . . , N − 1 kübik B-spline fonksiyonları ve δm
ise bulunması gereken bilinmeyenlerdir. Denklem sistemi açık olarak yazılırsa m nin

her bir değeri için 4×4 lük bir matris gelecektir. Her bir matris için bilinmeyenler ise

δm−1, δm, δm+1, δm+2

olacaktır. Her bir matris hesaplandıktan sonra matrisler birbirlerine eklenerek gerekli

düzenlemeler yapıldığında

δ−1, δ0, δ1, . . . , δN−1, δN , δN+1

olarak bilinmeyenler bulunabilir.

1.4.2 Geni̧sletilmi̧s kübik B-Spline Galerkin metodu

φm(x) geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonları [a, b] aralığının bir düzgün parçala-

nı̧sı a = x0 < x1 . . . xN−1 < xN = b olmak üzere xm noktalarında tanımlansınlar. De-

neme fonsiyonları olarak geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonları kullanılarak u(x, t)

için Um(x, t) yaklaşık çözümü geni̧sletilmi̧s kübik B-Spline Galerkin metodunda

Um(x, t) =
N+1X
m=−1

φm(x)δm(t) (1.19)
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formunda araştırılır. Burada δm(t) zamana bağlı parametreler olup sınır şartları ve

ileride tanımlanacak olan denklem sistemi yardımıyla bulunacaktır. [a, b] aralığının

bir düzgün parçalanı̧sına tanımlanan φm geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlarım =

−1, 0, ..., N + 1 için h = xm+1 − xm olmak üzere

φm(x) =
1

24h4

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4h(1− λ)(x− xm−2)
3 + 3λ(x− xm−2)

4 [xm−2, xm−1],

(4− λ)h4 + 12h3(x− xm−1)

+6h2(2 + λ)(x− xm−1)
2

−12h(x− xm−1)
3 − 3λ(x− xm−1)

4

[xm−1, xm],

(4− λ)h4 + 12h3(xm+1 − x)

+6h2(2 + λ)(xm+1 − x)2

−12h(xm+1 − x)3 − 3λ(xm+1 − x)4

[xm, xm+1],

4h(1− λ)(xm+2 − x)3 + 3λ(xm+2 − x)4 [xm+1, xm+2],

0 diğer

(1.20)

formundadır (Gang, 2008). λ = 0 alındığında geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksi-

yonları, bilinen kübik B-spline fonksiyonlarına dönmektedir. En doğru sonuç elde

edilene kadar, üzerinde çalı̧sılan denklemlerin sayısal çözümleri λ nın farklı değerleri

için yeniden hesaplanır. λ = 0 alınması durumunda bulunan sonuçlar kübik B-spline

yönteminin sonuçlarına kaŗsılık geldiğinden λ nın sıfır olduğu kübik B-spline fonksiyon-

larının kullanıldığı yöntem ile λ nın sıfırdan farklı değerler aldığı geni̧sletilmi̧s kübik

B-spline fonksiyonlarının kullanıldığı yöntem arasında kaŗsılaştırma yapılabilmektedir.

Kübik B-spline fonksiyonlarında olduğu gibi geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonları

ile onun birinci ve ikinci mertebeden türevleri xm−2 ≤ x ≤ xm+2 aralığı dı̧sında sıfırdır.

[xm−2, xm+2] aralığında, φm(x), φ
0
m(x) ve φ

00
m(x) fonksiyonlarının bölünme noktaların-

daki değerleri sırasıyla,

φm(xm−2) =
1

24h4
£
4h(1− λ)(xm−2 − xm−2)

3 + 3λ(xm−2 − xm−2)
4
¤
= 0,
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φm(xm−1) =
1

24h4
£
(4− λ)h4 + 12h3(xm−1 − xm−1) + 6h

2(2 + λ)(xm−1 − xm−1)
2

−12h(xm−1 − xm−1)
3 − 3λ(xm−1 − xm−1)

4
¤
,

φm(xm−1) =
4− λ

24
,

φm(xm) =
1

24h4
£
(4− λ)h4 − 12h3(xm − xm+1) + 6h

2(2 + λ)(xm − xm+1)
2

+12h (xm − xm+1)
3 − 3λ(xm − xm+1)

4
¤
,

φm(xm) =
8 + λ

12
,

φm(xm+1) = − 1

24h4
£
4h (λ− 1) (xm+1 − xm+2)

3 + 3λ (xm+1 − xm+2)
4¤ = 4− λ

24
,

φm(xm+2) = 0,

φ0m(xm−2) =
1

24h4
£
12h(1− λ)(xm−2 − xm−2)

2 + 12λ(xm−2 − xm−2)
3
¤
= 0,

φ0m(xm−1) =
1

24h4
£
12h3 + 12h2(2 + λ)(xm−1 − xm−1)− 36h(xm−1 − xm−1)

2

−12λ(xm−1 − xm−1)
3
¤
,

φ0m(xm−1) =
1

2h
,

φ0m(xm) =
1

24h4
£
−12h3 + 12h2(2 + λ)(xm − xm+1) + 36h (xm − xm+1)

2

−12λ(xm − xm+1)
3
¤
,

φ0m(xm) = 0,

φ0m(xm+1) = − 1

24h4
£
4h (λ− 1) (xm+1 − xm+2)

3 + 3λ (xm+1 − xm+2)
4¤ = − 1

2h
,

φ0m(xm+2) = 0,

φ00m(xm−2) =
1

24h4
£
24h(1− λ)(xm−2 − xm−2) + 36λ(xm−2 − xm−2)

2
¤
= 0,

φ00m(xm−1) =
1

24h4
£
12h2(2 + λ)− 72h(xm−2 − xm−1)− 36λ(xm−2 − xm−1)

2)
¤
=
2 + λ

2h2
,

φ00m(xm) =
1

h3
[6h− 18(xm+1 − xm)] = −

2 + λ

h2
,

φ00m(xm+1) =
6

h3
(xm+2 − xm+1) =

2 + λ

2h2
,

φ00m(xm+2) = 0

olarak bulunur. Tablo 1.2’de, bölünme noktalarındaki geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

değerleri görülmektedir.
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Tablo 1.2: Bölünme noktalarındaki geni̧sletilmi̧s kübik B-spline değerleri

x xm−2 xm−1 xm xm+1 xm+2

24φm(x) 0 4− λ 16 + 2λ 4− λ 0

2hφ0m(x) 0 1 0 −1 0

2h2φ00m(x) 0 2 + λ −4− 2λ 2 + λ 0

Ayrıca her bir [xm, xm+1] aralığı φm−1, φm, φm+1 ve φm+2 gibi (1.20) deki dört

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonları tarafından örtülür ve böylece U için yaklaşım

idafesi

Um(x, t) =
m+2X

j=m−1
φj(x)δj(t) (1.21)

formunda bulunur. Şekil 1.4 de ise geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar λ nın

farklı değerleri için görülmektedir (Hamid et al., 2011).

Şekil 1.4:λ = −10,−5, 0, 5, 10 için geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar

Kübik B-spline Galerkin metodunu anlatırken kullanılan (1.17) adi diferensiyel

denklemini ele alalım. Denkleme [a, b] konum aralığının her bir [xm, xm+1] alt aralığında

da geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin yöntemi uygulandığında, i = m−1, . . . ,m+2
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olmak üzere

xm+1R
xm

φi(x)

"
m+2P

j=m−1
φj(x)δ

n+1
j (t) +

∆t

2
L

Ã
m+2P

j=m−1
φj(x)δ

n+1
j (t)

!#
dx

=
xm+1R
xm

φi(x)

"
m+2P

j=m−1
φj(x)δ

n
j (t)−

∆t

2
L

Ã
m+2X

j=m−1
φj(x)δ

n
j (t)

!#
dx

(1.22)

elde edilecektir. Burada kübik B-spline Galerkin yönteminden farklı olarak φm, m =

0, 1, . . . , N − 1 geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlarıdır. Benzer şekilde denklem

sistemi açık olarak yazılırsa m nin her bir değeri için 4×4 lük bir matris gelecektir.

Her bir matris için bilinmeyenler ise

δm−1, δm, δm+1, δm+2

olacaktır. Her bir matris hesaplandıktan sonra matrisler birbirlerine eklenerek gerekli

düzenlemeler yapıldığında

δ−1, δ0, δ1, . . . , δN−1, δN , δN+1

olarak bilinmeyenler de kübik B-spline Galerkin yöntemine benzer şekilde bulunabilir.

1.5 KdV denklemi, Başlangıç-Sınır Şartları ve Test Problemleri

1895 yılında ünlü Hollandalı matematikçi Korteweg ve öğrencisi de Vries

∂u(x, t)

∂t
+ c

∂u(x, t)

∂x
+ ε

∂3u(x, t)

∂x3
+ γu(x, t)

∂u(x, t)

∂x
= 0 (1.23)

formundan sığ su dalgalarının hareketi modelleyen denklem üzerine çalı̧smaya başladı-

lar. Denklemde

• u(x, t), dalganın genliğine,

• c =
√
gd, küçük genlikli dalganın hızına,

• ε = c (d2/6− T/2ρg) , dağılma parametresine,

• γ, lineer olmayan parametreye,

• T , yüzey gerilimine;
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• ρ, suyun yoğunluğuna;

kaŗsılık gelmektedir. Korteweg ve de Vries, (1.23) denkleminin

u(x, t) = ũ(x− vt) (1.24)

formunda ve şekli deği̧smeyen bir hareketli dalga çözümüne sahip olduğunu gösterdiler.

Buradaki ũ(x − vt) terimi, Russell’ın solitary dalga tanımına uymaktadır. Böylece

Korteweg ve de Vries, solitary dalgaların varlığını kanıtlamı̧s oldular ve çalı̧smalarını

Korteweg’in danı̧smanlığında, de Vries’in doktora tezinde yayınladılar (Korteweg and

de Vries, 1895). Bununla birlikte, dalgaların kararlı olup olmadıkları ve iki solitary

dalgasının çarpı̧sma sonrasında şekillerinin deği̧sip deği̧smeyeceği gibi sorular tezde ce-

vaplanamamı̧stır. 1965 yılında Kruskal ve Zabusky, KdV denkleminin sonlu farklar

metodu ile çözümlerini araştırırken, solitary dalgalarının çarpı̧sma sonrasında şekil-

lerini deği̧stirmediklerini gözlemlemi̧sler ve bu özelliğin parçacıkların çarpı̧smasına ben-

zediğini bularak bu tip dalgalara soliton adını vermi̧slerdir (Zabusky and Kruskal,

1965). Bu çalı̧sma, soliton teorisi tarihinde önemli bir dönüm noktası olmuştur. 1967

yılında Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafından ters saçılma dönüşüm (TSD)

metodu geli̧stirilerek, KdV denkleminin soliton çözümlerini analitik olarakta verilmi̧stir

(Gardner et.al., 1967).

Bu çalı̧smada (1.23) denkleminin alternatif bir formu olan μ reel sabitler, x ve t alt

indisleri konum ve zamana göre türevleri göstermek üzere

ut + εuux + μuxxx = 0 (1.25)

formundaki KdV denklemi üzerinde çalı̧sılacaktır. KdV denklemi için soliton dalga

oluşumu problemindeki fiziksel sınır şartları x → ±∞ iken u, ux, uxx → 0 şeklindedir.

Bununla birlikte sayısal yöntemi uygulayabilmek için çözüm bölgesi [a, b] aralığına sınır-

landırılacak ve dolayısıyla

u(a, t) = u(b, t) = 0

u0(a, t) = u0(b, t) = 0

⎫⎬⎭ t > 0 (1.26)

sınır şartları, f(x) sonradan belirlenmek üzere

u(x, 0) = f(x) (1.27)
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başlangıç şartı kullanılacaktır. Ayrıca sayısal metodun analitik çözümle olan uyumu-

nun kontrolü için

L∞ = max
m
|Um − u(xm, t)| (1.28)

hata normu kullanılacaktır. Burada Um, xm noktasındaki yaklaşık çözümü, u(xm, t)

ise tam çözümü göstermektedir.

1.5.1 Soliton oluşumu

[a, b] aralığında tanımlı 3c genlikli, v = εc dalga hızlı KdV denkleminin soliton

çözümü A = 1
2

r
εc

μ
olmak üzere

u(x, t) = 3csech2(A[x− x0 − vt]) (1.29)

formunda yazılabilir (Alexander and Morris, 1979). (1.29) eşitliğinde t = 0 alındığında

u(x, 0) = 3csech2(A[x− x0]) (1.30)

başlangıç şartı elde edilebilir.

KdV denklemi için ilk 3 korunum sabiti

C1 =

∞Z
−∞

udx, C2 =

∞Z
−∞

u2dx, C3 =

∞Z
−∞

³
u3 − 3μ

ε
(ux)

2
´
dx (1.31)

eşitlikleri ile tanımlanır. Korunum sabitlerinin tam değerleri ise Maple programı

yardımıyla

C1 =
6c

A
, C2 =

12c2

A
, C3 =

144c2 (μA2 − cε)

5Aε
(1.32)

olarak bulunabilir.

1.5.2 İki Soliton dalgasının çarpı̧sması

t = 0 başlangıç anında, tepe noktaları sırasıyla x1 ve x2 noktalarına kaŗsılık gelecek

şekilde [a, b] konum aralığında yerleştirilen 3c1 ve 3c2 genlikli iki soliton dalgasının

çarpı̧sma problemi Ai =
1
2

r
εci
μ
, i = 1, 2 olmak üzere

u(x, 0) = 3c1sech2(A1 [x− x1]) + 3c2sech2(A2 [x− x2]) (1.33)
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formunda modellenebilir. (1.33) eşitliğinde c1 > c2 ve x2 > x1 seçimleri yapıldığında

genlik olarak daha büyük olan dalga solda kalacaktır. Dalgaların başlangıç anında

birbirleri ile etkileşimlerinin olmaması ve her iki dalganında aralığın uç noktalarında

sıfıra gitmesi oldukça önemlidir. Dolayısıyla parametreler bu şekilde uygun olarak

seçildiğinde genliği büyük olan dalga daha hızlı olduğundan bir müddet sonra öndeki

genliği ve hızı düşük olan dalgaya yeti̧secek ve bir çarpı̧sma gerçekleşecektir. Soli-

ton dalgaları çarpı̧sma sonrasında genliklerini ve hızlarını koruyacağından çarpı̧smanın

öncesinde ve sonrasında korunum sabitleri sabit kalmalıdır. Korunum sabitlerinin tam

değerleri ise Maple programı yardımıyla

C1 =
6c1
A1

+
6c2
A2

,

C2 =
12c21
A1

+
12c22
A2

,

C3 =
144c21 (μA

2
1 − c1ε)

5A1ε
+
144c22 (μA

2
2 − c2ε)

5A2ε

(1.34)

olarak bulunabilir.

1.6 RLW denklemi, Başlangıç-Sınır Şartları ve Test Problemleri

Sayısal çözümü araştırılacak olan ikinci denklem olan RLW denklemi ise

ut + ux + εuux − μuxxt = 0 (1.35)

formundadır. Denklemde ε ve μ reel sabitler, x ve t alt indisleri konum ve zamana göre

türevleri göstermektedir. RLW denklemi için solitary dalga oluşumu problemindeki

fiziksel sınır şartları KdV denkleminde olduğu gibi x → ±∞ iken u, ux, uxx → 0 şek-

lindedir. Sayısal yöntemi uygulayabilmek için ise çözüm bölgesi [a, b] aralığına sınır-

landırılacak ve dolayısıyla

u(a, t) = u(b, t) = 0

u0(a, t) = u0(b, t) = 0

⎫⎬⎭ t > 0 (1.36)

sınır şartları, f(x) sonradan belirlenmek üzere

u(x, 0) = f(x) (1.37)
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başlangıç şartı ve sayısal metodun analitik çözümle olan uyumunun kontrolü için ise

L∞ = max
m
|Um − u(xm, t)| (1.38)

hata normu kullanılacaktır. Burada Um, xm noktasındaki yaklaşık çözümü, u(xm, t)

ise tam çözümü göstermektedir.

RLW denklemi, Peregrine trafından ardı̧sık dalgaların geli̧simini modellemek için

önerilmi̧stir (Peregrine, 1966). Peregrine ayrıca denklemin sonlu farklar metodu ile

ilk sayısal çözümlerini elde etmi̧stir. Benjamin, Bona ve Mahony ise, RLW denkle-

minin dalga denklemi çözümlerini, daha yaygın olarak bilinen Korteweg-de Vries (KdV)

denkleminin dalga denklemi çözümlerine benzerliğini göstermi̧slerdir (Benjamin et.al.,

1972).

1.6.1 Solitary dalga oluşumu

[a, b] aralığında tanımlı 3c genlikli, v = 1+εc dalga hızlı RLW denkleminin analitik

çözümü k =

r
εc

4μv
olmak üzere

u(x, t) = 3csech2(k[x− x0 − vt]) (1.39)

formunda yazılabilir (Peregrine, 1966). (1.39) eşitliğinde t = 0 alındığında

u(x, 0) = 3csech2(k[x− x0]) (1.40)

başlangıç şartı elde edilebilir.

RLW denklemi için korunum sabitleri sırasıyla kütle, momentum ve enerjiye kaŗsılık

gelen

C1 =

∞Z
−∞

udx, C2 =

∞Z
−∞

(u2 + μ(ux)
2)dx, C3 =

∞Z
−∞

(u3 + 3u2)dx (1.41)

eşitlikleri ile tanımlanır (Olver, 1979). Korunum sabitlerinin tam değerleri ise Maple

programı yardımıyla

C1 =
6c

k
, C2 =

12c2

k
+
48kc2μ

5
, C3 =

36c2

5k
(4c+ 5) (1.42)
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olarak bulunabilir.

1.6.2 İki Solitary dalgasının çarpı̧sması

t = 0 başlangıç anında, tepe noktaları sırasıyla x1 ve x2 noktalarına kaŗsılık gelecek

şekilde [a, b] konum aralığında yerleştirilen 3c1 ve 3c2 genlikli iki solitary dalgasının

çarpı̧sma problemi ki =
r

εci
4μ(1 + εci)

, i = 1, 2 olmak üzere

u(x, 0) = 3c1sech2(k1 [x− x1]) + 3c2sech2(k2 [x− x2]) (1.43)

formunda modellenebilir. KdV denkleminin çarpı̧sması probleminde olduğu gibi (1.43)

eşitliğinde c1 > c2 ve x2 > x1 seçimleri yapıldığında genlik olarak daha büyük olan

dalga solda kalacaktır. Dolayısıyla parametreler bir önceki bölümde KdV denkleminde

anlatıldığı seçildiğinde genliği büyük olan dalga daha hızlı olduğundan bir müddet sonra

öndeki genliği ve hızı düşük olan dalgaya yeti̧secek ve bir çarpı̧sma gerçekleşecektir. Bu

test problemi için korunum sabitlerinin tam değerleri ise Maple programı yardımıyla

C1 = 6

µ
c1
k1
+

c2
k2

¶
,

C2 = 12

µ
c21
k1
+

c22
k2

¶
+
48

5
μ (k1c

2
1 + k2c

2
2) ,

C3 =
36c21
5k1

(4c1 + 5) +
36c22
5k2

(4c2 + 5)

(1.44)

olarak bulunabilir.
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BÖLÜM 2

SAYISAL YÖNTEMİN RLW DENKLEMİNE UYGULANMASI

Bu bölümde, (1.35) kısmi diferensiyel denkleminin geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

fonksiyonlar kullanılarak Galerkin metoduyla sayısal çözümleri araştırılmı̧stır. Sayısal

çözümün doğruluğu solitary dalga test problemi için hata normu ve her iki test problemi

için korunum sabitleri hesaplanarak ve grafikler çizilerek incelenmi̧stir.

2.1 Metodun Uygulanması

İlk bölümde bahsedilen

u(a, t) = u(b, t) = 0 (2.1)

ux(a, t) = ux(b, t) = 0 (2.2)

sınır şartlarını ve f(x) sonradan belirlenmek üzere

u(x, 0) = f(x) (2.3)

başlangıç şartı ile birlikte verilen [a, b] konum aralığı üzerinde tanımlanan (1.35)

ut + ux + εuux − μuxxt = 0

RLW denklemini ele alalım. RLW denklemine Crank-Nicolson yöntemi uygulanırsa

un+1 +
∆t

2
un+1x +

∆t

2
εun+1 (ux)

n+1 − μ (uxx)
n+1

= un − ∆t

2
unx −

∆t

2
εun (ux)

n − μ (uxx)
n

(2.4)

elde edilebilir. w(x) ağırlık fonksiyonu olmak üzere (2.4) denklemine Galerkin metodu

uygulandığında

bR
a

w(x)

µ
un+1 +

∆t

2
un+1x +

∆t

2
εun+1 (ux)

n+1 − μ (uxx)
n+1

¶
dx

=
bR
a

w(x)

µ
un − ∆t

2
unx −

∆t

2
εun (ux)

n − μ (uxx)
n

¶
dx

(2.5)
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bulunur. w(x) ağırlık fonksiyonu yerine φi geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonları

kullanılırsa, (2.5) denklemi i, j ve k m − 1, m, m + 1, m + 2 ve m = 0, 1, . . . , N − 1

olmak üzere

m+2P
j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφjdx

⎞⎠ δn+1j +
∆t

2

m+2P
j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφ
0
jdx

⎞⎠ δn+1j

+
∆t

2
ε

m+2P
j=m−1

⎡⎣ m+2P
k=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφk
¡
δn+1k

¢
φ0jdx

⎞⎠⎤⎦ δn+1j

−μ
m+2P

j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφ
00
jdx

⎞⎠ δn+1j =
m+2P

j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφjdx

⎞⎠ δnj

−∆t

2

m+2P
j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφ
0
jdx

⎞⎠ δnj −
∆t

2
ε

m+2P
j=m−1

⎡⎣ m+2P
k=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφk (δ
n
k)φ

0
jdx

⎞⎠⎤⎦ δnj
−μ

m+2P
j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφ
00
jdx

⎞⎠ δnj

(2.6)

eşitliğine ulaşılır. (2.6) sistemi m = 0, 1, . . . , N − 1 için

Ae =

xm+1Z
xm

φiφjdx, Be =

xm+1Z
xm

φiφ
0
jdx, C(δ) =

xm+1Z
xm

φiφk (δk)φ
0
jdx, De =

xm+1Z
xm

φiφ
00
jdx

ve

δ = (δ−1, δ0, . . . , δN+1)
T ,

Ae
m−1,m−1 = Ae

m+2,m+2 =
h

40320

¡
20λ2 − 110λ+ 160

¢
,

Ae
m−1,m = Ae

m,m−1 = Ae
m+1,m+2 = Ae

m+2,m+1 =
h

40320

¡
−37λ2 − 294λ+ 1032

¢
,

Ae
m−1,m+1 = Ae

m+1,m−1 = Ae
m,m+2 = Ae

m+2,m =
h

40320

¡
14λ2 − 258λ+ 480

¢
,

Ae
m−1,m+2 = Ae

m+1,m−2 =
h

40320

¡
3λ2 − 10λ+ 8

¢
,

Ae
m,m = Ae

m+1,m+1 =
h

40320

¡
88λ2 + 1170λ+ 9504

¢
,

Ae
m,m+1 = Ae

m+1,m =
h

40320

¡
−65λ2 + 54λ+ 7464

¢
,

Be
m−1,m−1 = −Be

m+2,m+2 =
1

40320

¡
−35λ2 + 280λ− 560

¢
,

Be
m−1,m = −Be

m+2,m+1 =
1

40320

¡
87λ2 + 48λ− 504

¢
,
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Be
m−1,m+1 = −Be

m+2,m =
1

40320

¡
−69λ2 − 264λ+ 1008

¢
,

Be
m−1,m+2 = −Be

m+2,m−1 =
1

40320

¡
17λ2 − 64λ+ 56

¢
,

Be
m,m−1 = −Be

m+1,m+2 =
1

40320

¡
53λ2 + 512λ− 3976

¢
,

Be
m,m = −Be

m+1,m+1 =
1

40320

¡
−105λ2 − 2520λ− 840

¢
0,

Be
m,m+1 = −Be

m+1,m =
1

40320

¡
51λ2 + 2832λ+ 10248

¢
,

Be
m,m+2 = −Be

m+1,m−1 =
1

40320

¡
λ2 − 824λ+ 2128

¢
,

C(δ)em−1,m−1 =
1

31933440

¡
−49280− 9240λ2 + 770λ3 + 36960λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−26400 + 4176λ2 − 1806λ3 + 10296λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
73920 + 3528λ2 + 1302λ3 − 44352λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
1760 + 1536λ2 − 266λ3 − 2904λ

¢
δnm+2,

C(δn)em−1,m = C(δ)em,m−1 =
1

31933440

¡
−282480− 2088λ2 − 1407λ3 + 105732λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−229680 + 39096λ2 + 3213λ3 − 3564λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
489456− 42624λ2 − 2205λ3 − 77220λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
22704 + 5616λ2 + 399λ3 − 24948λ

¢
δnm+2,

C(δn)em−1,m+1 = C(δ)em+1,m−1 =
1

31933440

¡
−110880− 15624λ2 + 504λ3 + 77616λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−139392 + 25704λ2 − 1008λ3 + 27720λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
231264− 15624λ2 + 504λ3 − 83952λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
19008 + 5544λ2 − 21384λ

¢
δnm+2,

C(δn)em−1,m+2 = C(δ)em+2,m−1 =
1

31933440

¡
−880− 768λ2 + 133λ3 + 1452λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−3696− 72λ2 − 399λ3 + 3564λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
3696 + 72λ2 + 399λ3 − 3564λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
−133λ3 + 768λ2 − 1452λ+ 880

¢
δnm+2,
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C(δ)em,m =
1

31933440

¡
−1906080 + 32688λ2 + 2814λ3 + 7128λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−3104640− 138600λ2 − 6930λ3 − 1219680λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
4400352 + 109440λ2 + 5418λ3 + 1491336λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
610368− 3528λ2 − 1302λ3 − 278784λ

¢
δnm+2,

C(δ)em,m+1 = C(δ)em+1,m =
1

31933440

¡
−941424 + 16920λ2 − 1407λ3 + 271260λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−3087216 + 720λ2 + 4221λ3 − 856548λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
3087216− 720λ2 − 4221λ3 + 856548λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
941424− 16920λ2 + 1407λ3 − 271260λ

¢
δnm+2,

C(δ)em,m+2 = C(δ)em+2,m =
1

31933440

¡
−19008− 5544λ2 + 21384λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−231264 + 15624λ2 − 504λ3 + 83952λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
139392− 25704λ2 + 1008λ3 − 27720λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
−504λ3 + 15624λ2 − 77616λ+ 110880

¢
δnm+2

C(δ)em+1,m+1 =
1

31933440

¡
−610368 + 3528λ2 + 1302λ3 + 278784λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−4400352− 109440λ2 − 5418λ3 − 1491336λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
3104640 + 138600λ2 + 6930λ3 + 1219680λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
1906080− 32688λ2 − 2814λ3 − 7128λ

¢
δnm+2,

C(δ)em+1,m+2 = C(δ)em+2,m+1 =
1

31933440

¡
−22704− 5616λ2 − 399λ3 + 24948λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−489456 + 42624λ2 + 2205λ3 + 77220λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
229680− 39096λ2 − 3213λ3 + 3564λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
1407λ3 + 2088λ2 − 105732λ+ 282480

¢
δnm+2,
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C(δ)em+2,m+2 =
1

31933440

¡
266λ3 − 1536λ2 + 2904λ− 1760

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−1302λ3 − 3528λ2 + 44352λ− 73920

¢
δnm

+
1

31933440

¡
1806λ3 − 4176λ2 − 10296λ+ 26400

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
−770λ3 + 9240λ2 − 36960λ+ 49280

¢
δnm+2,

De
m−1,m−1 = De

m+2,m+2 =
1

1680h

¡
−4λ2 − 7λ+ 56

¢
,

De
m−1,m = De

m+2,m+1 =
1

1680h

¡
11λ2 − 98

¢
,

De
m−1,m+1 = De

m+2,m =
1

1680h

¡
−10λ2 + 21λ+ 28

¢
,

De
m−1,m+2 = De

m+1,m−1 =
1

1680h

¡
3λ2 − 14λ+ 14

¢
,

De
m,m−1 = De

m+1,m+2 =
1

1680h

¡
11λ2 + 70λ+ 462

¢
,

De
m,m = De

m+1,m+1 =
1

1680h

¡
−32λ2 − 189λ− 616

¢
,

De
m,m+1 = De

m+1,m =
1

1680h

¡
31λ2 + 168λ− 154

¢
,

De
m,m+2 = De

m+2,m−1 =
1

1680h

¡
−10λ2 − 49λ+ 308

¢
eleman matrislerinin uygun şekilde birbirlerine eklenerek düzenlenmesi sonucunda∙

A+
∆t

2
B+

∆t

2
εC
¡
δn+1

¢
−μD

¸
δn+1 =

∙
A−∆t

2
B−∆t

2
εC (δn)−μD

¸
δn (2.7)

sistemine ulaşılır. Elde edilen (2.7) denklem sistemi (N + 3) denklem ve

(δ−1, δ0, . . . , δN , δN+1)

olmak üzere (N + 3) bilinmeyenden oluşan bir sistemdir. Denklem sistemindeki ilk

ve son denklem silinerek bölgenin uç noktalarındaki u(a, x) = u(b, x) = 0 sınır şartları

kullanılıp δn+1−1 ve δn+1N+1 yok edilirse (2.7) denklem sistemi (N + 1) × (N + 1) matris

sistemine indirgenmi̧s olur. Ulaşılan denklem sistemide Gauss yoketme metodunun bir

uygulaması olan Thomas algoritması yardımıyla kolayca çözülebilir. Bununla birlikte

sınır şartları uygulandıktan sonra elde edilen denklem sistemi, katsayılarda bulunan

δn+1 teriminden dolayı kapalı bir sistem olduğundan, sistemin çözülebilmesi için her bir

zaman adımında δn+1 yerine ilk olarak bir önceki zaman adımındaki değerler alınmı̧s ve
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hesaplanan değer sadece δn+1 değerine atanarak 5 adımlık bir iç iterasyon yapılmı̧stır.

Böylece δn+1m terimlerine göre açık bir denklem sistemine ulaşılarak sistem Thomas

algoritması yardımıyla çözülmüştür.ebilir.

RLW denkleminin geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin metodu ile sayısal çözümü

araştırılırken elde edilen (2.7) denklem sisteminin çözülebilmesi için,

¡
δ0−1, δ

0
0, . . . , δ

0
N , δ

0
N+1

¢
başlangıç vektörünün bulunması gereklidir.

Başlangıç durumu

¡
δ0−1, δ

0
0, . . . , δ

0
N , δ

0
N+1

¢
başlangıç vektörü, ilk bölümde RLW denklemi için verilen

u(xm, 0) = f(xm), m = 0, 1, . . . , N (2.8)

başlangıç şartı,

ux(a, 0) = ux(b, 0) = 0⇒ ux(x0, 0) = ux(xN , 0) = 0 (2.9)

sınır şartları ve

u(xm, 0) =
4− λ

24
δ0m−1 +

16 + 2λ

24
δ0m +

4− λ

24
δ0m+1 (2.10)

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline eşitlikleri kullanılarak bulunabilir. Bu durumda (2.8)

eşitliği açık olarak yazılırsa N + 3 bilinmeyen ve N + 1 denklemden oluşan

4− λ

24
δ0−1 +

16 + 2λ

24
δ00 +

4− λ

24
δ01 = u(x0, 0)

4− λ

24
δ00 +

16 + 2λ

24
δ01 +

4− λ

24
δ02 = u(x1, 0)

... (2.11)
4− λ

24
δ0N−1 +

16 + 2λ

24
δ0N +

4− λ

24
δ0N+1 = u(xN , 0)

sistemine ulaşılır. (2.9 ) sınır şartlarında

ux(xm, 0) =
1

2h
(δ0m+1 − δ0m−1) (2.12)
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olarak verilen birinci türev için geni̧sletilmi̧s kübik B-spline eşitliği kullanılırsa

ux(x0, 0) =
1

2h
(δ01 − δ0−1) = 0

δ0−1 = δ01 (2.13)

ux(xN , 0) =
1

2h
(δ0N+1 − δ0N−1),

δ0N+1 = δ0N−1 (2.14)

bulunur. (2.13) ve (2.14) eşitlikleri (2.11) sisteminde kullanılır ve gerekli düzenlemeler

yapılırsa

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

16+2λ
24

4−λ
12

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

. . . . . . . . .

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

4−λ
12

16+2λ
24

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δ00

δ01

δ02

...

δ0N−2

δ0N−1

δ0N

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u(x0, 0)

u(x1, 0)

u(x2, 0)

...

u(xN−2, 0)

u(xN−1, 0)

u(xN , 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.15)

matris sistemine ulaşılır. Bu sistem Thomas algoritması ile çözüldüğünde

¡
δ00, δ

0
1 . . . , δ

0
N−1, δ

0
N

¢
bilinmeyenleri ve bu değerlerin (2.13) ve (2.14) eşitliklerinde kullanılması ile de δ0−1 ve

δ0N+1 bilinmeyenleri hesaplanmı̧s olur. Böylece δ parametresi için¡
δ0−1, δ

0
0, . . . , δ

0
N , δ

0
N+1

¢
başlangıç vektörü elde edilir.

2.2 Test Problemleri

2.2.1 Solitary dalga oluşum problemi

İlk olarak ε = μ = 1, x0 = 0 parametreleri ve −40 ≤ x ≤ 60 tanım aralığı seçilerek

3c genlikli, x0 = 0 noktasına tepe noktası kaŗsılık gelecek şekilde yerleştirilmi̧s bir
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solitary dalgasının v = 1 + εc hızla sağa doğru hareketi 0 ≤ t ≤ 20 zaman aralığında

incelenmi̧stir. c = 0.1 seçimi yapılırsa RLW denkleminin solitary dalga çözümü

k =

r
εc

4μv
=

1

2
√
11

olacağından

u(x, t) = 0.3sech2
µ

1

2
√
11
[x− 1.1t]

¶
(2.16)

formunda yazılabilir. Solitary dalga çözümünde t = 0 alındığında

u(x, 0) = 0.3sech2
µ

x

2
√
11

¶
(2.17)

başlangıç şartı elde edilebilir.

t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu Şekil 2.1 de gösterilmi̧stir. Şekilden

de anlaşıldığı gibi t = 20 anında dalganın tepe noktası

x0 + vt = 0 + [1 + 1.(0.1)] 20 = 22

konum noktasına kaŗsılık gelmektedir.

-40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
0
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0.1
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0.25

0.3

x

U

Şekil 2.1: t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu

Bu test probleminde ilk olarak genlik 3c = 0.3 olarak alındığında 0.3 genlikli solitary
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dalga çözümü için korunum sabitlerinin analitik değerleri (1.42) eşitliklerinden

C1 =
6c

k
' 3.9799497484,

C2 =
12c2

k
+
48kc2μ

5
' 0.8104624942,

C3 =
36c2

k
+
144c3

5k
' 2.5790074370

olarak hesaplanabilir.

En düşük hatanın elde edilebilmesi için λ parametresinin seçimi oldukça önemlidir.

c = 0.1, konum artımı olarak h = 0.125, zaman artımı olarak ∆t = 0.1 seçimleri

yapılarak −1.5 ≤ λ ≤ 1.5 için t = 20 anında oluşacak maksimum hataları veren grafik

Şekil 2.2 de çizilmi̧stir. Şekil incelendiğinde en düşük hatanın yaklaşık olarak λ nın

0.75 değeri civarında oluştuğu söylenebilir.

-1.5 -1.25 -1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
8.75

8.8

8.85

8.9

8.95x 10-5

Şekil 2.2 : h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.1,

−40 ≤ x ≤ 60 ve −1.5 ≤ λ ≤ 1.5 için L∞

Program t = 20 oluncaya kadar tekrar çalı̧stırılmı̧s ve en düşük maksimum hatanın

λ = 0.82000 de oluştuğu görülmüştür. λ = 0 ile λ =0.82000 için t = 20 olduğu

ana kadarki çeşitli zamanlardaki L∞ hata normlarıyla beraber C1, C2 ve C3 korunum

sabitlerinin değerleri Tablo 2.1 de verilmi̧stir.
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Tablo 2.1: h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.1 ve −40 ≤ x ≤ 60

için korunum sabitleri ve hata normları

λ = 0

Zaman L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 3.9799250 0.8104621 2.5790070

4 0.01956 3.9799299 0.8104625 2.5790074

8 0.03918 3.9799281 0.8104625 2.5790073

12 0.05714 3.9799255 0.8104624 2.5790072

16 0.07330 3.9799168 0.8104624 2.5790072

20 0.08787 3.9798827 0.8104624 2.5790071

λ =0.82000

Zaman L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 3.9799205 0.8104615 2.5790074

4 0.01949 3.9799299 0.8104615 2.5790074

8 0.03905 3.9799281 0.8104615 2.5790073

12 0.05698 3.9799255 0.8104614 2.5790072

16 0.07312 3.9799168 0.8104614 2.5790072

20 0.08769 3.9798827 0.8104614 2.5790071

Tablo 2.1 incelendiğinde çalı̧sma boyunca hesaplanan korunum sabitleri ile ana-

litik sonuçların birbiri ile oldukça uyumlu oldukları tablodan görülebilir. Bununla

birlikte λ nın en iyi seçimi sonucunda bulunan maksimum hatanın yeterince iyileştirme

sağlatmadığı söylenilebilir.

Şekil 2.3 de t = 20 anındaki sayısal çözüm ile analitik çözüm arasındaki farkın

mutlak değerini temsil eden grafikler çizilmi̧stir. Grafikler incelendiğinde λ = 0 ile λ =

0.82 için maksimum hatanın dalganın ortalarında olduğu, dolayısıyla sınır şartlarının

hata üzerinde etkisinin olmadığı söylenilebilir.
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a) λ = 0
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b) λ =0.82000

Şekil 2.3 : h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.1 ve −40 ≤ x ≤ 60 için t = 20 zamanındaki

|Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Solitary dalgasının oluşması test probleminde ikinci olarak dalganın hızını ve gen-

liğini etkileyen c değeri deği̧stirilerek problem incelenmi̧stir. c = 0.03 seçimiyle t = 0 ve

t = 20 anındaki dalgaların durumu Şekil 2.4 de gösterilmi̧stir. Şekilden de anlaşıldığı

gibi t = 20 anında dalganın tepe noktası

x0 + vt = 0 + [1 + 1.(0.03)] 20 = 20.6

konum noktasına kaŗsılık gelmektedir.
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Şekil 2.4: t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu

Dalgaların konumundan da anlaşılabileceği üzere tanımaralığının başında ve ucunda

analitik değerler sıfıra gitmemektedir. Bunun sorun yaşatıp yaşatmayacağını görmek

için λ = 0 için mutlak hatanın grafiği Şekil 2.5 te verilmi̧stir.
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Şekil 2.5 : h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 ve −40 ≤ x ≤ 60 için t = 20 zamanındaki

|Analitik çözüm− Sayısal çözüm|
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Şekilden de görüleceği üzere en büyük hata konum aralığının uç noktası civarında

oluşmaktadır. Bu sorunu aşmak için iki yol vardır. Birinci yol sınır şartı olarak kul-

lanılan değerlerin sıfır değilde dalganın o noktada aldığı analitik değerlerin alınmasıdır.

İkinci yol ise [a, b] aralığını dalganın uç noktaları sıfıra gidecek şekilde geni̧sletmektir.

Solitary dalga tanımı gereği aralıkların seçimi yapılırken uç noktalarda dalganın sıfıra

gitmesi fiziksel sınır şartları sebebiyle gerekli olduğundan konum aralığı −80 ≤ x ≤ 120

aralığına geni̧sletilebilir. Bu durumda t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu

Şekil 2.6 da verilmi̧stir.
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Şekil 2.6: t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu

c = 0.03 seçimi için korunum sabitlerinin analitik değerleri ise

C1 =
6c

k
' 2.1094074997,

C2 =
12c2

k
+
48kc2μ

5
' 0.1273017187,

C3 =
36c2

k
+
144c3

5k
' 0.3888059904

olarak bulunabilir. Program −80 ≤ x ≤ 120 konum aralığı için h = 0.125, ∆t =

0.1, c = 0.03 seçimleriyle t = 20 anına kadar çalı̧stırılarak en düşük maksimum hatanın

λ = 1.05500 de oluştuğu görülmüştür. λ = 0 ile λ = 1.05500 için t = 20 olduğu ana

kadarki çȩsitli zamanlardaki L∞ hata normlarıyla beraber C1, C2 ve C3 korunum sabit-

lerinin değerleri Tablo 2.2 de verilmi̧stir. Tablo incelendiğinde en iyi λ için maksimum
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hatada bir miktarda olsa iyileşme olduğu görülebilir. Bununla birlikte her iki durum

içinde korunum sabitlerinin değerleri analitik değere oldukça yakındır.

Tablo 2.2: h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 ve −80 ≤ x ≤ 120

için korunum sabitleri ve hata normları

λ = 0

Zaman L∞ × 105 C1 C2 C3

0 0 2.1094046 0.1273017 0.3888060

4 0.08457 2.1094052 0.1273017 0.3888060

8 0.17152 2.1094051 0.1273017 0.3888060

12 0.26001 2.1094052 0.1273017 0.3888060

16 0.34908 2.1094051 0.1273017 0.3888060

20 0.43802 2.1094050 0.1273017 0.3888060

λ = 1.05500

Zaman L∞ × 105 C1 C2 C3

0 0 2.1094046 0.1273017 0.3888060

4 0.08442 2.1094052 0.1273017 0.3888060

8 0.17120 2.1094051 0.1273017 0.3888060

12 0.25951 2.1094051 0.1273017 0.3888060

16 0.34841 2.1094051 0.1273017 0.3888060

20 0.43721 2.1094050 0.1273017 0.3888060

Yeni konum aralığı için hata grafikleri ise Şekil 2.7 de verilmi̧stir. Şekil ince-

lendiğinde maksimum hatanın artık konum aralığının uç noktalarında değilde orta

kısımlarda ve oldukça küçük değerlerde olduğu kolaylıkla görülebilir. Her iki du-

rum için oluşan maksimum hatanın Tablo 2.2 da verilen L∞ hatası kadar olduğuda

görülebilir.
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b) λ = 1.05500

Şekil 2.7 : h = 0.125, ∆t = 0.1, c = 0.03 ve −80 ≤ x ≤ 120 için t = 20 zamanındaki

|Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

c = 0.1, c = 0.03 ve farklı konum-zaman artımı değerleri için hesaplanan hata norm-

larının değerleri Tablo 2.3 de verilmi̧stir. Konum ve zaman artım değerleri büyüdükçe

hata normlarının değerlerininde her iki durum için arttığı tablodan kolaylıkla söyle-

nilebilir. Diğer taraftan λ = 0 ve en iyi λ için hesaplanan hata normları incelendiğinde

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin metodunun yüksek bir iyileştirme sağlamadığı

görülebilir.
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Tablo 2.3:Farklı konum ve zaman artımları için

t = 20 zamanındaki hata normları

c = 0.1,−40 ≤ x ≤ 60

λ = 0

h 4t L∞ × 103 L∞ × 103

0.05 0.05 0.02198 0.02195(λ =0.8500)

0.125 0.1 0.08787 0.08769(λ =0.8200)

0.25 0.2 0.35079 0.35010(λ =0.8000)

0.5 0.4 1.39403 1.39140(λ =0.7600)

1.0 0.8 5.35600 5.34819(λ =0.6100)

c = 0.03,−80 ≤ x ≤ 120

λ = 0

h 4t L∞ × 103 L∞ × 103

0.05 0.05 0.00110 0.00109(λ = 1.0600)

0.125 0.1 0.00438 0.00437(λ = 1.0550)

0.25 0.2 0.01751 0.01748(λ = 1.0500)

0.5 0.4 0.06995 0.06982(λ = 0.9900)

1.0 0.8 0.27828 0.27787(λ = 0.8100)

2.2.2 İki Solitary Dalgasının Çarpı̧sması Problemi

Birinci bölümde verilen iki solitary dalganın çarpı̧sma problemi için başlangıç şartında

yani (1.43) eşitliğinde ε = μ = 1, x1 = 20, x2 = 60, c1 = 2/3, c2 = 0.1, seçimleri

yapılırsa k1 =

√
10

10
k2 =

√
11

22
olmak üzere

u(x, 0) = 2sech

Ã√
10

10
[x− 20]

!
+ 0.3sech

Ã√
11

22
[x− 60]

!
(2.18)

formundaki eşitliğe ulaşılır. h = 0.5,∆t = 0.1 ve [0, 300] konum aralığı seçimiyle

program t = 150 zamanına kadar çalı̧stırılarak elde edilen sonuçlar t = 0, t = 60,

t = 150 zamanlarında Şekil 2.8 de verilmi̧stir.
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Şekil 2.8: İki solitary dalgasının çarpı̧sması t=0,60,150

Şekil sadece λ = 0 için çizilmi̧stir. Çünkü en iyi λ için şekil çizilsede gözle görülür

bir fark olmayacaktır. İlk şekil incelendiğinde genliği 2 olan dalganın x = 20 noktasına
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tepe noktası gelecek şekilde yerleştiği, genliği 0.3 olan dalganın ise tepe noktası x = 60

noktasına gelecek şekilde yerleştiği görülebilir. Bu dalgalar solitary dalga oldukların-

dan genliği daha büyük olan dalga daha hızlı ilerleyecektir. Dolayısıyla bir müddet

sonra genliği yüksek olan dalga diğer dalgaya yeti̧secek ve bir çarpı̧sma gerçekleşecek-

tir. Çarpı̧sma i̧slemi yaklaşık olarak t = 60 zamanı civarında olmaktadır. İkinci

şekilde çarpı̧smanın etkisi görülebilir. Normal dalgaların aksine solitary dalgaları asla

birleşmeyeceğinden çarpı̧sma i̧slemi genliği daha büyük olan dalganın yoluna devam

etmesi sonucu bir müddet sonra sona erecektir. Genliği büyük olan dalga daha hızlı

olduğundan diğer dalgayı geride bırakarak yoluna devam edecektir. Bu durum üçüncü

şekilde görülebilir. Dalgaların başlangıç anındaki şekillerinde bir bozulma olmadığı

kolaylıkla görülebilir. Bununla birlikte t = 150 anında dalgaların genlikleri

Genlik λ = 0 Genlik λ = 2.90

Küçük Dalga 0.29960 0.29961

Büyük Dalga 1.99125 1.99377

olarak ölçülmüştür. Solitary dalgaları çarpı̧sma sonrasında genliklerini korumak isteye-

ceğinden λ = 2.90 için program çalı̧stırıldığında dalganın genliğindeki kayıbın daha az

olması sebebiyle λ değeri deği̧stirildiğinde sonucun daha iyi olduğu söylenilebilir

İlk korunum sabitinin tam değeri

C1 = 6

µ
c1
k1
+

c2
k2

¶
≈ 16.62906039

olarak bulunabilir. Şekil 2.9 da C1 korunum sabiti için hata grafiği bir eksen zaman

ekseni diğer eksende korunum sabitinin tam değeri ile yaklaşık değerinin mutlak değeri

olmak üzere çizilmi̧stir. λ nın değeri deği̧stirilsede grafikteki deği̧siklik gözle görüle-

meyecek şekildedir. Diğer taraftan her iki şekilde de çarpı̧smanın oluştuğu zamanda

grafikteki deği̧siklik kolaylıkla görülebilmektedir.
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Şekil 2.9: C1 korunum sabiti için mutlak hata

İkinci korunum sabitinin tam değeri ise

C2 = 12

µ
c21
k1
+

c22
k2

¶
+
48

5
μ
¡
k1c

2
1 + k2c

2
2

¢
≈ 19.02518182

olarak bulunabilir. Şekil 2.10 da ise Şekil 2.9 da olduğu gibi hata grafiği çizilmi̧stir. λ

nın değeri deği̧stirildiğinde hatanın dahada azaldığı grafikler incelendiğinde görülebilir.

Ayrıca her iki şekilde de çarpı̧smanın oluştuğu zamanda grafikteki deği̧siklik kolaylıkla

görülebilmektedir.
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Şekil 2.10: C2 korunum sabiti için mutlak hata

Son korunum sabitinin tam değeri de

C3 =
36c21
5k1

(4c1 + 5) +
36c22
5k2

(4c2 + 5) ≈ 80.16021942

olarak bulunabilir. Şekil 2.11 da C3 korunum sabiti için hata grafiği önceki grafiklerde

olduğu gibi çizilmi̧stir. Grafikler incelendiğinde λ nın değeri deği̧stirildiğinde grafik-

lerdeki deği̧siklik kayda değer oranda olmadığı görülebilir. Diğer taraftan her iki şekilde

de çarpı̧smanın oluştuğu zamanda grafikteki deği̧siklik kolaylıkla görülebilmektedir.
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Şekil 2.11: C3 korunum sabiti için mutlak hata
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BÖLÜM 3

SAYISAL YÖNTEMİN KdV DENKLEMİNE UYGULANMASI

Bu bölümde, (1.25) kısmi diferensiyel denkleminin geni̧sletilmi̧s kübik B-spline

fonksiyonlar kullanılarak galerin metoduyla sayısal çözümü araştırılmı̧stır. Sayısal

çözümün doğruluğu soliton dalga test problemi için hata normu ve soliton oluşumu ve

iki soliton dalgasının çarpı̧sması test problemleri için korunum sabitleri hesaplanarak

ve grafikler çizilerek incelenmi̧stir.

3.1 Metodun Uygulanması

İlk bölümde bahsedilen [a, b] konum aralığı üzerinde tanımlanan (1.25)

ut + εuux + μuxxx = 0 (3.1)

KdV denklemi ile birlikte

u(a, t) = u(b, t) = 0 (3.2)

ux(a, t) = ux(b, t) = 0 (3.3)

sınır şartlarını ve f(x) sonradan belirlenmek üzere

u(x, 0) = f(x) (3.4)

başlangıç şartını ele alalım. KdV denklemine Crank-Nicolson yöntemi uygulanırsa

un+1 +
∆t

2
εun+1 (ux)

n+1 +
∆t

2
μ (uxxx)

n+1 = un − ∆t

2
εun (ux)

n − ∆t

2
μ (uxxx)

n (3.5)

elde edilebilir. w(x) ağırlık fonksiyonu olmak üzere (3.5) denklemine Galerkin meto-

dunu uygulanırsa

bR
a

w(x)

µ
un+1 +

∆t

2
εun+1 (ux)

n+1 +
∆t

2
μ (uxxx)

n+1

¶
dx

=
bR
a

w(x)

µ
un − ∆t

2
εun (ux)

n − ∆t

2
μ (uxxx)

n

¶
dx

(3.6)
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eşitliğine ulaşılır. (3.6) denklemine kısmi integrasyon uygulanır ve konuma göre üçüncü

mertebeden türevin mertebesi düşürülürse

bR
a

w(x)

µ
un+1 +

∆t

2
εun+1 (ux)

n+1

¶
dx+

∆t

2
μ

µ
w(x) (uxx)

n+1
¯̄b
a
−

bR
a

w0(x) (uxx)
n+1 dx

¶

=
bR
a

w(x)

µ
un − ∆t

2
εun (ux)

n

¶
dx− ∆t

2
μ

µ
w(x) (uxx)

n|ba −
bR
a

w0(x) (uxx)
n dx

¶
(3.7)

bulunur. Soliton dalganın fiziksel sınır şartları gereği x → a ve x → b iken uxx → 0

olacağı gözönüne alınır ve w(x) ağırlık fonksiyonu yerine φi geni̧sletilmi̧s kübik B-

spline fonksiyonları kullanılırsa, (3.7) denklemi i, j ve k, m − 1, m, m + 1, m + 2 ve

m = 0, 1, . . . , N − 1 olmak üzere

m+2P
j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφjdx

⎞⎠ δn+1j − ∆t

2
μ

m+2P
j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φ0iφ
00
jdx

⎞⎠ δn+1j

+
∆t

2
ε

m+2P
j=m−1

⎡⎣ m+2P
k=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφk
¡
δn+1k

¢
φ0jdx

⎞⎠⎤⎦ δn+1j =
m+2P

j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφjdx

⎞⎠ δnj

+
∆t

2
μ

m+2P
j=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φ0iφ
00
jdx

⎞⎠ δnj −
∆t

2
ε

m+2P
j=m−1

⎡⎣ m+2P
k=m−1

⎛⎝ xm+1Z
xm

φiφk (δ
n
k)φ

0
jdx

⎞⎠⎤⎦ δnj
(3.8)

olarak yazılabilir. (3.8) sistemi m = 0, 1, . . . , N − 1 için

Ae =

xm+1Z
xm

φiφjdx, Be =

xm+1Z
xm

φ0iφ
00
jdx, Ce(δ) =

xm+1Z
xm

φiφk (δk)φ
0
jdx

ve

δ = (δ−1, δ0, . . . , δN+1)
T ,

Ae
m−1,m−1 = Ae

m+2,m+2 =
h

40320

¡
20λ2 − 110λ+ 160

¢
,

Ae
m−1,m = Ae

m,m−1 = Ae
m+1,m+2 = Ae

m+2,m+1 =
h

40320

¡
−37λ2 − 294λ+ 1032

¢
,

Ae
m−1,m+1 = Ae

m+1,m−1 = Ae
m,m+2 = Ae

m+2,m =
h

40320

¡
14λ2 − 258λ+ 480

¢
,

Ae
m−1,m+2 = Ae

m+1,m−2 =
h

40320

¡
3λ2 − 10λ+ 8

¢
,
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Ae
m,m = Ae

m+1,m+1 =
h

40320

¡
88λ2 + 1170λ+ 9504

¢
,

Ae
m,m+1 = Ae

m+1,m =
h

40320

¡
−65λ2 + 54λ+ 7464

¢
,

Be
m−1,m−1 = −Be

m+2,m+2 = −Be
m,m = Be

m+1,m+1 =
1

240h2
(−30) ,

Be
m−1,m = −Be

m+2,m+1 = −Be
m,m−1 = Be

m+1,m+2 =
1

240h2
¡
−λ2 + 8λ+ 50

¢
,

Be
m−1,m+1 = −Be

m+2,m =
1

240h2
¡
2λ2 − 16λ− 10

¢
,

Be
m−1,m+2 = −Be

m+2,m−1 =
1

240h2
¡
−λ2 + 8λ− 10

¢
,

Be
m,m+1 = −Be

m+1,m =
1

240h2
¡
−3λ2 + 24λ+ 90

¢
,

Be
m,m+2 = −Be

m+1,m−1 =
1

240h2
¡
2λ2 − 16λ− 70

¢
,

C(δn)em−1,m−1 =
1

31933440

¡
−49280− 9240λ2 + 770λ3 + 36960λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−26400 + 4176λ2 − 1806λ3 + 10296λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
73920 + 3528λ2 + 1302λ3 − 44352λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
1760 + 1536λ2 − 266λ3 − 2904λ

¢
δnm+2,

C(δn)em−1,m = C(δ)em,m−1 =
1

31933440

¡
−282480− 2088λ2 − 1407λ3 + 105732λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−229680 + 39096λ2 + 3213λ3 − 3564λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
489456− 42624λ2 − 2205λ3 − 77220λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
22704 + 5616λ2 + 399λ3 − 24948λ

¢
δnm+2,

C(δn)em−1,m+1 = C(δ)em+1,m−1 =
1

31933440

¡
−110880− 15624λ2 + 504λ3 + 77616λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−139392 + 25704λ2 − 1008λ3 + 27720λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
231264− 15624λ2 + 504λ3 − 83952λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
19008 + 5544λ2 − 21384λ

¢
δnm+2,
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C(δn)em−1,m+2 = C(δ)em+2,m−1 =
1

31933440

¡
−880− 768λ2 + 133λ3 + 1452λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−3696− 72λ2 − 399λ3 + 3564λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
3696 + 72λ2 + 399λ3 − 3564λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
−133λ3 + 768λ2 − 1452λ+ 880

¢
δnm+2,

C(δ)em,m =
1

31933440

¡
−1906080 + 32688λ2 + 2814λ3 + 7128λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−3104640− 138600λ2 − 6930λ3 − 1219680λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
4400352 + 109440λ2 + 5418λ3 + 1491336λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
610368− 3528λ2 − 1302λ3 − 278784λ

¢
δnm+2,

C(δ)em,m+1 = C(δ)em+1,m =
1

31933440

¡
−941424 + 16920λ2 − 1407λ3 + 271260λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−3087216 + 720λ2 + 4221λ3 − 856548λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
3087216− 720λ2 − 4221λ3 + 856548λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
941424− 16920λ2 + 1407λ3 − 271260λ

¢
δnm+2,

C(δ)em,m+2 = C(δ)em+2,m =
1

31933440

¡
−19008− 5544λ2 + 21384λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−231264 + 15624λ2 − 504λ3 + 83952λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
139392− 25704λ2 + 1008λ3 − 27720λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
−504λ3 + 15624λ2 − 77616λ+ 110880

¢
δnm+2

C(δ)em+1,m+1 =
1

31933440

¡
−610368 + 3528λ2 + 1302λ3 + 278784λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−4400352− 109440λ2 − 5418λ3 − 1491336λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
3104640 + 138600λ2 + 6930λ3 + 1219680λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
1906080− 32688λ2 − 2814λ3 − 7128λ

¢
δnm+2,
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C(δ)em+1,m+2 = C(δ)em+2,m+1 =
1

31933440

¡
−22704− 5616λ2 − 399λ3 + 24948λ

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−489456 + 42624λ2 + 2205λ3 + 77220λ

¢
δnm

+
1

31933440

¡
229680− 39096λ2 − 3213λ3 + 3564λ

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
1407λ3 + 2088λ2 − 105732λ+ 282480

¢
δnm+2,

C(δ)em+2,m+2 =
1

31933440

¡
266λ3 − 1536λ2 + 2904λ− 1760

¢
δnm−1

+
1

31933440

¡
−1302λ3 − 3528λ2 + 44352λ− 73920

¢
δnm

+
1

31933440

¡
1806λ3 − 4176λ2 − 10296λ+ 26400

¢
δnm+1

+
1

31933440

¡
−770λ3 + 9240λ2 − 36960λ+ 49280

¢
δnm+2,

eleman matrislerinin uygun şekilde birbirlerine eklenerek düzenlenmesi sonucunda∙
A−∆t

2
μB+

∆t

2
εC
¡
δn+1

¢¸
δn+1 =

∙
A+

∆t

2
μB−∆t

2
εC (δn)

¸
δn (3.9)

olarak yazılabilir. (3.9) denklem sistemi bir önceki bölümde RLWdenkleminin çözümün-

de ulaşıldığı gibi (N + 3) denklem ve olmak üzere (N + 3) bilinmeyenden oluşan bir

sistemdir. Benzer şekilde denklem sistemindeki ilk ve son denklem silinerek bölgenin uç

noktalarındaki u(a, x) = u(b, x) = 0 sınır şartları kullanılıp δn+1−1 and δn+1N+1 yok edilirse

(3.9) denklem sistemi (N + 1)× (N + 1) matris sistemine indirgenmi̧s olur. Ulaşılan

denklem sistemi Thomas algoritması yardımıyla kolayca çözülebilir. (3.9) denklem

sistemine sınır şartları uygulandıktan sonra ulaşılan denklem sistemi, katsayılarda bu-

lunan δn+1 teriminden dolayı kapalı bir sistem olduğundan, sisteminin çözülebilmesi

için bir önceki bölümde anlatılan lineerleştirme i̧slemi burada da uygulanmı̧stır.

KdV denkleminin geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin metodu ile sayısal çözümü

araştırılırken elde edilen denklem sisteminin çözülebilmesi için,

¡
δ0−1, δ

0
0, . . . , δ

0
N , δ

0
N+1

¢
başlangıç vektörünün bulunması gereklidir.
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Başlangıç durumu

¡
δ0−1, δ

0
0, . . . , δ

0
N , δ

0
N+1

¢
başlangıç vektörü, KdV denklemi için verilen

u(xm, 0) = f(xm), m = 0, 1, . . . , N (3.10)

başlangıç ve

ux(a, 0) = ux(b, 0) = 0⇒ ux(x0, 0) = ux(xN , 0) = 0 (3.11)

sınır şartları kullanılarak bulunabilir. Bunun için öncelikle

u(xm, 0) =
4− λ

24
δ0m−1 +

16 + 2λ

24
δ0m +

4− λ

24
δ0m+1 (3.12)

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline eşitlikleri kullanılır ve (3.10) eşitliği açık olarak yazılırsa

4− λ

24
δ0−1 +

16 + 2λ

24
δ00 +

4− λ

24
δ01 = u(x0, 0)

4− λ

24
δ00 +

16 + 2λ

24
δ01 +

4− λ

24
δ02 = u(x1, 0)

... (3.13)
4− λ

24
δ0N−1 +

16 + 2λ

24
δ0N +

4− λ

24
δ0N+1 = u(xN , 0)

sistemine ulaşılır. Açık olarak yazılan (3.13) sistemi N + 3 bilinmeyen ve N + 1

denklemden oluşmaktadır. (3.11 ) sınır şartlarında

ux(xm, 0) =
1

2h
(δ0m+1 − δ0m−1) (3.14)

olarak verilen birinci türev için geni̧sletilmi̧s kübik B-spline eşitliği kullanılırsa

ux(x0, 0) =
1

2h
(δ01 − δ0−1) = 0

δ0−1 = δ01 (3.15)

ux(xN , 0) =
1

2h
(δ0N+1 − δ0N−1),

δ0N+1 = δ0N−1 (3.16)

bulunur. (3.15) ve (3.16) eşitlikleri (3.13) sisteminde kullanılır ve gerekli düzenlemeler

yapılırsa
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

16+2λ
24

4−λ
12

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

. . . . . . . . .

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

4−λ
24

16+2λ
24

4−λ
24

4−λ
12

16+2λ
24

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δ00

δ01

δ02

...

δ0N−2

δ0N−1

δ0N

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u(x0, 0)

u(x1, 0)

u(x2, 0)

...

u(xN−2, 0)

u(xN−1, 0)

u(xN , 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.17)

matris sistemine ulaşılır. Ulaşılan matris sistemi eşit sayıda denklem ve bilinmeyen

içerdiğinden sistem Thomas algoritması ile çözülürse

¡
δ00, δ

0
1, . . . , δ

0
N−1, δ

0
N

¢
bilinmeyenleri ve bu değerlerin (3.15) ve (3.16) eşitliklerinde kullanılması ile de δ0−1 ve

δ0N+1 bilinmeyenleri hesaplanmı̧s olur. Böylece δ parametresi için¡
δ0−1, δ

0
0, . . . , δ

0
N , δ

0
N+1

¢
başlangıç vektörü elde edilir.

3.2 Metodun KdV Denkleminin Sayısal Çözümüne Uygulanması

3.2.1 Soliton dalga oluşumu problemi

İlk olarak ε = 6 ve μ = 1, x0 = 20 parametreleri ve 0 ≤ x ≤ 50 tanım aralığı

seçilerek 3c genlikli, x0 = 20 noktasına tepe noktası kaŗsılık gelecek şekilde yerleştiril-

mi̧s bir soliton dalgasının v = εc hızla sağa doğru hareketi 0 ≤ t ≤ 10 zaman aralığında

incelenmi̧stir. c = 1/6 seçimi yapılırsa KdV denkleminin soliton dalga çözümü

A =
1

2

r
εc

μ
= 0.5

olacağından

u(x, t) = 0.5sech2(0.5[x− 20− t]) (3.18)
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formunda yazılabilir. Soliton dalga çözümünde t = 0 alındığında

u(x, 0) = 0.5sech2
µ
x− 20
2

¶
(3.19)

başlangıç şartı elde edilebilir.

t = 0 ve t = 10 anındaki dalgaların durumu Şekil 3.1 de gösterilmi̧stir. Şekilden

de anlaşıldığı gibi t = 10 anında dalganın tepe noktası

x0 + vt = 20 + 10 = 30

konum noktasına kaŗsılık gelmektedir.
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Şekil 3.1: t = 0 ve t = 20 anındaki dalgaların durumu

Alınan parametrelere göre 0.5 genlikli soliton dalga çözümü için korunum sabit-

lerinin analitik değerleri (1.32) eşitliklerinden

C1 =
6c

A
= 2,

C2 =
12c2

A
=
2

3
≈ 0.6666666667,

C3 =
144c2 (μA2 − cε)

5Aε
= 0.2

olarak hesaplanabilir.



49

En düşük hatanın elde edilebilmesi için λ parametresinin seçimi oldukça önem-

lidir. Konum ve zaman artımı olarak h = ∆t = 0.1 seçimleri yapılarak −2 < λ < 2

için t = 10 anında oluşacak maksimum hataları veren grafik Şekil 3.2 de çizilmi̧stir.

Şekil incelendiğinde en düşük hatanın yaklaşık olarak λ nın −2 değeri civarında oluş-

tuğu söylenebilir. λ= −2 değerinin hesaplamaya katılmamı̧stır. Çünkü λ= −2

alındığında sınır şartlarından dolayı denklem sisteminin çözümü esnasında sıfıra bölme

i̧slemi gelmektedir.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
5.15

5.2

5.25

5.3

5.35

5.4

5.45

5.5x 10-3

Şekil 3.2 : h = ∆t = 0.1, c = 1/6, 0 ≤ x ≤ 50 ve −2 < λ < 2 için L∞

Program t = 10 oluncaya kadar çalı̧stırılmı̧s ve en düşük maksimum hatanın λ =

−1.999 de oluştuğu görülmüştür ve λ = 0 ile λ = −1.999 için t = 10 olduğu ana kadarki

çeşitli zamanlardaki L∞ hata normlarıyla beraber C1, C2 ve C3 korunum sabitlerinin

değerleri Tablo 3.1 de verilmi̧stir. Çalı̧sma boyunca hesaplanan korunum sabitleri ile

analitik sonuçların birbirleri ile oldukça uyumlu oldukları tablodan görülebilir. Tabloya

göre ayrıca λ = −1.999 seçimi yapıldığında bulunan maksimum hatanın λ = 0 olduğu

anda bulunan maksimum hataya göre daha düşük olduğu da görülebilir. Dolayısıyla

bu test probleminde alınan parametrelere göre geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin

metodunun kübik B-spline Galerkin metoduna göre ufakta olsa bir iyileştirme yaptığı
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söylenilebilir.

Tablo 3.1: h = ∆t = 0.1, c = 1/6 ve 0 ≤ x ≤ 50 için korunum sabitleri

ve hata normları

λ = 0

Zaman L∞ C1 C2 C3

0 1.999965868 0.666615323 0.199974395

2 0.00056 1.999322509 0.665645560 0.199489670

4 0.00117 1.998646711 0.664631613 0.198983437

6 0.00219 1.997973248 0.663624816 0.198481274

8 0.00364 1.997309180 0.662624646 0.197982955

10 0.00548 1.996646428 0.661631396 0.197488565

λ = −1.999

Zaman L∞ C1 C2 C3

0 1.999965816 0.666615246 0.199894835

2 0.00056 1.999319841 0.665643671 0.199409370

4 0.00104 1.998643393 0.664627377 0.198902253

6 0.00201 1.997970830 0.663618261 0.198399161

8 0.00339 1.997302913 0.662615670 0.197899999

10 0.00518 1.996638581 0.661620094 0.197404724

Şekil 3.3 de t = 10 anındaki sayısal çözüm ile analitik çözüm arasındaki farkın

mutlak değerini temsil eden grafik çizilmi̧stir. Grafik incelendiğinde λ = 0 ile λ =

−1.999 için maksimum hatanın dalganın ortalarında olduğu görülebilir. Dolayısıyla

metodumuz için sınır şartlarının hata üzerinde etkisi yoktur diyebiliriz.
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Şekil 3.3 : h = 0.1, ∆t = 0.1, c = 1/6 ve 0 ≤ x ≤ 50 için t = 10 zamanındaki

|Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Soliton dalgasının oluşması test probleminde ikinci olarak dalganın hızı ve genliği

üzerinde etkisi olan c değeri deği̧stirilerek problem incelenmi̧stir. c = 1/12 seçimiyle

t = 0 ve t = 10 anındaki dalgaların durumu Şekil 3.4 de gösterilmi̧stir. Şekilden de
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anlaşıldığı gibi t = 10 anında dalganın tepe noktası

x0 + vt = 20 +
6

12
10 = 25

konum noktasına kaŗsılık gelmektedir.
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Şekil 3.4: t = 0 ve t = 10 anındaki dalgaların durumu

Alınan parametrelere göre 0.25 genlikli soliton dalga çözümü için korunum sabit-

lerinin analitik değerleri (1.32) eşitliklerinden

C1 =
6c

A
=
√
2 ≈ 1.414213562,

C2 =
12c2

A
=

√
2

6
≈ 0.2357022603,

C3 =
144c2 (μA2 − cε)

5Aε
=

√
2

40
≈ 0.03535533905

olarak hesaplanabilir.

En düşük hatanın elde edilebilmesi için λ parametresinin seçimi oldukça önemlidir.

Konum ve zaman artımı olarak h = ∆t = 0.1 seçimleri yapılarak −2 < λ < 3 için

t = 10 anında oluşacak maksimum hataları veren grafik Şekil 3.5 de çizilmi̧stir. Şekil

incelendiğinde en düşük hatanın yaklaşık olarak λ nın 2 değeri civarında oluştuğu

söylenebilir.
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Şekil 3.5 : h = ∆t = 0.1, c = 1/12, 0 ≤ x ≤ 50 ve −2 < λ < 2 için L∞

Program t = 10 oluncaya kadar çalı̧stırılmı̧s ve en düşük maksimum hatanın λ =1.969

de oluştuğu görülmüştür ve λ = 0 ile λ =1.969 için t = 10 olduğu ana kadarki çeşitli

zamanlardaki L∞ hata normlarıyla beraber C1, C2 ve C3 korunum sabitlerinin değerleri

Tablo 3.2 de verilmi̧stir. Çalı̧sma boyunca hesaplanan korunum sabitleri ile analitik

sonuçların birbiri ile oldukça uyumlu oldukları tablodan görülebilir. λ nın seçimine

bağlı olarak bulunan maksimum hata ise λ = 0 için bulunan maksimum hatadan daha

düşüktür. İlk iki korunum sabiti aynı olsada son korunum sabiti λ =1.969 için hesap-

landığında analitik çözüme daha yakın çıkmaktadır. Dolayısıyla yöntem azda olsa bir

iyileştirmeye sebep olmuştur. Tablo 1 e göre hem λ = 0 hemde en iyi λ için mutlak

hatanın daha düşük gelmesinin sebebi ise bu durumda modellenen soliton dalgasının

genliğinin düşük olmasıdır.



54

Tablo 3.2: h = ∆t = 0.1, c = 1/12 ve 0 ≤ x ≤ 50 için korunum sabitleri

ve hata normları

λ = 0

Zaman L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 1.414212034 0.235701886 0.035355249

2 0.00911 1.414203352 0.235694765 0.035353469

4 0.01637 1.414194138 0.235687273 0.035351595

6 0.02423 1.414184864 0.235679781 0.035349723

8 0.03273 1.414175699 0.235672291 0.035347850

10 0.04266 1.414166479 0.235664803 0.035345978

λ =1.96900

Zaman L∞ × 103 C1 C2 C3

0 0 1.414211985 0.235701885 0.035362153

2 0.02274 1.414203482 0.235694763 0.035360374

4 0.02574 1.414194094 0.235687264 0.035358499

6 0.02559 1.414184850 0.235679766 0.035356625

8 0.02431 1.414175956 0.235672268 0.035354750

10 0.02094 1.414166366 0.235664772 0.035352875

Şekil 3.6 da t = 10 anındaki sayısal çözüm ile analitik çözüm arasındaki farkın mut-

lak değerini temsil eden grafik çizilmi̧stir. Grafik incelendiğinde λ = 0 ile λ =1.96900

için maksimum hatanın dalganın ortalarında olduğu görülebilir. Dolayısıyla metodu-

muz için sınır şartlarının hata üzerinde etkisi yoktur diyebiliriz. Ayrıca maksimum

hatanın λ = 0 iken 4×10−5 civarında olduğu ve λ = 1.96900 iken ise 2×10−5 civarında

olduğu söylenilebilir. Dolayısıyla şekil ile üstte verilen tablo arasında herhangi bir

uyumsuzluk görülmemektedir.
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Şekil 3.6 : h = 0.1, ∆t = 0.1, c = 1/12 ve 0 ≤ x ≤ 50 için t = 10 zamanındaki

|Analitik çözüm− Sayısal çözüm|

Konum aralığı olarak 0 ≤ x ≤ 50 ile c = 1/6, c = 1/12 ve farklı konum-zaman

artımı değerleri için t = 10 anında hesaplanan hata normlarının değerleri Tablo 3.3
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de verilmi̧stir. Konum ve zaman artım değerleri büyüdükçe hata normlarının değer-

lerininde arttığı tablodan kolaylıkla söylenilebilir. Ayrıca λ nın en uygun değerleri

için hata normlarında düşüş olduğu görülebilir. Ayrıca c değeri küçüldüğünde hata

normlarınında küçüldüğü görülebilir.

Tablo 3.3: Farklı konum ve zaman artımları için

t = 10 zamanındaki hata normları

c = 1/6, 0 ≤ x ≤ 50

λ = 0

h 4t L∞ L∞

0.05 0.05 0.00098 0.00090(λ = −1.999)

0.1 0.1 0.00548 0.00518(λ = −1.999)

0.2 0.2 0.02215 0.02112(λ = −1.999)

0.5 0.5 0.03975 0.03975(λ = 0 )

c = 1/12, 0 ≤ x ≤ 50

λ = 0

h 4t L∞ × 103 L∞ × 103

0.05 0.05 0.00783 0.00349(λ = −1.599)

0.1 0.1 0.04266 0.02494(λ = −1.599)

0.2 0.2 0.22734 0.17131(λ = −1.599)

0.5 0.5 1.55496 1.53397(λ = −0.799)

3.2.2 İki Soliton Dalgasının Çarpı̧sması Problemi

Birinci bölümde verilen iki soliton dalganın çarpı̧sma problemi için başlangıç şartın-

da yani (1.33) eşitliğinde ε = μ = 1, x1 = 15, x2 = 40, c1 = 2/3, c2 = 1/6, A1 =

√
6

6
,

A2 =

√
6

12
alındığında

u(x, 0) = 2sech2
Ã√

6

6
[x− 15]

!
+ 0.5sech2

Ã√
6

12
[x− 40]

!
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formundaki eşitliğe ulaşılır. h = ∆t = 0.1 ve [0, 100] konum aralığı seçimiyle program

t = 90 zamanına kadar çalı̧stırılarak elde edilen sonuçların grafiği t = 0, t = 40, t = 150

zamanlarında Şekil 3.7 de verilmi̧stir.
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Şekil 3.7: İki soliton dalgasının çarpı̧sması t=0,40,90
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Şekiller sadece λ = 0 için çizilmi̧stir. Çünkü en iyi λ için şekil çizilsede gözle

görülür bir fark olmayacaktır. İlk şekil incelendiğinde genliği 2 olan dalganın x = 15

noktasına tepe noktası gelecek şekilde yerleştiği, genliği 0.5 olan dalganın ise tepe

noktası x = 40 noktasına gelecek şekilde yerleştiği görülebilir. Bu dalgalar soliton

dalga olduklarından ve aynı yönde hareket ettiklerinden genliği daha büyük olan dalga

daha hızlı ilerleyeceğinden bir müddet sonra genliği yüksek olan dalga diğer dalgaya

yeti̧secek ve bir çarpı̧sma gerçekleşecektir. Çarpı̧sma i̧slemi yaklaşık olarak t = 40

zamanı civarında olmaktadır ve bu durumun etkisi ikinci şekilde görülebilir. Normal

dalgaların aksine soliton dalgaları asla birleşmeyeceğinden çarpı̧sma i̧slemi genliği daha

büyük olan dalganın yoluna devam etmesi sonucu bir müddet sonra sona erecektir.

Genliği büyük olan dalga daha hızlı olduğundan diğer dalgayı geride bırakarak yoluna

devam edecektir. Bu durum üçüncü şekilde görülebilir. Dalgaların başlangıç anındaki

şekillerinde bir bozulma olmadığı kolaylıkla görülebilir. Bununla birlikte t = 90 anında

dalgaların genlikleri

Genlik λ = 0 Genlik λ = 0.166

Küçük Dalga 0.4999186 0.4999187

Büyük Dalga 1.9923119 1.9923167

olarak ölçülmüştür. Soliton dalgaları çarpı̧sma sonrasında genliklerini korumak isteye-

ceğinden λ = 0.166 için program çalı̧stırıldığında dalganın genliğindeki kayıbın daha

az oması sebebiyle λ değeri deği̧stirildiğinde sonucun daha iyi olduğu söylenilebilir.

İlk korunum sabitinin tam değeri

C1 =
6c1
A1

+
6c2
A2
≈ 14.69693846

olarak bulunabilir. Şekil 3.9 da C1 korunum sabiti için hata grafiği bir eksen zaman

ekseni diğer eksende korunum sabitinin tam değeri ile yaklaşık değerinin mutlak değeri

olmak üzere çizilmi̧stir. λ nın değeri deği̧stirilsede grafikteki deği̧siklik gözle görüle-

meyecek şekildedir. Diğer taraftan her iki şekilde de çarpı̧smanın oluştuğu zamanda

grafikteki deği̧siklik kolaylıkla görülebilmektedir.
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b) λ = 0.166

Şekil 3.9: C1 korunum sabiti için mutlak hata

İkinci korunum sabitinin tam değeri

C2 =
12c21
A1

+
12c22
A2
≈ 14.69693846

olarak bulunabilir. Şekil 3.10 da C2 korunum sabiti için hata grafiği bir eksen zaman

ekseni diğer eksende korunum sabitinin tam değeri ile yaklaşık değerinin mutlak değeri

olmak üzere çizilmi̧stir. λ nın değeri deği̧stirilsede grafikteki deği̧siklik gözle görüle-

meyecek şekildedir. Diğer taraftan her iki şekilde de çarpı̧smanın oluştuğu zamanda

grafikteki deği̧siklik kolaylıkla görülebilmektedir.
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Şekil 3.10: C2 korunum sabiti için mutlak hata

Son olarak üçüncü korunum sabitinin tam değeri ise

C3 =
144c21 (μA

2
1 − c1ε)

5A1ε
+
144c22 (μA

2
2 − c2ε)

5A2ε
≈ 16.16663231

olarak bulunabilir. Şekil 3.11 de C3 korunum sabiti için hata grafiği bir eksen za-

man ekseni diğer eksende korunum sabitinin tam değeri ile yaklaşık değerinin mutlak

değeri olmak üzere çizilmi̧stir. Bu grafik içinde λ nın değeri deği̧stirildiğinde grafikteki

deği̧siklik gözle görülemeyecek şekildedir. Ayrıca daha önce gözlendiği gibi her iki şekil-

de de çarpı̧smanın oluştuğu zamanda grafikteki deği̧siklik kolaylıkla görülebilmektedir.
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Şekil 3.11: C3 korunum sabiti için mutlak hata
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BÖLÜM 4

SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu çalı̧smada RLW ve KdV denklemlerinin sayısal çözümü geni̧sletilmi̧s kübik B-

spline Galerkin metodu kullanılarak araştırılmı̧stır. İlk olarak denklemin zamana göre

parçalanması için Crank-Nicolson yöntemi kullanıldıktan sonra geni̧sletilmi̧s kübik B-

spline fonksiyonları kullanılarak Galerkin sonlu elemanlar yöntemi sayesinde çözümü

aranılan denklemler cebirsel denklem sistemine indirgenmi̧stir.

Bu çalı̧smanın amacı geni̧sletilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar konum parçalanması

için kullanıldığında Galerkin sonlu elemanlar yönteminin hatayı ne kadar düşürdüğünü

görmektir. Bu sebeple elde edilen cebirsel denklem sistemi çözülürken geni̧sletilmi̧s

kübik B-spline daki λ parametresi en iyi çözüm için taratılmı̧stır. Test problemlerinde

λ = 0 yani kübik b-spline Galerkin yöntemi ve λ nın en düşük hatayı veren en iyi

durumu diğer bir ifade ile geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin metodu için sonuçlar

incelenmi̧stir.

Sonuç olarak RLW ve KdV gibi kısmi türevli denklemlerin sayısal çözümleri için

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin metodu uygulanabilir. Diğer taraftan elde edilen

sonuçlar incelendiğinde geni̧sletilmi̧s kübik B-spline Galerkin metodunun, kübik B-

spline Galerkin metoduna göre azda olsa bir iyileştirme yaptığı görülmüştür. Fakat

geni̧sletilmi̧s kübik B-spline metodunda λ nın belirlenmesi esnasında bir maliyet ortaya

çıktığından ortaya çıkan ekstra maliyette göz önüne alındığında beklenen iyileşmenin

gerçekleşmediği de söylenilebilir.
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