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ÖZET

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, tezin özeti verilmiştir. İkinci

bölümde, L. M. Batten (1986), R. Kaya (1992), L. M. Batten ve A. Beutelspacher

(1993) den alınan temel kavram, tanım, önerme ve teoremler verilmiştir.  Bazı teoremler

ispatlanmıştır. Üçüncü bölümde, lineer uzaylarda bazı yapıların komplementleri

incelenmiştir.

     Dördüncü bölümde, bazı lineer uzaylar ardışık doğru dereceli olmasına göre

incelenmiştir. Bu bölümde, ardışık iki doğru dereceli lineer uzayların delinmiş afin ya

da projektif düzlem, sonsuzdaki bir nokta ilaveli bir afin düzlem, bir afin düzlemin bir

doğrusunun bir noktası hariç diğer tüm noktalarıyla birlikte atılmasıyla elde edilen

lineer uzay, bir projektif düzlemden bir üçgenin atılmasıyla elde edilen lineer uzay,

Nwankpa-Shrikhande düzlemi veya projektif düzlemde herhangi iki doğrunun pseudo-

komplementi olduğu gösterilmiştir. Ardışık üç doğru dereceli lineer uzaylardan

bazılarının bir projektif düzlemde bir yayın komplementi ve Nwankpa-Shrikhande

düzlemi olduğu gösterilmiştir.  Aynı zamanda, ardışık olmayan iki doğru dereceli lineer

uzayların bir projektif düzlemde bir demetin pseudo-komplementi veya bir doğrusu

atılmış projektif düzlemde bir maksimal yayın pseudo-komplementi olduğu

gösterilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Lineer uzay, doğru derecesi, komplement, afin düzlem, projektif

düzlem
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SUMMARY

This thesis consists of four sections. Summary of the thesis is given in the first

chapter.  In the second chapter, the basic concepts, definitions, propositions and the

theorems taken from L. M. Batten (1986), R. Kaya (1992), L. M. Batten and A.

Beutelspacher (1993) are given.  Some theorems are proved. Complements of some

structures in the linear spaces are examined in the third chapter.

Some linear spaces are examined in terms of consecutive line degrees in the fourth

chapter. In that section, it is shown that linear spaces with consecutive two line degrees

are a punctured affine plane, a punctured projective plane, an affine plane added a point

at infinity, an affine plane extracted a line and all its points except one point of that

line, a projective plane extracted a triangle, Nwankpa-Shrikhande plane or a pseudo-

complement of two lines in a projective plane. It is shown that some of linear spaces

with consecutive three line degrees are a projective plane extracted an arc or the

Nwankpa-Shrikhande plane. It is also shown that linear spaces with non-consecutive

two line degrees are the pseudo-complement of a pencil in a projective plane or the

pseudo-complement of a maximal arc in a projective plane which has an line deleted.

Keywords: Linear space, line degree, complement, affine plane, projective plane
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

Simgeler Aç¬klama

P Nokta kümesi

L Do¼gru kümesi

S Lineer uzay

v Uzaydaki nokta say¬s¬

b Uzaydaki do¼gru say¬s¬

rp p noktas¬ndan geçen do¼gru say¬s¬

kL L do¼grusu üzerindeki nokta say¬s¬

bn Uzaydaki n� do¼gru say¬s¬

vn Uzaydaki n� nokta say¬s¬

n� do�gru Üzerinde n tane nokta bulunan do¼gru

n� nokta Üzerinden n tane do¼gru geçen nokta

d� demet Uzay¬n sabit bir noktas¬ndan geçen d adet do¼gru kümesi

L \M L ve M do¼grular¬n¬n kesi̧sim noktas¬

L [H L ve H do¼grular¬n¬n birleşimi üzerindeki noktalar

pq p ve q noktalar¬ndan geçen do¼gru

p 2 L p noktas¬n¬n L do¼grusu üzerinde olmas¬

p =2 L p noktas¬n¬n L do¼grusu üzerinde olmamas¬

LkL0 L ve L0 do¼grular¬n¬n paralel olmas¬

jXj X kümesinin nokta say¬s¬

k � yay Herhangi üçü do¼grudaş olmayan k nokta kümesi
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ
Bu çal¬̧smada, sonlu lineer uzaylar do¼gru derecelerine göre s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r.

Ard¬̧s¬k iki do¼gru dereceli lineer uzaylar L. M. Batten ve J. Totten taraf¬ndan 1980�de,

ard¬̧s¬k üç do¼gru dereceli lineer uzaylar L. M. Batten taraf¬ndan 1980�de ve ard¬̧s¬k

olmayan iki do¼gru dereceli lineer uzaylar ise A. Beutelspacher taraf¬ndan 1986�da

s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r. Bu tezde bu makaleler ayr¬nt¬l¬bir şekilde incelenmi̧stir.

·Ikinci bölümde, sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan temel tan¬m, önerme ve

teoremler ifade edilmi̧stir. Lineer uzay, noktasal ve do¼grusal regülerlik, d�demet

kavramlar¬ifade edilip, a�n ve projektif uzaylar incelenmi̧stir ve bunlarla ilgili baz¬

temel sonuçlar verilmi̧stir. A�n ve projektif uzaylar aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Daha sonra herhangi bir sonlu lineer uzayda nokta ve do¼gru dereceleri aras¬ndaki

ili̧skiler incelenip dizayn kavram¬ifade edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, sonlu lineer uzaylarda pseudo-komplementler incelenmi̧stir.

Herhangi bir kon�gürasyonun pseudo-komplementinin neler oldu¼gu araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Pseudo-komplement teoremleri Totten taraf¬ndan 1976�da, Oehler taraf¬ndan 1975�de

ve Batten taraf¬ndan 1991�de incelenmi̧stir. Örne¼gin bir projektif düzlemdeki bir

do¼grunun komplementinin a�n düzlem oldu¼gu bilinmektedir. ·Iki do¼gru, üçgen

ve hiperovallerin pseudo-komplementlerinin s¬ras¬yla bir gerçek komplement oldu¼gu

gösterilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise ilk olarak herhangi bir sonlu bir lineer uzay ard¬̧s¬k iki

do¼gru dereceli olmas¬na göre incelenmi̧stir. Ard¬̧s¬k iki do¼gru dereceli lineer uzaylar

üzerindeki ilk çal¬̧sma L. M. Batten taraf¬ndan 1980�de, J. Totten ve P. de Witte

taraf¬ndan 1983�de verilmi̧stir. Böyle bir lineer uzay¬n nokta say¬s¬, nokta derecesi

ve do¼gru derecesinin hangi şartlar¬ sa¼glamas¬ gerekti¼gi bir teorem yard¬m¬yla be-

lirtilmi̧stir. Daha sonra ise nokta say¬s¬n¬n baz¬de¼gerlerden küçük olmas¬şart¬na

ve baz¬durumlarda da do¼gru derecesinin belli şartlar¬sa¼glamas¬na ba¼gl¬olarak li-

neer uzaylardan baz¬lar¬n¬n delinmi̧s a�n düzlem, projektif düzlem veya bir nokta
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ilaveli a�n düzlem oldu¼gu görülmüştür. Bölüm 4.3 de ard¬̧s¬k üç do¼gru dereceli

lineer uzaylar incelenmi̧stir. Ard¬̧s¬k iki do¼gru dereceli uzaylardaki mant¬¼ga paralel

olan durumlarda uzayla ilgili sonuçlar ç¬kar¬lm¬̧st¬r. Bölüm 4.2 ve Bölüm 4.3 ün

sonuçlar¬de Witte ve Batten taraf¬ndan 1983�de ve Batten ve Totten taraf¬ndan

1980�de verilmi̧stir. Son olarak Beutelspacher�¬n ard¬̧s¬k olmayan iki do¼gru dereceli

lineer uzaylar üzerindeki makalesi incelenmi̧stir. Do¼gru derecesinin ve uzay¬n baz¬

özel şartlar¬sa¼glamas¬koşuluyla bu uzay hakk¬nda baz¬sonuçlar ç¬kar¬lm¬̧st¬r.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tan¬mlar

Bu bölümdeki temel kavram, tan¬m, önerme ve teoremler L. M. Batten (1986),

R. Kaya (1992), L. M. Batten ve Beutelspacher (1993) den al¬narak verilmektedir.

Tan¬m 2.1.1. P noktalar kümesi L, P kümesinin altkümelerinin ailesi olmak

üzere elemanlar¬do¼grular olan bir küme olsun. Aşa¼g¬daki (L1) ve (L2) aksiyomlar¬n¬

sa¼glayan S = (P ;L) yap¬s¬na bir lineer uzay denir:

(L1) Farkl¬iki nokta bir tek do¼gru belirtir.

(L2) Her do¼gru en az iki nokta kapsar.

Genel olarak noktalar p, q, s,..., x, y, z gibi küçük har�erle, do¼grular ise L, M ,

N ,..., X, Y , Z gibi büyük har�erle gösterilecektir. Farkl¬p ve q noktalar¬ndan geçen

do¼gru pq ile gösterilecektir. E¼ger farkl¬L ve M do¼grular¬bir noktada kesi̧siyorsa,

bu nokta L\M ile gösterilecektir. "Bir do¼gru üzerindeki bir nokta", "Bir noktadan

geçen bir do¼gru" şeklinde bir geometrik dil kullan¬lacakt¬r.

Bu tez boyunca nokta kümesi sonlu olan lineer uzaylar incelenecektir. Nokta

kümesi sonlu olan lineer uzaylara sonlu lineer uzay denilecektir. S sonlu lineer

uzay¬, v ve b s¬ras¬yla S nin noktalar¬n¬n ve do¼grular¬n¬n say¬s¬n¬temsil edecektir.

Herhangi bir p noktas¬ndan geçen do¼grular¬n say¬s¬rp, herhangi L do¼grusu üzerindeki

noktalar¬n say¬s¬da kL ile gösterilecektir. Ayn¬zamanda rp ve kL s¬ras¬yla p nok-

tas¬n¬n ve L do¼grusunun derecesi olarak adland¬r¬lacakt¬r. i-nokta ve i-do¼gru

terimleri s¬ras¬yla i dereceli bir noktay¬ve i dereceli bir do¼gruyu temsilen kullan¬la-

cakt¬r.

Tan¬m 2.1.2. Bir S lineer uzay¬n¬n her noktas¬ndan ayn¬say¬da do¼gru geçiyorsa

S ye noktasal regüler, her do¼grusu ayn¬say¬da nokta kaps¬yorsa S ye do¼grusal

regüler denir.
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Önerme 2.1.3. S = (P ;L), v noktal¬sonlu bir lineer uzay olsun. S do¼grusal

regüler ise noktasal regülerdir.

·Ispat. S = (P ;L) do¼grusal regüleritesi k olan v noktal¬sonlu bir lineer uzay

olsun. p 2 P sabit bir nokta olmak üzere, p noktas¬ndan geçen do¼grular üzerindeki

noktalar uzay¬n tüm noktalar¬n¬verdi¼ginden,

v � 1 = rp(k � 1)

dir. Buradan,

rp =
v � 1
k � 1

dir. v ve k sabit de¼gerler oldu¼gundan, rp sabittir. Böylece S noktasal regülerdir. �
Tan¬m 2.1.4. Bir S lineer uzay¬n¬n sabit bir noktas¬ndan geçen d adet do¼gru

kümesine d-demet; S, v noktal¬ve 1 adet (v � 1)�do¼gru ve v � 1 adet 2�do¼gru

kapsayan bir lineer uzay ise S ye yaklaş¬k demet denir.

Tan¬m 2.1.5. S = (P ;L) bir lineer uzay ve X � P olsun. X in farkl¬herhangi

p ve q noktalar¬na kaŗs¬l¬k gelen pq do¼grusu X in bir altkümesi ise X e S nin bir

altuzay¬denir. E¼ger Y � P ise Y yi kapsayan en küçük altuzaya Y nin gerdi¼gi

altuzay denir ve hY i ile gösterilir. E¼ger 8y 2 Y için y =2 hY � fygi ise Y ye

ba¼g¬ms¬z bir küme denir. Y ba¼g¬ms¬z ve hY i = S ise Y ye S nin bir taban¬

denir.

2.2. A�n Uzaylar

Tan¬m 2.2.1. Aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼glayan S = (P ;L) lineer uzay¬na bir

a�n düzlem denir.

(A1) Bir do¼grunun d¬̧s¬ndaki bir noktadan geçen ve bu do¼gruya paralel olan bir

tek do¼gru vard¬r.

(A2) Do¼grudaş olmayan üç nokta vard¬r.

Önerme 2.2.2. S = (P ;L), v noktal¬bir lineer uzay olsun. S nin bir a�n

düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬için

rp = n+ 1 ve kL = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.
·Ispat. (=)) S = (P ;L) bir a�n düzlem; L, H 2 L ve p 2 P olsun.
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E¼ger p =2 L [H ise;

(i) L ve H paralel olsun. Bu durumda (A1) aksiyomundan p noktas¬ndan

kL + 1 = kH + 1 tane do¼gru geçer. Buradan kL = kH = n ve rp = n+ 1 bulunur.

(ii) L ve H kesi̧sen iki do¼gru olsun. Bu durumda da (A1) den p noktas¬ndan

kL + 1 = kH + 1 tane do¼gru geçer ve kL = kH = n ve rp = n+ 1 bulunur.

E¼ger p =2 L[H olacak şekilde bir p noktas¬yoksa L veH paralel olmak zorundad¬r

ve S nin tüm do¼grular¬iki noktal¬d¬r. Buradan kL = kH = n = 2 ve rp = n+1 = 3

eşitlikleri sa¼glan¬r.

E¼ger p 2 L [H ise;

(i) L ve H paralel olsun. p 2 L ise rp = kH +1 ve L[H n¬n d¬̧s¬ndaki herhangi

bir nokta yard¬m¬yla kL = kH eşitli¼gi bulunur. Buradan kL = kH = n ve rp = n+1

dir. Ayn¬durum p 2 H için de geçerlidir.

(ii) L ve H kesi̧sen iki do¼gru olsun. p 2 L n H ise rp = kH + 1 ve L [ H

n¬n d¬̧s¬ndaki herhangi bir nokta yard¬m¬yla kL = kH eşitli¼ginden kL = kH = n ve

rp = n+ 1 dir. Ayn¬durum p 2 H n L için de geçerlidir. p 2 L \H ise L [H n¬n

d¬̧s¬ndaki herhangi bir nokta yard¬m¬yla ilk önce rp = n+1 buradan da kL = kH = n

eşitli¼gi elde edilir.

Son iki durumda p =2 L [H olacak şekilde bir nokta yoksa kL = kH = n = 2 ve

rp = n + 1 = 3 oldu¼gu görülür. Tüm durumlar için kL � 2 oldu¼gundan n � 2 dir.

Böylelikle S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬için rp = n + 1 ve kL = n olacak

şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬vard¬r.

((=) Di¼ger taraftan, S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬için rp = n + 1 ve

kL = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. p =2 L için L ye p noktas¬ndan

bir tek paralel çizilece¼ginden (A1) aksiyomu sa¼glan¬r. (A2) aksiyomunun sa¼gland¬¼g¬

ise aç¬kt¬r. Böylelikle S bir a�n düzlemdir. �
Önerme 2.2.3. S = (P ;L), v noktal¬bir lineer uzay olsun. Bu durumda S

nin bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart v = n2 ve S deki tüm L do¼grular¬

için kL = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.
·Ispat. (=)) S = (P ;L), v noktal¬bir a�n düzlem; L, H 2 L ve p =2 L[H olsun.

(A1) aksiyomundan p den kL+1 = kH +1 tane do¼gru geçer. Buradan kL = kH = n
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dir. E¼ger bu şekilde bir p noktas¬yoksa, bu durumda kolayca görülebilece¼gi üzere

L ve H paraleldir ve S nin tüm do¼grular¬n¬n iki noktas¬vard¬r.

Herhangi bir p noktas¬ve Önerme 2.2.2 den dolay¬bu noktadan geçen n+1 tane

do¼gru düşünüldü¼günde S deki toplam nokta say¬s¬n2 bulunur.

((=)Di¼ger taraftan S, v noktal¬lineer uzay¬için v = n2 ve S nin tüm L do¼grular¬

için kL = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. S nin herhangi bir p

noktas¬için rp(n � 1) = n2 � 1, buradan da rp = n + 1 bulunur. Böylece Önerme

2.2.2 den S bir a�n düzlemdir. �
Önerme 2.2.4. S = (P ;L), v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay olsun. S nin

bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart S de b = n2+n ve her L do¼grusu için

kL = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.
·Ispat. (=)) S = (P ;L), v noktal¬, b do¼grulu bir a�n düzlem olsun. Önerme

2.2.3 den v = n2 olacak şekilde n � 2, n tamsay¬s¬vard¬r. Düzlemin n2 noktas¬

aras¬ndan seçilecek her iki farkl¬nokta bir do¼gru belirtir. Seçilecek toplam farkl¬

iki nokta say¬s¬
�
n2

2

�
dir. Fakat seçilen farkl¬nokta çiftleri ortak do¼gru üzerinde

seçilmi̧sse ayn¬do¼gru elde edilir. Bir do¼gru üzerinde seçilecek farkl¬nokta çifti say¬s¬

ise
�
n

2

�
dir. Dolay¬s¬yla düzlemdeki toplam do¼gru say¬s¬,

�
n2

2

�
�
n

2

� =
n2(n2 � 1)=2
n(n� 1)=2 = n2 + n

dir.

((=) Di¼ger taraftan S, b do¼grulu lineer uzay¬için b = n2 + n ve S deki her L

do¼grusu için kL = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. S lineer uzay¬

do¼grusal regüler oldu¼gundan Önerme 2.1.3 den noktasal regülerdir. Herhangi bir

L, n�do¼grusu için p 2 L olmak üzere bu do¼gruyu kesen (rp�1)n tane do¼gru vard¬r.

L ye paralel do¼gru olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda

(rp � 1)n+ 1 = n2 + n

den, n j (n2 + n � 1) çeli̧skisi elde edilir. L ye paralel do¼gru olmak zorundad¬r.
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Buradan rp � n+ 1 dir. Ayn¬zamanda

(rp � 1)n+ 1 < n2 + n

dir. Dolay¬s¬yla rp = n + 1 olmak zorundad¬r. Önerme 2.2.2 den S bir a�n

düzlemdir. �
Son üç önermeden görülece¼gi üzere herhangi bir sonlu A a�n düzleminin tüm p

noktalar¬na ve L do¼grular¬na kaŗs¬l¬k v = n2, b = n2+n, rp = n+1 ve kL = n olacak

şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬vard¬r. Bu say¬ya A n¬n mertebesi denir.

Tan¬m 2.2.5. S nin herhangi iki tane L ve L0 do¼grusu için L = L0 veya

L \ L0 = ? ise bu iki do¼gruya paralel do¼grular denir. S nin bir paralel do¼grular

kümesi K olsun. E¼ger S nin herbir noktas¬K n¬n tam olarak bir do¼grusu üzerinde

ise K ya S de bir paralel s¬n¬f denir. L ve L0 do¼grular¬ayn¬paralel s¬n¬fta iki

do¼gru ise, birbirlerine paralel iki do¼grudur ve LkL0 ile gösterilir.

Tan¬m 2.2.6. Bir S lineer uzay¬n¬n boyutu minfjXj j X, S nin bir taban¬g�1

dir. E¼ger S lineer uzay¬n¬n boyutu d ise S ye, d-boyutlu bir lineer uzay denir.

2�boyutlu öklidyen uzay bir a�n düzlem örne¼gidir.

Tan¬m 2.2.7. 2 �boyutlu her altuzay¬a�n düzlem olan bir lineer uzaya a�n

uzay denir. Herhangi bir a�n uzay¬n en az 3�boyutlu oldu¼gu aç¬kt¬r. Bir düzlem

2�boyutlu bir lineer uzayd¬r. S nin bir hiperdüzlemi; S nin bir maksimal has

lineer altuzay¬d¬r.

2.3. Projektif Uzaylar

Tan¬m 2.3.1. Aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼glayan S = (P ;L) lineer uzay¬na bir

projektif düzlem denir.

(P1) Farkl¬iki do¼gru tam olarak bir noktada kesi̧sir.

(P2) Herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta vard¬r.

Tan¬m 2.3.2. (P1) şart¬n¬sa¼glay¬p (P2) şart¬n¬sa¼glamayan aşikar olmayan

bir lineer uzaya dejenere projektif düzlem denir.

Herhangi bir yaklaş¬k demetin bir dejenere projektif düzlem oldu¼gu aç¬kt¬r. Her

dejenere projektif düzlemin de bir yaklaş¬k demet oldu¼gu aç¬kt¬r. Projektif düzlem-

lerde tüm dogrular iki̧serli kesi̧sir.
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En küçük projektif düzlem yedi noktal¬d¬r. Projektif düzlemler; noktalar ve

do¼grularla oynad¬¼g¬ dual rol nedeniyle lineer uzaylar¬n özel bir s¬n¬f¬n¬ oluşturur.

Noktalar da do¼grular gibi temel aksiyomlar¬sa¼glar. Noktalar ve do¼grularla ilgili

dual olma durumu "nokta" ve "do¼gru" kelimelerinin yer de¼gi̧stirmesiyle elde edilir.

Örne¼gin (L2) nin duali "S de herhangi bir nokta S nin en az iki do¼grusu üzerindedir"

şeklindedir. Herhangi bir projektif düzlemde (L1), (L2), (P1) ve (P2) şartlar¬n¬n

duallerinin do¼grulu¼gunun ispat¬aç¬kt¬r.

Tan¬m 2.3.3. Bir projektif düzlemde herhangi üçü do¼grudaş olmayan k > 3,

k nokta kümesine k-yay denir.

Aşa¼g¬daki k¬s¬mda sonlu projektif düzlemlerin karakteristik özelliklerini veren

birtak¬m önermeler incelenecektir.

Önerme 2.3.4. S = (P ;L), v noktal¬bir lineer uzay olsun. S nin bir projektif

düzlem olmas¬ için gerek ve yeter şart S deki tüm p noktalar¬ ve L do¼grular¬na

kaŗs¬l¬k rp = n + 1 ve kL = n + 1 olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬n¬n var

olmas¬d¬r.

·Ispat. (=)) S = (P ;L), v noktal¬bir projektif düzlem, L, L0 2 L olsun. (P2)

aksiyomundan, bu iki do¼grudan herhangi birisinin üzerinde olmayan bir p noktas¬

vard¬r. Böyle bir nokta arac¬l¬¼g¬yla L ve L0 do¼grular¬n¬n üzerindeki noktalar aras¬nda

1 � 1 eşleme yap¬labilir. Böylece kL = n + 1 sabittir ve (P2) gere¼gince n � 2 dir.

Ayn¬zamanda rp = n+ 1 dir.

((=) Di¼ger taraftan S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬na kaŗs¬l¬k rp = n+1

ve kL = n+1 olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. Bu durumda S de (P1)

ve (P2) aksiyomlar¬n¬n geçerli oldu¼gu görülür. O halde S bir projektif düzlemdir.

�
Önerme 2.3.5. S = (P ;L), v noktal¬bir lineer uzay olsun. Bu durumda S

nin bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart v = n2 + n + 1 ve S deki

tüm L do¼grular¬na kaŗs¬l¬k kL = n + 1 olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬n¬n var

olmas¬d¬r.

·Ispat. (=)) S = (P ;L), v noktal¬bir projektif düzlem olsun. Önerme 2.3.4

gere¼gi 8p 2 P ve 8L 2 L için kL = n + 1 ve rp = n + 1 olacak şekilde bir n � 2,
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n tamsay¬s¬vard¬r. S deki nokta say¬s¬bir noktadan geçen do¼grular¬n üzerindeki

noktalar yard¬m¬yla hesaplan¬ld¬¼g¬nda v = n2 + n+ 1 bulunur.

((=) Di¼ger taraftan S, v noktal¬lineer uzay¬için v = n2 + n+ 1 ve S deki tüm

L do¼grular¬na kaŗs¬l¬k kL = n + 1 olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun.

S nin bir p noktas¬ndan geçen do¼grular yard¬m¬yla rpn+ 1 = n2 + n+ 1, rp = n+ 1

bulunur. Buradan da S nin bir projektif düzlem oldu¼gu aç¬kt¬r. �
Önerme 2.3.6. S = (P ;L), v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay olsun. S nin

bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart S de b = n2 + n+ 1 ve herbir L

do¼grusu için kL = n+ 1 olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.
·Ispat. (=)) S = (P ;L), v noktal¬, b do¼grulu bir projektif düzlem olsun. Bir

do¼grunun üzerindeki noktalar yard¬m¬yla o do¼gruyu kesen tüm do¼grular bulunarak

uzaydaki toplam do¼gru say¬s¬ hesaplanabilir. Önerme 2.3.4 den S bir projektif

düzlem ise 8p 2 P ve 8L 2 L için rp = n + 1, kL = n + 1, n � 2 olacak şekilde bir

n tamsay¬s¬n¬n var oldu¼gu biliniyor. Buradan

b = (rp � 1)(n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1

bulunur.

((=) Di¼ger taraftan S, b do¼grulu lineer uzay¬için b = n2+n+1 ve S nin herbir L

do¼grusu için kL = n+1 olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. S do¼grusal

regüler oldu¼gundan ayn¬zamanda noktasal regüler bir lineer uzayd¬r. Herhangi bir

L do¼grusuna paralel a � 1, a tane do¼gru olsun. Bu durumda L nin üzerindeki bir

p noktas¬için

(rp � 1)(n+ 1) + 1 + a = n2 + n+ 1

bulunur. Buradan rp � n olmal¬d¬r. Ayn¬zamanda tüm do¼grular¬n derecesi n+ 1

oldu¼gundan rp � n+1 dir. Bu durum çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla herhangi bir do¼gruya

paralel olan bir do¼gru yoktur. Bu durumda bir L do¼grusu üzerindeki noktalar

yard¬m¬yla,

(rp � 1)(n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1

bulunur. Buradan rp = n+ 1 dir. Önerme 2.3.4 den S bir projektif düzlemdir. �
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Yukar¬da verilen önermeler gere¼gince herhangi bir sonlu projektif düzlemin tüm

p noktalar¬, L do¼grular¬ve baz¬n � 2, n tamsay¬lar¬için v = b = n2 + n + 1 ve

rp = kL = n+ 1 dir. n say¬s¬projektif düzlemin mertebesi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.3.7. Her altdüzlemi bir projektif düzlem olan bir lineer uzaya pro-

jektif uzay denir. E¼ger bir projektif uzay¬n her düzlemi bir projektif düzlem veya

dejenere projektif düzlem ise lineer uzaya genelleştirilmi̧s projektif uzay denir.

Bir projektif uzay¬n mertebesi herhangi bir do¼grunun nokta say¬s¬n¬n bir

eksi¼gi olarak tan¬mlan¬r. Böylelikle bir projektif düzlemin mertebesi ile benzer bir

tan¬mlamaya sahip olunur.

2.4. A�n ve Projektif Uzay Aras¬ndaki ·Ili̧skiler

Bir a�n uzay¬n bir projektif uzaya geni̧sletilece¼gini göstermek için a�n uzaydaki

herbir paralel s¬n¬f "yeni nokta" veya "sonsuzdaki nokta" ya kaŗs¬l¬k getirilecektir.

Böylece yeni do¼grular elde edilmi̧s olacakt¬r. A a�n uzay¬n¬n tüm eski noktalar¬n-

dan, yeni noktalar¬ndan ve yeni do¼grular¬ndan oluşan bu yeni yap¬bir projektif uzay

oluşturur.

A n¬n herbir do¼grusu yeni bir noktaya sahip olur; bu nokta (A1) aksiyomundan

dolay¬bir tek paralel s¬n¬fa kaŗs¬l¬k gelen sonsuzdaki noktad¬r. Elde edilen yeni

noktalar kümesi tek baş¬na projektif uzay¬n bir hiperdüzlemini oluşturur. n: mer-

tebeden bir projektif uzaydan herhangi bir hiperdüzlem kald¬r¬l¬rsa n: mertebeden

bir a�n düzlem elde edilir.

A�n ve projektif uzaylar aras¬ndaki ba¼glant¬ve projektif uzay tan¬m¬gere¼gince

bir a�n uzay¬n herhangi bir düzleminin bir a�n düzlem oldu¼gu sonucu elde edilir.

Mertebenin iki olmas¬durumunda ortaya ç¬kan problem 2:mertebeden a�n düzlemin

tan¬mlanan şekilde bir düzlem olmay¬̧s¬d¬r (Fakat mertebesi iki olmayan a�n düzlem-

ler gerçek düzlemdir).

2: mertebeden bir a�n düzlem olma durumu için (A2) aksiyomunun duali olan

(A2)0 aksiyomu problemin üstesinden gelinebilmesini sa¼glar. Tek de¼gi̧sik durum

mertebenin iki olmas¬de¼gildir. Kendisi a�n uzay olmamas¬na ra¼gmen tüm düzlem-

leri 3: mertebeden a�n düzlem olan bir lineer uzay örne¼gi verilmi̧stir (Hall, 1960).
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Bu ise sonsuz say¬da bu tip örnek bulunabilmesi için bir olanak sa¼glam¬̧st¬r. E¼ger

bir lineer uzay¬n herbir düzlemi en az 4: mertebeden bir a�n düzlem ise uzay¬n bir

a�n uzay oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r (Buekenhout, 1969).

Genel olarak e¼ger P � P 0 ve L � L0 ise S = (P ;L) lineer uzay¬S 0 = (P 0;L0)

lineer uzay¬na gömülebilirdir.

2.5. Baz¬Temel Sonuçlar ve Teoremler

Bu k¬s¬mda sonlu lineer uzaylarla ilgili çal¬̧sman¬n ilerleyen bölümlerinde kul-

lan¬lacak olan baz¬temel argümanlar ve sonuçlar verilecektir.

Önerme 2.5.1. S = (P ;L) bir lineer uzay p =2 L ve L 2 L olsun. Bu durumda

rp � kL dir.
·Ispat. S = (P ;L) bir lineer uzay p =2 L ve L 2 L olsun. p =2 L oldu¼gundan,

p noktas¬ile L üzerindeki tüm noktalar¬n birleştirilmesiyle kL adet do¼gru meydana

gelir. Bu taktirde rp � kL dir. �
Herhangi bir S = (P ;L) lineer uzay¬bir matris ile temsil edilebilir. Her nokta

matrisin bir sat¬r¬na ve her do¼gru matrisin bir sütununa kaŗs¬l¬k gelir. pi noktas¬

Lj do¼grusu üzerinde ise matrisin i: sat¬r j: sütununa 1, üzerinde de¼gil ise 0 yaz¬l¬r.

Tan¬mlanan matrisin (i; j)�inci eleman¬rij olarak gösterilir ve

rij =

�
0 ; pi =2 Lj
1 ; pi 2 Lj

dir.

Tan¬m 2.5.2. rij de¼gerine pi noktas¬n¬n Lj do¼grusu üzerinde bulunma de¼geri

denir. Bu nokta ve do¼grular¬n temsil edildi¼gi matrise de üzerinde bulunma matrisi

denir. Bu lineer uzay¬temsil eden matrise bak¬ld¬¼g¬nda uzay hakk¬nda baz¬bilgiler

elde edilebilir. Örne¼gin; herhangi bir sat¬rdaki birlerin say¬s¬ bu sat¬ra eşlenen

noktadan geçen do¼gru say¬s¬d¬r. Ayr¬ca; herhangi bir sutundaki birlerin say¬s¬bu

sütuna eşlenen do¼gru üzerindeki nokta say¬s¬d¬r.
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Önerme 2.5.3. Herhangi bir S = (P ;L) sonlu lineer uzay¬ndaX
L2L

kL =
X
p2P

rp

dir.

·Ispat. S = (P ;L) lineer uzay¬için eşitli¼gin sol taraf¬ndaki toplam herbir do¼gru

üzerindeki noktalar¬n say¬s¬n¬n toplam¬n¬verir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki toplam

ise herbir noktadan geçen do¼grular¬n say¬s¬n¬n toplam¬n¬verir. Üzerinde bulunma

matrisi yard¬m¬yla her iki taraf¬n eşitli¼gi görülebilir. �
Önerme 2.5.4. S = (P ;L), v noktal¬ herhangi bir sonlu lineer uzay olsun.

Bu durumda X
L2L

kL(kL � 1) = v(v � 1)

dir.

·Ispat. S = (P ;L), v noktal¬sonlu bir lineer uzay olsun. Farkl¬nokta çiftlerinin

say¬s¬iki farkl¬yoldan say¬lacakt¬r. Öncelikle herhangi farkl¬iki nokta (L1) gere¼gince

bir tek do¼gru belirtti¼gi için, do¼grular¬n üzerindeki farkl¬nokta çiftlerinin say¬lmas¬yla

eşitli¼gin sol taraf¬oluşur. Lineer uzay¬n tüm farkl¬nokta çiftleri say¬s¬eşitli¼gin sa¼g

taraf¬na yaz¬l¬p gerekli düzenleme yap¬ld¬¼g¬nda yukar¬daki eşitli¼ge ulaş¬l¬r. �
Önerme 2.5.5. S = (P ;L), b do¼grulu sonlu bir lineer uzay olsun. Bu durumdaX

p2P
rp(rp � 1) � b(b� 1)

dir. Bu ifadenin eşitlik olmas¬için gerek ve yeter şart S deki herhangi iki do¼grunun

kesi̧smesidir.

·Ispat. S = (P ;L), b do¼grulu sonlu bir lineer uzay olsun. Eşitsizli¼gin sol taraf¬na

kesi̧sen do¼gru çiftleri say¬s¬, sa¼g taraf¬na ise tüm do¼gru çiftleri say¬s¬yaz¬ld¬¼g¬nda sol

taraf¬n sa¼g taraftan küçük veya eşit olmas¬gerekti¼gi görülür. Böylece yukar¬daki

eşitsizlik ortaya ç¬kar. Eşit olmas¬için gerek ve yeter şart S deki tüm do¼grular¬n

kesi̧smesidir. �
Aşa¼g¬da sonlu lineer uzaylar¬n temel teoreminin ispat¬verilecektir. Literatürde

birçok ispat¬vard¬r. ·Ilk yap¬lan ispat Bruijn ve Erdös�ün 1948 deki ispat¬d¬r. Fakat

k¬yaslama aç¬s¬ndan daha k¬sa olan Fowler�in 1984 deki ispat¬verilecektir.
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Teorem 2.5.6. (Temel Teorem) S = (P ;L), b do¼grulu ve v noktal¬aşikar

olmayan sonlu bir lineer uzay olsun. Bu durumda b � v dir. Ayr¬ca b = v olmas¬

için gerek ve yeter şart S nin bir projektif düzlem veya yaklaş¬k demet olmas¬d¬r.

·Ispat. S = (P ;L), b do¼grulu ve v noktal¬aşikar olmayan sonlu bir lineer uzay

olsun. S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬için b� rp > 0 ve b� kL > 0 d¬r. b � v

olsun. Herhangi bir L do¼grusu için (v � kL)=(b� kL) � v=b dir.

Herhangi bir p noktas¬ve L do¼grusu için

�(p; L) =

�
0 , p =2 L
1 , p 2 L

olsun.

Bir L do¼grusu için X
p2P

�(p; L) = kL

ve bir p noktas¬için X
L2L

�(p; L) = rp

dir. Böylece

v =
X
p2P

b� rp
b� rp

=
X
p2P

 X
L2L

1� �(p; L)
b� rp

!
eşitli¼gi elde edilir. E¼ger p 2 L ise

1� �(p; L)
b� rp

� 1� �(p; L)
b� kL

(1)

dir. p =2 L ise Önerme 2.5.1 gere¼gince rp � kL dir. Böylece

v �
X
p2P

 X
L2L

1� �(p; L)
b� kL

!
=
X
L2L

X
p2P

1� �(p; L)
b� kL

=
X
L2L

v � kL
b� kL

�
X
L2L

v

b
= v

dir. Böylece yukar¬daki her yerde eşitlik vard¬r; (v�kL)=(b�kL) = v=b ve dolay¬s¬yla

v = b olur. Ek olarak p =2 L için (1) denklemindeki eşitsizlik rp = kL olmas¬n¬

gerektirir; böylece herhangi iki do¼gru kesi̧sir. Buradan hareketle S bir projektif

düzlem veya yaklaş¬k demettir. �
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Tan¬m 2.5.7. Herbir do¼grusu k noktadan oluşan v noktal¬sonlu bir S lineer

uzay¬na 2-(v,k,1) dizayn denir. 2 � (v; 3; 1) dizayn¬na Steiner üçlü sistemi

denilecektir.

A�n ve projektif düzlemler s¬ras¬yla 2 � (n2; n; 1) ve 2 � (n2 + n + 1; n + 1; 1)

dizaynd¬r.

Tan¬m 2.5.8. Her noktas¬ndan 1 tane 4�do¼gru, 4 tane 3�do¼grunun geçti¼gi, 12

nokta ve 19 do¼grulu lineer uzaya Nwankpa-Shrikhande düzlemi denir. Ayr¬ca

5�noktal¬1 tane do¼gru ve 3�noktal¬15 tane do¼gru içeren 11 noktal¬bir tek lineer

uzaya ise Nwankpa düzlemi denir.
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BÖLÜM 3

L·INEER UZAYLARIN
KOMPLEMENTLER·I

3.1. Bölümün Amac¬

Bu bölümdeki temel tan¬m, önerme ve teoremler L. M. Batten (1986) dan al¬n-

m¬̧st¬r.

Bu bölümde baz¬lineer uzaylar¬n bir projektif düzleme nas¬l gömülebildi¼gi gös-

terilecektir. ·Iki do¼gru, üçgen, hiperoval ve Baer altdüzlemin komplementleri böyle

yap¬lar aras¬ndad¬r. Burada pseudo-komplement �kri önem arz etmektedir. n:

mertebeden bir P projektif düzleminden bir X kümesinin kald¬r¬ld¬¼g¬varsay¬ls¬n.

Bu durumda baz¬parametrelere sahip (nokta say¬s¬, do¼gru say¬s¬, nokta ve do¼gru

derecesi gibi) bir P �X lineer uzay¬elde edilir. P �X ile ayn¬parametreye sahip

bir lineer uzaya P projektif düzleminde X in pseudo-komplementi denir.

Bir projektif düzlemde bir do¼grunun pseudo-komplementi bir a�n düzlemdir. n:

mertebeden bir projektif düzlemde iki do¼grunun pseudo-komplementi n2�n noktal¬

ve n2+n�1 do¼grulu bir lineer uzay¬n her noktas¬n¬n n+1 dereceli ve her do¼grusunun

n� 1 veya n dereceli olmas¬d¬r.

Bu bölümün temel amac¬baz¬pseudo-komplementlerin bir gerçek komplement

oldu¼gunu göstermektir. Herhangi farkl¬iki noktan¬n tam olarak bir do¼gru oluştur-

mas¬ndan meydana gelen do¼grulardan ve noktalardan oluşan sonlu bir S üzerinde

bulunma yap¬s¬düşünülecektir. Böyle bir yap¬1 dereceli do¼grular¬n bulunmas¬na

izin verilen bir lineer uzay olacakt¬r.

(L1) aksiyomunu ve her noktas¬ndan tam olarak r tane do¼gru geçmesi koşulunu

sa¼glayan (P ;L) çifti bir (r,1)-dizayn olarak adland¬r¬l¬r.

Gömme yap¬s¬n¬n alt¬nda yatan �kir; bir projektif düzleme ulaşmak için S lineer

uzay¬na yeni noktalar ilave edilerek S nin geni̧sletilmesidir.
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Tan¬m 3.1.1. Bir projektif veya a�n düzlemden bir nokta at¬larak elde edilen

sonlu lineer uzaylara s¬ras¬yla bir delinmi̧s projektif veya delinmi̧s a�n düzlem

denir.

Tan¬m 3.1.2. � = (P ;L), n: mertebeden bir projektif düzlem ve ; 6= X � P

olsun. ��X e X in P de komplementi denir.

Tan¬m 3.1.3. S bir (r; 1)�dizayn ve p, S nin bir noktas¬olsun. S 0 = S � p

üzerinde bulunma yap¬s¬; S nin p den farkl¬noktalar¬ndan ve p den farkl¬noktalardan

geçen do¼grular¬ndan oluşur. Bu durumda S 0 bir (r; 1)�dizaynd¬r. S, S 0 nün

geni̧slemesi olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger bir S�, (r; 1)�dizayn¬, S den s tane noktan¬n at¬lmas¬yla oluşan yap¬ise,

S�, (r; 1)�dizayn¬n¬n S ye s defada geni̧sletilece¼gi söylenebilir.

Önerme 3.1.4. S; b do¼grulu b = n2+n+1 ve iki̧serli kesi̧sen s adet n�do¼gruya

sahip bir (n+ 1; 1)�dizayn ise S, s kez geni̧sletilebilir.
·Ispat. S; b do¼grulu b = n2 + n + 1 ve iki̧serli kesi̧sen s adet n�do¼gruya sahip

bir (n+ 1; 1)�dizayn olsun. N bir n�do¼gru olsun.

�N = fNg [ fX j X, N ye paralel bir do¼grug

olsun. Her nokta n+1 = kN +1 dereceli oldu¼gundan, N nin d¬̧s¬ndaki herbir nokta

N ye paralel olan tam olarak bir do¼gru üzerindedir. Bu ise, �N nin bir paralel s¬n¬f

oldu¼gunu gösterir. N kendisi hariç n2 tane do¼gru ile kesi̧sti¼ginden j�N j = n+1 dir.

N veG kesi̧sen iki farkl¬n�do¼gru olsun. Bu durumdaG, �N in n tane do¼grusuyla

kesi̧sir; bu yüzden j�G \ �N j = 1 dir.
·Iki̧serli olarak kesi̧sen s adet n�do¼gru var oldu¼gundan, herhangi ikisi bir tek

ortak do¼gruya sahip bir �1; �2; :::; �s paralel s¬n¬f¬vard¬r. �j nin do¼grular¬S nin

yeni bir pj ( j = 1; :::; s) noktas¬nda kesi̧ssin.

�j ve�k daki tek ortak do¼gru, S nin iki yeni pj ve pk noktas¬ndan geçen do¼grudur.

S ye yeni p1; :::; ps noktalar¬n¬n ilave edilmesiyle oluşan S 0 bir lineer uzayd¬r. Her �j

paralel s¬n¬f¬n+1 do¼gruya sahip oldu¼gundan, bu lineer uzay bir (n+1; 1)�dizaynd¬r.

Böylece S, s kez geni̧sletilebilir. �
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Önerme 3.1.5. S = (P ;L), b = n2+n+1 do¼grulu ve v = n2+n+1�s noktal¬

bir (n+1; 1)�dizayn olsun. Bu durumda S deki n�do¼grular¬n say¬s¬bn � s(n+2�s)

dir. bn = s(n+ 2� s) olmas¬için gerek ve yeter şart S deki her do¼grunun n� 1, n

veya n+ 1 dereceli olmas¬d¬r.

·Ispat. S = (P ;L), b do¼grulu, v noktal¬b = n2 + n + 1 ve v = n2 + n + 1 � s

olan bir (n+ 1; 1)�dizayn olsun. Önerme 2.5.3 ve Önerme 2.5.4 den,

v(n+ 1) =
X
p2P

rp =
X
L2L

kL ve v(v � 1) =
X
L2L

kL(kL � 1)

dir. Buradan X
L2L
(n+ 1� kL)(n� 1� kL) = s(s� 2� n)

ve

0 �
X
kL 6=n

(n+ 1� kL)(n� 1� kL) = s(s� 2� n) + bn

dir.

�bn �
X
L2L
(n+ 1� kL)(n� 1� kL)

oldu¼gundan

s(n+ 2� s) � bn

dir.

(=)) Buradan e¼ger bn = s(n+ 2� s) iseX
kL 6=n

(n+ 1� kL)(n� 1� kL) = bn + s(s� 2� n) = 0

d¬r. Böylece sadece n+ 1, n ve n� 1 dereceli do¼grular vard¬r.

((=) Tersine kL 2 fn+ 1; n; n� 1g ise bn = s(n+ 2� s) dir. �
Önerme 3.1.6. (Vanstone, 1973; de Witte, 1975) S, v noktal¬bir lineer uzay

ve S nin her noktas¬en çok n + 1 dereceli olsun. E¼ger v � n2, n � 2 ise, o zaman

S, n: mertebeden bir projektif düzleme geni̧sletilebilir.

·Ispat. S, v noktal¬bir lineer uzay ve S nin her noktas¬en çok n + 1 dereceli

olsun. Her noktadan n veya n + 1 tane do¼gru geçer ve her do¼gru n veya n + 1
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noktal¬d¬r. Ayr¬ca her (n + 1)�noktadan yaln¬zca n�do¼grular geçer. Herhangi

bir (n + 1)�do¼gru her n�noktadan geçer. Her p, n�noktas¬S � p lineer uzay¬n¬n

n�do¼grular¬ndan oluşan n adet paralel s¬n¬ftan birine kaŗs¬l¬k gelmektedir. Bu

paralel s¬n¬fa, ona kaŗs¬l¬k gelen yeni bir p0 noktas¬ve pp0 do¼grusu kat¬ld¬¼g¬nda p ve

p0 noktalar¬ (n + 1)�nokta olur. Dolay¬s¬yla S nin bir (n + 1; 1)�dizayn oldu¼gu

kabul edilebilir.

Aç¬kça, S deki tüm L do¼grular¬ için kL � n + 1 dir. kL = n + 1 olmas¬ için

gerek ve yeter şart L nin her do¼gru ile kesi̧siyor olmas¬d¬r. E¼ger S de n+1 dereceli

do¼gru varsa, bu durumda S bir (n + 1; 1)�dizayn oldu¼gundan S deki do¼gru say¬s¬

b = 1 + kLn = n
2 + n+ 1 dir.

E¼ger v = n2+n+1 ise Önerme 2.3.5 den S bir projektif düzlemdir. Di¼ger taraftan

e¼ger v < n2+n+1 ise, o zaman Önerme 3.1.5 den S nin en az bir n�do¼grusu vard¬r.

Önerme 3.1.4 den, S geni̧sletilebilir. Bu yol tekrarlan¬rsa ispat tamamlan¬r.

E¼ger S deki her do¼gru en çok n dereceli ise, o zaman v � n2 den ve S deki tüm

p noktalar¬için rp = n + 1 oldu¼gundan, her noktadan sadece n dereceli do¼grular¬n

geçti¼gi gösterilebilir. Dolay¬s¬yla S, Önerme 2.2.2 den n: mertebeden bir a�n

düzlemdir. �
Sonuç 3.1.7. S, v noktal¬, iki̧serli kesi̧sen s adet n�do¼gruya sahip b = n2+n+1

do¼grulu bir (n+1; 1)�dizayn olsun. E¼ger v+ s � n2 ise, o zaman S, n:mertebeden

bir projektif düzleme gömülebilir.

·Ispat. ·Ispata Önerme 3.1.4 ve Önerme 3.1.6 dan ulaş¬labilir. �

3.2. Pseudo-Komplement Teoremleri

Paralel s¬n¬�ar¬n geni̧sleyen lineer uzaylarda önemli bir rol oynad¬¼g¬ görüldü.

Buraya kadar paralel s¬n¬�ar n�do¼grular taraf¬ndan belirlendi. E¼ger uzayda hiç

n�do¼gru yoksa, bir paralel s¬n¬f¬n varl¬¼g¬n¬ispatlamak daha zordur. Örne¼gin, bir

(n+1; 1)�dizayndaki (n�1): dereceden bir L do¼grusunun herhangi bir paralel s¬n¬fta

bulundu¼gunu göstermek için, L ye paralel do¼grular kümesinin kaŗs¬l¬kl¬olarak paralel

iki do¼gru kümesine ayr¬labilir oldu¼gunu göstermek gerekir. Bunun için aşa¼g¬daki

önerme kullan¬̧sl¬olacakt¬r.
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Önerme 3.2.1. S bir (n + 1; 1)�dizayn ve b = n2 + n + 1 � z do¼grulu olsun.

L do¼grusu iki̧serli kesi̧sen L1, L2 ve L3 do¼grular¬na paralel olan n � 1 dereceli bir

do¼gru olsun. E¼ger Lj nin derecesi n+ 1� dj ile gösterilirse ( j = 1; 2; 3) o zaman,

n � d1d2 + d1d3 + d2d3 � d1 � d2 � d3 � z

dir.

·Ispat. S önermedeki şartlar¬ taş¬yan bir (n + 1; 1)�dizayn olsun. M , L

ye paralel olan do¼grular¬n kümesi olsun. L yi kesen kLn = n2 � n tane do¼gru

oldu¼gundan, jM j = b� 1� (n2 � n) = 2n� z dir.

M � fLjg kümesinin Lj ile kesi̧sen do¼grular¬n¬n kümesi Mj olsun. Lj nin her

noktas¬L ye paralel iki do¼grunun üzerinde bulundu¼gundan, jMjj = n + 1 � dj dir.

j 6= k için, M � (Mj [Mk) n¬n her do¼grusu Lj ve Lk ya paraleldir.

Lj ve Lk ya paralel olan do¼grular¬n say¬s¬

b� 2� kLjn� kLkn+ n� 1 + (n� dj)(n� dk) = djdk � z

dir.

L do¼grusu, Lj ve Lk ya paralel oldu¼gundan jM j � jMj [Mkj � djdk � z � 1 dir.

Dolay¬s¬yla

jMj \Mkj = jMjj+ jMkj � jMj [Mkj

� jMjj+ jMkj � jM j+ djdk � z � 1 = djdk � dj � dk + 1

dir. Buradan

jM1 [M2 [M3j � jM1j+ jM2j+ jM3j � jM1 \M2j � jM1 \M3j � jM2 \M3j

� 3n� d1d2 � d1d3 � d2d3 + d1 + d2 + d3

dür. Mj �M ve jM j = 2n� z den

3n� d1d2 � d1d3 � d2d3 + d1 + d2 + d3 � 2n� z = jM j

dir. �
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Teorem 3.2.2. (Totten, 1976; Oehler, 1975; Batten, 1991) n � 5, n: mer-

tebeden bir projektif düzlemde iki do¼grunun pseudo-komplementi olan S bir gerçek

komplementtir.

·Ispat. S, n:mertebeden bir projektif düzlemde iki do¼grunun pseudo-komplementi

olsun. S, n: dereceden n�1 tane ve (n�1): dereceden n2 tane do¼gruya sahiptir. S

de her noktadan n: dereceden 1 tane ve (n�1): dereceden n tane do¼gru geçer. Özel

olarak, n�do¼grular kaŗs¬l¬kl¬paraleldir ve her n�do¼gru herhangi bir (n� 1)�do¼gru

ile kesi̧sir.

L, n� 1 dereceli herhangi bir do¼gru olsun. H, L ye paralel bir do¼gru olsun ve L

ye paralel olup H ile kesi̧sen do¼grular¬n kümesiM olsun. M kümesinin do¼grular¬n¬n

kaŗs¬l¬kl¬paralel oldu¼gu gösterilebilir. H2 ve H3, M de kesi̧sen iki do¼gru olsun. O

zaman H, H2 ve H3 birbiriyle kaŗs¬l¬kl¬olarak kesi̧sir ve bu durumda Önerme 3.2.1

kullan¬labilir.

d1 = d2 = d3 = 2 ve z = 2 oldu¼gundan,

n � 3:2:2� 3:2� 2 = 4

elde edilir. Bu ise n � 5 oldu¼gundan çeli̧skidir. Bu yüzden M kümesinin do¼grular¬

kaŗs¬l¬kl¬olarak paraleldir.

Sonuç olarak, � =M [ fLg, kaŗs¬l¬kl¬olarak paralel n adet n� 1 dereceli do¼gru

kümesidir. S deki nokta say¬s¬v = n(n � 1) oldu¼gundan � bir paralel s¬n¬ft¬r. L

nin d¬̧s¬ndaki her nokta L ye paralel iki tane do¼grunun üzerindedir. � de olmayan

ve L ye paralel olan do¼grulardan ve L den oluşan küme �0 olsun. �0 bir paralel

s¬n¬ft¬r. Böylece j�0j = n ve � \ �0 = fLg dir.

� ve�0 paralel s¬n¬f¬n¬n do¼grular¬n¬n s¬ras¬yla1 ve10 yeni noktas¬nda kesi̧sti¼gini

kabul edelim. Ayr¬ca S ye 1 dereceli iki yeni f1g ve f10g do¼grular¬ilave edilsin.

Son yap¬, v+2 = n2�n+2, v = n2�n noktal¬ve b+2 = n2+n+1, b = n2+n� 1

do¼grulu bir D, (n+1; 1)�dizaynd¬r. 1 noktas¬, D nin n dereceli n tane do¼grusunun

üzerinde bulundu¼gundan Önerme 3.1.4 den D, v = n2 + 2 tane noktaya sahip bir

D0, (n+ 1; 1)�dizayn¬na gömülebilir.

O zaman Önerme 3.1.6 danD0, n:mertebeden bir P projektif düzlemine gömülebilir

ve S, P ye gömülebilir. Aç¬kça, S iki do¼grunun gerçek komplementidir. �
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Sonuç 3.2.3. E¼ger S, n � 3, n: mertebeden bir projektif düzlemde iki do¼grunun

pseudo-komplementi ise, o zaman S iki do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s n:

mertebeden bir projektif düzlem veya Nwankpa-Shrinkhande düzlemidir.

Teorem 3.2.4. (Ralston, 1981) n > 6, n: mertebeden bir projektif düzlemde

herhangi bir üçgenin pseudo-komplementi olan S bir gerçek komplementtir.

·Ispat. S nin n:mertebeden bir projektif düzlemde bir üçgenin pseudo-komplementi

oldu¼gunu kabul edelim. O zaman, S, v = (n� 1)2 noktal¬ve b = n2+n� 2 do¼grulu

bir (n + 1; 1)�dizaynd¬r. Ayr¬ca S nin her do¼grusu n � 2 veya n � 1 derecelidir.

(n� 1): dereceden do¼grular¬uzun do¼gru ve (n� 2): dereceden do¼grular¬k¬sa do¼gru

olarak adland¬ral¬m. Aşa¼g¬daki 4 maddenin do¼grulu¼gu gösterilebilir:

(1) Her noktadan 3 tane uzun, n� 2 tane k¬sa do¼gru geçer ve

(2) S de 3(n� 1) tane uzun ve (n� 1)2 tane k¬sa do¼gru vard¬r. Ayr¬ca,

(3) Herhangi bir uzun do¼gru n�2 tane uzun do¼gruya ve n�1 tane k¬sa do¼gruya

paraleldir ve

(4) Kesi̧sen iki uzun do¼gruya paralel bir tek do¼gru vard¬r.

L uzun bir do¼gru olsun. L ye paralel uzun do¼grular¬n kaŗs¬l¬kl¬olarak paralel

oldu¼gu iddia edilebilir. Aksi kabul edilsin. L, kesi̧sen L1 ve L2 uzun do¼grular¬na

paralel bir do¼gru olsun. O zaman, (4): maddeden L ye paralel her do¼gru L1 ve L2

ile kesi̧sir. L1 ve L2, L ye paralel olan n� 1 tane do¼gru ile kesi̧sir ve L sadece 2n� 3

tane do¼gruya paraleldir. Bu yüzden, L1 ve L2 ile kesi̧sen ve L ye paralel olan bir

tek L3 do¼grusunun oldu¼gu gösterilebilir.

L3, n � 1 veya n � 2 dereceli oldu¼gundan, Önerme 3.2.1 den n � 6 d¬r; bu bir

çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla, L ye paralel olan uzun do¼grular kaŗs¬l¬kl¬olarak paraleldir.

L ye paralel uzun do¼grularla birlikte L, kaŗs¬l¬kl¬olarak paralel olan n�1 adet uzun

do¼grular kümesi olan � yi oluşturur. v = (n�1)2 oldu¼gundan, � bir paralel s¬n¬ft¬r.

L0, � nin herhangi bir do¼grusu olsun. j�j = n�1 oldu¼gundan, � de bulunmayan

ve L0 ye paralel olan her do¼gru n � 2 derecelidir ve � � fL0g nün her do¼grusuyla

kesi̧sir. L0 nün d¬̧s¬ndaki her nokta, bir tanesi � de olan, L0 ye paralel olan iki do¼gru

üzerinde bulunur. Bu durum, L0 nün d¬̧s¬ndaki her noktadan L0 ye paralel bir tek

k¬sa do¼gru geçti¼gini gösterir. L0 kendisine paralel k¬sa do¼grularla birlikte bir paralel
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s¬n¬f oluşturur. Ayr¬ca, bu paralel s¬n¬f¬n L0 den farkl¬her do¼grusu � � fL0g nün

herhangi bir do¼grusuyla kesi̧sir.

Sonuç olarak, herbiri � nin bir uzun do¼grusundan ve bu uzun do¼gruya paralel

olan n� 1 tane k¬sa do¼grusundan oluşan ve kaŗs¬l¬kl¬olarak kesi̧smeyen n� 1 adet

�1; :::;�n�1 paralel s¬n¬f¬vard¬r. Her k¬sa do¼gru, � nin bir tek do¼grusuyla paralel

oldu¼gundan �j paralel s¬n¬�ar¬n¬n tam olarak birindedir.

�j nin do¼grular¬n¬n yeni bir 1j noktas¬nda kesi̧sti¼gi kabul edilsin. Ayr¬ca S ye

yeni f11; :::;1n�1g do¼grusu ilave edilsin. �j ler kaŗs¬l¬kl¬olarak kesi̧smedi¼ginden,

bu yolla elde edilen S 0 yap¬s¬da bir lineer uzayd¬r. S 0 nün n:mertebeden bir projektif

düzlemde iki do¼grunun pseudo-komplementi oldu¼gu iddia edilebilir. Buradan S, �j

kümelerinin birinde bulundu¼gundan, S nin herbir k¬sa do¼grusunun S 0 de n�1 dereceli

oldu¼gu görülür. � nin herbir do¼grusu S 0 de n derecelidir ve S nin her uzun do¼grusu

da S 0 de n � 1 derecelidir. Ayn¬zamanda yeni do¼gru olan f11; :::;1n�1g do¼grusu

n � 1 derecelidir. Bu durum, S 0 nün n: mertebeden bir projektif düzlemde iki

do¼grunun pseudo-komplementi oldu¼gunu gösterir.

Sonuç 3.2.3, S 0 nün gerçek bir komplement oldu¼gunu gösterir. Dolay¬s¬yla S, n:

mertebeden bir projektif düzleme gömülebilir ve bir üçgenin komplementidir.

n: mertebeden bir projektif düzlemde bir (n+2)� yay ayn¬zamanda hiperoval

olarak adland¬r¬l¬r. Bir hiperovalin her do¼grusu hiperovali hiç kesmez veya 2 noktada

keser. Bu yüzden, n: mertebeden bir projektif düzlemde bir hiperovalin pseudo-

komplementi v = n2 � 1 noktal¬ve b = n2 + n + 1 do¼grulu ve (n + 1): dereceden

nokta, (n+ 1): ve (n� 1): dereceden do¼gru içeren bir lineer uzayd¬r.

Teorem 3.2.5. n > 6, n: mertebeden bir projektif düzlemde bir hiperovalin

pseudo-komplementi olan S bir gerçek komplementtir.

·Ispat. S nin n: mertebeden bir projektif düzlemde bir hiperovalin pseudo-

komplementi oldu¼gu kabul edilsin. (n+ 1): dereceden do¼grular uzun do¼gru ve di¼ger

do¼grular k¬sa do¼gru olarak adland¬r¬ls¬n. Her noktadan (n + 2)=2 tane k¬sa ve n=2

tane uzun do¼gru geçer. K¬sa do¼grular¬n say¬s¬(n+ 2)(n+ 1)=2 ve uzun do¼grular¬n

say¬s¬n(n�1)=2 dir. Ayr¬ca, bir k¬sa do¼gru kendisi hariç 2n tane di¼ger k¬sa do¼gruya

paraleldir ve bir uzun do¼gru her do¼gru ile kesi̧sir.
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H bir k¬sa do¼gru olsun. M , H ya paralel olan 2n elemanl¬do¼gru kümesi olsun.

M bir üçgen içerseydi o zaman Önerme 3.2.1 den n � 6 olurdu. Bu yüzden M

kümesi üçgen içermez.

L1 ve L2, M nin kesi̧sen do¼grular¬ olsun. L2 ile kesi̧sen M nin do¼grular¬n¬n

kümesi M1 ve L1 ile kesi̧sen M nin do¼grular¬n¬n kümesi M2 ile gösterilsin. M üçgen

içermedi¼ginden, M1 ve M2 kümeleri kaŗs¬l¬kl¬ olarak paralel do¼grulardan oluşur.

jMjj = n� 1 ve Lj 2Mj dir. Ayr¬ca, M1 \M2 = ? (M üçgen içermedi¼ginden).

G1 ve G2, M � (M1 [M2) nin iki do¼grusu olsun. M1 in her do¼grusunun M2 nin

en çok iki tane do¼grusuna paralel oldu¼gu gösterilebilir. Çünkü M nin her do¼grusu

M nin di¼ger n� 1 tane do¼grusuyla kesi̧sir. O zaman M1 in her do¼grusu M2 nin en

az n � 3 tane do¼grusuyla kesi̧sir, M = M1 [M2 [ fG1; G2g ve M1 kaŗs¬l¬kl¬olarak

paralel do¼grulardan oluşur.

G1 do¼grusu M nin kendisi hariç n� 1 tane do¼grusuyla kesi̧sir. Kesi̧sti¼gi do¼gru-

lar¬n biri G2 olabilir. Fakat do¼grular¬n en az n�2 tanesiM1[M2 dedir. Dolay¬s¬yla,

genelli¼gi bozmaks¬z¬n G1 in, M2 nin en az (n� 2)=2 > 2, (n� 2)=2 tane do¼grusuyla

kesi̧sti¼gi söylenebilir. Buradan e¼ger L;M1 in herhangi bir do¼grusu ise, o zaman,M2

nin bir do¼grusuyla kesi̧sir; ayn¬zamanda G1 ile de kesi̧sir. M üçgen içermedi¼ginden,

bu durum G1 in L ye paralel oldu¼gunu gösterir. Bu yüzden G1,M1 in her do¼grusuna

paraleldir.

Sonuç olarak, � = M1 [ fH;G1g, j�j = n + 1 ve � kaŗs¬l¬kl¬ olarak paralel

do¼grular kümesidir. S de nokta say¬s¬v = n2 � 1 = j�j (n � 1) den, � bir paralel

s¬n¬ft¬r. Dolay¬s¬yla, e¼ger � nin do¼grular¬n¬n yeni bir noktada kesi̧sti¼gi kabul edilirse

tekrar bir (n+1; 1)�dizayn elde edilir. Önerme 3.1.6 den bu dizayn ve ayn¬zamanda

S, n: mertebeden bir projektif düzleme gömülebilir. �
Bu sonuç ilk olarak Bose ve Shrikhande taraf¬ndan 1973�de ispatland¬ve sonra

de Witte taraf¬ndan 1977�de n � 2 ye izin verilerek genelleştirildi.

Bu bölüm di¼ger gömme sonuçlar¬yla tamamlanacakt¬r. Paralel s¬n¬�ar inşas¬nda

n�do¼grular tekrar kullan¬lacakt¬r. P , n: mertebeden bir projektif düzlem olsun.

P nin bir altdüzlemi, noktalar¬P nin noktalar¬, do¼grular¬P nin do¼grular¬olan

ve üzerinde bulunma yap¬s¬P nin üzerinde bulunma yap¬s¬ olan bir B projektif
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düzlemidir. B, P nin altdüzlemi olsun ve B nin mertebesi m ile gösterilsin. R. H.

Bruck un bir teoreminden , e¼ger m < n ise bu durumda m �
p
n dir (Hughes and

Piper, 1973).
p
n: mertebeden bir altdüzlem P nin bir Baer altdüzlemi olarak

adland¬r¬l¬r.

Teorem 3.2.6. Bir Baer altdüzlemi olan S nin pseudo-komplementi bir Baer

altdüzlemin komplementi olarak bir projektif düzleme gömülebilir.

·Ispat. S, Baer altdüzlemi olsun. Baer altdüzlemi tan¬m¬ndan S, v = n2�
p
n

noktaya, b = n2 + n + 1 do¼gruya sahiptir ve n � 2 için, noktalar n + 1 ve uzun

do¼grular n, k¬sa do¼grular n�
p
n derecelidir.

S nin her p noktas¬ için rp = n + 1 oldu¼gundan, her L uzun do¼grusu bir tek

paralel s¬n¬f �(L) dedir. L di¼ger n2 do¼gru ile kesi̧sti¼ginden, j�(L)j = b�n2 = n+1

dir.

Her noktadan tam olarak bir tek k¬sa do¼gru geçti¼gi kolayca gösterilebilir. Bu-

radan, tüm k¬sa do¼grular¬n say¬s¬bs = v=(n�
p
n) = n+

p
n+1 dir. b� bs = n2�n

tane uzun do¼gru oldu¼gundan ve her �(L) paralel s¬n¬f¬n �
p
n tane uzun do¼gruya

sahip oldu¼gundan, S de (n2�
p
n)=(n�

p
n) = n+

p
n+1 adet paralel s¬n¬f vard¬r.

�
S ye yeni noktalar olarak paralel s¬n¬�ar eklenecektir. Herhangi iki paralel s¬n¬f

tam olarak bir do¼gru üzerinde kesi̧sti¼ginden, bir S 0 lineer uzay¬mevcuttur. Bu

lineer uzay n2 �
p
n + n +

p
n + 1 = n2 + n + 1 noktal¬ve n2 + n + 1 do¼gruludur;

dolay¬s¬yla S 0, n: mertebeden bir projektif düzlemdir.

Özel olarak, her k¬sa do¼gru n+ 1 tane noktaya sahiptir. Bu yüzden bu do¼grular
p
n+1 tane yeni noktaya sahiptir. Benzer şekilde, herhangi uzun do¼gru henüz yeni

bir noktadan geçer. Tam olarak n+
p
n+1 yeni nokta oldu¼gundan, k¬sa do¼grularla

birlikte yeni noktalar
p
n: mertebeden bir projektif düzlemi oluşturur. �
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Teorem 3.2.7. S, v noktal¬, b do¼grulu ve aşa¼g¬daki özelliklerde bir lineer uzay

olsun:

1: v = m4 �m2 � 2m� 1, 12 < m <1,

2: Her noktadan m2 + 1 tane do¼gru geçer,

3: b = m4 +m2 + 1,

4: Her do¼gru m2 � 1 veya m2 �m� 1 tane noktaya sahiptir,

5: Paralel herhangi L, L0 çifti için m2� 1 noktal¬ve her p =2 L[L0 noktas¬için L

ve L0 ye paralel olan p den geçen bir do¼gru vard¬r; fakat m2 � 1 noktaya sahip olan

bu şekilde birden fazla do¼gru olamaz.

O zaman S; m2: mertebeden bir P projektif düzleme tek olarak gömülebilir ve

P nin iki ayr¬k Baer altdüzleminin birleşiminin komplementidir.

Bu sonucun m = 8 için do¼gru olmad¬¼g¬gösterilmi̧stir (de Resmini, 1985).
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BÖLÜM 4

SONLU L·INEER UZAYLARIN
DO¼GRU DERECELER·I

4.1. Giri̧s

Bu bölüm L. M. Batten ve A. Beutelspacher�¬n The theory of �nite linear spaces

adl¬kitab¬n¬n üçüncü bölümü esas al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r.

Bir S lineer uzay¬n¬n tüm do¼gru dereceleri biliniyorsa bu durumda bu lineer uzay

hakk¬nda neler söylenebilir? S nin do¼gru dereceleri kümesi küçük say¬lardan oluşan

bir küme ise bu problem makul bir cevaba sahiptir. S nin yaln¬zca bir do¼gru derecesi

varsa, o zaman S bir dizaynd¬r.

S de bk ve vr s¬ras¬yla k�do¼gru ve r�nokta say¬s¬olarak gösterilecektir.

Önerme 4.1.1. Bir S lineer uzay¬nda e¼ger her r�noktadan ar tane k�do¼gru

geçiyorsa kbk =
X
r

vrar dir.

·Ispat. S nin r dereceli her noktas¬ndan ar adet k�do¼gru geçsin. S deki toplam

r�nokta say¬s¬vr olmak üzere tüm r�noktalardan geçen k�do¼gru say¬s¬arvr=k d¬r.

O halde; S deki toplam k�do¼gru say¬s¬bk = 1
k

X
r

vrar dir. �

4.2. Ard¬̧s¬k ·Iki Do¼gru Dereceli Lineer Uzaylar

Aksi belirtilene kadar, S nin, her do¼grusu n veya n + 1 noktaya sahip aşikar

olmayan bir lineer uzay oldu¼gu kabul edilsin.
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Önerme 4.2.1. S, v noktal¬bir lineer uzay olsun.

(i) v � n2 � n+ 1

(ii) S nin her p noktas¬için (v � 1)=n � rp � (v � 1)=(n� 1)

(iii) S nin her p noktas¬ndan nrp� v+1 tane n�do¼gru ve (1�n)rp+ v� 1 tane

(n+ 1)�do¼gru geçer.
·Ispat. S, v noktal¬bir lineer uzay ve S nin bir noktas¬p olsun.

(i) S nin her do¼grusu n veya n+1 dereceli oldu¼gundan rp � n dir. Bu durumda

v � n(n� 1) + 1 dir.

(ii) v � rpn+1 ve v � rp(n�1)+1 oldu¼gundan (v�1)=n � rp � (v�1)=(n�1)

dir.

(iii) a ve c s¬ras¬yla bir p noktas¬ndan geçen n� ve (n + 1)�do¼gru say¬s¬olsun.

Bu durumda a+ c = rp ve a(n� 1) + cn = v � 1 dir. Bu yüzden

(a+ c)n� a = nrp � a = v � 1

a = nrp � v + 1 ve c = (1� n)rp + v � 1 dir. �
Teorem 4.2.2. S, v noktal¬, b do¼grulu v � n2 + 2n + 3, n � 3 ve her do¼grusu

n noktal¬olan sonlu bir lineer uzay ise, bu durumda S, (n � 1): mertebeden bir

projektif düzlem, n: mertebeden bir a�n düzlem ya da bir 2�(13; 3; 1), 2�(15; 3; 1),

2� (25; 4; 1), 2� (46; 6; 1), 2� (51; 6; 1) dizaynd¬r.
·Ispat. S, v noktal¬, b do¼grulu v � n2 + 2n+ 3, n � 3 ve her do¼grusu n noktal¬

olan sonlu bir lineer uzay olsun. E¼ger S de her do¼gru n noktal¬ise, bu durumda S

nin tüm p noktalar¬için rp = (v � 1)=(n� 1) dir.

n � rp = (v � 1)=(n� 1) � n+ 3 + (5=(n� 1))

dir. Bu yüzden n � rp � n+ 5 dir.

E¼ger rp = n veya n+ 1 ise, bu durumda v = rp(n� 1) + 1 den; S, Önerme 2.3.5

den s¬ras¬yla (n � 1): mertebeden bir projektif düzlem veya Önerme 2.2.3 den n:

mertebeden bir a�n düzlemdir.

E¼ger rp = n + 2 ise nb = (n + 2)v = (n + 2) [rp(n� 1) + 1] dir; buradan n j 2

çeli̧skisi elde edilir.
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E¼ger rp = n+ 3 ise, o zaman nb = (n+ 3)v dir; buradan n j 6 d¬r.

n = 6 ise, bu durumda S varl¬¼g¬henüz bilinmeyen bir 2 � (46; 6; 1) dizaynd¬r

(Hall, 1986).

n = 3 ise S bir 2� (13; 3; 1) Steiner üçlü sistemdir.

E¼ger rp = n+ 4 ise, bu durumda n j 12 dir. Buradan;

n = 3 için rp = 7 dir ve buradan S bir 2� (15; 3; 1) Steiner üçlü sistemdir.

n = 4 için rp = 8 dir ve S bir 2� (25; 4; 1) dizaynd¬r.

n = 6 için rp = 10 dur ve S bir 2� (51; 6; 1) dizaynd¬r.

n = 12 için rp = 16 ve v = 177 dir. Fakat v � n2+2n+3 den v � 161 olmal¬d¬r.

Bu ise çeli̧skidir. O halde n 6= 12 dir.

E¼ger rp = n+ 5 ise, bu durumda n j 20 dir. Buradan;

n = 4 için rp = 9 ve v = 28 dir. v � n2 + 2n + 3 oldu¼gundan v � 27 çeli̧skisi

elde edilir.

n = 5 için rp = 10 ve v = 41 dir. v � n2 + 2n + 3 oldu¼gundan v � 38 çeli̧skisi

oluşur.

n = 10 için rp = 15 ve v = 136 d¬r. Bu ise v � 123 olmas¬yla çeli̧sir.

n = 20 için rp = 25 ve v = 476 d¬r. v � 443 oldu¼gundan çeli̧ski oluşur. n j 20

için hiçbir n tamsay¬s¬şartlar¬sa¼glamaz. Sonuç olarak istenenler elde edilmi̧s oldu.

�
Teorem 4.2.3. S, v � (n + 1)2 noktal¬, n � 7 ve her do¼grusu n veya n + 1

tane noktaya sahip aşikar olmayan bir lineer uzay ise, bu durumda S aşa¼g¬dakilerden

birisidir:

(i) (n�1): veya n: mertebeden bir projektif düzlem, n: veya (n+1): mertebeden

bir a�n düzlem

(ii) n: mertebeden delinmi̧s bir projektif düzlem veya (n+1): mertebeden delin-

mi̧s bir a�n düzlem,

(iii) Sonsuzdaki bir nokta ilaveli n: mertebeden bir a�n düzlem,

(iv) Bir do¼grusu, bir noktas¬ hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s

(n+ 1): mertebeden bir a�n düzlem,

(v) Bir üçgen at¬lm¬̧s (n+ 2): mertebeden bir a�n düzlemdir.
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Ayr¬ca, e¼ger v < (n+ 1)2, n � 3 ve v 6= 15 ise:

(vi) Nwankpa-Shrikhande düzlemi,

(vii) Bir 2� (13; 3; 1) dizayn,

(viii) 1 tane 6�nokta ve 6 tane 4�do¼grusu olan, 20 do¼gru ve 13 noktal¬bir lineer

uzayd¬r.

Bu teoremin ispat¬birkaç önermenin içine da¼g¬t¬lacakt¬r. Herbir önerme v nin

baz¬de¼gerleriyle ilgilidir. Burada n � 3 oldu¼gu kabul edilsin.

E¼ger tüm do¼grular n noktal¬ise, Teorem 4.2.2 kullan¬labilir. E¼ger tüm do¼grular

n+1 noktal¬ise, Teorem 4.2.2 tekrar kullan¬labilir. Bu durumda, n+1 � rp � n+2

ve rp = (v � 1)=n dir. Böylece, S n: mertebeden bir projektif düzlem veya (n+ 1):

mertebeden bir a�n düzlemdir.

Bu yüzden Bölüm 4.2 nin kalan¬için S hem n�do¼gru hem (n+ 1)�do¼gru içere-

cektir. Bu durumda v � n2 oldu¼gu gösterilebilir.

Önerme 4.2.4. S, v noktal¬bir lineer uzay olsun. E¼ger v � n2 + n � 1 ise,

bu durumda S bir nokta ilaveli n: mertebeden bir a�n düzlemdir.

·Ispat. S, v noktal¬bir lineer uzay olsun.

v = n2 veya n2 + 1 olsun. Bu durumda Önerme 4.2.1 den, S nin her p noktas¬

için; (v � 1)=n � rp � (v � 1)=(n� 1) ve rp 2 fn; n+ 1g dir.

v = n2 ve L bir (n + 1)�do¼gru olsun. L do¼grusu üzerinde olmayan her nokta

(n+1)�derecelidir ve böyle bir noktadan geçen her do¼gru n�do¼grudur. Dolay¬s¬yla

L bir tek (n+ 1)�do¼grudur. L üzerindeki bir p noktas¬için

n2 = v = kL + (rp � 1)(n� 1) = n+ 1 + (rp � 1)(n� 1)

dir. Buradan (n� 1) j (n2 � n� 1) çeli̧skisine ulaş¬l¬r. Bu yüzden v 6= n2 dir.

v = n2 + 1 ise, bir (n + 1)�do¼gru üzerinde olmayan her nokta n + 1 dereceli

oldu¼gundan, herhangi iki (n + 1)�do¼gru kesi̧sir. Fakat bir (n + 1)�noktadan tam

olarak 1 tane (n + 1)�do¼gru geçer ve bu yüzden tüm (n + 1)�do¼grular ayn¬bir q

noktas¬ndan geçer. Her nokta en az 1 tane (n + 1)�do¼gru üzerinde oldu¼gundan,

(n + 1)�do¼grular¬n hepsi q noktas¬ndan geçmek zorundad¬r. Bu yüzden S � q, n:

mertebeden bir a�n düzlemdir.
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n2 + 2 � v � n2 + n� 2 olsun. v = n2 + n� d , 2 � d � n� 2 olsun. Önerme

4.2.1 den, n + 1 � (d + 1)=n � rp � n + 2 � (d � 1)=(n � 1) ve buradan her p için

rp = n+1 dir. L bir n�do¼gru olsun. L üzerinde olmayan herhangi bir noktadan L

ye paralel bir tek do¼gru geçer; bu do¼gru n�do¼grudur. Çünkü tüm (n+1)�do¼grular

L ile kesi̧sir. L ye paralel n�do¼grular¬n herhangi ikisi kesi̧smez; aksi taktirde en az

n + 2 tane do¼gru üzerinde bulunan baz¬noktalara sahip olunurdu. Bu yüzden bu

n�do¼grular kümesi noktalara parçalan¬r. Bu ise n j (n2 + n � d) çeli̧skisine sebep

olur. Dolay¬s¬yla n2 + 2 � v � n2 + n� 2 şart¬sa¼glanmaz.

Son olarak, v = n2 + n � 1 olsun. Tekrar Önerme 4.2.1 kullan¬l¬rsa, tüm p ler

için rp 2 fn+ 1; n+ 2g dir ve herbir (n + 1)�noktadan 2 tane n�do¼gru ve herbir

(n+ 2)�noktadan n+ 2 tane n�do¼gru geçer. Önerme 4.1.1 den,

nbn = 2vn+1 + (n+ 2)vn+2 = 2v + nvn+2

dir. Dolay¬s¬yla n j 2v ve n j (2n2 + 2n� 2) dir. Buradan n j 2 çeli̧skisi elde edilir.

Dolay¬s¬yla v 6= n2 + n� 1 dir. �
Önerme 4.2.5. S, v noktal¬bir lineer uzay olsun. E¼ger v = n2+n ise, o zaman

S, n:mertebeden delinmi̧s bir projektif düzlem, bir do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte

at¬lm¬̧s (n+ 1): mertebeden bir a�n düzlem veya Nwankpa-Shrikhande düzlemidir.

·Ispat. S, v noktal¬bir lineer uzay, v = n2 + n olsun. Önerme 4.2.1 den S nin

tüm p noktalar¬için rp 2 fn+ 1; n+ 2g ve herbir noktadan 1 tane n�do¼gru ve n

tane (n+ 1)�do¼gru geçer veya n+ 1 tane n�do¼gru ve 1 tane (n+ 1)�do¼gru geçer.

E¼ger tüm p ler için rp = n+ 1 ise, S nin n�do¼grular¬n¬n kümesinin bir paralel s¬n¬f

oldu¼gu aç¬kt¬r; bu yüzden S, n: mertebeden delinmi̧s bir projektif düzlemdir.

p bir (n + 2)�nokta ise, her (n + 1)�noktadan n � 3, n tane (n + 1)�do¼gru

geçti¼ginden, S nin p noktas¬ndan geçmeyen bir L, (n + 1)�do¼grusu vard¬r. p den

geçen (n + 1)�do¼gru L0 olsun. L ve L0 nün q noktas¬nda kesi̧sti¼gi kabul edilsin.

Bu durumda q noktas¬n+ 1 dereceli olmal¬d¬r. L ye paralel olan ve p noktas¬ndan

geçen bir n�do¼gru M olsun. Bu durumda M nin her noktas¬n+ 2 derecelidir.

L üzerindeki bir q0 6= q noktas¬düşünülsün. p, n+2 dereceli oldu¼gundan, pq0 bir

n�do¼grudur. q0 bir (n+1)�nokta olsun. O zaman q0p dogrusu q0 den geçen bir tek

n�do¼grudur. q dan geçen bir (n+1)�do¼gru, q0 den geçen bir (n+1)�do¼gruyuM nin
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bir p0 noktas¬nda keser. p0 bir (n + 2)�nokta oldu¼gundan çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla q0

bir (n+ 2)�nokta olmal¬d¬r ve L, q0 den geçen bir tek (n+ 1)�do¼grudur.

q dan geçmeyen bir (n + 1)�do¼gru olsayd¬, bu do¼gru q dan geçen L0 den farkl¬

n tane (n + 1)�do¼grunun tümüyle paralel olacakt¬. Bu durum olamayaca¼g¬ndan,

tüm (n+ 1)�do¼grular q dan geçer. Ayr¬ca, q dan geçen n�do¼gru üzerindeki q dan

farkl¬her nokta bir (n + 1)�do¼gru üzerindedir. Bu çeli̧ski L \ L0 = ? sonucunu

verir. Bu yüzden L veya L0 üzerindeki her nokta n+ 2 derecelidir. Dolay¬s¬yla bu

do¼grulardan farkl¬olan ve L veya L0 yü kesen her do¼gru bir n�do¼grudur. S nin

her noktas¬n¬n en az 2 tane n�do¼gru üzerinde oldu¼guna ve n+ 2 dereceli oldu¼guna

karar verilsin. S deki do¼gru say¬s¬b = (n + 1)2 + n dir. Sonuç 3.2.3 den S, bir

do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n + 1): mertebeden bir a�n düzlem veya

Nwankpa-Shrikhande düzlemidir. �
Önerme 4.2.6. S, v noktal¬bir lineer uzay olsun. E¼ger v = n2 + n + 1 ise,

bu durumda S bir do¼grusu, bir noktas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s

(n+1): mertebeden bir a�n düzlem veya 1 tane 6�nokta ve 6 tane 4�do¼gru içeren,

13 nokta ve 20 do¼grulu bir tek lineer uzayd¬r.

·Ispat. S, v noktal¬bir lineer uzay ve v = n2 + n+ 1 olsun. Önerme 4.2.1 den

S nin her p noktas¬için rp = n+ 1 ve her noktadan sadece (n+ 1)�do¼grular geçer

veya rp = n + 2 ve her noktadan 2 tane (n + 1)�do¼gru ve n tane n�do¼gru geçer

veya rp = n+ 3, n = 3 ve her noktadan sadece 3�do¼gru geçer.

E¼ger tüm noktalar n+ 1 dereceli ise bu durumda S, n: mertebeden bir projektif

düzlemdir. Bu durum çeli̧skidir. Çünkü her do¼gru n + 1 dereceli olmak zorunda

kal¬r. Bu yüzden n+ 2 veya n+ 3 dereceli noktalar¬n varl¬¼g¬kabul edilebilir.

n+ 3 dereceli nokta olmad¬¼g¬kabul edilsin. Ayn¬zamanda p bir (n+ 1)�nokta

ve q bir (n + 2)�nokta olsun. L do¼grusu; S nin pq dan farkl¬olan ve q dan geçen

bir (n + 1)�do¼grusu olsun. O zaman pq veya L üzerinde olmayan her nokta; bir

n�do¼gru taraf¬ndan q ile birleşmi̧stir; dolay¬s¬yla (n+2)�noktad¬r. L nin en çok 2

tane (n+1)�nokta içerdi¼gi gösterilebilir ve bu yüzden L üzerinde en az 1 tane q0 6= q,

(n + 2)�noktas¬na sahip olunmal¬d¬r. Yaln¬zca L ve q0p do¼grular¬; q0 noktas¬ndan

geçen (n+1)�do¼grular oldu¼gundan p noktas¬, pq üzerindeki bir tek (n+1)�noktad¬r.
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p0 nün pq üzerindeki ikinci bir (n+1)�nokta oldu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda p0 2 L

dir ve pp0 bir (n+ 1)�do¼grudur.

s noktas¬; pp0 nün L veya pq do¼grusu üzerinde olmayan bir noktas¬olsun. L

üzerinde olmayan ve ss0 do¼grusu pp0 den farkl¬bir (n+1)�do¼gru olacak şekilde, bir

s0 noktas¬n¬n oldu¼gu varsay¬ls¬n. O zaman s0, n+ 2 derecelidir; fakat s0 den 3 tane

(n + 1)�do¼gru geçer ve bunlar ps0, p0s0 ve ss0 dür. Bu çeli̧skidir. Bu yüzden p, S

deki bir tek (n+ 1)�noktad¬r.

rp = n+1 oldu¼gundan, p den geçen herhangi bir (n+1)�do¼gru p den geçmeyen

her (n+1)�do¼gruyla kesi̧sir. Bu durumda p den geçen bir L0, (n+1)�do¼grusu olsun;

böylelikle L0 üzerinde olmayan her noktadan L0 ye paralel bir tek do¼gru geçer ve bu

do¼gru n�do¼gru olmak zorundad¬r. Dolay¬s¬yla p den geçen her (n + 1)�do¼gruya

kaŗs¬l¬k gelecek şekilde S nin noktalar¬n¬n bir parçalanmas¬mevcuttur ve rp = n+1

oldu¼gundan parçalanmalar kesi̧smez. Bu yüzden her parçalanmaya kaŗs¬l¬k gelecek

şekilde sonsuzda olan toplam n+ 1 nokta ilave edilebilir. ·Ideal do¼gru olan M , yeni

lineer uzay olan S 0 yü elde etmek için gerekli olan ideal noktalar¬tam olarak içerir.

S 0, (n+1)2+1 noktal¬d¬r ve S 0 nün tüm do¼grular¬n+1 veya n+2 derecelidir. S 0�p

aç¬kça (n + 1): mertebeden bir a�n düzlemdir ve S
00
, (n + 1): mertebeden projektif

düzlemine tamamlanabilir. Bu durumda S, (n + 1): mertebeden a�n düzlemi,

S
00
den M 0nün (S nin M do¼grusuna kaŗs¬l¬k gelen S

00
nün do¼grusu) ve herhangi bir

do¼grusunun bir noktas¬n¬n at¬lmas¬yla oluşur.

Tüm noktalar n+ 2 dereceli olsun. Önerme 4.1.1 den

(n+ 1)bn+1 = 2(n
2 + n+ 1)

n+1
2
(n2 + n� 1) = 2((n+ 1)2 � n) ve (n+ 1) j 2n dir ve bu çeli̧skidir.

Sonuç olarak baz¬p noktalar¬için rp = n+3 oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda

n = 3 ve rp = 6 d¬r. Ayn¬ zamanda, tüm noktalar 5 veya 6 derecelidir. E¼ger

tüm noktalar 6 dereceli ise, o zaman S, 13 noktal¬bir Steiner üçlü sistemdir. Bu

durum ise S nin iki do¼gru dereceli olmas¬yla çeli̧sir. Bu durumda en az 1 tane

5�nokta oldu¼gu kabul edilebilir. Her 5�noktadan 2 tane 4�do¼gru ve 3 tane

3�do¼gru geçti¼ginden, 4�do¼grular¬n varl¬¼g¬kabul edilebilir.
·Ilk olarak tüm 4�do¼grular¬n birbiriyle kesi̧sti¼gi kabul edilsin. O zaman 5 tane
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4�do¼gru vard¬r ve bu do¼grular toplamda tümü 5 dereceli olan 10 nokta içerir. 3

tane 6�nokta ve 16 tane 3�do¼grunun var oldu¼gu gösterilebilir. Verilen bir 5 nokta

ile bir 4 do¼grunun birleşimi olan do¼gru üzerinde olmayan 3 tane 5�nokta kendili¼gin-

den 4�do¼gruya kat¬lm¬̧st¬r. Dolay¬s¬yla, iki tane 5�noktay¬birleştiren herhangi bir

3�do¼gru 1 tane 6�nokta içerir ve 3 tane 6�nokta do¼grusald¬r.

a; b; ::::; j noktalar¬ 5�nokta ve p; q; s noktalar¬ 6�nokta olsun. O zaman şu

do¼grular mevcuttur; fa; b; c; dg, fa; e; f; gg, fb; e; h; ig, fc; f; h; jg, fd; g; i; jg, fp; q; sg.

Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, şu do¼grular¬n oldu¼gu da varsay¬labilir; fa; h; pg, fa; i; qg,

fa; j; sg. ej do¼grusu göz önüne al¬ls¬n. Aç¬kça s =2 ej dir. q 2 ej olsun. O

zaman q =2 ce ve q =2 ci oldu¼gundan, q 2 cg dir. Ayn¬zamanda, q =2 bj, bg oldu¼gun-

dan, q 2 bf dir. s =2 bf , bj oldu¼gundan, s 2 bg oldu¼gu görülebilir. Sonuç olarak

s =2 gh d¬r. Fakat p =2 gh d¬r. Dolay¬s¬yla q 2 gh d¬r. Fakat bu durum q 2 cg

çeli̧skisini verir. Dolay¬s¬yla q =2 ej dir. Bu yüzden p 2 ej dir. O zaman p =2 de ve

p =2 dh oldu¼gundan p 2 df dir. Ayn¬zamanda, p =2 bf , bj oldu¼gundan, p 2 bg dir.

Sonuç olarak s =2 bq ve s =2 bj ve buradan s 2 bf dir. Dolay¬s¬yla s =2 fi ve ayn¬

zamanda q =2 fi dir. Bu yüzden p 2 fi dir. Bu ise p 2 df çeli̧skisini verir.

Dolay¬s¬yla, iki tane paralel L1 ve L2, 4�do¼grusu vard¬r. Bu durumda L1 ve

L2 ile kesi̧sen 4 tane 4�do¼gru vard¬r ve bu do¼grular¬n herbiri L1 ve L2 nin herhangi

bir noktas¬ndan geçer. Bu do¼grular L3, L4, L5, L6 olarak adland¬r¬ls¬n. Aç¬kça

L3; L4, L5 veya L6 n¬n herhangi biriyle paralel olmal¬d¬r. L3; L4 ile paralel olsun.

O zaman L1, L2, L3, L4 do¼grular¬n¬n birleşimi 12 noktad¬r, bu noktalar¬n hepsi 5

derecelidir ve bu yüzden bu noktalardan 2 tane 4�do¼gru geçer. L5 ve L6 do¼grular¬;

paralel do¼grular olan L3 ve L4 do¼grular¬n¬n her ikisiyle de kesi̧smek zorundad¬r.

a = L1 \ L3, b = L1 \ L4, c = L1 \ L5, d = L1 \ L6, e = L2 \ L3, f = L2 \ L4,

g = L2 \ L5, h = L2 \ L6, i = L3 \ L5, j = L3 \ L6, k = L4 \ L5, l = L4 \ L6 olsun.

a ile do¼grudaş olmayan noktalar¬ inceleyelim. f , p hariç di¼ger tüm noktalarla

do¼gru oluşturur. Bu yüzden fa; f; pg bir do¼grudur. Kalan g, h, k, l noktalar

yard¬m¬yla, a noktas¬ndan geçen 2 tane 3�do¼gru oluşturulmal¬d¬r. Bu do¼grular¬n

fa; g; lg ve fa; h; kg olmak zorunda oldu¼gunun görülmesi zor de¼gildir. Benzer olarak,

kalan do¼grular elde edilebilir: fb; e; pg, fb; g; jg, fb; h; ig, fc; h; pg, fc; e; lg, fc; f; jg,
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fd; g; pg, fd; e; kg, fd; f; ig, fi; l; pg, fj; k; pg. �
Önerme 4.2.7. S, v noktal¬, b do¼grulu lineer uzay¬nda

n2 + n+ 2 � v � n2 + 2n� 1

eşitsizli¼gi v için sa¼glanmaz.

·Ispat. S, v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay olsun. E¼ger

n2 + n+ 2 � v � n2 + 2n� 3

ise, v = n2+n+k, 2 � k � n� 3 denildi¼ginde Önerme 4.2.1 kullan¬larak S nin tüm

p noktalar¬için

n+ 1 + (k � 1)=n � rp � n+ 2 + (k + 1)=(n� 1)

dir. n � 3 oldu¼gundan tüm p ler için rp = n+ 2 dir.

Önerme 4.1.1 kullan¬larak

bn+1 =
(k + 1)v

(n+ 1)
ve bn =

(n+ 1� k)v
n

b = bn + bn+1 = n
2 + 3n+ 1 + k

(2n+ 1� k)
n(n+ 1)

bulunur.

L, S nin bir (n + 1)�do¼grusu olsun. L nin d¬̧s¬ndaki her noktadan L ye paralel

bir tek do¼gru geçti¼ginden, L ye paralel en az (v=(n+1))�1 veya n�1+(k=(n+1))

tane do¼gru vard¬r. L ile kesi̧sen do¼grular say¬larak

b � (n+ 1)(n+ 1) + n+ 1 = n2 + 3n+ 2

bulunur. k(2n+1�k)=n(n+1) � 1, buradan 0 � (n�k)(n� (k�1)) ve bu yüzden

k � 1 � n � k olur; bu çeli̧skidir. n2 + n+ 2 � v � n2 + 2n� 3 olamaz.

v = n2+2n� 2 olsun. v � n2+n+2 oldu¼gundan, n � 4 oldu¼gu kabul edilebilir.

Bu durumda rp 2 fn+ 2; n+ 3g ve bir (n+2)�noktadan, 3 tane n�do¼gru ve n� 1

tane (n + 1)�do¼gru geçerken, bir (n + 3)�noktadan, n + 3 tane n�do¼gru geçer ve

hiç (n+ 1)�do¼gru geçmez.
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Önerme 4.1.1 kullan¬larak

bn = 3(n+ 2)�
6

n
+ vn+3

ve n = 6 bulunur.

Ayn¬zamanda, bn+1 = vn+2(n� 1)=(n+ 1) dir.

vn+3 = 0, 1, 2 veya 3 ise s¬ras¬yla vn+2 = v, v � 1, v � 2 veya v � 3 dür ve

bu durumlar 7 j 230, 7 j 225, 7 j 220, 7 j 215 çeli̧skilerine sebep olur. Dolay¬s¬yla

vn+3 � 4 dür.

vn+2 6= 0 olsun; buradan bn+1 � 5 dir. vn+2 = bn+1 75 oldu¼gundan vn+2 � 7 dir.

L bir n�do¼gru olsun. vn+2 � 7 oldu¼gundan bir p =2 L, (n + 2)�noktas¬vard¬r

ve bu yüzden L üçten fazla (n+ 3)�nokta içeremez.

L nin 3 tane (n + 3)�noktaya sahip oldu¼gu kabul edilsin. q, L üzerinde bir

(n + 2)�nokta ve M , q dan geçen L den farkl¬bir n�do¼gru olsun. p; M nin q dan

farkl¬bir (n+ 2)�noktas¬olsun. Bu durumda p den en az 4 tane n�do¼gru geçer ve

bu çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla her n�do¼gru en çok 2 tane (n+ 3)�nokta içerir.

p bir (n + 2)�nokta ve bu noktadan geçen n�do¼grular L1, L2, L3 olsun. Tüm

(n+ 3)�noktalar bu do¼grular üzerinde olmak zorundad¬r. Dolay¬s¬yla 4 � vn+3 � 6

ve 40 � vn+2 � 42 dir. Önerme 4.1.1 kullan¬larak, (n+ 1)bn+1 = (n� 1)vn+2 yaz¬l¬r

ve vn+2 = 42 dir. Bu eşitlik vn+3 = 4 olmad¬kça çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla L1, L2,

L3 do¼grular¬üzerindeki (n+3)�noktalar¬n da¼g¬l¬m¬2�2�0 veya 2�1�1 dir. L1 in

2 tane ve L2 nin de en az 1 tane (n+3)�noktaya sahip oldu¼gu kabul edilsin. Bu du-

rumda 4 tane (n+3)�nokta taraf¬ndan oluşturulmuş do¼grular¬kesen L3 do¼grusu üz-

erindeki noktalar¬n say¬s¬en fazla 4 dür. Bu durum ise L3 ün bu (n+3)�noktalardan

oluşturulmuş do¼grular üzerinde olmayacak şekilde (n + 2)�noktalar¬n¬ay¬r¬r. Bu

durumda bu (n + 2)�nokta en az 4 tane n�do¼gru üzerindedir; bu bir çeli̧skidir.

Buradan vn+2 = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, hiç (n + 1)�do¼gru yoktur ve bu da çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla v 6= n2 + 2n� 2 dir.

Son olarak v = n2 + 2n � 1 durumu incelendi¼ginde, Önerme 4.1.1 den dolay¬,

nbn = 2vn+2+(n+2)vn+3 = 2(n
2+2n�1) +nvn+3 ve bu yüzden bn = 2n+4� 2

n
+vn+3

dür. Buradan n j 2 çeli̧skisi oluşur. Dolay¬s¬yla v 6= n2 + 2n� 1 dir. �
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Önerme 4.2.8. S, v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay olsun. v = n2 + 2n,

n � 4 ise, bu durumda S, (n+ 1): mertebeden delinmi̧s bir a�n düzlemdir.
·Ispat. S, v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay, v = n2+n, n � 4 olsun. Önerme

4.2.1 den S nin tüm p noktalar¬için rp 2 fn+ 2; n+ 3g dür. Bir (n+2)�noktadan

1 tane n�do¼gru ve n+1 tane (n+1)�do¼gru geçerken, herhangi bir (n+3)�noktadan

n+ 1 tane n�do¼gru ve 2 tane (n+ 1)�do¼gru geçer. Ayr¬ca Önerme 4.1.1 den

bn = n+ 2 + vn+3; bn+1 = vn+2 +
2vn+3
n+ 1

b = n2 + 3n+ 2 +
2vn+3
n+ 1

dir.

vn+3 6= 0 olsun.

Ad¬m 1. Tüm (n+ 3)�noktalar¬n S nin bir L, n�do¼grusu üzerinde oldu¼gunu

kabul edelim. p böyle bir nokta olsun. M , p den geçen ikinci bir n�do¼gru olsun ve

p1, p2, p3; M nin (n+2)�noktalar¬olsun. q 6= p ise, L nin ikinci bir (n+3)�noktas¬

olsun. Bu durumda q ile pi leri birleştirilmesiyle oluşan tüm do¼grular (n+1)�do¼gru

olmak zorundad¬r ve q, 3 tane (n + 1)�do¼gru üzerinde olamaz. Dolay¬s¬yla baz¬

n�do¼grular baz¬(n+ 3)�noktalardan geçmez.

Ad¬m 2. L bir n�do¼gru ve p, q; L nin üzerindeki (n + 2)�noktalar olsun. s,

L nin üzerinde olmayan bir (n+ 3)�nokta olsun. ps ve qs do¼grular¬(n+ 1)�do¼gru

olmak zorundad¬r. Dolay¬s¬yla L do¼grusu üzerindeki noktalar ile s noktas¬n¬n bir-

leştirilmesiyle oluşan her do¼gru n�do¼gru olmal¬d¬r. Bu durumda L nin p ve q dan

farkl¬her noktas¬ndan en az 2 tane n�do¼gru geçer ve L nin p ve q d¬̧s¬ndaki her

noktas¬bir (n+3)�noktad¬r. Dolay¬s¬yla her n�do¼gru en çok 2 tane (n+2)�nokta

içerir.

Ad¬m 3. ·Iki tane kesi̧smeyen L ve M , n�do¼grusunun her ikisinin de 2 tane

(n + 2)�noktaya sahip olamayaca¼g¬ gösterilecektir. vn+3 hesaplans¬n. L ve M

do¼grular¬n¬n üzerinde olmayan (n+ 3)�nokta say¬s¬d olsun. L ve M s¬ras¬yla p, p0

ve q, q0 gibi 2 tane (n+ 2)�noktaya sahip olsun. Bu durumda vn+3 = 2(n� 2) + d

dir. s, L nin üzerindeki bir (n+ 3)�nokta olsun. qs ve q0s do¼grular¬(n+ 1)�do¼gru

olmak zorundad¬r ve bu yüzden d � 2(n � 4) dür. Di¼ger taraftan s, L [ M nin
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üzerinde olmayan bir nokta ise ve s noktas¬pq \ p0q0 veya pq0 \ p0q üzerinde de¼gilse,

bu durumda ps, p0s, qs, q0s; (n + 1)�do¼grular¬n¬n en az üçü farkl¬d¬r. Bu yüzden

s bir (n + 2)�nokta olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla d � 2 dir. Eşitsizliklerin birleşiminden

n = 4, d = 2, vn+3 = 6 bulunur. Yukar¬da bn+1 in hesaplanmas¬ile 5 j 12 çeli̧skisiyle

kaŗs¬laş¬l¬r. Bu yüzden 2 tane kesi̧smeyen n�do¼grunun ikisi de 2 tane (n+2)�nokta

içeremez.

Ad¬m 4. L; p, q, (n + 2)�noktalar¬n¬ içeren n�do¼gru ve s, L nin üzerinde

olmayan bir (n + 3)�nokta olsun. Buradan ps, qs, (n + 1)�do¼grulard¬r. L ye

paralel olan ve s den geçen 3 tane n�do¼gru vard¬r. M bu üç n�do¼grudan biri

olsun. L ve M kesi̧smeyen n�do¼grulard¬r ve L, 2 tane (n + 2)�noktaya sahiptir.

Bu yüzdenM , Ad¬m 3 den dolay¬en çok 1 tane (n+2)�noktaya sahiptir. Buradan

M en az 3 tane s, t, u, (n + 3)�noktas¬na sahiptir. Bu durumda qs do¼grusu bir

(n + 1)�do¼grudur. qs; tp ve up ile kesi̧sebilir. Fakat n � 4 oldu¼gundan, qs; q ve

s den farkl¬ve tp, up üzerinde olmayan bir w noktas¬ içerir. pt, pu, qt, qu farkl¬

(n + 1)�do¼grular olmal¬d¬r; buradan tw ve uw farkl¬n�do¼grular olur. Bu yüzden

w bir (n + 3)�noktad¬r. Sonuç olarak, w0 nün L nin bir (n + 3)�noktas¬oldu¼gu

kabul edilsin. L0, w0 den geçen bir (n+ 1)�do¼gru olsun. L0; ps, qs, pw do¼grular¬ile

kesi̧sebilir; fakat n � 4 oldu¼gundan L0 bu üç do¼grunun herhangi birisinin üzerinde

olmayan ve s den farkl¬olan bir x noktas¬içerir. sx ve wx do¼grular¬n�do¼grulard¬r.

Bu yüzden x noktas¬bir (n + 3)�nokta olmal¬d¬r. Fakat x, 3 tane farkl¬L0, xp ve

xq, (n + 1)�do¼grular¬üzerindedir; bu yüzden çeli̧ski ortaya ç¬kar. Dolay¬s¬yla her

n�do¼gru en çok 1 tane (n+ 2)�nokta içerir.

Ad¬m 5. Bir (n+ 3)�noktadan geçen n+ 1 tane n�do¼grunun herbiri Ad¬m 4

den dolay¬en çok 1 tane (n+2)�noktaya sahiptir. Bu yüzden vn+2 � 2n+n+1 dir.

Di¼ger taraftan, e¼ger L, (n + 1)�do¼grusu p, p0, p00; (n + 2)�noktalar¬n¬kaps¬yorsa,

bu noktalar¬n herbirinden geçen bir tek n�do¼gru vard¬r. Yukar¬daki dört do¼grudan

herhangi birinin üzerinde olmayan her nokta; p, p0 ve p00 ile 3 tane farkl¬(n+1)�do¼gru

taraf¬ndan birleştirilmi̧stir; dolay¬s¬yla bir (n+2)�noktad¬r. Bu dört do¼gru üzerinde

olmayan en az v�(4n�2) tane nokta vard¬r. Dolay¬s¬yla vn+2 � n2�2n+2 dir. ·Iki

eşitsizli¼gin birleşiminden n = 4, vn+2 = 13, vn+3 = 11 elde edilir. Bu (n+1) j 2vn+3
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çeli̧skisine sebep olur. Dolay¬s¬yla her (n+1)�do¼gru en çok 2 tane (n+2)�noktaya

sahiptir.

Ad¬m 6. Bir p, (n+ 3)�noktas¬ndan geçen n+ 1 tane n�do¼grunun toplamda

en fazla 1 tane (n + 2)�nokta içerdi¼gi ispatlanacakt¬r. Aksi halde herbiri q ve q0,

(n+2)�noktalar¬n¬içeren farkl¬n�do¼grular üzerinde olan bir (n+3)�noktaya sahip

olurduk. L, p den geçen bir (n+ 1)�do¼gru olsun. L nin, s = qq0 \ L olacak şekilde

p den farkl¬s noktas¬en az 3 tane (n+1)�do¼gru üzerindedir; çünkü qs ve q0s farkl¬

(n + 1)�do¼grulard¬r. Dolay¬s¬yla s bir (n + 2)�noktad¬r. n � 4 oldu¼gundan, en az

3 tane böyle s noktas¬vard¬r ve bu Ad¬m 5 den dolay¬çeli̧skidir. Bu durumda bir

(n+ 3)�noktadan geçen n+ 1 tane n�do¼gru en fazla 1 tane (n+ 2)�nokta içerir.

Ad¬m 7. Bir (n+3)�noktaya Ad¬m 5 ve Ad¬m 6 n¬n sonuçlar¬uygulanarak, S

de en çok 5 tane (n + 2)�noktan¬n oldu¼gu görülür. p, p0, p00; (n + 2)�nokta olsun.

Ad¬m 4 ve Ad¬m 5 den bu noktalar do¼grusal de¼gildir ve bu noktalar taraf¬ndan

oluşturulan do¼grular (n+ 1)�do¼grudur. p, p0, p00 den geçen n�do¼grular¬n herhangi

birisinin üzerinde olmayan ve ayn¬ zamanda pp0, pp00, p0p00 nün üzerinde olmayan

her nokta; p, p0 ve p00 ile 3 tane farkl¬ (n + 1)�do¼gru taraf¬ndan birleştirilmi̧stir.

Dolay¬s¬yla böyle noktalar (n + 2)�noktad¬r. Yukar¬daki 6 do¼grunun üzerinde en

çok 6n� 3 tane nokta vard¬r. Bu yüzden vn+2 = v� (6n� 3)+3 = n2� 4n+6 � 6

d¬r ve vn+2 � 5 oldu¼gundan, S de en çok 2 tane (n + 2)�nokta oldu¼gu sonucuna

var¬l¬r.

Ad¬m 8. (n + 1) j 2vn+3 oldu¼gundan, vn+3 6= n2 + 2n veya vn+3 6= n2 + 2n� 1

dir. Dolay¬s¬yla vn+2 � 2 dir. Ad¬m 7 den dolay¬ vn+2 = 2 (n = 5) dir. p

ve p0, (n + 2)�nokta olsun. q 2 pp0 � fp; p0g oldu¼gu kabul edilsin. Buradan q

bir (n + 3)�noktad¬r. L; q dan geçen pp0 den farkl¬bir (n + 1)�do¼gru olsun. p

ve p0 den geçen n�do¼grular, L ile en çok 2 noktada kesi̧sir. Dolay¬s¬yla n � 4

oldu¼gundan, p ve p0 den geçen n�do¼grular üzerinde olmayan ve L üzerinde olan q

dan farkl¬bir s noktas¬vard¬r. Fakat ps ve p0s bir (n + 1)�do¼gru oldu¼gundan, s

üçüncü bir (n+ 2)�nokta olur. Bu durum Ad¬m 7 den dolay¬çeli̧skiye sebep olur.

Bu durumda vn+3 = 0 d¬r. n�do¼grular¬n S nin noktalar¬n¬n parçalanmas¬oldu¼gu

gösterilebilir. Bu do¼grular¬n tamam¬na sonsuzda bir nokta ilave edilsin. Son yap¬
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(n+ 1): mertebeden bir a�n düzlemdir. �
Önerme 4.2.9. S, v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay olsun. E¼ger n � 7 ve

v = (n+1)2 ise, bu durumda S lineer uzay¬, noktadaş olmayan herhangi üç do¼grusu

tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+ 2): mertebeden bir projektif düzlemdir.

·Ispat. S, v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay, v = (n + 1)2, n � 7 olsun.

Önerme 4.2.1 den ve n � 5 oldu¼gundan S nin her p noktas¬için rp = n + 2 ise p

den sadece (n+ 1)�do¼grular geçer veya rp = n+ 3 ise p den 3 tane (n+ 1)�do¼gru

ve n tane n�do¼gru geçer. E¼ger tüm noktalar n + 2 dereceli ise aç¬kça S, (n + 1):

mertebeden bir a�n düzlemdir, bu çeli̧skidir. Çünkü tüm do¼grular ayn¬dereceli olur.

O zaman (n+3): dereceden noktalar¬n varl¬¼g¬varsay¬ls¬n. Dolay¬s¬yla, en az 1 tane

n�do¼gru vard¬r ve böyle bir do¼gru yaln¬zca (n+ 3)�noktalar içerir. Bu yüzden her

(n+ 1)�do¼gru için, bu do¼gru üzerinde olmayan en az 1 tane (n+ 3)�nokta vard¬r.

Her (n + 1)�do¼grunun (n + 3): dereceden en az n � 2 tane noktaya sahip oldu¼gu

kolayca gösterilebilir.

p, q ve s gibi en az 3 tane (n + 2)�noktan¬n oldu¼gu varsay¬ls¬n. pq do¼grusu

ile p, q ve s den farkl¬bir noktada kesi̧sen herhangi bir (n + 1)�do¼gru L olsun. pq

üzerinde olup L üzerinde olmayan en az bir (n+ 3)�nokta oldu¼gundan pq üzerinde

olmayan, L üzerinde olan en çok 2 tane (n+2)�nokta olabilir. n � 5 oldu¼gundan L

üzerinde t =2 ps, qs, pq olacak şekilde bir t, (n+ 3)�noktas¬vard¬r. Bu durum ise; t

noktas¬ndan L, pt, qt ve st, (n+1)�do¼grular¬n¬n geçti¼gini gösterir, bu ise çeli̧skidir.

Çünkü bir (n+ 3)�noktadan en fazla 3 tane (n+ 1)�do¼gru geçer.

Sonuç olarak S de (n+ 2): dereceden en çok 2 tane nokta vard¬r. Önerme 4.1.1

iki kez uyguland¬¼g¬nda

2vn+3 = b(n+ 1)� (n+ 1)2(n+ 2)

bulunur. Dolay¬s¬yla (n+1) j 2vn+3 dür. (n+2)2� 2 � vn+3 � (n+1)2 oldu¼gundan

vn+3 = (n+ 1)
2 = v dir.

Teorem 3.2.4 den ve n > 6 oldu¼gundan sonuç olarak S; herhangi noktadaş ol-

mayan üç do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+2): mertebeden bir projektif

düzlemdir. �



40

4.3. Ard¬̧s¬k Üç Do¼gru Dereceli Lineer Uzaylar

Bu k¬s¬mda do¼gru dereceleri ard¬̧s¬k olan en fazla üç do¼grulu lineer uzaylar

s¬n¬�and¬r¬lacakt¬r. Bu bölümün temel sonucu aşa¼g¬daki teoremde özetlenmi̧stir.

Teorem 4.3.1. S, v noktal¬, v � n2 aşikar olmayan bir lineer uzay ve S nin

do¼gru dereceleri kümesi fn� 1; n; n+ 1g olsun. E¼ger n � 23 ise, S

(i) (n� 1): veya n: mertebeden bir a�n düzlem,

(ii) Bir noktas¬at¬lm¬̧s (n + 1): mertebeden bir a�n düzlem, bir do¼grusu tüm

noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n + 1): mertebeden bir a�n düzlem veya bir do¼grusu,

bir noktas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+1): mertebeden bir a�n

düzlem,

(iii) Sonsuzdaki bir nokta ilaveli (n� 1): mertebeden bir a�n düzlem,

(iv) (n� 2): mertebeden bir projektif düzlem, (n� 1): mertebeden bir projektif

düzlem veya bir noktas¬at¬lm¬̧s (n� 1): mertebeden bir projektif düzlem,

(v) Üç do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+1): mertebeden bir projektif

düzlem veya e¼ger seçilen herhangi üç do¼gru noktadaşsa, bu do¼grular¬n kesi̧sim nok-

tas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n + 1): mertebeden bir projektif

düzlem,

(vi) Bir do¼grusu, bir noktas¬ hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s ve

geriye b¬rak¬lan bu noktadan geçen ikinci bir do¼grunun bir, iki veya n tane noktas¬

at¬lm¬̧s n: mertebeden bir projektif düzlem,

(vii) Bir (n+ 1)�yay¬at¬lm¬̧s (n+ 1): mertebeden bir projektif düzlem veya n

tam say¬s¬e¼ger çiftse bir (n+ 2)�yay¬at¬lm¬̧s n: mertebeden bir projektif düzlem,

(viii) At¬lan nokta kesi̧sim noktas¬da olabilecek şekilde, herhangi iki do¼grusu

herbirinin birer noktas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s n: mertebeden

bir projektif düzlemdir.

Ayr¬ca, e¼ger v = n2, n � 8 ise veya v < n2 � 1, n � 4 ise, aşa¼g¬daki durumlar

geçerlidir:

(ix) v = 11 ve S, Nwankpa düzlemi,

(x) v = 12 ve S, Nwankpa-Shrikhande düzlemi,

(xi) v = 13 ve S, geni̧sletilmi̧s Nwankpa-Shrikhande düzlemi, 13 noktal¬ bir
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Steiner üçlü sistem veya 1 tane 6�nokta ve 6 tane 4�do¼gru içeren 13 nokta ve 20

do¼grulu bir tek lineer uzay,

(xii) v = 46 ve S, bir 2� (46; 6; 1) dizaynd¬r.

Teoremin ispat¬, n nin birçok düşük de¼geri için dahil olmas¬na ra¼gmen yaln¬zca

n � 23 için verilsin. Bölüm 4.2 deki gibi, ispat birkaç önermenin içine da¼g¬t¬lm¬̧st¬r.

Önerme 4.3.2. S, v noktal¬bir lineer uzay olsun. v � n2�n� 1 ve S nin her

p noktas¬için (v � 1)=n � rp � (v � 1)=(n� 2) dir.
·Ispat. S, v noktal¬ bir lineer uzay olsun. S de her do¼gru derecesinden

bulundu¼gu için, S de üzerinden n + 1 tane do¼gru geçen en az bir nokta vard¬r.

Böyle bir noktadan geçen do¼grular¬n hepsinin (n � 1)�do¼gru oldu¼gu varsay¬larak

v � (n+1)(n� 2)+ 1 = n2� n� 1 bulunur. Ayr¬ca S nin bir p noktas¬ndan geçen

tüm do¼grular¬n (n� 1)�do¼gru oldu¼gu varsay¬larak v � rp(n� 2)+1 bulunur. E¼ger

bu noktadan geçen tüm do¼grular¬n (n + 1)�do¼gru oldu¼gu düşünülürse v � rpn + 1

dir. Buradan (v � 1)=n � rp � (v � 1)=(n� 2) dir. �
Önerme 4.3.3. S, v noktal¬v � n2, n � 4 ve aşikar olmayan bir lineer uzay

ve S nin do¼gru dereceleri kümesi fn� 1; n+ 1g ve v 6= n2 � 1 ise, bu durumda S

aşa¼g¬dakilerden birisidir:

(i) (n� 1): mertebeden bir a�n düzlem,

(ii) ·Iki do¼grusu, kesi̧sim noktas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s n:

mertebeden bir projektif düzlem,

(iii) (n� 2): mertebeden bir projektif düzlem,

(iv) 2� (46; 6; 1) problemli dizaynlardan herhangi biri,

(v) Geni̧sletilmi̧s Nwankpa-Shrikhande düzlemi,

(vi) 13 noktal¬Steiner üçlü sistem veya

(vii) Nwankpa düzlemidir.

E¼ger v = n2 � 1, n � 23 ise bu durumda S;

(viii) Noktadaş üç do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+1): mertebeden

bir projektif düzlem,

(ix) Bir (n+ 2)�yay¬at¬lm¬̧s n: (n çift) mertebeden bir projektif düzlemdir.
·Ispat. S, v noktal¬ve önermedeki şartlar¬gerçekleyen bir lineer uzay olsun.
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Teorem 4.2.2, (n+ 1)�do¼grular¬n varl¬¼g¬na olanak sa¼glar.

Önerme 4.3.2 kullan¬ld¬¼g¬nda tüm do¼grular¬n bir (n+ 1)�do¼gru olamayaca¼g¬ve

ayn¬zamanda v � (n+ 1)(n� 2) + 1 = n2 � n� 1 oldu¼gu görülür.

Durum 1. v < n2�3 olsun. Bu durumda S nin tüm p noktalar¬için rp � n+1

dir. Baz¬ p noktalar¬ için rp = n + 1 oldu¼gundan, bir (n + 1)�noktadan geçen

(n + 1)�do¼grular¬n say¬s¬na m denildi¼ginde 0 � 2m < n � 2, v = n2 � n � 1 + 2m

bulunur. L, bir (n+ 1)�do¼gru olsun. Bu durumda p =2 L için rp = n+ 1 ve p den

geçen do¼grular¬n m tanesi (n+ 1)�do¼gru ve (n+ 1�m) tanesi (n� 1)�do¼grudur.

E¼ger m = 0 ise, bu durumda L den farkl¬tüm do¼grular; bir (n� 1)�do¼grudur ve L

ile kesi̧sir.

q 2 L olsun. Bu durumda (rq � 1)(n � 2) + n = v � 1 = (n + 1)(n � 2)

ve (n � 2) j n dir. Bu yüzden n = 4 dür. Dolay¬s¬yla S � L bir 6�yayd¬r ve

8p 2 L için rp = 4 dür. Bu yüzden S, Nwankpa düzlemidir. E¼ger m = 1 ise, bu

durumda bir (n + 1)�do¼grunun üzerinde olmayan bir noktadan geçen tam olarak

1 tane (n + 1)�do¼gru vard¬r. Bu yüzden (n + 1)�do¼grular kümesi herhangi bir s

noktas¬ndan geçen do¼grular kümesidir. Bu durumda S�s, tüm p ler için rp = n+1

olan n2 � n noktal¬ve do¼grular¬ndan 1 tanesi n�do¼gru ve n tanesi (n � 1)�do¼gru

olan bir lineer uzayd¬r. Teorem 4.2.3 den S; iki do¼grusu, kesi̧sim noktas¬hariç di¼ger

tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s n > 4, n: mertebeden bir projektif düzlemdir.

Bu yüzden m � 2 ve tüm p noktalar¬için rp = n + 1 oldu¼gu varsay¬labilir. Bu

durumda aç¬kça, tüm (n+ 1)�do¼grular verilen herhangi bir do¼gruyla kesi̧sir. L bir

(n + 1)�do¼gru ve M bir (n � 1)�do¼gru olsun. M ile kesi̧sen (n + 1)�do¼grular¬n

say¬s¬(n� 1)m = mn�m dir. L ile kesi̧sen (n+ 1)�do¼grular¬n say¬s¬

(m� 1)(n+ 1) + 1 = mn� n+m

dir. Buradan 2m = n � n� 2 oldu¼gundan çeli̧ski oluşur.

Durum 2. v = n2 � 3 olsun. n � 6 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Önerme 4.3.2

kullan¬ld¬¼g¬nda rp = n + 2 için, p noktas¬ndan geçen tüm do¼grular (n � 1)�do¼gru,

rp = n+1 için, p den geçen do¼grular¬n (n�2)12 tanesi (n+1)�do¼gru, (n+4)
1
2
tanesi

(n� 1)�do¼gru veya rp = n için, p den geçen do¼grular¬n n� 2 tanesi (n+1)�do¼gru,

2 tanesi (n� 1)�do¼grudur.
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Herhangi bir p, n�noktas¬tüm (n+1)�do¼grular¬n üzerinde olmal¬d¬r; dolay¬s¬yla

bir tektir. q herhangi bir (n+ 1)�nokta olsun. Bu durumda q noktas¬ndan en çok

1 tane (n + 1)�do¼gru geçer. Buradan (n � 2)12 � 1 veya n � 4 ve bu yüzden bir

çeli̧ski oluşur. Dolay¬s¬yla hiç n�nokta yoktur.

E¼ger tüm noktalar n+ 1 dereceli ise, Önerme 4.1.1 den,

(n+ 1) j (n2 � 3)1
2
(n� 2) = n2(n+ 1)1

2
� n(n+ 1)3

2
+ 3

eşitli¼gine ve (n + 1) j 3 sonucuna ulaş¬l¬r; bu ise n � 4 oldu¼gundan çeli̧skidir. L

bir (n + 1)�do¼gru olsun ve p, L üzerinde olmayan bir (n + 2)�nokta olsun. O

zaman p; L ye paralel bir M , (n� 1)�do¼grusu üzerindedir ve M nin her noktas¬bir

(n+ 2)�noktad¬r.

E¼ger M üzerinde olmayan bir q, (n+ 2)�noktas¬varsa, bu durumda yukar¬daki

gibi, q; L ye paralel birM 0, (n�1)�do¼grusu üzerindedir. M den farkl¬kesi̧sen tüm

do¼grular L ile de kesi̧sir; bu kesi̧sen do¼grular (n+1)(n�1) = n2�1 adettir. Kesi̧sen

bu do¼grular¬n yaln¬zca (n� 1)2 tanesi M 0 ile kesi̧sir; n2� 1� (n� 1)2 = 2n� 2 tane

do¼gru L ile kesi̧sir fakat M 0 ile kesi̧smez. Fakat L yi kesen do¼grular¬n say¬s¬en az

n2 � 1 + 2n� 2 + 1 = n2 + 2n� 2 oldu¼gundan M 0 ve L yi kesen n2 � 1 tane do¼gru

vard¬r. L ile kesi̧sen do¼grular¬n say¬s¬n(n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1 ve bu yüzden

n2 + 2n� 2 � n2 + n+ 1 veya n � 3

dür. Bu ise çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla böyle bir q noktas¬mevcut de¼gildir ve S�M nin

tüm noktalar¬bir (n+ 1)�noktad¬r.

Hiçbir (n + 1)�do¼gru M ile kesi̧smedi¼ginden, her (n + 1)�nokta en çok 2 tane

(n+ 1)�do¼gru üzerindedir ve buradan (n� 2)12 � 2 veya n � 6 d¬r.

E¼ger n = 6 ve jS �M j = 28 ise her noktadan 2 tane 7�do¼gru ve 5 tane 4�do¼gru

geçer. Ayn¬ zamanda tüm 7�do¼grular birbiriyle kesi̧sir. Bu do¼grular aşa¼g¬daki

şekilde s¬n¬�and¬r¬ls¬n:

f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g , f1; 8; 9; 10; 11; 12; 13g

f2; 8; 14; 15; 16; 17; 18g , f3; 9; 14; 19; 20; 21; 22g

f4; 10; 15; 19; 23; 24; 25g , f5; 11; 16; 20; 23; 26; 27g

f6; 12; 17; 21; 24; 26; 28g , f7; 13; 18; 22; 25; 27; 28g
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M nin noktalar¬herbiri 4�noktal¬7 tane do¼gru içeren paralel s¬n¬�ara kaŗs¬l¬k

gelir. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, do¼grusal olmayan 1, 14 ve 23 noktalar¬ seçilebilir;

buradan f1; 14; 23; 28g do¼grusu oluşur. 2, 9 ve 24 noktalar¬ seçilirse f2; 9; 24; 27g

do¼grusu elde edilir. 3 ve 10 noktalar¬seçilerek f3; 10; 18; 26g do¼grusu elde edilir.

S¬radaki üç do¼grunun ilk iki noktas¬kalan noktalardan oluşturulur: f4; 11; 17; 22g,

f5; 12; 15; 25g, f6; 13; 16; 19g.

Bu seçim 20 ve 21 ile 7 ve 8 noktalar¬n¬ay¬r¬r ve 20 ve 21 noktalar¬7�noktal¬bir

do¼gru üzerindedir. Buradan bir S lineer uzay¬n¬n mevcut olmama çeli̧skisi ortaya

ç¬kar.

Dolay¬s¬yla n = 4 oldu¼gunu kabul edelim. rp nin yukar¬daki olas¬l¬klar¬na ek

olarak, tüm do¼grular (n+ 1)�do¼gru ve rp = n� 1 olsun.

E¼ger S bir tek 5�do¼gru kapsar ve L bir 5�do¼gru ise bu durumda L üzerinde

olmayan her noktadan L ye paralel bir tek 3�do¼gru geçer. Böylece S; 3:mertebeden

bir altküme ile 5: mertebeden bir altkümeye parçalan¬r. v = 13 oldu¼gundan bu

çeli̧skidir. S nin en az 2 tane 5�do¼gruya sahip oldu¼gu kabul edilsin. Bir 6�nokta

sadece 3�do¼grular üzerinde oldu¼gundan, herhangi 2 tane 5�do¼gru birbiriyle kesi̧sir.

Sonuç olarak bu şekildeki p noktas¬n¬n en az 2 tane oldu¼gu kabul edilsin; dolay¬s¬yla

p den geçen 5�do¼gru say¬s¬2 veya 3 olur. E¼ger p den geçen, 3 tane 5�do¼gru varsa, bu

durumda di¼ger her nokta 4 tane 3�do¼gru ve 1 tane 5�do¼gru üzerindeki 5�noktad¬r.

Dolay¬s¬yla S�p; N�S düzlemi veya bir do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s 4:

mertebeden bir a�n düzlemdir.

Hiç 3�nokta olmad¬¼g¬kabul edilsin ve p, 2 tane L ve M , 5�do¼grusu üzerindeki

bir 4�nokta olsun. p den geçmeyen 5�do¼gru yoktur ve bu yüzden L veyaM üzerinde

olmayan noktalar 6�noktad¬r. L ve M nin L \M den farkl¬noktalar¬5�noktad¬r.

L\M noktas¬1 ile ve L veyaM üzerinde olmayan noktalar 2, 3, 4, 5 ile gösterilsin.

f1; 2; 3g ve f1; 4; 5g in 1 noktas¬ndan geçen 3�do¼grular oldu¼gu kabul edilsin. Bu

durumda di¼ger noktalar¬n hangileri 2 ve 4 ile birlikte bir do¼gru üzerindedir? Cevap

olarak 1, 3 ve 5 noktalar¬ndan herhangi biri de¼gildir. 24 noktas¬ndan geçen üçüncü

nokta 6 ile gösterilsin. Bu durumda 6 noktas¬L veyaM do¼grusu üzerindedir. Fakat

bu durumda 6 noktas¬ndan geçen her do¼gru L ve M nin her ikisiyle de kesi̧sir ve bu
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yüzden 24 do¼grusu dört noktal¬d¬r, bu ise bir çeli̧skidir.

Durum 3. v = n2 � 2 olsun. Bu durumda, Önerme 4.3.2 den tüm p noktalar¬

için rp = n + 1 olmakla birlikte p noktas¬ndan geçen do¼grular¬n (n � 1)=2 tanesi

(n+ 1)�do¼gru ve (n+ 3)=2 tanesi (n� 1)�do¼grudur. Önerme 4.1.1 den,

(n+ 1) j 1
2
(n� 1)(n2 � 2) = 1

2
n2(n+ 1)� (n+ 1)n+ 1

bulunur ve bu ise (n+ 1) j 1 çeli̧skisine sebep olur.

Durum 4. v = n2 � 1 ve n � 23 olsun. Önerme 4.3.2 den, rp = n ise p den

geçen n� 1 tane (n+1)�do¼gru ve 1 tane (n� 1)�do¼gru, rp = n+1 ise p den geçen

n=2 tane (n + 1)�do¼gru ve n=2 + 1 tane (n � 1)�do¼gru veya rp = n + 2 ise p den

geçen 1 tane (n+ 1)�do¼gru ve n+ 1 tane (n� 1)�do¼gru vard¬r.

p noktas¬tüm (n + 1)�do¼grular¬n üzerinde olsun. L, p den geçmeyen bir (n �

1)�do¼gru olarak kabul edilsin. L nin herbir noktas¬p ile bir (n+1)�do¼gru taraf¬ndan

birleştirilmi̧stir. Dolay¬s¬yla p den geçen tam olarak 1 tane birM , (n� 1)�do¼grusu

vard¬r ve M � p nin her noktas¬p den geçmeyen bir (n+ 1)�do¼gru üzerindedir, bu

ise çeli̧skidir. Bu yüzden hiç n�nokta yoktur.

Bir M , (n + 1)�do¼grusunun bir L, (n � 1)�do¼grusu ile paralel oldu¼gu kabul

edilsin. Bu durumda tüm p 2 L ler için rp = n+ 2 ve bu yüzden M ile kesi̧sen ve L

nin herhangi bir noktas¬üzerinden geçen toplam n tane (n � 1)�do¼gru vard¬r. s;

M nin n + 1 dereceli noktalar¬n¬n say¬s¬olsun. Bu durumda L ile kesi̧sen, M nin

noktalar¬ndan geçen (n� 1)�do¼gru say¬s¬a ise

ns

2
+ (n+ 1� s)(n� 1) � a �

�n
2
+ 1
�
s+ (n+ 1� s)(n� 1)

dir. Bu yüzden

s+ ns=2 + n2 � 1� sn+ s � n2 � n � ns=2 + n2 � 1� sn+ s

dir; buradan s + 1 � (n=2 � 1)(s � 2) � 1 ve n � 10 dur. Bu durumun çeli̧ski

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla herhangi bir (n+1)�do¼gru her (n�1)�do¼gruyla kesi̧sir.

Tüm (n+1)�do¼grular¬n birbiriyle kesi̧sti¼gi varsay¬ls¬n. O zaman tüm p ler için

rp = n + 1 dir. Tüm do¼grular bir (n + 1)�do¼gru ile kesi̧sti¼ginden, p den geçen

do¼grular¬n (n + 2)(n + 1)=2 sinin n � 1 dereceli ve n(n � 1)=2 sinin n + 1 dereceli
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olmas¬yla birlikte S nin do¼gru say¬s¬b = n2 + n + 1 dir. Teorem 3.3.5 den, S bir

(n+ 2)�yay¬at¬lm¬̧s n:(n çift) mertebeden bir projektif düzlemdir.

L veM nin kesi̧smeyen (n+1)�do¼grular oldu¼gu kabul edilsin. Bu durumda L ve

M üzerindeki tüm noktalar için rp = n+ 2 dir. p =2 L, M olsun. Bu durumda p, en

az n+1 tane (n� 1)�do¼gru üzerindedir ve bu yüzden rp = n+2 dir. Bu durumda

tüm p ler için rp = n + 2 ve herhangi 2 tane (n + 1)�do¼gru kesi̧smez. Dolay¬s¬yla

(n2�1)=(n+1) = n�1 tane (n+1)�do¼gru vard¬r ve b = (n+1)(n+1)+n�1 = n2+3n

dir. S, noktadaş üç do¼grusu kesi̧sim noktas¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+ 1): mertebeden

bir projektif düzlemdir. (de Witte, 1983)

Durum 5. v = n2 olsun. Önerme 4.3.2 den dolay¬, tüm p noktalar¬ için

rp = n + 1 ve p den geçen do¼grular¬n (n + 1)=2 tanesi (n + 1)�do¼gru ve (n + 1)=2

tanesi (n�1)�do¼grudur. Önerme 4.1.1 uyguland¬¼g¬nda e¼ger n � 2 ise (n; n�1) = 1

ve n � 4 ise
�
1
2
(n+ 1); n� 1

�
= 1 iken (n� 1) j n2(n+ 1)=2 çeli̧skisi elde edilir.

Bundan sonraki k¬s¬mda bn�1 � 1, bn � 1 ve bn+1 � 1 oldu¼gu kabul edilecektir.

Önerme 4.3.2 den v � n2 � n� 1 dir. �
Önerme 4.3.4. S, v noktal¬ v � n2, n � 23 ve S nin her dereceden en

az bir tane do¼grusu var olmas¬yla birlikte do¼gru dereceleri kümesi fn� 1; n; n+ 1g

ve S, (n + 2)�nokta içeren bir lineer uzay ise, bu durumda v = n2 � 1 ve S,

noktadaş herhangi üç do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+1): mertebeden

bir projektif düzlem veya v = n2 ve S, noktadaş üç do¼grusu, kesi̧sim noktas¬hariç

di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+ 1): mertebeden bir projektif düzlemdir.

·Ispat. S önermedeki şartlar¬taş¬yan bir lineer uzay olsun. Aç¬kça, (n + 2):

dereceden daha büyük dereceli bir nokta yoktur. S de e¼ger bir (n+2)�nokta varsa,

bu durumda Önerme 4.3.2 den v � n2 � 3 dür.

E¼ger v = n2 � 3 ise bir p, (n + 2)�noktas¬ndan geçen tüm do¼grular¬n n � 1

dereceli oldu¼gu gösterilebilir.

Herhangi bir L, (n + 1)�do¼grusu için, L ye paralel olan ve p den geçen bir M

do¼grusu vard¬r ve bu M do¼grusu sadece (n+ 2)�nokta içerir. M üzerinde olmayan

bir q, (n + 2)�noktas¬n¬n oldu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda q, L ye paralel bir M 0

do¼grusu üzerindedir. M 0 do¼grusunun noktalar¬n¬n tümü bir (n+2)�noktad¬r; ayr¬ca
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M \ M 0 = ? dir; aksi taktirde en az n + 3 tane do¼gru üzerinde olan bir nokta

olurdu. M den farkl¬ ve M ile kesi̧sen do¼grular¬n tümü L ile de kesi̧sir ve bu

do¼grular (n � 1)(n + 1) = n2 � 1 tanedir. Bu do¼grular¬n yaln¬zca (n � 1)(n � 1)

tanesi M 0 ile kesi̧sir ve bu do¼grulardan M 0 ye paralel olan ve L yi kesen 2n� 2 tane

do¼gru vard¬r. Fakat, L en çok n(n+1)+1 = n2+n+1 tane do¼gru ile kesi̧sti¼ginden

ve L ile kesi̧sen do¼grular¬n say¬s¬en az n2�1+2n�2+1 = n2+2n�2 oldu¼gundan,

L ve M 0 ile kesi̧sen n2 � 1 tane do¼gru vard¬r. Buradan n2 + 2n � 2 � n2 + n + 1

veya n � 3 dür. Bu çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla böyle bir q, (n+ 2)�noktas¬yoktur.

s, M nin üzerinde olmayan herhangi bir nokta olsun. Bu durumda s den en az

3 tane (n� 1)�do¼gru geçer, buradan rs = n+ 1 dir.

S �M lineer uzay¬bir N , n�do¼grusu içerir. S �M nin tüm s noktalar¬için,

rs = n+1 oldu¼gundan, N ile kesi̧sen tüm (n+1)�do¼grular belirlenerek, S�M nin

(n� 2), (n� 1) ve (n+ 1)�do¼grularla parçalanmas¬oluşturulur. (n+ 1)�do¼grular

var oldu¼gu için parçalanma en az n + 1 tane do¼gru içerir ve bu yüzden S �M nin

noktalar¬n¬n say¬s¬en az n + n(n � 2) = n2 � n dir. Fakat S �M lineer uzay¬nda

tam olarak n2 � 3� (n� 1) = n2 � n� 2 tane nokta oldu¼gundan, bu bir çeli̧skidir.

v = n2 � 2 olsun. Önerme 4.3.2 den, rp = n ise p den, n+ 1 dereceli n� 2 tane

do¼gru, n dereceli 1 do¼gru ve n � 1 dereceli 1 do¼gru geçer; rp = n ise p den, n � 3

tane n + 1 dereceli do¼gru, 3 tane n dereceli do¼gru geçer; rp = n + 1 ise p den, (sp

negatif olmayan bir tam say¬ise), sp tane n dereceli do¼gru, (n� sp� 1)=2 tane n+1

dereceli do¼gru ve (n� sp + 3)=2 tane n� 1 dereceli do¼gru geçer veya rp = n+ 2 ise

p den, 1 tane n dereceli do¼gru ve n+ 1 tane n� 1 dereceli do¼gru geçer.

L bir (n + 1)�do¼gru olsun. p; L üzerinde olmayan bir (n + 2)�nokta olsun ve

M ; p den geçen ve L ye paralel olan bir do¼gru olsun. E¼ger M bir n�do¼gru ise, bu

durumdaM ve L do¼grular¬n¬kesen n(n+1) tane (n�1)�do¼gru vard¬r. Buradan x, L

nin (n+1)�noktalar¬üzerinde bir de¼gi̧sken olsun. s0 ise, bir x, (n+1)�noktas¬ndan

geçen (n� 1)�do¼gru say¬s¬olan sx in minimum de¼geri olsun. Bu durumda

n(n+ 1) � (n+ 1)max
�
1;
1

2
(n� s0 + 3)

�
dür. Dolay¬s¬yla aç¬kça, 2n � n � s0 + 3 veya n � 3 � �s0 dir. n � 4 oldu¼gundan

bu durum çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla M asl¬nda bir (n� 1)�do¼grudur.
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M üzerinde olmayan bir s, n�noktas¬var olsun. Bu durumda s noktas¬ndan

geçen en çok 1 tane do¼gruM ye paraleldir ve hiçbir (n+1)�do¼gruM yi kesmedi¼gin-

den, n � 4 olmal¬d¬r; bu ise çeli̧skidir. Böylelikle M do¼grusu üzerinde olmayan

n�nokta yoktur.

Yukar¬daki gibi L veM olarak har�endirerek, L veM do¼grular¬n¬n her ikisini de

kesen (n� 1)�do¼grular¬n say¬s¬hesaplans¬n. L ve M yi kesen (n� 1)�do¼grular¬n

say¬s¬tam olarak n(n � 1) dir. Dolay¬s¬yla x, L nin noktalar¬üzerindeki de¼gi̧sken

olmak üzere s0 yukar¬daki gibi sx in minimum de¼geri iken,

n2 � n � (n+ 1)1
2
(n� s0 + 3)

dür. Bu yüzden

2n2 � 2n � n2 + 4n+ 3� s0(n+ 1)

veya

n2 � 6n� 3 � �s0(n+ 1)

dir.

n > 6 için, bu ifade çeli̧ski oluşturur. Dolay¬s¬yla v 6= n2 � 2 dir.

Bu durumda v = n2� 1 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Önerme 4.3.2 kullan¬ld¬¼g¬nda, her p

noktas¬için şu seçeneklerden birisinin sa¼gland¬¼g¬görülür;

(1) rp = n ise p den, n� 2 tane (n+ 1): dereceden do¼gru ve 2 tane n: dereceden

do¼gru geçer; (2) rp = n ise p den, n�1 tane (n+1): dereceden ve 1 tane (n�1):

dereceden do¼gru geçer; (3) rp = n+1 ise p den, sp tane n: dereceden, (n� sp)=2

tane (n+ 1): dereceden ve (n� sp + 2)=2 tane (n� 1): dereceden do¼gru geçer;

(4) rp = n+2 ise p den, 1 tane (n+1): dereceden ve n+1 tane (n�1): dereceden

do¼gru geçer;

(5) rp = n+ 2 ise p den, 2 tane n: dereceden ve n tane (n� 1): dereceden do¼gru

geçer.

·Iki tane kesi̧smeyen L ve M , (n+ 1)�do¼gru oldu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda L

ve M nin tüm noktalar¬n+ 2 derecelidir ve bu noktalar için (4): madde geçerlidir.

p =2 L;M olsun. Bu durumda p noktas¬ndan (n � 1): dereceden en az n + 1 tane

do¼gru geçti¼gi için, p için de (4): madde geçerlidir.
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Dolay¬s¬yla S lineer uzay¬n¬n n� 1 tane (n+ 1)�do¼gru taraf¬ndan bir parçalan-

mas¬mevcuttur ve di¼ger tüm do¼grular (n�1)�do¼grudur. Önerme 4.3.3 den, S nok-

tadaş üç do¼grusu tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s (n+1): mertebeden bir projektif

düzlemdir. Bu yüzden tüm (n+ 1)�do¼grular¬n birbiriyle kesi̧sti¼gi kabul edilebilir.

Tüm do¼grular¬n herhangi bir (n+ 1)�do¼gru ile kesi̧sti¼gi ispatlanacakt¬r.
·Ilk olarak N , n�do¼grusuna paralel bir L, (n+1)�do¼grusu oldu¼gu kabul edilsin.

L nin herhangi bir p noktas¬en çok 2 tane (n+ 1)�do¼gru üzerinde oldu¼gundan, N

nin noktalar¬için (5): madde geçerlidir. p; bir (n+1)�nokta ise tümü N ile kesi̧sen

en az n�4 ve en çok n�2 tane n dereceli do¼gru üzerinde olmal¬d¬r. N ve L do¼grusu

ile kesi̧sen tam olarak n tane n dereceli do¼gru vard¬r ve L nin n�do¼grular üzerinde

olan hiçbir (n+ 2)�noktas¬yoktur. Buradan ayn¬zamanda N ile kesi̧sen ve en az

n�4 tane n�do¼gru üzerinde olan, L nin ikinci bir (n+1)�noktas¬vard¬r. Buradan

2(n � 4) � n veya n � 8 dir ve bu bir çeli̧skidir. Bu yüzden L nin tüm noktalar¬

için (4): madde geçerlidir; fakat ifade edildi¼gi gibi bu durum ise, hiçbir n�do¼grunun

L ile kesi̧smedi¼gi anlam¬na gelir ve bu da çeli̧skiye sebeptir. Buradan tüm do¼grular

(n+ 1)�do¼gru ile kesi̧sir.

N do¼grusunun L, (n + 1)�do¼grusuna paralel olan bir (n � 1)�do¼gru oldu¼gu

varsay¬ls¬n. a, N do¼grusunun (4): maddeyi sa¼glayan noktalar¬n¬n say¬s¬ve c, L nin

(n + 1)�noktalar¬n¬n say¬s¬olsun. Dolay¬s¬yla L nin (n + 1)�noktalar¬ndan geçen

(n + 1)�do¼grular¬n say¬s¬ en az a + 1 ve en çok a + c + 1 dir. Bu yüzden bu

(n+ 1)�noktalardan geçen (n� 1)�do¼grular¬n say¬s¬en az a+ 2c ve en çok a+ 3c

dir. Dolay¬s¬yla, bu noktalardan geçen n�do¼grular¬n say¬s¬en çok

cn+ 1� [a+ 1 + (a+ 2c)] = cn� 2a� 2c

dir.

N do¼grusu ile kesi̧sen n�do¼grular¬n say¬s¬(bu n�do¼grular¬n tümü L ile kesi̧sir)

2(n� 1� a) ve dolay¬s¬yla

cn� 2a� 2c � 2n� 2� 2a

c(n� 2) � 2n� 2 = 2(n� 2) + 2

c > 2
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dir.

Buradan, ayn¬ zamanda L do¼grusunu kesen (n � 1)�do¼grular¬n say¬s¬ en çok

(n + 1 � c)(n + 1) + a + 3c tanedir. L ve N do¼grular¬n¬kesen do¼grular¬n say¬s¬

an+ (n� 1� a)(n� 1) dir. Dolay¬s¬yla,

n2 + 2n+ 1� cn+ a+ 2c � n2 � 2n+ 1 + a, 4n � c(n� 2),

ve bu durumda c � 4 dür. Buradan c = 3 veya 4 dür.

L ve N ile kesi̧sen n�do¼grular¬n say¬s¬ 2(n � 1 � a) dir. N ile kesi̧smeyen,

L nin (n + 1)�noktalar¬ndan geçen n�do¼grular¬n say¬s¬ d olsun. Bu durumda

L do¼grusunun (n + 1)�noktalar¬ndan geçen cn � 2(n � 1 � a) � d tane do¼gru;

L den farkl¬ (n + 1)�do¼gru veya (n � 1)�do¼grudur. Bu yüzden bu do¼grular¬n
1
2
(cn+ 1� 2(n� 1� a)� d� 2c) tanesi (n+ 1)�do¼grudur ve bunlar¬n en az

1

2
(cn+ 1� 2(n� 1� a)� d� 2c)� c

tanesi N ile kesi̧sir. Bu yüzden

cn+ 3� 2n+ 2a� d� 4c � 2a

n(c� 2) < 4c+ d� 3

n � 4 + (d+ 5)=(c� 2) � 12

dir; bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla tüm do¼grular herhangi bir (n + 1)�do¼gruyla

kesi̧sir.

Bir p, n�noktas¬oldu¼gunu varsay¬ls¬n; bu durumda p bir tektir. p için e¼ger (1):

madde geçerliyse, bu durumda n = m+1 olmakla birlikte S�p, m2+m�1 noktal¬

ve do¼gru dereceleri m ve m+1 olan bir lineer uzayd¬r. Önerme 4.2.7 den, S�p nin

mevcut olmama çeli̧skisiyle kaŗs¬laş¬l¬r. Bu yüzden p noktas¬(1): maddeyi sa¼glayan

bir nokta olamaz. p nin (2): maddeyi sa¼glayan bir nokta oldu¼gu varsay¬ls¬n. N , p

den geçen (n� 1)�do¼gru olsun ve q 2 N � p olsun. q dan geçen herhangi bir ikinci

do¼gru; p den geçen tüm (n + 1)�do¼grularla kesi̧sir ve dolay¬s¬yla sadece n�do¼gru

olabilir. S �N nin her noktas¬ndan en az n� 2 tane n�do¼gru geçer ve bu yüzden

sp = n�2 olmakla birlikte S�N nin her noktas¬(2): maddeyi sa¼glar. Teorem 4.2.3
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den S �N ; bir do¼grusu, bir noktas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s n:

mertebeden bir a�n düzlem ve dolay¬s¬yla S; bir do¼grusu, bir noktas¬hariç di¼ger

tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s ve bu at¬lmayan noktadan geçen bir do¼grunun iki

noktas¬at¬lm¬̧s n: mertebeden bir projektif düzlemdir; fakat böyle bir S lineer uzay¬

(n+ 2)�nokta içeremez.

Hiç n�nokta olmas¬n. Aç¬kça, bir (n + 1)�do¼gru üzerinde olmayan her nokta

n+1 derecelidir. Herhangi bir q noktas¬n¬n tüm (n+1)�do¼grular üzerinde oldu¼gu

varsay¬ls¬n. E¼ger (n + 1)�do¼grular¬n say¬s¬birden fazla ise, rq = n + 1 dir. q nun

bir tek L, (n + 1)�do¼grusu üzerinde oldu¼gunu varsay¬ls¬n. E¼ger rq = n + 2 ise, q

dan geçen L hariç di¼ger tüm do¼grular (n� 1)�do¼grudur ve her p =2 L için, p bir tek

(n � 1)�do¼gru üzerinde oldu¼gundan, bu do¼gru pq dur. Bu yüzden L nin q hariç

di¼ger tüm noktalar¬yaln¬zca n�do¼grular üzerindedir ve bu durum çeli̧ski oluşturur.

Dolay¬s¬yla tüm noktalar n+ 1 derecelidir.

Sonuç olarak, N , n�do¼gru olsun. S nin a tane n�do¼gru ve c tane (n�1)�do¼gru

ile bir parçalanmas¬n¬oluşturulur; an + c(n� 1) = n2 � 1, n j (c� 1), n�1
a
> 0 d¬r.

Bu yüzden a = n � 1 ve c = 1 ve a + c = n dir, hiç (n + 1)�do¼gru yoktur; bu ise

çeli̧skidir. v 6= n2 � 1 dir.

Son olarak v = n2 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Önerme 4.3.2 den, her p noktas¬ için

aşa¼g¬dakilerden birisi geçerlidir:

(1) rp = n ise p den, n + 1 dereceli n� 1 tane do¼gru ve 1 tane n dereceli do¼gru

geçer;

(2) rp = n + 1 ise p den, sp tane n dereceli do¼gru, (n + 1 � sp)=2 tane n + 1

dereceli do¼gru ve (n+1� sp)=2 tane n� 1 dereceli do¼gru geçer (sp negatif olmayan

bir tam say¬);

(3) rp = n + 2 ise p den, 3 tane n dereceli do¼gru ve n � 1 tane n � 1 dereceli

do¼gru geçer;

(4) rp = n+ 2 ise p den, 1 tane n+ 1 dereceli do¼gru, 1 tane n dereceli do¼gru ve

n tane n� 1 dereceli do¼gru geçer.

E¼ger bir p, n�noktas¬mevcutsa, bu durumda S � p sadece n veya n � 1 dere-

celi do¼gruya sahiptir. Teorem 4.2.3 den, S � p; n: mertebeden delinmi̧s bir a�n
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düzlemdir. Dolay¬s¬yla S; bir do¼grusu, bir noktas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla

birlikte at¬lm¬̧s ve ilave edilen noktas¬at¬lm¬̧s n: mertebeden bir projektif düzlemdir.

Bu yüzden hiç n�noktan¬n olmad¬¼g¬varsay¬labilir.
·Iki tane paralel L ve M , (n + 1)�do¼grusunun oldu¼gu varsay¬ls¬n; bu durumda

L ve M nin tüm noktalar¬için (4): madde geçerlidir. p; L veya M nin üzerinde

olmayan bir nokta olsun. p; n+1 dereceli ise yaln¬zca n�do¼grular üzerindedir. L nin

herbir noktas¬ndan tam olarak bir tane n�do¼gru geçti¼ginden, p tek (n+1)�noktad¬r.

Dolay¬s¬yla di¼ger her nokta; (n + 2)�noktad¬r ve en çok 2 tane n�do¼gru üzerinde

olabilece¼ginden bu noktalar için (4):madde geçerlidir. Bu yüzden p tüm n�do¼grular

üzerindedir ve S� p yaln¬zca (n+1)� ve (n� 1)�do¼grulara sahiptir. Önerme 4.3.3

den S; noktadaş üç do¼grusu, kesi̧sim noktas¬hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte

at¬lm¬̧s (n+ 1): mertebeden bir projektif düzlemdir.

Tüm noktalar¬n n + 2 dereceli oldu¼gu varsay¬ls¬n. E¼ger baz¬noktalar için (3):

madde geçerliyse, L ye paralel bir N , n� veya (n � 1)�do¼gru mevcuttur. L tam

olarak n + 1 tane n dereceli do¼gru ile kesi̧sir ve L ve N yi kesen 2n veya 3(n � 1)

tane n dereceli do¼gru vard¬r. Buradan n � 2 dir ve bu çeli̧skidir. Bu yüzden tüm

noktalar için (4):madde geçerlidir ve S nin (n+1)�do¼grular taraf¬ndan parçalanmas¬

mevcuttur; fakat buradan da (n + 1) j n çeli̧skisine ulaş¬l¬r. Dolay¬s¬yla, tüm

(n+ 1)�do¼grular¬n birbiriyle kesi̧sti¼gi varsay¬labilir.

Bir L, (n + 1)�do¼grusu üzerinde olmayan bir (n + 2)�noktan¬n oldu¼gu kabul

edilsin. Dolay¬s¬yla bu nokta L ye paralel bir n� veya (n�1)�do¼gru üzerindedir. N

üzerindeki (4):maddeyi sa¼glayan noktalar¬n say¬s¬a ve L üzerindeki (n+1)�noktalar¬n

say¬s¬da c olsun. L nin (n + 1)�noktalar¬ndan geçen n + 1 dereceli a + 1 tane

do¼gru vard¬r. Bu do¼grular L yi içerdi¼ginden, bu (n + 1)�noktalar¬n tümünden

geçen n � 1 dereceli olan tam olarak a + c tane do¼gru vard¬r. Dolay¬s¬yla L nin

(n+1)�noktalar¬ndan geçen n�do¼grular¬n say¬s¬cn+1�(a+1+a+c) = cn�2a�c

dir. N hariç N yi kesen n�do¼grular¬n say¬s¬2(n� a) veya a+ 3(n� 1� a) d¬r, bu

say¬lar¬n küçü¼gü 2(n� a) d¬r. Bu n�do¼grular¬n tümü L ile kesi̧sir. Dolay¬s¬yla,

2(n� a) � cn� 2a� c+ (n+ 1� c)

n� 1 � c(n� 2)
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1 < (n� 1)=(n� 2) � c

dir. Bu yüzden c � 2 dir.

Ayn¬zamanda, N hariç N yi kesen (n�1)�do¼grular¬n say¬s¬na+(n�a)(n�1)

veya a(n�1)+(n�1�a)(n�2) dir, bu say¬lar¬n küçük olan¬a(n�1)+(n�1�a)(n�2)

dir. Bu (n+1)�do¼grular¬n tümü L ile kesi̧sir. L yi kesen (n� 1)�do¼grular¬n say¬s¬

a+ c+ (n+ 1� c)n dir. Bu yüzden

n2 � 3n+ 2 + a � n2 + n+ a+ c� cn

c(n� 1) � 4n� 2 = 4(n� 1) + 8

dir ve c � 4 dür.

En az 2 tane q, q0 =2 L, (n+ 1)�noktas¬olsun. L nin (n+ 2)�noktalar¬q ve q0

ile birleştirildi¼ginde en az 2(n + 1 � c) � 1 tane farkl¬do¼gru oluşur. Bu do¼grular¬n

en çok n+ 1� c tanesi n�do¼gru ve kalan¬n¬n en az

2(n+ 1� c)� 1� (n+ 1� c) = n� c

tanesi (n�1)�do¼grudur. Her (n+1)�noktadan ayn¬say¬da (n+1) ve (n�1)�do¼gru

geçti¼ginden, q ve q0 den en az n� c�1 tane (n+1)�do¼gru geçer. Bu yüzden q ve q0

den en az 2(n+1� c)�1+n� c�1 = 3(n� c) tane, en çok da (n+1)+ n = 2n+1

tane (n+ 1)�do¼gru geçer. Dolay¬s¬yla 3(n� c) � 2n+ 1 veya n � 3c+ 1 � 13 dür

ve bu çeli̧skidir. L nin üzerinde olmayan en çok 1 tane (n + 1)�noktan¬n oldu¼gu

gösterilebilir.

Kabul edelim ki s, L nin üzerinde olmayan bir (n + 1)�nokta olsun. p ve q;

L nin (n + 1)�noktalar¬d¬r. E¼ger s yaln¬zca n�do¼grular üzerinde ise, bu durumda

S � s; n2 � 1 tane noktaya ve (n � 1)� , n� ve (n + 1)�do¼grulara sahiptir ve

(n + 1)�do¼grulardan yola ç¬k¬labilir. L nin c tane (n + 1)�noktas¬oldu¼gundan, s

en çok c tane (n + 1)�do¼gru üzerindedir. S � s nin herbir noktas¬L ye paralel

bir tek do¼gru üzerindedir ve bu durum (S � L) [ fsg nin n� ve (n � 1)�do¼grular

taraf¬ndan bir P parçalanmas¬n¬verir. (Tüm (n+ 1)�do¼grular¬n birbiriyle kesi̧sti¼gi

tekrar hat¬rlans¬n). P deki n�do¼grular¬n say¬s¬a ve (n � 1)�do¼grular¬n say¬s¬d

kabul edildi¼ginde,

n+ 1 + an+ d(n� 1) = n2 � 1, an+ d(n� 1) = n2 � n� 2
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dir; bu yüzden n j (d�2), n�1
a+2

> 0 d¬r. Dolay¬s¬yla a = n�3 ve d = 2 dir. Buradan

P de L yi kesen n�do¼grular mevcuttur. Bu durum, L hariç tüm (n+1)�do¼grular¬n

s noktas¬nda kesi̧sti¼gi anlam¬na gelir.

L ile kesi̧sen n�do¼grular¬n say¬s¬ aşa¼g¬da gösterildi¼gi gibi (n + 1)�do¼grular¬n

say¬s¬na ba¼gl¬d¬r:

s den geçen 1 tane (n+1)�do¼gru varsa; c(n�1)�2+(n+1�c) = (c+1)n�2c�1

s den geçen 2 tane (n+1)�do¼gru varsa; c(n�1)�2:2+(n+1�c) = (c+1)n�2c�3

s den geçen 3 tane (n+1)�do¼gru varsa; c(n�1)�2:3+(n+1�c) = (c+1)n�2c�5

s den geçen 4 tane (n+1)�do¼gru varsa; c(n�1)�2:4+(n+1�c) = (c+1)n�2c�7

s noktas¬ndan geçen tüm do¼grular L ile kesi̧sir. Bu yüzden L, s den geçmeyen

c(n�2) tane n�do¼gruyu keser ve dolay¬s¬yla kesi̧sen tüm do¼grular P nin bir parçalan-

mas¬n¬oluşturur. N do¼grusu, P nin bir n�do¼grusu ve c0, s den geçen (n+1)�do¼gru

say¬s¬olsun. N hariç 2(n� c0) tane n�do¼gru vard¬r ve bu do¼grular¬n en az n+ 1�

2c0 � 1 = n� 2c0 tanesi s den geçer. Bu yüzden en çok n tane n�do¼gru N do¼grusu

ile kesi̧sir; c(n � 2) = n + [(c� 1)n� 2] > n, çeli̧ski verir. Dolay¬s¬yla böyle bir s

noktas¬mevcut de¼gildir.

Bu durumda, L üzerindeki p ve q noktalar¬n¬n yaln¬zca (n + 1)�nokta oldu¼gu

varsay¬ls¬n.

n+ 1 + an+ d(n� 1) = n2, an+ d(n� 1) = n2 � n� 1

dir ve n j (d�1), n�1
a+1

> 0 oldu¼gu için, P nin a tane n�do¼gru ve d tane (n�1)�do¼gru

taraf¬ndan bir parçalanmas¬mevcuttur. Dolay¬s¬yla a = n � 2 ve d = 1 dir.

Bu yüzden P nin bu parçalanmas¬nda da n�do¼grular mevcuttur. Dolay¬s¬yla L

do¼grusu bir tek (n+1)�do¼grudur ve P de olmayan herhangi bir n�do¼gru P nin her

do¼grusuyla kesi̧sir. L do¼grusu ile kesi̧sen n�do¼grular¬n say¬s¬

c(n� 1) + n+ 1� c = (c+ 1)n� 2c+ 1

dir. P nin bir n�do¼grusuyla kesi̧sen do¼grular¬n say¬s¬L hariç 2n dir. Bu yüzden

n � 7 dir ve bu çeli̧skidir.

L üzerinde olmayan hiçbir noktan¬n (n + 2)�nokta olmad¬¼g¬varsay¬labilir. L

nin baz¬p noktalar¬n¬n (4): maddeyi sa¼glad¬¼g¬varsay¬ls¬n. N , p den geçen bir (n�
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1)�do¼gru ve q, N � p nin bir noktas¬olsun. Bu durumda q noktas¬; p =2 M ve

M 6= L olan bir M , (n + 1)�do¼grusu üzerindedir. rp = n + 2 oldu¼gundan, M ye

paralel olan ve p noktas¬ndan geçen ve N 0 6= L olacak şekilde bir N 0 do¼grusu vard¬r.

Fakat N 0 nün herbir noktas¬ndan tam olarak n+2 tane do¼gru geçti¼ginden bu durum

çeli̧skidir. �
Önerme 4.3.5. S, v noktal¬v � n2, n � 23 ve tüm noktalar n + 1 dereceli,

üç do¼gru derecesi de var olmakla birlikte do¼gru dereceleri kümesi fn� 1; n; n+ 1g

olan bir lineer uzay olsun. Bu durumda S, bir (n + 1)�yay¬at¬lm¬̧s n: mertebeden

bir projektif düzlemdir.

·Ispat. S önermedeki şartlar¬sa¼glas¬n. Aç¬kça S deki do¼gru say¬s¬b = n2+n+1

dir.

N bir n�do¼gru olsun. N üzerinde olmayan her noktadan N ye paralel bir tek

do¼gru geçer. Dolay¬s¬yla buradan n+1 do¼grulu bir paralel s¬n¬f elde edilir. Bu paralel

s¬n¬fta 1 tane n�do¼gru, n tane n�1 do¼gru vard¬r. Buradan v = n2 dir. S ye yeni p

noktas¬n¬ekleyerek, n2+1 noktal¬ve n2+n+1 do¼grulu, nokta derecesi n+1 ve do¼gru

dereceleri kümesi fn� 1; n; n+ 1g olan bir lineer uzay elde edilir. p noktas¬ndan

herbiri yukar¬daki gibi farkl¬bir �yeni nokta� inşas¬olarak kullan¬labilecek n tane

n�do¼gru geçer. Bu durum ise n2 + n + 1 noktal¬ve n2 + n + 1 do¼grulu bir lineer

uzay üretir; dolay¬s¬yla bu lineer uzay n: mertebeden bir projektif düzlem olmal¬d¬r.

S nin önermedeki gibi olmak zorunda oldu¼gu gösterilebilir. �

4.4. Ard¬̧s¬k Olmayan ·Iki Do¼gru Dereceli Lineer Uzaylar

Teorem 3.2.7 de do¼gru dereceleri m2�1 ve m2�m�1 olan bir lineer uzay¬n baz¬

koşullar alt¬nda m2: mertebeden bir P projektif düzlemine gömülebildi¼gi görüldü.

Asl¬nda bu durum, P nin iki ayr¬k Baer altdüzleminin birleşiminin komplementidir.

n � 2k + 3, (k; n � 1) = (k + 1; n) = 1, b � n2 + n + 1 ve n dereceli en az bir

do¼gru var oldu¼gu durumda n ve n � k do¼gru dereceli bir lineer uzay incelenmi̧stir

(Beutelspacher, 1986). (Özel olarak e¼ger (k + 1; a) = 1 için n = ak ise ve daha özel

durumda; e¼ger n, k n¬n bir kuvveti ise, o zaman (k; n � 1) = (k + 1; n) = 1 dir).

Aksi belirtilene kadar, S nin, her do¼grusu n veya n�k noktaya sahip aşikar olmayan



56

bir lineer uzay oldu¼gu kabul edelim.

Teorem 4.4.1. S, v noktal¬n � 2k+3 ve (k; n� 1) = (k+1; n) = 1, k � 1 ve

do¼gru derecesi n veya n�k olan sonlu aşikar olmayan bir lineer uzay olsun. Ayr¬ca,

b � n2 + n + 1 ve en az bir n�do¼gru var olsun. Bu durumda S aşa¼g¬dakilerden

birisidir:

(i) (n� 1): mertebeden delinmi̧s bir projektif düzlem,

(ii) n: mertebeden bir a�n düzlem,

(iii) Herhangi bir do¼grusu, bir noktas¬ hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte

at¬lm¬̧s n: mertebeden bir a�n düzlem,

(iv) S nin herbir do¼grusunun kümedeki 1 veya n + 1 tane nokta ile kesi̧sti¼gi,

noktalardan oluşan bir kümenin n: mertebeden bir projektif düzlemde komplementi,

(v) (n�1):mertebeden bir projektif düzlemde bir k�demetin pseudo-komplementi,

(vi) n:mertebeden bir projektif düzlemde bir (k+1)�demetin pseudo-komplementi,

(vii) Bir (n+1)�do¼grusu at¬lm¬̧s n: mertebeden bir projektif düzlemde bir mak-

simal k�yay¬n pseudo-komplementidir.

Önerme 4.4.2. S bir lineer uzay ve S nin tüm do¼grular¬n�do¼gru ise, bu

durumda S; (n � 1): mertebeden bir projektif düzlem veya n: mertebeden bir a�n

düzlemdir.

·Ispat. Bu önermenin ispat¬Teorem 4.2.2 den dolay¬aç¬kt¬r. �
Önerme 4.4.3. S, v noktal¬bir lineer uzay ve S de e¼ger rp < n olacak şekilde

bir p noktas¬varsa, bu durumda S � p; (n� 1): mertebeden bir projektif düzlemde

bir k�demetin pseudo-komplementidir.
·Ispat. S önermedeki koşullar¬ sa¼glas¬n. Tüm n�do¼grular¬n p noktas¬ndan

geçti¼gi aç¬kt¬r. p noktas¬ndan geçen bir (n�k)�do¼gru var olsun. q bir n�do¼grunun

bir noktas¬olsun ve s, n�do¼gru üzerinde olmayan bir nokta olsun. Bu durumda

v � 1 = n� 1 + (rq � 1)(n� k � 1)

ve v � 1 = rs(n� k � 1) dir.

Dolay¬s¬yla (n � k � 1) j (n � 1) ifadesi ortaya ç¬kar. Bu ise (k; n � 1) = 1

oldu¼gundan bir çeli̧skidir.
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Dolay¬s¬yla p den geçen her do¼gru bir n�do¼grudur. Bu yüzden v�1 = rp(n�1)

dir ve yukar¬da bulunan v � 1 ile ilgili ilk denklemle birlikte (n � k � 1) j (rp � 1)

sonucuna var¬l¬r. rp�1 = a(n�k�1) < n�1 dir. Dolay¬s¬yla (a�1)n < a(k+1)�1

ve n � 2k + 1 oldu¼gundan a = 1 ve rp � 1 = n� k � 1 dir.

Sonuç olarak v = (n� k)(n� 1) + 1 dir.

v� 1 = n� 1 + (rq � 1)(n� k� 1) = (n� k)(n� 1) ve tüm q 6= p noktalar¬için

rq = n dir. S nin do¼gru say¬s¬n¬n b = rp + (n � 1)2 = (n � 1)2 + (n � 1) + 1 � k

oldu¼gu gösterilebilir. Dolay¬s¬yla S � p, (n� 1): mertebeden bir projektif düzlemde

bir k�demetin pseudo-komplementidir. �
Önerme 4.4.4. E¼ger S lineer uzay¬n¬n tüm noktalar¬birden ayn¬dereceye

sahip de¼gilse, bu durumda S, Teorem 4.4.1 de (iii) veya (v) deki gibi bir lineer

uzayd¬r.

·Ispat. S lineer uzay¬n¬n tüm noktalar¬ayn¬dereceli olmas¬n ve S, v noktal¬,

b do¼grulu olsun. Önerme 4.4.3 den, S nin tüm p noktalar¬ için rp � n oldu¼gu

varsay¬labilir.

Ad¬m 1. ·Ilk olarak, herhangi bir n�do¼grunun en çok n+1 dereceli olan en az

bir tane noktaya sahip oldu¼gu ispatlanacakt¬r. L, her noktas¬en az n + 2 dereceli

olan bir n�do¼gru olsun. Böylece, tüm p 2 L noktalar¬ için rp � n + 2 dir. Bu

durumda

n2 + n+ 1 � b � (n+ 1)n+ 1

dir. Bu durum ise tüm do¼grular¬n L ile kesi̧sti¼gini, L nin tüm p noktalar¬ için

rp = n+2 oldu¼gunu ve L nin üzerinde olmayan tüm p noktalar için rp = n oldu¼gunu

gösterir. L0 nün ikinci bir n�do¼gru oldu¼gu kabul edilsin. Bu durumda S� (L[L0)

nün hiçbir noktas¬L0 ye paralel bir do¼gru üzerinde de¼gildir. L� L0 nün her noktas¬

L0 ye paralel iki do¼gru üzerindedir. Bu ise çeli̧skidir. Buradan L bir tektir. Sonuç

olarak L nin d¬̧s¬ndaki bir q ve L nin bir p noktas¬n¬kullan¬p v � 1 say¬larak,

n� 1 + (n+ 1)(n� k � 1) = n� 1 + (rp � 1)(n� k � 1)

= v � 1 = rq(n� k � 1) = n(n� k � 1)

bulunur. Buradan 2n = k + 2 çeli̧skisi ortaya ç¬kar.
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Ad¬m 2. Tüm p noktalar¬için rp 2 fn; n+ kg oldu¼gu gösterilecektir.

rp minimum olacak şekilde bir p noktas¬seçelim. Ad¬m 1 den, rp = n veya n+1

dir. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, rq > rp olacak şekilde bir q noktas¬n¬n var oldu¼gu kabul

edilebilir. a ve c s¬ras¬yla p ve q dan geçen n�do¼gru say¬s¬olsun.

ak + rp(n� k � 1) = v � 1 = ck + rq(n� k � 1)

(rp � rq)(n� k � 1) = (c� a)k (1)

ve bu yüzden (n� k � 1) j (a� c) dir.

Bu durumda a � c = n � k � 1 veya 2(n � k � 1) � a � c dir. E¼ger eşitsizlik

sa¼glan¬rsa, o zaman 2(n�k�1) � a� c � a � rp � n+1 eşitsizli¼ginden n � 2k+3,

dolay¬s¬yla n = 2k + 3 dür. c = 0 ve a = n + 1 = rp oldu¼gu gösterilebilir. Fakat,

pq do¼grusunun hem n�do¼gru hem de n�do¼grudan farkl¬bir do¼gru olma çeli̧skisi

mevcuttur. Dolay¬s¬yla a � c = n � k � 1 dir. (1) denkleminde bu eşitlik yerine

koyuldu¼gunda rq = rp + k olur. rq > rp olmakla birlikte bu ifade her q noktas¬için

do¼gru oldu¼gundan, tüm p noktalar¬için rp 2 fn; n+ kg veya rp 2 fn+ 1; n+ k + 1g

dir. Yaln¬zca iki nokta derecesinin mevcut oldu¼gu gösterilebilir.

Tüm p noktalar¬için rp 2 fn+ 1; n+ k + 1g oldu¼gu varsay¬ls¬n.

L bir n�do¼gru ve L üzerindeki (n+k+1)�nokta say¬s¬a olsun. Bu durumda L

hariç L ile kesi̧sen do¼grular¬n say¬s¬a(n+ k) + (n� a)n = n2 + ak d¬r. Ad¬m 1 den,

a < n dir. p, L nin üzerindeki bir (n + 1)�nokta ve c, p den geçen n�do¼grular¬n

say¬s¬olsun. n + k + 1 dereceli bir q noktas¬seçilirse ve q dan geçen n�do¼grular¬n

say¬s¬na d denilirse, Ad¬m 2 nin c� d = n� k � 1 sonucu kullan¬larak

c = n� k � 1 + d � n� k � 1 � k + 2 � 2

bulunur. Bu yüzden p den geçen L0 6= L olacak şekilde bir L0, n�do¼grusu vard¬r.

L0 nün herhangi bir noktas¬ndan geçen ve L ye paralel olan en az bir do¼gru vard¬r.

Dolay¬s¬yla b � n2 + ak + n dir. ak � 1 dir ve bu yüzden a = 0 veya a = 1 oldu¼gu

gösterilebilir. E¼ger a = 1 ise, bu durumda k = 1 dir. Bu ise çeli̧skiye sebep olur. Bu

yüzden a = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla bir n�do¼grunun tüm noktalar¬bir (n+ 1)�noktad¬r.
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d = 0 ve

v = (n+ k + 1)(n� k � 1) + 1 = n2 � k2 � 2k

oldu¼gu gösterilebilir.

Önerme 4.1.1 kullan¬larak

nbn = cvn+1 + dvn+1+k = cvn+1 = (n� k � 1)vn+1

elde edilir. Dolay¬s¬yla (n� k � 1) j bn dir.

L ile bir noktada kesi̧sen n�do¼grular¬n say¬s¬n(n� k � 2) dir. Di¼ger taraftan,

L ye paralel olan her n�do¼gru L0 ile kesi̧sir; bu yüzden L ye paralel olan en çok n

tane n�do¼gru vard¬r. Dolay¬s¬yla

(n� 2)(n� k � 1) < n(n� k � 2) + 1 � bn

� n(n� k � 2) + n = n(n� k � 1)

dir. Buradan bn = (n� 1)(n� k � 1) veya bn = n(n� k � 1) oldu¼gu gösterilebilir.

E¼ger bn = n(n � k � 1) ise, bn yukar¬da yerine koyuldu¼gunda vn+1 = n2 > v

çeli̧skisi oluşur. Dolay¬s¬yla bn = (n � 1)(n � k � 1) dir. Buradan vn+1 = n(n � 1)

ve vn+k+1 = n� k2 � 2k oldu¼gu gösterilebilir.

L ile kesi̧sen (n� k)�do¼grular¬n say¬s¬n(n+1� (n� k� 1)) = n(k+2) d¬r. Bu

yüzden L do¼grusuna paralel (n� k)�do¼grular¬n say¬s¬na s denildi¼ginde,

s � n2 + n+ 1� (n� 1)(n� k � 1)� n(k + 2) = n� k

d¬r. Di¼ger taraftan, L ye paralel tam olarak bn�n(n�k�2)�1 = k tane n�do¼gru

vard¬r. Bu n�do¼grular kesi̧smedi¼ginden, L0 � L nin tam olarak k tane noktas¬n¬

kapsarlar. Dolay¬s¬yla kalan n�(k+1) tane noktan¬n birinden geçen ve L ye paralel

olan her do¼gru bir (n � k)�do¼grudur. Özel olarak, L ye paralel en az n � k � 1

tane (n� k)�do¼gru vard¬r.

Yukar¬da n�dereceli k+1 tane do¼gru taraf¬ndan S nin k¬smi parelel s¬n¬f¬oluştu-

rulmuştur; bu s¬n¬f (k+1)n tane nokta kapsar ve bu noktalar (n+1)�noktad¬r. Sonuç

olarak, L ye paralel olan ve n�do¼gru olmayan do¼grular üzerindeki (n+1)�noktalar¬n

say¬s¬

v0 = vn+1 � (k + 1)n = n(n� 1)� n(k + 1) = n(n� k � 2)
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dir.

Herhangi bir (n + k + 1)�noktadan geçen, L ye paralel olan ve n � k dereceli

olan k + 1 tane do¼gru vard¬r. Bu v0 tane noktan¬n herbirinden geçen, L ye paralel

olan ve n� k dereceli olan tam olarak 1 tane do¼gru vard¬r. Dolay¬s¬yla

s(n� k) = n(n� k � 2) + (n� k2 � 2k)(k + 1)

dir. Buradan

s = n� k � 1 ise 2n = k2 + 4k + 3

ve

s = n� k ise n(2k � 1) = k3 + 4k2 + 2k

d¬r.

Yukar¬daki ifadeden, vn+k+1 = n � k2 � 2k � 0, n � k2 + 2k d¬r. Dolay¬s¬yla

s = n� k� 1, k = 1 ve n = 4 dür; ama bu durum n � 2k+3 oldu¼gundan çeli̧skidir.

Di¼ger taraftan, e¼ger s = n � k ise, n � k2 + 2k dan k � 2 dir. k = 2 olsayd¬

3n = 8+ 16+ 4 = 28 çeli̧skisine sahip olunurdu. Dolay¬s¬yla k = 1 ve n = 7, v = 46

d¬r. Bu ise Teorem 4.2.1 den dolay¬mümkün de¼gildir. Dolay¬s¬yla tüm p noktalar¬

için rp 2 fn; n+ kg dir.

Ad¬m 3. k n¬n 1 olmas¬gerekti¼gi gösterilecektir.

k � 2 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Ad¬m 2 den, her nokta n veya n + k derecelidir.

Bir n�noktadan geçen her do¼gru herhangi bir n�do¼gru ile kesi̧sir. Ad¬m 1 den,

her n�do¼gru en az bir n�nokta içerir. Dolay¬s¬yla herhangi iki n�do¼gru birbiriyle

kesi̧sir.

Bir L, n�do¼grusu üzerindeki (n + k)�nokta say¬s¬ a olsun. p ve q s¬ras¬yla,

herbiri c ve d tane n�do¼gru üzerinde bulunan n� ve (n + k)�nokta olsun. Bu

durumda

bn = 1 + a(d� 1) + (n� a)(c� 1) = 1 + n(c� 1)� a(n� k � 1)

dir. a n¬n L nin seçiminden ba¼g¬ms¬z oldu¼gu gösterilebilir. L ile kesi̧smeyen her

do¼grunun; ayn¬zamanda (n�k)�do¼gru oldu¼gu ve yaln¬zca (n+k)�noktalar içerdi¼gi

not edilsin.
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Herhangi bir n�do¼grunun bir M , (n� k)�do¼grusu ile kesi̧sti¼gi durum düşünül-

sün. e; M nin üzerindeki (n+ k)�noktalar¬n say¬s¬olsun. Bu durumda

bn = ed+ (n� k � e)c = (n� k)c� e(n� k � 1)

dir. bn yukar¬daki denklemde yerine koyuldu¼gunda,

k(c� 1) = (a� e+ 1)(n� k � 1)

eşitli¼gi elde edilir.

(k; n� 1) = 1 oldu¼gundan, (n� k� 1) j (c� 1) oldu¼gu gösterilebilir. Ad¬m 2 nin

verileri yard¬m¬yla c� d = n� k � 1 bulunur. Bu yüzden (n� k � 1) j (d� 1) dir.

d� 1 > 0 varsay¬m¬yla

n� k � 1 � d� 1 = c� 1� (n� k � 1) � rp � 1� (n� k � 1) = k

d¬r; bu ifade ise n � 2k + 3 ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla d = 1 ve bu yüzden c = n� k ve

v = 1 + rq(n� k � 1) + dk

= 1 + (n+ k)(n� k � 1) + k = n2 � k2 � n+ 1

dir. Ayn¬zamanda

bn = 1 + (n� a)(n� k � 1)

dir. Her n�do¼gru n + k dereceli a tane noktaya sahip oldu¼gundan ve böyle n + k

dereceli bir noktadan geçen tam olarak bir tane n�do¼gru oldu¼gundan,

vn+k = bna = [1 + (n� a)(n� k � 1)] a

d¬r. Dolay¬s¬yla a � 1 oldu¼gundan,

n2 � k2 � n+ 1 = v � vn+k = [1 + (n� a)(n� k � 1)] a � 1 + a(n� a)(n� k � 1)

dir.

Ad¬m 1 den, a � n� 1 dir. E¼ger a = n� 1 ise bu durumda her L, n�do¼grusu

tam olarak 1 tane n�noktaya sahiptir ve L yi kesen her n�do¼gru bu n�noktada L

ile kesi̧sir. s; bu n�noktadan geçen (n� k)�do¼gru üzerindeki bir nokta olsun.
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Bu durumda s noktas¬L ile kesi̧smeyen bir n�do¼gru üzerindedir, bu durum

Önerme 4.2.1 den çeli̧skidir. Bu yüzden a � n� 2 dir.

E¼ger a � 2 ise, bu durumda 2 � a � n�2, [a� (n� 2)] (a�2) � 0 d¬r, buradan

a(n� a) � 2(n� 2) dir. Yukar¬daki gibi ayn¬zamanda

n2 � k2 � n+ 1 � a+ a(n� a)(n� k � 1)

> 1 + 2(n� 2)(n� k � 1)

k2 + 4k + 4 < n(2k + 5� n)

dir. Hipotez taraf¬ndan n = 2k+3 veya 2k+4 oldu¼gu gösterilebilir. ·Ilki k = 1 ile,

son durum k(k+2) < 0 ile sonuçlan¬r. Her iki durumun da çeli̧ski ile sonuçland¬¼g¬

görülebilir. Dolay¬s¬yla a = 1 dir.

2 � k + (a� e + 1)(n� k � 1)=(e� 1) = a� e + 1 = 2� e, buradan e = 0 d¬r.

Fakat Önerme 4.2.1 den, e = n�k ve bu yüzden n = k d¬r. Bunun ise çeli̧ski oldu¼gu

aç¬kt¬r.

Bir (n� k)�do¼grunun herhangi bir n�do¼gru ile her zaman paralel oldu¼gu sonu-

cuna var¬labilir. Bu durum, bir (n�k)�do¼grunun her noktas¬n¬n bir (n+k)�nokta

oldu¼gunu ve bir n�noktadan geçen her do¼grunun bir n�do¼gru oldu¼gunu gösterir.

Dolay¬s¬yla c = n, d = k + 1 ve bn li ilk denklemden

bn = 1 + n(n� 1)� a(n� k � 1)

bulunur. Her n�nokta bir q, (n + k)�noktas¬ndan geçen k + 1 tane n�do¼grunun

bir tanesinin üzerindedir. Bu do¼grular¬n herbiri n dereceli tam olarak n � a tane

noktan¬n üzerinde bulundu¼gundan vn = (k + 1)(n� a) d¬r. Dolay¬s¬yla

vnn = vnc = bn(n� a); bn = n(k + 1)

ve bu yüzden,

a(n� k � 1) = n(n� k � 1)� (n� 1)

dir. Buradan; (n� k � 1) j (n� 1) çeli̧skisi elde edilir.
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Ad¬m 4. k = 1 dir ve bu yüzden do¼gru dereceleri n ve n�1 ve nokta dereceleri

n ve n+ 1 dir. Bir q, n�noktas¬ve bir p, (n+ 1)�noktas¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

(n+ 1)(n� 2) = rp(n� 2) � v � 1 � rq(n� 1) = n(n� 1)

bulunur. Dolay¬s¬yla

(n� 1)2 + (n� 1)� 1 � v � (n� 1)2 + (n� 1) + 1

dir. n � 2k+3 oldu¼gundan n � 5 dir. Teorem 4.2.3 den; S, bir do¼grusu, bir noktas¬

hariç di¼ger tüm noktalar¬yla birlikte at¬lm¬̧s n: mertebeden bir a�n düzlemdir. �
Önerme 4.4.5. S lineer uzay¬n¬n tüm noktalar¬r derecesine sahip olsun. Bu

durumda r = n ve S, (n�1):mertebeden delinmi̧s bir projektif düzlem veya r = n+1

ve S, Teorem 4.4.1 deki (ii); (iv); (vi) veya (vii) deki gibi bir lineer uzayd¬r.

·Ispat. S nin tüm noktalar¬r dereceli olsun. S, v noktal¬, b do¼grulu bir lineer

uzay olsun. Önerme 4.4.3 den, r � n dir. Önerme 4.4.4 Ad¬m 1 den, r � n+1 dir.

Ad¬m 1. Her noktadan tam olarak n tane do¼gru geçti¼gi varsay¬ls¬n. Dolay¬s¬yla

her do¼gru bir n�do¼gruyla kesi̧sir. Bu yüzden S deki do¼gru say¬s¬

b = 1 + n(n� 1) = n2 � n� 1

dir. a; herhangi bir noktadan geçen n�do¼grular¬n say¬s¬olsun. Bu durumda

v = 1 + ak + n(n� k � 1) ve bn = 1 + n(a� 1)

dir. Bu yüzden

[1 + ak + n(n� k � 1)] a = va = nbn = [1 + n(a� 1)]n

dir. a için bu denklemin sonuçlar¬a = n ve a = n�1
k
d¬r. E¼ger a = n ise, bu

durumda tüm do¼grular n�do¼grudur; bu çeli̧skidir. (n � 1; k) = 1 oldu¼gundan,

k = 1 ve v = n(n� 1) dir. Dolay¬s¬yla S; (n� 1): mertebeden delinmi̧s bir projektif

düzlemdir.

Ad¬m 2. Her noktadan tam olarak n+1 tane do¼gru geçti¼gi varsay¬ls¬n. Aç¬kça

bir L, n�do¼grusu için L ye paralel do¼grular¬n kümesi L ile birlikte bir paralel s¬n¬f

belirtir.
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a herhangi bir noktadan geçen n�do¼gru say¬s¬olsun. Bu durumda

v = 1 + ak + (n+ 1)(n� k � 1)

dir.

·Ilk olarak a = 1 oldu¼gu düşünülsün. Dolay¬s¬yla v = n(n � k) dir. Ayr¬ca,

nbn = an(n � k), bn = n � k d¬r. Herhangi bir (n � k)�do¼grunun herhangi bir

n�do¼gruyla kesi̧sti¼gi ve bir n�do¼gruyu kesen (n�k)�do¼grular¬n say¬s¬n¬n bn�k = n2

oldu¼gu gösterilebilir. Bu yüzden b = n2 + n + 1� (k + 1) ve S; n: mertebeden bir

projektif düzlemde bir (k + 1)�demetin pseudo-komplementidir.

a > 1 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Dolay¬s¬yla kesi̧sen L ve L0, n�do¼grular çifti mev-

cuttur. Bu do¼grulardan biri veya ikisiyle kesi̧sen do¼grular¬n say¬s¬en az n2 + n ve

b � n2 + n dir.

Ad¬m 3. b = n2 + n ve a > 1 olsun. Ad¬m 2 deki verilerden, L nin bir paralel

s¬n¬f¬nda n tane do¼gru oldu¼gu görülebilir. Ayr¬ca, iki farkl¬paralel s¬n¬f ortak bir

do¼gruya sahip de¼gildir.

Bir paralel s¬n¬ftaki n�do¼grular¬n say¬s¬c olsun. Bu durumda

1 + ak + (n+ 1)(n� k � 1) = v = cn+ (n� c)(n� k) = ck + n(n� k)

ve bu yüzden c = a� 1 dir. Sonuç olarak

bn = n(a� 1) + c = (n+ 1)(a� 1)

dir. S deki tüm paralel s¬n¬�ar¬n say¬s¬bn=c = n+1 dir. ·Iki paralel s¬n¬f kesi̧smedi¼gi

için, b = (n + 1)n den S nin bir paralelizm oldu¼gu gösterilebilir. n + 1 tane s¬n¬fa

onlara kaŗs¬l¬k gelen sonsuzdaki n+ 1 tane nokta kaŗs¬l¬k getirilip ve bu n+ 1 tane

noktadan geçen sonsuzdaki do¼gru ilave edilince, b = n2+ n+1 do¼grulu, her noktas¬

n+ 1, her do¼grusu n� k + 1 veya n+ 1 dereceli olan bir S 0 lineer uzay¬elde edilir.

Sonuç olarak, [1 + ak + (n+ 1)(n� k � 1)] a = va = nbn = (n + 1)(a � 1)n,

a2k�a(kn+n+k)+n(n+1) = 0 d¬r; buradan a = n+1 veya a = n=k d¬r. a = n+1

olamayaca¼g¬aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla v = (n+ 1)(n� k) ve S 0, (n+ 1)(n+ 1� k) tane

noktaya sahiptir. Dolay¬s¬yla S 0, n: mertebeden bir projektif düzlemde bir maksimal

k�yay¬n pseudo-komplementidir.



65

Ad¬m 4. Son olarak, b = n2 + n+ 1 ve a > 1 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Ad¬m 2 den

herbir paralel s¬n¬f¬n tam olarak n + 1 tane elemana sahip oldu¼gu gösterilebilir ve

iki farkl¬paralel s¬n¬f tam olarak bir do¼gruda kesi̧sir.

M bir (n � k)�do¼gru olsun. M ile kesi̧smeyen bn � (n � k)a tane n�do¼gru

vard¬r. Bu şekildeki her n�do¼gruM üzerinde bir paralel s¬n¬f belirler ve bu yüzden

bu paralel s¬n¬f¬n hiçbir n�do¼grusuM ile kesi̧smez. Dolay¬s¬ylaM üzerindeki paralel

s¬n¬�ar¬n say¬s¬

bn � (n� k)a
c

=
n(a� 1) + c� (n� k)a

c
= 1 + k

d¬r. P 0 = P[fS nin tüm paralel s¬n¬�ar¬g ve L0, L nin do¼grular¬na sonsuzdaki nok-

talar¬n eklenmesine kaŗs¬l¬k gelsin. S 0 = (P 0;L0) üzerinde bulunma yap¬s¬tan¬mlan-

s¬n. Herhangi iki paralel s¬n¬f tam olarak bir tane ortak do¼gruya sahip oldu¼gundan,

S 0 bir lineer uzayd¬r. Ayn¬zamanda, S 0 de herbir do¼gru ve nokta n + 1 derece-

lidir. Bu durumda S 0, Önerme 2.3.6 den n: mertebeden bir projektif düzlemdir. S,

Teorem 4.4.1 in (iv) şart¬ndaki gibi bir lineer uzayd¬r. �
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SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada, sonlu lineer uzaylar do¼gru derecelerine göre s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r.

Ard¬̧s¬k iki do¼gru dereceli lineer uzaylar L. M. Batten ve J. Totten taraf¬ndan 1980�de

s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r. Ard¬̧s¬k üç do¼gru dereceli lineer uzaylar L. M. Batten taraf¬ndan

incelenmi̧stir. Ard¬̧s¬k olmayan iki do¼gru dereceli lineer uzaylar ise A. Beutelspacher

taraf¬ndan 1986�da incelenmi̧stir. Bu çal¬̧smada, bu makaleler ayr¬nt¬l¬bir şekilde

incelenmi̧stir.

Ard¬̧s¬k iki do¼gru dereceli lineer uzaylar toplam nokta say¬s¬üzerindeki k¬s¬tla-

malara göre, delinmi̧s a�n ya da projektif düzlem, sonsuzdaki bir nokta ilaveli bir

a�n düzlem, bir a�n düzlemin bir do¼grusunun bir noktas¬hariç tüm noktalar¬yla

at¬lmas¬yla elde edilen lineer uzay, bir a�n düzlemden bir üçgenin at¬lmas¬yla elde

edilen lineer uzay, Nwankpa-Shrikhande düzlemi veya projektif düzlemde iki do¼gru-

nun pseudo-komplementidir.

Ard¬̧s¬k üç do¼gru dereceli v � n2 noktal¬, n � 23, lineer uzaylardan baz¬lar¬

n: mertebeden bir projektif düzlemde (n + 1)�yay¬n komplementi ve Nwankpa-

Shrikhande düzlemidir.

Ard¬̧s¬k olmayan iki do¼gru dereceli lineer uzaylar do¼gru say¬s¬üzerindeki k¬s¬t-

lanmaya ba¼gl¬olarak n: mertebeden bir projektif düzlemde k � 2, (k+ 1)�demetin

pseudo-komplementi ya da bir (n+ 1)�do¼grusu at¬lm¬̧s n: mertebeden bir projektif

düzlemde bir maksimal k�yay¬n pseudo-komplementidir.

Sonlu lineer uzaylar do¼gru derecelerine göre s¬n¬�and¬r¬l¬rken toplam nokta ve

do¼gru say¬s¬üzerindeki k¬s¬tlamalar de¼gi̧stikçe daha farkl¬ sonuçlar elde edilebilir.

Ard¬̧s¬k olmayan üç ve daha fazla do¼gru dereceli lineer uzaylar ile ard¬̧s¬k olan dört

ve daha fazla do¼gru dereceli lineer uzaylar araşt¬r¬labilir.
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