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ÖZET 
 
 
 

Bu tezde bazı sonlu halkalar üzerinde projektif doğrular ayrıntılı olarak incelenmiştir.  

63. mertebeye kadar olan, değişmeli ve birimsele sahip olan halkalar üzerinde projektif 

doğruların tablosu verilmiştir.  Bunlardan 𝐺𝐹(2)[𝑥]/〈𝑥³ − 𝑥〉, 𝐺𝐹(2)[𝑥]/〈𝑥² − 𝑥〉, 

ℤ₄[𝑥]/〈𝑥² − 3𝑥 − 3〉 bölüm halkaları, 𝐺𝐹(2) ⊗𝐺𝐹(2) ⊗𝐺𝐹(2), ℤ₄⊗ ℤ₄, 

𝐺𝐹(3) ⊗𝐺𝐹(2) ⊗𝐺𝐹(4)  direkt çarpım halkaları ve 𝐺𝐹(17) halkası gözönüne alınarak 

bunlar üzerindeki projektif doğrular incelenmiştir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Projektif doğru, bölüm halkası, direkt çarpım halkası 
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SUMMARY 
 
 

In this thesis some projective lines over finite rings are examine.  Projective lines over 

commutative rings with units up to order 63 are given as a table.  The projective line over the 

factor rings 𝐺𝐹(2)[𝑥]/〈𝑥³ − 𝑥〉, 𝐺𝐹(2)[𝑥]/〈𝑥² − 𝑥〉, ℤ₄[𝑥]/〈𝑥² − 3𝑥 − 3〉, the projective 

lines over the product rings  𝐺𝐹(2) ⊗𝐺𝐹(2) ⊗𝐺𝐹(2), ℤ₄⊗ ℤ₄, 

 𝐺𝐹(3) ⊗𝐺𝐹(2) ⊗𝐺𝐹(4)  and 𝐺𝐹(17) are examine in details. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Keywords: Projective line, factor ring, product ring 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Sonlu projektif halka geometrisi özellikleri, do¼grular¬aç¬s¬ndan ele al¬nd¬¼g¬nda

önemli bir cebirsel geometri dal¬d¬r.

63. mertebeye kadar olan, de¼gi̧smeli ve birimsele sahip olan halkalar üzerindeki

projektif do¼grular¬n tablosu verilmi̧s ve bunlardan baz¬incelenmi̧stir.

Bu tezdeGF (2)[x]=hx3�xi bölüm halkas¬öncelikle incelenmekte ve elemanlar¬ile

ilgili projektif do¼grunun noktalar¬bulunmaktad¬r. Halkan¬n iki̧ser iki̧ser distant üç

noktas¬n¬n komşulu¼gunda 18 nokta bulunmaktad¬r. Herhangi bir do¼gru üzerindeki

noktan¬n komşulu¼gunda dokuz eleman vard¬r. Halkan¬n iki maksimal idealinin

her ikisi alt¬nda üç ayk¬r¬aile oluşur. Her ailede bulunan noktalar¬n rolleri di¼ger bir

ideale geçince de¼gi̧sir. Di¼ger taraftan R�=J� ile GF (2)
GF (2) nin izomor�k oldu¼gu

görülmektedir. R�=J� üzerindeki projektif do¼gru dokuz nokta içerir. Onlar¬n herbiri

dört komşu ve dört distant nokta içerir ve herhangi iki distant noktan¬n iki komşusu

ortakt¬r.

GF (2)
GF (2)
GF (2) direkt çarp¬m halkas¬n¬n birimsel eleman¬d¬̧s¬ndaki tüm

elemanlar¬s¬f¬r bölendir ve aşikar olmayan (iki̧ser iki̧ser distant üç nokta d¬̧s¬nda)

iki farkl¬nokta kümesi daha vard¬r: Zay¬f ve kuvvetli noktalar. Bundan dolay¬yap¬

biraz daha karmaş¬k bir hal al¬r. 27 nokta içeren halkan¬n herbir komşulu¼gunda 18

nokta vard¬r. ·Iki̧ser iki̧ser distant noktalar¬n komşulu¼gunda ortak 12 nokta vard¬r

ve iki̧ser iki̧ser distant üç noktan¬n komşulu¼gunda 6 ortak nokta vard¬r. Do¼gru

üzerindeki noktalar üç gruba ayr¬l¬r:

a) ·Iki̧ser iki̧ser distant üç ay¬rt edici nokta (çekirdek),

b) Koordinatlar¬ndan biri birimsel biri s¬f¬r bölen olan 12 iç kabuk noktas¬,

c) Koordinatlar¬n¬n ikisi de s¬f¬r bölen olan 12 d¬̧s kabuk noktas¬.

GF (2)[x]=hx3 � xi ve GF (2) 
 GF (2) 
 GF (2) halkalar¬na ek olarak s¬ras¬yla

Z4 
 Z4 ve GF (3) 
 GF (2) 
 GF (4) direkt çarp¬m halkalar¬, GF (17) halkas¬ ile

Z4[x]=hx2 � 3x� 3i bölüm halkas¬gözönüne al¬narak bunlar

üzerindeki projektif do¼grular da incelenmi̧stir.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1: G , boş olmayan bir küme ve �; G üzerinde bir ikili i̧slem olsun.

Bu taktirde aşa¼g¬daki aksiyomlar sa¼glan¬rsa, (G; �) ikilisine (sistemine) bir grup ad¬

verilir.

G1. 8 a; b 2 G için, a � b 2 G dir. (Kapal¬l¬k özelli¼gi)

G2. 8 a; b; c 2 G için, (a � b) � c = a � (b � c) 2 G dir. (Birleşme özelli¼gi)

G3. 8 a 2 G için 9 e 2 G öyle ki, a � e = e � a = a d¬r. (Birim eleman özelli¼gi)

G4. 8 a 2 G için, 9 b 2 G öyle ki, a � b = b � a = e dir. (Ters eleman özelli¼gi)

E¼ger (G; �) grubu de¼gi̧simli ise,

G5. 8 a; b 2 G için a�b = b�a aksiyomu da sa¼glan¬yorsa, (G; �) grubuna de¼gişimli

bir grup veya bir Abel grubu denir. (Gruba Abel s¬fat¬n¬n eklenmesi, Norveçli bir

matematikçi olan Niels Henrik Abel (1802-1829) in ad¬na izafetendir.).

Buradan sonra, aksi söylenmedikçe, grup i̧slemi (�) çarp¬msal i̧slem olarak al¬-

nacak ve a � b yerine ab yaz¬lacakt¬r (Olgun, 2003).

Teorem 2.2: Her (G; �) grubu için,

(a) G nin birim eleman¬tektir.

(b) G nin her bir eleman¬n¬n tersi tektir.

(c) 8 a; b; c 2 G için ab = ac =) b = c dir. (Sol sadeleştirme özelli¼gi).

(d) 8 a; b; c 2 G için ba = ca =) b = c dir. (Sa¼g sadeleştirme özelli¼gi).

·Ispat:

(a) E¼ger e1; e2 2 G iki birim eleman ise, e1 = e1e2 = e2 olaca¼g¬ndan, e1 = e2

olur.

(b) a 2 G ve b; c de, a n¬n iki tersi olsun. Bu durumda,

b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c oldu¼gundan b = c bulunur.

(c) 8 a; b; c 2 G için ab = ac =) a�1(ab) = a�1(ac) =) (a�1a)b = (a�1a)c

=) b = c olur.

(d) 8 a; b; c 2 G için ba = ca =) (ba)a�1 = (ca)a�1
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=) b(aa�1) = c(aa�1) =) b = c olur (Olgun,

2003).

Tan¬m 2.3: G bir grup, ? 6= A � G olsun. E¼ger A;G nin i̧slemine göre bir

grup teşkil ediyorsa, A ya G nin bir alt grubu denir (Olgun, 2003).

Teorem 2.4: G bir grup, ? 6= A � G olsun.

Bu taktirde A, G nin bir alt grubudur () 8 a; b 2 A için ab�1 2 A d¬r.
·Ispat:

(=)) A, G nin bir alt grubu olsun.

8 a; b 2 A =) a; b�1 2 A (b nin b�1 tersi var oldu¼gundan)

=) ab�1 2 A (i̧slem kapal¬oldu¼gundan)

((=) Tersine, 8 a; b 2 A için ab�1 2 A olsun.

� 8 a; b 2 A için (a = b al¬n¬rsa), bb�1 2 A =) e 2 A yani G nin birim eleman¬

A n¬n da birim eleman¬d¬r.

� e; b 2 A =) eb�1 = b�1 2 A d¬r. Yani, G nin her eleman¬n¬n tersi mevcuttur.

� 8 a; b 2 A =) a; b�1 2 A

=) a(b�1)�1 2 A

=) ab 2 A

olur. Yani A da i̧slem kapal¬d¬r.

G de birleşme özelli¼gine sahip olan grup i̧sleminin A � G de de ayn¬özelli¼ge

sahip olaca¼g¬aşikard¬r.

O halde A, G nin bir alt grubudur (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.5: (H;+; �) cebirsel yap¬s¬ verilmi̧s olsun. Aşa¼g¬daki dört koşul

sa¼glan¬rsa, (H;+; �) ya bir halka denir.

H1. (H;+) bir de¼gi̧smeli gruptur.

H2. (H; �) kapal¬d¬r.

H3. (H; �) n¬n birleşme özelli¼gi vard¬r.

H4. (H;+; �) da sol ve sa¼g da¼g¬lma özellikleri vard¬r (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.6: (H;+; �) herhangi bir halka olsun. E¼ger (H; �) n¬n de¼gi̧sme özelli¼gi

varsa, H halkas¬na de¼gişmeli halka denir. Benzer şekilde, e¼ger (H; �) n¬n birim

eleman¬varsa, H halkas¬na birimli halka denir (Olgun, 2003).



4

Tan¬m 2.7: H bir halka, A 6= ? ve A � H olsun. E¼ger H üzerindeki ikili

i̧slemlere göre A bir halka oluşturuyor ise, A ya H nin bir alt halkas¬denir (Olgun,

2003).

Teorem 2.8: H bir halka, A � H bir özalt küme olsun. A n¬n, H nin bir

althalkas¬olmas¬için gerek ve yeter şartlar,

(i) A; H nin ikili i̧slemleri alt¬nda kapal¬olmas¬

(ii) x 2 A =) �x 2 A olmas¬d¬r.
·Ispat:

(=)) E¼ger A;H nin althalkas¬ ise A; H nin ikili i̧slemleri alt¬nda halka olma

aksiyomlar¬n¬sa¼glayaca¼g¬ndan (i) ve (ii) nin sa¼glanaca¼g¬aç¬kt¬r.

((=) Tersine, şimdi, (i) ve (ii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m. (i) şart¬ndan H2 nin

sa¼gland¬¼g¬görülür. 8 x; y 2 A için, (ii) den x;�y 2 A yaz¬labilir. (i) şart¬gere¼gi

de x � y 2 A olaca¼g¬ndan A;H nin toplamsal bir alt grubudur. Dolay¬s¬yla H1

sa¼glan¬r. A � H oldu¼gundan di¼ger halka olma aksiyomlar¬da sa¼glan¬r. Bundan

dolay¬A, H nin bir althalkas¬d¬r (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.9: H herhangi bir birimli halka olsun. Bir r 2 H eleman¬n¬n

çarp¬msal tersi varsa r ye, H nin bir birimsel (tersinir) eleman¬denir (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.10: H nin s¬f¬rdan farkl¬her eleman¬birimsel ise, H ye bir bölümlü

halka veya ayk¬r¬cisim denir. De¼gi̧simli olan bir bölümlü halkaya da bir cisim denir

(Olgun, 2003).

Örnek 2.11: (Z;+; �) bir bölümlü halka de¼gildir. Çünkü, 1 ve -1 hariç,

s¬f¬rdan farkl¬ hiçbir eleman¬n çarp¬msal tersi yoktur. Dolay¬s¬yla bu halka bir

cisim de de¼gildir. Buna kaŗs¬l¬k (Q;+; �) ve (R;+; �) nin ikisinin de s¬f¬rdan farkl¬

her eleman¬birimsel oldu¼gundan birer bölümlü halkad¬rlar. Ayr¬ca her ikisinde de

çarpma i̧slemi de¼gi̧simli oldu¼gundan, bunlar cisimdirler.

Tan¬m 2.12: H bir halka olsun. Bu taktirde 8 a 2 H için

na = a+a+ :::+a = 0 (n kez) olacak şekilde bir en küçük n pozitif tam say¬s¬varsa,

H nin karakteristi�gi n dir denir. E¼ger böyle hiçbir n tam say¬s¬mevcut de¼gilse,

H nin karakteristi¼gi s¬f¬rd¬r denir (Olgun, 2003).

Z;Q;R;C nin herbirinin karakteristi¼gi s¬f¬rd¬r. Her n > 1 için katsay¬lar¬Zn
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içinde olan polinomlar¬n oluşturdu¼gu Zn[x] halkas¬n¬n karakteristi¼gi ise n dir.

Tan¬m 2.13: H bir halka ve a; b 2 H, s¬f¬rdan farkl¬iki eleman olmak üzere

e¼ger, ab = 0 ise a ve b elemanlar¬na H nin s{f{r b�olenleri ad¬verilir (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.14: Bir halkan¬n s¬f¬rdan farkl¬her eleman¬birimsel ise bu halka bir

cisimdir, buna sonlu cisim yada Galois cismi denir ve GF (q) ile gösterilir. Burada

q eleman say¬s¬n¬gösterir ve p asal say¬olmak üzere n 2 Z+ için q = pn dir

(Olgun, 2003).

Tan¬m 2.15: H bir halka ve I; H nin bir alt halkas¬olsun. E¼ger her x 2 H

ve a 2 I için ax 2 I ve xa 2 I ise, I ya H nin bir ideali denir (Karakaş, 1998).

Tan¬m 2.16: Bir H halkas¬için I 6= H koşulunu sa¼glayan bir I idealine, H

nin özideali denir. E¼ger her x; y 2 H için xy 2 I iken x 2 I veya y 2 I oluyorsa,

I ideali H nin bir asal idealidir denir. E¼ger H nin I y¬kapsayan, I dan başka, hiç

bir özideali yoksa, I ya H nin bir maksimal ideali denir (Karakaş, 1998).

Tek maksimal ideali bulunan halkaya lokal halka denir (Saniga and Planat, 2006).

Tan¬m 2.17: H bir halka olsun. a 2 H için Ha ya temel ideal denir ve hai ile

gösterilir (Karakaş, 1998).

Tan¬m 2.18: H bir halka ve I onun bir ideali ise

�H � H=I = fa + I j a 2 Hg H nin I idealine göre bölüm halkas¬ olarak isim-

lendirilir.

(a+ I) + (b+ I) = a+ b+ I

(a+ I) � (b+ I) = ab+ I

i̧slemleri alt¬nda �H bir halkad¬r. E¼ger I maksimal ideal ise �H bir cisimdir. Maksimal

ideallerin kesi̧simine Jacobson radikal denir (Saniga and Planat, 2006).

Örnek 2.19: H = Z halkas¬nda I = 4Z idealini ele al¬n¬rsa,

H=I = fI+0; I+1; I+2; I+3g bölüm halkas¬elde edilir. Bu halkan¬n i̧slem tablolar¬

Tablo 2.1 de verilmi̧stir:
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+ I + 0 I + 1 I + 2 I + 3

I + 0 I + 0 I + 1 I + 2 I + 3

I + 1 I + 1 I + 2 I + 3 I + 0

I + 2 I + 2 I + 3 I + 0 I + 1

I + 3 I + 3 I + 0 I + 1 I + 2

6 I + 0 I + 1 I + 2 I + 3

I + 0 I + 0 I + 0 I + 0 I + 0

I + 1 I + 0 I + 1 I + 2 I + 3

I + 2 I + 0 I + 2 I + 0 I + 2

I + 3 I + 0 I + 3 I + 2 I + 1

Tablo 2.1 : Z=4Z de Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

Tan¬m 2.20: X ile Y iki küme olsun. E¼ger X den Y üzerine birebir bir

fonksiyon varsa X ile Y ayn¬say¬da elemana sahiptir veya ayn¬kardinaliteye

sahiptir denir. Di¼ger bir deyi̧sle, X in elemanlar¬Y nin bütün elemanlar¬ile birebir

eşlenebiliyor ise X ile Y ayn¬kardinaliteye sahiptir denir (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.21: (G; �) ve (G0; ?) herhangi iki grup, f : G ! G0 bir fonksiyon

olsun. E¼ger 8 a; b 2 G için,

f(a � b) = f(a) ? f(b)

ise f ye bir grup homomor�zmi ad¬verilir. Verilen yap¬lar¬n grup oldu¼gu bilindi¼gi

taktirde f ye yaln¬zca homomor�zm denir (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.22: (G; �) ve (G0; ?) herhangi iki grup, f : G! G0 bir homomor�zm

olsun. E¼ger f , birebir ve örten fonksiyon ise, f ye bir izomor�zm denir ve G ile G0

gruplar¬na izomorf gruplar ad¬verilir (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.23: (H;+; �) ve (H 0;�;�) herhangi iki halka, f : H ! H 0 bir

fonksiyon olsun. E¼ger a; b 2 H için,

f(a+ b) = f(a)� f(b) ve f(a � b) = f(a)� f(b)

ise, f dönüşümüne H den H 0 ye bir homomor�zm denir. Bu taktirde H ve H 0

halkalar¬, homomorf halkalar ad¬n¬al¬r. Birebir ve örten özelli¼gi bulunan f ho-

momor�zmine ise izomor�zm, H ve H 0 halkalar¬na izomorf halkalar denir (Olgun,

2003).

Bu tan¬mdan dolay¬f(0) = 0 ve f(�a) = �f(a) oldu¼gundan H nin birimsel

eleman¬n¬n H 0 nin birimsel eleman¬na dönüştü¼gü görülebilir.



7

Tan¬m 2.24: (H;+; �) ve (H 0;�;�) herhangi iki halka, f : H ! H 0 bir halka

homomor�zmi olmak üzere fa 2 H j f(a) = 0g kümesine f nin çekirde¼gi denir ve

çekirdek, H nin bir idealidir (Olgun, 2003).

Tan¬m 2.25: (H;+; �) ve (H 0;�;�) herhangi iki halka, f : H ! H 0 dönüşümü-

nün bir kanonik homomor�zm olabilmesi için aşa¼g¬daki iki koşulun sa¼glanmas¬gerekir.

i) f bir halka homomor�zmidir, yani her a; b 2 H için,

� f(a+ b) = f(a)� f(b)

� f(a � b) = f(a)� f(b)

� f(1) = 1

dir.

ii) f nin çekirde¼gi halkan¬n idealidir (Saniga and Planat, 2006).

Örnek 2.26: GF (2) halkas¬n¬n karakteristi¼gi 2 dir ve elemanlar¬0 ile 1 dir.

1 + 1 � 0 oldu¼gundan +1 � �1 dir. GF (2) nin toplama ve çarpma i̧slemi tablolar¬

Tablo 2.2 de verilmi̧stir:

ã 0 1

0 0 1

1 1 0

å 0 1

0 0 0

1 0 1

Tablo 2.2 : GF (2) de Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

Z4 halkas¬n¬n karakteristi¼gi 4 tür. Elemanlar¬da f0; 1; 2; 3g tür. Toplama ve

çarpma tablolar¬ise Tablo 2.3 teki gibidir:

ã 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

å 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

Tablo 2.3 : Z4 de Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

GF (4) halkas¬n¬n ise karakteristi¼gi 2 dir ve elemanlar¬şunlard¬r:

GF (4) = GF (22) �= GF (2)[x]=hx2 + x + 1i; GF (2) nin 2. dereceden bir geni̧sleme-
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sidir. x2 + x + 1 polinomu GF (2)[x] de indirgenemez polinomdur. x2 + x + 1

polinomunun bir kökü � olmak üzere

GF (4) = fa0 + a1�+ h�2 + �+ 1ija0; a1 2 GF (2)g.

= fh�2 +�+1i; 1+ h�2 +�+1i; �+ h�2 +�+1i; �+1+ h�2 +�+1ig

oldu¼gundan,

f : GF (2)[�]=h�2 + �+ 1i ! GF (2)[�]

a0 + a1�+ h�2 + �+ 1i ! a0 + a1�

izomor�zmi tan¬mlanabilir.

Böylece GF (4) ün elemanlar¬f0; 1; �; �+1g bulunur. GF (4) te 1 � �1 ve �2+

�+ 1 � 0 oldu¼gundan toplama ve çarpma i̧slemi tablolar¬Tablo 2.4 te verilmi̧stir:

ã 0 1 J J + 1

0 0 1 J J + 1

1 1 0 J + 1 J

J J J + 1 0 1

J + 1 J + 1 J 1 0

å 0 1 J J + 1

0 0 0 0 0

1 0 1 J J + 1

J 0 J J + 1 1

J + 1 0 J + 1 1 J

Tablo 2.4 : GF (4) te Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

Karakteristi¼gi 3 olan GF (27) nin elemanlar¬da şunlard¬r:

GF (33); GF (3) ün kübik bir geni̧slemesidir ve Z3[x] de x3 + x2 + x + 2 bir

indirgenemez polinomdur. Böylece � bu polinomun bir kökü olmak üzere,

GF (27) = fa0 + a1�+ a2�2ja0; a1; a2 2 GF (3) = Z3g

oldu¼gundan yukar¬da yap¬lan i̧slemlere benzer olarak GF (27) nin elemanlar¬

f0; 1; 2; �; � + 1; �+ 2; 2�; 2�+ 1; 2�+ 2; ; �2; �2 + 1; �2 + 2; �2 + �;

�2 + �+ 1; �2 + �+ 2; �2 + 2�; �2 + 2�+ 1; �2 + 2�+ 2; 2�2; 2�2 + 1;

2�2 + 2; 2�2 + �; 2�2 + �+ 1; 2�2 + �+ 2; 2�2 + 2�; 2�2 + 2�+ 1;

2�2 + 2�+ 2g

olarak bulunur.

·Ileride i̧slem kolayl¬¼g¬aç¬s¬ndan � yerine x kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.27: P 6= ? bir küme ve � � P � P , P üzerinde bir ba¼g¬nt¬olsun.

Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan (P;�) çiftine bir distant uzay denir.

i) � simetriktir, yani p � q =) q � p dir.
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ii) � yans¬mal¬de¼gildir, yani her p 2 P için p ��p dir.( ��, � n¬n olumsuzudur)

P nin elemanlar¬na noktalar, � ba¼g¬nt¬s¬na distantl¬k ba¼g¬nt¬s¬denir ve

p � q ise p; q 2 P noktalar¬na "(biribirine) distantt¬r" denir (Bluck and Herzer,

2005).

Tan¬m 2.28: (P;�) bir distant uzay olsun. (P;�) aşa¼g¬daki gibi isimlendirilir.

i) E¼ger P de iki̧ser iki̧ser distant üç nokta varsa aşikar (trivial) olmayan distant

uzay,

ii) E¼ger key� p; q 2 P noktalar¬ için p � r � q özelli¼ginde bir r 2 P noktas¬

varsa stabil distant uzay,

iii) E¼ger key� p; q 2 P noktalar¬için, p0 = p; pn = q ve pi�1 � pi (i = 1; 2; :::; n)

olacak şekilde bir n 2 N ve p0; p1; :::; pn 2 P noktalar¬varsa ba¼glant¬l¬distant uzayd¬r

(Bluck and Herzer, 2005).

Örnek 2.29: P do¼grular¬n kümesi ve� ba¼g¬nt¬s¬"ayk¬r¬" (do¼grular¬n ayk¬r¬l¬¼g¬)

olsun. Bu durumda (P;�) distant uzay¬incelenirse;

� Uzayda iki̧ser iki̧ser ayk¬r¬olmayan üç do¼gru oldu¼gundan bu distant uzay aşikar

(trivial) olmayan distant uzayd¬r.

� Uzayda (ayk¬r¬olan yada olmayan) hangi do¼gru çifti al¬n¬rsa al¬ns¬n her ikisine

de ayk¬r¬olan üçüncü bir do¼gru her zaman bulunabilece¼ginden dolay¬bu distant

uzay stabil distant uzayd¬r.

� Ba¼glant¬l¬ distantl¬k özelli¼gi stabil olman¬n bir genelleştirilmesi oldu¼gundan

dolay¬bu distant uzay ba¼glant¬l¬distant uzayd¬r,

oldu¼gu görülmektedir.

Tan¬m 2.30: Grafta herbir dü¼güm bir nokta ile temsil edilir. Ayr¬t ise iki

dü¼gümüne kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬birleştiren do¼gru parças¬ya da basit e¼gridir. D

ve A iki ayr¬k küme ve D 6= ? olsun. di 2 D (i = 1; 2; :::; n) dü¼gümler ve ak 2

A (k = 1; 2; :::;m) ayr¬tlar olmak üzere herbir ak ayr¬t¬n¬bir fdi; djg dü¼güm çiftine

eşleyen bir g ba¼g¬nt¬s¬var ise (D;A) ikilisine graf denir (Bluck and Herzer, 2005).

Tan¬m 2.31: Bir ak ayr¬t¬nda ak = fdi; djg olacak şekildeki di ve dj dü¼gümlerine

"bitişiktir" denir. ak ile di ya da ak ile dj ye ise "çak¬̧s¬kt¬r" denir (Bluck and Herzer,

2005).
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Tan¬m 2.32: (P;�) ve (P 0;�0) distant uzaylar olsun. ' : P ! P 0 dönüşümü

verilsin. E¼ger p; q 2 P için p � q ) p' � q' gerektirmesi sa¼glan¬yor ise ' ye distant

uzaylar¬n mor�zmi denir (Bluck and Herzer, 2005).

Tan¬m 2.33: G1 = fD1; A1g ve G2 = fD2; A2g gra�ar¬için ; D1 den D2 ye

biti̧sikli¼gi koruyan, birebir, örten bir dönüşüm var ise G1 graf¬G2 graf¬na "izomorf-

tur" denir (Bluck and Herzer, 2005).

Tan¬m 2.34: Bir grafta, e¼ger biribirinden farkl¬dü¼gümleri ba¼glayan bir yol

varsa "dü¼gümler biribiriyle ba¼glant¬l¬d¬r" denir (Bluck and Herzer, 2005).

Örnek 2.35: Bir (P;�) distant uzay¬n¬n ba¼glant¬l¬olabilmesi için gerek ve yeter

koşul ilgili G(P;�) graf¬n¬n grafteori anlam¬nda ba¼glant¬l¬olmas¬d¬r. Şekil 2.1 de

ba¼glant¬l¬ iki distant uzay¬n gra�ar¬ çizilmi̧stir. Birincisi stabil distant uzayd¬r,

ikincisi de¼gildir. (Bluck and Herzer, 2005)

Şekil 2.1 : Birinci graf (G1) stabil distant uzayd¬r, ikincisi (G2) de¼gildir

Şekil 2.1 deki gra�arda P1 = P2 = P yani nokta kümeleri eşit al¬nabilir. Böylece

' = idp : (P;�2) ! (P;�1) bir mor�zmdir. Çünkü ikinci grafta bir ayr¬t ile

birleştirilen dü¼gümler, birinci grafta da birleştirilmi̧stir. Bu mor�zm elbette ki

bijektiftir fakat bir izomor�zm de¼gildir. Çünkü

'�1 = idp : (P;�1)! (P;�2)

bir mor�zm de¼gildir. O halde bu iki distant uzay biribirine izomorf de¼gildir.

Bu durum ayr¬ca şöyle de görülebilir: Distant uzaylardan biri stabil distant uzay

oldu¼gundan ve di¼geri stabil olmad¬¼g¬ndan bu iki uzay biribirine izomorf de¼gildir.

Mor�zmler, "stabil", "aşikar olmama" ve "ba¼glant¬l¬" özelliklerini korurlar.
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BÖLÜM 3

BAZI KÜÇÜK MERTEBEL·I HALKALAR
ÜZER·INDE PROJEKT·IF DO¼GRU

ÖRNEKLER·I

Tablo 3.1 ve devam¬ndaki tablolarda 63. mertebeye kadar olan, de¼gi̧smeli ve bir-

imsele sahip olan halkalar üzerindeki projektif do¼grular¬n özellikleri incelenmi̧stir.

Do¼gru tipi "x=y" formunda verilmi̧stir ki "x" ilgili halkadaki toplam eleman say¬s¬n¬

ve "y" ise s¬f¬r bölenlerin toplam say¬s¬n¬ göstermektedir. "Toplam", ilgili do¼gru

üzerindeki toplam nokta say¬s¬n¬; "I.Tip", I.Tip nokta say¬s¬n¬ (Nokta koordinat-

lar¬ndan en az biri birimsel olan nokta); "1Komş", herhangi bir noktan¬n komşu-

lu¼gundaki nokta say¬s¬n¬; "2Komş", herhangi iki distant noktada bulunan ortak nokta

say¬s¬n¬; "3Komş", üç distant noktan¬n ortak nokta say¬s¬n¬göstermektedir. "Jcb",

Jacobson nokta say¬s¬n¬ göstermektedir. Ayr¬ca kal¬n har�e belirtilenler incelenen

halkalar¬ göstermektedir (Saniga, et al., 2007).
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Doğru Tipi Noktaların özellikleri Temsil Edilen Halka

Toplam I.Tip 1Komş 2Komş 3Komş Jcb

63/15 80 78 16 2 0 2 GFÝ7Þå GFÝ9Þ
63/27 96 90 32 6 0 14 GFÝ7Þå ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

63/39 128 102 64 26 6 4 GFÝ7Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þ
63/32 96 94 33 2 0 29 GFÝ2Þå GFÝ31Þ

61/1 62 62 0 0 0 0 GFÝ61Þ

60/36 120 96 59 24 6 5 GFÝ3Þå GFÝ5Þå GFÝ4Þ
60/44 144 104 83 40 12 15 GFÝ3Þå GFÝ5Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

60/52 216 112 155 104 60 7 GFÝ3Þå GFÝ5Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

59/1 60 60 0 0 0 0 GFÝ59Þ

58/30 90 88 31 2 0 27 GFÝ2Þå GFÝ29Þ

57/21 80 78 22 2 0 16 GFÝ3Þå GFÝ19Þ

56/14 72 70 15 2 0 1 GFÝ7Þå GFÝ8Þ
56/32 96 88 39 8 0 23 GFÝ7Þå ¨8 , GFÝ7Þå GFÝ2Þßxà/Öx 3×

56/38 120 94 63 26 6 17 GFÝ7Þå GFÝ2Þå GFÝ4Þ
56/44 144 100 87 44 12 11 GFÝ7Þå GFÝ2Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

56/50 216 106 159 110 66 5 GFÝ7Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

55/15 72 70 16 2 0 6 GFÝ5Þå GFÝ11Þ

54/28 84 82 29 2 0 25 GFÝ2Þå GFÝ27Þ

54/36 108 90 53 18 0 17 GFÝ2Þå ¨27 , GFÝ2Þå GFÝ3Þßxà/Öx 3×

54/38 120 92 65 28 6 15 GFÝ2Þå GFÝ3Þå GFÝ9Þ
54/42 144 96 89 48 18 11 GFÝ2Þå GFÝ3Þå ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

54/46 192 100 137 92 54 7 GFÝ2Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þ

53/1 54 54 0 0 0 0 GFÝ53Þ

52/16 70 68 17 2 0 9 GFÝ13Þå GFÝ4Þ
52/28 84 80 31 4 0 23 GFÝ13Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

52/40 126 92 73 34 6 11 GFÝ13Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

51/19 72 70 20 2 0 14 GFÝ3Þå GFÝ17Þ

50/26 78 76 27 2 0 23 GFÝ2 å GFÝ25Þ

Tablo 3.1 : 63.mertebeye kadar, de¼gişmeli ve birimsele sahip olan halkalar

üzerindeki projektif do¼grular¬n özellikleri
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Doğru Tipi Noktaların özellikleri Temsil Edilen Halka

Toplam I.Tip 1Komş 2Komş 3Komş Jcb

50/30 90 80 39 10 0 19 GFÝ2Þå ß¨25 yada GFÝ5Þßxà/Öx 2×à

50/34 108 84 57 24 6 15 GFÝ2Þå GFÝ5Þå GFÝ5Þ

49/1 50 50 0 0 0 0 GFÝ49Þ

49/7 56 56 6 0 0 6 ¨49 , GFÝ5Þßxà/Öx 2×

49/13 64 62 14 2 0 0 GFÝ7Þå GFÝ7Þ

48/18 68 66 19 2 0 13 GFÝ3Þå GFÝ16Þ

48/24 80 72 31 8 0 7 GFÝ3Þå ßGFÝ4Þßxà/Öx 2× yada ¨4ßxà/Öx 2 ? 3x ? 3×à

48/30 10 78 51 22 6 3 GFÝ3Þå GFÝ4Þå GFÝ4Þ
48/32 96 80 47 16 0 15 GFÝ3Þå ¨16 , GFÝ3Þå ¨4ßxà/Öx 2×, . . .

48/34 108 82 59 26 6 13 GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ8Þ
48/36 120 84 71 36 12 11 GFÝ3Þå GFÝ4Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

48/40 144 88 95 56 24 7 GFÝ3Þå ¨4 å ¨4 , GFÝ3Þå GFÝ2Þå ¨8

48/42 180 90 131 90 54 5 GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ4Þ
48/44 216 92 167 124 84 3 GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

48/46 324 94 275 230 186 1 GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

47/1 48 48 0 0 0 0 GFÝ47Þ

46/24 72 70 25 2 0 21 GFÝ2Þå GFÝ23Þ

45/13 60 58 14 2 0 4 GFÝ5Þå GFÝ9Þ
45/21 72 66 26 6 0 8 GFÝ5Þå ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

45/29 96 74 50 22 6 2 GFÝ5Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þ

44/14 60 58 15 2 0 7 GFÝ11Þå GFÝ4Þ
44/24 72 68 27 4 0 19 GFÝ11Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

44/34 108 78 63 30 6 9 GFÝ11Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

43/1 44 44 0 0 0 0 GFÝ43Þ

42/30 96 72 57 24 6 11 GFÝ2Þå GFÝ3Þå GFÝ7Þ

41/1 42 42 0 0 0 0 GFÝ41Þ

40/12 54 52 13 2 0 3 GFÝ5Þå GFÝ8Þ
40/24 72 64 31 8 0 15 GFÝ5Þå ¨8 , GFÝ5Þå GFÝ2Þßxà/Öx 3×

Tablo 3.1 : (devam¬)
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Doğru Tipi Noktaların özellikleri Temsil Edilen Halka

Toplam I.Tip 1Komş 2Komş 3Komş Jcb

40/28 90 68 49 22 6 11 GFÝ5Þå GFÝ2Þå GFÝ4Þ
40/32 108 72 67 36 12 7 GFÝ5Þå GFÝ2Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

40/36 162 76 121 86 54 3 GFÝ5Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

39/15 56 54 16 2 0 10 GFÝ3Þå GFÝ13Þ

38/20 60 58 21 2 0 17 GFÝ2Þå GFÝ19Þ

37/1 38 38 0 0 0 0 GFÝ37Þ

36/12 50 48 13 2 0 5 GFÝ4Þå GFÝ9Þ
36/18 60 54 23 6 0 5 GFÝ4Þå ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

36/24a 80 60 43 20 6 1 GFÝ4Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þ
36/20 60 56 23 4 0 15 ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à å GFÝ9Þ
36/24b 72 60 35 12 0 11 ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à å ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

36/28a 90 64 53 26 6 7 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ9Þ
36/28b 96 64 59 32 12 7 ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à å GFÝ3Þå GFÝ3Þ
36/30 108 66 71 42 18 5 GFÝ2Þå GFÝ2Þå ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

36/32 144 68 107 76 48 3 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þ

35/11 48 46 12 2 0 2 GFÝ5Þå GFÝ7Þ

34/18 54 52 19 2 0 15 GFÝ2Þå GFÝ17Þ

33/13 48 46 14 2 0 8 GFÝ3Þå GFÝ11Þ

32/1 33 33 0 0 0 0 GFÝ32Þ

32/11 45 43 12 2 0 0 GFÝ4Þå GFÝ8Þ
32/16 48 48 15 0 0 15 ¨32 , GFÝ2Þßxà/Öx 5×

32/17 51 49 18 2 0 14 GFÝ2Þå GFÝ16Þ

32/18 54 50 21 4 0 13 GFÝ8Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

32/20 60 52 27 8 0 11 GFÝ8Þå ¨8 , GFÝ2Þå GFÝ4Þßxà/Öx 2×

32/23 75 55 42 20 6 8 GFÝ2Þå GFÝ4Þå GFÝ4Þ
32/24 72 56 39 16 0 7 GFÝ2Þå ¨16 , ¨4 å ¨8

32/25 81 57 48 24 6 6 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ8Þ
32/26 90 58 57 32 12 5 GFÝ2Þå GFÝ4Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

Tablo 3.1 : (devam¬)
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Doğru Tipi Noktaların özellikleri Temsil Edilen Halka

Toplam I.Tip 1Komş 2Komş 3Komş Jcb

32/28 108 60 75 48 24 3 GFÝ2Þå GFÝ2Þå ¨8 , GFÝ2Þå ¨4 å ¨4

32/29 135 61 102 74 48 2 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ4Þ
32/30 162 62 129 100 72 1 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

32/31 243 63 210 180 150 0 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

31/1 32 32 0 0 0 0 GFÝ31Þ

30/22 72 52 41 20 6 7 GFÝ2Þå GFÝ3Þå GFÝ5Þ

29/1 30 30 0 0 0 0 GFÝ29Þ

28/10 40 38 11 2 0 3 GFÝ7Þå GFÝ4Þ
28/16 48 44 19 4 0 11 GFÝ7Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

28/22 72 50 43 22 6 5 GFÝ7Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

27/1 28 28 0 0 0 0 GFÝ27Þ

27/9 36 36 8 0 0 8 ¨27 , GFÝ3Þßxà/Öx 3×

27/11 40 38 12 2 0 6 GFÝ3Þå GFÝ9Þ
27/15 48 42 20 6 0 2 GFÝ3Þå ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

27/19 64 46 36 18 6 0 GFÝ3Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þ

26/14 42 40 15 2 0 11 GFÝ2Þå GFÝ13Þ

25/1 26 26 0 0 0 0 GFÝ25Þ

25/5 30 30 4 0 0 4 ¨25 , GFÝ5Þßxà/Öx 2×

25/9 36 34 10 2 0 0 GFÝ5Þå GFÝ5Þ

24/10 36 34 11 2 0 5 GFÝ3Þå GFÝ8Þ
24/16 48 40 23 8 0 7 GFÝ3Þå ¨8 , GFÝ3Þå GFÝ2Þßxà/Öx 3×à

24/18 60 42 35 18 6 5 GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ4Þ
24/20 72 44 47 28 12 3 GFÝ3Þå GFÝ2Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

24/22 108 46 83 62 42 1 GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

23/1 24 24 0 0 0 0 GFÝ23Þ

22/12 36 34 13 2 0 9 GFÝ2Þå GFÝ11Þ

21/9 32 30 10 2 0 4 GFÝ3Þå GFÝ7Þ

Tablo 3.1 : (devam¬)
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Doğru Tipi Noktaların özellikleri Temsil Edilen Halka

Toplam I.Tip 1Komş 2Komş 3Komş Jcb

20/8 30 28 9 2 0 1 GFÝ5Þå GFÝ4Þ
20/12 36 32 15 4 0 7 GFÝ5Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

20/16 54 36 33 18 6 3 GFÝ5Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

19/1 20 20 0 0 0 0 GFÝ19Þ

18/10 30 28 11 2 0 7 GFÝ2Þå GFÝ9Þ
18/12 36 30 17 6 0 5 GFÝ2Þå ß¨9 yada GFÝ3Þßxà/Öx 2×à

18/14 48 32 29 16 6 3 GFÝ2Þå GFÝ3Þå GFÝ3Þ

17/1 18 18 0 0 0 0 GFÝ17Þ

16/1 17 17 0 0 0 0 GFÝ16Þ

16/4 20 20 3 0 0 3 ¨4ßxà/Öx 2 ? 3x ? 3×, GFÝ4Þßxà/Öx 2×

16/7 25 23 8 2 0 0 GFÝ4Þå GFÝ4Þ
16/8 24 24 7 0 0 7 ¨16 , ¨4ßxà/Öx 2×, GFÝ2Þßxà/Öx 4×

16/9 27 25 10 2 0 6 GFÝ2Þå GFÝ8Þ
16/10 30 26 13 4 0 5 GFÝ4Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

16/12 36 28 19 8 0 3 GFÝ2Þå ¨8 , ¨4 å ¨4

16/13 45 29 28 16 6 2 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ4Þ
16/14 54 30 37 24 12 1 GFÝ2Þå GFÝ2Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

16/15 81 31 64 50 36 0 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

15/7 24 22 8 2 0 2 GFÝ3Þå GFÝ5Þ

14/8 24 22 9 2 0 5 GFÝ2Þå GFÝ7Þ

13/1 14 14 0 0 0 0 GFÝ13Þ

12/6 20 18 7 2 0 1 GFÝ3Þå GFÝ4Þ
12/8 24 20 11 4 0 3 GFÝ3Þå ß¨4 yada GFÝ2Þßxà/Öx 2×à

12/10 36 22 23 14 6 1 GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

11/1 12 12 0 0 0 0 GFÝ11Þ

10/6 18 16 7 2 0 3 GFÝ2Þå GFÝ5Þ

9/1 10 10 0 0 0 0 GFÝ9Þ
9/3 12 12 2 0 0 2 ¨9 , GFÝ3Þßxà/Öx 2×

Tablo 3.1 : (devam¬)
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Doğru Tipi Noktaların özellikleri Temsil Edilen Halka

Toplam 1.Tip 1Komş 2Komş 3Komş Jcb

9/5 16 14 6 2 0 0 GFÝ3Þå GFÝ3Þ

8/1 9 9 0 0 0 0 GFÝ8Þ
8/4 12 12 3 0 0 3 ¨8 , GFÝ2Þßxà/Öx 3×

8/5 15 13 6 2 0 2 GFÝ2Þå GFÝ4Þ
8/6 18 14 9 4 0 1 GFÝ2Þßxà/Öx 3 ? x×à
8/7 27 15 18 12 6 0 GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

7/1 8 8 0 0 0 0 GFÝ7Þ

6/4 12 10 5 2 0 1 GFÝ2Þå GFÝ3Þ

5/1 6 6 0 0 0 0 GFÝ5Þ

4/1 5 5 0 0 0 0 GFÝ4Þ
4/2 6 6 1 0 0 1 ¨4 , GFÝ2Þßxà/Öx 2×

4/3 9 7 4 2 0 0 GFÝ2Þå GFÝ2Þ

3/1 4 4 0 0 0 0 GFÝ3Þ

2/1 3 3 0 0 0 0 GFÝ2Þ

Tablo 3.1 : (devam¬)

Tablo 3.1 dikkatlice incelendi¼ginde ayr¬ca baz¬ilginç özelliklerin oldu¼gu söylenebilir.

Bunlardan en belirgin olan¬, ilgili projektif do¼gru üzerinde bulunan toplam nokta

say¬s¬ ile ve bundan dolay¬ I.Tip ve s¬f¬r bölen nokta say¬s¬ndaki art¬̧s görülebilir.

Ayr¬ca tablo halkadaki toplam eleman say¬s¬na göre s¬n¬�ara ayr¬lm¬̧st¬r. Buna

ilave olarak örne¼gin 16/15 do¼gru tipi için di¼gerlerinden farkl¬olarak iki̧ser iki̧ser dis-

tant üç noktan¬n kesi̧siminde bulunan nokta say¬s¬n¬n I.Tip nokta say¬s¬ndan fazla

oldu¼gu söylenebilir.

Küçük mertebeli halkalar üzerinde projektif do¼grular¬n nas¬l belirlendi¼ginin ve

inşaas¬n¬n nas¬l yap¬ld¬¼g¬n¬n daha iyi anlaş¬l¬r olmas¬için Tablo 3.1 de bulunan baz¬

bölüm halkalar¬ve direkt çarp¬m halkalar¬üzerinde projektif do¼grular ayr¬nt¬l¬olarak

incelenmektedir. Bunlar s¬ras¬yla, GF (2)[x]=hx3 � xi; GF (2)[x]=hx2 � xi;

GF (2)
GF (2)
GF (2); Z4 
 Z4; GF (3)
GF (2)
GF (4); GF (17) ve

Z4[x]=hx2 � 3x� 3i halkalar¬üzerindeki projektif do¼grulard¬r.
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BÖLÜM 4

SONLU
GFÝ2Þßxà/Öx3?x×

BÖLÜM HALKASI ÜZER·INDE PROJEKT·IF
DO¼GRU

Bu bölümde halka H yerine R ile gösterilmektedir. Bir R halkas¬üzerinde

projektif do¼gru inşa edilirken verilmesi gereken baz¬tan¬m ve bilgilere gereksinim

duyulmaktad¬r. Çal¬̧sma boyunca tekrardan kaç¬n¬lmak istendi¼ginden bunlar önce-

likle burada verilmekte ve gerekli yerlerde hat¬rlat¬lmaktad¬r.

Tan¬m 4.1: R birimi olan bir halka ve GL(2; R) elemanlar¬R de olan tersi

mevcut(determinant¬ s¬f¬rdan farkl¬ olan) 2 � 2 lik matrislerin genel lineer grubu

olmak üzere, (�; �) 2 R2 için

0@� �


 �

1A 2 GL(2; R) (4.1)

özelli¼ginde 
; � 2 R mevcut ise (�; �) 2 R2 çiftine R üzerinde kabul edilebilirdir

(admissible) denir.

R bir halka, � 2 R bir birimsel eleman ve (�; �) 2 R2 üzerinde kabul edilebilir

olsun. (��; ��) s¬ral¬çiftlerinin s¬n¬�ar¬ndan oluşan kümeye R üzerinde projektif

do¼gru denir ve PR(1) ile gösterilir. PR(1) in noktalar¬ aras¬nda iki tür önemli

ba¼g¬nt¬vard¬r: Bunlar komşuluk ve distantl¬kt¬r.

E¼ger farkl¬X = (��; ��) ve Y = (�
; ��) noktalar¬için

0@� �


 �

1A =2 GL(2; R) (4.2)

ise X ;Y noktalar¬komşudur(veya paraleldir) denir. Aksi taktirde X ;Y noktalar¬

distantt¬r denir. Yani bu durum (4.1) ifadesinin geçerli olmas¬halidir.

E¼ger R sonlu, de¼gi̧smeli bir halka ise 4.1 (distantl¬k ba¼g¬nt¬s¬)
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det

0@� �


 �

1A 2 R� (4.3)

a ve (4.2) (komşuluk ba¼g¬nt¬s¬) ise

det

0@� �


 �

1A 2 RnR� (4.4)

a indirgenebilir(R� birimsel elemanlar¬n kümesi ve RnR� R nin s¬f¬r bölenlerinin

kümesidir) (Saniga, et al., 2007).

Tan¬m 4.2: PR(1) projektif do¼grusu üzerindeki bir noktaya komşu olan tüm

noktalar¬n kümesine o noktan¬n komşulu¼gu denir.

E¼ger R bir cisim ise komşulu¼gun "eş olmaya", distantl¬k ba¼g¬nt¬s¬n¬n ise "farkl¬

olma" ba¼g¬nt¬s¬na indirgenebilece¼gi aç¬kt¬r. Bu durumda (4.4) ifadesi

�� � �
 = 0 (4.5)

olmas¬anlam¬na gelir ve böylece


 = �� ve � = �� (4.6)

olur (Saniga, et al., 2007).

PR(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar ikili koordinatlarla gösterilirler ve

cebirsel olarak iki farkl¬tiptedirler.

I) Nokta koordinatlar¬ndan en az biri birimseldir.

Herhangi bir sonlu de¼gi̧smeli halka için bu say¬n¬n, halkan¬n tüm elemanlar¬n¬n

ve s¬f¬r bölenlerinin toplam¬na eşit oldu¼gunu do¼grulamak basittir; asl¬nda, e¼ger �

birimsel eleman ise, �
0 2 R olmak üzere (��; ��) y¬(1; � 0) ye indirgeyecek bir � her

zaman seçilebilir. Ayr¬ca e¼ger sadece � birimsel eleman ise bu taktirde, �
0 2 RnR�

olmak üzere (��; ��); (�
0
; 1) e denktir.

II) Nokta koordinatlar¬n¬n ikisi de s¬f¬r bölendir.

Bu noktalar, ancak halkan¬n iki ya da daha fazla say¬da maksimal idealinin mev-

cut olmas¬halinde söz konusudur (yani halkan¬n lokal halka olmamas¬hali).
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�; � R nin s¬f¬r bölenleri olmak üzere, (��; ��) n¬n PR(1) projektif do¼grusu üzerinde

bir nokta olmas¬için (4.3) eşitli¼ginden

�� � 
� 2 R� (4.7)

elde edilir.

E¼ger R tek bir I maksimal idealine sahip olsa idi (4.7) sa¼glanmazd¬. Çünkü �

2 I, � 2 I olmas¬s¬ras¬yla �� 2 I ve 
� 2 I olmas¬n¬gerektirir. Bu durumda

�� � 
� 2 I olmal¬d¬r, oysa bir uygun(proper) ideal bir birimsel elemana sahip

olamaz.

Do¼grunun yap¬s¬n¬daha ayr¬nt¬l¬incelemek için, GL(2; R) nin iki̧ser iki̧ser dis-

tant üç nokta ile çal¬̧s¬lmaktad¬r. Bu noktalar U := (1; 0), V := (0; 1), W := (1; 1)

d¬r. (4.4) ifadesinden, U ve V nin komşuluklar¬n¬n s¬ras¬yla ikinci ve birinci ko-

ordinatlar¬n¬n s¬f¬r bölen oldu¼gu sonucu ortaya ç¬kar. Üstelik bu iki komşulu¼gun

kesi̧siminde sadece II.tip noktalar¬n bulundu¼gu görülebilir. ·Iki̧ser iki̧ser distant üç

noktan¬n komşuluklar¬aras¬nda boş kümeden farkl¬bir kesi̧sim elde edilebilmesi için,

halkan¬n s¬f¬r bölenleri farkl¬en az üç maksimal ideal oluşturmal¬d¬r. Ayr¬ca �; � n¬n

her ikisi de R nin s¬f¬r böleni olmak üzere (��; ��) noktas¬n¬n W n¬n komşulu¼gunda

olmas¬için, � � � 2 RnR� olmal¬d¬r.
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4.1 GF (2)[x]=hx3 � xi Halkas¬ve Kanonik

Homomor�zmleri

R� � GF (2)[x]=hx3 � xi bölüm halkas¬ göz önüne al¬nmaktad¬r (Saniga and

Planat, 2006). R� nin elemanlar¬şöyle belirlenir:

R� � fa0 + a1x+ a2x2 + hx3 � xi j a0; a1; a2 2 GF (2)g

= fhx3 � xi; 1 + hx3 � xi; x+ hx3 � xi; x+ 1 + hx3 � xi;

x2 + hx3� xi; x2 + 1+ hx3� xi; x2 + x+ hx3� xi; x2 + x+ 1+ hx3� xig

ve burada

f : R� ! GF (2)[x]

a0 + a1x+ a2x
2 + hx3 � xi 7�! a0 + a1x+ a2x

2

bir izomor�zm oldu¼gundan

R� � f0; 1; x; x+ 1; x2; x2 + 1 = (x+ 1)2; x2 + x; x2 + x+ 1g

elde edilir. R� halkas¬n¬n eleman say¬s¬jR�j = 8 dir ve karakteristi¼gi GF (2) halka-

s¬nda oldu¼gu gibi 2 dir.

GF (2) de 2 � 0 , +1 � �1 ve x3 � x = 0 polinomundan x3 � x oldu¼gun-

dan dolay¬Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 de s¬ras¬yla toplama ve çarpma i̧slemi tablolar¬

verilmi̧stir:

ã 0 1 x x 2 x + 1 x 2 + 1 x 2 + x x 2 + x + 1

0 0 1 x x 2 x + 1 x 2 + 1 x 2 + x x 2 + x + 1

1 1 0 x + 1 x 2 + 1 x x 2 x 2 + x + 1 x 2 + x
x x x + 1 0 x 2 + x 1 x 2 + x + 1 x 2 x 2 + 1

x 2 x 2 x 2 + 1 x 2 + x 0 x 2 + x + 1 1 x x + 1

x + 1 x + 1 x 1 x 2 + x + 1 0 x 2 + x x 2 + 1 x 2

x 2 + 1 x 2 + 1 x 2 x 2 + x + 1 1 x 2 + x 0 x + 1 x
x 2 + x x 2 + x x 2 + x + 1 x 2 x x 2 + 1 x + 1 0 1

x 2 + x + 1 x 2 + x + 1 x 2 + x x 2 + 1 x + 1 x 2 x 1 0

Tablo 4.1 : R� de Toplama ·Işlemi Tablosu
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å 0 1 x x 2 x + 1 x 2 + 1 x 2 + x x 2 + x + 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 x x 2 x + 1 x 2 + 1 x 2 + x x 2 + x + 1

x 0 x x 2 x x 2 + x 0 x 2 + x x 2

x 2 0 x 2 x x 2 x 2 + x 0 x 2 + x x
x + 1 0 x + 1 x 2 + x x 2 + x x 2 + 1 x 2 + 1 0 x + 1

x 2 + 1 0 x 2 + 1 0 0 x 2 + 1 x 2 + 1 0 x 2 + 1

x 2 + x 0 x 2 + x x 2 + x x 2 + x 0 0 0 x 2 + x
x 2 + x + 1 0 x 2 + x + 1 x 2 x x + 1 x 2 + 1 x 2 + x 1

Tablo 4.2 : R� de Çarpma ·Işlemi Tablosu

Tablolardan aşa¼g¬dakiler görülür:

R� nin birimsel elemanlar¬n¬n kümesi R�� = f1; x2 + x+ 1g olup jR��j = 2 dir.

R� nin R�� d¬̧s¬ndaki di¼ger elemanlar¬ise s¬f¬r bölendir:

R� n R�� = f0; x; x+ 1; x2; x2 + 1 = (x+ 1)2; x2 + xg olup

jR�nR��j = jR�j � jR��j = 6 d¬r.

R� nin temel idealleri,

h0i = f0g; h1i = hx2 + x+ 1i = R�; hxi = hx2i = f0; x; x2; x2 + xg;

hx+ 1i = f0; x+ 1; x2 + 1; x2 + xg; hx2 + 1i = f0; x2 + 1g;

hx2 + xi = f0; x2 + xg

dir. h1i = hx2 + x+ 1i d¬̧s¬ndaki tüm temel idealler özideal oldu¼gundan R� nin iki

temel ve ayn¬zamanda maksimal ideali ;

Ihxi � Ihx2i = hxi = hx2i = f0; x; x2; x2 + xg

Ihx+1i � hx+ 1i = f0; x+ 1; x2 + 1; x2 + xg

dir ve bunlardan başka maksimal ideal olmad¬¼g¬ndan Jacobson radikali

J� = hxi \ hx+ 1i = f0; x2 + xg

dir ve bu da bir idealdir. J� nin bir ideal oldu¼gu şöyle gösterilir:

0 2 J� ve 0 2 R� için 0 � 0 = 0 � 0 = 0 2 J�
0 2 J� ve 1 2 R� için 0 � 1 = 1 � 0 = 0 2 J�
0 2 J� ve x 2 R� için 0 � x = x � 0 = 0 2 J�
0 2 J� ve x+ 1 2 R� için 0 � (x+ 1) = (x+ 1) � 0 = 0 2 J�
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0 2 J� ve x2 2 R� için 0 � x2 = x2 � 0 = 0 2 J�
0 2 J� ve x2 + 1 2 R� için 0 � (x2 + 1) = (x2 + 1) � 0 = 0 2 J�
0 2 J� ve x2 + x 2 R� için 0 � (x2 + x) = (x2 + x) � 0 = 0 2 J�
0 2 J� ve x2 + x+ 1 2 R� için 0 � (x2 + x+ 1) = (x2 + x+ 1) � 0 = 0 2 J�
x2 + x 2 J� ve 0 2 R� için (x2 + x) � 0 = 0 � (x2 + x) = 0 2 J�
x2 + x 2 J� ve 1 2 R� için (x2 + x) � 1 = 1 � (x2 + x) = x2 + x 2 J�
x2 + x 2 J� ve x 2 R� için (x2 + x) � x = x � (x2 + x) = x2 + x 2 J�
x2 + x 2 J� ve x+ 1 2 R� için (x2 + x) � (x+ 1) = (x+ 1) � (x2 + x) = x2 + x 2 J�
x2 + x 2 J� ve x2 2 R� için (x2 + x) � x2 = x2 � (x2 + x) = 0 2 J�
x2 + x 2 J� ve x2 + 1 2 R� için (x2 + x) � (x2 + 1) = (x2 + 1) � (x2 + x) = 0 2 J�
x2 + x 2 J� ve x2 + x 2 R� için (x2 + x) � (x2 + x) = (x2 + x) � (x2 + x) = 0 2 J�
x2 + x 2 J� ve x2 + x+ 1 2 R� için (x2 + x) � (x2 + x+ 1) = (x2 + x+ 1) � (x2 + x)

= x2 + x 2 J�
dolay¬s¬yla J�, R� nin bir idealidir

Ihxi; Ihx+1i, J� ile R�karakteristi¼gi 2 olan üç temel bölüm halkas¬oluşturur, bun-

lar;

R̂� � R�=Ihxi = f0; 1g; �R� � R�=Ihx+1i = f0; 1g ve
~R� � R�=J� = f0; 1; x; x+ 1g

dir.

Bunlar s¬ras¬yla aşa¼g¬daki şekilde elde edilir:

R�=Ihxi = fa+ hxi j a 2 GF (2)g = fhxi; 1 + hxig oldu¼gundan,
f : R�=Ihxi ! GF (2)

a+ hxi 7�! a

bir izomor�zmdir. Dolay¬s¬yla R̂� � R�=Ihxi �= GF (2) = f0; 1g yaz¬labilir. Benzer

olarak,

R�=Ihx+1i = fa+ hx+ 1i j a 2 GF (2)g = fhx+ 1i; 1 + hx+ 1ig

dir. Buradan,

f : R�=Ihx+1i ! GF (2)

a+ hx+ 1i 7�! a

bir izomor�zm oldu¼gundan �R� � R�=Ihx+1i �= GF (2) = f0; 1g yaz¬labilir.

Benzer şekilde,
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R�=J� = fax+ b+ J� j a; b 2 GF (2)g = fJ�; 1 + J�; x+ J�; x+ 1 + J�g

f : R�=J� ! GF (2)
GF (2)

ax+ b+ J� 7�! (a; b)

bir izomor�zm oldu¼gundan ~R� � R�=J� �= GF (2)
GF (2) dir.

Böylece R̂� ve �R� halkalar¬GF (2) ye izomorftur. ~R� nin de,

GF (2) 
 GF (2) ye izomorf oldu¼gu görüldü. Burada GF (2)[x]=hx2 � xi halkas¬

gözönüne al¬n¬rsa,

GF (2)[x]=hx2 � xi = fax+ b+ hx2 � xi j a; b 2 GF (2)g

= fhx2 � xi; 1 + hx2 � xi; x+ hx2 � xi; x+ 1 + hx2 � xig

oldu¼gundan,

f : GF (2)[x]=hx2 � xi ! GF (2)
GF (2)

ax+ b+ hx2 � xi ! (a; b)

izomor�zmi tan¬mlanabilir. Şöyleki,

GF (2)[x]=hx2 � xi = f0; 1; x; x+ 1g oldu¼gundan dolay¬ ~R�
GF (2)[x]=hx2 � xi ye izomorftur.

GF (2)
GF (2) = f(0; 0); (1; 0); (0; 1); (1; 1)g oldu¼gu da göz önüne al¬n¬rsa

GF (2)[x]=hx2 � xi �= GF (2)
GF (2) oldu¼gu görülür.

GF (2)[x]=hx2�xi nin toplama ve çarpma i̧slemlerinin R� deki ile benzer olaca¼g¬

aç¬kt¬r ve i̧slem tablolar¬Tablo 4.3 ile Tablo 4.4 te verilmi̧stir:

ã 0 1 x x + 1

0 0 1 x x + 1

1 1 0 x + 1 x
x x x + 1 0 1

x + 1 x + 1 x 1 0

Tablo 4.3 : ~R� de Toplama ·Işlemi

Tablosu

ç 0 1 x x + 1

0 0 0 0 0

1 0 1 x x + 1

x 0 x x 0

x + 1 0 x + 1 0 x + 1

Tablo 4.4 : ~R� de Çarpma ·Işlemi

Tablosu

R� halkas¬ile R̂�, �R�, ~R� bölüm halkalar¬aras¬nda aşa¼g¬daki kanonik homomor-

�zmler oluşturulabilir:
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�̂ : R� ! R̂�

�̂ : f0; x; x2; x2 + xg ! f0g , f1; x+ 1; x2 + 1; x2 + x+ 1g ! f1g

�� : R� ! �R�

�� : f0; x+ 1; x2 + 1; x2 + xg ! f0g , f1; x; x2; x2 + x+ 1g ! f1g

~� : R� ! ~R�

~� : f0; x2 + xg ! f0g , fx; x2g ! fxg , fx+ 1; x2 + 1g ! fx+ 1g ,

f1; x2 + x+ 1g ! f1g:

Bunlardan ~� n¬n bir kanonik homomor�zm oldu¼gu gösterilmektedir. Di¼gerleri

için benzer yöntem uygulanabilir.

~� : R� ! ~R� dönüşümünün bir kanonik homomor�zm olabilmesi için aşa¼g¬daki

iki koşulun sa¼gland¬¼g¬gösterilmelidir.

i) ~� bir halka homomor�zmidir, yani her a; b 2 R� için,

� ~�(a� b) = ~�(a)� ~�(b) (R� ve ~R� de toplama i̧slemi ayn¬)

� ~�(a
 b) = ~�(a)� ~�(b)

� ~�(1) = 1

dir.

ii) ~� nin çekirde¼gi J� dir.

~�(0) = ~�(x2+x) = 0 şeklinde tan¬mland¬¼g¬için ve bunlardan başka s¬f¬ra dönüşen

eleman olmad¬¼g¬ndan dolay¬ J� = f0; x2 + xg in ~� nin çekirde¼gi oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca her a; b 2 R� için ~�(a � b) = ~�(a) � ~�(b) dir, çünkü toplama i̧slemleri ayn¬

tan¬mlanm¬̧st¬r (Tablo 4.1 ve Tablo 4.3). Üstelik ~�(1) = 1 dir.

Dolay¬s¬yla her a; b 2 R� için ~�(a
 b) = ~�(a)� ~�(b) oldu¼gunu göstermek yeter-

lidir. ~R� � R�=J� = f0; 1; x; x+ 1g oldu¼gundan Tablo 4.2 ve Tablo 4.4 yard¬m¬yla

aşa¼g¬daki eşitlikler hesaplanm¬̧st¬r.

Her a 2 R� için ~�(a
 0) = ~�(0) = 0 ve ~�(a)� ~�(0) = ~�(a)� 0 = 0 d¬r.

Her a 2 R� için ~�(a
 1) = ~�(a) ve ~�(a)� ~�(1) = ~�(a)� 1 = ~�(a) d¬r.

R� ve ~R� da, s¬ras¬yla 
 ve � i̧slemlerinin de¼gi̧sme özelli¼gi oldu¼gundan aşa¼g¬daki

hesaplamalar¬yapmak yeterlidir.
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*̂Ýx å xÞ = *̂Ýx 2Þ = x ve *̂ÝxÞç *̂ÝxÞ = x ç x = x
*̂Ýx å Ýx + 1ÞÞ = *̂Ýx 2 + xÞ = 0 ve *̂ÝxÞç *̂Ýx + 1Þ = x ç x + 1 = 0
*̂Ýx å x 2Þ = *̂ÝxÞ = x ve *̂ÝxÞç *̂Ýx 2Þ = x ç x = x
*̂Ýx å Ýx 2 + 1ÞÞ = *̂Ý0Þ = 0 ve *̂ÝxÞç *̂Ýx 2 + 1Þ = x ç Ýx + 1Þ = 0
*̂Ýx å Ýx 2 + xÞÞ = *̂Ýx 2 + xÞ = 0 ve *̂ÝxÞç *̂Ýx 2 + xÞ = x ç 0 = 0
*̂Ýx å Ýx 2 + x + 1ÞÞ = *̂Ýx 2Þ = x ve *̂ÝxÞç *̂Ýx 2 + x + 1Þ = x ç 1 = x
*̂Ýx 2 å x 2Þ = *̂Ýx 2Þ = x ve *̂Ýx 2Þç *̂Ýx 2Þ = x ç x = x
*̂Ýx 2 å Ýx + 1ÞÞ = *̂Ýx 2 + xÞ = 0 ve *̂Ýx 2Þç *̂Ýx + 1Þ = x ç Ýx + 1Þ = 0
*̂Ýx 2 å Ýx 2 + 1ÞÞ = *̂Ý0Þ = 0 ve *̂Ýx 2Þç *̂Ýx 2 + 1Þ = x ç Ýx + 1Þ = 0
*̂Ýx 2 å Ýx 2 + xÞÞ = *̂Ýx 2 + xÞ = 0 ve *̂Ýx 2Þç *̂Ýx 2 + xÞ = x ç 0 = 0
*̂Ýx 2 å Ýx 2 + x + 1ÞÞ = *̂ÝxÞ = x ve *̂Ýx 2Þç *̂Ýx 2 + x + 1Þ = x ç 1 = x
*̂ÝÝx + 1Þå Ýx + 1ÞÞ = *̂Ýx 2 + 1Þ = x + 1 ve *̂Ýx + 1Þç *̂Ýx + 1Þ = Ýx + 1Þç Ýx + 1Þ = x + 1
*̂ÝÝx + 1Þå Ýx 2 + 1ÞÞ = *̂Ýx 2 + 1Þ = x + 1 ve *̂Ýx + 1Þç *̂Ýx 2 + 1Þ = Ýx + 1Þç Ýx + 1Þ = x + 1
*̂ÝÝx + 1Þå Ýx 2 + xÞÞ = *̂Ý0Þ = 0 ve *̂Ýx + 1Þç *̂Ýx 2 + xÞ = Ýx + 1Þç 0 = 0
*̂ÝÝx + 1Þå Ýx 2 + x + 1ÞÞ = *̂Ýx + 1Þ = x + 1 ve *̂Ýx + 1Þç *̂Ýx 2 + x + 1Þ = Ýx + 1Þç 1 = x + 1
*̂ÝÝx 2 + 1Þå Ýx 2 + 1ÞÞ = *̂Ýx 2 + 1Þ = x + 1 ve *̂Ýx 2 + 1Þç *̂Ýx 2 + 1Þ = Ýx + 1Þç Ýx + 1Þ = x + 1
*̂ÝÝx 2 + 1Þå Ýx 2 + xÞÞ = *̂Ý0Þ = 0 ve *̂Ýx 2 + 1Þç *̂Ýx 2 + xÞ = Ýx + 1Þç 0 = 0
*̂ÝÝx 2 + 1Þå Ýx 2 + x + 1ÞÞ = *̂Ýx 2 + 1Þ = x + 1 ve *̂Ýx 2 + 1Þç *̂Ýx 2 + x + 1Þ = Ýx + 1Þç 1 = x + 1
*̂ÝÝx 2 + xÞå Ýx 2 + xÞÞ = *̂Ý0Þ = 0 ve *̂Ýx 2 + xÞç *̂Ýx 2 + xÞ = 0 ç 0 = 0
*̂ÝÝx 2 + xÞå Ýx 2 + x + 1ÞÞ = *̂Ýx 2 + xÞ = 0 ve *̂Ýx 2 + xÞç *̂Ýx 2 + x + 1Þ = 0 ç 1 = 0
*̂ÝÝx 2 + x + 1Þå Ýx 2 + x + 1ÞÞ = *̂Ý1Þ = 1 ve *̂Ýx 2 + x + 1Þç *̂Ýx 2 + x + 1Þ = 1 ç 1 = 1
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4.2 GF (2)[x]=hx3 � xi Üzerinde Projektif Do¼gru ve
·Indirgenmi̧s Halka Homomor�zmiyle ·Ilgisi

R� halkas¬üzerinde inşa edilen PR�(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar ikili

koordinatlarla gösterilir ve cebirsel olarak iki farkl¬tiptedirler:

I) Nokta koordinatlar¬ndan en az biri birimseldir.

II) Nokta koordinatlar¬n¬n ikisi de farkl¬maksimal idealde bulunan s¬f¬r bölen-

lerdir.

(I) tipindeki noktalar¬n kümesini Nb gösterirsek;

jR�j = 8, jR��j = 2, jR�nR��j = 6 olmak üzere Nb deki nokta say¬s¬:

jNbj =
jR�j2 � jR�nR��j2

jR��j
= jR�j+ jR�nR��j = 8 + 6 = 14 (4.8)

tür. Yukar¬daki eşitli¼gi şöyle de ifade edebiliriz. Noktalar ikili koordinatlarla

gösterildi¼ginden jR�j2 farkl¬nokta vard¬r. jR�j2 den koordinatlar¬n¬n ikisi de

s¬f¬r bölen olan noktalar¬ç¬kar¬p birimsellerin say¬s¬na böldü¼gümüzde jNbj = 14

bulunmuş olur.

Nb noktalar kümesine ait tüm noktalar aşa¼g¬daki gibidir:

Burada R� nin birimsel elemanlar¬n¬n oluşturdu¼gu kümenin R�� = f1; x2+x+1g

oldu¼gu hat¬rlan¬r ve � 2 R�� için (�a; �b) ile (a; b) nin ayn¬s¬n¬fa ait oldu¼gu düşünülürse,

örne¼gin (1; 0) ve (x2+x+1; 0) noktalar¬n¬n ayn¬s¬n¬fta olduklar¬görülür. Dolay¬s¬yla

ikisi de ayn¬bir noktay¬temsil eder. Buna göre aşa¼g¬daki ifadeler yaz¬labilir:

Ý1,0Þ i Ýx 2 + x + 1,0Þ , Ý1,xÞ i Ýx 2 + x + 1,x 2Þ

Ý1,x 2Þ i Ýx 2 + x + 1,xÞ , Ý1,x + 1Þ i Ýx 2 + x + 1,x + 1Þ

Ý1,x 2 + 1Þ i Ýx 2 + x + 1,x 2 + 1Þ , Ý1,x 2 + xÞ i Ýx 2 + x + 1,x 2 + xÞ
Ý1,1Þ i Ýx 2 + x + 1,x 2 + x + 1Þ , Ý0,1Þ i Ý0,x 2 + x + 1Þ

Ýx, 1Þ i Ýx 2 ,x 2 + x + 1Þ , Ýx 2 , 1Þ i Ýx,x 2 + x + 1Þ

Ýx + 1,1Þ i Ýx + 1,x 2 + x + 1Þ , Ýx 2 + 1,1Þ i Ýx 2 + 1,x 2 + x + 1Þ

Ýx 2 + x, 1Þ i Ýx 2 + x,x 2 + x + 1Þ , Ý1,x 2 + x + 1Þ i Ýx 2 + x + 1,1Þ
(4.9)
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(II) tipindeki noktalar¬n kümesi Ns olsun. Koordinatlar¬n¬n ikisinin de ayn¬

ideale ait s¬f¬r bölenler olmas¬ halindeki farkl¬ çiftlerin kümesi Cs ile gösterilsin.

Buna göre

Cs = f(0; 0); (0; x); (0; x+ 1); (0; x2); (0; x2 + 1); (0; x2 + x); (x; 0); (x; x); (x; x2);

(x; x2 + x); (x+ 1; 0); (x+ 1; x+ 1); (x+ 1; x2 + 1); (x+ 1; x2 + x); (x2; 0);

(x2; x); (x2; x2); (x2; x2 + x); (x2 + 1; 0); (x2 + 1; x+ 1); (x2 + 1; x2 + 1);

(x2 + 1; x2 + x); (x2 + x; 0); (x2 + x; x); (x2 + x; x+ 1); (x2 + x; x2);

(x2 + x; x2 + 1); (x2 + x; x2 + x)g

dir ve jCsj = 2 � 42 � 22 dir. Çünkü bir idealdeki 4 eleman 42 farkl¬nokta oluşturur

ve iki ayr¬ideal oldu¼gundan 2 �42 dir ama iki ayr¬idealde 2 eleman ayn¬oldu¼gundan

22 ç¬kart¬l¬r. Burada Ns deki nokta say¬s¬,

jNsj =
jR�nR��j2 � jCsj

jR��j
=
62 � (2 � 42-22)

2
= 4 (4.10)

olarak bulunur. Ns noktalar kümesine ait tüm noktalar aşa¼g¬daki gibi belirlenebilir:

S¬f¬r bölenlerin kümesi

R� n R�� � f0; x; x+ 1; x2; x2 + 1 = (x+ 1)2; x2 + xg,

ve idealler ise

Ihxi � hxi = f0; x; x2; x2 + xg, Ihx+1i � hx+ 1i = f0; x+ 1; x2 + 1; x2 + xg

ve J� = f0; x2 + xg idi. Nb noktalar kümesinde oldu¼gu gibi yine,

� 2 f1; x2+x+1g birimsel elemanlar¬için (�a; �b) ve (a; b) nin ayn¬s¬n¬fa ait oldu¼gu

gözönüne al¬n¬rsa, örne¼gin (x; x + 1) ile (x2; x + 1) ikililerinin ayn¬s¬n¬fta oldu¼gu

ve böylece ayn¬ noktay¬ temsil etti¼gi görülebilir. Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki ifadeler

yaz¬labilir:

(x; x+ 1) � (x2; x+ 1) , (x; x2 + 1) � (x2; x2 + 1)

(x+ 1; x) � (x+ 1; x2) , (x2 + 1; x) � (x2 + 1; x2)
(4.11)

(4.9) ve (4.11) eşitliklerinden, PR�(1) projektif do¼grusu üzerinde toplam

jNbj+ jNsj = 14 + 4 = 18 nokta oldu¼gu görülür.

PR�(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar aras¬nda da yine önemli olan iki

tür ba¼g¬nt¬komşuluk ve distantl¬k ba¼g¬nt¬s¬d¬r.
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PR�(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar için önem arz eden komşuluk

kümesinin kardinalite ve kesi̧sim özellikleri belirlenebilir. Bunun için do¼gru

üzerindeki iki̧ser iki̧ser distant ve farkl¬olan U : (1; 0); V : (0; 1);W : (1; 1)

noktalar¬al¬narak bunlar¬n yukar¬da bulunan 18 noktadan hangileriyle komşu, hangi-

leriyle distant oldu¼gu bulunabilir. Burada U = (1; 0) noktas¬için durum ayr¬nt¬l¬

olarak hesaplanm¬̧st¬r:

det
1 0

1 0
= 0 ∈ R¶\R¶

∗ , det
1 0

1 x
= x ∈ R¶\R¶

∗

det
1 0

1 x 2
= x 2 ∈ R¶\R¶

∗ , det
1 0

1 x + 1
= x + 1 ∈ R¶\R¶

∗

det
1 0

1 x 2 + 1
= x 2 + 1 ∈ R¶\R¶

∗ , det
1 0

1 x 2 + x
= x 2 + x ∈ R¶\R¶

∗

det
1 0

1 1
= 1 ∈ R¶

∗ , det
1 0

0 1
= 1 ∈ R¶

∗

det
1 0

x 1
= 1 ∈ R¶

∗ , det
1 0

x 2 1
= 1 ∈ R¶

∗

det
1 0

x + 1 1
= 1 ∈ R¶

∗ , det
1 0

x 2 + 1 1
= 1 ∈ R¶

∗

det
1 0

x 2 + x 1
= 1 ∈ R¶

∗ , det
1 0

x x 2 + x + 1
= x 2 + x + 1 ∈ R¶

∗

det
1 0

x x + 1
= x + 1 ∈ R¶\R¶

∗ , det
1 0

x x 2 + 1
= x 2 + 1 ∈ R¶\R¶

∗

det
1 0

x + 1 x
= x ∈ R¶\R¶

∗ det
1 0

x 2 + 1 x
= x ∈ R¶\R¶

∗
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oldu¼gundan U ya komşu olan noktalar;

U =

U1 = Ý1,xÞ , U2 = Ý1,x 2Þ , U3 = Ý1,x + 1Þ

U4 = Ý1,x 2 + 1Þ , U0 = Ý1,x 2 + xÞ , U5 = Ýx,x + 1Þ

U6 = Ýx,x 2 + 1Þ , U7 = Ýx + 1,xÞ , U8 = Ýx 2 + 1,xÞ
(4.12)

U ya distant olan noktalar;

(1; 1); (0; 1); (x; 1); (x2; 1); (x+ 1; 1); (x2 + 1; 1); (x2 + x; 1); (x2 + x+ 1; 1)

dir.

Benzer şekilde V = (0; 1) e komşu ve distant olan noktalar s¬ras¬yla şunlard¬r:

V ye komşu olan noktalar;

V =

V1 = Ýx, 1Þ , V2 = Ýx 2 , 1Þ , V3 = Ýx + 1,1Þ

V4 = Ýx 2 + 1,1Þ , V0 = Ýx 2 + x, 1Þ , V5 = Ýx,x + 1Þ

V6 = Ýx,x 2 + 1Þ , V7 = Ýx + 1,xÞ , V8 = Ýx 2 + 1,xÞ
(4.13)

ve V ye distant olan noktalar;

(1; 0); (1; x); (1; x2); (1; x+ 1); (1; x2 + 1); (1; x2 + x); (1; 1); (1; x2 + x+ 1)

dir.

Benzer şekilde W = (1; 1) e komşu ve distant olan noktalar s¬ras¬yla şunlard¬r:

W ya komşu olan noktalar;

W =

W1 = Ý1,xÞ , W2 = Ý1,x 2Þ , W3 = Ý1,x + 1Þ

W4 =Ý1,x 2 + 1Þ , W0 =Ý1,x 2 + x + 1Þ , W5 = Ýx, 1Þ

W6 = Ýx 2 , 1Þ , W7 = Ýx + 1,1Þ , W8 =Ýx 2 + 1,1Þ
(4.14)

olmak üzere W ya distant olan noktalar;

(1; 0); (1; x2 + x); (0; 1); (x2 + x; 1); (x; x+ 1); (x; x2 + 1); (x+ 1; x); (x2 + 1; x)

olarak bulunur. Yukar¬daki ifadelerden görülüyor ki komşuluk ba¼g¬nt¬s¬

re�eksiftir, simetriktir ancak geçi̧sken de¼gildir. Örne¼gin U1 = (1; x) noktas¬
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re�eksiftir(her nokta kendisine komşudur), U1 = (1; x); U2 = (1; x2) ile komşu iken

U2 = (1; x2) de U1 = (1; x) ile komşu oldu¼gundan simetriktir ancak U1 = (1; x);

U2 = (1; x2) ile komşu ve U2 = (1; x2) ile W6 = (x2; 1) komşu iken U1 = (1; x) ile

W6 = (x
2; 1) komşu de¼gildir.

Ayr¬ca burada U0; V0;W0 noktalar¬n¬n di¼ger noktalara göre bir özelli¼gi vard¬r. Bu

noktalar sadece ilgili noktan¬n s¬ras¬yla U; V;W komşulu¼gu içindedir. Bu noktalara

da özel olarak Jacobson noktas¬denilebilir.

Bulunan komşuluklarda kolayca görülebilir ki Ui � Wi i = 1; 2; 3; 4 , Uj � Vj

j = 5; 6; 7; 8 ve Vk � Wk+4 k = 1; 2; 3; 4 tür. Bu do¼gru üzerindeki koordinat

sistemi her zaman, iki̧ser iki̧ser distant üç noktan¬n koordinatlar¬U; V;W nun ko-

ordinatlar¬na özdeş olacak şekilde seçilebilir. Bu nedenle (4.12), (4.13) ve (4.14)

ifadelerinden, do¼gru üzerindeki herhangi bir noktan¬n komşulu¼gunda dokuz farkl¬

noktan¬n oldu¼gu söylenebilir. Distant herhangi iki noktan¬n komşuluklar¬nda dört

ortak nokta vard¬r. ·Iki̧ser iki̧ser distant herhangi üç noktan¬n komşuluklar¬nda

ortak eleman yoktur.(Şekil 4.1)
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Şekil 4.1 : PR�(1) projektif do¼grusunun şekli üzerindeki noktalar ile çizilmiştir.

·Ikişer ikişer distant üç nokta içi noktal¬olan üç küçük yuvarlak ile gösterilmiş ,

komşuluklar¬n¬belirten noktalar¬n oluşturdu¼gu elipslerin merkezine yerleştirilmiş.

Herhangi iki komşuluktaki dört nokta ortakt¬r , ancak üç komşulu¼gun bir kesişim

noktas¬yoktur. Toplam on iki nokta vard¬r ve içi boş olan noktalar R�

halkas¬ndaki aşikar olmayan Jacobson noktalar¬d¬r.

Komşulu¼gun yap¬s¬n¬ ve özelliklerini daha yak¬ndan incelemek için daha önce

bulunan üç kanonik homomor�zm göz önüne al¬nmaktad¬r:

�̂ : R� ! R̂�

�̂ : f0; x; x2; x2 + xg ! f0g , f1; x+ 1; x2 + 1; x2 + x+ 1g ! f1g

�� : R� ! �R�

�� : f0; x+ 1; x2 + 1; x2 + xg ! f0g , f1; x; x2; x2 + x+ 1g ! f1g
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~� : R� ! ~R�

~� : f0; x2 + xg ! f0g , fx; x2g ! fxg , fx+ 1; x2 + 1g ! fx+ 1g ,

f1; x2 + x+ 1g ! f1g

PG(1; 2) 2.mertebeden projektif do¼gruyu göstermek üzere, �̂ ve ��; PR�(1) den

PG(1; 2) ye homomor�zmdirler. ~� ise PR�(1) ! P ~R�(1) e bir homomor�zmdir.

PG(1; 2) do¼grusu U = (1; 0) , V = (0; 1) , W = (1; 1) noktalar¬n¬kapsad¬¼g¬ndan,

�̂ : PR�(1) ! PR̂�(1) homomor�zminin komşuluk üzerindeki etkisi belirlenebilir

ve genelli¼gi bozmaks¬z¬n U nun komşulu¼gu al¬nabilir. Böylece,

U1 = Ý1,xÞ ¸ Ý1,0Þ , U2 = Ý1,x 2Þ ¸ Ý1,0Þ , U3 = Ý1,x + 1Þ ¸ Ý1,1Þ

U4 = Ý1,x 2 + 1Þ ¸ Ý1,1Þ , U0 = Ý1,x 2 + xÞ ¸ Ý1,0Þ , U5 = Ýx,x + 1Þ ¸ Ý0,1Þ

U6 = Ýx,x 2 + 1Þ ¸ Ý0,1Þ , U7 = Ýx + 1,xÞ ¸ Ý1,0Þ , U8 = Ýx 2 + 1,xÞ ¸ Ý1,0Þ

U = Ý1,0Þ ¸ Ý1,0Þ = Û , V = Ý0,1Þ ¸ Ý0,1Þ = V! , W = Ý1,1Þ ¸ Ý1,1Þ = Ŵ

olur.Yukar¬da bulunan ifadelerden,

U1; U2; U7; U8; U0 ! Û , U5; U6 ! V̂ , U3; U4 ! Ŵ

elde edilir. Benzer durum �� : PR�(1)! P �R�(1) homomor�zmi için söz konusudur.

Şöyle ki,

U1 = Ý1,xÞ ¸ Ý1,1Þ , U2 = Ý1,x 2Þ ¸ Ý1,1Þ , U3 = Ý1,x + 1Þ ¸ Ý1,0Þ

U4 = Ý1,x 2 + 1Þ ¸ Ý1,0Þ , U0 = Ý1,x 2 + xÞ ¸ Ý1,0Þ , U5 = Ýx,x + 1Þ ¸ Ý1,0Þ

U6 = Ýx,x 2 + 1Þ ¸ Ý1,0Þ , U7 = Ýx + 1,xÞ ¸ Ý0,1Þ , U8 = Ýx 2 + 1,xÞ ¸ Ý0,1Þ

U = Ý1,0Þ ¸ Ý1,0Þ = Ū , V = Ý0,1Þ ¸ Ý0,1Þ = V# , W = Ý1,1Þ ¸ Ý1,1Þ = W#

elde edilir. Yukar¬da bulunan ifadelerden,

U3; U4; U5; U6; U0 ! �U , U7; U8 ! �V , U1; U2 ! �W

elde edilir. Biraz karmaş¬k olan üçüncü homomor�zm ~� : PR�(1) ! P ~R�(1)

için öncelikle P ~R�(1) do¼grusunun yap¬s¬incelenmelidir. ~R� in elemanlar¬ve i̧slem

tablosu daha önce bulunmuştu(Tablo 4.3, Tablo 4.4). Buradan P ~R�(1) in noktalar¬

PR�(1) deki gibi belirlenebilir:

Yedi nokta I. tip f(1; 0); (1; x); (1; x+ 1); (1; 1); (0; 1); (x; 1); (x+ 1; 1)g
·Iki nokta II. tip f(x; x+ 1); (x+ 1; x)g olmak üzere toplam dokuz nokta vard¬r.

Şimdi ~U = (1; 0) noktas¬n¬n komşuluk ve distantl¬¼g¬na bak¬l¬rsa,
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det
1 0

1 x
= x ∈ R¶\R¶

∗ , det
1 0

1 x + 1
= x + 1 ∈ R¶\R¶

∗

det
1 0

x 1
= 1 ∈ R¶

∗ , det
1 0

x + 1 1
= 1 ∈ R¶

∗

det
1 0

x x + 1
= x + 1 ∈ R¶\R¶

∗ , det
1 0

x + 1 x
= x ∈ R¶\R¶

∗

Benzer şekilde ~V = (0; 1) , ~W = (1; 1) noktalar¬n¬n komşuluklar¬bulunursa ;

Ũ : Ũ1 = Ý1,xÞ , Ũ2 = Ý1,x + 1Þ , Ũ3 = Ýx,x + 1Þ , Ũ4 = Ýx + 1,xÞ
V* : V* 1 = Ýx, 1Þ , V* 2 = Ýx + 1,1Þ , V* 3 = Ýx,x + 1Þ , V* 4 = Ýx + 1,xÞ
W* : W* 1 = Ý1,xÞ , W* 2 = Ý1,x + 1Þ , W* 3 = Ýx, 1Þ , W* 4 = Ýx + 1,1Þ

olur.

Bu ifadelerden, iki̧ser iki̧ser distant herhangi üç noktan¬n koordinatlar¬ ~U; ~V ; ~W

ya tekrar özdeş yap¬labilece¼ginden dolay¬, do¼gru üzerindeki herhangi bir noktan¬n

komşulu¼gu dört farkl¬nokta içerir ve herhangi iki distant noktan¬n komşuluklar¬nda

iki ortak nokta vard¬r. Ayr¬ca iki̧ser iki̧ser distant üç noktan¬n komşuluklar¬n¬n bir

ortak noktas¬yoktur. Tek bir komşulu¼ga ait olan bir nokta bulunmad¬¼g¬ndan dolay¬

Jacobson radikal aşikard¬r ve ~J� = f0g d¬r.

PR�(1)! P ~R�(1) ifadesi ~� kullan¬larak aç¬kça yaz¬l¬rsa:
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U1 = Ý1,xÞ = W1 ¸ Ý1,xÞ , U2 = Ý1,x 2Þ = W2 ¸ Ý1,xÞ
U3 = Ý1,x + 1Þ = W3 ¸ Ý1,x + 1Þ , U4 = Ý1,x 2 + 1Þ = W4 ¸ Ý1,x + 1Þ

U5 = Ýx,x + 1Þ = V5 ¸ Ýx,x + 1Þ , U6 = Ýx,x 2 + 1Þ = V6 ¸ Ýx,x + 1Þ

U7 = Ýx + 1,xÞ = V7 ¸ Ýx + 1,xÞ , U8 = Ýx 2 + 1,xÞ = V8 ¸ Ýx + 1,xÞ
V1 = Ýx, 1Þ = W5 ¸ Ýx, 1Þ , V2 = Ýx 2 , 1Þ = W6 ¸ Ýx, 1Þ

V3 = Ýx + 1,1Þ = W7 ¸ Ýx + 1,1Þ , V4 = Ýx 2 + 1,1Þ = W8 ¸ Ýx + 1,1Þ

U0 = Ý1,x 2 + xÞ ¸ Ý1,0Þ , V0 = Ýx 2 + x, 1Þ ¸ Ý0,1Þ

W0 = Ý1,x 2 + x + 1Þ ¸ Ý1,1Þ

elde edilir. Di¼ger taraftan iki̧ser iki̧ser distant U; V;W noktalar¬için,

U : Ý1,0Þ ¸ Ý1,0Þ = Ũ , V : Ý0,1Þ ¸ Ý0,1Þ = V* , W : Ý1,1Þ ¸ Ý1,1Þ = W*

bulunur. Yukar¬daki görüntü noktalar¬n¬n P ~R�(1) deki kaŗs¬l¬klar¬yaz¬l¬rsa

U1 = W1 ,U2 = W2 ¸ Ũ1 = W* 1 , U3 = W3 ,U4 = W4 ¸ Ũ2 = W* 2

U5 = V5 ,U6 = W6 ¸ Ũ3 = V* 3 , U7 = V7 ,U8 = V8 ¸ Ũ4 = V* 4

V1 = W5 ,V2 = W6 ¸ V* 1 = W* 3 , V3 = W7 ,V4 = W8 ¸ V* 2 = W* 4

U,U0 ¸ Ũ , V,V0 ¸ V* , W,W0 ¸ W*

olur.
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Şekil 4.2 : P ~R�(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar ile birlikte çizilmiştir.

·Ikişer ikişer distant üç nokta � (içi noktal¬olan üç küçük yuvarlak) ile gösterilmiş

ve do¼grunun di¼ger noktalar¬bu üç noktan¬n komşuluklar¬içindedir. Bu üç

noktadan herbiri ilgili komşulu¼gu belirten noktalar¬n oluşturdu¼gu elipsin merkezine

yerleştirilmiştir.
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BÖLÜM 5

SONLU
GFÝ2Þå GFÝ2Þå GFÝ2Þ

HALKASI ÜZER·INDEPROJEKT·IF DO¼GRU

5.1 GF (2)
GF (2)
GF (2) Halkas¬ve Kanonik

Homomor�zmleri

R4 � GF (2)
GF (2)
GF (2) direkt çarp¬m halkas¬incelenecektir (Saniga and

Planat, 2008). Öncelikle halkan¬n elemanlar¬verilmi̧stir:

R4 = f[0; 0; 0] � a; [1; 0; 0] � b; [0; 1; 0] � c; [0; 0; 1] � d;

[1; 1; 0] � e; [1; 0; 1] � f; [0; 1; 1] � g; [1; 1; 1] � hg

Dolay¬s¬yla R4 halkas¬n¬n eleman say¬s¬jR4j=8 dir ve R4 nin

karakteristi¼gi 2 dir.

R4 nin toplam ve çarp¬m tablolar¬Tablo 5.1 de verilmi̧stir:

ã a b c d e f g h
a a b c d e f g h
b b a e f c d h g
c c e a g b h d f
d d f g a h b c e
e e c b h a g f d
f f d h b g a e c
g g h d c f e a b
h h g f e d c b a

å a b c d e f g h
a a a a a a a a a
b a b a a b b a b
c a a c a c a c c
d a a a d a d d d
e a b c a e b c e
f a b a d b f d f
g a a c d c d g g
h a b c d e f g h

Tablo 5.1 : R4 de Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

Tablolardan görüldü¼gü üzere R4 halkas¬n¬n toplama � i̧slemine göre

etkisiz eleman¬a � 0 ve çarpma 
 i̧slemine göre h � 1 dir.
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R4 nin bir tane birimsel eleman¬vard¬r:

R�4 = fh = b+ c+ dg

R4 nin R�4 d¬̧s¬ndaki di¼ger elemanlar¬ise s¬f¬r bölendir:

R4nR�4 = fa; b; c; d; e = b+ c; f = b+ d; g = c+ dg

Halkan¬n temel idealleri şunlard¬r:

hai = fag; hhi = R4
�e � hei = fa; b; c; eg

�f � hfi = fa; b; d; fg

�g � hgi = fa; c; d; gg

�b � hbi = fa; bg = �e \ �f ,

�c � hci = fa; cg = �e \ �g,

�d � hdi = fa; dg = �f \ �g
dir. Böylece maksimal idealleri �e � hei; �f � hfi, �g � hgi

dir.

R4=�e = fa+ heij a 2 GF (2)g
f : R4=�e ! GF (2)

a+ hei 7�! a

ve benzer şekilde

R4=�f = fa+ hfij a 2 GF (2)g
f : R4=�f ! GF (2)

a+ hfi 7�! a

R4=�g = fa+ hgij a 2 GF (2)g
f : R4=�g ! GF (2)

a+ hgi 7�! a

izomor�zmleri ve

R4=�b = fkx+m+ hbij k;m 2 GF (2)g
f : R4=�b ! GF (2)
GF (2)

kx+m+ hbi 7�! (k;m)

ve benzer şekilde

R4=�c = fkx+m+ hcij k;m 2 GF (2)g
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f : R4=�c ! GF (2)
GF (2)

kx+m+ hci 7�! (k;m)

R4=�d = fkx+m+ hdij k;m 2 GF (2)g
f : R4=�d ! GF (2)
GF (2)

kx+m+ hdi 7�! (k;m)

izomor�zmleri tan¬mlanarak

R4=�e �= R4=�f �= R4=�g �= GF (2)

R4=�b �= R4=�c �= R4=�d �= GF (2)
GF (2)

karakteristi¼gi iki olan temel bölüm halkalar¬n¬oluştururlar ve böylece

R4 ! GF (2)

R4 ! GF (2)
GF (2)

kanonik homomor�zmleri ortaya ç¬kar.

Şimdi de R4 nin iki tür althalkas¬gözönüne al¬narak, bunlar¬n birim

elemanlar¬n¬n R4 nin birim eleman¬yla ayn¬olup olmad¬¼g¬incelenmektedir. R4 nin

bir alt kümesi olan Ro � fa; b; g; hg da toplama ve çarpma i̧slemleri R4 halkas¬ndaki

i̧slemlerle ayn¬tan¬mlanmaktad¬r. Dolay¬s¬yla Tablo 5.1 gözönüne al¬narak Ro n¬n

toplama ve çarpma tablosu Tablo 5.2 de verilmi̧stir:

ã a b g h
a a b g h
b b a h g
g g h a b
h h g b a

å a b g h
a a a a a
b a b a b
g a a g g
h a b g h

Tablo 5.2 : Ro de Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

Burada, a = [0; 0]; b = [1; 0]; g = [0; 1]; h = [1; 1] eşlemeleri yap¬l¬rsa

GF (2)
GF (2) = f(x; y)j x; y 2 GF (2)g
f : Ro ! GF (2)
GF (2)

a; b; g; h 7�! (x; y)

bir izomor�zm oldu¼gundan Ro �= GF (2)
GF (2) oldu¼gu görülür. Böylece h � [1; 1]

nin hem R4 de hem de Ro da birim eleman oldu¼gu görülür.
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R4 nin başka bir alt kümesi olan R� � fa; b; c; eg nin toplama ve çarp¬m tablo-

lar¬n¬n oluşturulmas¬nda yine Tablo 5.1 gözönüne al¬n¬rsa

ã a b c e
a a b c e
b b a e c
c c e a b
e e c b a

å a b c e
a a a a a
b a b a b
c a a c c
e a b c e

Tablo 5.3 : R� de Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

elde edilir. Burada ise; a = [0; 0]; b = [1; 0]; c = [0; 1]; e = [1; 1] eşlemeleri yap¬l¬rsa

R� �= GF (2)
GF (2) oldu¼gu görülür. Dikkat edilirse e � [1; 1] Ro de birim eleman

oldu¼gu halde R4 de s¬f¬r bölendi.
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5.2 GF (2)
GF (2)
GF (2) Halkas¬Üzerinde

Projektif Do¼gru

PR4(1) projektif do¼grusunun toplam 27 noktas¬vard¬r ve bu noktalar üç farkl¬

gruba ayr¬lmaktad¬r. Bunlar s¬ras¬yla aşa¼g¬daki gibidir:

1) �Ay¬rt edici noktalar (çekirdek nokta)�üç tanedir:

U = (1; 0); V = (0; 1);W = (1; 1)

dir. Bu üç nokta ayn¬zamanda PR4(1) e gömülmüş ikinci mertebeden projektif

do¼gru olan PG(1; 2) yi temsil eder.

2) �·Iç kabuk�nokta, koordinatlar¬n¬n biri birimsel ve di¼geri s¬f¬r bölen olan nok-

tad¬r.

I1
S = Ý1,bÞ I2

S = Ý1,cÞ I3
S = Ý1,dÞ I1

F = Ý1,eÞ I2
F = Ý1, fÞ I3

F = Ý1,gÞ

J1
S = Ýb, 1Þ J2

S = Ýc, 1Þ J3
S = Ýd, 1Þ J1

F = Ýe, 1Þ J2
F = Ýf, 1Þ J3

F = Ýg, 1Þ

dir: Burada herbiri alt¬ noktadan oluşan iki simetrik küme söz konusudur. Ve

herbir küme içinde s¬f¬r bölenler zay¬f (slim, "S") ve kuvvetli (fat, "F") olarak

s¬n¬�and¬r¬lm¬̧s ve buna göre isimlendirmi̧stir.

3) �D¬̧s kabuk�nokta, koordinatlar¬farkl¬maksimal idealde bulunan ikisi de s¬f¬r

bölen olan noktad¬r.

S1
+ = Ýe,dÞ S2

+ = Ýf,cÞ S3
+ = Ýg,bÞ S1

? = Ýd,eÞ S2
? = Ýc, fÞ S3

? = Ýb,gÞ

F1
+ = Ýe, fÞ F2

+ = Ýe,gÞ F3
+ = Ýf,gÞ F1

? = Ýf,eÞ F2
? = Ýg,eÞ F3

? = Ýg, fÞ

dir.. Bu grupta bulunan on iki noktadan baz¬lar¬biribirinin simetri¼gidir. Burada

koordinatlar ayr¬ca + ve - olarak ikiye ayr¬lm¬̧st¬r.

det

0@� �


 �

1A 2 R4nR�4 den elemanlar¬noktalar olan ve biribiriyle ba¼glant¬l¬üç

küme oluşturulabilir: U = (1; 0); V = (0; 1);W = (1; 1).
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Şimdi do¼grunun genel yap¬s¬incelenmektedir. Önce çekirdek noktalar¬gözönüne

al¬nmaktad¬r. Aşa¼g¬da U = (1; 0) noktas¬n¬n komşu ve distant oldu¼gu noktalar

incelenmi̧stir:

det

0@1 0

1 b

1A = b 2 R4nR�4 , det

0@1 0

1 c

1A = c 2 R4nR�4

det

0@1 0

1 d

1A = d 2 R4nR�4 , det

0@1 0

1 e

1A = e 2 R4nR�4

det

0@1 0

1 f

1A = f 2 R4nR�4 , det

0@1 0

1 g

1A = g 2 R4nR�4

det

0@1 0

e d

1A = d 2 R4nR�4 , det

0@1 0

f c

1A = c 2 R4nR�4

det

0@1 0

g b

1A = b 2 R4nR�4 , det

0@1 0

d e

1A = e 2 R4nR�4

det

0@1 0

c f

1A = f 2 R4nR�4 , det

0@1 0

b g

1A = g 2 R4nR�4

det

0@1 0

e f

1A = f 2 R4nR�4 , det

0@1 0

e g

1A = g 2 R4nR�4

det

0@1 0

f g

1A = g 2 R4nR�4 , det

0@1 0

f e

1A = e 2 R4nR�4

det

0@1 0

g e

1A = e 2 R4nR�4 det

0@1 0

g f

1A = f 2 R4nR�4

oldu¼gundan U = (1; 0) a komşu olan noktalar ISi ; I
F
i ; S

+
i ; S

�
i ; F

+
i ; F

�
i (i = 1; 2; 3) ve
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det

0@1 0

b 1

1A = 1 2 R�4 , det

0@1 0

c 1

1A = 1 2 R�4

det

0@1 0

d 1

1A = 1 2 R�4 , det

0@1 0

e 1

1A = 1 2 R�4

det

0@1 0

f 1

1A = 1 2 R�4 , det

0@1 0

g 1

1A = 1 2 R�4

oldu¼gundan U = (1; 0) a distant olan noktalar ise JSi ; J
F
i (i = 1; 2; 3) tür. Benzer

şekilde V = (0; 1) ve W = (1; 1) noktar¬n¬n komşu ve distant oldu¼gu noktalar ince-

lendi¼ginde iki̧ser iki̧ser distant üç noktan¬n komşuluklar¬aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

U : fISi ; IFi ; S+i ; S�i ; F+i ; F�i g

V : fJSi ; JFi ; S+i ; S�i ; F+i ; F�i g

W : fISi ; IFi ; JSi ; JFi ; F+i ; F�i g:

Bu do¼gru üzerindeki koordinat sistemi her zaman, iki̧ser iki̧ser distant üç nok-

tan¬n koordinatlar¬U; V;W nun koordinatlar¬na özdeş olacak şekilde seçilebilir. Bu

nedenle son üç ifadeden, do¼gru üzerindeki herhangi bir noktan¬n komşulu¼gunda on

sekiz farkl¬ noktan¬n oldu¼gu söylenebilir. Distant herhangi iki noktan¬n komşu-

luklar¬nda on iki ortak nokta vard¬r ve iki̧ser iki̧ser distant herhangi üç noktan¬n

komşuluklar¬nda ortak alt¬nokta vard¬r. (Şekil 5.1)
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Şekil 5.1 : PR4(1) projektif do¼grusunun şekli, üzerindeki noktalar ile birlikte

çizilmiştir. ·Ikişer ikişer distant üç nokta, içi noktal¬olan üç küçük yuvarlak(�)

ile gösterilmiş ve komşuluklar¬n¬belirten noktalar¬n oluşturdu¼gu elipslerin

merkezine yerleştirilmiş. Her küçük yuvarlak do¼grudaki iki farkl¬noktay¬temsil

eder, ancak büyük yuvarlak ise di¼ger alt¬noktay¬göstermektedir.

GF (2)[x]=hx3�xi ve GF (2)[x]=hx2�xi üzerinde tan¬ml¬do¼grularda oldu¼gu gibi,

komşuluk ba¼g¬nt¬s¬geçi̧sken de¼gildir. Ancak, daha önceki durumlarda rastlanmayan

yeni bir özellik, burada iki̧ser iki̧ser distant üç noktan¬n komşuluklar¬n¬n s¬f¬rdan

farkl¬olmas¬d¬r ve bu R4 nin üç maksimal idealinin varl¬¼g¬na dayan¬r.

Şimdi bu durumlar biraz daha ayr¬nt¬l¬incelenmektedir:

IS1 noktas¬ile komşu ve distant olan iç kabuk noktalar¬na bak¬l¬rsa,
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det

0@1 b

1 b

1A = 0 , det

0@1 b

1 c

1A = c� b = e

det

0@1 b

1 d

1A = d� b = f , det

0@1 b

1 e

1A = e� b = c

det

0@1 b

1 f

1A = f � b = d , det

0@1 b

1 g

1A = g � b = h

det

0@1 b

b 1

1A = b� 1 = g , det

0@1 b

c 1

1A = a� 1 = h

det

0@1 b

d 1

1A = a� 1 = h , det

0@1 b

e 1

1A = e� b = c

det

0@1 b

f 1

1A = b� 1 = g , det

0@1 b

g 1

1A = a� 1 = h

oldu¼gundan IS1 noktas¬n¬n I
S
1 ; I

S
2 ; I

S
3 ; I

F
1 ; I

F
2 ; J

S
1 ; J

F
1 ; J

F
2 noktalar¬ile komşu oldu¼gu

IF3 ; J
S
2 ; J

S
3 ; J

F
3 noktalar¬ile distant oldu¼gu görülmektedir.

Benzer i̧slem PR4(1) do¼grusunun di¼ger "iç kabuk" noktalar¬için de yap¬l¬rsa

("+" distantl¬¼g¬, "-" komşulu¼gu göstermek üzere) Tablo 5.4 ortaya ç¬kar:
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I1
S I2

S I3
S I1

F I2
F I3

F J1
S J2

S J3
S J1

F J2
F J3

F

I1
S ? ? ? ? ? + ? + + ? ? +

I2
S ? ? ? ? + ? + ? + ? + ?

I3
S ? ? ? + ? ? + + ? + ? ?

I1
F ? ? + ? ? ? ? ? + ? ? ?

I2
F ? + ? ? ? ? ? + ? ? ? ?

I3
F + ? ? ? ? ? + ? ? ? ? ?

J1
S ? + + ? ? + ? ? ? ? ? +

J2
S + ? + ? + ? ? ? ? ? + ?

J3
S + + ? + ? ? ? ? ? + ? ?

J1
F ? ? + ? ? ? ? ? + ? ? ?

J2
F ? + ? ? ? ? ? + ? ? ? ?

J3
F + ? ? ? ? ? + ? ? ? ? ?

Tablo 5.4 : PR4(1) do¼grusunun "iç kabuk" noktalar¬n¬n distantl¬¼g¬ve komşulu¼gu

F+1 ile komşu ve distant olan d¬̧s kabuk noktalar¬na bak¬l¬rsa,

det

0@e f

e f

1A = 0 , det

0@e f

e g

1A = c� b = e

det

0@e f

f g

1A = c� f = h , det

0@e f

f e

1A = e� f = g

det

0@e f

g e

1A = e� d = h , det

0@e f

g f

1A = b� d = f
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det

0@e f

e d

1A = a� b = b , det

0@e f

f c

1A = c� f = h

det

0@e f

g b

1A = b� d = f , det

0@e f

d e

1A = e� d = h

det

0@e f

c f

1A = b� a = b , det

0@e f

b g

1A = c� b = e

oldu¼gundan F+1 noktas¬na komşu olan noktalar¬n F
+
1 ; F

+
2 ; F

�
1 ; F

�
3 ; S

+
1 ; S

+
3 ;

S�2 ; S
�
3 noktalar¬oldu¼gu ve F

+
3 ; F

�
2 ; S

+
2 ; S

�
1 noktalar¬ile distant oldu¼gu görülür.

Benzer i̧slem PR4(1) do¼grusunun di¼ger "d¬̧s kabuk" noktalar¬için de yap¬l¬rsa

("+" distantl¬¼g¬, "-" komşulu¼gu göstermek üzere) Tablo 5.5 elde edilir:

F1
+ F2

+ F3
+ F1

? F2
? F3

? S1
+ S2

+ S3
+ S1

? S2
? S3

?

F1
+ ? ? + ? + ? ? + ? + ? ?

F2
+ ? ? ? + ? + ? ? + + ? ?

F3
+ + ? ? ? + ? ? ? + ? + ?

F1
? ? + ? ? ? + + ? ? ? + ?

F2
? + ? + ? ? ? + ? ? ? ? +

F3
? ? + ? + ? ? ? + ? ? ? +

S1
+ ? ? ? + + ? ? ? ? + ? ?

S2
+ + ? ? ? ? + ? ? ? ? + ?

S3
+ ? + + ? ? ? ? ? ? ? ? +

S1
? + + ? ? ? ? + ? ? ? ? ?

S2
? ? ? + + ? ? ? + ? ? ? ?

S3
? ? ? ? ? + + ? ? + ? ? ?

Tablo 5.5 : PR4(1) do¼grusunun "d¬̧s kabuk" noktalar¬n¬n distantl¬¼g¬ve komşulu¼gu

Yukar¬da yap¬lan benzer i̧slemler PR4(1) do¼grusunun her iki kabu¼gundaki nok-

talar için de yap¬l¬rsa Tablo 5.6 ortaya ç¬kar:
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I1
S I2

S I3
S I1

F I2
F I3

F J1
S J2

S J3
S J1

F J2
F J3

F

F1
+ ? + ? ? ? + ? ? + ? ? +

F2
+ + ? ? ? + ? ? ? + ? + ?

F3
+ + ? ? + ? ? ? + ? + ? ?

F1
? ? ? + ? ? + ? + ? ? ? +

F2
? ? ? + ? + ? + ? ? ? + ?

F3
? ? + ? + ? ? + ? ? + ? ?

S1
+ ? ? ? + ? ? ? ? + ? + +

S2
+ ? ? ? ? + ? ? + ? + ? +

S3
+ ? ? ? ? ? + + ? ? + + ?

S1
? ? ? + ? + + ? ? ? + ? ?

S2
? ? + ? + ? + ? ? ? ? + ?

S3
? + ? ? + + ? ? ? ? ? ? +

Tablo 5.6 : PR4(1) do¼grusunun "hem iç ve hem d¬̧s kabuk" noktalar¬n¬n distantl¬¼g¬

ve komşulu¼gu

Tablo 5.4, 5.5 ve 5.6 dan kabuklardaki noktalar aras¬ndaki komşuluk yada dis-

tantl¬k ili̧skisinin bulunmas¬yla geometrik incelikleri tamamen ortaya ç¬kar. Burada,

Tablo 5.6 da + ve � nin anlam¬yine s¬ras¬yla distantl¬k ve komşuluktur. Örne¼gin

S�2 ve I
F
1 distantt¬rlar ve F

+
2 ve J

S
2 noktalar¬komşudurlar.

Çekirdek ve kabuklar aras¬nda da benzer i̧slemler yap¬l¬rsa Tablo 5.7 elde edilir.

I1
S I2

S I3
S I1

F I2
F I3

F J1
S J2

S J3
S J1

F J2
F J3

F

U ? ? ? ? ? ? + + + + + +

V + + + + + + ? ? ? ? ? ?

W ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

F1
+ F2

+ F3
+ F1

? F2
? F3

? S1
+ S2

+ S3
+ S1

? S2
? S3

?

U ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

V ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

W ? ? ? ? ? ? + + + + + +

Tablo 5.7 : Çekirdek ile kabuklar¬n distanl¬k ve komşulu¼gu



49

Şekil 5.2 : Yukar¬daki gösterim PR4(1) do¼grusunun iç(sol) ve d¬̧s(sa¼g) kabuklar¬n¬

temsil etmektedir, burada herhangi iki distant nokta bir do¼gru parças¬ile

birleştirilmiştir. Her iki durumda da, noktalar¬n iki kümesi farkl¬renk ile

gösterilmiştir; ilk şekilde içi noktal¬daireler(�) kuvvetli(fat) noktalar¬temsil

ederler ve ikinci durumda çekirdek (ortada W olmak üzere üç nokta) ve söz konusu

kabuk ile ilişkisi gösterilmiştir.
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BÖLÜM 6

¨4 å ¨4

D·IREKT HALKA ÇARPIMI ÜZER·INDE
PROJEKT·IF DO¼GRU

Projektif do¼gru üzerindeki halka kavram¬n¬n daha iyi anlaş¬lmas¬ için,

R� � Z4 
 Z4 direkt halka çarp¬m¬üzerinde tan¬ml¬projektif do¼grunun yap¬s¬n¬

incelenmektedir (Saniga, et al., 2007).

Öncelikle kolayl¬k sa¼glamas¬için Z4 te toplama ve çarpma tablolar¬yap¬l¬rsa;

ã 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

å 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

Tablo 6.1 : Z4 te Toplama ve Çarpma ·Işlemi Tablolar¬

Tablo 6.1 ortaya çıkmış olur.

Z4 te oldu¼gu gibi R� � Z4 
 Z4 halkas¬n¬n da karakteristi¼gi 4 tür ve dolay¬s¬yla

16 eleman¬vard¬r:

R� = fa � [0; 0]; b � [0; 1]; c � [0; 2]; d � [0; 3]; e � [1; 0]; h � [1; 1];

i � [1; 2]; j � [1; 3]; f � [2; 0]; k � [2; 1]; l � [2; 2];m � [2; 3];

g � [3; 0]; n � [3; 1]; p � [3; 2]; q � [3; 3]g

dir.

R� nin temel idealleri;
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hai = fag , hgi = fa; e; f; gg

hbi = fa; b; c; dg , hii = fa; c; e; f; g; i; l; pg

hci = fa; cg , hki = fa; b; c; d; f; k; l;mg

hdi = fa; b; c; dg , hli = fa; c; f; lg

hei = fa; e; f; gg , hmi = fa; b; c; d; f; k; l;mg

hfi = fa; fg , hpi = fa; c; e; f; g; i; l; pg

hhi = hji = hni = hqi = fa; b; c; d; e; h; i; j; f; k; l;m; g; n; p; qg = R�

dir.

Böylece R� nin maksimal idealleri

�1 = hii = hpi = fa; c; e; f; g; i; l; pg

ve

�2 = hki = hmi = fa; b; c; d; f; k; l;mg

dir.

Aşikar(trivial) olmayan Jacobson radikali ise � = �1 \ �2 = fa; c; f; lg

dir.

Birimsel elemanlar¬n kümesi R�� = fh � 1; j; n; qg ve

S¬f¬r bölenlerin kümesi RnR�� = fa � 0; b; c; d; e; f; g; i; k; l;m; pg olur.

R� de toplam ve çarp¬m tablolar¬s¬ras¬yla Tablo 6.2, Tablo 6.3 te verilmi̧stir:
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ã a b c d e f g h i j k l m n p q
a a b c d e f g h i j k l m n p q
b b c d a h k n i j e l m f p q g
c c d a b i l p j e h m f k q g n
d d a b c j m q e h i f k l g n p
e e h i j f g a k l m n p q b c d
f f k l m g a e n p q b c d h i j
g g n p q a e f b c d h i j k l m
h h i j e k n b l m f p q g c d a
i i j e h l p c m f k q g n d a b
j j e h i m q d f k l g n p a b c
k k l m f n b h p q g c d a i j e
l l m f k p c i q g n d a b j e h

m m f k l q d j g n p a b c e h i
n n p q g b h k c d a i j e l m f
p p q g n c i l d a b j e h m f k
q q g n p d j m a b c e h i f k l

Tablo 6.2 : R� de Toplam Tablosu
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å a b c d e f g h i j k l m n p q
a a a a a a a a a a a a a a a a a
b a b c d a a a b c d b c d b c d
c a c a c a a a c a c c a c c a c
d a d c b a a a d c b d c b d c b
e a a a a e f g e e e f f f g g g
f a a a a f a f f f f a a a f f f
g a a a a g f e g g g f f f e e e
h a b c d e f g h i j k l m n p q
i a c a c e f g i e i l f l p g p
j a d c b e f g j i h m l k q p n
k a b c d f a f k l m b c d k l m
l a c a c f a f l f l c a c l f l

m a d c b f a f m l k d c b m l k
n a b c d g f e n p q k l m h i j
p a c a c g f e p g p l f l i e i
q a d c b g f e q p n m l k j i h

Tablo 6.3 : R� de Çarp¬m Tablosu

Kabul edilebilirlik durumu göz önüne al¬nd¬¼g¬nda PR�(1) projektif do¼grusu

üzerindeki tüm noktalar aşa¼g¬daki gibi belirlenir. Toplam 36 nokta vard¬r, bunlar-

dan 28 tanesi I.tip nokta ve kalan 8 nokta ise II. tip noktalard¬r.

� 2 fh; n; j; qg birimsel elemanlar¬için (�x; �y) ve (x; y) nin ayn¬s¬n¬fa ait olduk-

lar¬gözönüne al¬n¬rsa ((�x; �y), (x; y)) noktalar¬aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:
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(1; 0) � (j; 0) � (n; 0) � (q; 0) , (0; 1) � (0; j) � (0; n) � (0; q)

(1; b) � (j; d) � (n; b) � (q; d) , (b; 1) � (d; j) � (b; n) � (d; q)

(1; c) � (j; c) � (n; c) � (q; c) , (c; 1) � (c; j) � (c; n) � (c; q)

(1; d) � (j; b) � (n; d) � (q; b) , (d; 1) � (b; j) � (d; n) � (b; q)

(1; e) � (j; e) � (n; g) � (q; g) , (e; 1) � (e; j) � (g; n) � (g; q)

(1; f) � (j; f) � (n; f) � (q; f) , (f; 1) � (f; j) � (f; n) � (f; q)

(1; g) � (j; g) � (n; e) � (q; e) , (g; 1) � (g; j) � (e; n) � (e; q)

(1; i) � (j; i) � (n; p) � (q; p) , (i; 1) � (i; j) � (p; n) � (p; q)

(1; k) � (j;m) � (n; k) � (q;m) , (k; 1) � (m; j) � (k; n) � (m; q)

(1; l) � (j; l) � (n; l) � (q; l) , (l; 1) � (l; j) � (l; n) � (l; q)

(1;m) � (j; k) � (n;m) � (q; k) , (m; 1) � (k; j) � (m;n) � (k; q)

(1; p) � (j; p) � (n; i) � (q; i) , (p; 1) � (p; j) � (i; n) � (i; q)

(1; 1) � (j; j) � (n; n) � (q; q) , (1; j) � (j; 1) � (n; q) � (q; n)

(1; n) � (j; q) � (n; 1) � (q; j) , (1; q) � (j; n) � (n; j) � (q; 1)

I. tip noktalard¬r ve

(e; b) � (e; d) � (g; b) � (g; d) , (b; e) � (d; e) � (b; g) � (d; g)

(e; k) � (e;m) � (g; k) � (g;m) , (k; e) � (m; e) � (k; g) � (m; g)

(i; b) � (i; d) � (p; b) � (p; d) , (b; i) � (d; i) � (b; p) � (d; p)

(i; k) � (i;m) � (p; k) � (p;m) , (k; i) � (m; i) � (k; p) � (m; p)

II. tip noktalard¬r.

Do¼grunun tüm yap¬s¬n¬ ortaya koymak için komşuluk/distantl¬k yap¬s¬n¬n da

incelenmesi gerekmektedir. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, iki̧ser iki̧ser distant üç nokta

olan U = (1; 0), V = (0; 1), W = (1; 1) ele al¬narak, bunlar¬n yukar¬da bulunan

noktalardan hangileriyle komşu, hangileriyle distant oldu¼gu bulunabilir.

U = (1; 0) noktas¬n¬n PR�(1) in 36 noktas¬yla komşuluk ve distantl¬¼g¬na bak¬l¬rsa;
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det

0@1 0

1 0

1A = 0 2 R�nR�� , det

0@1 0

1 b

1A = b 2 R�nR��

det

0@1 0

1 c

1A = c 2 R�nR�� , det

0@1 0

1 d

1A = d 2 R�nR��

det

0@1 0

1 e

1A = e 2 R�nR�� , det

0@1 0

1 f

1A = f 2 R�nR��

det

0@1 0

1 g

1A = g 2 R�nR�� , det

0@1 0

1 i

1A = i 2 R�nR��

det

0@1 0

1 k

1A = k 2 R�nR�� , det

0@1 0

1 l

1A = l 2 R�nR��

det

0@1 0

1 m

1A = m 2 R�nR�� , det

0@1 0

1 p

1A = p 2 R�nR��

det

0@1 0

0 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

b 1

1A = 1 2 R��

det

0@1 0

c 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

d 1

1A = 1 2 R��

det

0@1 0

e 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

f 1

1A = 1 2 R��

det

0@1 0

g 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

i 1

1A = 1 2 R��
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det

0@1 0

k 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

l 1

1A = 1 2 R��

det

0@ 1 0

m 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

p 1

1A = 1 2 R��

det

0@1 0

1 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

1 j

1A = j 2 R��

det

0@1 0

1 n

1A = n 2 R�� , det

0@1 0

1 q

1A = q 2 R��

det

0@1 0

e b

1A = b 2 R�nR�� , det

0@1 0

e k

1A = k 2 R�nR��

det

0@1 0

i b

1A = b 2 R�nR�� , det

0@1 0

i k

1A = k 2 R�nR��

det

0@1 0

b e

1A = e 2 R�nR�� , det

0@1 0

k e

1A = e 2 R�nR��

det

0@1 0

b i

1A = i 2 R�nR�� , det

0@1 0

k i

1A = i 2 R�nR��

yaz¬labilir.

Böylece U = (1; 0) noktas¬na komşu olan noktalar ve benzer şekilde distant olan

noktalar belirlenmi̧s olur.

U ya komşu olan noktalar;

(1; b); (1; c); (1; d); (1; e); (1; f); (1; g); (1; i); (1; k); (1; l); (1;m); (1; p);

(e; b); (e; k); (i; b); (i; k); (b; e); (k; e); (b; i); (k; i)

dir.
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U ya distant olan noktalar;

(b; 1); (c; 1); (d; 1); (e; 1); (f; 1); (g; 1); (i; 1); (k; 1); (l; 1); (m; 1); (p; 1);

(1; j); (1; n); (1; q)

olarak yaz¬labilir.

V; W için de benzer i̧slemler yap¬larak, bu noktalara komşu olan noktalar ile

distant olan noktalar aşa¼g¬daki gibi belirlenmi̧stir.

V ye komşu olan noktalar;

(b; 1); (c; 1); (d; 1); (e; 1); (f; 1); (g; 1); (i; 1); (k; 1); (l; 1); (m; 1); (p; 1);

(e; b); (e; k); (i; b); (i; k); (b; e); (k; e); (b; i); (k; i)

dir.

V ye distant olan noktalar;

(1; b); (1; c); (1; d); (1; e); (1; f); (1; g); (1; i); (1; k); (1; l); (1;m); (1; p);

(1; j); (1; n); (1; q)

şeklindedir.

W ya komşu olan noktalar;

(1; b); (1; d); (1; e); (1; g); (1; i); (1; k); (1;m); (1; p); (b; 1); (d; 1); (e; 1);

(g; 1); (i; 1); (k; 1); (m; 1); (p; 1); (1; j); (1; n); (1; q)

dir.

W ya distant olan noktalar;

(1; c); (1; f); (1; l); (c; 1); (f; 1); (l; 1); (e; b); (e; k); (i; b); (i; k); (b; e); (k; e); (b; i); (k; i)

olarak belirlenmi̧stir.

Görüldü¼gü üzere herbir komşulukta on dokuz adet nokta bulunur ve

(1; c); (1; f); (1; l) U ya; (c; 1); (f; 1); (l; 1) V ye; (1; j); (1; n); (1; q)W noktas¬na özgü

Jacobson noktalar¬d¬r. Ay¬rt edici U; V;W noktalar¬n¬n üçünün ortak bir kesi̧sim

noktas¬yoktur ancak bu ay¬rt edici nokta çiftlerinin(iki̧ser iki̧ser) ortak sekiz noktas¬

vard¬r (Şekil 6.1).
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Şekil 6.1 : PR�(1) projektif do¼grusunun şekli üzerindeki noktalar ile birlikte

çizilmiştir. ·Ikişer ikişer distant üç nokta, içi noktal¬olan üç küçük yuvarlak ile

gösterilmiş ve komşuluklar¬n¬belirten noktalar¬n oluşturdu¼gu elipslerin merkezine

yerleştirilmiştir. Herbir nokta iki farkl¬noktay¬temsil eder. ·Içi boş olan üç nokta

ise Jacobson noktalar¬d¬r ki herbiri üç noktay¬temsil eder.
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BÖLÜM 7

GFÝ3Þå GFÝ2Þå GFÝ4Þ
HALKASI ÜZER·INDE PROJEKT·IF DO¼GRU

R5 = GF (3)
GF (2)
GF (4) halkas¬n¬n jR5j = 3 � 2 � 4 = 24 eleman¬vard¬r.

GF (3) ve GF (2) nin elemanlar¬s¬ras¬yla f0; 1; 2g ve f0; 1g dir. GF (4) ise GF (2)

nin 2. dereceden bir cisim geni̧slemesidir ve �2 + � + 1 2 GF (2) indirgenemez

polinomu ve x bu polinomun bir kökü olmak üzere GF (4) ün elemanlar¬aşa¼g¬daki

gibidir:

GF (4) = GF (22) = fb0 + b1xjb0; b1 2 GF (2)g = f0; 1; x; 1 + xg.

Dolay¬s¬yla R5 halkas¬n¬n elemanlar¬n¬n oluşturdu¼gu küme,

R5 = fa0 � [0; 0; 0]; a1 � [0; 0; 1]; a2 � [0; 0; x]; a3 � [0; 0; 1 + x];

a4 � [0; 1; 0]; a5 � [0; 1; 1]; a6 � [0; 1; x]; a7 � [0; 1; 1 + x];

a8 � [1; 0; 0]; a9 � [1; 0; 1]; a10 � [1; 0; x]; a11 � [1; 0; 1 + x];

a12 � [1; 1; 0]; a13 � [1; 1; 1]; a14 � [1; 1; x]; a15 � [1; 1; 1 + x];

a16 � [2; 0; 0]; a17 � [2; 0; 1]; a18 � [2; 0; x]; a19 � [2; 0; 1 + x];

a20 � [2; 1; 0]; a21 � [2; 1; 1]; a22 � [2; 1; x]; a23 � [2; 1; 1 + x]g

şeklindedir.

R5 nin birinci koordinat¬nda 3 � 0, ikinci koordinat¬nda 2 � 0, üçüncü koordi-

nat¬nda x2+x+1 � 0 oldu¼gundan dolay¬toplam ve çarp¬m tablolar¬s¬ras¬yla Tablo

7.1 ve Tablo 7.2 de verilebilir:
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ã a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23

a0 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23

a1 a1 a2 a3 a0 a5 a6 a7 a4 a9 a10 a11 a8 a13 a14 a15 a12 a17 a18 a19 a16 a21 a22 a23 a20

a2 a2 a3 a0 a1 a6 a7 a4 a5 a10 a11 a8 a9 a14 a15 a12 a13 a18 a19 a16 a17 a22 a23 a20 a21

a3 a3 a0 a1 a2 a7 a4 a5 a6 a11 a8 a9 a10 a15 a12 a13 a14 a19 a16 a17 a18 a23 a20 a21 a22

a4 a4 a5 a6 a7 a0 a1 a2 a3 a12 a13 a14 a15 a8 a9 a10 a11 a20 a21 a22 a23 a16 a17 a18 a19

a5 a5 a6 a7 a4 a1 a2 a3 a0 a13 a14 a15 a12 a9 a10 a11 a8 a21 a22 a23 a20 a17 a18 a19 a16

a6 a6 a7 a4 a5 a2 a3 a0 a1 a14 a15 a12 a13 a10 a11 a8 a9 a22 a23 a20 a21 a18 a19 a16 a17

a7 a7 a4 a5 a6 a3 a0 a1 a2 a15 a12 a13 a14 a11 a8 a9 a10 a23 a20 a21 a22 a19 a16 a17 a18

a8 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

a9 a9 a10 a11 a8 a13 a14 a15 a12 a17 a18 a19 a16 a21 a22 a23 a20 a1 a2 a3 a0 a5 a6 a7 a4

a10 a10 a11 a8 a9 a14 a15 a12 a13 a18 a19 a16 a17 a22 a23 a20 a21 a2 a3 a0 a1 a6 a7 a4 a5

a11 a11 a8 a9 a10 a15 a12 a13 a14 a19 a16 a17 a18 a23 a20 a21 a22 a3 a0 a1 a2 a7 a4 a5 a6

a12 a12 a13 a14 a15 a8 a9 a10 a11 a20 a21 a22 a23 a16 a17 a18 a19 a4 a5 a6 a7 a0 a1 a2 a3

a13 a13 a14 a15 a12 a9 a10 a11 a8 a21 a22 a23 a20 a17 a18 a19 a16 a5 a6 a7 a4 a1 a2 a3 a0

a14 a14 a15 a12 a13 a10 a11 a8 a9 a22 a23 a20 a21 a18 a19 a16 a17 a6 a7 a4 a5 a2 a3 a0 a1

a15 a15 a12 a13 a14 a11 a8 a9 a10 a23 a20 a21 a22 a19 a16 a17 a18 a7 a4 a5 a6 a3 a0 a1 a2

a16 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15

a17 a17 a18 a19 a16 a21 a22 a23 a20 a1 a2 a3 a0 a5 a6 a7 a4 a9 a10 a11 a8 a13 a14 a15 a12

a18 a18 a19 a16 a17 a22 a23 a20 a21 a2 a3 a0 a1 a6 a7 a4 a5 a10 a11 a8 a9 a14 a15 a12 a13

a19 a19 a16 a17 a18 a23 a20 a21 a22 a3 a0 a1 a2 a7 a4 a5 a6 a11 a8 a9 a10 a15 a12 a13 a14

a20 a20 a21 a22 a23 a16 a17 a18 a19 a4 a5 a6 a7 a0 a1 a2 a3 a12 a13 a14 a15 a8 a9 a10 a11

a21 a21 a22 a23 a20 a17 a18 a19 a16 a5 a6 a7 a4 a1 a2 a3 a0 a13 a14 a15 a12 a9 a10 a11 a8

a22 a22 a23 a20 a21 a18 a19 a16 a17 a6 a7 a4 a5 a2 a3 a0 a1 a14 a15 a12 a13 a10 a11 a8 a9

a23 a23 a20 a21 a22 a19 a16 a17 a18 a7 a4 a5 a6 a3 a0 a1 a2 a15 a12 a13 a14 a11 a8 a9 a10

Tablo 7.1 : R5 de Toplama ·Işlemi Tablosu
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å a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23

a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0

a1 a0 a1 a2 a3 a0 a1 a2 a3 a0 a1 a2 a3 a0 a1 a2 a3 a0 a1 a2 a3 a0 a1 a2 a3

a2 a0 a2 a3 a1 a0 a2 a3 a1 a0 a2 a3 a1 a0 a2 a3 a1 a0 a2 a3 a1 a0 a2 a3 a1

a3 a0 a3 a1 a2 a0 a3 a1 a2 a0 a3 a1 a2 a0 a3 a1 a2 a0 a3 a1 a2 a0 a3 a1 a2

a4 a0 a0 a0 a0 a4 a4 a4 a4 a0 a0 a0 a0 a4 a4 a4 a4 a0 a0 a0 a0 a4 a4 a4 a4

a5 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

a6 a0 a2 a3 a1 a4 a6 a7 a5 a0 a2 a3 a1 a4 a6 a7 a5 a0 a2 a3 a1 a4 a6 a7 a5

a7 a0 a3 a1 a2 a4 a7 a5 a6 a0 a3 a1 a2 a4 a7 a5 a6 a0 a3 a1 a2 a4 a7 a5 a6

a8 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a8 a8 a8 a8 a8 a8 a8 a8 a16 a16 a16 a16 a16 a16 a16 a16

a9 a0 a1 a2 a3 a0 a1 a2 a3 a8 a9 a10 a11 a8 a9 a10 a11 a16 a17 a18 a19 a16 a17 a18 a19

a10 a0 a2 a3 a1 a0 a2 a3 a1 a8 a10 a11 a9 a8 a10 a11 a9 a16 a18 a19 a17 a16 a18 a19 a17

a11 a0 a3 a1 a2 a0 a3 a1 a2 a8 a11 a9 a10 a8 a11 a9 a10 a16 a19 a17 a18 a16 a19 a17 a18

a12 a0 a0 a0 a0 a4 a4 a4 a4 a8 a8 a8 a8 a12 a12 a12 a12 a16 a16 a16 a16 a20 a20 a20 a20

a13 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23

a14 a0 a2 a3 a1 a4 a6 a7 a5 a8 a10 a11 a9 a12 a14 a15 a13 a16 a18 a19 a17 a20 a22 a23 a21

a15 a0 a3 a1 a2 a4 a7 a5 a6 a8 a11 a9 a10 a12 a15 a13 a14 a16 a19 a17 a18 a20 a23 a21 a22

a16 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a0 a16 a16 a16 a16 a16 a16 a16 a16 a8 a8 a8 a8 a8 a8 a8 a8

a17 a0 a1 a2 a3 a0 a1 a2 a3 a16 a17 a18 a19 a16 a17 a18 a19 a8 a9 a10 a11 a8 a9 a10 a11

a18 a0 a2 a3 a1 a0 a2 a3 a1 a16 a18 a19 a17 a16 a18 a19 a17 a8 a10 a11 a9 a8 a10 a11 a9

a19 a0 a3 a1 a2 a0 a3 a1 a2 a16 a19 a17 a18 a16 a19 a17 a18 a8 a11 a9 a10 a8 a11 a9 a10

a20 a0 a0 a0 a0 a4 a4 a4 a4 a16 a16 a16 a16 a20 a20 a20 a20 a8 a8 a8 a8 a12 a12 a12 a12

a21 a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15

a22 a0 a2 a3 a1 a4 a6 a7 a5 a16 a18 a19 a17 a20 a22 a23 a21 a8 a10 a11 a9 a12 a14 a15 a13

a23 a0 a3 a1 a2 a4 a7 a5 a6 a16 a19 a17 a18 a20 a23 a21 a22 a8 a11 a9 a10 a12 a15 a13 a14

Tablo 7.2 : R5 de Çarpma ·Işlemi Tablosu

Tablo 7.1 ve Tablo 7.2 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki ifadeler yaz¬labilir:

R5 nin birimsel elemanlar¬n¬n kümesi

R�5 = fa13; a14; a15; a21; a22; a23g olup jR�5j = 6 d¬r.

R5 nin R�5 d¬̧s¬ndaki di¼ger elemanlar¬ise s¬f¬r bölendir:

RnR�5 = fa0; a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7; a8; a9; a10; a11; a12; a16; a17; a18; a19; a20g

ve

jR5nR�5j = 18 dir.

R5 nin temel idealleri

< a0 >= fa0g; < a1 >=< a2 >=< a3 >= fa0; a1; a2; a3g;

< a4 >= fa0; a4g; < a5 >=< a6 >=< a7 >= fa0; a1; a2; a3; a4; a5; a6; a7g;

< a8 >=< a16 >= fa0; a8; a16g;

< a9 >=< a10 >=< a11 >=< a17 >=< a18 >

=< a19 >= fa0; a1; a2; a3; a8; a9; a10; a11; a16; a17; a18; a19g;
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< a12 >=< a20 >= fa0; a4; a8; a12; a16; a20g;

< a13 >=< a14 >=< a15 >=< a21 >=< a22 >=< a23 >= R5

olup maksimal idealleri;

< a5 >=< a6 >=< a7 >,

< a9 >=< a10 >=< a11 >=< a17 >=< a18 >=< a19 > ve

< a12 >=< a20 >

dir.

PR5(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar s¬ral¬ikili koordinatlarla gösterilir

ve cebirsel olarak iki farkl¬tiptedirler:

I.tip ve II. tip noktalar tekrar hat¬rlan¬rsa;

I) Nokta koordinatlar¬ndan en az biri birimseldir.

II) Noktalar¬n koordinatlar¬n¬n ikisi de farkl¬idealde bulunan s¬f¬r bölenlerdir.

I. tipteki noktalar toplam 42 tanedir ve noktalar kümesinde

� 2 fa13; a14; a15; a21; a22; a23g birimsel elemanlar¬için (�a; �b) ve (a; b) nin ayn¬s¬n¬fa

ait olduklar¬gözönüne al¬n¬rsa ((�a; �b), (a; b)) noktalar¬aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:
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Ýa13 ,a0Þ i Ýa14 ,a0Þ i Ýa15 ,a0Þ i Ýa21 ,a0Þ i Ýa22 ,a0Þ i Ýa23 ,a0Þ

Ýa13 ,a1Þ i Ýa14 ,a2Þ i Ýa15 ,a3Þ i Ýa21 ,a1Þ i Ýa22 ,a2Þ i Ýa23 ,a3Þ

Ýa13 ,a2Þ i Ýa14 ,a3Þ i Ýa15 ,a1Þ i Ýa21 ,a2Þ i Ýa22 ,a3Þ i Ýa23 ,a1Þ

Ýa13 ,a3Þ i Ýa14 ,a1Þ i Ýa15 ,a2Þ i Ýa21 ,a3Þ i Ýa22 ,a1Þ i Ýa23 ,a2Þ

Ýa13 ,a4Þ i Ýa14 ,a4Þ i Ýa15 ,a4Þ i Ýa21 ,a4Þ i Ýa22 ,a4Þ i Ýa23 ,a4Þ

Ýa13 ,a5Þ i Ýa14 ,a6Þ i Ýa15 ,a7Þ i Ýa21 ,a5Þ i Ýa22 ,a6Þ i Ýa23 ,a7Þ

Ýa13 ,a6Þ i Ýa14 ,a7Þ i Ýa15 ,a5Þ i Ýa21 ,a6Þ i Ýa22 ,a7Þ i Ýa23 ,a5Þ

Ýa13 ,a7Þ i Ýa14 ,a5Þ i Ýa15 ,a6Þ i Ýa21 ,a7Þ i Ýa22 ,a5Þ i Ýa23 ,a6Þ

Ýa13 ,a8Þ i Ýa14 ,a8Þ i Ýa15 ,a8Þ i Ýa21 ,a16Þ i Ýa22 ,a16Þ i Ýa23 ,a16Þ

Ýa13 ,a9Þ i Ýa14 ,a10Þ i Ýa15 ,a11Þ i Ýa21 ,a17Þ i Ýa22 ,a18Þ i Ýa23 ,a19Þ

Ýa13 ,a10Þ i Ýa14 ,a11Þ i Ýa15 ,a9Þ i Ýa21 ,a18Þ i Ýa22 ,a19Þ i Ýa23 ,a17Þ

Ýa13 ,a11Þ i Ýa14 ,a9Þ i Ýa15 ,a10Þ i Ýa21 ,a19Þ i Ýa22 ,a17Þ i Ýa23 ,a18Þ

Ýa13 ,a12Þ i Ýa14 ,a12Þ i Ýa15 ,a12Þ i Ýa21 ,a20Þ i Ýa22 ,a20Þ i Ýa23 ,a20Þ

Ýa13 ,a13Þ i Ýa14 ,a14Þ i Ýa15 ,a15Þ i Ýa21 ,a21Þ i Ýa22 ,a22Þ i Ýa23 ,a23Þ

Ýa13 ,a14Þ i Ýa14 ,a15Þ i Ýa15 ,a13Þ i Ýa21 ,a22Þ i Ýa22 ,a23Þ i Ýa23 ,a21Þ

Ýa13 ,a15Þ i Ýa14 ,a13Þ i Ýa15 ,a14Þ i Ýa21 ,a23Þ i Ýa22 ,a21Þ i Ýa23 ,a22Þ

Ýa13 ,a16Þ i Ýa14 ,a16Þ i Ýa15 ,a16Þ i Ýa21 ,a8Þ i Ýa22 ,a8Þ i Ýa23 ,a8Þ

Ýa13 ,a17Þ i Ýa14 ,a18Þ i Ýa15 ,a19Þ i Ýa21 ,a9Þ i Ýa22 ,a10Þ i Ýa23 ,a11Þ

Ýa13 ,a18Þ i Ýa14 ,a19Þ i Ýa15 ,a17Þ i Ýa21 ,a10Þ i Ýa22 ,a11Þ i Ýa23 ,a9Þ

Ýa13 ,a19Þ i Ýa14 ,a17Þ i Ýa15 ,a18Þ i Ýa21 ,a11Þ i Ýa22 ,a9Þ i Ýa23 ,a10Þ

Ýa13 ,a20Þ i Ýa14 ,a20Þ i Ýa15 ,a20Þ i Ýa21 ,a12Þ i Ýa22 ,a12Þ i Ýa23 ,a12Þ
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Ýa13 ,a21Þ i Ýa14 ,a22Þ i Ýa15 ,a23Þ i Ýa21 ,a13Þ i Ýa22 ,a14Þ i Ýa23 ,a15Þ

Ýa13 ,a22Þ i Ýa14 ,a23Þ i Ýa15 ,a21Þ i Ýa21 ,a14Þ i Ýa22 ,a15Þ i Ýa23 ,a13Þ

Ýa13 ,a23Þ i Ýa14 ,a21Þ i Ýa15 ,a22Þ i Ýa21 ,a15Þ i Ýa22 ,a13Þ i Ýa23 ,a14Þ

Ýa0 ,a13Þ i Ýa0 ,a14Þ i Ýa0 ,a15Þ i Ýa0 ,a21Þ i Ýa0 ,a22Þ i Ýa0 ,a23Þ

Ýa1 ,a13Þ i Ýa2 ,a14Þ i Ýa3 ,a15Þ i Ýa1 ,a21Þ i Ýa2 ,a22Þ i Ýa3 ,a23Þ

Ýa2 ,a13Þ i Ýa3 ,a14Þ i Ýa1 ,a15Þ i Ýa2 ,a21Þ i Ýa3 ,a22Þ i Ýa1 ,a23Þ

Ýa3 ,a13Þ i Ýa1 ,a14Þ i Ýa2 ,a15Þ i Ýa3 ,a21Þ i Ýa1 ,a22Þ i Ýa2 ,a23Þ

Ýa4 ,a13Þ i Ýa4 ,a14Þ i Ýa4 ,a15Þ i Ýa4 ,a21Þ i Ýa4 ,a22Þ i Ýa4 ,a23Þ

Ýa5 ,a13Þ i Ýa6 ,a14Þ i Ýa7 ,a15Þ i Ýa5 ,a21Þ i Ýa6 ,a22Þ i Ýa7 ,a23Þ

Ýa6 ,a13Þ i Ýa7 ,a14Þ i Ýa5 ,a15Þ i Ýa6 ,a21Þ i Ýa7 ,a22Þ i Ýa5 ,a23Þ

Ýa7 ,a13Þ i Ýa5 ,a14Þ i Ýa6 ,a15Þ i Ýa7 ,a21Þ i Ýa5 ,a22Þ i Ýa6 ,a23Þ

Ýa8 ,a13Þ i Ýa8 ,a14Þ i Ýa8 ,a15Þ i Ýa16 ,a21Þ i Ýa16 ,a22Þ i Ýa16 ,a23Þ

Ýa9 ,a13Þ i Ýa10 ,a14Þ i Ýa11 ,a15Þ i Ýa17 ,a21Þ i Ýa18 ,a22Þ i Ýa19 ,a23Þ

Ýa10 ,a13Þ i Ýa11 ,a14Þ i Ýa9 ,a15Þ i Ýa18 ,a21Þ i Ýa19 ,a22Þ i Ýa17 ,a23Þ

Ýa11 ,a13Þ i Ýa9 ,a14Þ i Ýa10 ,a15Þ i Ýa19 ,a21Þ i Ýa17 ,a22Þ i Ýa18 ,a23Þ

Ýa12 ,a13Þ i Ýa12 ,a14Þ i Ýa12 ,a15Þ i Ýa20 ,a21Þ i Ýa20 ,a22Þ i Ýa20 ,a23Þ

Ýa16 ,a13Þ i Ýa16 ,a14Þ i Ýa16 ,a15Þ i Ýa8 ,a21Þ i Ýa8 ,a22Þ i Ýa8 ,a23Þ

Ýa17 ,a13Þ i Ýa18 ,a14Þ i Ýa19 ,a15Þ i Ýa9 ,a21Þ i Ýa10 ,a22Þ i Ýa11 ,a23Þ

Ýa18 ,a13Þ i Ýa19 ,a14Þ i Ýa17 ,a15Þ i Ýa10 ,a21Þ i Ýa11 ,a22Þ i Ýa9 ,a23Þ

Ýa19 ,a13Þ i Ýa17 ,a14Þ i Ýa18 ,a15Þ i Ýa11 ,a21Þ i Ýa9 ,a22Þ i Ýa10 ,a23Þ

Ýa20 ,a13Þ i Ýa20 ,a14Þ i Ýa20 ,a15Þ i Ýa12 ,a21Þ i Ýa12 ,a22Þ i Ýa12 ,a23Þ

II. tipteki noktalar ise 18 tanedir:
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Ýa1 ,a12Þ i Ýa2 ,a12Þ i Ýa3 ,a12Þ i Ýa1 ,a20Þ i Ýa2 ,a20Þ i Ýa3 ,a20Þ

Ýa4 ,a9Þ i Ýa4 ,a10Þ i Ýa4 ,a11Þ i Ýa4 ,a17Þ i Ýa4 ,a18Þ i Ýa4 ,a19Þ

Ýa5 ,a8Þ i Ýa6 ,a8Þ i Ýa7 ,a8Þ i Ýa5 ,a16Þ i Ýa6 ,a16Þ i Ýa7 ,a16Þ

Ýa5 ,a9Þ i Ýa6 ,a10Þ i Ýa7 ,a11Þ i Ýa5 ,a17Þ i Ýa6 ,a18Þ i Ýa7 ,a19Þ

Ýa5 ,a10Þ i Ýa6 ,a11Þ i Ýa7 ,a9Þ i Ýa5 ,a18Þ i Ýa6 ,a19Þ i Ýa7 ,a17Þ

Ýa5 ,a12Þ i Ýa6 ,a12Þ i Ýa7 ,a12Þ i Ýa5 ,a20Þ i Ýa6 ,a20Þ i Ýa7 ,a20Þ

Ýa6 ,a9Þ i Ýa7 ,a10Þ i Ýa5 ,a11Þ i Ýa6 ,a17Þ i Ýa7 ,a18Þ i Ýa5 ,a19Þ

Ýa8 ,a5Þ i Ýa8 ,a6Þ i Ýa8 ,a7Þ i Ýa16 ,a5Þ i Ýa16 ,a6Þ i Ýa16 ,a7Þ

Ýa9 ,a4Þ i Ýa10 ,a4Þ i Ýa11 ,a4Þ i Ýa17 ,a4Þ i Ýa18 ,a4Þ i Ýa19 ,a4Þ

Ýa9 ,a5Þ i Ýa10 ,a6Þ i Ýa11 ,a7Þ i Ýa17 ,a5Þ i Ýa18 ,a6Þ i Ýa19 ,a7Þ

Ýa9 ,a6Þ i Ýa10 ,a7Þ i Ýa11 ,a5Þ i Ýa17 ,a6Þ i Ýa18 ,a7Þ i Ýa19 ,a5Þ

Ýa9 ,a12Þ i Ýa10 ,a12Þ i Ýa11 ,a12Þ i Ýa17 ,a20Þ i Ýa18 ,a20Þ i Ýa19 ,a20Þ

Ýa9 ,a20Þ i Ýa10 ,a20Þ i Ýa11 ,a20Þ i Ýa17 ,a12Þ i Ýa18 ,a12Þ i Ýa19 ,a12Þ

Ýa10 ,a5Þ i Ýa11 ,a6Þ i Ýa9 ,a7Þ i Ýa18 ,a5Þ i Ýa19 ,a6Þ i Ýa17 ,a7Þ

Ýa12 ,a1Þ i Ýa12 ,a2Þ i Ýa12 ,a3Þ i Ýa20 ,a1Þ i Ýa20 ,a2Þ i Ýa20 ,a3Þ

Ýa12 ,a5Þ i Ýa12 ,a6Þ i Ýa12 ,a7Þ i Ýa20 ,a5Þ i Ýa20 ,a6Þ i Ýa20 ,a7Þ

Ýa12 ,a9Þ i Ýa12 ,a10Þ i Ýa12 ,a11Þ i Ýa20 ,a17Þ i Ýa20 ,a18Þ i Ýa20 ,a19Þ

Ýa12 ,a17Þ i Ýa12 ,a18Þ i Ýa12 ,a19Þ i Ýa20 ,a9Þ i Ýa20 ,a10Þ i Ýa20 ,a11Þ

olarak elde edilir. Do¼gru üzerindeki iki̧ser iki̧ser distant ve farkl¬olan U : (1; 0);

V : (0; 1);W : (1; 1) noktalar¬al¬narak bunlar¬n komşuluklar¬ve distant olduklar¬

noktalar bulunabilir. Burada U = (1; 0) noktas¬için durum ayr¬nt¬l¬olarak

hesaplanm¬̧st¬r.
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det

0@ 1 0

a13 a0

1A = a0 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a1

1A = a1 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a13 a2

1A = a2 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a3

1A = a3 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a13 a4

1A = a4 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a5

1A = a5 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a13 a6

1A = a6 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a7

1A = a7 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a13 a8

1A = a8 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a9

1A = a9 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a13 a10

1A = a10 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a11

1A = a11 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a13 a12

1A = a12 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a13 a14

1A = a14 2 R�5 , det

0@ 1 0

a13 a15

1A = a15 2 R�5

det

0@ 1 0

a13 a16

1A = a16 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a17

1A = a17 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a13 a18

1A = a18 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a19

1A = a19 2 R5nR�5
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det

0@ 1 0

a13 a20

1A = a20 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a13 a21

1A = a21 2 R�5

det

0@ 1 0

a13 a22

1A = a22 2 R�5 , det

0@ 1 0

a13 a23

1A = a23 2 R�5

det

0@ 1 0

a0 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a1 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a2 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a3 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a4 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a5 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a6 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a7 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a8 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a9 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a10 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a11 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a12 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a16 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a17 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a18 a13

1A = a13 2 R�5
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det

0@ 1 0

a19 a13

1A = a13 2 R�5 , det

0@ 1 0

a20 a13

1A = a13 2 R�5

det

0@ 1 0

a1 a12

1A = a12 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a4 a9

1A = a9 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a5 a8

1A = a8 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a5 a9

1A = a9 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a5 a10

1A = a10 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a5 a12

1A = a12 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a6 a9

1A = a9 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a8 a5

1A = a5 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a9 a4

1A = a4 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a9 a5

1A = a5 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a9 a6

1A = a6 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a9 a12

1A = a12 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a9 a20

1A = a20 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a10 a5

1A = a5 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a12 a1

1A = a1 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a12 a5

1A = a5 2 R5nR�5

det

0@ 1 0

a12 a9

1A = a9 2 R5nR�5 , det

0@ 1 0

a12 a17

1A = a17 2 R5nR�5
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Böylece U = (1; 0) a komşu olan noktalar

(a13; a1); (a13; a2); (a13; a3); (a13; a4); (a13; a5); (a13; a6);

(a13; a7); (a13; a8); (a13; a9); (a13; a10); (a13; a11); (a13; a12); (a13; a16);

(a13; a17); (a13; a18); (a13; a19); (a13; a20); (a1; a12); (a4; a9); (a5; a8);

(a5; a9); (a5; a10); (a5; a12); (a6; a9); (a8; a5); (a9; a4); (a9; a5); (a9; a6);

(a9; a12); (a9; a20); (a10; a5); (a12; a1); (a12; a5); (a12; a9); (a12; a17)

şeklindedir.

U = (1; 0) a distant olan noktalar

(a13; a13); (a13; a14); (a13; a15); (a13; a21); (a13; a22); (a13; a23)

(a0; a13); (a1; a13); (a2; a13); (a3; a13); (a4; a13); (a5; a13); (a6; a13);

(a7; a13); (a8; a13); (a9; a13); (a10; a13); (a11; a13); (a12; a13); (a16; a13)

(a17; a13); (a18; a13); (a19; a13); (a20; a13)

olur.

Benzer şekilde V = (0; 1) e komşu olan noktalar

(a1; a13); (a2; a13); (a3; a13); (a4; a13); (a5; a13); (a6; a13); (a7; a13);

(a8; a13); (a9; a13); (a10; a13); (a11; a13); (a12; a13); (a16; a13); (a17; a13);

(a18; a13); (a19; a13); (a20; a13); (a1; a12); (a4; a9); (a5; a8); (a5; a9);

(a5; a10); (a5; a12); (a6; a9); (a8; a5); (a9; a4); (a9; a5); (a9; a6); (a9; a12);

(a9; a20); (a10; a5); (a12; a1); (a12; a5); (a12; a9); (a12; a17)

olur.

V = (0; 1) e distant olan noktalar

(a13; a13); (a13; a14); (a13; a15); (a13; a21); (a13; a22); (a13; a23); (a13; a0);

(a13; a1); (a13; a2); (a13; a3); (a13; a4); (a13; a5); (a13; a6); (a13; a7);

(a13; a8); (a13; a9); (a13; a10); (a13; a11); (a13; a12); (a13; a16); (a13; a17);

(a13; a18); (a13; a19); (a13; a20)

olarak bulunur.

Benzer şekilde W = (1; 1) e komşu olan noktalar

(a13; a1); (a13; a4); (a13; a5); (a13; a6); (a13; a7); (a13; a8); (a13; a9); (a13; a10);

(a13; a11); (a13; a12); (a13; a14); (a13; a15); (a13; a17); (a13; a20); (a13; a21);
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(a13; a22); (a13; a23); (a1; a13); (a4; a13); (a5; a13); (a6; a13); (a7; a13);

(a8; a13); (a9; a13); (a10; a13); (a11; a13); (a12; a13); (a17; a13); (a20; a13);

(a5; a9); (a5; a12); (a9; a5); (a9; a12); (a12; a5); (a12; a9)

dir.

W = (1; 1) e distant olan noktalar

(a13; a0); (a13; a2); (a13; a3); (a13; a16); (a13; a18); (a13; a19); (a0; a13);

(a2; a13); (a3; a13); (a16; a13); (a18; a13); (a19; a13); (a1; a12); (a4; a9);

(a5; a8); (a5; a10); (a6; a9); (a8; a5); (a9; a4); (a9; a6); (a9; a20); (a10; a5);

(a12; a1); (a12; a17)

şeklinde bulunur.

Görüldü¼gü gibi herbir komşulukta 35 adet nokta bulunur ve ay¬rt edici U; V;W

nokta çiftlerinin ortak 18 noktas¬vard¬r. Üç komşulukta da olan nokta say¬s¬ise 6

d¬r. Buna ek olarak (a13; a2); (a13; a3); (a13; a16); (a13; a17); (a13; a18); (a13; a19) nokta-

lar¬U ya; (a2; a13); (a3; a13); (a16; a13); (a18; a13); (a19; a13) noktalar¬V ye; (a13; a14);

(a13; a15); (a13; a21); (a13; a22); (a13; a23) noktalar¬W ya özgü Jacobson noktalar¬d¬r.
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BÖLÜM 8

GFÝ17Þ
HALKASI ÜZER·INDE PROJEKT·IF DO¼GRU

R� = GF (17) halkas¬n¬n karakteristi¼gi 17 dir ve jR�j = 17 eleman¬vard¬r. R�
nin elemanlar¬şunlard¬r:

R� = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16g:

GF (17) de 17 � 0 oldu¼gundan dolay¬Tablo 8.1 ve Tablo 8.2 de s¬ras¬yla toplam

ve çarp¬m tablolar¬verilmi̧stir:

⊕ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1

3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2

4 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3

5 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4

6 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5

7 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6

8 8 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7

9 9 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8

10 10 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

11 11 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

12 12 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

13 13 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

14 14 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

15 15 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

16 16 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Tablo 8.1 : R� de Toplama ·Işlemi Tablosu
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⊗ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 1 3 5 7 9 11 13 15

3 0 3 6 9 12 15 1 4 7 10 13 16 2 5 8 11 14

4 0 4 8 12 16 3 7 11 15 2 6 10 14 1 5 9 13

5 0 5 10 15 3 8 13 1 6 11 16 4 9 14 2 7 12

6 0 6 12 1 7 13 2 8 14 3 9 15 4 10 16 5 11

7 0 7 14 4 11 1 8 15 5 12 2 9 16 6 13 3 10

8 0 8 16 7 15 6 14 5 13 4 12 3 11 2 10 1 9

9 0 9 1 10 2 11 3 12 4 13 5 14 6 15 7 16 8

10 0 10 3 13 6 16 9 2 12 5 15 8 1 11 4 14 7

11 0 11 5 16 10 4 15 9 3 14 8 2 13 7 1 12 6

12 0 12 7 2 14 9 4 16 11 6 1 13 8 3 15 10 5

13 0 13 9 5 1 14 10 6 2 15 11 7 3 16 12 8 4

14 0 14 11 8 5 2 16 13 10 7 4 1 15 12 9 6 3

15 0 15 13 11 9 7 5 3 1 16 14 12 10 8 6 4 2

16 0 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Tablo 8.2 : R� de Çarpma ·Işlemi Tablosu

Tablo 8.1 ve Tablo 8.2 yard¬m¬yla aşa¼g¬dakiler görülür:

R� nin birimsel elemanlar¬n¬n kümesi

R�� = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16g olup jR��j = 16 d¬r.

R� nin R�� d¬̧s¬ndaki kalan di¼ger eleman¬ise s¬f¬r bölendir:

R�nR�� = f0g ve jR�nR��j = 1 dir.

R� nin temel idealleri

< 0 >= f0g; < 1 >=< 2 >=< 3 >=< 4 >=< 5 >=< 6 >=< 7 >

=< 8 >=< 9 >=< 10 >=< 11 >=< 12 >

=< 13 >=< 14 >=< 15 >=< 16 >= R�

olup tek maksimal ideali

< 0 > d¬r.

PR�(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar s¬ral¬ikili koordinatlarla gösterilir

ve cebirsel olarak I. ve II. tip noktalar aşa¼g¬da gösterilmi̧stir:
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I.tip noktalar toplam 18 tanedir ve noktalar kümesinde

� 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16g birimsel elemanlar¬için

(�a; �b) ve (a; b) nin ayn¬s¬n¬fa ait olduklar¬gözönüne al¬n¬rsa

((�a; �b) � (a; b)) noktalar¬aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

(0; 1) � (0; 2) � (0; 3) � (0; 4) � (0; 5) � (0; 6) � (0; 7) � (0; 8)

� (0; 9) � (0; 10) � (0; 11) � (0; 12) � (0; 13) � (0; 14) � (0; 15) � (0; 16)

(1; 0) � (2; 0) � (3; 0) � (4; 0) � (5; 0) � (6; 0) � (7; 0) � (8; 0)

� (9; 0) � (10; 0) � (11; 0) � (12; 0) � (13; 0) � (14; 0) � (15; 0) � (16; 0)

(1; 1) � (2; 2) � (3; 3) � (4; 4) � (5; 5) � (6; 6) � (7; 7) � (8; 8)

� (9; 9) � (10; 10) � (11; 11) � (12; 12) � (13; 13) � (14; 14) � (15; 15)

� (16; 16)

(1; 2) � (2; 4) � (3; 6) � (4; 8) � (5; 10) � (6; 12) � (7; 14) � (8; 16)

� (9; 1) � (10; 3) � (11; 5) � (12; 7) � (13; 9) � (14; 11) � (15; 13) � (16; 15)

(1; 3) � (2; 6) � (3; 9) � (4; 12) � (5; 15) � (6; 1) � (7; 4) � (8; 7)

� (9; 10) � (10; 13) � (11; 16) � (12; 2) � (13; 5) � (14; 8) � (15; 11)

� (16; 14)

(1; 4) � (2; 8) � (3; 12) � (4; 16) � (5; 3) � (6; 7) � (7; 11) � (8; 15)

� (9; 2) � (10; 6) � (11; 10) � (12; 14) � (13; 1) � (14; 5) � (15; 9) � (16; 13)

(1; 5) � (2; 10) � (3; 15) � (4; 3) � (5; 8) � (6; 13) � (7; 1) � (8; 6)

� (9; 11) � (10; 16) � (11; 4) � (12; 9) � (13; 14) � (14; 2) � (15; 7)

� (16; 12)

(1; 6) � (2; 12) � (3; 1) � (4; 7) � (5; 13) � (6; 2) � (7; 8) � (8; 14)

� (9; 3) � (10; 9) � (11; 15) � (12; 4) � (13; 10) � (14; 16) � (15; 5)

� (16; 11)

(1; 7) � (2; 14) � (3; 4) � (4; 11) � (5; 1) � (6; 8) � (7; 15) � (8; 5)

� (9; 12) � (10; 2) � (11; 9) � (12; 16) � (13; 6) � (14; 13) � (15; 3)

� (16; 10)
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(1; 8) � (2; 16) � (3; 7) � (4; 15) � (5; 6) � (6; 14) � (7; 5) � (8; 13)

� (9; 4) � (10; 12) � (11; 3) � (12; 11) � (13; 2) � (14; 10) � (15; 1) � (16; 9)

(1; 9) � (2; 1) � (3; 10) � (4; 2) � (5; 11) � (6; 3) � (7; 12) � (8; 4)

� (9; 13) � (10; 5) � (11; 14) � (12; 6) � (13; 15) � (14; 7) � (15; 16)

� (16; 8)

(1; 10) � (2; 3) � (3; 13) � (4; 6) � (5; 16) � (6; 9) � (7; 2) � (8; 12)

� (9; 5) � (10; 15) � (11; 8) � (12; 1) � (13; 11) � (14; 4) � (15; 14) � (16; 7)

(1; 11) � (2; 5) � (3; 16) � (4; 10) � (5; 4) � (6; 15) � (7; 9) � (8; 3)

� (9; 14) � (10; 8) � (11; 2) � (12; 13) � (13; 7) � (14; 1) � (15; 12) � (16; 6)

(1; 12) � (2; 7) � (3; 2) � (4; 14) � (5; 9) � (6; 4) � (7; 16) � (8; 11)

� (9; 6) � (10; 1) � (11; 13) � (12; 8) � (13; 3) � (14; 15) � (15; 10) � (16; 5)

(1; 13) � (2; 9) � (3; 5) � (4; 1) � (5; 14) � (6; 10) � (7; 6) � (8; 2)

� (9; 15) � (10; 11) � (11; 7) � (12; 3) � (13; 16) � (14; 12) � (15; 8)

� (16; 4)

(1; 14) � (2; 11) � (3; 8) � (4; 5) � (5; 2) � (6; 16) � (7; 13) � (8; 10)

� (9; 7) � (10; 4) � (11; 1) � (12; 15) � (13; 12) � (14; 9) � (15; 6) � (16; 3)

(1; 15) � (2; 13) � (3; 11) � (4; 9) � (5; 7) � (6; 5) � (7; 3) � (8; 1)

� (9; 16) � (10; 14) � (11; 12) � (12; 10) � (13; 8) � (14; 6) � (15; 4)

� (16; 2)

(1; 16) � (2; 15) � (3; 14) � (4; 13) � (5; 12) � (6; 11) � (7; 10) � (8; 9)

� (9; 8) � (10; 7) � (11; 6) � (12; 5) � (13; 4) � (14; 3) � (15; 2) � (16; 1)

R� halkas¬n¬n tek s¬f¬r böleni maksimal ideal oldu¼gundan II.tipte hiç bir nokta

yoktur.

Do¼gru üzerinde iki̧ser iki̧ser distant ve farkl¬olan U : (1; 0); V : (0; 1);W : (1; 1)

noktalar¬al¬narak bunlar¬n komşuluklar¬ve distant olduklar¬noktalar bulunabilir.
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Burada U = (1; 0) noktas¬için durum ayr¬nt¬l¬olarak hesaplanm¬̧st¬r. V : (0; 1);

W : (1; 1) noktalar¬için ilgili hesaplamalar yap¬lm¬̧s ve sonuçlar yaz¬lm¬̧st¬r.

det

0@1 0

0 1

1A = 1 2 R�� , det

0@1 0

1 1

1A = 1 2 R��

det

0@1 0

1 2

1A = 2 2 R�� , det

0@1 0

1 3

1A = 3 2 R��

det

0@1 0

1 4

1A = 4 2 R�� , det

0@1 0

1 5

1A = 5 2 R��

det

0@1 0

1 6

1A = 6 2 R�� , det

0@1 0

1 7

1A = 7 2 R��

det

0@1 0

1 8

1A = 8 2 R�� , det

0@1 0

1 9

1A = 9 2 R��

det

0@1 0

1 10

1A = 10 2 R�� , det

0@1 0

1 11

1A = 11 2 R��

det

0@1 0

1 12

1A = 12 2 R�� , det

0@1 0

1 13

1A = 13 2 R��

det

0@1 0

1 14

1A = 14 2 R�� , det

0@1 0

1 15

1A = 15 2 R��

det

0@1 0

1 16

1A = 16 2 R��

U = (1; 0) a komşu olan nokta yoktur.

U ya distant olan noktalar
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(0; 1); (1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5); (1; 6); (1; 7); (1; 8); (1; 9); (1; 10);

(1; 11); (1; 12); (1; 13); (1; 14); (1; 15); (1; 16)

d¬r.

Benzer şekilde V = (0; 1) için yukar¬daki i̧slemler tekrarlan¬rsa

V = (0; 1) e komşu olan noktan¬n olmad¬¼g¬görülebilir.

V ye distant olan noktalar

(1; 0); (1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5); (1; 6); (1; 7); (1; 8); (1; 9); (1; 10);

(1; 11); (1; 12); (1; 13); (1; 14); (1; 15); (1; 16)

d¬r.

W = (1; 1) için de yap¬lan hesaplamalar W = (1; 1) e komşu olan noktan¬n

bulunmad¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

W ya distant olan noktalar

(0; 1); (1; 0); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5); (1; 6); (1; 7); (1; 8); (1; 9); (1; 10);

(1; 11); (1; 12); (1; 13); (1; 14); (1; 15); (1; 16)

d¬r.

Görüldü¼gü üzere U; V;W nun komşuluklar¬nda nokta olmad¬¼g¬ndan dolay¬Ja-

cobson noktas¬da yoktur.
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BÖLÜM 9

¨4ßxà/Öx 2 ? 3x ? 3×
HALKASI ÜZER·INDEPROJEKT·IF DO¼GRU

Z4 halkas¬nda oldu¼gu gibi Ron = Z4[x]=hx2�3x�3i � Z4[x]=hx2+x+1i halkas¬n¬n

karakteristi¼gi 4 tür ve jRonj = 16 eleman¬vard¬r. Ron nin elemanlar¬şöyle bulunur:

Ron � fa0 + a1x+ hx2 � 3x� 3i j a0; a1 2 Z4g

= fhx2 � 3x� 3i; 1 + hx2 � 3x� 3i; 2 + hx2 � 3x� 3i;

3 + hx2 � 3x� 3i; x+ hx2 � 3x� 3i; x+ 1 + hx2 � 3x� 3i;

x+ 2 + hx2 � 3x� 3i; x+ 3 + hx2 � 3x� 3i; 2x+ hx2 � 3x� 3i;

2x+ 1 + hx2 � 3x� 3i; 2x+ 2 + hx2 � 3x� 3i;

2x+ 3 + hx2 � 3x� 3i; 3x+ hx2 � 3x� 3i;

3x+ 1 + hx2 � 3x� 3i; 3x+ 2 + hx2 � 3x� 3i;

3x+ 3 + hx2 � 3x� 3ig ve buradan
f : Ron ! Z4[x]

a0 + a1x+ hx2 � 3x� 3i 7�! a0 + a1x

bir izomor�zm oldu¼gundan

Ron = f0; 1; 2; 3; x; x+ 1; x+ 2; x+ 3; 2x; 2x+ 1; 2x+ 2; 2x+ 3; 3x;

3x+ 1; 3x+ 2; 3x+ 3g

elde edilir.

Z4 de 4 � 0 , +2 � �2, �3 � +1 oldu¼gundan ve x2 � 3x� 3 = 0 indirgenemez

polinomundan dolay¬ halkan¬n toplam ve çarp¬m tablolar¬ s¬ras¬yla Tablo 9.1 ve

Tablo 9.2 de verilmi̧stir::
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⊕ 0 1 2 3 x x + 1 x + 2 x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3x + 3

0 0 1 2 3 x x + 1 x + 2 x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3x + 3

1 1 2 3 0 x + 1 x + 2 x + 3 x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 2x 3x + 1 3x + 2 3x + 3 3x
2 2 3 0 1 x + 2 x + 3 x x + 1 2x + 2 2x + 3 2x 2x + 1 3x + 2 3x + 3 3x 3x + 1

3 3 0 1 2 x + 3 x x + 1 x + 2 2x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 3x + 3 3x 3x + 1 3x + 2

x x x + 1 x + 2 x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3x + 3 0 1 2 3

x + 1 x + 1 x + 2 x + 3 x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 2x 3x + 1 3x + 2 3x + 3 3x 1 2 3 0

x + 2 x + 2 x + 3 x x + 1 2x + 2 2x + 3 2x 2x + 1 3x + 2 3x + 3 3x 3x + 1 2 3 0 1

x + 3 x + 3 x x + 1 x + 2 2x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 3x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3 0 1 2

2x 2x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3x + 3 0 1 2 3 x x + 1 x + 2 x + 3

2x + 1 2x + 1 2x + 2 2x + 3 2x 3x + 1 3x + 2 3x + 3 3x 1 2 3 0 x + 1 x + 2 x + 3 x
2x + 2 2x + 2 2x + 3 2x 2x + 1 3x + 2 3x + 3 3x 3x + 1 2 3 0 1 x + 2 x + 3 x x + 1

2x + 3 2x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 3x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3 0 1 2 x + 3 x x + 1 x + 2

3x 3x 3x + 1 3x + 2 3x + 3 0 1 2 3 x x + 1 x + 2 x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 2x + 3

3x + 1 3x + 1 3x + 2 3x + 3 3x 1 2 3 0 x + 1 x + 2 x + 3 x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 2x
3x + 2 3x + 2 3x + 3 3x 3x + 1 2 3 0 1 x + 2 x + 3 x x + 1 2x + 2 2x + 3 2x 2x + 1

3x + 3 3x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3 0 1 2 x + 3 x x + 1 x + 2 2x + 3 2x 2x + 1 2x + 2

Tablo 9.1 : Ron da Toplama ·Işlemi Tablosu

å 0 1 2 3 x x + 1 x + 2 x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3x + 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 x x + 1 x + 2 x + 3 2x 2x + 1 2x + 2 2x + 3 3x 3x + 1 3x + 2 3x + 3

2 0 2 0 2 2x 2x + 2 2x 2x + 2 0 2 0 2 2x 2x + 2 2x 2x + 2

3 0 3 2 1 3x 3x + 3 3x + 2 3x + 1 2x 2x + 3 2x + 2 2x + 1 x x + 3 x + 2 x + 1

x 0 x 2x 3x 3x + 3 3 x + 3 2x + 3 2x + 2 3x + 2 2 x + 2 x + 1 2x + 1 3x + 1 1

x + 1 0 x + 1 2x + 2 3x + 3 3 x 2x + 1 3x + 2 2 x + 3 2x 3x + 1 1 x + 2 2x + 3 3x
x + 2 0 x + 2 2x 3x + 2 x + 3 2x + 1 3x + 3 1 2x + 2 3x 2 x 3x + 1 3 x + 1 2x + 3

x + 3 0 x + 3 2x + 2 3x + 1 2x + 3 3x + 2 1 x 2 x + 1 2x 3x + 3 2x + 1 3x 3 x + 2

2x 0 2x 0 2x 2x + 2 2 2x + 2 2 0 2x 0 2x 2x + 2 2 2x + 2 2

2x + 1 0 2x + 1 2 2x + 3 3x + 2 x + 3 3x x + 1 2x 1 2x + 2 3 x + 2 3x + 3 x 3x + 1

2x + 2 0 2x + 2 0 2x + 2 2 2x 2 2x 0 2x + 2 0 2x + 2 2 2x 2 2x
2x + 3 0 2x + 3 2 2x + 1 x + 2 3x + 1 x 3x + 3 2x 3 2x + 2 1 3x + 2 x + 1 3x x + 3

3x 0 3x 2x x x + 1 1 3x + 1 2x + 1 2x + 2 x + 2 2 3x + 2 3x + 3 2x + 3 x + 3 3

3x + 1 0 3x + 1 2x + 2 x + 3 2x + 1 x + 2 3 3x 2 3x + 3 2x x + 1 2x + 3 x 1 3x + 2

3x + 2 0 3x + 2 2x x + 2 3x + 1 2x + 3 x + 1 3 2x + 2 x 2 3x x + 3 1 3x + 3 2x + 1

3x + 3 0 3x + 3 2x + 2 x + 1 1 3x 2x + 3 x + 2 2 3x + 1 2x x + 3 3 3x + 2 2x + 1 x

Tablo 9.2 : Ron da Çarpma ·Işlemi Tablosu

Tablo 9.1 ve Tablo 9.2 yard¬m¬yla aşa¼g¬dakiler görülür:
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Ron nin birimsel elemanlar¬n¬n kümesi

R�on = f1; 3; x; x+ 1; x+ 2; x+ 3; 2x+ 1; 2x+ 3; 3x; 3x+ 1; 3x+ 2; 3x+ 3g

olup jR�onj = 12 dir.

Ron nin R�on d¬̧s¬ndaki di¼ger elemanlar¬ise s¬f¬r bölendir:

RonnR�on = f0; 2; 2x; 2x+ 2g ve jRonnR�onj = 4 tür.

Ron nin temel idealleri

< 0 >= f0g

< 1 >=< 3 >=< x >=< x+ 1 >=< x+ 2 >=< x+ 3 >

=< 2x+ 1 >=< 2x+ 3 >=< 3x >=< 3x+ 1 >

=< 3x+ 2 >=< 3x+ 3 >= Ron

< 2 >=< 2x >=< 2x+ 2 >= f0; 2; 2x; 2x+ 2g

dir. Böylece Ron nin tek maksimal ideali < 2 >=< 2x >=< 2x+ 2 >

dir.

PRon(1) projektif do¼grusu üzerindeki noktalar s¬ral¬ikili koordinatlarla gösterilir

ve cebirsel olarak yine iki farkl¬tiptedirler, I.tip noktalar ve II.tip noktalar:

I. tipteki noktalar toplam 20 tanedir ve noktalar kümesinde

� 2 f1; 3; x; x+1; x+2; x+3; 2x+1; 2x+3; 3x; 3x+1; 3x+2; 3x+3g birimsel elemanlar¬

için (�a; �b) ve (a; b) nin ayn¬s¬n¬fa ait olduklar¬gözönüne al¬n¬rsa ((�a; �b) � (a; b))

noktalar¬aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

(1; 0) � (3; 0) � (x; 0) � (x+ 1; 0) � (x+ 2; 0) � (x+ 3; 0) � (2x+ 1; 0)

� (2x+ 3; 0) � (3x; 0) � (3x+ 1; 0) � (3x+ 2; 0) � (3x+ 3; 0)

(1; 1) � (3; 3) � (x; x) � (x+ 1; x+ 1) � (x+ 2; x+ 2) � (x+ 3; x+ 3)

� (2x+ 1; 2x+ 1) � (2x+ 3; 2x+ 3) � (3x; 3x) � (3x+ 1; 3x+ 1)

� (3x+ 2; 3x+ 2) � (3x+ 3; 3x+ 3)

(1; 2) � (3; 2) � (x; 2x) � (x+ 1; 2x+ 2) � (x+ 2; 2x) � (x+ 3; 2x+ 2)

� (2x+ 1; 2) � (2x+ 3; 2) � (3x; 2x) � (3x+ 1; 2x+ 2) � (3x+ 2; 2x)

� (3x+ 3; 2x+ 2)

(1; 3) � (3; 1) � (x; 3x) � (x+ 1; 3x+ 3) � (x+ 2; 3x+ 2) � (x+ 3; 3x+ 1)
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� (2x+ 1; 2x+ 3) � (2x+ 3; 2x+ 1) � (3x; x) � (3x+ 1; x+ 3)

� (3x+ 2; x+ 2) � (3x+ 3; x+ 1)

(1; x) � (3; 3x) � (x; 3x+ 3) � (x+ 1; 3) � (x+ 2; x+ 3) � (x+ 3; 2x+ 3)

� (2x+ 1; 3x+ 2) � (2x+ 3; x+ 2) � (3x; x+ 1) � (3x+ 1; 2x+ 1)

� (3x+ 2; 3x+ 1) � (3x+ 3; 1)

(1; x+ 1) � (3; 3x+ 3) � (x; 3) � (x+ 1; x) � (x+ 2; 2x+ 1) � (x+ 3; 3x+ 2)

� (2x+ 1; x+ 3) � (2x+ 3; 3x+ 1) � (3x; 1) � (3x+ 1; x+ 2)

� (3x+ 2; 2x+ 3) � (3x+ 3; 3x)

(1; x+ 2) � (3; 3x+ 2) � (x; x+ 3) � (x+ 1; 2x+ 1) � (x+ 2; 3x+ 3)

� (x+ 3; 1) � (2x+ 1; 3x) � (2x+ 3; x) � (3x; 3x+ 1) � (3x+ 1; 3)

� (3x+ 2; x+ 1) � (3x+ 3; 2x+ 3)

(1; x+ 3) � (3; 3x+ 1) � (x; 2x+ 3) � (x+ 1; 3x+ 2) � (x+ 2; 1) � (x+ 3; x)

� (2x+ 1; x+ 1) � (2x+ 3; 3x+ 3) � (3x; 2x+ 1) � (3x+ 1; 3x) � (3x+ 2; 3)

� (3x+ 3; x+ 2)

(1; 2x) � (3; 2x) � (x; 2x+ 2) � (x+ 1; 2) � (x+ 2; 2x+ 2) � (x+ 3; 2)

� (2x+ 1; 2x) � (2x+ 3; 2x) � (3x; 2x+ 2) � (3x+ 1; 2) � (3x+ 2; 2x+ 2)

� (3x+ 3; 2)

(1; 2x+ 1) � (3; 2x+ 3) � (x; 3x+ 2) � (x+ 1; x+ 3) � (x+ 2; 3x)

� (x+ 3; x+ 1) � (2x+ 1; 1) � (2x+ 3; 3) � (3x; x+ 2) � (3x+ 1; 3x+ 3)

� (3x+ 2; x) � (3x+ 3; 3x+ 1)

(1; 2x+ 2) � (3; 2x+ 2) � (x; 2) � (x+ 1; 2x) � (x+ 2; 2) � (x+ 3; 2x)

� (2x+ 1; 2x+ 2) � (2x+ 3; 2x+ 2) � (3x; 2) � (3x+ 1; 2x) � (3x+ 2; 2)

� (3x+ 3; 2x)

(1; 2x+ 3) � (3; 2x+ 1) � (x; x+ 2) � (x+ 1; 3x+ 1) � (x+ 2; x)

� (x+ 3; 3x+ 3) � (2x+ 1; 3) � (2x+ 3; 1) � (3x; 3x+ 2) � (3x+ 1; x+ 1)

� (3x+ 2; 3x) � (3x+ 3; x+ 3)
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(1; 3x) � (3; x) � (x; x+ 1) � (x+ 1; 1) � (x+ 2; 3x+ 1) � (x+ 3; 2x+ 1)

� (2x+ 1; x+ 2) � (2x+ 3; 3x+ 2) � (3x; 3x+ 3) � (3x+ 1; 2x+ 3)

� (3x+ 2; x+ 3) � (3x+ 3; 3)

(1; 3x+ 1) � (3; x+ 3) � (x; 2x+ 1) � (x+ 1; x+ 2) � (x+ 2; 3)

� (x+ 3; 3x) � (2x+ 1; 3x+ 3) � (2x+ 3; x+ 1) � (3x; 2x+ 3) � (3x+ 1; x)

� (3x+ 2; 1) � (3x+ 3; 3x+ 2)

(1; 3x+ 2) � (3; x+ 2) � (x; 3x+ 1) � (x+ 1; 2x+ 3) � (x+ 2; x+ 1)

� (x+ 3; 3) � (2x+ 1; x) � (2x+ 3; 3x) � (3x; x+ 3) � (3x+ 1; 1)

� (3x+ 2; 3x+ 3) � (3x+ 3; 2x+ 1)

(1; 3x+ 3) � (3; x+ 1) � (x; 1) � (x+ 1; 3x) � (x+ 2; 2x+ 3) � (x+ 3; x+ 2)

� (2x+ 1; 3x+ 1) � (2x+ 3; x+ 3) � (3x; 3) � (3x+ 1; 3x+ 2)

� (3x+ 2; 2x+ 1) � (3x+ 3; x)

(0; 1) � (0; 3) � (0; x) � (0; x+ 1) � (0; x+ 2) � (0; x+ 3) � (0; 2x+ 1)

� (0; 2x+ 3) � (0; 3x) � (0; 3x+ 1) � (0; 3x+ 2) � (0; 3x+ 3)

(2; 1) � (2; 3) � (2x; x) � (2x+ 2; x+ 1) � (2x; x+ 2) � (2x+ 2; x+ 3)

� (2x; 2 + 1) � (2x; 2 + 3) � (2x; 3x) � (2x+ 2; 3x+ 1) � (2x; 3x+ 2)

� (2x+ 2; 3x+ 3)

(2x; 1) � (2x; 3) � (2x+ 2; x) � (2; x+ 1) � (2x+ 2; x+ 2) � (2; x+ 3)

� (2x; 2x+ 1) � (2x; 2x+ 3) � (2x+ 2; 3x) � (2; 3x+ 1) � (2x+ 2; 3x+ 2)

� (2; 3x+ 3)

(2x+ 2; 1) � (2x+ 2; 3) � (2; x) � (2x; x+ 1) � (2; x+ 2) � (2x; x+ 3)

� (2x+ 2; 2x+ 1) � (2x+ 2; 2x+ 3) � (2; 3x) � (2x; 3x+ 1) � (2; 3x+ 2)

� (2x; 3x+ 3)

Tek maksimal ideal oldu¼gundan dolay¬II. tipte nokta bulunmamaktad¬r.

Do¼gru üzerinde iki̧ser iki̧ser distant ve farkl¬olan U : (1; 0); V : (0; 1);

W : (1; 1) noktalar¬ al¬narak bunlar¬n komşuluklar¬ ve distant olduklar¬ noktalar
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bulunabilir. Burada U = (1; 0) noktas¬için durum ayr¬nt¬l¬olarak hesaplanm¬̧st¬r.

V : (0; 1);W : (1; 1) noktalar¬için, hesaplamalar yap¬larak buraya sadece sonuçlar¬

yaz¬lm¬̧st¬r.

det

0@1 0

1 1

1A = 1 2 R�on , det

0@1 0

1 2

1A = 2 2 RonnR�on

det

0@1 0

1 3

1A = 3 2 R�on , det

0@1 0

1 x

1A = x 2 R�on

det

0@1 0

1 x+ 1

1A = x+ 1 2 R�on , det

0@1 0

1 x+ 2

1A = x+ 2 2 R�on

det

0@1 0

1 x+ 3

1A = x+ 3 2 R�on , det

0@1 0

1 2x

1A = 2x 2 RonnR�on

det

0@1 0

1 2x+ 1

1A = 2x+ 1 2 R�on , det

0@ 1 0

2x+ 2 1

1A = 1 2 R�on

det

0@1 0

1 2x+ 2

1A = 2x +2 2 RonnR�on , det

0@1 0

2 1

1A = 1 2 R�on

det

0@1 0

1 2x+ 3

1A = 2x+ 3 2 R�on , det

0@1 0

1 3x

1A = 3x 2 R�on

det

0@1 0

1 3x+ 1

1A = 3x+ 1 2 R�on , det

0@1 0

0 1

1A = 1 2 R�on
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det

0@1 0

1 3x+ 2

1A= 3x+ 2 2 R�on , det

0@ 1 0

2x 1

1A = 1 2 R�on

det

0@1 0

1 3x+ 3

1A = 3x+ 3 2 R�on

U = (1; 0) a komşu olan noktalar

(1; 2); (1; 2x); (1; 2x+ 2)

U ya distant olan noktalar

(1; 1); (1; 3); (1; x); (1; x+ 1); (1; x+ 2); (1; x+ 3); (1; 2x+ 1); (1; 2x+ 3); (1; 3x);

(1; 3x+ 1); (1; 3x+ 2); (1; 3x+ 3); (0; 1); (2; 1); (2x; 1); (2x+ 2; 1)

dir.

Benzer şekilde V = (0; 1) e komşu ve distant olan noktalar s¬ras¬yla şunlard¬r:

V = (0; 1) e komşu olan noktalar

(2; 1); (2x; 1); (2x+ 2; 1)

V ye distant olan noktalar

(1; 0); (1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; x); (1; x+ 1); (1; x+ 2); (1; x+ 3); (1; 2x);

(1; 2x+ 1); (1; 2x+ 2); (1; 2x+ 3); (1; 3x); (1; 3x+ 1); (1; 3x+ 2); (1; 3x+ 3);

W = (1; 1) e komşu ve distant olan noktalar s¬ras¬yla şunlard¬r:

W = (1; 1) e komşu olan noktalar

(1; 3); (1; 2x+ 1); (1; 2x+ 3)

W ya distant olan noktalar

(1; 0); (1; 2); (1; x); (1; x+ 1); (1; x+ 2); (1; x+ 3); (1; 2x); (1; 2x+ 2);

(1; 3x); (1; 3x+ 1); (1; 3x+ 2); (1; 3x+ 3); (0; 1); (2; 1); (2x; 1); (2x+ 2; 1)

d¬r.

Görüldü¼gü gibi herbir komşulukta 3 adet nokta bulunur. Ayr¬ca ay¬rt edici

U; V;W nokta çiftlerinin ortak noktas¬yoktur ve her komşulukta bulunan noktalar

ilgili ay¬rt edici noktaya özgü Jacobson noktalar¬d¬r.
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Karakaş, H. ·I., 1998. Soyut Cebire Giri̧s, Matematik Vakf¬.

Bluck, A., Herzer, A., 2005. Kettengeometrien, Shaker Verlag, Aachen.

Saniga, M., Planat, M., 2006. The Projective Line over the Finite Quotient Ring

GF (2)[x]=hx3 � xi and Quantum Entanglement I. Theoretical Background,

Theoretical and Mathematical Physics, 151(1): 474�481p.

Saniga, M., Planat, M., 2008. On the Fine Structure of the Projective Line over

GF (2)
GF (2)
GF (2), Chaos, Solitons and Fractals 37 337-345p.

Saniga, M., Planat, M., Kibler, M. R., and Pracna, P., 2007. A Classi�cation of

the Projective Lines over Small Rings, Chaos, Solitons and Fractals 33 1095�

1102p.


	şekilli çizelgeli tez
	10003443 - Kopya
	AAA.pdf
	10003443.pdf
	AAAAA


	ornek5_icindekiler tez
	ornek6_ŞEKİL_dizini TEZ
	ornek6_cizelgeler_dizini TEZ

	myphdthesis2
	myphdthesis1



