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OZET

Bu tezde bazi sonlu halkalar tizerinde projektif dogrular ayrintili olarak incelenmistir.
63. mertebeye kadar olan, degismeli ve birimsele sahip olan halkalar Uzerinde projektif
dogrularin tablosu verilmistir. Bunlardan GF (2)[x]/{x® — x), GF(2)[x]/{x* — x),
Z4[x]/{x* — 3x — 3) boliim halkalar1, GF(2) ® GF(2) ® GF(2), Zs Q Z,,
GF(3) ® GF(2) ® GF(4) direkt carpim halkalar1 ve GF(17) halkasi gdzoniine alinarak

bunlar tizerindeki projektif dogrular incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Projektif dogru, boliim halkasi, direkt ¢arpim halkasi
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SUMMARY

In this thesis some projective lines over finite rings are examine. Projective lines over
commutative rings with units up to order 63 are given as a table. The projective line over the
factor rings GF(2)[x]/(x® — x), GF(2)[x]/{x* — x), Z4[x]/{x* — 3x — 3), the projective
lines over the product rings GF(2) @ GF(2) Q GF(2), Z4 Q Z4,

GF(3) ® GF(2) ® GF(4) and GF(17) are examine in details.

Keywords: Projective line, factor ring, product ring
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BOLUM 1
GIRIS

Sonlu projektif halka geometrisi ozellikleri, dogrular1 agisindan ele alindiginda
onemli bir cebirsel geometri dalidir.

63. mertebeye kadar olan, degismeli ve birimsele sahip olan halkalar iizerindeki
projektif dogrularin tablosu verilmis ve bunlardan baz incelenmistir.

Bu tezde GF(2)[z]/{x®—z) boliim halkas: 6ncelikle incelenmekte ve elemanlar ile
ilgili projektif dogrunun noktalar: bulunmaktadir. Halkanin ikiger ikiger distant iig
noktasinin komsulugunda 18 nokta bulunmaktadir. Herhangi bir dogru tizerindeki
noktanin komsulugunda dokuz eleman vardir. Halkanin iki maksimal idealinin
her ikisi altinda {i¢ aykir1 aile olusur. Her ailede bulunan noktalarin rolleri diger bir
ideale gegince degisir. Diger taraftan R, /J, ile GF(2)®GF'(2) nin izomorfik oldugu
goriilmektedir. Ry /J, tizerindeki projektif dogru dokuz nokta igerir. Onlarin herbiri
dort komsu ve dort distant nokta igerir ve herhangi iki distant noktanin iki komsusu
ortaktir.

GF(2)®@GF(2)®GF(2) direkt carpim halkasinin birimsel eleman digindaki tiim
elemanlar sifir bolendir ve agikar olmayan (ikiger ikiger distant ii¢ nokta diginda)
iki farkli nokta kiimesi daha vardir: Zayif ve kuvvetli noktalar. Bundan dolay1 yap1
biraz daha karmasgik bir hal alir. 27 nokta igeren halkanin herbir komsulugunda 18
nokta vardir. Ikiser ikiser distant noktalarmm komsulugunda ortak 12 nokta vardir
ve ikiger ikiger distant ii¢ noktanin komsgulugunda 6 ortak nokta vardir. Dogru
tizerindeki noktalar ti¢ gruba ayrilir:

a) Ikiser ikiser distant ¢ ayirt edici nokta (gekirdek),

b) Koordinatlarindan biri birimsel biri sifir bélen olan 12 i¢ kabuk noktasi,

c) Koordinatlarmin ikisi de sifir bolen olan 12 dig kabuk noktasi.

GF(2)[x]/{(z® — z) ve GF(2) ® GF(2) ® GF(2) halkalarmma ek olarak sirasiyla
Zy @74 ve GF(3) @ GF(2) ® GF(4) direkt ¢arpim halkalari, GF(17) halkas: ile
Z4|x]/{x* — 3z — 3) boliim halkas1 gozoniine alinarak bunlar

tizerindeki projektif dogrular da incelenmistir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Tanmim 2.1: G , bog olmayan bir kiime ve o, GG iizerinde bir ikili iglem olsun.
Bu taktirde agagidaki aksiyomlar saglanirsa, (G, o) ikilisine (sistemine) bir grup adi
verilir.

G1. Va,b € Gigin, aob € G dir. (Kapallik 6zelligi)

G2. Va,b,c € Gigin, (aob)oc=ao(boc) € G dir. (Birlesme 6zelligi)

G3.VaeGiginde € Goyleki,aoe=-eoa=a dir. (Birim eleman 6zelligi)

G4.Va€e Gigin, b e Goyleki,aob=>boa=edir. (Ters eleman tzelligi)
Eger (G, o) grubu degisimli ise,

G5.V a,b € G icin aob = boa aksiyomu da saglaniyorsa, (G, o) grubuna degisimli
bir grup veya bir Abel grubu denir. (Gruba Abel sifatinin eklenmesi, Norvegli bir
matematikci olan Niels Henrik Abel (1802-1829) in adina izafetendir.).

Buradan sonra, aksi sdylenmedikge, grup iglemi (o) ¢arpimsal iglem olarak ali-
nacak ve a o b yerine ab yazilacaktir (Olgun, 2003).

Teorem 2.2: Her (G,-) grubu igin,

(a) G nin birim elemam tektir.

(b) G nin her bir elemammnin tersi tektir.

(¢) Y a,b,ce G igin ab=ac = b= c dir. (Sol sadelestirme 6zelligi).

(d) YV a,b,c € G igin ba = ca = b = ¢ dir. (Sag sadelestirme ozelligi).

ispat:

(a) Eger e;,es € G iki birim eleman ise, e; = ejes = ey olacagindan, e; = ey
olur.

(b) a € G veb,c de, a nin iki tersi olsun. Bu durumda,

b = be = b(ac) = (ba)c = ec = ¢ oldugundan b = ¢ bulunur.

() Va,b,c € G igin ab=ac=> a *(ab) = a *(ac) = (a 'a)b = (a'a)c

= b = c olur.

(d) V a,b,c € G igin ba = ca = (ba)a™' = (ca)a™!



= blaa™!) = c¢(aa™) = b = ¢ olur (Olgun,

2003).

Tanim 2.3: G bir grup, @ # A C G olsun. Eger A, G nin islemine goére bir
grup tegkil ediyorsa, A ya G nin bir alt grubu denir (Olgun, 2003).

Teorem 2.4: G bir grup, @ # A C G olsun.
Bu taktirde A, G nin bir alt grubudur <= V a,b € A icin ab™! € A dir.

ispat:

(=) A, G nin bir alt grubu olsun.

Vabe A= a,b~' € A (bnin b~! tersi var oldugundan)

— ab~! € A (islem kapali oldugundan)

(<) Tersine, V a,b € A i¢gin ab~! € A olsun.

eVabe Aign (a =0balmrsa), bb-! € A = e € A yani G nin birim elemam
A nin da birim elemanidir.

ec,bc A= cb ! =b"'c Adir. Yani, G nin her elemanimn tersi mevcuttur.

eVabec A = ablcA

= a(b) e A
—abe A

olur. Yani A da islem kapalidir.

G de birlesme 6zelligine sahip olan grup igleminin A C G de de ayni ozellige
sahip olacag) agikardir.

O halde A, G nin bir alt grubudur (Olgun, 2003).

Tamim 2.5: (H,+,-) cebirsel yapisi verilmig olsun.  Agagidaki dort kosul
saglanirsa, (H,+,-) ya bir halka denir.

H1. (H,+) bir degismeli gruptur.

H2. (H,-) kapaldir.

H3. (H,-) nin birlesme 6zelligi vardir.

H4. (H,+,) da sol ve sag dagilma ozellikleri vardir (Olgun, 2003).

Tanim 2.6: (H,+,-) herhangi bir halka olsun. Eger (H, -) nin degisme 6zelligi
varsa, H halkasia degismeli halka denir. Benzer sekilde, eger (H,-) mn birim

elemani varsa, H halkasima birimli halka denir (Olgun, 2003).



Tanim 2.7: H bir halka, A # @ ve A C H olsun. Eger H iizerindeki ikili
islemlere gore A bir halka olugturuyor ise, A ya H nin bir alt halkas: denir (Olgun,
2003).

Teorem 2.8: H bir halka, A C H bir ¢zalt kiime olsun. A min, H nin bir
althalkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar,

(i) A, H nin ikili iglemleri altinda kapali olmasi

(ii) 2 € A= —z € A olmasidir.

ispat:

(=) Eger A, H nin althalkas: ise A, H nin ikili iglemleri altinda halka olma
aksiyomlarim saglayacagindan (i) ve (ii) nin saglanacag agiktir.

(«<=) Tersine, simdi, (i) ve (ii) nin saglandigin varsayalim. (i) sartindan H2 nin
saglandig1 goriiliir. V x,y € A igin, (ii) den x, —y € A yazlabilir. (i) sart1 geregi
de x —y € A olacagindan A, H nin toplamsal bir alt grubudur. Dolayisiyla H1
saglanir. A C H oldugundan diger halka olma aksiyomlar: da saglanir. Bundan
dolay1 A, H nin bir althalkasidir (Olgun, 2003).

Tamim 2.9: H herhangi bir birimli halka olsun. Bir r € H elemaninin
carpimsal tersi varsa r ye, H nin bir birimsel (tersinir) elemans denir (Olgun, 2003).

Tanim 2.10: H nin sifirdan farkli her elemani birimsel ise, H ye bir béliimlii
halka veya aykiry cisim denir. Degisimli olan bir boliimlii halkaya da bir cisim denir
(Olgun, 2003).

Ornek 2.11: (Z,+,-) bir boliimlii halka degildir. ~ Ciinkii, 1 ve -1 harig,
sifirdan farkli hi¢bir elemanin ¢arpimsal tersi yoktur. Dolayisiyla bu halka bir
cisim de degildir. Buna kargihk (Q,+,-) ve (R, +,-) nin ikisinin de sifirdan farkh
her eleman1 birimsel oldugundan birer boliimlii halkadirlar. Ayrica her ikisinde de
carpma islemi degisimli oldugundan, bunlar cisimdirler.

Tanmim 2.12: H bir halka olsun. Bu taktirde V a € H icin
na = a+a+...+a =0 (n kez) olacak sekilde bir en kiiciik n pozitif tam sayis1 varsa,
H nin karakteristigi n dir denir. Eger boyle hicbir n tam sayist mevcut degilse,
H nin karakteristigi sifirdir denir (Olgun, 2003).

Z,Q,R,C nin herbirinin karakteristigi sifirdir. Her n > 1 icin katsayilarn Z,



icinde olan polinomlarin olugturdugu Z,[z] halkasinin karakteristigi ise n dir.

Tanmim 2.13: H bir halka ve a,b € H, sifirdan farkl iki eleman olmak {izere
eger, ab = 0 ise a ve b elemanlaria H nin s fur bolenleri adi verilir (Olgun, 2003).

Tanim 2.14: Bir halkanin sifirdan farkli her elemani birimsel ise bu halka bir
cisimdir, buna sonlu cisim yada Galois cismi denir ve GF(q) ile gosterilir. Burada
g eleman sayisim gosterir ve p asal say1 olmak {izere n € Z* icin ¢ = p" dir
(Olgun, 2003).

Tanim 2.15: H bir halka ve I, H nin bir alt halkasi olsun. Eger her x € H
ve a € I igin ax € I ve za € I ise, I ya H nin bir ideali denir (Karakag, 1998).

Tanim 2.16: Bir H halkas1 i¢in [ # H kogulunu saglayan bir [ idealine, H
nin ozidealt denir. Eger her x,y € H icin zy € I iken x € [ veya y € [ oluyorsa,
I ideali H nin bir asal idealidir denir. Eger H nin I y1 kapsayan, I dan bagka, hig
bir 6zideali yoksa, I ya H nin bir maksimal ideali denir (Karakag, 1998).

Tek maksimal ideali bulunan halkaya lokal halka denir (Saniga and Planat, 2006).

Tanim 2.17: H bir halka olsun. a € H i¢in Ha ya temel ideal denir ve (a) ile
gosterilir (Karakag, 1998).

Tanim 2.18: H bir halka ve [ onun bir ideali ise

H=H/I={a+1|a€ H} H nin I idealine gore bilim halkasy olarak isim-
lendirilir.

(a+1)+(b+1)=a+b+1

(a+1I)-(b+1)=ab+1
islemleri altinda H bir halkadir. Eger I maksimal ideal ise A bir cisimdir. Maksimal
ideallerin kesigimine Jacobson radikal denir (Saniga and Planat, 2006).

Ornek 2.19: H = Z halkasinda I = 47 idealini ele alinirsa,
H/I ={I+0,1+1,1+2,1+3} boliim halkas: elde edilir. Bu halkanin iglem tablolar
Tablo 2.1 de verilmigtir:



+ I1+01+212 1+2 1+3 « |1+0 1+12 1+2 1+3
[+0/1+0 I+1 1+2 1+3 l+0/1+0 I+0 1+0 1+0
+1/1+12 1+2 1+3 1+0 [+1{1+0 1+1 1+2 1+3
[+2/1+2 I+3 1+0 1+1 [+2{1+0 1+2 |+0 1+2
[+3[1+3 1+0 I+1 1+2 [+3[1+0 1+3 1+2 1+1

Tablo 2.1 : Z/47Z de Toplama ve Carpma Islemi Tablolar

Tanim 2.20: X ile Y iki kiime olsun. Eger X den Y iizerine birebir bir
fonksiyon varsa X ile Y ayni sayrda elemana sahiptir veya aymi kardinaliteye
sahiptir denir. Diger bir deyigle, X in elemanlar1 Y nin biitiin elemanlar ile birebir
eslenebiliyor ise X ile Y aym kardinaliteye sahiptir denir (Olgun, 2003).

Tamim 2.21: (G, o) ve (G',*) herhangi iki grup, f : G — G’ bir fonksiyon
olsun. Eger V a,b € G i¢in,

flaob) = f(a)* f(b)

ise f ye bir grup homomorfizmi adi verilir. Verilen yapilarin grup oldugu bilindigi
taktirde f ye yalmzca homomorfizm denir (Olgun, 2003).

Tanim 2.22: (G, o) ve (G', %) herhangi iki grup, f : G — G’ bir homomorfizm
olsun. Eger f, birebir ve 6rten fonksiyon ise, f ye bir izomorfizm denir ve G ile G’
gruplarma izomorf gruplar adi verilir (Olgun, 2003).

Tanim 2.23: (H,+,:) ve (H',&,®) herhangi iki halka, f : H — H’ bir

fonksiyon olsun. Eger a,b € H icin,

fla+b) = fla) @ f(b) ve fa-b) = f(a) © f(b)

ise, f doniistimiine H den H' ye bir homomorfizm denir. Bu taktirde H ve H’
halkalari, homomorf halkalar adin1 alir. Birebir ve 6rten 6zelligi bulunan f ho-
momorfizmine ise izomorfizm, H ve H' halkalarina izomorf halkalar denir (Olgun,
2003).

Bu tanmimdan dolay1 f(0) = 0 ve f(—a) = —f(a) oldugundan H nin birimsel

elemanimin A’ nin birimsel elemanina doniistiigii goriilebilir.



Tamim 2.24: (H,+,-) ve (H',®,®) herhangi iki halka, f : H — H’ bir halka
homomorfizmi olmak iizere {a € H | f(a) = 0} kiimesine f nin ¢ekirdegi denir ve
cekirdek, H nin bir idealidir (Olgun, 2003).

Tanim 2.25: (H,+,-) ve (H',®,®) herhangi iki halka, f: H — H’ doniigtimii-
niin bir kanonik homomorfizm olabilmesi i¢in agagidaki iki kogulun saglanmasi gerekir.

i) f bir halka homomorfizmidir, yani her a,b € H igin,

o fla+b)=f(a)® f(b)

o fla-b)=fla)® f(b)

e f()=1
dir.

ii) f nin ¢ekirdegi halkann idealidir (Saniga and Planat, 2006).

Ornek 2.26: GF(2) halkasmin karakteristigi 2 dir ve elemanlar: 0 ile 1 dir.
141 =0 oldugundan +1 = —1 dir. G'F(2) nin toplama ve ¢arpma iglemi tablolari
Tablo 2.2 de verilmigtir:

(@]

0
0
1

O K|k
= O
o oo

1
0
1

Tablo 2.2 : GF(2) de Toplama ve Carpma Islemi Tablolar

Z4 halkasinin karakteristigi 4 tiir. Elemanlar da {0,1,2,3} tiir. Toplama ve
carpma tablolar1 ise Tablo 2.3 teki gibidir:

® 0 1 2 3, |® 0 1 2 3
00 1 2 3 00 0 O O
111 2 3 O 110 1 2 3
22 3 0 1 2,0 2 0 2
33 0 1 2 30 3 2 1

Tablo 2.3 : Z, de Toplama ve Carpma Islemi Tablolar:

GF(4) halkasimin ise karakteristigi 2 dir ve elemanlar1 sunlardir:

GF(4) = GF(2%) 2 GF(2)[z]/{(z* + z + 1), GF(2) nin 2. dereceden bir genisleme-



sidir. z? + z + 1 polinomu GF(2)[x] de indirgenemez polinomdur. z? + z + 1
polinomunun bir kokii o olmak iizere
GF(4) = {ap + aa + (a* + a+ 1)|ag, a1 € GF(2)}.
={{*+a+1),1+{®+a+1l),a+{*+a+1),a+1+{(a®+a+1)}
oldugundan,
f: GF@2)a]/{(e*+a+1) — GF(2)q]

a+aa+{(®+a+1) — ag+a«
izomorfizmi tammlanabilir.

Boylece GF'(4) iin elemanlar {0, 1, o, « + 1} bulunur. GF(4) te 1 = —1 ve a*+

a + 1 = 0 oldugundan toplama ve carpma iglemi tablolar1 Tablo 2.4 te verilmistir:

&) 0 1 a a+l]| ® 0 1 a a+l
0 0 1 a o+l 0 0 0 0 0
1 1 0O a+1 o« 1 0 1 a a+1
0
0

o o a+1 O 1 o a a+1 1

a+lla+1l « 1 0 a+1 a+1 1 o

Tablo 2.4 : GF(4) te Toplama ve Carpma Islemi Tablolar

Karakteristigi 3 olan GF'(27) nin elemanlar1 da sunlardir:

GF(3%), GF(3) iin kiibik bir geniglemesidir ve Zs[x] de z3 + 2? + = + 2 bir
indirgenemez polinomdur. Boylece a bu polinomun bir kokii olmak {izere,

GF(27) = {ao + ayx + a20°|ag, a1, a5 € GF(3) = Zs}
oldugundan yukarida yapilan iglemlere benzer olarak G F(27) nin elemanlar

{0,1,2,,a+ 1,0+ 2,20, 2a + 1,20 + 2,, 0%, a? + 1,02 + 2, 0% + «a,

> +a+l,024+a+2,a®+20, 02 +2a+1,a° + 20+ 2,202,202 + 1,

202 +2,20% + o,20 + o + 1,202 + a + 2,20% + 20, 20% + 20 + 1,

202 + 2 + 2}
olarak bulunur.

[leride islem kolaylig1 acisindan « yerine z kullamlacaktar.

Tamim 2.27: P # & bir kiilme ve A C P x P, P iizerinde bir bagint1 olsun.
Asgagidaki ozellikleri saglayan (P, A) ¢iftine bir distant uzay denir.

i) A simetriktir, yani p A ¢ = ¢ A p dir.



ii) A yansimali degildir, yani her p € P igin pAp dir.(A, A nin olumsuzudur)

P nin elemanlarina noktalar, A bagintisina distantlik bagintisy denir ve
p A q ise p,q € P noktalarma " (biribirine) distantter" denir (Bluck and Herzer,
2005).

Tanim 2.28: (P, A) bir distant uzay olsun. (P, A) agagidaki gibi isimlendirilir.

i) Eger P de ikiger ikiger distant ti¢ nokta varsa agikar (trivial) olmayan distant
uzay,

ii) Eger keyfi p,q € P noktalar i¢gin p A r A ¢ ozelliginde bir r € P noktasi
varsa stabil distant uzay,

iii) Eger keyfi p, ¢ € P noktalar1 i¢in, po = p,p, = qve pi1 Ap; (1 =1,2,...,n)
olacak sekilde bir n € N ve pg, p1, ..., p, € P noktalar1 varsa baglantils distant uzaydir
(Bluck and Herzer, 2005).

Ornek 2.29: P dogrularm kiimesi ve A bagintis1 "aykir1" (dogrularin aykirihg:)
olsun. Bu durumda (P, A) distant uzay: incelenirse;

e Uzayda ikiger ikiser aykiri olmayan ii¢ dogru oldugundan bu distant uzay asikar
(trivial) olmayan distant uzaydir.

e Uzayda (aykir1 olan yada olmayan) hangi dogru ¢ifti alinirsa alinsin her ikisine
de aykir1 olan iiciincii bir dogru her zaman bulunabileceginden dolay1 bu distant
uzay stabil distant uzaydir.

e Baglantili distanthik o6zelligi stabil olmanin bir genellestirilmesi oldugundan
dolay1 bu distant uzay baglantili distant uzaydir,
oldugu goriilmektedir.

Tanim 2.30: Grafta herbir diigiim bir nokta ile temsil edilir. Ayrit ise iki
diigiimiine karsilik gelen noktalar1 birlegtiren dogru pargasi ya da basit egridir. D
ve A iki ayrik kiime ve D # & olsun. d; € D (i = 1,2,...,n) diigimler ve a; €
A (k =1,2,...,m) ayrtlar olmak tizere herbir a; ayritim1 bir {d;,d;} dtgiim ¢iftine
esleyen bir g bagintis1 var ise (D, A) ikilisine graf denir (Bluck and Herzer, 2005).

Tamm 2.31: Bir q; aynitinda a,, = {d;, d; } olacak sekildeki d; ve d; diigtimlerine
"bitigiktir" denir. ay ile d; ya da ay ile d; ye ise "¢akigikter" denir (Bluck and Herzer,

2005).
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Tamim 2.32: (P, A) ve (P, A’) distant uzaylar olsun. ¢ : P — P’ déniigiimii
verilsin. Eger p,q € Picin p A ¢ = p¥ A ¢¥ gerektirmesi saglaniyor ise ¢ ye distant
uzaylarin morfizmi denir (Bluck and Herzer, 2005).

Tanim 2.33: G; = {D;1, A1} ve Gy = {Ds, Ay} graflar i¢in ; D; den Dy ye
bitigikligi koruyan, birebir, 6rten bir doniigiim var ise GGy grafi G5 grafina "izomorf-
tur" denir (Bluck and Herzer, 2005).

Tamim 2.34: Bir grafta, eger biribirinden farkli diigiimleri baglayan bir yol
varsa " dugimler biribiriyle baglantilidir" denir (Bluck and Herzer, 2005).

Ornek 2.35: Bir (P, A) distant uzaymimn baglantih olabilmesi icin gerek ve yeter
kosul ilgili G(P,A) grafinin grafteori anlaminda baglantili olmasidir. Sekil 2.1 de
baglantili iki distant uzayin graflar1 cizilmistir.  Birincisi stabil distant uzaydir,

ikincisi degildir. (Bluck and Herzer, 2005)

~—
—

L 3

Sekil 2.1 : Birinci graf (G1) stabil distant uzaydur, ikincisi (Gs) degildir

Sekil 2.1 deki graflarda P, = P, = P yani nokta kiimeleri egit alinabilir. Boylece
¢ = idy : (P,As) — (P,A;) bir morfizmdir. Ciinkii ikinci grafta bir ayrit ile
birlegtirilen diigiimler, birinci grafta da birlestirilmistir. ~Bu morfizm elbette ki

bijektiftir fakat bir izomorfizm degildir. Ciinkii

9071 = de : <P7A1) - (P7 A?)

bir morfizm degildir. O halde bu iki distant uzay biribirine izomorf degildir.
Bu durum ayrica soyle de goriilebilir: Distant uzaylardan biri stabil distant uzay
oldugundan ve digeri stabil olmadigindan bu iki uzay biribirine izomorf degildir.

Morfizmler, "stabil", "agikar olmama" ve "baglantili" tzelliklerini korurlar.
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BOLUM 3

BAZI KUCUK MERTEBELI HALKALAR

UZERINDE PROJEKTIF DOGRU
ORNEKLERI

Tablo 3.1 ve devamindaki tablolarda 63. mertebeye kadar olan, degigsmeli ve bir-
imsele sahip olan halkalar iizerindeki projektif dogrularin ozellikleri incelenmistir.
Dogru tipi "z /y" formunda verilmistir ki "z" ilgili halkadaki toplam eleman sayisina
ve "y" ise sifir bolenlerin toplam sayisiniy gostermektedir.  "Toplam", lgili dogru
tizerindeki toplam nokta sayisine; "LTip", I Tip nokta saysine (Nokta koordinat-
larindan en az biri birimsel olan nokta); "1Koms", herhangi bir noktanin komsgu-
lugundaki nokta saysine; "2Koms", herhangi iki distant noktada bulunan ortak nokta
sayising; "3Koms", di¢ distant noktanin ortak nokta sayisiny gostermektedir. "Jcb",

Jacobson nokta saysini gostermektedir. Ayrica kalin harfle belirtilenler incelenen

halkalar: gostermektedir (Saniga, et al., 2007).



Dogru Tipi Noktalarin dzellikleri Temsil Edilen Halka

Toplam| 1. Tip | 1Koms | 2K oms | 3Koms | Jcb
63/15 80 78 16 2 0 2 |GF(7) ® GF(9)
63/27 9% 90 32 6 0 14 | GF(7) ® [Z4 yada GF(3)[xX]Kx?)]
63/39 128 |102| 64 26 6 | 4 |GF(7) ® GF(3) ® GF(3)
63/32 96 9 33 2 0 29 | GF(2) ® GF(31)
61/1 62 62 0 0 0 0 |GF(61)
60/36 120 | 9% 59 24 6 GF(3) ® GF(5) ® GF(4)
60/44 144 | 104 | 83 40 12 | 15 |GF(3) ® GF(5) ® [Z4 yada GF(2)[x]Kx?)]
60/52 216 | 112 | 155 104 60 GF(3) ® GF(5) ® GF(2) ® GF(2)
59/1 60 60 0 0 0 GF(59)
58/30 90 88 31 2 0 27 |GF(2) ® GF(29)
57/21 80 78 22 2 0 16 |GF(3) ® GF(19)
56/14 72 70 15 2 0 1 |GF(7) ® GF(8)
56/32 9% | 88 | 39 8 0 |23 |GF(7) ® Zg, GF(7) ® GF(2)[x]/x3)
56/38 120 | %4 63 26 6 17 |GF(7) ® GF(2) ® GF(4)
56/44 144 | 100 | 87 a4 12 |11 |GF(7) ® GF(2) ® [Z4 yada GF(2)[X]Kx?)]
56/50 | 216 |106| 159 | 110 | 66 |5 |GF(7) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(2)
55/15 72 | 70| 16 2 0 6 |GF(5) ® GF(11)
54/28 84 82 29 2 0 25 |GF(2) ® GF(27)
54/36 108 | 90 53 18 0 17 |GF(2) ® Z27, GF(2) ® GF(3)[x]/x3)
54/38 120 | 92 65 28 6 15 |GF(2) ® GF(3) ® GF(9)
54/42 144 | 96 89 48 18 |11 |GF(2) ® GF(3) ® [Zg yada GF(3)[x]/(x?)]
54/46 192 | 100 | 137 92 54 GF(2) ® GF(3) ® GF(3) ® GF(3)
53/1 54 54 0 0 0 GF(53)
52/16 70 68 17 2 0 GF(13) ® GF(4)
52/28 84 80 31 4 0 23 |GF(13) ® [Z4 yada GF(2)[x]/(x?)]
52/40 126 | 92 73 34 6 11 |GF(13) ® GF(2) ® GF(2)
51/19 72 70 20 2 0 14 |GF(3) ® GF(17)
50/26 78 76 27 2 0 23 |GF(2 ® GF(25)

Tablo 3.1 : 63.mertebeye kadar, degismeli ve birimsele sahip olan halkalar

tizerindeki projektif dogrularn ézellikler:



Dogru Tipi Noktalarin dzellikleri Temsil Edilen Halka
Toplam| I.Tip | 1Koms | 2Koms | 3Koms | Jcb
50/30 90 80 39 10 0 19 | GF(2) ® [Z25 yada GF(5)[x]/(x?)]
50/34 108 | 84 57 24 6 15 | GF(2) ® GF(5) ® GF(5)
49/1 50 50 0 0 0 0 | GF(49)
49/7 56 56 6 0 0 6 |Z49, GF(5)[X](Xx?)
49/13 64 62 14 2 0 0 |GF(7) ® GF(7)
48/18 68 66 19 2 0 13 | GF(3) ® GF(16)
48/24 80 72 31 8 0 GF(3) ® [GF(4)[X]/(x?) yada 7 4[X]/x? — 3x — 3)]
48/30 10 78 51 22 6 3 |GF(3) ® GF(4) ® GF(4)
48/32 9% 80 47 16 0 15 | GF(3) ® Z16, GF(3) ® Z4[X]KX?), ...
48/34 108 | 82 59 26 6 13 |GF(3) ® GF(2) ® GF(8)
48/36 120 | 84 71 36 12 | 11 |GF(3) ® GF(4) ® [Z4 yada GF(2)[x]Kx?)]
48/40 144 | 88 95 56 24 7 |GF(3)® 74 ®Z4, GF(3) @ GF(2) ® Zg
48/42 180 | 90 | 131 90 54 5 |GF(3) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(4)
48/44 216 | 92 | 167 124 84 3 |GF(3) ® GF(2) ® GF(2) ® [Z4 yadaGF(2)[x]Kx?)]
48/46 324 | 94 | 275 230 186 | 1 |GF(3) ® GF(2) ® GF(2) @ GF(2) ® GF(2)
47/1 48 48 0 0 0 0 |GF(47)
46/24 72 70 25 0 21 |GF(2) ® GF(23)
45/13 60 58 14 0 4 |GF(5) ® GF(9)
45/21 72 66 26 6 0 GF(5) ® [Zo yada GF(3)[X]/(x?)]
45/29 96 74 50 22 6 GF(5) ® GF(3) ® GF(3)
44/14 60 58 15 2 0 GF(11) ® GF(4)
44/24 72 68 27 0 19 |GF(11) ® [Z4 yada GF(2)[x]/x?)]
44/34 108 | 78 63 30 6 9 |GF(11) ® GF(2) ® GF(2)
43/1 44 44 0 0 0 0 |GF(43)
42/30 96 72 57 24 6 11 |GF(2) ® GF(3) ® GF(7)
41/1 42 42 0 0 0 GF(41)
40/12 54 52 13 0 GF(5) ® GF(8)
40/24 72 64 31 0 15 |GF(5) ® Zg, GF(5) ® GF(2)[x]/(x3)

Tablo 3.1 : (devamu)
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Dogru Tipi Noktalarin 6zellikleri Temsll Edilen Halka
Toplam| I.Tip | 1Koms | 2Koms | 3Koms | Jcb
40/28 9 | 68 | 49 22 6 |11 |GF(5) ® GF(2) ® GF(4)
40/32 108 | 72 | 67 36 12 | 7 |GF(5) ® GF(2) ® [Z4 yada GF(2)[x]/x?)]
40/36 162 | 76 | 121 | 86 54 | 3 |GF(5) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(2)
39/15 56 54 | 16 2 0 10 | GF(3) ® GF(13)
38/20 60 | 58 | 21 2 0 |17 |GF(2) ® GF(19)
3711 38 | 38 0 0 0 0 |GF(37)
36/12 50 | 48 | 13 2 0 GF(4) ® GF(9)
36/18 60 | 54| 23 6 0 GF(4) ® [Zg yada GF(3)[x]/(x?)]
36/24a | 80 | 60 | 43 20 6 GF(4) ® GF(3) ® GF(3)
36/20 60 5 | 23 4 0 |15 |[Z4 yadaGF(2)[x]/x?)] ® GF(9)
36/24b | 72 | 60| 35 12 0 |11 |[Z4 yadaGF(2)[x]Kx?)] ® [Zo yadaGF(3)[x]/x2)]
36/28a 90 64 | 53 26 6 7 |GF(2) ® GF(2) ® GF(9)
36/280 | 96 | 64 | 59 K7 12 | 7 |[Z4 yadaGF(2)[x]/x%)] ® GF(3) ® GF(3)
36/30 108 |66 | 71 42 18 | 5 |GF(2) ® GF(2) ® [Z yada GF(3)[X]/(x?)]
36/32 144 | 68 | 107 76 48 | 3 |GF(2) ® GF(2) ® GF(3) ® GF(3)
35/11 48 | 46 | 12 2 0 2 |GF(5) ® GF(7)
34/18 54 |52 | 19 2 0 |15 |GF(2) ® GF(17)
33/13 48 | 46 14 2 0 8 |GF(3) ® GF(11)
3211 33 33 0 0 0 0 |GF(32)
32/11 45 | 43 12 2 0 0 |GF(4) ® GF(8)
32/16 48 | 48 15 0 0 15 |Z3p, GF(2)[X]Kx®)
32117 51 |49 | 18 2 0 |14 |GF(2) ® GF(16)
32/18 54 |50 | 21 4 0 13 |GF(8) ® [Z4 yada GF(2)[x]/(x?)]
32120 60 |52 | 27 8 0 |11 |GF(8) ® Zg, GF(2) ® GF(4)[x]/(x?)
32/23 75 55 | 42 20 6 8 |GF(2) ® GF(4) ® GF(4)
32/24 72 56 39 16 0 7 |GF(2) ® Z16, Z4 ® Zg
32/25 81 57 | 48 24 6 6 |GF(2) ® GF(2) ® GF(8)
32/26 9 |58 | 57 32 12 | 5 |GF(2) ® GF(4) ® [Z4 yada GF(2)[x]/x2)]
Tablo 3.1 : (devama)
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Dogru Tipi Noktalarin dzellikleri Temsi| Edilen Halka
Toplam| I.Tip | 1Koms | 2Koms | 3Komrs | Jcb
32/28 108 | 60 75 48 24 3 |GF(Q ® GF(2) ® Zs, GF(2) ® 74 @ Z4
32/29 135 | 61 | 102 74 48 2 |GF(2) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(4)
32/30 162 | 62 | 129 100 72 1 |GF(2) ® GF(2) ® GF(2) ® [Z,4 yada GF(2)[X]Kx?)]
32/31 243 | 63 | 210 180 150 | 0 |GF(2) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(2)
311 32 32 0 0 0 0 |GF(31)
30/22 72 | 52| 4 20 6 7 |GF(2) ® GF(3) ® GF(5)
29/1 30 30 0 0 0 |GF(29)
28/10 40 38 11 0 3 |GF(7) ® GF(4)
28/16 48 44 19 0 11 | GF(7) ® [Z4 yada GF(2)[x]Kx?)]
28/22 72 50 | 43 22 6 5 |GF(7) ® GF(2) ® GF(2)
27/1 28 28 0 0 0 |GF(27)
2719 36 36 0 0 8 |Z27, GF(3)[X]Kx3)
2711 40 38 12 2 0 6 |GF(3) ® GF(9)
27/15 48 42 20 6 0 2 |GF(3) ® [Zo yada GF(3)[x]/x?)]
27/19 64 46 36 18 6 0 |GF(3) ® GF(3) ® GF(3)
26/14 12 40 15 2 0 11 |GF(2) ® GF(13)
25/1 26 26 0 0 0 0 |GF(25)
25/5 30 30 0 0 4 |Z,s, GF(5)[X]I(X?)
25/9 36 34 10 2 0 0 |GF(5) ® GF(5)
24/10 36 34 11 2 0 5 |GF(3) ® GF(8)
24/16 48 40 23 8 0 7 |GF(3) ® Zg, GF(3) ® GF(2)[x]/(x3)]
24/18 60 42 35 18 6 5 |GF(3) ® GF(2) ® GF(4)
24120 72 | 44| 47 28 12 | 3 |GF(3) ® GF(2) ® [Z4 yada GF(2)[x]/(x2)]
24/22 108 | 46 83 62 42 1 |GF(3) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(2)
23/1 24 24 0 0 0 0 |GF(23)
22/12 36 34 13 0 9 |GF(2) ® GF(11)
21/9 32 30 10 2 0 4 |GF(3) ® GF(7)

Tablo 3.1 : (devama)
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Dogru Tipi Noktalarin 6zellikleri Temsil Edilen Halka
Toplam| I.Tip | 1Ko | 2Koms | 3K omg | Jcb
20/8 30 28 9 2 0 1 |GF(5) ® GF(4)
20/12 36 32 15 4 0 7 | GF(5) ® [Z4 yada GF(2)[x]/(x?)]
20/16 54 36 33 18 6 3 |GF(5) ® GF(2) ® GF(2)
1911 20 20 0 0 0 | GF(19)
18/10 30 28 11 0 7 | GF(2) ® GF(9)
18/12 36 30 17 6 0 5 |GF(2) ® [Zg yada GF(3)[x]/(x?)]
18/14 48 32 29 16 6 3 |GF(2) ® GF(3) ® GF(3)
171 18 18 0 0 0 0 |GF(17)
16/1 17 17 0 0 0 0 |GF(16)
16/4 20 20 3 0 0 3 | Z4[X]Kx? - 3x - 3), GF(4)[X]I(X?)
16/7 25 23 8 2 0 0 |GF(4) ® GF(4)
16/8 24 24 7 0 0 7 | Z16, Z4[XIKXx3), GF(2)[X]Kx*)
16/9 27 25 10 2 0 6 |GF(2) ® GF(8)
16/10 30 26 13 4 0 5 |GF(4) ® [Z, yada GF(2)[x]/(x?)]
16/12 36 28 19 8 0 3 |GF(2) ®@Zg, Zs ® 74
16/13 45 29 28 16 6 2 |GF(2) ® GF(2) ® GF(4)
16/14 54 30 37 24 12 1 |GF(2) ® GF(2) ® [Z4 yada GF(2)[x]/(x?)]
16/15 81 31 64 50 36 0 |GF(2) ® GF(2) ® GF(2) ® GF(2)
15/7 24 22 8 2 0 2 |GF(3) ® GF(5)
14/8 24 22 9 2 0 5 |GF(2) ® GF(7)
131 14 14 0 0 0 0 |GF(13)
12/6 20 18 7 2 0 1 |GF(3) ® GF(4)
12/8 24 20 11 4 0 3 |GF(3) ® [Z, yada GF(2)[x]/(x?)]
12/10 36 22 23 14 6 1 |GF(3) ® GF(2) ® GF(2)
111 12 12 0 0 0 0 |GF(11)
10/6 18 16 7 2 0 3 |GF(2) ® GF(5)
91 10 10 0 0 0 0 |GF(9)
913 12 12 2 0 0 2 |Zy, GF(3)[X]Kx?)
Tablo 3.1 : (devama)
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Dogru Tipi Noktalarin 6zdllikleri Temsl Edilen Halka
Toplam| 1.Tip | 1Ko | 2K o | 3K omg | Jcb

95 16 14 6 2 0 0 |GF(3) ® GF(3)
8/1 9 9 0 0 0 0 |GF(8)
8/4 2 | 12 3 0 0 | 3 |zZs GFQ)[XIKX3)
8/5 15 13 6 2 0 2 |GF(2) ® GF(4)
8/6 18 14 9 4 0 1 | GF(2)[X]Kx3 - x)]
8/7 27 | 15 | 18 12 6 | 0 |GF(2) ® GF(2) ® GF(2)
711 8 8 0 0 0 | 0 |GF®
6/4 12 | 10 5 2 0 1 |GF(2) ® GF(3)
5/1 6 6 0 0 0 | 0 |GF(5)
41 5 5 0 0 0 | 0 |GF@®
4/2 6 6 1 0 0 1 |Z4, GF(2)[X]Kx?)
4/3 9 7 4 2 0 0 |GF(2) ® GF(2)
31 4 4 0 0 0 0 |GF(3)
21 3 3 0 0 0 0 |GF(2)

Tablo 3.1 : (devama)

Tablo 3.1 dikkatlice incelendiginde ayrica bazi ilging 6zelliklerin oldugu soylenebilir.
Bunlardan en belirgin olani, ilgili projektif dogru iizerinde bulunan toplam nokta
sayisi ile ve bundan dolay1 I.Tip ve sifir bolen nokta sayisindaki artig goriilebilir.
Ayrica tablo halkadaki toplam eleman sayisina gore simiflara ayrilmigtir.  Buna
ilave olarak 6rnegin 16/15 dogru tipi i¢in digerlerinden farkl olarak ikiger ikiger dis-
tant ii¢ noktanin kesigiminde bulunan nokta sayisinin I.Tip nokta sayisindan fazla
oldugu soylenebilir.

Kiiciik mertebeli halkalar iizerinde projektif dogrularin nasil belirlendiginin ve
ingaasinin nasil yapildiginin daha iyi anlagilir olmasi i¢in Tablo 3.1 de bulunan bazi
boliim halkalar1 ve direkt carpim halkalar: tizerinde projektif dogrular ayrintili olarak
incelenmektedir. Bunlar sirasiyla, GF(2)[z]/(z® — z), GF(2)[z]/(z* — z),
GF2)® GF(2) @ GF(2), Zy ® Z4, GF(3) @ GF(2) @ GF(4), GF(17) ve
Z4|z)/{x?* — 3z — 3) halkalar iizerindeki projektif dogrulardir.
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BOLUM 4

SONLU
GF(2)[X]/{X’—X)
BOLUM HALKASI UZUERINDE PROJEKTIF
DOGRU

Bu boliimde halka H yerine R ile gosterilmektedir. Bir R halkasi iizerinde
projektif dogru insa edilirken verilmesi gereken bazi tanim ve bilgilere gereksinim
duyulmaktadir. Calisma boyunca tekrardan kacinilmak istendiginden bunlar énce-
likle burada verilmekte ve gerekli yerlerde hatirlatilmaktadir.

Tanim 4.1: R birimi olan bir halka ve GL(2, R) elemanlar1 R de olan tersi
mevcut(determinanti sifirdan farkhi olan) 2 x 2 lik matrislerin genel lineer grubu

olmak tizere, (o, 3) € R? igin

5
v ¢

ozelliginde v,( € R mevcut ise (o, 3) € R? giftine R iizerinde kabul edilebilirdir

€ GL(2,R) (4.1)

(admissible) denir.

R bir halka, p € R bir birimsel eleman ve (a,3) € R? {izerinde kabul edilebilir
olsun. (pa, pf) siral giftlerinin simiflarmdan olugan kiimeye R iizerinde projektif
dogru denir ve PR(1) ile gosterilir. PR(1) in noktalar1 arasinda iki tiir ¢nemli
bagint1 vardir: Bunlar komsuluk ve distantliktur.

Eger farkli X = (pa, pB) ve Y = (p, p¢) noktalar: i¢in

a B
NS
ise X, Y noktalart komsudur(veya paraleldir) denir. Aksi taktirde X, Y noktalar:

¢ GL(2, R) (4.2)

distanttir denir. Yani bu durum (4.1) ifadesinin gegerli olmasi halidir.

Eger R sonlu, degismeli bir halka ise 4.1 (distantlik bagintisi)
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a

det € R* (4.3)
v <
a ve (4.2) (komguluk bagmtisi) ise
a B
det € R\R* (4.4)
v <

a indirgenebilir(R* birimsel elemanlarin kiimesi ve R\R* R nin sifir bolenlerinin

kiimesidir) (Saniga, et al., 2007).

Tanim 4.2: PR(1) projektif dogrusu iizerindeki bir noktaya komgu olan tiim
noktalarin kiimesine o noktanin komsulugu denir.
Eger R bir cisim ise komsgulugun "eg olmaya", distantlik bagintisinin ise "farklh

olma" bagintisina indirgenebilecegi agiktir. Bu durumda (4.4) ifadesi

a¢ — fy =0 (4.5)

olmasi anlamina gelir ve boylece

v = pave (= pf (4.6)

olur (Saniga, et al., 2007).

PR(1) projektif dogrusu iizerindeki noktalar ikili koordinatlarla gosterilirler ve
cebirsel olarak iki farkli tiptedirler.

I) Nokta koordinatlarindan en az biri birimseldir.

Herhangi bir sonlu degismeli halka i¢in bu sayinin, halkanin tiim elemanlarinin
ve sifir bolenlerinin toplamina egit oldugunu dogrulamak basittir; ashinda, eger o
birimsel eleman ise, 5 € R olmak tizere (pa, pB3) y1 (1, 3) ye indirgeyecek bir p her
zaman secilebilir. Ayrica eger sadece /3 birimsel eleman ise bu taktirde, o' € R\R*
olmak tizere (pa, pf3), (o, 1) e denktir.

IT) Nokta koordinatlarinin ikisi de sifor bolendir.

Bu noktalar, ancak halkanin iki ya da daha fazla sayida maksimal idealinin mev-

cut olmasi halinde stz konusudur (yani halkanin lokal halka olmamasi hali).
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a, 8 R nin sifir bolenleri olmak tizere, (pa, p) min PR(1) projektif dogrusu iizerinde
bir nokta olmasi igin (4.3) esitliginden

al —yB € R* (4.7)

elde edilir.

Eger R tek bir I maksimal idealine sahip olsa idi (4.7) saglanmazdi. Ciinkii «
€ I, B € I olmas: sirasiyla a( € I ve v € I olmasin gerektirir. Bu durumda
al — vp € I olmaldir, oysa bir uygun(proper) ideal bir birimsel elemana sahip
olamaz.

Dogrunun yapisini daha ayrimntili incelemek igin, GL(2, R) nin ikiger ikiger dis-
tant ii¢ nokta ile galigilmaktadir. Bu noktalar U := (1,0), V := (0,1), W := (1, 1)
dir.  (4.4) ifadesinden, U ve V nin komguluklarimin sirasiyla ikinci ve birinci ko-
ordinatlarinin sifir bolen oldugu sonucu ortaya cikar. Ustelik bu iki komsulugun
kesisiminde sadece II.tip noktalarin bulundugu goriilebilir. Ikiger ikiger distant iic
noktanin komguluklar: arasinda bog kiimeden farkli bir kesisim elde edilebilmesi i¢in,
halkanin sifir bolenleri farkli en az ii¢ maksimal ideal olusturmalidir. Ayrica «;, 5 nin
her ikisi de R nin sifir boleni olmak iizere (pa, pf) noktasinin W nin komsulugunda

olmast igin, f — o € R\ R* olmalidir.
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4.1 GF(2)[z]/{x® — z) Halkas1 ve Kanonik

Homomorfizmleri

Ry = GF(2)[x]/{x® — z) boliim halkasi gz oniine alinmaktadir (Saniga and
Planat, 2006). R, nin elemanlar: soyle belirlenir:
Ry = {ag + a1z + agx® + (23 — ) | ag,a1,a2 € GF(2)}
={@d—a), 1+ @3 —a), o+ (23 —2), 2+ 1+ (2% - 2),
4+ (B —), P+ 1+ (P —2), o+ (P —a), P+ 1+ (2 —2)}
ve burada

[ Ry — GF(2)[x]

ap + a1 + asx? + (3 — x) — ag + a1x + asx?

bir izomorfizm oldugundan

Ry ={0,1,z,0+ 1,22, 22 + 1= (z + )%, 2> + z,2°> + z + 1}
elde edilir. Ry halkasinin eleman sayisi |Rg| = 8 dir ve karakteristigi GF'(2) halka-
sinda oldugu gibi 2 dir.

GF(2)de2 =0, +1 = —1 ve 2°> — x = 0 polinomundan 2 = z oldugun-

dan dolay1 Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 de sirasiyla toplama ve carpma islemi tablolar:

verilmigtir:
® 0 1 X X2 X+1 X2+1  X2+x X2+x+1
0 0 1 X X2 X+1 x2+1  xX2+x xXP+x+1
1 1 0 x+1 x2+1 X X2 X2+x+1 X2 +X
X X X+1 0 X% +X 1 X2+x+1  x? x2+1
x? x? x2+1  X2+x 0 X2+ x+1 1 X X+1
X+1 X+1 X 1 x2+x+1 0 X% + X x2+1 x?
X2+1 | x*+1 X2 X2 +x+1 1 X% + X 0 X+1 X
X24+X | X2+x X2+x+1 0 x? X x?+1 X+1 0 1
X2+xX+1|x2+x+1 x2+x  x2+1 X+1 X2 X 1 0

Tablo 4.1 : R, de Toplama Islemi Tablosu
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® 0 1 x2 x+1  x2+1 x2+x x2+x+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 X x2 Xx+1  xX2+1 x2+x x2+x+1
X 0 X X2 X X2 + X 0 X2 + X x2
X2 0 x2 X x2 X2 +X 0 X2 +X X
Xx+1 0 Xx+1 X2+x  X2+x  x2+1 x2+1 0 x+1
x2+1 0 x2+1 0 0 x2+1  x?+1 0 x2+1
X2 + X 0 X2+Xx  xX24+x x2+x 0 0 0 X2 + X
X2 +x+1 0 X2+x+1 X2 X x+1  x2+1 x2+x 1

Tablo 4.2 : Ry de Carpma Islemi Tablosu

Tablolardan asagidakiler goriiliir:
Ry nin birimsel elemanlarinn kiimesi R} = {1,2* + x + 1} olup |R}| = 2 dir.
Ry nin R} digindaki diger elemanlar ise sifir bolendir:
Ry \ Ry ={0,z, 2+ 1,2*,2* + 1 = (x + 1)*,2% + 2} olup
|Ro\R5| = [Ro| — [RG| = 6 dur.
Ry nin temel idealleri,
(0) = {0}, (1) = (22 + 2+ 1) = Ry, (z) = (2?) = {0, 2,22, 2* + x},
(x+1) ={0,z+ 1,22 + 1,2*> + 2}, (x* + 1) = {0, 2% + 1},
(2? +z) = {0,2 + x}
dir. (1) = (2® + = + 1) digindaki tiim temel idealler 6zideal oldugundan R, nin iki
temel ve ayn1 zamanda maksimal ideali ;
Iy = L2y = () = (2°) = {0,z,2%, 2% + x}
Iy = (@ +1) ={0,z+ 1,2 + 1,2* + 2}
dir ve bunlardan bagka maksimal ideal olmadigindan Jacobson radikali
Jo = {(z) N {x+1) ={0,2* + z}
dir ve bu da bir idealdir. .Jy nin bir ideal oldugu soyle gosterilir:
0eJyvele Ryicin0-0=0-0=0¢ J,
0eJyvele Ryicin0-1=1-0=0¢ J,
OedJyvex e Rpyicin0-z=2-0=0¢€ J,
0Oedover+1€ Ryigin0-(z+1)=(x+1)-0=0€Jy
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0edyvez? € Ryigin0-22=22-0=0¢€ J,
0Oedyvez?+1€ Ryigin0- (2?2 +1)=(z>+1)-0=0¢€ J,
0Oedyver?+z€ Ryigin0- (22 +2z)=(2*+2)-0=0€ J,
0Oedover?+z+1€ Ryigin0- (22 +z+1)=(2>+x+1)-0=0€ Jy
?*+re€Jyvel€ Ry igin (22 41x2)-0=0-(22+2)=0€ Jy
?*+redyvel € Ryigin (@ +2)-1=1-(2*+2)=2+z€J,
?+rx€Jyvexr € Ryigin (22 +2)-z=x2-(2*+z)=24+1€J;
?*+rxe€dyver+1€Ryigin (> +z)-(z+1)=(x+1)- (> +z)=2>+z € J)
?*+axedyvea? € Ryigin (2 +1x) -2 =22 (2 +2)=0¢€ J,
?4+redyver’+1€ Ryigin (22 +z) (22 +1)=(22+1)- (22 +2)=0€ J,
?+x€Jyver’+x€ Ryigin (22 +2)- (22 +2)=(2>+2) - (22 +2)=0€ Jy
*+redyvert+x+1€ Ryigin (22 +2) (2 +ao+1)=@*+x+1) (2®+1)
=24z € Jy

dolayisiyla Jy, R nin bir idealidir

Iy, Iiptry, Jo ile Rokarakteristigi 2 olan {i¢ temel boliim halkasi olusturur, bun-
lar;

Ry = Ry /Iy = {0,1}, Ry = Ry /Insy = {0,1} ve

Ry = Ry/Jy = {0,1, 2,z + 1}
dir.

Bunlar sirasiyla agagidaki sekilde elde edilir:

Ry/Iipy ={a+(x) | a € GF(2)} = {(z),1 + ()} oldugundan,

i R/l — GF()
a+(x) —— a

bir izomorfizmdir. Dolaysiyla Ry = R, /I @ = GF(2) = {0,1} yazlabilir. Benzer
olarak,

Ry/Iiziny ={a+(x+1) |ac GF2)} ={(z+1),1+(z+ 1)}

dir. Buradan,

f: RO/[($+1) —  GF(2)

at+(x+1) — a
bir izomorfizm oldugundan Ry = Ry /I(,11) = GF(2) = {0, 1} yazlabilir.

Benzer sekilde,
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Ro/Js =f{azx +b+Jy |abe GF2)} = {Jo,1+ Jo,x + Jo,x + 1+ Jy}
fi RolJs —  GF(2)@GF(2)
ar+b+J, — (a,b)
bir izomorfizm oldugundan Ry = R, /J, = GF(2) ® GF(2) dir.
Boylece Ry ve R, halkalarn GF(2) ye izomorftur. R, nin de,
GF(2) ® GF(2) ye izomorf oldugu goriildii. Burada GF(2)[z]/(z? — z) halkasi
godzoniine alinirsa,
GF(2)[x]/{(z* —z) ={ax + b+ (2* —z) | a,b € GF(2)}
={(@?—o), 1+ (@ —a),z+ (2 —x), v+ 1+ (2> —2)}
oldugundan,
f: GFQ)z]/(z*—2) — GF(2)®GF(2)
ar +b+ (z* —z) — (a,b)
izomorfizmi tanimlanabilir. Soyleki,
GF(2)[z]/(z* — z) = {0,1, 2,2 + 1} oldugundan dolay1 R,
GF(2)[x]/{z* — z) ye izomorftur.
GF(2) @ GF(2) = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} oldugu da goz tniine alinirsa
GF(2)[z]/(z* — z) ¥ GF(2) ® GF(2) oldugu goriiliir.
GF(2)[z]/(z* — x) nin toplama ve ¢arpma iglemlerinin R, deki ile benzer olacag

aciktir ve iglem tablolar1 Tablo 4.3 ile Tablo 4.4 te verilmigtir:

® 0 1 X x+1 ©) 0 1 X x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 x 1 0 1 X X+1
X x x+1 O 1 X 0 X X 0
X+1 x+1 X 1 0 x+1 0 x+1 0 x+1

Tablo 4.3 : éo de Toplama Islemi Tablo 4.4 : RO de Carpma Islemi
Tablosu Tablosu

R, halkast ile }?o, Ry, R, boliim halkalar1 arasida agagidaki kanonik homomor-

fizmler olusturulabilir:
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e RQ%RQ

7 {0,z 2t 2 + 2 — {0}, {Le+ 1,22+ 1,22 +z+1} — {1}
T RQ—>R<>

7 {0,z + 1,22+ 1,22 +z} — {0}, {l,z, 2%, 2> + 2+ 1} — {1}
T RQ—>R<>

7 {0,22 + 2} — {0}, {z,2*} - {z}, {z+ 1,22+ 1} - {z+1},

{La? + x4+ 1} — {1}.

Bunlardan 7 nin bir kanonik homomorfizm oldugu gosterilmektedir. Digerleri
icin benzer yontem uygulanabilir.

T Ry — RQ doniigtimiiniin bir kanonik homomorfizm olabilmesi icin agagidaki
iki kogulun saglandigy gosterilmelidir.

i) 7 bir halka homomorfizmidir, yani her a,b € R, igin,

o T(a®b)=7(a)®7(b) (Ry ve Ry de toplama iglemi aym)

o T(a®b)=17(a)®7(b)

o #(1)=1
dir.

ii) 7 nin cekirdegi J,, dir.

7(0) = 7(z*+x) = 0 seklinde tammlandig i¢in ve bunlardan bagka sifira déniigen
eleman olmadigindan dolayr J, = {0,2® + x} in 7 nin gekirdegi oldugu aciktir.
Ayrica her a,b € Ry, igin 7(a @ b) = 7(a) ® 7(b) dir, ¢iinkii toplama iglemleri ayni
tanimlanmistir (Tablo 4.1 ve Tablo 4.3). Ustelik 7(1) = 1 dir.

Dolayisiyla her a,b € Ry icin 7(a ® b) = 7(a) ® 7(b) oldugunu gostermek yeter-
lidir. Ry = Ry/Jy = {0,1,z,2 + 1} oldugundan Tablo 4.2 ve Tablo 4.4 yardimyla
asagidaki esitlikler hesaplanmigtir.

Her a € Ry igin 7(a®0) = 7(0) =0 ve 7(a) © 7(0) = 7(a) ©® 0 =0 dur.

Her a € Ry igin 7(a® 1) = 7(a) ve 7(a) © 7(1) = 7(a) ® 1 = 7(a) dur.

Ry ve ]?EO da, sirasiyla ® ve © iglemlerinin degisme 6zelligi oldugundan asagidaki

hesaplamalar1 yapmak yeterlidir.



(X ® X) = 7(X?) = X

AX® (x+1) =7(x2+x) =0

AX ® x?) = 7(X) = X

X ® (X>+1)) =70 =0

X ® (X2 +Xx)) =a(x2+x) =0
AX® X2 +x+1) =7(x%) =x

7(x% ® x2) = 7(x?) = x

Tx2 Q@ (x+1) =a(x*+x)=0
X2 @ (x2+1)) =7#(0) =0
A2 ®@ (X2 +Xx)) =a(X2+Xx) =0

X2 ®@ (X2 +x+1) =7(X) =X
A(X+1D) Q@ (x+1) =ax2+1) =x+1
A((X+D QX% +1) =a(x2+1) =x+1
Z(x+1) @ x2+x)) =7(0)=0
A(X+D) Q@ (X°+x+1) =a(Xx+1) =x+1
TP+ @ X2+1) =ax%+1) =x+1
A((x*+1D) @ x2+x)) =70 =0
AP+ @ X2 +x+1) =a(x°+1) =x+1
(X2 +X)® x2+x)) =7(0) =0

(P +X) @ X2 +x+1) =7(x>+x) =0
TP +Xx+1D)®@ X2 +x+1) =7(1) =1
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TX) O T(X) =X O X =X

X)) O1(X+1) =xOx+1=0

7(X) © T(X?) =X O X = X

AX) O AX?+1) =xO X+1) =0

AX) O (X +X) =x©0=0
TX)OTX?+Xx+1) =xO1l=X
T(X?) O A(X?) =XOX =X

Ax) Oax+1) =xO xX+1) =0

A Oax2+1) =x0X+1) =0

Zx) O ax2+x)=x00=0

AX) O a(X2+x+1) =xO01l=xX

X+ oOoax+1)=x+1) O xX+1) =x+1
AX+DoOoax?+1) =X+ o X+1) =x+1
X+ Oax2+x)=x+1)©0=0
AX+D)OaX2+x+1) =xX+1)Ol=x+1
A2+D O+ =X+ O X+1) =x+1
A2+ D) oA +x)=xX+1)©0=0
TP+ o2 +x+1)=xX+1)ol=x+1
AX2+X) O a(X2+x)=000=0

A2 +x) O a(X2+x+1)=001=0

T2 +x+1)eax?+x+1)=101=1
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4.2 GF(2)[z]/(z® — z) Uzerinde Projektif Dogru ve

Indirgenmis Halka Homomorfizmiyle Ilgisi

Ry halkas tizerinde inga edilen PR (1) projektif dogrusu iizerindeki noktalar ikili
koordinatlarla gosterilir ve cebirsel olarak iki farkl tiptedirler:

I) Nokta koordinatlarindan en az biri birimseldir.

IT) Nokta koordinatlarimin ikisi de farkli maksimal idealde bulunan sifir bélen-
lerdir.
(I) tipindeki noktalarin kiimesini N, gosterirsek;

|Ro| =8, |Ri| = 2, |Ry\R}| = 6 olmak tizere N, deki nokta sayisi:

Ry ]? = |Ro\ R |?

|Ny| = ] = |Ro| + |Ro\R;| =8+ 6=14 (4.8)
O

tir.  Yukaridaki esitligi soyle de ifade edebiliriz. Noktalar ikili koordinatlarla
gosterildiginden |Ry|? farkli nokta vardir. |Ry|? den koordinatlarmin ikisi de
sifir bolen olan noktalar1 ¢ikarip birimsellerin sayisina boldiigiimiizde |N,| = 14

bulunmus olur.

Ny, noktalar kiimesine ait tiim noktalar agagidaki gibidir:

Burada R, nin birimsel elemanlarinm olusturdugu kiimenin R} = {1, 4+ x+1}
oldugu hatirlanir ve p € R igin (pa, pb) ile (a, b) nin aym simfa ait oldugu diistiniiliirse,
ornegin (1,0) ve (x?+x+1,0) noktalarmin aym siifta olduklar: goriiliir. Dolayisiyla

ikisi de ayn1 bir noktay1 temsil eder. Buna gore asagidaki ifadeler yazilabilir:

(1,0) ~ (x? +x+1,0) , (1L,X) ~ (X2 +x+1,x3)

(1,%x%) ~ (X2 +x+1,X) , (LX+D)~ (X +x+1,x+1)
MLX2+D)~XP+Xx+1L,x2+1) , (Lx2+X)~(X2+x+1,x2+X)
LD~ +x+1,x>+x+1) , (0,1)~(0,x*>+x+1)

X, 1)~ (X%, X2 +x+1) , 2D~ (X2 +x+1)
X+LD~X+1L,x2+x+1) , X*+11D)~X2+1,x>+x+1)

P+XD)~XP+Xx2+x+1) , (Lx2+x+1)~X?>+x+11) (4.9)
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(IT) tipindeki noktalarin kiimesi N olsun. Koordinatlarimin ikisinin de ayni
ideale ait sifir bolenler olmasi1 halindeki farklh ciftlerin kiimesi C; ile gosterilsin.
Buna gore
C, ={(0,0),(0,z), (0,x + 1), (0,2?), (0,22 + 1), (0, 2? + ), (x,0), (z, z), (z, ¥?),

(v, 22 +2),(x+1,0), (z+ 1,2+ 1), (x+ 1,22 + 1), (x + 1, 2% + z), (22, 0),
(22, 2), (22, 2%), (2%, 2% + 2), (22 + 1,0), (z* + L,z + 1), (22 + 1,22 + 1),
(22 + 1,22 + 2), (2% 4+ 2,0), (2? + ,2), (2* + z, 2 + 1), (2% + z,2?),
(2 + 2,22+ 1), (2 + 2,22 + )}
dir ve |Cy] = 2-4? — 22 dir. Ciinkii bir idealdeki 4 eleman 42 farkli nokta olugturur
ve iki ayr1 ideal oldugundan 2 -4? dir ama iki ayr1 idealde 2 eleman aym oldugundan
22 cikartilr. Burada N, deki nokta sayisi,
_R\REPP — |G| 67 — (2-4%-2)

- =4 (4.10)

|Vl ;
| R 2

olarak bulunur. N, noktalar kiimesine ait tiim noktalar agagidaki gibi belirlenebilir:
Sifir bolenlerin kiimesi

Ry \ Ry ={0,z,x +1,2%, 2 +1 = (z 4+ 1)*,2* + x},

ve idealler ise

Iy = (z) = {0,z,2% 22 + z}, [pyny = (+ 1) = {0,z + 1,22 + 1,2? + z}

ve Jo, = {0,2% + z} idi. N, noktalar kiimesinde oldugu gibi yine,

p € {1,2?+x+1} birimsel elemanlar i¢in (pa, pb) ve (a,b) nin aym siifa ait oldugu

gozoniine almirsa, ornegin (z,z + 1) ile (2%, 2 + 1) ikililerinin ayni smifta oldugu

ve boylece ayni noktayr temsil ettigi goriilebilir.  Dolayisiyla asagidaki ifadeler

yazilabilir:

(r,z+1) ~ (%2 +1) , (z,224+1) ~ (22,22 + 1) (4.11)
(r+1La)~ (w4102 , (@2+10)~ (22 +1,27) |
(4.9) ve (4.11) esitliklerinden, PR (1) projektif dogrusu iizerinde toplam

|Ny| + | Ns| = 14 + 4 = 18 nokta oldugu goriiliir.

PRy (1) projektif dogrusu iizerindeki noktalar arasinda da yine tnemli olan iki

tiir bagint1 komsuluk ve distantlik bagintisidir.
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PRy (1) projektif dogrusu iizerindeki noktalar i¢in énem arz eden komsuluk
kiimesinin kardinalite ve kesisim 6zellikleri belirlenebilir. Bunun i¢in dogru
tizerindeki ikiger ikiger distant ve farkli olan U : (1,0),V : (0,1), W : (1,1)
noktalar1 alinarak bunlarin yukarida bulunan 18 noktadan hangileriyle komsu, hangi-
leriyle distant oldugu bulunabilir. Burada U = (1,0) noktasi i¢in durum ayrimtil

olarak hesaplanmigtir:
10 A ., 10 A "
det( )=0| Ro\R, . det( )=XI Ro\R,
10 1 x

)—x2| Ro\R, , det ):x+1f Ro\R,

1 x+1

1 0

)—x2+1l R\R, , det ):x2+xT Ro\R,

1 x2+1 1 x2+x

“(i. (
“(3] (
(e
“(di)re (i)
“(ai)ore o
ST
“(2 (
“(s (

)—x+1l R\R, , det

X X+1

)—xl R()\& det
X+1 X
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oldugundan U ya komsu olan noktalar;

Uy = (LX) , U =(1x*) , Us=(1x+1)
U= Us=(@1x?+1) , Ug=(1x2+x) , Us=(X,x+1)

Us = (xx*+1) , Us=(x+1x) , Ug=(x*+1x) (4.12)

U ya distant olan noktalar;
(1,1),(0,1), (z,1), (% 1), (x + 1,1), (2 + 1,1), (2* + 2, 1), (2®* + = + 1, 1)
dir.
Benzer gekilde V' = (0, 1) e komsu ve distant olan noktalar sirasiyla sunlardir:

V' ye komsu olan noktalar;

V]_:(X,l) y VZZ(XZ’l) ) V3:(X+1’l)
V=< V,=x?+11 , Vo=X>+%x1) , V5 =(Xx+1)

V6 = (X,X2 + 1) ) V7 = (X+ l’X) , V8 - (X2 + l,X) (413)

ve V' ye distant olan noktalar;
(1,0), (1,2), (1,2%), (1, + 1), (1,22 + 1), (1,22 + 2), (1, 1), (1,22 + = + 1)
dir.
Benzer gekilde W = (1,1) e komgu ve distant olan noktalar sirasiyla sunlardir:

W ya komsu olan noktalar;

Wl = (l,X) ) W2 = (1aX2) ’ W3 = (17X+ 1)
W=< W,=1,x?+1) , Wo=(1,x?>+x+1) , Ws = (X,1)
W6 = (XZ’ 1) ’ W7 = (X + 1’ 1) ) W8 :(X2 + 11 1)

(4.14)

olmak tizere W ya distant olan noktalar;
(1,0), (1,22 + ), (0,1), (2% + 2, 1), (2,2 + 1), (2,22 + 1), ( + 1,2), (2 + 1,2)
olarak bulunur. Yukaridaki ifadelerden goriiliiyor ki komsuluk bagintis

refleksiftir, simetriktir ancak gecisken degildir. ~ Ornegin U; = (1,7) noktas
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refleksiftir(her nokta kendisine komgudur), U; = (1, z), Uy = (1,2?) ile komsu iken
Uy, = (1,2%) de U; = (1,z) ile komsu oldugundan simetriktir ancak U; = (1,x),
Uy = (1,2?) ile komsgu ve Uy = (1,2?%) ile Ws = (22, 1) komsu iken U; = (1,z) ile
We = (2%,1) komsu degildir.

Ayrica burada Uy, Vg, Wy noktalarinin diger noktalara gore bir 6zelligi vardir. Bu
noktalar sadece ilgili noktanin sirasiyla U, V, W komsulugu i¢indedir. Bu noktalara
da ©zel olarak Jacobson noktasi denilebilir.

Bulunan komsuluklarda kolayca gortilebilir ki U; = W; i =1,2,3,4,U; =V}
J =50678ve Vy, =Wy k=1234tir. Bu dogru iizerindeki koordinat
sistemi her zaman, ikiger ikiser distant ti¢ noktanin koordinatlar1 U, V, W nun ko-
ordinatlarina 6zdes olacak gekilde segilebilir. Bu nedenle (4.12), (4.13) ve (4.14)
ifadelerinden, dogru tizerindeki herhangi bir noktanin komgulugunda dokuz farkh
noktanin oldugu soylenebilir. Distant herhangi iki noktanin komsuluklarinda dort
ortak nokta vardir. Ikiger ikiser distant herhangi tic noktanin komsuluklarinda

ortak eleman yoktur.(Sekil 4.1)
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(x%+x, 1), (1,x%+x)

(1,x2+x+1) ‘
‘ ) r

Sekil 4.1 : PRy (1) projektif dogrusunun sekli uzerindeki noktalar ile ¢izilmistir.
Ikiser ikiser distant dic nokta ici noktal olan ¢ kiiciik yuvarlak ile gosterilmis ,
komsuluklarina belirten noktalarin olusturdugu elipslerin merkezine yerlestirilmais.
Herhangi iki komsuluktaki dort nokta ortaktir , ancak ti¢ komsulugun bir kesigim

noktast yoktur. Toplam on iki nokta vardir ve i¢i bosg olan noktalar R

halkasindaki agikar olmayan Jacobson noktalaridur.

Komsgulugun yapisim1 ve 6zelliklerini daha yakindan incelemek icin daha once
bulunan ii¢ kanonik homomorfizm g6z éniine alinmaktadir:
T R(} — RQ

7 {0,z 2% 2 + 2 — {0}, {Le+ 1,22+ 1,22 +z+ 1} — {1}

=T

: RQ—>R<>
7 {0,z + 1,22+ 1,22 +z} — {0}, {l,z, 2%, 2> + 2+ 1} — {1}
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e RQ%RQ
: 40,22 + 2} — {0}, {x,2*} = {z}, {z+ 1,22+ 1} - {z+ 1},
{L,e? + 2+ 1} — {1}

=N

PG(1,2) 2.mertebeden projektif dogruyu gostermek iizere, 7 ve 7, PRy (1) den
PG(1,2) ye homomorfizmdirler. 7 ise PRy(1) — PR (1) e bir homomorfizmdir.
PG(1,2) dogrusu U = (1,0) , V = (0,1) , W = (1,1) noktalari kapsadigindan,
#: PRy(1) — PRy (1) homomorfizminin komsuluk tizerindeki etkisi belirlenebilir

ve genelligi bozmaksizin U nun komsulugu alinabilir. Boylece,

U, =(1,x) - (1,0 , Uy = (1,x%) - (1,0 , Us=(1,x+1) - (1,1
U4=(1,X2+1)—>(1,1) , U0=(1,X2+X)—>(1,0) , Us=Xx+1) - (0,1)
Us = (X,x*+1) - (0,1) , U;=(Xx+1x) - (1,00 , Ug=Xx*+1x) - (1,0

U=10->@0=0,V=01->01=V, W=(@1Q1->@Q1)=W

olur.Yukarida bulunan ifadelerden,
Uy, Up, U, Ug, Uy = U, Us,Us =V , Us, Uy — W
elde edilir. Benzer durum 7 : PRy (1) — PR (1) homomorfizmi igin s6z konusudur.
Soyle ki,
U, =(1,x) - (1,1) , U =(1,x3) > (1,2 , Us=(1,x+1) - (1,0
Us=(@1,x*>+1) - (1,0) , Uy =(1x>+x) - (L,0) , Us=(xx+1) - (1,0
Us = (X,x?+1) > (1,0) , U7 =(x+1x)~> (01 , Ug=(x>+1x) - (0,1)
U=10-10=U0,V=01-01=V, W=(11-> 11 =W

elde edilir. Yukarida bulunan ifadelerden,
Us, Uy, Us, U, Uy - U, Uy, Us—V | Up,Uy—W

elde edilir. Biraz karmagik olan iiciincti homomorfizm 7 : PRy(1) — PRy(1)
icin 6ncelikle PR, (1) dogrusunun yapisi incelenmelidir. Ry in elemanlarn ve islem
tablosu daha 6nce bulunmustu(Tablo 4.3, Tablo 4.4). Buradan PRy (1) in noktalar:
PR (1) deki gibi belirlenebilir:

Yedi nokta I. tip {(1,0), (1, ), (1,2 +1),(1,1),(0,1), (z,1), (z + 1,1)}

Iki nokta IL. tip {(z,2 + 1), (z + 1,z)} olmak iizere toplam dokuz nokta vardir.

Simdi U = (1,0) noktasmm komsuluk ve distanthgma bakilirsa,
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1 O - . 1 O A "
det =x+1l R\R, , det =x| R\R,
X X+1 X+1 X

Benzer sekilde V = (0,1) , W = (1, 1) noktalarinm komsuluklar1 bulunursa ;

U: U=@x) , Up=Ax+1) , Us=xx+1) , Us=(Xx+1X%)
Vi Vi=(1) , Vo=(x+11 , Va=0x+1) , Vs=Xx+1X)
W: Wy =(,x) , Wo = (Lx+1) , Wa=(x1) , Ws=x+11)

olur.

Bu ifadelerden, ikiger ikiger distant herhangi ii¢ noktanmn koordinatlar1 U, V, W
ya tekrar ozdes yapilabileceginden dolayi, dogru iizerindeki herhangi bir noktanin
komsgulugu dort farkli nokta icerir ve herhangi iki distant noktanin komsuluklarinda
iki ortak nokta vardir. Ayrica ikiger ikiger distant ii¢ noktanin komguluklarinin bir
ortak noktasi yoktur. Tek bir komsuluga ait olan bir nokta bulunmadigindan dolay1

Jacobson radikal asikardir ve .J, = {0} dir.

PRy (1) — PRy(1) ifadesi 7 kullanilarak acikca yazilirsa:



U =(@x) =W > (1,x) :
Us=(1Lx+1) =W > (L,x+1) ,
Us = (X,Xx+1) =Vs > (X,x+1) ,
U;=XX+1x)=V; > X+1x) ,
Vi=(X1)=Ws - (x,1) :
Vi3 =(x+11) =W, > (x+11) ,
Uo = (Lx2+Xx) - (1,0) ,
Wo = (Lx2+x+1) - (1,1)

U, = (1L,x2) =W, - (1,x)
Us=(1x2+1) =W, - (Lx+1)
Us = X2 +1) = Vg - (X,Xx+ 1)
Ug = (X2 +1,X) = Vg - (X+1,X)
Vo = (x2,1) = Ws - (X,1)
Vio=(2+11) =W - (x+1,1)
Vo = (x> +x,1) - (0,1)

elde edilir. Diger taraftan ikiger ikiser distant U, V, W noktalar i¢in,

U:(L0)>(10)=0, V:(01)~>01=V, W:(L1) > (1,1) =W

bulunur. Yukaridaki goriintii noktalarmin PRy (1) deki kargiliklar: yazihirsa

olur.

Up=W,Us =W, - Uy =W, , Us=Ws,Us =W, » U, =W,
Us=Vs5,Us=Ws - Us=Vs , Ur=V;,Ug=Vg - Us=V,
Vi=WsVo=Ws - Vi=Ws , Va=W,Vu=Wg - Vo =W,

UUo~>U , V\Wo >V , WW, > W

35
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(x+1,x)

(1,x)

Sekil 4.2 : PRQ(l) projektif dogrusu tizerindeki noktalar ile birlikte ¢izilmigtir.
Ikiser ikiser distant di¢ nokta ® (i¢i noktal olan ii¢ kiiciik yuvarlak) ile gosterilmis
ve dogrunun diger noktalar: bu ti¢ noktanin komsuluklar: i¢indedir. Bu ti¢
noktadan herbiri ilgili komsulugu belirten noktalarin olusturdugu elipsin merkezine

yerlestirilmigtir.
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BOLUM 5
SONLU
GF(2) ® GF(2) ® GF(2)
HALKASI UZERINDE PROJEKTIF DOGRU

5.1 GF(2)® GF(2) ® GF(2) Halkas1 ve Kanonik
Homomorfizmleri

Rar = GF(2)® GF(2) ® GF(2) direkt carpim halkas: incelenecektir (Saniga and
Planat, 2008). Oncelikle halkanin elemanlar1 verilmistir:
R ={[0,0,0] = a,[1,0,0] = b,0,1,0] = ¢, 0,0,1] = d,
1,1,0] =e,[1,0,1] = f,[0,1,1] = g,[1,1,1] = h}
Dolayisiyla Ra halkasinin eleman sayisi |Ra|=8 dir ve Ra nin

karakteristigi 2 dir.

R nin toplam ve carpim tablolar1 Tablo 5.1 de verilmistir:

®@labcdefgh ® abcdefgh
alabcdefgh alaaaaaaaa
b baefcdhg babaabbahb
cceagbhdf c)laacacacec
didf gahbce dlaaadaddd
elecbhagtfd elabcaebce
flfdhbgaec flabadbfdf
gighdcfeahb glaacdcdgg
hihgfedchba hjlabcdefgh

Tablo 5.1 : Ra de Toplama ve Carpma Islemi Tablolar:

Tablolardan goriildiigii tizere Ra halkasinin toplama @ islemine gore

etkisiz elemani1 a = 0 ve carpma ® islemine gore h = 1 dir.



R nin bir tane birimsel elemani vardir:
Ry={h=b+c+d}
R nin R} disindaki diger elemanlari ise sifir bolendir:

RA\Ry ={a,b,c,dje=b+c,f=b+d,g=c+d}

Halkanin temel idealleri sunlardir:

(a) = {a}, {h) = Ra

o =(f) ={a,b,d, [}
by = {9) ={a,c,d, g}
8 = (b) = {a,b} = 3. N &y,
de = (¢) ={a,c} = 0. N4y,

dg=(d) ={a,d} =d;N4,
dir. Boylece maksimal idealleri d, = (e), d¢
dir.
Rafb. = {a+(e)] a € GP(2)}
[+ Rafée —  GF(2)

Il
—
~
~

>,
Q

Il
—
)
S~

at+(e) — a
ve benzer sekilde

Ra/8, = {a+(f)] a € GF(2)}
f: RaJOy —  GF(2)
a+{f) — a
Ra/og={a+(g)l a € GF(2)}
f: RaJO, — GF(2)
a+{g9) — a
izomorfizmleri ve
Ra/6y = {kx +m+ (b)| k,m € GF(2)}
f: RA /6 —  GF(2)®GF(2)
kx +m+(b) +—— (k,m)

ve benzer sekilde

Rp/bc = {kx+m+(c)| k,m € GF(2)}

38
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f: RA /6. —  GF(2)®@GF(2)
kx+m+(c) — (k,m)
Rp/og={kz +m+ (d)| k,m € GF(2)}

f: RA /b4 —  GF(2)®GF(2)
kx+m+(d) +~— (k,m)
izomorfizmleri tanimlanarak

Ra/J6e =2 RnaJ0p = Ra/d, = GF(2)

RAJOy = RAJ0. = Ra/J0q = GF(2) @ GF(2)
karakteristigi iki olan temel boliim halkalarini olugtururlar ve boylece

RAr — GF(2)

R — GF(2) @ GF(2)
kanonik homomorfizmleri ortaya c¢ikar.

Simdi de R nin iki tiir althalkasi gézoniine alinarak, bunlarin birim
elemanlarimin R nin birim elemaniyla ayni olup olmadig: incelenmektedir. R nin
bir alt kiimesi olan R, = {a,b, g, h} da toplama ve ¢arpma iglemleri R, halkasindaki
islemlerle ayn1 tanimlanmaktadir. Dolayisiyla Tablo 5.1 gozoniine alinarak R, nin

toplama ve carpma tablosu Tablo 5.2 de verilmistir:

@|abgh ®|abgh
aabagh alaaaa
b bahg blabab
gghahb gaagdg
h'hgba hiabgh

Tablo 5.2 : R, de Toplama ve Carpma Islemi Tablolar:

Burada, a = [0,0], b = [1,0], g = [0,1], h = [1, 1] eslemeleri yapilirsa
GF2)@GF(2) ={(z,y)| z,y € GF(2)}
I R, —  GF(2)®@GF(2)
a,b,g,h — (z,y)
bir izomorfizm oldugundan R, = GF(2) @ GF'(2) oldugu goriiliir. Boylece h = [1, 1]

nin hem Rx de hem de R, da birim eleman oldugu goriiliir.
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R, nin bagka bir alt kiimesi olan R, = {a, b, ¢, e} nin toplama ve ¢arpim tablo-

larmin olusturulmasinda yine Tablo 5.1 gbzoniine alinirsa

®labce ®|abce
aabce alaaaa
b/baec blabab
clceab claacc
elecba elabce

Tablo 5.3 : R, de Toplama ve Carpma Islemi Tablolar:

elde edilir. Burada ise, a = [0,0], b = [1,0], ¢ = [0, 1], e = [1, 1] eslemeleri yapilirsa
R. = GF(2) ® GF(2) oldugu goriiliir. Dikkat edilirse e = [1,1] R, de birim eleman
oldugu halde R, de sifir bolendi.
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5.2 GF(2) ® GF(2) ® GF(2) Halkas1 Uzerinde
Projektif Dogru

PRA(1) projektif dogrusunun toplam 27 noktasi vardir ve bu noktalar ii¢ farkl

gruba ayrilmaktadir. Bunlar sirasiyla agsagidaki gibidir:

1) ‘Ayurt edici noktalar (¢ekirdek nokta)’ ti¢ tanedir:
U=(1,0),V=(0,1),lW =(1,1)
dir. Bu ii¢ nokta aym zamanda PRa(1) e gomiilmiig ikinci mertebeden projektif

dogru olan PG(1,2) yi temsil eder.

2) ‘I¢c kabuk’ nokta, koordinatlarmin biri birimsel ve digeri sifir bolen olan nok-

tadir.

12=@Qb =0 I5=@1d I7=0Le I53=@1H I5=(10g
J=0bl =0 F=0d J=D J=>F(D) =01

dir. Burada herbiri alt1 noktadan olusan iki simetrik kiime s6z konusudur. Ve
herbir kiime i¢inde sifir bolenler zayif (slim, "S") ve kuvvetli (fat, "F'") olarak
siniflandirilmig ve buna gore isimlendirmigtir.

3) ‘Dig kabuk’ nokta, koordinatlar1 farkli maksimal idealde bulunan ikisi de sifir

bolen olan noktadir.

S =d S=(0Fc S=(@b S =(0de S =(cf) S=(bg
Fi=(f) F;=(e09 F;=(0 Fi1=(e F;=(g8 F;3=(ah

dir.. Bu grupta bulunan on iki noktadan bazilar1 biribirinin simetrigidir. Burada

koordinatlar ayrica + ve - olarak ikiye ayrilmigtir.

B

det € Ra\R} den elemanlar1 noktalar olan ve biribiriyle baglantil ii¢

gAY
kiime olugturulabilir: U = (1,0),V = (0,1), W = (1,1).
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Simdi dogrunun genel yapisi incelenmektedir. Once cekirdek noktalar gozoniine

alinmaktadir. Agagida U = (1,0) noktasimin komsu ve distant oldugu noktalar

incelenmigtir:

1 10

det =be RA\R\ , det =c € Ra\R%
1 0 1 ¢
1 10

det =d e RA\R,\ , det =e € RA\R3
1 1 e
1 0 10

det = f € RA\RS , det =g € RA\RY
1y 1 g
1 1 0

det =de RaA\R, , det =c € Ra\R}
e f c
10

det ) =be RA\RL , det ( =e € RA\R
b d e

det

det =g € RA\R)

— fERMNRL |, det (1 0) g Ra\R:

R ~ ~ n R  ~ /
QL O Q. O

f)
1 0) (1 0
:fERA\RZ , det
f

1 0 10

det =g € RA\RY , det =e € RA\RS
f g f e
10 10

det = e € RA\R% det = f € RA\R%
g e g f

oldugundan U = (1,0) a komsu olan noktalar I, I" S S;7 Ft F (i =1,2,3) ve

[ A Ead ARG A A ) (3
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—_
—_
)

0
det —1€R, , det —1€eRy

S
—_
o

—_

—
—
e}

0
det —1eRy , det —1e Ry

SH
—_
9]

—_

10 10
det —1€Ry , det —1€eR;,
J1 g 1
oldugundan U = (1,0) a distant olan noktalar ise J2, JI' (i = 1,2,3) tiir. Benzer
sekilde V' = (0,1) ve W = (1,1) noktarimin komsu ve distant oldugu noktalar ince-

lendiginde ikiser ikiger distant ii¢ noktanin komsuluklar1 agsagidaki gibi yazilabilir:

UZ{];,];,S?,S;,F;,F;}
V{JS JF S+7Sz_7Fz+7Fz_}

1% VM

WIS, IF JS JF F* F}.

YT Y )Y

Bu dogru iizerindeki koordinat sistemi her zaman, ikiser ikiger distant ii¢ nok-
tanin koordinatlar1 U, V, W nun koordinatlarina 6zdes olacak sekilde segilebilir. Bu
nedenle son ii¢ ifadeden, dogru iizerindeki herhangi bir noktanin komsulugunda on
sekiz farkli noktanin oldugu soylenebilir. Distant herhangi iki noktanin komsu-
luklarinda on iki ortak nokta vardir ve ikiger ikiser distant herhangi {ic noktanin

komsuluklarinda ortak alt: nokta vardir. (Sekil 5.1)
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Sekil 5.1 : PRA(1) projektif dogrusunun sekli, tizerindeki noktalar ile birlikte
cizilmistir. Ikiser ikiser distant ii¢ nokta, ici noktah olan ¢ kiciik yuvarlak(®)
ile gosterilmis ve komsuluklarina belirten noktalarin olusturdugu elipslerin
merkezine yerlestirilmis. Her kiigiik yuvarlak dogrudaki iki farkl noktay: temsil

eder, ancak biyik yuvarlak ise diger alty noktay gostermektedir.

GF(2)[z]/(z® —x) ve GF(2)[z]/{2* — z) {izerinde tamimli dogrularda oldugu gibi,
komguluk bagintisi gegigsken degildir. Ancak, daha énceki durumlarda rastlanmayan
yeni bir 6zellik, burada ikiser ikiger distant ii¢ noktanin komsuluklarinin sifirdan
farkli olmasidir ve bu R nin ii¢ maksimal idealinin varligina dayanir.

Simdi bu durumlar biraz daha ayrintili incelenmektedir:

I} noktas ile komsu ve distant olan i¢ kabuk noktalara bakilirsa,
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det

det

10 10
=0 , det =c—b=ce
10 1 ¢

1 b
—d—b=Ff , det
1 d

1 b

det =f—-b= , det =g—b=nh
f 1Ly
1 b 1 b

det =b—1=g , det =a—1=h
b 1 c 1

det

~ PR C—'} / ~/
>

10
, det =e—b=c
e 1
b) b

—

det
1

~~

oldugundan I noktasmn I, 15,15, 17 IF J2 JF J¥ noktalan ile komsu oldugu

IF . Jg. J2, JI noktalan ile distant oldugu goriilmektedir.

Benzer islem PRa(1) dogrusunun diger "i¢ kabuk" noktalar1 i¢gin de yapilirsa

("4+" distanthgi, "-" komgulugu gostermek iizere) Tablo 5.4 ortaya gikar:
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121515 15 15 15 33 35 33 I 35 I
/- - — — — + — + + — - +
15/ - - - — + - - + - + -
I5|- - - + - - + - + - -
- -+ - = = = - + - - -
El- + - = = = = + - - - -
S+ - = = = = + - - - - -
|- + - -+ = - = - - o+
J5 — -+ - - - - - 4+ -
J3 + - + - - - - — + - =
- -+ - = = = = + - - -
Kl- + - = = = = + - - - -
i+ - — = = = + = - - - -

Tablo 5.4 : PRA(1) dogrusunun "i¢ kabuk" noktalarinan distanthge ve komsulugu

F ile komsu ve distant olan dig kabuk noktalarina bakilirsa,

e f e f

det =0 , det =c—b=e
e f e g
e e

det d =c—f=h , det d =e—f=gyg
[ g f e

gt (€T —ecazn L aw () 2omasy
g e g f
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PP L I S P A
e d f c
e e

det d =b—d=f , det / =e—d=h
g b d e

det ¢/ =b—a=0b , det ¢/ =c—b=e
c f b g

oldugundan F;" noktasina komsu olan noktalarmm Fy", Fy" Fy, Fy, ST, Sy,

S, ,S; mnoktalar oldugu ve Fy", F, , S5, S, noktalan ile distant oldugu goriiliir.

Benzer islem PRA(1) dogrusunun diger "dig kabuk" noktalar: igin de yapilirsa
("4+" distanthgi, "-" komgulugu gostermek iizere) Tablo 5.5 elde edilir:

FIF, R FIFF3 8 S $ S5 § S
Fl- -+ - + - - + - + - -
Fl- - - + - + - - + - -
Fl+ - - - + - - - + - + -
-+ - - - + + - - - 4+ -
ol - + - - - + - - - -
3l— + - + - - - 4+ - - - +
S| - - - + + - - - - + - -
S|+ - - - - + - - - - + -
S| - + - - - - - - - - +
S+ + - - - - + - - - - =
S - - + + - - - 4+ - - - =
S - - - - 4+ 4+ - - + - - -

Tablo 5.5 : PRA(1) dogrusunun "dis kabuk" noktalarinin distantlige ve komsulugu

Yukarida yapilan benzer iglemler PRA (1) dogrusunun her iki kabugundaki nok-

talar icin de yapilirsa Tablo 5.6 ortaya c¢ikar:



1T I3 1517 15 15 37 35 35 37 5 35
Fl-+ - - -4+ - - + - - +
Fl+ - - -+ - - = + - + -
F3 + — = + — — = - + - -
Fi|l— - - - + - - - - +
>l - -+ = + = - - - + -
3 - + - - - - - 4+ - -
S |- - - - - - - 4+ - +
S/- - - -+ - - 4+ - 4+ -
S|l- - - - - + - - + -
S|- - + - + - - - - -
S| - + - - - - - - 4+ -
S|+ - -+ + - - - - - - +
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Tablo 5.6 : PRA(1) dogrusunun "hem i¢ ve hem dig kabuk" noktalarinin distantlig

ve komsulugu

Tablo 5.4, 5.5 ve 5.6 dan kabuklardaki noktalar arasindaki komsuluk yada dis-

tantlik iligkisinin bulunmasiyla geometrik incelikleri tamamen ortaya ¢ikar. Burada,

Tablo 5.6 da + ve — nin anlami yine sirasiyla distanthik ve komsuluktur. Ornegin

Sy ve I distanttirlar ve Fy ve J3 noktalar1 komgudurlar.

Cekirdek ve kabuklar arasinda da benzer iglemler yapilirsa Tablo 5.7 elde edilir.

1T 15 15 11 15 15 37 35 95 97 35 3%
u - - - - - - 4+ 4+ + + + +
Vi+ + + + + + - - - — — -
W - - - - - - - - - - - _

FIFE R FRFRSS $SS S S
ul- - - - - - - - - - - _
vi—- - - - - - - - - - - _
W - - - - - - + + + 4+ + +

Tablo 5.7 : Cekirdek ile kabuklarin distanlik ve komsulugu
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Sekil 5.2 : Yukaridaki gésterim PRa(1) dogrusunun i¢(sol) ve dis(sag) kabuklarina
temsil etmektedir, burada herhangi iki distant nokta bir dogru parcas: ile
birlestirilmistir. Her iki durumda da, noktalarn iki kiimesi farkl renk ile
gosterilmastir; ilk sekilde i¢i noktal daireler(®) kuvvetli(fat) noktalar temsil
ederler ve ikinci durumda ¢ekirdek (ortada W olmak tzere ii¢ nokta) ve séz konusu

kabuk ile iliskisi gosterilmistir.
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BOLUM 6

Zg Q@ L4

DIREKT HALKA CARPIMI UZERINDE
PROJEKTIF DOGRU

Projektif dogru iizerindeki halka kavraminin daha iyi anlagilmasi igin,
Ra = Z4 ® Z4 direkt halka carpimi iizerinde tanimli projektif dogrunun yapisini
incelenmektedir (Saniga, et al., 2007).

Oncelikle kolaylik saglamas icin Z, te toplama ve carpma, tablolar: yapilirsa;

/0123 ® 01
00123 |000O0
111230 101
2/2301 2|02
3/13012 3|03

Tablo 6.1 : Z, te Toplama ve Carpma Islemi Tablolar:

Tablo 6.1 ortaya ¢ikmis olur.
Z4 te oldugu gibi Rg = Z4 ® Z,4 halkasiin da karakteristigi 4 tiir ve dolayisiyla

16 eleman1 vardir:

dir.

Ra nin temel idealleri;
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(a) = {a} , (9) =Aae f,g}

(b) ={a,b,c,d} , (i) =Aa,ce, f,g,0,1,p}

() ={a,c} , (ky=A{a,b,c,d, f,k,I,m}

(d) = {a,b,c,d} , () ={a,c f,1}

(e) ={a,e, f,g} , (m)={a,b,c,d, f, k,I,m}

(f) ={a, f} , () ={a,ce f,g,01 p}

(h) = () = (n) = (@) ={a,b,¢.d, e, h,i, j, f, k,1,m, g,n,p,q} = Rm

dir.
Boylece Rg nin maksimal idealleri
01 = (i) = (p) ={a.ce, f.9,0,1,p}
ve
do = (kY = (m) = {a,b,c,d, f, k,l,m}
dir.
Asikar(trivial) olmayan Jacobson radikali ise § = 61 N dy = {a, ¢, f,1}
dir.
Birimsel elemanlarin kiimesi Rg = {h =1, j,n,q} ve
Sifir bolenlerin kiimesi R\Rg = {a = 0,b,¢,d, e, f,q,i,k,l,m,p} olur.
Ra de toplam ve carpim tablolar: sirasiyla Tablo 6.2, Tablo 6.3 te verilmistir:



52

mn p g
mn p q

k
k

]
]

j

f pagg

m

e hmf

J

m q e h

Kk g g n

Y

gnp

f

mnopqgbcd

J

f g a k |
mgaenpaqgbocdh

j

k

f

m

Kk

j

b c dh

f

m

e k n b |
h p cmf

k g gndatb
I

mif n b hpqggocda

f

I mqgqg d f k gnpabec

e h

e

j

j

gnpahboceh

k

ggndapb e h

k p c

j

q d

]

k

e hmf

| d a b
ma b c e h

j

k

f

®@la b cde f gh

ala bcdef gh

b/b c d a h k n

clcdawb
dd ab c

ele h

f

glgnpgqgaef

hih

k

mm f k

nnpqagbhKkocda

PP ggnec

g/ggnpd

Tablo 6.2 : Rm de Toplam Tablosu
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Tablo 6.3 : Ra de Carpim Tablosu

Kabul edilebilirlik durumu g6z 6niine alindiginda PRg(1) projektif dogrusu
tizerindeki tiim noktalar agagidaki gibi belirlenir. Toplam 36 nokta vardir, bunlar-
dan 28 tanesi I.tip nokta ve kalan 8 nokta ise II. tip noktalardir.

p € {h,n, j,q} birimsel elemanlari i¢in (pz, py) ve (z,y) nin aym simifa ait olduk-

lar1 gozoniine alimirsa ((pzx, py), (z,y)) noktalar agagidaki gibi yazilabilir:
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(1,0) ~ (j,0) ~ (n,0) ~ (¢,0) , (0,1) ~(0,7) ~ (0,n) ~ (0,q)
(1,0) ~ (j,d) ~ (n,b) ~ (¢.d) ,  (b,1) ~(d,j) ~ (b;n) ~ (d,q)
(Lc) ~ (j,e) ~ (n,e) ~(g.¢) (¢,1) ~(c.j) ~(e,n) ~(c,q)
(1,d) ~ (5,0) ~ (n,d) ~ (¢,) , (d, 1)~ (b,j) ~ (d,n)~ (bq)
(Le) ~(j.e) ~(n,g) ~(a,9) , (e1)~(e,j)~(g,m)~ (9,9
(L)~ G Sy~ f)~(a, [) » (F,1)~(f,0)~(f;in) ~(f.0)
(Lg) ~(j.9) ~ (n,e) ~(q.¢) , (9,1)~(g,7) ~ (e;n) ~ (e,q)
(1,2) ~ (j,4) ~ (n,p) ~ (¢,p) . (5,1) ~ (%, 7) ~ (p,n) ~ (p,q)
(Lk) ~ (j,m) ~ (n,k) ~(gm) , (k1) ~ (m,j) ~ (k,n) ~ (m,q)
(L0~ (G0~ ()~ (q,) (1)~ (1))~ n)~(q)
(L,m) ~ (5, k) ~ (n,m) ~ (¢, k) , (m,1)~(k,j)~ (m,n)~ (k,q)
(Lp) ~ (,p) ~ (n,2) ~(g.1) ,  (p,1) ~(p,J) ~ (i,n) ~ (i,q)

(e,b) ~ (e,d) ~ (g,0) ~ (g9,d) , (be)~(de)~
(e, k) ~ (e,m) ~ ( (
(Z>b) ~ (Z’d ~ \D, b) ~ (p> d) ) (bal) ~ (d7Z

II. tip noktalardar.

Dogrunun tiim yapisini ortaya koymak igin komguluk/distantlik yapisinin da
incelenmesi gerekmektedir. Genelligi bozmaksizin, ikiger ikiger distant ii¢ nokta
olan U = (1,0), V. = (0,1), W = (1,1) ele almarak, bunlarin yukarida bulunan
noktalardan hangileriyle komsu, hangileriyle distant oldugu bulunabilir.

U = (1,0) noktasinin PRg(1) in 36 noktasiyla komsuluk ve distanthigina bakilirsa,;
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det —1eRy
ko1

)1€R*. :

10
det )1ER*. :

1
det

=

m
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10

det =n¢c Rg ,
1 n
1

det =b € Rm\Ry
€
1

det =b € Rm\Rg
i b
10

det =c¢ € Rm\Rg
b e
10

det =1 € R.\R*.
b 1

yazilabilir.

o6

=q € Ry

RS c_'\
<

1

det =k € Rm\Rg
e
1

det =k € Rm\Rg
ik
10

det =ec € Rm\Rg
k e
10

det =1 € R.\R*.
k 1

Boylece U = (1, 0) noktasina komsu olan noktalar ve benzer sekilde distant olan

noktalar belirlenmis olur.

U ya komsu olan noktalar;

(17 b)? (170)7 (17d)7 (17 6)7 (17 f)7 (179)7 (17i)7 (17 k)? (17 l)? (17m)7 (1,]7),
(e,b), (e, k), (1,b), (i, k), (b,e), (k,e), (b,1), (k,i)

dir.
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U ya distant olan noktalar;
(b,1), (¢, 1), (d, 1), (e, 1), (£,1), (9, 1), (i, 1), (k, 1), (1, 1), (m, 1), (p, 1),
(1,9). (1,m), (1,0)
olarak yazilabilir.

V, W icin de benzer iglemler yapilarak, bu noktalara komsu olan noktalar ile
distant olan noktalar agsagidaki gibi belirlenmigtir.

V' ye komsu olan noktalar;
(b,1), (¢, 1), (d, 1), (e, 1), (£, 1), (9, 1), (i, 1), (k, 1), (1,1), (m, 1), (p, 1),
(e,0), (e, k), (i,0), (i, k), (b, €), (K, e), (b, 1), (k. )
dir.

V' ye distant olan noktalar;
(1,0),(1,¢), (1,d), (L €), (1, f), (L, 9), (1, 2), (L, k), (1,0), (1,m), (1, p),
(1,5), (1,n), (1,q)
seklindedir.

W ya komsu olan noktalar;
(1,0), (1,d), (1,¢), (1, 9), (1,9), (1, k), (1, m), (1, p), (b, 1), (d, 1), (e, 1),
(9,1, (i, 1), (k, 1), (m, 1), (p, 1), (1, ), (1, ), (1, )
dir.

W ya distant olan noktalar;
(1,¢), (1, 1), (1,1), (¢, 1), (£, 1), (1, 1), (e, b), (e, k), (i, b), (i, k), (b, €), (K, €), (b, 7), (k. i)
olarak belirlenmigtir.

Gortildiigii iizere herbir komsulukta on dokuz adet nokta bulunur ve
(L,e), (1, f),(1,1) U ya; (¢, 1), (f,1),(1,1) V ye; (1,7), (1,n),(1,q) W noktasina 6zgii
Jacobson noktalaridir.  Ayirt edici U, V, W noktalarinin iigiiniin ortak bir kesigim
noktas1 yoktur ancak bu ayirt edici nokta ¢iftlerinin(ikiser ikiger) ortak sekiz noktasi

vardir (Sekil 6.1).
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(Lp, (A0, 1,9 (c,1),(f, D, (11D

(1,b),(1,d) (i,b), (i, k)

Sekil 6.1 : PRum(1) projektif dogrusunun sekli iizerindeki noktalar ile birlikte
cizilmistir. Ikiser ikiser distant t¢ nokta, i¢i noktal olan ¢ kicik yuvarlak ile
gosterilmis ve komsuluklariny belirten noktalarin olusturdugu elipslerin merkezine
yerlestirilmistir. Herbir nokta iki farkls noktay: temsil eder. I¢i bos olan ti¢ nokta

ise Jacobson noktalaridur ki herbiri ti¢ noktay: temsil eder.
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BOLUM 7

GF(3) ® GF(2) ® GF(4)
HALKASI UZERINDE PROJEKTIF DOGRU

Ry, =GF(3) ® GF(2) ® GF(4) halkasinin |Rg| =3 -2 -4 = 24 eleman vardir.

GF(3) ve GF(2) nin elemanlar sirasiyla {0, 1,2} ve {0, 1} dir. GF(4) ise GF(2)
nin 2. dereceden bir cisim geniglemesidir ve o® + a + 1 € GF(2) indirgenemez
polinomu ve = bu polinomun bir kokii olmak iizere GF'(4) iin elemanlar1 agagidaki
gibidir:

GF(4) = GF(2?) = {by + biz|by, by € GF(2)} = {0,1,2,1 + z}.

Dolayisiyla R, halkasinin elemanlarmin olugturdugu kiime,

Rg = {ap =[0,0,0], a; =[0,0,1], a2 = [0,0, z], a3 = [0,0,1 + x|,
[0,1,0] =10,1,1], as = (0,1, 2|, a; = [0,1,1 + x|,
[1,0,0], ag = [1,0,1], a10 = [1,0,2], a3 = [1,0,1 + 2],
[1,1,0], a13 = [1,1,1], aa = [1, 1, 2], a15 = [1,1,1 + ],

2,0,0], a17 = [2,0,1], a15 = [2,0, 2], a19 = [2,0,1 + 7]

as = [2,1,0], ]
seklindedir.

Y

as = 1[2,1,1], asg = [2,1, 2], asg = [2,1,1 + x|}

R, nin birinci koordinatinda 3 = 0, ikinci koordinatinda 2 = 0, ticiincii koordi-
natinda 22+ +1 = 0 oldugundan dolay1 toplam ve ¢arpim tablolar: sirasiyla Tablo

7.1 ve Tablo 7.2 de verilebilir:
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® |a a; a; ag a4 as as ar a8g a9 a0 811 812 A3 A14 815 816 Q17 A1 19 8o 81 gz 83
Ao 8o o Qo Ao Ay Ay Ao Ap A QA A Qp Ay @ QA a Qo Ay a A a a9 a Qo
a; |8 a1 a az q a3 az az a a1 a2 az QA a; A az a a; a4 az a a; a2 as
dy |dp a2 az 1 Qg A az a; 4 A2 az3 a1 Qd a2 az ai Qq a az ar Qq a az a1
az |dp Az @ Ay Qg Az a; a Qg az3 a4 4a Q az a 4a Qg a3 a a Qg az a ap
s |8 dp Qo Ao A4 Q4 Q4 a4 8 QA QA QA A4 a4 A4 a4 Q A Q9 A A4 A a4 QA
s |8 &1 a2 Az a4 as ag a7 4 a1 a2 a3 a4 a5 aAs ar Qd a1 a2 az a4 as as ag
Qs Qo A2 Az A1 A4 A A7 A A A A3 A1 A4 A A7 A Q A Az a1 A4 A A7 A
Q7 |Qp Az A A2 a4 a7 @ 4 Qo Az A1 A A4 A7 A& Qs QA Az A1 A A4 A7 A5 Qg
dg |Qo Ao Ap Ap Ag Ap Qg Qo Ag QAg dAg Ag Ag Ag aAg dAg QA Aie Aie Aie Aie Aie Aie Aie
Qg |Qo Qi a az ap a1 A2 az Adg QA9 QAo A1 Ag Ay A A1 A Aiy Aig Aig Aie A7 Ag Aig
dp|Q A az a1 Ay Az Az a1 ag A A1 A9 AaAg A A1 A9 A A Aig Ay Aie Ag A1 A1y
dil1 |@o Az Ay A Ao Az a1 A2 A@g A1 A9 Ay Ag A1 Ag A A A9 Aiy Aig Aie A9 A7 Aig
QAo Ap Ag Ap A4 A4 A4 A4 Ag QAg Ag Ag Az Az A2 Az A Aie Aie Aie Ao Ao dxo Ao
Quz Qo Q1 Ay Az A4 A5 Qg a7 Ag QA9 Ay A1 Az A3 As A5 A Aiy Aig Aig App Az A2 Az
Aus Qo A2 Az A1 A4 A A7 A5 Qg QA A1 A9 Az A4 A5 A3 Az Aig Aig Aiy Azo A2 Az Axn
A5 Qo Az a1 Az A4 A7 A5 A Qg A1 A9 Ay Az Az A3 Qs A Aig Aiy Aig Azo Az A1 A
dig (Ao Ao Ao Ao Ap Ap A Ap A A Aie Aie Aie Aie A1 A1 Ag dAg dAg Ag Ag Ag Ag aAg
Qi7 |Qp A1 Az Az Qg a1 Ay a3z A1 Ay Aig Aig Ae A7 A A9 Ag A9 Ay A1 Ag A9 A aAn
Qg Qo Az Az A1 Ag A2 Az Q1 A1 Aig Aig A1y Aie Ag A9 A7 Ag Ay Qi1 A9 Ag Ao A1 Qg
Ao Qo Az a1 Az A Az a1 A2 A A9 Ay Aig Aie A A7 Qg Ag A A9 Aip Ag A1 A9 Ay
A (Ao Qo Ap Qo A4 Ay Au Ay A Qe A1 Aie Ao Ao A0 Ao Az Ag Ag Ag Az Az A2 Al
Ay |Qo A1 A Az A4 a5 Qg Ay Ay Aiy Aig Arg A A1 A2 Az Ag A9 Az A1 Az A13 dws Ais
Ax |Qo A Az A1 A4 Qs a7 As Ay Aig Aig Ai7 Ay A2 A3 Ay Ag Ay A1 Ag Az As A5 Ai3
Az |Qo Az a1 Az A4 A7 As As Ay Aug A1y Aig Apo Az A1 A2 Ag A1 A9 Ao Az A5 A3 Aus

Tablo 7.1 ve Tablo 7.2 yardimiyla agagidaki ifadeler yazilabilir:

Tablo 7.2 : Ry de Carpma Islemi Tablosu

R, nin birimsel elemanlarinin kiimesi

Ry = {a13, @14, 15, ag1, 22, agz} olup |RE| = 6 dir.

Ry nin R, disindaki diger elemanlari ise sifir bolendir:

T
R\Rv - {G[), ai, az, as, a4, s, ag, a7, g, ag, d1p, A11, @12, A16, @17, A418, A19, a20}

ve

|RS\R%,| = 18 dir.

R, nin temel idealleri

< ag >= {CL()}, <ap >=< a9 >=< ag >= {ao,al,ag,ag},
< aq >= {ao,a4}, <as >=<ag >=< a7 >= {ao,al,ag,ag,a4,a57aﬁ,a7},

< ag >=< ag >= {ay, as, aig},

< ag >=< aig >=< a1 >=< a7 >=< ai1g >

=< a9 >= {CL(),Gha2,a37Gs;ag,am,a11,a16,a177a1s,a19}u
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< aypy >=< ag >= {ag, a4, ag, 12, a1, G20},
<aiz >=< ay >=< ajp >=< ag >=< ap >=< a3 >= R,
olup maksimal idealleri;
<ay >=< ag >=< a7 >,
< ag >=< ayg >=< ay1 >=< a7 >=< A5 >=< 19 > Ve
< a9 >=< ayy >
dir.
PR (1) projektif dogrusu tizerindeki noktalar sirali ikili koordinatlarla gosterilir
ve cebirsel olarak iki farkl tiptedirler:
L.tip ve II. tip noktalar tekrar hatirlanirsa;
I) Nokta koordinatlarindan en az biri birimseldir.
IT) Noktalarin koordinatlarinin ikisi de farkli idealde bulunan sifir bolenlerdir.
I. tipteki noktalar toplam 42 tanedir ve noktalar kiimesinde
p € {ai3, a4, ais, as, ase, azs} birimsel elemanlari igin (pa, pb) ve (a, b) nin ayni sinifa

ait olduklar1 gézoniine almirsa ((pa, pb), (a,b)) noktalar: agagidaki gibi yazilabilir:



(a13,80) ~ (a14,@0) ~ (a15,80) ~ (A21,80) ~ (822,80) ~ (Az23,a0)
(13, a1) ~ (s, @2) ~ (a15,@3) ~ (Az1,81) ~ (Az2,@2) ~ (Az23,3)
(a13,a2) ~ (a14,@3) ~ (a1s,@1) ~ (Q21,82) ~ (A22,83) ~ (A23,21)
(aus,a3) ~ (u4,@1) ~ (a1s,82) ~ (A21,83) ~ (Az2,a1) ~ (Az3,2)
(13, a4) ~ (A14,a4) ~ (aus,24) ~ (Q21,84) ~ (A22,84) ~ (A23,24)
(a13,as) ~ (a14,36) ~ (a15,87) ~ (A21,85) ~ (Az2,86) ~ (Az3,a7)
(a13,86) ~ (a14,87) ~ (a15,8s5) ~ (A21,86) ~ (A22,87) ~ (A23,85)
(a13,a7) ~ (a14,8s5) ~ (aus,86) ~ (A21,37) ~ (A22,85) ~ (A23,36)
(a13,a8) ~ (a14,a8) ~ (Q1s5,38) ~ (A21,a16) ~ (A22,316) ~ (A23,a16)
(a13,a9) ~ (a14,@10) ~ (2us,a11) ~ (A21,817) ~ (A22,318) ~ (323, Q19)
(a13,a10) ~ (u4,211) ~ (a15,@9) ~ (A21,218) ~ (A22,219) ~ (A23,817)
(aus,a11) ~ (qu14,89) ~ (15,810) ~ (321,819) ~ (A22,817) ~ (323, u8)
(13, a12) ~ (Au4,12) ~ (A1s,a12) ~ (A21,820) ~ (A22,320) ~ (A23,220)
(aus,a13) ~ (Au4,814) ~ (A15,215) ~ (A21,821) ~ (Az2,322) ~ (A23,823)
(aus,14) ~ (qu4,a15) ~ (a1s,a13) ~ (A21,822) ~ (A22,823) ~ (A23,321)
(A13,a15) ~ (Au4,a13) ~ (A15,814) ~ (A21,823) ~ (A22,821) ~ (A23,322)
(Q13,a16) ~ (Q14,a16) ~ (Q15,216) ~ (A21,38) ~ (A22,88) ~ (A23,38)
(a13,a17) ~ (Qu4,218) ~ (a15,a19) ~ (A21,89) ~ (A22,@10) ~ (Az3,a11)
(aus,a18) ~ (Qu4,10) ~ (A15,817) ~ (A21,@10) ~ (A22,811) ~ (A23,29)
(a13,819) ~ (au4,217) ~ (a15,218) ~ (A21,211) ~ (A22,89) ~ (A23,310)

(a13,a20) ~ (A14,820) ~ (A15,820) ~ (A21,812) ~ (A22,812) ~ (A23,812)
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(aus,a21) ~ (Au4,822) ~ (A15,823) ~ (321,a13) ~ (Az2,14) ~ (A23,815)
(A13,822) ~ (A14,@23) ~ (A15,321) ~ (A21,814) ~ (Az2,&15) ~ (A23,213)
(A13,823) ~ (Aua,@21) ~ (Qus,@22) ~ (A21,815) ~ (Bz2,813) ~ (Az3,A14)
(@0,a13) ~ (a0,a14) ~ (A0, &15) ~ (Q0,821) ~ (Ao,822) ~ (A0, 323)
(@1,a13) ~ (a2,a14) ~ (az,a15) ~ (1,a21) ~ (A2,322) ~ (33, a23)
(@z,a13) ~ (a3, 14) ~ (a1,a15) ~ (A2,321) ~ (83,322) ~ (a1,323)
(@z,a13) ~ (ar,a14) ~ (Az,a15) ~ (a3,a21) ~ (a1,322) ~ (32,323)
(a4,a13) ~ (as,@14) ~ (As,a15) ~ (a4,821) ~ (84,822) ~ (24,323)
(as,a13) ~ (as,14) ~ (a7,a15) ~ (as,a21) ~ (26,322) ~ (a7,323)
(86,a13) ~ (a7,a14) ~ (as,a15) ~ (A6,a21) ~ (A7,322) ~ (3s5,323)
(a7,a13) ~ (as,a14) ~ (@s,a15) ~ (a7,821) ~ (85,322) ~ (36, 323)
(ag,a13) ~ (@s,a14) ~ (ag,a15) ~ (A16,821) ~ (A16,822) ~ (A16,a23)
(a9,213) ~ (a10,@14) ~ (A11,a15) ~ (A17,821) ~ (A1s,822) ~ (A19,a23)
(a10,@13) ~ (A11,@14) ~ (A9, a15) ~ (Aus, A21) ~ (Au9,322) ~ (A17,323)
(@11,813) ~ (A9,814) ~ (Au0,815) ~ (A19,@21) ~ (A17,322) ~ (A1s,23)
(A12,a13) ~ (A12,@14) ~ (A12,815) ~ (320,821) ~ (Bz0,822) ~ (A20,323)
(aue,a13) ~ (Au6,14) ~ (A16,815) ~ (8s,@21) ~ (g, 822) ~ (As,23)
(a17,a13) ~ (A1s,a14) ~ (Au9,a15) ~ (A9, A21) ~ (A10,322) ~ (A11,323)
(a1s,a13) ~ (A19,14) ~ (Au7,a15) ~ (A10,821) ~ (A11,822) ~ (A9, 23)
(au9,a13) ~ (u7,a14) ~ (A18,15) ~ (A11,821) ~ (Ag,822) ~ (A10,823)

(@20,a13) ~ (Az0,a14) ~ (@20,a15) ~ (Q12,821) ~ (A12,822) ~ (Q12,823)

II. tipteki noktalar ise 18 tanedir:
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(a1,812) ~ (Az,a12) ~ (@3, @12) ~ (a1,820) ~ (32,820) ~ (23,a20)
(@4,29) ~ (a4,a10) ~ (a4,211) ~ (as,17) ~ (a4,18) ~ (a4, 210)
(as,as) ~ (as,as) ~ (az,as) ~ (as,a6) ~ (As,216) ~ (A7,3u6)
(@s,a9) ~ (as,a10) ~ (a7,811) ~ (8s,a17) ~ (@6, 218) ~ (a7,a19)
(@s,a10) ~ (@s,a11) ~ (&7,89) ~ (8s,a18) ~ (@s,819) ~ (&7,817)
(@s,812) ~ (86,a12) ~ (a7,212) ~ (@s,820) ~ (86,320) ~ (A7,a20)
(@8s,a9) ~ (a7,210) ~ (@s,211) ~ (8, 17) ~ (a7,218) ~ (3s,Q19)
(ag,as5) ~ (as,as) ~ (as,a7) ~ (aus,as) ~ (ue,36) ~ (A16,a7)
(@g,a4) ~ (a10,a4) ~ (a11,a4) ~ (A17,a4) ~ (A18,34) ~ (210,24)
(@9,as) ~ (a10,86) ~ (a11,a7) ~ (2u7,8s) ~ (A8, 36) ~ (2u9,a7)
(@9,86) ~ (a10,a7) ~ (a11,a5) ~ (a17,36) ~ (aus,a7) ~ (A19,35)
(@g,a12) ~ (A10,a12) ~ (A11,812) ~ (A17,820) ~ (Q18,320) ~ (A19,320)
(@9,@20) ~ (A10,@20) ~ (A11,320) ~ (Au7,a12) ~ (Aus,a12) ~ (A19,212)
(a10,8s5) ~ (au1,86) ~ (Q9,a7) ~ (a1s,as) ~ (Au9,a6) ~ (17,a7)
(@12,a1) ~ (qu2,@2) ~ (A12,@3) ~ (A20,21) ~ (320,@2) ~ (A20,33)
(A12,85) ~ (qu2,85) ~ (A12,@7) ~ (A20,35) ~ (320,36) ~ (A20,27)
(212,@9) ~ (A12,210) ~ (A12,811) ~ (820,217) ~ (A20,818) ~ (A20,319)

(a12,a17) ~ (@12,a18) ~ (A12,Q19) ~ (A20,89) ~ (@20,810) ~ (A20,a11)

olarak elde edilir. Dogru iizerindeki ikiger ikiser distant ve farklh olan U : (1,0),
V. (0,1),W : (1,1) noktalar1 alinarak bunlarim komguluklar: ve distant olduklar
noktalar bulunabilir. Burada U = (1, 0) noktas: i¢in durum ayrintil olarak

hesaplanmigtir.
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Boylece U = (1,0) a komsu olan noktalar
(a1, a1), (a13, az), (a1, az), (a13, as), (@13, as), (a13, a),
(a13, ar), (a13, ag), (a13, ag), (a13, a10), (@13, a11), (@13, asz2), (a13, ase),
(a13, a17), (a13, a1g), (@13, arg), (@13, azo), (a1, a12), (a4, ag), (as, as),
(as, ag), (as, aro), (as, a12), (as, ag), (as, as), (ag, as), (ag, as), (ag, as),
(ag, a12), (a9, azo), (a0, as), (a12, a1), (@12, as), (a2, ag), (a12, ai7)

seklindedir.

U = (1,0) a distant olan noktalar
(a13, Gls) (CL13, CL14), (a13, a15), (CL13, as1), (a3, a22)7 (G13, as3)
(a0, a13), (a1, as3), (az, a13), (a3, a13), (aq, a13), (as, a13), (as, a13),
(a7, a13), (as, a13), (ag, a13), (@10, a13), (@11, a13), (@12, a13), (a6, a13)
(a17, a13), (a1s, a13), (@19, ar3), (azo, a13)

olur.

Benzer sekilde V' = (0, 1) e komsu olan noktalar
(a1, a13), (az, ai3), (as, aiz), (a4, a13), (as, a13), (as, a13), (az, ais),
(a Cl13), (a9, Cl13), (a10> ai3), (a1, (113), (a12> a13), (a167 G13), (Cl17, a13)>
(a18, a13), (a19, a13), (20, a13), (a1, a12), (aa, ag), (as, ag), (as, ag),
(a5, a10), (a5, a12), (ag, ag), (as, as), (ag, as), (ag, as), (ag, as), (a9, a12),
(ag, ag), (a10, as), (a12, a1), (a12, as), (@12, ag), (a2, arr)

olur.

V' =(0,1) e distant olan noktalar
(a13, a13), (a13, @14), (13, 15), (@13, A21), (a13, A22), (A13, A3), (@13, ao),
(a13,a1), (a13, az), (a13, az), (ais, as), (a1s, as), (aus, as), (a3, az),
(a13, ag), (a13, ag), (a13, ao), (a3, ar), (a1, arz), (a1s, ase), (a1s, arz),
(a13, a18), (a13, a19), (@13, a2o)

olarak bulunur.

Benzer sekilde W = (1, 1) e komsu olan noktalar

(a13, 61)7 (G13, a4), (613, a5), (G13, CLG), (CL13, @7), (CL13, as), (CL13= @9), (a13, a10);

(a13, a11)7 (a13, alz), (CL13, Cl14)> (a13, als), (Cl137 a17), (Gls, azo), (a137 azl),
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(a13, a22) (a13, a23), (a1, a13), (a4, a13), (a57 a13), (%; a13), (CL7; G13)>
(as, als) (a9, a13)> (a107 Cl13), (@11, als), (a12> a13), (a17, (113), (a2o, a13)>
(a ) (a’57 0,12), <a97 a’5>7 (0’97 al?)u (0,12, a5)7 (a’127 a9>

dir.

W = (1,1) e distant olan noktalar

a13, ao) (a13> a2)> (043, @3)7 (G13, @16), (a13, als), (a13> a19>; (Clo, @13),

(
(az,a13), (a3, a3), (a6, a13), (a1, a13), (a9, a13), (a1, a12), (a4, ag),
(as,as), (as, a), (as, ag), (as, as), (ag, as), (ag, ag), (ag, azo), (a0, as),
(a12, a1) (a12, CL17)
seklinde bulunur.

Gortildiigii gibi herbir komsgulukta 35 adet nokta bulunur ve ayirt edici U, V, W
nokta ciftlerinin ortak 18 noktas: vardir. Uc komsulukta da olan nokta sayis1 ise 6
dir. Buna ek olarak (a3, as), (a13, as), (a3, aig), (@13, a17), (@13, ais), (@13, ai9) nokta-

lar1 U ya; (CL2, a13)7 (a3, (113)7 (CL16, G13), (CL18, a13), (CL19, a13) noktalar1 V' ye; (@13, Cl14),

(@13, a15), (@13, az), (a1, ass), (a1, ass) noktalart W ya 6zgii Jacobson noktalaridir.
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BOLUM 8
GF(17)
HALKASI UZERINDE PROJEKTIF DOGRU

Rn = GF(17) halkasimin karakteristigi 17 dir ve |Rg| = 17 elemanm vardir. Rp
nin elemanlar: sunlardir:

Rn =10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13,14, 15, 16}.

GF(17) de 17 = 0 oldugundan dolay1 Tablo 8.1 ve Tablo 8.2 de sirasiyla toplam

ve carpim tablolar1 verilmistir:
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Tablo 8.1 : Ry de Toplama Islemi Tablosu
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Al01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0,0 0O OO OOOOO O OOOTGOTGOUODO
101 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
2/0 2 4 6 8 10121416 1 3 5 11 13 15
3/0 3 6 912151 4 7 101316 2 5 8 11 14
410 4 8 12 16 11 15 2 6 10 14 1 9 13
5/0 51015 3 8 13 1 6 11 16 4 9 14 7 12
6/0 6 12 1 7 13 2 8 14 3 9 15 4 1016 5 11
7/0 7 14 4 11 1 8 15 5 12 2 9 16 6 13 3 10
8/0 8 16 7 15 6 14 5 13 4 12 3 11 2 10 1 9
9/0 9 1 10 2 11 3 12 4 13 5 14 6 15 7 16 8
100 10 3 13 6 16 9 2 12 5 15 8 1 11 4 14 7
11/0 11 5 16 10 4 15 9 3 14 8 2 13 7 1 12 6
1210 12 7 14 9 4 1611 6 1 13 8 3 15 10 5
13/0 13 9 14 10 6 2 1511 7 3 16 12 8 4
14/0 14 11 8 5 2 16 1310 7 4 1 15 12 6 3
150 151311 9 7 5 3 1 16 14 12 10 8 4 2
16/0 16 15 14 13 12 1110 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Tablo 8.2 : Ry de Carpma Islemi Tablosu

Tablo 8.1 ve Tablo 8.2 yardimiyla asagidakiler goriiliir:
R nin birimsel elemanlarimin kiimesi
Ry =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16} olup |R}| = 16 dur.
Rp nin R disindaki kalan diger elemani ise sifir bolendir:
R\ RE = {0} ve |Ro\RY| =1 dir.
Rr nin temel idealleri
<0>={0},<1>=<2>=<3>=<4>=<5>=<6>=<T>
=< 8>=<9>=<10>=< 11l >=< 12>
=< 13>=< 14 >=<15>=<16 >= Ry
olup tek maksimal ideali
< 0> dir.
PR (1) projektif dogrusu iizerindeki noktalar sirali ikili koordinatlarla gosterilir

ve cebirsel olarak I. ve II. tip noktalar agagida gosterilmigtir:



[.tip noktalar toplam 18 tanedir ve noktalar kiimesinde
pe€il,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16} birimsel elemanlar: i¢in
(pa, pb) ve (a,b) nin aym simfa ait olduklar1 gézoniine alinirsa
((pa, pb) ~ (a,b)

(0,1) ~(0,2) ~ (0,3) ~ (0,4) ~ (0,5) ~ (0,6) ~ (0,7) ~ (0,8)

~ (0,9) ~ (0,10) ~ (0,11) ~ (0,12) ~ (0,13) ~ (0,14) ~ (0,15) ~ (0, 16)

) noktalar1 agagidaki gibi yazilabilir:

(1,0) ~ (2,0) ~ (3,0) ~ (4,0) ~ (5,0) ~ (6,0) ~ (7,0) ~ (8,0)
~ (9,0) ~ (10,0) ~ (11,0) ~ (12,0) ~ (13,0) ~ (14,0) ~ (15,0) ~ (16,0)

(1,1) ~(2,2) ~ (3,3) ~ (4,4) ~ (5,5) ~ (6,6) ~ (7,7) ~ (8,8)
~ (9,9) ~ (10,10) ~ (11,11) ~ (12,12) ~ (13,13) ~ (14, 14) ~ (15, 15)
~ (16,16)

(1,2) ~ (2,4) ~ (3,6) ~ (4,8) ~ (5,10) ~ (6,12) ~ (7,14) ~ (8, 16)
~(9,1) ~ (10,3) ~ (11,5) ~ (12,7) ~ (13,9) ~ (14,11) ~ (15,13) ~ (16, 15)

(1,3) ~ (2,6) ~ (3,9) ~ (4,12) ~ (5,15) ~ (6,1) ~ (7,4) ~ (8,7)
~ (9,10) ~ (10,13) ~ (11,16) ~ (12,2) ~ (13,5) ~ (14,8) ~ (15,11)
~ (16, 14)

(1,4) ~ (2,8) ~ (3,12) ~ (4,16) ~ (5,3) ~ (6,7) ~ (7,11) ~ (8,15)
~(9,2) ~ (10,6) ~ (11,10) ~ (12,14) ~ (13,1) ~ (14,5) ~ (15,9) ~ (16, 13)

(1,5) ~ (2,10) ~ (3,15) ~ (4,3) ~ (5,8) ~ (6,13) ~ (7,1) ~ (8, 6)
~ (9,11) ~ (10,16) ~ (11,4) ~ (12,9) ~ (13,14) ~ (14,2) ~ (15,7)
~ (16,12)

(1,6) ~ (2,12) ~ (3,1) ~ (4,7) ~ (5,13) ~ (6,2) ~ (7,8) ~ (8,14)
~ (9,3) ~ (10,9) ~ (11,15) ~ (12,4) ~ (13,10) ~ (14,16) ~ (15,5)
~ (16,11)

(1,7) ~ (2,14) ~ (3,4) ~ (4,11) ~ (5,1) ~ (6,8) ~ (7,15) ~ (8,5)
~ (9,12) ~ (10,2) ~ (11,9) ~ (12,16) ~ (13,6) ~ (14,13) ~ (15,3)
~ (16,10)
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(1,8) ~ (2,16) ~ (3,7) ~ (4,15) ~ (5,6) ~ (6,14) ~ (7,5) ~ (8,13)
~ (9,4) ~ (10,12) ~ (11,3) ~ (12,11) ~ (13,2) ~ (14,10) ~ (15,1) ~ (16,9)

(1,9) ~ (2,1) ~ (3,10) ~ (4,2) ~ (5,11) ~ (6,3) ~ (7,12) ~ (8,4)
~ (9,13) ~ (10,5) ~ (11,14) ~ (12,6) ~ (13,15) ~ (14,7) ~ (15, 16)
~ (16,8)

(1,10) ~ (2,3) ~ (3,13) ~ (4,6) ~ (5,16) ~ (6,9) ~ (7,2) ~ (8,12)
~ (9,5) ~ (10,15) ~ (11,8) ~ (12,1) ~ (13,11) ~ (14,4) ~ (15,14) ~ (16,7)

(1,11) ~ (2,5) ~ (3,16) ~ (4,10) ~ (5,4) ~ (6,15) ~ (7,9) ~ (8,3)
~ (9,14) ~ (10,8) ~ (11,2) ~ (12,13) ~ (13,7) ~ (14,1) ~ (15,12) ~ (16,6)

(1,12) ~ (2,7) ~ (3,2) ~ (4,14) ~ (5,9) ~ (6,4) ~ (7,16) ~ (8,11)
~ (9,6) ~ (10,1) ~ (11,13) ~ (12,8) ~ (13,3) ~ (14, 15) ~ (15,10) ~ (16,5)

(1,13) ~ (2,9) ~ (3,5) ~ (4,1) ~ (5,14) ~ (6,10) ~ (7,6) ~ (8,2)
~ (9,15) ~ (10,11) ~ (11,7) ~ (12,3) ~ (13,16) ~ (14,12) ~ (15,8)
~ (16,4)

(1,14) ~ (2,11) ~ (3,8) ~ (4,5) ~ (5,2) ~ (6,16) ~ (7,13) ~ (8,10)
~(9,7) ~ (10,4) ~ (11,1) ~ (12,15) ~ (13,12) ~ (14,9) ~ (15,6) ~ (16, 3)

(1,15) ~ (2,13) ~ (3,11) ~ (4,9) ~ (5,7) ~ (6,5) ~ (7,3) ~ (8,1)
~ (9,16) ~ (10,14) ~ (11,12) ~ (12,10) ~ (13,8) ~ (14,6) ~ (15,4)
~ (16,2)

(1,16) ~ (2,15) ~ (3,14) ~ (4,13) ~ (5,12) ~ (6,11) ~ (7,10) ~ (8,9)
~ (9,8) ~ (10,7) ~ (11,6) ~ (12,5) ~ (13,4) ~ (14,3) ~ (15,2) ~ (16,1)

Ry halkasinin tek sifir boleni maksimal ideal oldugundan Il.tipte hi¢ bir nokta
yoktur.
Dogru iizerinde ikiger ikiser distant ve farkl olan U : (1,0),V : (0,1), W : (1,1)

noktalar1 alinarak bunlarin komsuluklar: ve distant olduklar1 noktalar bulunabilir.



Burada U =

(1,0) noktas i¢gin durum ayrintih olarak hesaplanmigtir.

V:(0,1),

W : (1,1) noktalar i¢in ilgili hesaplamalar yapilmig ve sonuglar yazilmigtir.

det
det (
det (
det (
" (
" (
" (
" (

i

det

U = (1,0) a komsu olan nokta yoktur.

U ya distant olan noktalar

1

=1¢€ Ry
01
10

=2¢c R}
1 2
10

=4 € R}
1 4
10

=6 € Rj
1 6
10

=8 € Ry
1 8
1 0

=10 € Rf
1 10
1 0

=12 € Ry
1 12
1 0

=14 € Ry
1 14

=16 € R}

1 16

det

det

det

det

det

det

det

det

e N e e e e Y e

10

=1¢ R}
11
10

=3 € R}
13
10

=5 € Rj
15
10

=T7¢€ Rj
17
10

=9 € Rj
19
1 0

=11 € R}
1 11
10

=13 € R}
1 13
10

=15 € R}
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(0,1),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9), (1, 10),
(1,11), (1,12), (1,13), (1, 14), (1, 15), (1, 16)

dir.
Benzer gekilde V' = (0, 1) i¢in yukaridaki iglemler tekrarlanirsa

V =(0,1) e komsu olan noktanin olmadig: goriilebilir.

V' ye distant olan noktalar
(1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (1,9), (1, 10),
(1,11), (1,12), (1,13), (1, 14), (1, 15), (1, 16)
dur.
W = (1,1) i¢in de yapilan hesaplamalar W = (1,1) e komsu olan noktanin

bulunmadigini géstermistir.

W ya distant olan noktalar
(0,1),(1,0), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (1,9), (1, 10),
(1,11),(1,12),(1,13),(1,14),(1,15), (1, 16)
dir.
Goriildiigi tizere U, V, W nun komsuluklarinda nokta olmadigindan dolay1 Ja-

cobson noktasi da yoktur.



7

BOLUM 9
7 4[X]I{x? — 3x — 3)
HALKASI UZERINDE PROJEKTIF DOGRU

Z4 halkasinda oldugu gibi R, = Z4[x]/(x*—3x—3) = Z4[z]|/(z*+2+1) halkasinin
karakteristigi 4 tiir ve |R,| = 16 elemam vardir. R, nin elemanlar1 style bulunur:
Ry ={ag+ayz+ (2? — 32— 3) | ap, a1 € Z4}
={(z? -3z —3),1+ (z* — 32— 3),2 + (z* — 3z — 3),
3+ (x? =3z —3), v+ (2 = 3x — 3),x + 1 + (x? — 3z — 3),
T4+2+ (22 — 3z —3), 2 + 3+ (2? — 3z — 3), 2z + (2* — 3z — 3),
2¢ + 1+ (2% — 3z — 3),22 + 2 + (2® — 3z — 3),
2z + 3+ (22 — 3z — 3), 3z + (2? — 3z — 3),
324+ 1+ (2% — 30 —3),3z + 2+ (22 — 3z — 3),
3z + 3+ (2% — 3z — 3)} ve buradan
fiBRw = L]

ap+a1r + (#? =3z —3) +— ap+arx
bir izomorfizm oldugundan

R, ={0,1,2,3,z,z+ 1,2+ 2,2 + 3,2x,2x + 1,2x + 2,2z + 3, 3z,
3r+1,3z+ 2,3z + 3}
elde edilir.
Zyde4=0,+2= -2, —3 = +1 oldugundan ve 2% — 3z — 3 = 0 indirgenemez
polinomundan dolay: halkanin toplam ve carpim tablolari sirasiyla Tablo 9.1 ve

Tablo 9.2 de verilmigtir::



A 0 1 2 3 X X+l x+2 x+3 2 2+1 X+2 %+3 3 3+1 x+2 X+3
0 0 1 2 3 X X+l x+2 Xx+3 2 2+1 X+2 %+3 3 3X+1 3x+2 KX+3
1 1 2 3 0 x+1 x+2 x+3 x xX+1 x+2 x+3 X% 3H+1 HX+2 HK+3 3k
2 2 3 0 1 x+2 x+3 x Xx+1 xX+2 %x+3 2x 2+1 Ix+2 x+3 3 3X+1
3 3 0 1 2 x+3 x  x+1 x+2 X+3 2% x+1 x+2 3x+3 X HK+1 K+2
X X x+1 x+2 x+3 22X 2+1 2x+2 2x+3 3 HXx+1 Xx+2 Xx+3 O 1 2 3
X+1|x+1 x+2 x+3 x 2X+1 x+2 x+3 2 HK+1 3x+2 HK+3 K 1 2 3 0
X+2 [x+2 x+3 x x+1 2xX+2 %+3 2 xX+1 HX+2 X+3 K 3K+l 2 3 0 1
X+3|x+3 x x+1 Xx+2 X+3 X X+1 X+2 X+3 HK 3K+l HX+2 3 0 1 2
X | X xX+1 x+2 X+3 3 3x+13x+2 3x+3 0 1 2 3 X x+1 x+2 x+3
X+1|2x+1 X+2 x+3 X 3X+1 HX+2 K+3 KX 1 2 3 0 x+1 x+2 x+3 X
X+2|2Xx+2 x+3 22X 2x+1 IX+2 x+3 X A+l 2 3 0 1 x+2 x+3 x x+1
X+3 | 2x+3 X xX+1 x+2 HX+3 K K+l Xx+2 3 0 1 2 x+3 X x+1 x+2
3x X 3X+1 X+2 Xx+3 0 1 2 3 X X+l x+2 x+3 2 2+1 2X+2 X+3
AX+13&+1 AX+2 X+3 K 1 2 3 0 x+1 x+2 x+3 x xX+1 xX+2 XxX+3 X
3X+2X+2 x+3 X 3K+l 2 3 0 1 x+2 x+3 x x+1 X+2 %+3 2 2x+1
X+3|3&+3 3 A+l 3x+2 3 0 1 2 x+3 x  x+1 x+2 X+3 X x+1 %+2
Tablo 9.1 : R, da Toplama Islemi Tablosu
® 0 1 2 3 X X+1 x+2 x+3 2 2X+1 X+2 2x+3 3 3X+1 3x+2 K+3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 X X+1 x+2 x+3 2 22+1 2X+2 X+3 33X HX+1 X+2 X+3
2 0 2 0 2 X XxX+2 X Xx+2 0 2 0 2 X X+2 X X+2
3 0 3 2 1 A AX+3 K+2 X+1 X X+3 xX+2 X+1  x x+3 x+2 x+1
X 0 X 2 X AX+3 3 X+3 X+3 X+2 X+2 2 x+2 x+1 x+1 X+1 1
x+1| 0 x+1 2x+2 x+3 3 X 2X+1 X+2 2 x+3 & Xx+1 1 x+2 ZX+3 X
X+2| 0 x+2 2 IKX+2 x+3 A+1 X+3 1 XxX+2 3k 2 x HXx+1 3 x+1 2+3
Xx+3 | 0 Xx+3 X+2 HX+1 X+3 *x+2 1 X 2 x+1 22 HX+3 X+1 KX 3 x+2
P 0 P 0 X X+2 2 Xx+2 2 0 P 0 X 2xX+2 2 XxX+2 2
2+1 0 A+1 2 2x+3 &+2 x+3 A x+1 X 1 2&+2 3 x+2 X+3 x HX+1
%+2| 0 x+2 0 Xx+2 2 2 2 X 0 2&+2 0 x+2 2 2 2 2
2x+3] 0 2&x+3 2 X+1 x+2 HX+1 x IK+3 X 3 XxX+2 1 HX+2 x+1 3 x+3
3x 0 3x 2 X x+1 1 X+1 X+1 X+2 x+2 2 3x+2 HX+3 %X+3 x+3 3
x+1] 0 HX+1 &+2 x+3 %+1 x+2 3 3x 2 HX+3 X x+1 A%+3 X 1 3x+2
*x+2] 0 HX+2 2 x+2 HX+1 X+3 x+1 3 XxX+2 X 2 X x+3 1 HX+3 x+1
X+3] 0 3x+3 X+2 x+1 1 X X+3 x+2 2 HX+1 2 x+3 3 HKX+2 X+1 x

Tablo 9.2 : R, da Carpma Islemi Tablosu

Tablo 9.1 ve Tablo 9.2 yardimiyla agagidakiler goriiliir:
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R, nin birimsel elemanlarimin kiimesi
Ry, ={1,3,z,z+1,2+2,2+3,2x + 1,20+ 3,3z,3z + 1,3z + 2,3z + 3}
olup |R}| = 12 dir.
R, nin R}, digindaki diger elemanlar ise sifir bolendir:
RA\R; ={0,2,22,2x + 2} ve |Ry\RL| = 4 tiir.
R, nin temel idealleri
<0>={0}
<l>=<3>=<ao>=<ax+1>=<r+2>=<a0+3 >
=<20+1>=<2r+3>=<3x>=<3r+1>
=<3r+2>=<3z+3>=R,
<2>=<2r>=<2r+2>={0,2,2z,2x + 2}
dir. Boylece R, nin tek maksimal ideali < 2 >=< 2x >=<2x +2 >
dir.
PR, (1) projektif dogrusu iizerindeki noktalar sirali ikili koordinatlarla gosterilir
ve cebirsel olarak yine iki farkl tiptedirler, I.tip noktalar ve II.tip noktalar:
L. tipteki noktalar toplam 20 tanedir ve noktalar kiimesinde
p€{1,3,x,x+1, 242, 2+3,2x+1, 2243, 3x,3x+1, 3x+2, 3x+3} birimsel elemanlar
icin (pa, pb) ve (a, b) nin ayn1 siifa ait olduklar1 gozéniine alimrsa ((pa, pb) ~ (a, b))

noktalar1 agagidaki gibi yazilabilir:

(1,0) ~ (3,0) ~ (2,0) ~ (z 4+ 1,0) ~ (z +2,0) ~ (z + 3,0) ~ (2z + 1,0)
~ (224 3,0) ~ (33,0) ~ (32 + 1,0) ~ (32 +2,0) ~ (3z + 3,0)

(1L1) ~ (3,3) ~ (,2) ~ (2 + Lz +1) ~ (2 +2,5+2) ~ (2 + 3,2+ 3)
~(2r+1,2x+1)~ (22 + 3,20+ 3) ~ (3z,3z) ~ 3z + 1,3z + 1)
~ (3x +2,3x + 2) ~ (3z + 3,3z + 3)

(1,2) ~ (3,2) ~ (2,22) ~ (x + 1,20+ 2) ~ (. + 2,22) ~ (x + 3,2z + 2)
~(2x+1,2) ~ (22 +3,2) ~ (3z,22) ~ Bz + 1,20 + 2) ~ (32 + 2, 2x)
~ (3x + 3,2z + 2)

(1,3) ~(3,1) ~ (z,32) ~(x +1,3x 4+ 3) ~ (v + 2,32+ 2) ~ (v + 3,3z + 1)
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~2r+1,204+3) ~(2x+3,2x+1) ~ 3z,2) ~ 3z + 1,2 + 3)
~Br+2,x4+2)~Bx+3,z+1)

(L,z) ~(3,32) ~ (2,32 +3) ~ (z+1,3) ~ (x + 2,2+ 3) ~ (x + 3,22 + 3)
~QR2r+1,3x+2)~2x+3,2+2)~ Bz,x+1) ~ 3z + 1,22+ 1)
~ (3x+2,3x+ 1) ~ (3z+3,1)

(Lz+1)~(3,3x+3) ~(,3) ~(z+ 1,2) ~ (z+ 2,20+ 1) ~ (v + 3,32 + 2)
~2r+1,z4+3)~2x+3,3x+1)~ (3z,1) ~ Bz + 1,2 + 2)
~ 3z 42,22+ 3) ~ (32 + 3, 3x)

(Lz+2)~(3,3z+2) ~(z,x+3)~(x+ 1,20+ 1) ~ (x + 2,3z + 3)
~(x+3,1)~2x+1,32) ~ 2e+3,2) ~ (3x,3x + 1) ~ (3x + 1,3)
~@Br+2,x+1)~ 3x+3,2z+3)

(Lz+3)~3,3z+1)~(z,2x +3) ~(x+ 1,3z +2) ~ (x 4+ 2,1) ~ (z + 3, 2)
~QR2r+1lz4+1)~2x+3,32+3) ~ 32,20+ 1) ~ 3z + 1,3z) ~ 3z +2,3)
~ (3x + 3,z + 2)

(1,22) ~ (3,22) ~ (z,20 4+ 2) ~ (x + 1,2) ~ (z + 2,22+ 2) ~ (x + 3,2)
~ (2x +1,2z) ~ (22 + 3,22) ~ (3z,2x +2) ~ (3x + 1,2) ~ (3 + 2,22 + 2)
~ (3z+3,2)

(1,2z+1) ~ (3,204 3) ~ (2,32 +2) ~ (x+ 1,2+ 3) ~ (x + 2, 32)
~@x+3,x4+1)~QR2r+1,1)~ (2x+3,3) ~ Bz, 2+ 2) ~ (3x + 1,3z + 3)
~ Br+2,2)~ 3zx+3,3x+1)

(1,20 4+2) ~ (3,22 +2) ~ (2,2) ~ (x + 1,22) ~ (x + 2,2) ~ (v + 3, 22)
~(2r+1,204+2)~ (2x+3,20+2) ~ (32,2) ~ Bz + 1,22) ~ 3z +2,2)
~ (3x + 3,2x)

(L,L2z+3)~ 3,2z 4+ 1) ~(z,2+2) ~(x+ 1,3z + 1) ~ (z + 2,2)
~(@+3,3c4+3)~2r+1,3) ~ (22 +3,1) ~ (32,32 +2) ~ 3z + 1,z +1)
~ 3z +2,3x) ~ 3z + 3,2+ 3)
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(1,3z) ~ (3,2) ~ (z,x+ 1) ~ (x+ 1,1) ~ (. + 2,3z + 1) ~ (z + 3,22 + 1)
~Q2r+1,z+2)~2r+3,3z+2) ~ 32,3z +3) ~ 3z + 1,22 + 3)
~ Bzr+2,24+3) ~ (3z+3,3)

(L,L3z+1)~3,24+3) ~(z,2x+ 1) ~(x+ 1L,z +2) ~ (z+2,3)
~(@+3,32)~2r+1,324+3)~ 2z +3,2+1) ~ (32,20 +3) ~ 3z + 1,2)
~ (3x+2,1) ~ (32 + 3,3z +2)

(L,3z+2)~ B,2+2)~(z,3z+ 1)~ (x+ 1,20 +3) ~ (x + 2,2+ 1)
~(x+3,3)~2r+1,z) ~ (20 +3,3z) ~ Bz, z+3) ~ Bz +1,1)
~ (Brx+2,3x+3) ~ (3x + 3,2z + 1)

(1,32 4+3)~ 3,2+ 1)~ (x,1) ~(x+1,32) ~ (x + 2,20+ 3) ~ (. + 3,2 + 2)
~2r+1,3x+1)~2x+3,2+3) ~ (32,3) ~ Bz + 1,3z + 2)
~ (3x+2,2x+1)~ (3x + 3,2)

(0,1) ~ (0,3) ~ (0,2) ~ (0,2 +1) ~ (0,2 +2) ~ (0,2 +3) ~ (0,22 + 1)
~ (0,22 +3) ~ (0,3z) ~ (0,3z 4+ 1) ~ (0,3 + 2) ~ (0,3z + 3)

(2,1) ~(2,3) ~ 2z,2) ~ 2z + 2,2+ 1) ~ 22,2+ 2) ~ 2z + 2,2+ 3)
~(2x,241) ~ (22,2 +3) ~ (22,32) ~ 20+ 2,3z + 1) ~ (22,3x + 2)
~ (22 + 2,3z + 3)

(2x,1) ~ (22,3) ~ 2+ 2,2) ~ 2,2+ 1) ~ 2z + 2,2+ 2) ~ (2,2 + 3)
~ (2z,2x + 1) ~ (2x,2x + 3) ~ (22 + 2,3z) ~ (2,3z+ 1) ~ (20 4+ 2,32 + 2)
~ (2,3x + 3)

(2x+2,1) ~ (224 2,3) ~ (2,2) ~ 2x,x + 1) ~ (2,2 4+ 2) ~ (22,2 + 3)
~(2r+2,2x+1) ~ (2x + 2,22+ 3) ~ (2,32) ~ (22,3x + 1) ~ (2,3 + 2)
~ (2z,3z + 3)

Tek maksimal ideal oldugundan dolay: II. tipte nokta bulunmamaktadir.

Dogru iizerinde ikiger ikiger distant ve farkli olan U : (1,0),V : (0,1),

W : (1,1) noktalar1 alinarak bunlarin komguluklar1 ve distant olduklari noktalar
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bulunabilir. Burada U = (1,0) noktas: i¢in durum ayrintili olarak hesaplanmigtir.

V :(0,1),W : (1,1) noktalar: igin, hesaplamalar yapilarak buraya sadece sonuglar

yazilmigtir.
1

det
1
1

det
1
1

det
1
1

det
1
1

det
1

1
det
1

det

det

(1
(

0
=1¢€ R,
1
=3 € R},
3
0
=z+1¢€ R
z+1
=z+3 € R,
r+3
=2x+1¢€ R
20 +1
0
2 + 2
0
=2z +3 € R,
2z + 3
0
=3z +1 € Rj,
3r+1

det

det

det

det

det

det

det

det

=2 € R,\R
1
1 0

=x € R;,
1 =z
1 0

=x+2¢€ R;
1 z+2
1 0
1 2x
1
=1¢€ R;

2r+2 1
1

=1¢€ R},
21
1

=3z € R},
1 3z
1

=1¢€ R},
0 1
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1 0 1 0
det =3x+2€ R, , det =1¢€ R},
1 3z+2 2¢ 1
1 0
det =3r+3 € R,
1 3z+3

U = (1,0) a komsu olan noktalar

(1,2), (1,22),(1,2x + 2)

U ya distant olan noktalar
(1,1),(1,3),(1,z),(1,z+ 1), (1,2 +2), (1,2 + 3),(1,2z + 1), (1, 2z + 3), (1, 3x),
(17 3z + 1)7 (17 3z + 2)7 <1a 3z + 3)7 (07 1)7 <2a 1)7 (21’, ]-)7 (237 + 27 1)
dir.

Benzer gekilde V' = (0, 1) e komsu ve distant olan noktalar sirasiyla sunlardir:

V' =(0,1) e komsu olan noktalar

(2,1), (2z,1), (2x +2,1)

V' ye distant olan noktalar
(1,0),(1,1),(1,2),(1,3), (L x), (1,2 + 1), (1L, z + 2), (1,2 + 3), (1, 22),
(1,2z+1),(1,2x + 2), (1,22 + 3), (1, 3x), (1,3x + 1), (1,32 + 2), (1, 3z + 3),

W = (1,1) e komsu ve distant olan noktalar sirasiyla sunlardir:

W = (1,1) e komsu olan noktalar

W ya distant olan noktalar
(1,0),(1,2),(L,2),(1,z+ 1), (1,2 +2), (1,2 + 3),(1,22), (1,22 + 2),
(1,3z),(1,3z+ 1), (1,32 + 2),(1,3z + 3),(0,1), (2, 1), (22, 1), (22 + 2,1)
dir.

Gortildiigii gibi herbir komsulukta 3 adet nokta bulunur. Ayrica ayirt edici
U, V, W nokta ciftlerinin ortak noktasi yoktur ve her komsulukta bulunan noktalar

ilgili ayirt edici noktaya 6zgii Jacobson noktalaridir.
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