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OZET

Bu ¢alismada, tiggensel normlardan; minimum t-norm, product t-norm, Lukasiewicz t-norm
ve drastic product t-norm kavramlar1 ve bu t-normlarin duali olan t-conormlar incelenerek mini-

mum t-normun bir uygulamasi olan fiber projektif diizlem 6rnegi sunulmustur.
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SUMMARY

In this thesis; minimum t-norm, product t-norm, Lukasiewicz t-norm, drastic product t-
norm and their dual t-conorms have been examined. Then the fiber projective plane which is

the application example of minimum t-norm has been presented.
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BOLUM 0
GIRIS

Uggensel normlar, [0,1] aralig1 iizerindeki ikili iglemlerin ©6zel bir tiiriidiir. Ozellikle

miihendislik uygulamalar1 ve bulanik mantikta kullanilir.
Bu calismada, birinci boliimde gerekli olan bazi temel kavramlar verildi.

Ikinci béliimde iicgensel normun tanimi verilip dort temel iicgensel norm olan Tj; mini-
mum , Tp; product, T; Lukasiewicz ve Tp; drastic product licgensel normlar1 incelendi.
Ucgensel normla ilgili teorem, sonug ve érnekler verildi. Daha sonra dort temel iicgensel nor-
mun duali olan liggensel conormlar verilip tiggensel conormlarla ilgili teorem, sonug ve drnekler

incelendi.

Son boliimde once fuzzy kiime teorilerinden bazi temel kavramlar verildi. Daha sonra
ise fiber noktalar, fiber dogrular ve fiber projektif diizlem kavramlari tanimlandi. Ikinci
boliimde tanimlanan iiggensel normlardan minimum {i¢gensel norm kullanilarak L. Kuijken’

in caligmalarinda verilen fiber projektif diizlem 6rnegi incelendi.



BOLUM 1

BAZI TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Islemler ve Cebirsel Yapilar

Tanim 1.1 A bos olmayan bir kiime olsun. A X A nin bog olmayan bir alt kiimesi o olsun. o
dan A kiimesine herhangi bir fonksiyona A da bir ikili islem ya da kisaca bir islem denir. Bu
tanima gore ikili iglem iki degigkenli bir fonksiyondur. A x A nin herhangi bir (a,b) elemaninin
ikili islem denilen boyle bir fonksiyon altindaki goriintiisii genel olarak a + b,ab,a.b,aob,a ®

b,a © b ve benzeri bigcimde gosterilir (Karakag, 1998).

Ornek 1.1 En ¢ok bilinen ikili islem 6rnekleri tamsayilarin (ve gercel sayilari) toplama,

cikarma ve ¢arpma islemleridir. Bolme islemi tamsayilar i¢inde bir ikili islem degildir.

Ornek 1.2 Gergel girdili 2 x 2 matrislerden olusan R?*? ( daha genel olarak nxn matrislerden

olusan R"*" ) kiimesi i¢cinde matris toplami ve matris ¢arpimu ilging ikili islem 6rnekleridir.

Tanmm 1.2 Bir A kiimesinde tanimli bir o iglemi verilmis olsun. x oy nin tamimh oldugu her
(x,y) i¢in y o x de tanimli ve

Xoy=yox

onermesi dogru ise o isleminin degisme ozelligi vardir, denir. Degisme 6zelligi bulunan bir

isleme de8ismeli islem denir (Karakasg, 1998).

Tanmim 1.3 Bir A kiimesinde tanimli bir o iglemi verilmis olsun. (xoy) oz nin tanimh oldugu

her x,y,z i¢in xo (yoz) de tanimli ve

(xoy)oz=xo(yoz)
onermesi dogru ise o isleminin birlesme 6zelligi vardir, denir (Karakas, 1998).

Ornek 1.3 Gergel sayilari toplama ve carpma islemlerinin birlesme ozelliine sahip olduk-
lart bilinmektedir. Cikarma isleminin birlesme 0zelligi yoktur. Matris toplam1 ve matris
carpimi, gercel girdili matrisler iizerinde birlesme Ozelliine sahiptirler. Gergel sayilarin
toplama ve carpma islemlerinin degisme 0zelligi vardir. Cikarma isleminin degisme 6zelligi
yoktur. Gergel girdili matrisler i¢cin matris toplami igleminin degigme 06zelligi vardir, ancak

matris ¢carpimi igleminin degigme 6zelligi yoktur.



Tanim 1.4 F bos olmayan bir kiime ve bu kiimenin elemanlari arasinda + ve - ile
gosterecegimiz iki tane ikili islem tamimlanmig olsun. (F,+,-) Uglisi asagidaki sartlart

sagliyorsa, bu {i¢cliiye cisim adi verilir.
Cl)Hera,bec Ficma+b=b+avea-b=>b-ad.
C2)Hera,b,c € Figin (a+b)+c=a+ (b+c)ve(a-b)-c=a-(b-c) dir.
C3)Her a,b,c€ Ficina-(b+c)=(a-b)+ (b-c) dur.
C4) F kiimesinde Oyle bir O eleman1 vardir ki, her a € F icin a + 0 = a esitligini saglar.

C5) F kiimesinde dyle bir 1 eleman1 vardir ki, O dan farkli her a € F icin a- 1 = a esitligini

saglar.

C6) Her a € F elemani icin, F kiimesinde 6yle bir —a elemani vardir ki, a + (—a) = 0

esitliini saglar.

C7)Her 0 # a € F igin, F kiimesinde Syle bir a~! eleman: vardir ki, a-a~! = 1 esitligini

saglar.
Ornek 1.4 Q,R,C birer cisim iken Z bir cisim degildir.

Tanmim 1.5 V # @ bir kiime ve F bir cisimolsun. +:V xV —V ve - : F xV — V iki fonksiyon
olmak iizere (V,F,+,-) dortliisii agagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu dortliiye bir vektor uzay adi

verilir.
V1) Herx,y e Vicinx+y=y+xdir.
V2) Her x,y,z € V igin (x+y) +z=x+ (y+z) dir.
V3) Her x € V i¢in x 4+ 0 = x olacak sekilde V de en az bir 0 elemani vardir.
V4) Her x € V elemani icin, x+y = 0 esitligini saglayan V de en az bir y elemani vardir.
V5)Hera,b € Fveherx€Vigina-(b-x) = (a-b)-xdir.

V6) Her a,b € F veherx €V igin (a+b) -x=a-x+b-x dir.



VT)Hera € F veherx,y € Vigina-(x+y) =a-x+a-ydir
V8)Herx cVigin 1-x=xdir.
Ornek 1.5 Q,R,C birer vektor uzayidir. n€ N* olmak iizere R” bir vektor uzayidir.

Tanim 1.6 V bir vektor uzay:1 ve U bunun bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger asagidaki iki

kosul saglaniyorsa U kiimesine V nin bir lineer alt uzay denir.
I)xeUveyeUikenx+yeU dr.
2)xeUvereRikenrx € U dir.

Bu iki igslemden anlagildig1 gibi U nun elemanlarina iki temel islem uygulandiginda yine U
nun elemanlar elde edilir. Eger V bir kompleks vektor uzayi ise (2) kosulu, x € U ve r € C iken

rx € U seklinde degistirilir (Smith, 1977).

Ornek 1.6 (1) V daima kendisinin bir alt uzayidir.

(2) Yalniz sifir vektoriinden olusan {0} kiimesi, her zaman V' nin bir alt uzayidir.

1.2 Cesitli Geometrik Yapilar

Tamim 1.7 Biri noktalardan digeri dogrulardan olusan ayrik N ve D kiimeleri ile N'x D
tizerinde bir o bagintisindan meydana gelen (N, D, o) iicliisiine bir geometrik yap:1 denir. N
nin elemanlar1 A,B,C,...,X,Y,Z, ... gibi biiyik harflerle, D nin elemanlan a, b, c,..., x, y, Z, ...

gibi kiiciik harflerle gostertilir.

N1, N2, N3,... € N noktalar1 i¢in N;od, i = 1,2,3,... olacak sekilde bir d € D varsa, yani

bu noktalarin hepsi ayni dogru iizerinde ise bunlara dogrudas noktalar denir.

dy,dr,ds,... € D dogrulari icin Nod;, i = 1,2,3, ... olacak sekilde bir N € N varsa, yani bu

dogrularin hepsi ayn1 noktadan gecerlerse bunlara noktadas dogrular denir.

di,dy € D ve dy # dy olsun. Eger N od; ve Nod, olacak sekilde hicbir N € N noktasi
yoksa dve d; ye paralel dogrular denir ve d; || d; ile gosterilir. Buna karsin d; || d, degilse

dy It dy ile gosterilir (Kaya, 2005).



Tanim 1.8 ( Afin Diizlem) N ve D elemanlar1 sirasi ile noktalar ve dogrular olan ve N
N D =@ ozelligine sahip iki kiime o da N x D kiimesinde tanimlanan bir iizerinde bu-
lunma bagintisi (yani o C N x D) olmak lizere asagida verilen Al, A2 ve A3 aksiyomlarini

gercekleyen (N, D, o) sistemine bir afin diizlem denir (Kaya, 2005).
A1) Farkli iki noktadan bir tek dogru gecer.
A2) Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel dogru c¢izilebilir.

A3) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Teorem 1.9 Verilen her F cismi i¢in nokta ve dogrulari bu cismin elemanlariyla cebirsel olarak

belirtilebilen bir afin diizlem vardir (Kaya, 2005). (Bu diizlem A, F ile gosterilir.)

Ornek 1.7 Oklid diizlemi bir afin diizlemdir. Ciinkii ”Verilen her F cismi i¢in nokta ve
dogrular1 bu cismin elemanlariyla cebirsel olarak belirtilebilen bir afin diizlem vardir.” teore-
minde F cismi yerine gercel sayilar cismi R alindiginda ¢6klid diizleminin analitik gosterimi

bulunmaktadir. Gergek afin diizlem adiyla da anilan bu diizlem A,R ile gosterilir (Kaya, 2005).

Teorem 1.10 Her sonlu A diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan n > 2 tamsayisi vardir (Kaya,

2005).(Bu tamsayiya A nin mertebesi denir.)
(1) A nin her dogrusu iizerinde tam olarak » tane nokta bulunur.
(2) A nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru iizerindedir.
(3) A daki noktalarin toplam sayis1 n? dir.

(4) A daki dogrularin tam sayisi n” + n dir.

Ornek 1.8 N ={A,B,C,D}, D = {AB,AC,AD,BC,BD,CD}ve o =¢c olmak iizere (N ,D,0)
sistemi bir afin diizlemdir. Bu en kiiciik afin diizlemdir (Kaya, 2005).

Al) A ve D farkli iki nokta ¢iftini ele alalim. A ve D noktalarindan gecen bir tek AD
dogrusu vardir. A ve D noktalarindan gecen baska bir dogru bulmak miimkiin degildir. Bu
durum diger farkli nokta ciftleri icinde gecerlidir. O halde bu diizlemde farkli iki noktadan bir
tek dogru gecer.



A2) D noktasi ve BC dogrusunu ele alalim. D noktasindan gecen ve BC dogrusuna paralel
olan AD dogrusundan baska bir dogru ¢izilemez. Diger nokta ve dogrular icinde bu durum
gecerlidir. O halde bu diizlemde bir dogruya disindaki bir noktadan tek bir paralel dogru cizilir.
Diger yandan bu diizlemde AC || BD dir.

A3) B, D ve C noktalar1 dogrudas olmayan ii¢ noktadir.
Buradan su sonuglara varilir:

Dort noktal bir afin diizlem vardir ve bu en kiiciik afin diizlemdir. En kii¢iik afin diizlemin

mertebesi 2 dir. Bir afin diizlemde bir nokta en az ii¢ dogru iizerinde bulunur.

A

Sekil 1.1. Afin Diizlem
Teorem 1.11 F herhangi bir cisim olsun. Bu F cismi yardimiyla analitik olarak tanimlanan
N=FxF={(xy):x,yeF}

D ={[m,b]:m,be F}U{[a] :a € F}

ve lizerinde bulunma bagintisi
(x,y)o[m,b] < y=mx+b

(x,y)ola] ©x=a

ile verilen (N, D,o) sistemi bir afin diizlemdir (Kaya, 2005).

F = GF(p") sonlu cisimleri yardimiyla tanimlanan sonlu afin diizlemler vardir (Kaya,
2005).



Ornek 1.9 F = GF(3) olmak iizere A,F diizleminin noktalari ( karsilarinda da iizerinde bu-

lunduklar1 dogrular gosterilmis bigcimde ) sunlardir (Kaya, 2005).

(0,0) = [0,0,[1,0],[2,0}, (0]
(0,1) = [0,1],[1,1],[2,1],{0]
(0,2) - [0,2],[1,2],[2,2], (0]
(1,0) = 10,0],(1,2],[2,1],[1]
(1,1) = [0,1],[1,0],[2,2], 1]
(1,2) = [0,2],[1,1],[2,0], (1]
(2,0) = [0,0][1,1],[2,2], [2]
(2,1) = [0,1],[1,2],[2,0}, [2]
(2,2) = [0,2],[1,0,[2,1], 2]

A1) (0,0) ve (0,1) farkli iki nokta ciftini ele alalm. (0,0) ve (0, 1) noktalarindan gegen
bir tek [0] dogrusu vardir. (0,0) ve (0, 1) noktalarindan gecen bagka bir dogru bulmak miimkiin
degildir. Bu durum diger farkli nokta ¢iftleri i¢inde gecerlidir. O halde bu diizlemde farkl: iki

noktadan bir tek dogru gecer.

A2) (0,0) noktasi ve [1,1] dogrusunu ele alalim. (0,0) noktasindan gegen ve [1,1]
dogrusuna paralel olan [1,2] dogrusundan bagka bir dogru ¢izilemez. Diger nokta ve dogrular
icinde bu durum gecerlidir. O halde bu diizlemde bir dogruya disindaki bir noktadan tek bir

paralel dogru cizilir.

A3) (0,0),(0,1) ve (1,0) noktalar1 dogrudas olmayan ii¢ noktadir.

Tanim 1.12 (Projektif Diizlem) N ve D elemanlari sirasi ile noktalar ve dogrular olan ve N
N D = @ ozelligine sahip iki kiime o da N x D kiimesinde tanimlanan bir iizerinde bulunma
bagintisi (yani o C N x D) olmak iizere agagida verilen P1, P2 ve P3 aksiyomlarini gercekleyen

(N, D, o) sistemine bir projektif diizlem denir (Kaya, 2005).
P1: Farkli iki nokta bir tek dogru belirtir.
P2: Iki dogrunun en az bir ortak noktas1 vardir.

P3: Herhangi ii¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Teorem 1.13 Bir P = (N, D, o) projektif diizleminde farkli iki dogru tek bir noktada kesigir
(Kaya, 2005).



Teorem 1.14 Her sonlu P = (N, D, o) projektif diizlemi i¢in asagidaki kogullara uyan bir n > 2

pozitif tam sayis1 vardir (Kaya, 2005). (Bu tamsay1ya ilgili projektif diizlemin mertebesi denir.)
(1) P nin her dogrusu iizerinde tam olarak n + 1 tane nokta bulunur.
(2) P nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru iizerindedir.
(3) IP deki noktalarin toplam sayist n> +n 4 1 dir.

(4) P deki dogrularm tam sayist n> +n+ 1 dir.

Tanim 1.15 § bir projektif diizleme iligkin herhangi bir ifade olsun. S de “nokta” yerine
”dogru” ve “dogru” yerine “nokta” koyarak bilunan yeni ifadeye S nin dual ifadesi denir ve

bu §* ile gosterilir.

Bu tanimdan hemen su ¢ikar: birbirlerinin duali olan nokta ve dogru kavramlarindan bagka
asagida yanyana yazilan kavramlar birbirlerinin duali olup dual ifade bulunurken onlarinda yer

degistirmeleri gerekir (Kaya, 2005).

noktadag — dogrudas
V, birlesme — A, kesisme
...uzerinde bulunur — ...dan gecer

Teorem 1.16 ( Projektif diizlemlerde duallik ilkesi ) Bir projektif diizleme iligkin her teo-

remin ifadesinin duali de bir bagka teoremin ifadesidir (Kaya, 2005).

Sonug 1.17 Eger P = (N,D,0) bir projektif diizlemse P* = (D,N,o~!) de bir projektif
diizlemdir. P* a, P nin dual projektif diizlemi denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.18 Verilen her F' cismi icin nokta ve dogrular1 bu cismin elemanlariyla cebirsel

olarak belirlenebilen bir projektif diizlem vardir.

F herhangi bir cisim olsun.
N = {(x1,x2,x3) : x1,X2,x3 € F, (x1,x2,x3) # (0,0,0), (x1,x2,x3) = A(x1,x2,x3),
AeF,A#0}

D= {[al’a2’a3] tay,az,a3 € F, (alaaZaa3) 7é (0,0,0),(611,612,613) = }\4(611,612,613),



AP0}
(x1,X2,X3) 0 |ar,az,a3] & ayx; +axxy +azx3 =0

(N,D, o) sistemi bir projektif diizlemdir. F cismi yardimiyla tanimlanan bu projektif
diizlemlere cisim diizlemleri denir ve genel olarak P,F ile gosterilir. Ozel olarak F = R, C
ve Q cisimleri i¢in P;R gergel projektif diizlem, P, C kompleks projektif diizlem, P, Q rasyonel
projektif diizlem olarak adlandirilir. Bunlardan 6zellikle ;R diizlemi diizlemler teorisinin en

onemli ve 1yi bilinen 6rnegidir (Kaya, 2005).

Yukaridaki teoremlerden sonlu cisim diizlemlerine iligkin su sonu¢ hemen verilebilir.

Sonug 1.19 r pozitif bir tam say1 p de bir asal say1 olmak iizere p” elemanli GF (p") cismi var

oldugu i¢in bu cismin elemanlarindan homogen koordinatlarla belirtilen diizlemde

r\3
e (1)

nokta vardir. Bu da diizlemin mertebesinin p” oldugunu gosterir. Yani her r pozitif tam sayisi
ve her p asal sayisi i¢cin mertebesi n = p” olan sonlu bir projektif diizlem vardir. Buna kargin
cisimler yardimiyla elde edilen bir ¢ok projektif diizlem vardir. Ustelik cisimler yardimiyla
elde edilmemis olsalar bile bilinen biitiin sonlu projektif diizlemlerin mertebeleri p” bigiminde

yazilabilen pozitif tam sayilardir (Kaya, 2005).
Ornek 1.10 En kiiciik projektif diizlemde 7 nokta ve 7 dogru vardir.
N=1{0,1,2,3,4,5,6}

D = {dy,d>,d3,ds,ds,ds,d7}

ve
dy={3,4,6} , d&r={1,5,6} , d3={0,6,2} , dis=1{0,4,5}
ds ={0,1,3} , d¢={2,3,5} , d7=1{1,2,4}

olmak tizere (N,D, €) sistemi bir projektif diizlemdir. Yedi noktali bu projektif diizleme Fano

Diizlemi denir (Kaya, 2005).
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Sekil 1.2. Fano Diizlemi

P1) 4 ve 6 farkl: iki nokta c¢iftini ele alalim. 4 ve 6 dan gecen bir tek d; dogrusu vardir. 4 ve
6 noktalarindan gecen bagka bir dogru bulmak miimkiin degildir. Bu durum diger farkli nokta

ciftleri i¢inde gecerlidir. O halde bu diizlemde farkli iki noktadan tek bir dogru gecer.

P2) d; ve dp dogrularini ele alalim. Bu iki dogrunun tek bir ortak noktasi vardir. Bu da 6
dir. Diger dogru ciftlerinin de benzer sekilde tek bir ortak noktast vardir. O halde bu diizlemde

farkl1 iki dogrunun bir tek ortak noktasi vardir.

P3) 1,2,3 ve 6 noktalar1 herhangi {i¢ii dogrudas olmayan dort noktadir.

Ornek 1.11 F = GF(2) olmak iizere PoF diizleminin noktalar1 (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0),
(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1) tgliilerinden olusur. Dogrular1 da ayn iigliilerden ibaret-

tir. Asagida her dogrunun iizerinde bulunan noktalar yaninda gosterilmektedir.

[0,0,1] (0,1,0),(1,0,0),(1,1,0)
[0,1,0] (0,0,1),(1,0,0),(1,0,1)
[1,0,0] (0,0,1),(0,1,0),(0,1,1)
[0,1,1] (0,1,1),(1,0,0),(1,1,1)
[1,0,1] (0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)
[1,1,0] (0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)
[1,1,1] (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)

P> F bir projektif diizlemdir (Kaya, 2005).

Teorem 1.20 K bir cisim ve V, K {izerinde ii¢ boyutlu bir vektor uzayi olsun. V nin tiim bir ve

iki boyutlu alt uzaylarini iceren PG ( V) bir projektif diizlemdir.

PG (V) , iki boyutlu oldugundan ayn1 zamanda PG ( 2,K ) ile gosterilir. Boyuttan dolay1
bir boyutlu alt uzaylara noktalar, iki boyutlu alt uzaylara ise dogrular diyecegiz. Simdi PG (V)

nin 6zelliklerini inceleyelim.
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Birbirinden farkli A ve B noktalar1 i¢in bu iki noktay1 iceren tek bir L dogrusu vardir.
Gercektende A ve B, V nin birbirinden farkli bir boyutlu iki altuzayidir ve bunlar tarafindan

gerilen tek bir iki boyutlu L alt uzay1 vardir.

Ayn1 zamanda L ve M dogrulari i¢in bu dogrular iizerinde bulunan tek bir A noktas vardir.
Gergektende L ve M, V nin birbirinden farkli iki boyutlu iki altuzayidir ve bunlar tek bir, bir

boyutlu A altuzayinda kesisirler.

Son olarak alti farkli dogru belirten dort nokta vardir. Gercektende sirasiyla
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1) vektorleri tarafindan iiretilen vektor dogrularini alabiliriz
(Akca, Bayar, Ekmekg¢i, Maldeghem, 2006). ( V deki koordinatlar: belirledikten sonra )

Bir afin diizleme bir takim yeni noktalar ve biitiin bu yeni noktalar: lizerinde bulunduran tek
bir dogru katarak bir projektif diizlemin nasil elde edildigini gorelim. Afin diizleme katilacak
dogruya ideal dogru ya da sonsuzdaki dogru, yeni noktalarin her birine de ideal nokta ya da
sonsuzdaki nokta denir. Buradaki sonsuz deyimi biraz sonra anlagilacagi gibi (gercel diizlem
ve bir kag hal hari¢) uzaklikla ilgili degildir. A = (N, D, o) bir afin diizlem olsun. Bu diizlemde
birbirine paralel olan biitiin dogrular kiimesine bir paralel dogru demeti denir. Diizlemde
her bir demet i¢in bu demetin tiim dogrularinin iizerinde bulunan ama N de bulunmayan yeni
bir nokta goz Oniine alalim. Boylece diizleme her dogrultuda yeni bir (ideal) nokta katilmig
olur. Afin diizleme ideal noktalar katilirken A nin her d dogrusu bir nokta ile genigletildi. d
dogrusu ve d ye paralel tiim dogrular iizerine koyulan bu ideal nokta D ile gosterilir. Tim
ideal noktalarin lizerinde bulundugu ideal dogruyu da d.. ile gostererek A ya katalim. Boylece
A daki o bagintisida biraz genigletilerek (ki bu simdilik o ile gosterilir) bir (N',D',0) sistemi

elde edilir. Buna A nin tamamlanmisi denir (Kaya, 2005).
Teorem 1.21 Her afin diizlemin tamamlanmis1 bir projektif diizlemdir (Kaya, 2005).

Teorem 1.22 Bir projektif diizlemden herhangi bir dogru ve iizerinde bulunan tiim noktalar

cikarilirsa geriye kalan geometrik yapi bir afin diizlemdir (Kaya, 2005).

Tanim 1.23 P ve P' herhangi iki projektif diizlem olsun. P den ' ye P nin noktalarin1 P' nin
noktalarina, P nin dogrularin1 P' nin dogrularina doniistiiren ve {izerinde bulunma bagintisini
koruyan bire-bir ve orten bir fonksiyon varsa bu projektif (afin) diizlemler izomorftur denir;

bu fonksiyona da IP den P' ye giden bir izomorfizm denir (Kaya, 2005).

Teorem 1.24 A, F afin diizleminin tamamlanmis1 P, F projektif diizlemine izomorftur (Kaya,

2005).
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Sonug 1.25 A, F afin diizlemi P, F projektif diizleminden [0,0, 1] dogrusu ve (xj,x2,0) nok-

talarinin ¢ikarilmasiyla elde edilen yapiya izomorftur (Kaya, 2005).

Ozel olarak PR den x3 = 0 6zelligine sahip noktalar ve [0,0,1] dogrusu atilarak AR
oklid diizlemi (gercel afin diizlem ) bulunur veya A;R afin diizlemine ideal dogru ve nokta-
larinin katilmastyla PoR gercel projektif diizlemi elde edilir. Dolayisiyla Oklid diizlemin nok-
talart xj,x, € R olmak tizere (x1,x2,1) biciminde homogen koordinatlarla belirtilebilir. Oklid
diizlemin dogrulari da a; € R, i = 1,2, 3 olmak iizere a;x| + axx; + azxz = 0 denklemiyle belir-

tilebilir.

P,R projektif diizlemi, Oklid diizleminin genisletilmesidir (Kaya, 2005).



BOLUM 2

UCGENSEL NORMLAR

2.1 Ucgensel Normlar

Tanmim 2.1 Bir 7 : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] ikili islemi, asagidaki kosullari sagliyorsa 7 islemine

bir iicgensel norm veya kisaca r-norm denir (Peter, Radko, Endre, 2000).
(T Herx,y€[0,1]i¢in T (x,y) =T (y,x)
(T2)Herx,y,z€[0,1]i¢in T (x,T (y,2)) =T (T (x,y),z2)

(T3) y < zolmak iizere T (x,y) < T (x,z)

(T4)Herx € [0,1] i¢in T (x,1) = x

Ornek 2.1 Dért temel t-norm vardir. Bunlar asagidaki gibi tamimlanan Ty, Tp, Ty ve Tp dir

(Peter, Radko, Endre, 2000).
1) Tyr : [0,1] x [0,1] — [0, 1], Tas (x,y) = min{x,y}

seklinde tanimlanan 7j; islemi bir /—normdur. Buna minimum t-norm denir (Peter,

Radko, Endre, 2000).

(T ¥ x,y€[0,1] igin
Ty (x,y) = min{x,y} = min{y,x} = Ty (y,x)

dir.

(T2)V x, y, z € [0,1] igin

X<y < Zowooinnn (1)
y<zised y<x<Zeooonn.. (2)
V<7< X, (3)
X<Z2< Yorrrnn, (4)
y>zised 2<x< Voo, (5)
2<y< X (6)



olabilir. (1). durum i¢in

T (x, Ty (3,2)) = Ty (x,min{y,z}) = Ty (x,y) = min{x,y} =x

Ty (Ty (x,y),2) = Ty (min{x,y},z) =Ty (x,z) = min{x,z} =x

olup

dir.

Tu (x,Tu (v,2)) = Tu (T (x,y),2)

14

Benzer sekilde diger durumlar icinde Ty (x,Ty (v,z)) = Ty (Ty (x,y),z) oldugu

gosterilebilir.

dir.

(T3) y < z olmak iizere Ty (x,y) = min{x,y} < min{x,z} = Ty (x,z) dir.

(T4) V¥ x € [0,1] igin

Ty (x,1) =min{x,1} =x

Ty ; T1, T2, T3 ve T4 aksiyomlarint sagladigindan bir #—normdur. Bazi noktalarin Ty,

t-normu altindaki goriintiileri agagidaki gibidir.

Ty(0,0)

8=

W —

W[— | — W=

B[—

[*)\|9)]
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Ty minimum /—normunun grafigi asagidaki gibi cizilir. Birinci grafik ii¢c boyutlu, ikinci grafik

iki boyutludur.

%
R
R

R

SN

B

Sekil 2.1. 7); minimum 7-normunun grafigi

2) Tp: [0,1] % [0,1] — [0,1], Tp (x,y) = x-y

seklinde tanimlanan 7p islemi bir t-normdur. Buna product t-norm denir (Peter, Radko,
Endre, 2000).
(T1) ¥ x,y €[0,1] igin ( [0, 1] aralifinda carpmanin degisme 6zelligi oldugundan)

Tp (x,y) = x-y

dir.

(T2) ¥ x,y,z€[0,1] igin ( [0, 1]araliginda ¢arpmanin birlesme 6zelligi oldugundan)
Tp (x,Tp (v,2)) = Tp (x,y-2)
= x- (y . Z)
= (xy)-z
= Tr (x,y)-2

= Tp (Tp (x,y),2)
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dir.
(T3) y < z olmak iizere
TP (-x7y) =Xy SX'Z: TP (X,Z)
dir.
(T4)V x € [0,1] i¢in
Tp (x,1)=x-1=x
dir.

Tp; T1, T2, T3 ve T4 aksiyomlarini saglandigindan bir t-normdur. Bazi noktalarin 7p

t-normu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.

7(0,0) = 0
Tp(0,1) =Tp(1,0) = 0
Tp(1,1) = 1
Tp(1,3) =Tr(3.1) = 3
Tp(1,3) =Tp(3,1) = 1
Tp(3,0)=Tp(0,3) = 0
Tp(3,0)=7p(0,3) = O
Tr(3,3) =Tr(3,3) = &
Tr(53) =Tp(3.3) = 0
Hdh = b
Tr(3.3) = i
n33) - 3

Tp t-normunun grafigi asagidaki gibi cizilir. Birinci grafik li¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.
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Sekil 2.2. 7p product -normunun grafigi

max {x+y—1,0}

3) 7. :[0,1] x [0,1] — [0, 1], T, (x,y)

Buna Lukasiewicz t-norm denir (Peter,

seklinde tanimlanan 77 islemi bir t-normdur.

Radko, Endre, 2000).

(T1)Vx,y€[0,1] i¢in

max{y+x—1,0} = T (y,x)

max {x+y—1,0} =

11 (xay)

dir.

(T2) ¥V x,y,z€[0,1] igin

max{x+y—|—z—2,0} — TL (TL (X,Y),Z)

o (x,TL (,2))

dir.

(T3) y < z olmak iizere

max{x+z—1,0} = T (x,2)

max {x+y—1,0} <

TL (xay)

dir.

(T4)V x € [0,1] i¢in

max {x+1—1,0} = max{x,0} =x

TL (x, 1)

dir.
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Tr; T1, T2, T3 ve T4 aksiyomlarin1 saglandigindan bir t-normdur. Bazi noktalarin 77

t-normu altindaki goriintiileri agagidaki gibidir.

T.(1,1) = 1

1\ 1 _ 1
TL(lvf)_TL(Evl) - 2
1\ 1 _ 1
Ti(1,5)=T.(3,1) = 3

(=16 =
T.(3,3) = 0
T.(3,3) = 0
@3 = 3

T; t-normunun grafigi asagidaki gibi cizilir. Birinci grafik ii¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.

Sekil 2.3. 77, Lukasiewicz r-normunun grafigi

4) Tp : 0,1]  [0,1] — [0, 1]

0 . eger (x,y) €[0,1)x [0,1)

Tp (x,y) =
min{x,y} , diger durumlarda
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seklinde tanimlanan 7p islemi bir t-normdur. Buna drastic product t-norm denir (Peter,

Radko, Endre, 2000).

(T1)Vx,y€[0,1] i¢in

0 , eger (x,y) €[0,1) x[0,1)
TD (X,y) =
min{x,y} , diger durumlarda
0 , efer (y,x) €[0,1)x[0,1)
min{y,x} , diger durumlarda
= Ip (yvx)

dir.
(T2) ¥ x,y, z € [0,1] igin x,y, z degerlerinden en az ikisi 1 ise
Tp (x,Tp (v,z)) = Ip (Ip (x,y),z) = min{x,y,z}
dir. Diger durumlarda
Tp (x,Tp (»:2)) = Tp (Tp (x,y),z) =0

dir.

(T3) y < z olmak iizere

0  eger (x,y) €[0,1) x [0,1)
Tp (xay) =
min{x,y} , diger durumlarda
0 , eger (x,2) €[0,1) x[0,1)
<
min{x,z} , diger durumlarda
= TD (X, Z)

dir.

(T4)V x € ]0,1] i¢in
Tp (x,1) =min{x,1} =x

dir.
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Tp ;T1, T2, T3 ve T4 aksiyomlarin1 sagladigindan bir t-normdur. Baz1 noktalarin Tp t-

normu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.

p(1,1) = 1

Tp(1 l):T (l 1) = 1
) D\7, 2
n(1,%3) =Tp(3,1) = 1

TD(%;%) =0
TD(%)%) =0
n(2,2) = 0

Tp t-normunun grafigi asagidaki gibi cizilir. Birinci grafik ii¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.

Sekil 2.4. Tp drastic product -normunun grafigi

Dort temel t-norm disindaki dier bazi t-norm Ornekleri asagida verilmektedir. Bunlar

nilpotent minimum t-norm ve Hamacher product t-normdur.
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Ornek 2.2 Ty, : [0,1] x [0,1] — [0, 1]

min{x,y} , eferx+y>1ise

TnM ()C,y) =
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlanan 7j,5 igslemi bir t-normdur. Buna nilpotent minimum t-norm denir.

(T1) Vx,y € [0,1] i¢in

min{x,y} , egerx+y>1 ise
Tam (xay ) =
0 , diger durumlarda
min{y,x} , e8ery+x>1ise
0 , diger durumlarda
= TnM (y ) X)

dir.
(T2) ¥ x, v,z €[0,1] igin x,y, z degerlerinden ticii de % den biiyiik ise
T (Tt (3:2)) = Tt (Tam (x,¥),2) = min{x,y,z}
dir. Diger durumlarda
v (%, Tom (9:2)) = Tam (Tom (x,y),2) =0

dir.

(T3) y < z olmak iizere

min{x,y} , eferx+y>1ise

TnM (X,y ) =
0 , diger durumlarda
min{x,z} , eerx+z> 1ise
<
0 , diger durumlarda
= Twm (X,Z)

dir.

(T4)V x € (0,1] igin x4+ 1 > 1 oldugundan

Tov (x,1) =min{x, 1} =x
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dir. x=0 icin ise

T (x,1)=0=x
dir.
T T1, T2, T3 ve T4 aksiyomlarint sagladigindan bir t-normdur. Bazi noktalarin 7;,,

t-normu altindaki goriintiileri agagidaki gibidir.

T,m(0,0) = 0

Tom(0,1) =Tm(1,0) = O

T(1,1) = 1
1\ 1 _ 1
1y 1 _ 1

Tom(3,0) =T (0,3) = 0

TnM(%;%):TnM(%7%) =0
TnM(%a%):TnM(%7%) = %

TnM(%a%) =0

Tn(3:8) = %
T, t-normunun grafigi asagidaki gibi ¢izilir. Birinci grafik li¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.

Sekil 2.5. 7;,3s nilpotent minimum #-normunun grafigi
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Ornek 2.3 Ty, : [0,1] x [0,1] — [0,1]

0 , egerx=y=01ise

TH() (X,y) = Xy
X+y—xy

diger durumlarda

seklinde tanimlanan Ty, islemi bir t-normdur. Buna Hamacher product t-norm denir.

(T1) ¥ x, y € [0,1] i¢in [0,1] araliginda toplamanin ve ¢arpmanin dedisme oOzelligi

oldugundan
Ty (ry) = 52
_ yX
T y+x—yx
= Tw, (y,x)
dir.

(T2)Vx,y,z€[0,1] icinx=y=z=01se

Thy (%, Thy (9,2)) = Thy (Th, (x,y),2) =0

dir. Diger durumlarda V¥ x, y, z € [0, 1] i¢in [0, 1] araliginda toplamanin ve ¢arpmanin birlesme

ozelligi oldugundan
Ty (6, Tity (2)) = Ty (%, 52552 )

Xxyz
Xy-+yz+xz—2xyz

Tro (Thy (x,¥),2) = Th, ()ﬁ,z)

— o mz
Xy—+yz+xz—2xyz

elde edilir ve boylece
TH() <X7 TH() (yv Z)) = TH() (TH() ()C,y) 7Z)
dir.

(T3) y < z olmak iizere

Ty (ry) =

Xz
X+z—Xxz

IN

= Tn,(x,2)
dir.
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(T4)Vx € [0,1] i¢in

THO (X,l) = x—l—)lc—x

—l=

dir.

Thy; T1, T2, T3 ve T4 aksiyomlarim saglandigindan bir t-normdur. Bazi noktalarin 7y,

t-normu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.

Ty (0,0) = 0
Ty, (0,1) = Tg,(1,0) = O
Ty, (1,1) = 1
Ty (1,4) = Ty (3,1) = 4
Tiy(1,3) = Ty (3, 1) = §
Ty (3,0) = Ty (0,3) = 0
Tiy(1,0) =Ty, (0,4) = 0
Tao(3:5) =T (5:3) = 4
THO(%’%)_THO(%7%) = %
Tun(3:3) = 3
Tiy(3:3) = 3
Ta(33) = 3

Ty, t-normunun grafidi asagidaki gibi cizilir. Birinci grafik ii¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.
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Sekil 2.6. Ty, Hamacher product z-normunun grafigi

Ornek 2.4 T :[0,1] x[0,1] — [0,1], T (x,y) = max {x,y} seklinde tamimlanan T islemi bir

t-norm degildir.

(T4) ¥x € ]0,1) i¢cin
T (x,1)=max{x,1} =1#x

dir.

T; T4 aksiyomunu saglamaz.

Not 2.2 i) Her x € [0,1] i¢in her 7 t-normu

T0,x) = T(x,00 = 0
T(l,x) = x

kosullarini saglar (Peter, Radko, Endre, 2000). Gerg¢ekten de Vx € [0, 1] i¢in x < 1 oldugundan

T(x,0) < T(1,0) = 0
T(0,x) < T(0,1) = 0

olup 7 (x,0) = T (0,x) = 0 dir. Vx € [0, 1] igin
T(l,x) = T(x,1) = x

dir.

ii) Her x1, x2, y1, y2 € [0,1] igin x; < x5 ve y; < y, olmak iizere her T t-normu
T (x1,31) < T(x2,)2)
kosulunu saglar. Gergekten de x; < xp ve y; <y ise
T(xi,y1) < T(x,y2) = T2x1) < T(y2,x) = T(x2,))

dir (Peter, Radko, Endre, 2000).



26

Tanmm 2.3 T ve T3 iki t-norm olsun. Her (x,y) € [0,1]% icin T} (x,y) < T» (x,y) ise T} , T» den
daha zayiftir ya da 75, 71 den daha giicliidiir denir ve 77 < T; ile gosterilir (Peter, Radko,
Endre, 2000).

Not 2.4 Her (x,y) € [0,1]* ve her T t-normu igin

y<1 , T(xy)
x<1 , T(xy)

IAIA
~
==
|
<

dir. Her (x,y) € (0,1)* ve her T t-normu i¢in
T(X,y) > 0 =1 (x,y)

dir. Bu durumda

dir. Tp en zayif, Tj; ise en giiclii t-normdur. Dort temel t- norm arasinda asagidaki gibi bir

siralama vardir (Peter, Radko, Endre, 2000).
Ip<T  <Tp<1Ty
Diger yandan bu t-normlara 7,)s ve Ty, normlarin1 da dahil edersek siralama
Ip<T  <Tyy <Tp<Ty,<Ty
seklinde olur.

Onerme 2.5 (0,1) CA C [0,1] ve * : A x A — A bir ikili islem olmak iizere her x,y,z € A icin
* iglemi (T1), (T2), (T3) ve
x*xy < min{x,y}

kosullarini saglasin. Bu durumda 7 : [0, 1] x [0, 1]

X%y , eger (x,y) € (A\{1})?
T(xy) =
min{x,y} , diger durumlarda

seklinde tanimlanan 7" fonksiyonu bir t-normdur (Peter, Radko, Endre, 2000).

Ispat T fonksiyonu tanim geregince (T1) ve (T4) aksiyomlarini saglar. x,y,z € A\ {0, 1}
icin * iglemi birlesme 6zelligine sahip oldugundan

T(x,T (y,2) =T(T (x,y),2)
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dir. 0 € {x,y,z} ise
T(xT (»2)=0=T(T (x,y),7)

dir. 1 € {x,y,z} ise (T4) geregince
T(x,T (2)=T(T (x,y),2)

dir. Dolayisiyla (T2) aksiyomu saglanir. y < z olsun. x,y,z € A\ {0,1}, x € {0,1} yaday=0

ise * islemi ve min (T3) aksiyomunu sagladigindan
T(xy) <T(x2)

dir. x,ye A\{1} vez=1ise xxy < min{x,y} oldugundan
T (xy) <T(x2)

dir. Dolayisiyla (T3) aksiyomu saglanir (Peter, Radko, Endre, 2000). [

2.2 Ucgensel Altnormlar

Tanim 2.6 F :[0,1] x [0,1] — [0, 1] fonksiyonu her x,y,z € [0, 1] i¢in (T1), (T2), (T3) ve
F(x,y) < min{x,y}

ozelliklerini sagliyorsa F' fonksiyonuna bir iicgensel altnorm veya kisaca t-altnorm denir (Pe-

ter, Radko, Endre, 2000).

Her t-norm bir t-altnormdur. Fakat tersi dogru degildir. F : [0,1] x [0,1] — [0, 1], F(x,y) =0
seklinde tanimlanan sifir fonksiyonu bir t-altnormdur. Fakat t-norm degildir. Ciinkii Vx € [0, 1]

icin F(x, 1) = 0 # x olup (T4) aksiyomunu saglamaz (Peter, Radko, Endre, 2000).

Sonug 2.7 F bir t-altnorm olsun. Bu durumda T : [0,1] x [0, 1] — [0, 1]

F(x,y) , eger (x,y) €[0,1) x[0,1)

T (x,y) =
min{x,y} , diger durumlarda

seklide tanimlanan 7" fonksiyonu bir t-normdur (Peter, Radko, Endre, 2000).

Onerme 2.8 (i) Her x € [0, 1] igin T'(x,x) = x sartin1 saglayan tek t-norm Tj; ( minimum ) dir.

(ii) Her x € [0, 1) i¢in T (x,x) = O sartin1 saglayan tek t-norm 7p ( drastic product ) dir (Peter,
Radko, Endre, 2000).



28

Ispat (i) x € [0,1] ve T t-normu icin T (x,x) = x olsun. Bu durumda V¥ (x,y) € [0,1] x [0, 1]
icin y < x olmak iizere (T3) geregince
Yy<T (3y) <T (x,y) < Ty (x,y) = min{x,y} =y
dir. Bu durumda (T1) ile birlikte T = Ty, dir. [J
Ispat (ii) x € [0,1) ve T t-normu i¢in T (x,x) = 0 olsun. Bu durumda ¥ (x,y) € [0,1) x [0, 1)

icin y < x olmak iizere

0<T(xy) <T(xx)=0
dir. Bu durumda (T1) ve (T4) ile birlikte T = Tp dir (Peter, Radko, Endre, 2000). [

Not 2.9 Her T t-normu (T2) geregince genisletilebilir. Her (x1,x2,...,x,) € [0,1]" i¢in

n n—1
Txi = T(.Tlxi7xn) =T (x1,%2, . Xn)

i=1 i=

dir. Ozel olarak x; = xy = ... = x,, = x ise
ile gosterilir. Her x € [0, 1] i¢in xg) ) — 1, x(Tl ) — x dir (Peter, Radko, Endre, 2000).

Ornek 2.5 Her (x1,%2,...,%,) € [0,1]" i¢in Ty ,Tp, T ve Tp t-normlarinin genigletilmigleri
asagidaki gibidir (Peter, Radko, Endre, 2000).

Ty (x1,x2, .., %,) = min{xy,x2,...,x,}

Tp(xl,xz,...,xn) = X1°X2°..."Xp

T (X1,X0, s Xp) = max{ixi—(n—l),o }
i=1

x; , herj#iicinx;=1ise
TD(xl,)Q, ...,xn) =
0 , diger durumlarda

Tamim 2.10 Bir S: [0, 1] x [0,1] — [0, 1] ikili islemi her x,y,z € [0, 1] igin (T1), (T2), (T3) ve
(S4) S(x,0) = x

aksiyomlarini sagliyorsa S islemine bir iicgensel conorm veya kisaca t-conorm denir (Peter,
Radko, Endre, 2000).
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Ornek 2.6 Dort temel t-conorm vardir. Bunlar asagidaki gibi tanimlanan Sy, Sp,SL ve Sp dir

(Peter, Radko, Endre, 2000).

(1) Spr:[0,1] x [0,1] — [0,1], Sas (x,y) = max {x,y} seklinde tanimlanan Sy islemi bir t-

conormdur. Buna maksimum t-conorm denir (Peter, Radko, Endre, 2000).
(S1) ¥ x,y €10,1] igin
Sy (x,y) = max {x,y} = max {y,x} = Sy (y,x)
dir.

(S2) ¥V x,y,z€[0,1] igin

X<y < Zoiin, (1)
y<zise y<x<z...... (2)
V<7< Xeerirennn. (3)
X<Z2< Vo (4)
y>zised 72<X< Yo (5)
Z<y < Xeverrrren (6)

olabilir. (1). durum icin
Sm (x,Sm (v,2)) = Sm (x,max{y,z}) = Sy (x,2) = max{x,z} =z

Su (Sm (x,),2) = Su (max{x,y},z) = Su (y,z) = max{y,z} =z

olup
Su (,Sm (v,2)) = Sm (Sm (x,),2)

dir. Benzer sekilde diger durumlar i¢inde
Sm (x,Sm (3,2)) = Sm (Sm (x,),2)
oldugu gosterilebilir.
(S3) y < z olmak lizere
Su (x,y) = max {x,y} < max{x,z} = Sy (x,2)
dir.

(S4)V x € [0,1] i¢in
Sy (x,0) = max {x,0} =x
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dir.

Sm; S1, S2 ,S3 ve S4 aksiyomlarimi sagladigindan bir t-conormdur. Bazi noktalarin Sy,

t-conormu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.
Su(0,0) = 0

Su(0,1) =Sy (1,0) = 1

Sm(3,0) =Su(0,5) = 1
Su(3,0) =Su(0,3) = 1
Su(z:3)=Smu(3,3) = 3
Su(z:3) =SuF3) = §
su(hd) = 4
Su(1d) = 4
Su@3) = 3

Sy maksimum t-conormunun grafigi asagidaki gibi cizilir. Birinci grafik {i¢ boyutlu, ikinci

grafik iki boyutludur.

Sekil 2.7. S); maksimum 7-conormunun grafigi

(2) Sp : [0,1] x [0,1] — [0,1], Sp(x,y) = x+y—x-y seklinde tanimlanan Sp islemi bir t-

conormdur. Buna probabilistic sum t-conorm denir (Peter, Radko, Endre, 2000).
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(S1) ¥V x, y € [0,1] i¢in [0, 1]aralifinda toplamanin ve g¢arpmanin degisme ozelligi

oldugundan
Sp(xy) = x+y—x-y
= yt+tx—y-x
- SP (yax)
dir.

(S2) V x, y, z € [0,1] igin [0,1] arahiginda toplamanin ve ¢arpmanin birlesme ozelligi

oldugundan
Sp (x,8p (1,2)) = Sp (x,y+z-y-2)
= x+y+z—y-z—x-(y+z—y-z)
= X+ty+z—y:Z—X:y—Xx-Z+tx-y-z
Sp (Sp (x,),2) = Sp (x+y—x-y2)
= x+ty—x-y+z—(x+y—x-y)z
= Xty—X-y+z—X-Z—y-Z+x-y-z
olup
Sp (x,8p (,2)) = Sp (Sp (x,7),2)
dir.

(S3) y < z olmak iizere
Sp (x,y) =x+y—x-y<x+z—x-2=35p (,2)

dir.

(S4) ¥ x € [0, 1] igin
Sp (x,0)=x+0—x-0=x

dir.

Sp; S1, S2, S3 ve S4 aksiyomlarini sagladigindan bir t-conormdur. Bazi noktalarin Sp
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t-conormu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.

Sp(0,0) = 0
Sp(0,1)=S8p(1,0) = 1
Sp(1,1) = 1
Sp(1,3) =S8p(5,1) = 1
s, Yy =sp(d,1) = 1
Sp(3,0)=5p(0,%) = 3
5p(5,0) =5p(0,3) = %
Sp(5:)=Sp(3:3) = 3
Sp(3,3)=Sp(3,3) = 1
s = 3
Sp(3:3) = 3
$G9 - &

Sp t-conormunun grafigi asagidaki gibi ¢izilir. Birinci grafik ti¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.

1
0.8
0.6
0.4
0.z

Sekil 2.8. Sp probabilistic sum #-conormunun grafigi

3) Sz : [0,1] x [0,1] — [0,1], SL(x,y) = min{x+y,1} seklinde tanimlanan S islemi bir t-

conormdur. Buna Lukasiewicz t-conorm denir (Peter, Radko, Endre, 2000).

(S Vx,yel0,1]icin

St (x,y) = min{x+y,1} = min{y+x,1} = S¢ (y,x)
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dir.

(S2)V x,y,z€[0,1] igin

St (x,5. (3,2)) =SL (x,min{y+z,1}) =min{x+y+z,1} = 5 (5L (x,y),2)

dir.

(S3) y < z olmak iizere

St (x,y) = min{x+y,1} < min{x+z1} = S (x,2)

dir.

(S4) Vx €[0,1] igin

St (x,0) =min{x+0,1} = min{x,1} =x

dir.

Sr; S1, S2, S3 ve S4 aksiyomlar1 saglandigindan bir t-conormdur. Bazi noktalarin Sy, t-

conormu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.

S.(0,0) = 0
S.(0,1)=5.(1,0) = 1
Si(1,1) = 1

Se(l,5) =5u(3,1) = 1
S1(3,0)=5.(0,1) = 1
S1(3,0)=5.(0,1) = 1
Su(3:3) =Su(3,3) = 3
sid. =534 = 1

sudd) = 2

Se(3.3) = 1
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Sz t-conormunun grafigi asagidaki gibi cizilir. Birinci grafik li¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.

Sekil 2.9. S; Lukasiewicz t-conormunun grafigi

(4) SD : [07 1] X [07 1] - [07 1]’
I , eger(x.y) € (0,1]?
SD(xuy) =

max {x,y} , diger durumlarda

seklinde tanimlanan Sp islemi bir t-conormdur. Buna drastic t-conorm denir (Peter, Radko,

Endre, 2000).

(S1)Vx,ye€0,1] icin

1 , eger (x,y) € (0,1]
Sp (x,y) =
max {x,y} , diger durumlarda
I eter (yx) € (0,1
max {y,x} , diger durumlarda
= Sp (y,X)

dir.
(S2) V x, y, z € [0,1] i¢in x,y,z degerlerinden en az ikisi 0 ise

Sp (x,Sp (»,2)) = Sp (Sp (x,y),2) = max{x,y,z}



35

dir. Diger durumlarda

Sp (x,8p (».2)) = Sp (Sp (x,y),2) =1

dir.

(S3) y < z olmak lizere

1 , eger (x,y) € (0,1
Sp (x,y) =
max {x,y} , diger durumlarda
1 . eger (x,z) € (0,1]
<
max {x,z} , diger durumlarda
= SD ()C,Z)

dir.
(S4)Vx €0,1] igin
Sp (x,0) =max {x,0} =x
dir.

Sp; S1, S2, S3 ve S4 aksiyomlarimi sagladigindan bir t-conormdur. Bazi noktalarin Sp

t-conormu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.
Sp(0,0) = 0

Sp(0,1) =5Sp(1,0) = 1

SD(%aO):SD(Oa%) = %
SD(3,O):SD(073) = %
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Sp(z,2) = 1

Y

0=
=

SD ( %7 %) = 1
Sp t-conormunun grafigi asagidaki gibi ¢izilir. Birinci grafik ii¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.

Sekil 2.10. Sp drastic r-conormunun grafigi

Dort temel t-conorm disindaki diger bazi t-conorm ornekleri asagida verilmektedir. Bunlar

nilpotent maksimum t-conorm ve Einsten sum t-conormdur.

Ornek 2.7 S, :[0,1] x [0,1] — [0,1]
max {x,y} , eferx+y<1ise
Snm (xvy) =

1 , diger durumlarda

seklinde tanimlanan S,,5; islemi bir t-conormdur. Buna nilpotent maksimum t-conorm denir.

(S1) Vx,y € [0,1] i¢in
max {x,y} , egerx+y<lise
SnM (xvy) =

1 , diger durumlarda
max {y,x} , e8ery+ux<1ise

1 , diger durumlarda

- SnM (ya X)
dir.
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(S2) V x, y, z € [0, 1] i¢in x,y,z degerlerinden iigii de % den kiigiik ise
Samt (.S (0,2)) = Samr (Somr (x,¥),2) = max{x,y,z}
dir. Diger durumlarda
Sum (x;Sumt (0,2)) = Sunt (Sunt (x,),2) =1
dir.

(S3) y < z olmak lizere

max {x,y} , egerx+y<lise

S”IM (x,y ) =
diger durumlarda

max{x,z} , eferx+z<lise

IN

1 , diger durumlarda
= Sur (x,2)
dir.
(S4)Vx€]0,1)i¢in x40 < 1 oldugundan
Snm (x,0) = max{x,0} =x

dir. x =1 icin ise

Sim (x,0)=1=x
dir.

Sam; S1, S2, S3 ve S4 aksiyomlarini sagladigindan bir t-conormdur. Bazi noktalarin S,

t-conormu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.

Sum(0,0) = 0
Sim(0,1) =S,m(1,0) = 1
Swm(1,1) = 1

1) =1

=

):SnM(

NI —

SnM(17
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Sm(3,0) = Sam(0,3) = 3
Sm(5,0) = Sum(0,3) = 3
Sim(z:3) = Sam(3.7) = 3
Sam(3,2) =Sam(2,3) = 1
b = |
Sam(%,4) = 1
Sam(2,2) = 1

Sqam t-conormunun grafigi agsagidaki gibi ¢izilir. Birinci grafik ii¢ boyutlu, ikinci grafik iki

boyutludur.
Sekil 2.11. S,/ nilpotent maksimum 7-conormunun grafigi
Ornek 2.8 Sy, : [0,1] x [0,1] = [0,1], Sm,(x,y) = lﬁrxyy seklinde tanimlanan Sy, islemi

bir t-conormdur. Buna Einsten sum t-conormu denir.

(S1) ¥V x, y € [0,1] i¢in [0,1] araliginda

oldugundan
SH2 (X,y ) =

dir.

toplamanin ve carpmanin de8isme ozelligi

x+y
I+xy

y+x
I+yx

SH, (yax)
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(S2) V x, y, z € [0,1] igin [0,1] araliginda toplamanin ve ¢arpmanin birlesme 6zelligi
oldugundan
Sty (5, Sty (0:2)) = Sty (. 155

e

y+z
I+ I+yz

X+y+z+xyz
I+xy+xz+yz

SHZ(SHz(x7y)7Z) = SHZ (%’Z)

x+y
1+xy +z

- Xty
1+ lJr)cyZ

X+y+z+xyz
I+xy+xz+yz

oldugundan

SH2 (xv SH2 (ya Z)) = SHz (SH2 (x7y) 7Z>
dir.

(S3) y < z olmak lizere

+
SHZ (xvy) = 1x+)?1y

xX+z
S 14+xz

= SHz (X, Z)
dir.

(S4) ¥V x € [0,1] i¢in

SHz(x’O) = fcjy?o

—l=

dir.

Su,; S1, S2, S3 ve S4 aksiyomlarim saglandigindan bir t-normdur. Bazi noktalarin Sg,

t-conormu altindaki goriintiileri asagidaki gibidir.
SH,(0,0) = 0
SH,(0,1) =8u,(1,0) = 1

S (1,1) = 1
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Sy (1,Y) =Sm(3,1) = 1
Sm(1,1) =Sm(3,1) = 1
Sty (3,0) =81, (0,3) = 3
S, (3,0) =S, (0,1) = 1
Sty(3,%) = Sm(%,3) = 3
Si(3:8) =Sm(3:3) = 17
Sm(3:3) = 3
Sm(3:3) = %
(33 = @

Sh, t-conormunun grafigi asagidaki gibi ¢izilir. Birinci grafik ii¢ boyutlu, ikinci grafik iki boyut-

ludur.

1
0.8

Sekil 2.12. Sy, Einsten sum 7-conormunun grafigi

Ornek 2.9 §:[0,1] x [0,1] = [0,1], S(x,y) = min{x,y} seklinde tamimlanan S islemi bir t-
conorm degildir. Ciinkii Vx € (0,1] i¢in S(x,0) = min{x,0} = 0 # x dir. Dolayisiyla (S4)

saglanmaz.

Onerme 2.11 S:[0,1] x [0,1] — [0, 1] fonksiyonun bir t-conorm olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul her (x,y) € [0,1]% igin
S(x7y) = 1_T(1_x71_y) (2.1)

olacak sekilde bir 7" t-normu var olmasidir. (Peter, Radko, Endre, 2000).
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Ispat Eger T bir t-norm ise bu durumda S islemi, (T1), (T2), (T3) ve (S4) aksiyomlarin

saglar. Bu nedenle S bir t-conormdur. Diger yandan S bir t-conorm ise
T:[0,1] x[0,1] = [0,1], T(x,y)=1—=8S(1—x,1—y) (2.2)
seklinde tanimlanan 7" fonksiyonu bir t-normdur (Peter, Radko, Endre, 2000). [

Not 2.12 (i) Tys, Tp, 11 ve Tp t-normlarina karsilik gelen t-conormlar sirasi ile Sz, Sp, Sy, ve

Sp dir (Peter, Radko, Endre, 2000).
1)SM(X,_)7) = 1 _TM(I - X, 1 _y)

= l—min{l—x,1—y}

= max{x,y}
2)Sp(x,y) = 1=Tp(1—x,1—y)
= 1-(1-x)(1—y)

= 1-[1-y—x+uxy]

= yt+x—xy

3)Sc(x,y) = 1-T(1—x,1—y)
= l—max{(l—x)+(l—y)—1,0}

= l—max{l—(x+y),0}

= min{x+y,1}
4)Sp(x,y) = 1—=Tp(1—x,1—y)
0 . eger(1—x,1—y) €[0,1)*
- min{l —x,1 —y} , diger durumlarda
1 . eger(x,y) € (0,1)?
B max {x,y} , diger durumlarda

(i) (S4) kosuluna ek olarak Vx € [0, 1] i¢in

S(l,x) = Sx,1) =1
S(0,x) = x

dir (Peter, Radko, Endre, 2000). Ger¢ekten de
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) = 1-T(1-1,1—x) = 1-T(0,1—x)
S(x,1) = 1-T(l—x,1-1) = 1-T(1—-x,0)

I

[

Il
—_
—

= S(1,x) =S(x,1) =1

SO0,x) = 1-T(1-0,1—x) = 1-T(l,1—-x) = 1—(1—x)
= 1-1+4x
= X

dir.

(iii) 71 < T, olmak iizere T; ve T, t-normlar ve S| ve S> de sirasi ile bunlarin dual t-
conormlar1 ise S1 > S, dir. Sonug olarak her S t-conormu i¢in Sy < § < Sp dir. Yani Sy
en zayif, Sp en giiclii t- conormdur. Dort temel t-conorm igin ise Sy < Sp < Sp < Sp dir (Peter,

Radko, Endre, 2000). Diger yandan bu t-conormlara S,,ys ve Sy, t-conormlarini da dahil edersek

siralama

S <SH, <Sp < S <SL. < Sp
seklinde olur.

(iv) (0,1) CA C[0,1] ve S: A®> — A bir ikili iglem olmak iizere her x,y,z € A i¢in S(x,y) >
max {x,y} dir (Peter, Radko, Endre, 2000).

(v) Her S t-conormu (S2) geregince genisletilebilir. Her (x,x,...,x,) € [0,1]" i¢in

n n—1
Sx; = S(.§1xi7xn) :S(X1,X2,...,xn)

i=1 i=

ile gosterilir. Her x € [0, 1] i¢in x§°) =0, xgl) = x dir (Peter, Radko, Endre, 2000).

Ornek 2.10 Her (x1,x,...,x,) € [0,1]" i¢in Sys ,Sp, Sy ve Sp t-conormlarinin genisletilmisleri

asagidaki gibidir (Peter, Radko, Endre, 2000).
DSy (x1,x0,.00x) = 1=Ty(1—x1,1 —xp,...,1 —x)
= l—min{l—x,1 —x2,...,1 —x,}

= max{x;,x2,...,. %, }



2)Sp(x1,x2,...,xn)

4)Sp(x1,x2, .0y Xp)

1— Tp(l — X1, 1 — X2y .uey 1 —xn)

1= (1=x1)(1=x2)...(1 —xp)

l—ﬁ(l —x,-)

i=1

1-T.(1—x1,1 —x2,.., 1 —xy)

1 — max
i
n
min Zx,-,l
i=1

1—Tp(1—x1,1 —x2,....; 1 —x)

B

(1—x;)—(n— 1),0}

1

l1—x; , egerVj#iiginx;=1
1—

0 , diger durumlarda
x; , egerVj#iicinx;=0ise

1 , diger durumlarda
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BOLUM 3

FIiBER PROJEKTIF DUZLEMLER

Tanim 3.1 A fuzzy kiimesi , X kiimesi iizerinde

A X —0,1]
x— A (x)
seklinde tanimli doniigiimdiir. A (x) sayist , A daki x noktasinin iiyelik derecesi seklinde ad-
landirthir (Kuijken). X kiimesi iizerindeki A ve u gibi iki fuzzy kiimelerinin arakesiti
ANAp: X —0,1]
x— A(x) Au(x)
seklinde tanimlanan A Au fuzzy kiimesidir. Burada, A minimum operatoriinii ifade eder

(Kuijken).

Tanmim 3.2 Bir X kiimesi iizerinde u ve A fuzzy kiimeleri verilsin. Bu iki fuzzy kiimenin A x u
kartezyen carpimi agagidaki gibi tanimlanir (Kuijken):

Axu: XxX—10,1]
() = A(x) Ap(y)

3.1 Fiber Noktalar ve Fiber Dogrular

Nokta kiimesi P, dogru kiimesi B olan nokta-dogru geometrisi P =(P, B,I) olsun. P, kismi
lineer uzay olsun. Yani P de farkli iki nokta en fazla bir dogru belirtir. p ve g noktalarinin
tizerinde bulundugu ortak dogru (p,q) ile gosterilip p ve g dogrudastir. L ve M ortak bir
noktada kesigsen dogrular ise bu nokta LN M ile gosterilip L ve M nin kesisimi olarak adlandirilir.
Asagida f-nokta ve f-dogru seklinde kisaca adlandirdigimiz fiber dogrular1 ve fiber noktalari
tanimlanmaktadir (Kuijken).

Tanmm 3.3 a € P ve a. € (0, 1] olsun. (a,c) f-noktasi
(a,a): P — [0,1]
a — O

x — 0,xeP\{a}

P nin P nokta kiimesi iizerinde bir fuzzy kiimesidir.
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Dual olarak , L € B ve B € (0,1] i¢in (L,) f-dogrusu

bi¢ciminde tanimlanir (Kuijken).

Bu tanimlamayla herhangi bir (a,a) f-noktasi, P nin a noktasinin sifirdan farkl bir o
tiyelik derecesi almig bir noktasidir. a, (a,0) f-noktasinn taban noktast olarak adlandirtlir.

Farkl1 f-noktalar1 ayn1 taban noktasina sahip olabilir.

Dual olarak bir (L,B) f-dogrusu, P nin L dogrusunun sifirdan farkl bir f iiyelik derecesi
almig bir dogrusudur. L ye (L,) f-dogrusunun taban dogrusu denir. Benzer olarak farkli f-

dogrular1 ayni taban dogrusuna sahip olabilir.

Tamim 3.4 (L,o) ve (M,B) f-dogrularimin arakesit noktas1 (LNM, oA B) seklinde tanimlt
bir tek f-noktasidir (Kuijken).

(a,A) ve (b,B) f-noktalarmin gerdigi f-dogrusu ({a,b),AAB) seklinde tanimlanir ve bu
bir tektir (Kuijken).

3.2 Fiber Projektif Diizlemler

Tamim 3.5 P = (P,B,I) bir projektif diizlem olsun. FP, P nin sifirdan farkli en az bir taban
noktasina sahip olan noktalar kiimesi, B, P nin sifirdan farkli en az bir taban dogrusuna sahip
olan dogrular kiimesi olsun. Eger asagidaki iki kosul saglanirsa (FP,FB) yapisina bir fiber
projektif diizlem denir (Kuijken).

F1) Farkli taban noktalarindan olusan her f-nokta ¢ifti yalniz bir f-dogrusu tarafindan ge-

rilir.

F2) Farkli taban dogrularindan olusan her f-dogru ¢ifti yalmz bir f-noktasinda kesisir.

3.2.1 Dogrudas f-noktalar ve kesisen f-dogrular

Tanim 3.6 f- noktalarinin her bir ¢ifti aym1 f- dogrusunu gererse bu f-noktalar kiimesine

dogrudas fiber noktalar denir (Kuijken).
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Tamm 3.7 Ikiser ikiser aym bir f-noktada kesisen f-dogrulara noktadas f-dogrular yada
kesisen f-dogrular denir (Kuijken).

P projektif diizlemi, FP nin taban diizlemi olarak adlandirilir. Asagidaki yolla bir fiber
projektif diizlem iiretilir. P’ C P ve B’ C B olsun. Oyleki P’ UB' iceren tek kapali konfigiirasyon
PUB dir. P'UB’ nin her bir x elemant i¢in ]0,1] in bir keyfi ¥, bos olmayan alt kiimesini
secelim bu alt kiimenin elemanlarina x in baslangi¢c degerleri denir. FP asagidaki gibi bir fiber
projektif diizlem olarak tanimlanir. Her bir x € P’UB’ ve her bir o € ¥, i¢in (x,a) elemani
FP ye aittir. Bu olusumun ilk adimidir. Simdi i adimini tanimlayalim, i > 1. Elde ettigimiz
f-noktalarinin herhangi bir ¢ifti bu ciftle gerilmis f-dogrusu da tanimla FP ye aittir. Dual
olarak , f-dogrularinin herhangi bir ¢ifti i¢in kesisim JP ye aittir. Sonlu sayida adimla bu yolla
olusturulmus biitiin f dogrularin ve noktalarin kiimesi, bir fiber projektif diizlem olusturmak
icin kullanilir. Anlagiliyor ki her fiber projektif diizlemi yukarida oldugu gibi inga edilebilir.
Aslinda, herbir elaman ic¢in onun biitiin denk degerleri baslangi¢c degerleri olarak her zaman
almabilir. Simdi her x € PUB igin Y, tek bir kiime olsun. Eger P' = P ve B' = & ise fiber
projektif diizlem mono-point-generated olarak adlandirilir. Eger P’ = P ve B' = B ise 0 zaman
fiber projektif diizlem mono-generated olarak adlandirilir. FP yi siradan bir projektif diizlem
olarak diigiinebiliriz. Bu diizlemin her nokta ve dogrusuna |0, 1] degerler kiimesinden deger

verildi (Kuijken).

Ornek 3.1 F =GF(2,2) Fano diizlemi klasik projektif diizlem olsun. J taban diizlemi ile
bir mono-point-generated fiber projektif diizlemi insa edilecektir. J nin yedi noktasi ve yedi
dogrusu sirasiyla {a,b,c,d,e, f,g} ve {A,B,C,D,E,F,G} ile gosterilmektedir. Burada A =
{a,b,c}, B={c,d,e},C={e,f,a},D={a,g,d}, E=1{b,g,e}, F={c,g,f} G={b,d,f}
dir. 1. adimda P nin noktalar iizerinde (a,0.9), (b,0.8), (¢,0.7), (d,0.6), (¢,0.3), (f,0.4) ve
(g,0.5) f-noktalarini alalim. Boylece 0.9, 0.8, 0.7, 0.6, 0.3, 0.4 ve 0.5, sirastyla a,b,c,d,e.f ve g
taban noktalarinin baslangi¢ degerleridir. Ik olusumda A dogrusu iizerindeki (a,0.9), (b,0.8),
(¢,0.7) fiber noktalar1 taban dogrusu A olan ikiger ikiger farkli fiber dogrular olusturur. Bu fiber
dogrularin tiyelik dereceleri minimum operatdrii kullanilarak {0.7,0.8} olarak bulunur. Benzer
sekilde taban1 B dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik dereceleri {0.3, 0.6}, taban1 C dogrusu
olan fiber dogrularin iiyelik dereceleri {0.3, 0.4}, taban1 D dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik
dereceleri {0.5, 0.6}, taban1 E dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik dereceleri {0.3, 0.5}, ta-
bani F dogrusu olan fiber dogrularin iiyelik dereceleri {0.4, 0.5} ,taban1 G dogrusu olan fiber
dogrularin iiyelik dereceleri {0.4, 0.6} dir. 2. asamada tabam a,b,c,d, e, f,g noktalari olan
fiber noktalarin aldigi iiyelik dereceleri sirasiyla {0.3, 0.4, 0.5, 0.6}, {0.3, 0.4, 0.5, 0.6},
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{0.3, 0.4, 0.5, 0.6}, {0.3, 0,4, 0.5,0.6}, {0.3, 0.4, 0.5}, {0.3, 0.4, 0.5}, {0.3, 0.4, 0.5}
kiimeleriyle verilebilir. ~ Bunlar kullamilarak A,B,C,D,E,F,G tabanli fiber dogrularin
aldig1 iiyelik dereceleri sirasiyla {0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8}, {0.3,0.4,0.5,0.6}, {0.3,0.4,0.5},
{0.3,0.4,0.5,0.6},{0.3,0.4,0.5},{0.3,0.4,0.5} , {0.3,0.4,0.5,0.6} kiimeleriyle verilebilir. 3.
asamada yeni fiber nokta ve dogru olusmaz. Boylece nokta ve dogrular asagida verilen fiber

projektif diizlemi olusturulmus olur (Kuijken).
Y.=1{0.3,04,0.5, 0.6, 0.9}
Y, =1{0.3, 04, 0.5, 0.6, 0.8}
Y.=1{0.3,04, 0.5, 0.6, 0.7}
Y.=1{03,0,4,05,0,6}
Y. =1{03, 04, 0.5}
Yr=1{03, 04,05}
Y, =10.3,04,0.5}, ve
Y4 =1{0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8}
Y5 =1{0.3,0.4,0.5,0.6}
Yc=1{0.3,0.4,0.5}
Yp=1{0.3,0.4,0.5,0.6}
Yr=1{0.3,04,0.5}
Yr=1{0.3,04,0.5}

Y =1{0.3,0.4,0.5,0.6}
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