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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde sonlu cisimler, sonlu yaklagik cisim-
ler, afin diizlemler, projektif diizlemler, bu iki diizlem arasindaki iligkiler, miniquaternion sis-
temler ve dokuzuncu mertebeden projektif diizlemler tamtilmistir. Ikinci boliimde quadrik-
ler, kolinasyonlar, korelasyonlar, formlar, k-arc, oval, ovoid ve konik kavramlar1 iizerinde
durulmustur.  Ugiincii boliimde hermit egrileri, dizayn ve iinital kavramlar1 anlatilmistir.
Dordiincii boliimde ise dokuzuncu mertebeden dezargsel bir diizlem iizerinde bir hermityen

tinital elde edilmis ve bu iinital lizerinden ornekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Unitaller, Hermit Egrileri, Projektif Diizlem



Vi

SUMMARY

This thesis consists of four chapters. In the first chapter finite fields, finite near fields,
affine planes, projective planes, relations between these two planes, miniquaternion systems and
projective planes of order 9 are given. In the second chapter we studied properties of quadrics,
collinations, correlations, forms, k-arc, ovals, ovoids and conics. In the third chapter hermitian
curve, designs and unitals are given. And the fourth chapter is about forming a hermitian unital

in a desarguesian plane of order 9 and giving examples from this unital that has been established.

Keywords: Unitals, Hermitian Curves, Projective Planes
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BOLUM 0
GIRIS

Ana konusu dokuzuncu mertebeden projektif diizlemlerde iinitaller kavrami olan bu
calismada, bir iinital n > 3 olmak tizere 2 — (n* + 1,n+1,1) dizayndir ve dokuzuncu mertebe-
den bir cisimden elde edilen dokuzuncu mertebeden dezargsel bir projektif diizlemdeki her-

2 mertebeli bir projektif diizlem

mityen unital, bilgisayar programi yardimiyla gosterilmistir. n
iizerinde n® + 1 noktaya sahip olan bu kiimeler, o diizlemin her dogrusunu bir ya da n+ 1 nok-
tada keserler. Bu c¢alisma dort boliimden olugsmaktadir. Son boliimde dokuzuncu mertebeden

dezargsel projektif diizlemden elde edilen bir hermityen iinital uygulamasi verilmektedir.

Birinci boliimde, tez boyunca kullanacagimiz bazi temel kavramlara yer verildi. Oncelikle
sonlu cisimler ve yaklasik cisimler tanimlandi. Daha sonra afin ve projektif diizlemlerin
tanimlar1, Ozellikleri ve aralarindaki iligkiler verilerek dokuzuncu mertebeden cisimler
olusturuldu. Miniquaternion sistemler adi verilen bu dokuzuncu mertebeden yaklasik cisim-
lerin baz1 6zelliklerine bakilarak dokuzuncu mertebeden projektif diizlemlere bir gecis saglanip
dokuzuncu mertebeden bilinen dort tane diizlem olan Dezarg diizlemi, sag yaklasik diizlemi,

sol yaklagik diizlemi ve Hughes diizlemi tanitildi.

Ikinci boliimde, bu projektif diizlemlerdeki iinital yapisini olusturmak igin kullanacagimiz
ozelliklere yer verilerek birinci ve ikinci boliim arasinda bir baglanti kuruldu. Diisiik boyutlu
uzaylarda quadrik, konik gibi kavramlarin yani sira projektif diizlemlerde kolinasyonlar, kore-

lasyonlar ve formlar gibi projektif diizlemin daha farkli 6zellikleri anlatildi.

Ucgiincii  boliimde ise oOncelikle hermityen egriler ve dizayn kavramlari iizerinde
durulmustur. Design kavramindan sonra bir projektif diizlemdeki iinital kavrami agiklanip bazi
cesitli tinital yapilarindan bahsedilmistir ve son boliim olan dordiincii béliimde dokuzuncu mer-
tebeden dezargsel bir diizlemdeki hermityen iinital hesaplanip bazi 6rnekler verilerek bu ¢calisma

tamamlanmugtir.



BOLUM 1

BAZI TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Sonlu Cisimler, Sol Yaklasik Cisimler

1.1.1 Sonlu cisimler
Tanim 1.1 F # & olmak iizere;
i. (F,+) abel grup,
ii. F* =F — {0} olmak iizere, (F*,.) abel grup,

iii. a.(b+c) =a.b+a.cve (a+Db).c =a.c+b.cise (F,+,.) sistemine cisim denir.

(F,+,.) birim eleman1 “1” olan bir cisim olsun. Toplanan 1 lerin sayisi n olmak iizere
1+ 1+...+1=0 6zelliginde baz1 n € Z* varsa, bunlarin en Kiigiigiine cismin karakteristigi

denir. Boyle sonlu bir 7 sayis1 yoksa cismin karakteristigi sifir olarak tanimlanir.

Bir cismin karakteristigi ya sifir ya da bir asal sayidir. Biitiin sonlu cisimlerin karakteris-

tikleri asaldir (Kaya, 2005).

Tanim 1.2 Verilen her p asal sayisi ve r pozitif tamsayist igin karakteristigi p olan p” elemanlt
bir tek sonlu cisim vardir. Bu cisme mertebesi p” olan Galois cismi denir ve ¢ = p” olmak

tizere GF (q) ile gosterilir.

GF (p") cisminin her elemani x”" = x denklemini saglar. Dolayisiyla, F = GF (¢q) olmak
tizere (F —{0},-) carpim grubunun tiim elemanlar1 1 in p” — 1 inci dereceden kokleri olup
devirli bir gruptur. Bu devirli grubun her iiretecine bir ilkel kék denir. GF (¢) nun toplam
grubu; ¢, asal bir p sayisinin kuvveti olmak iizere elemanter abel bir p-gruptur ve bundan dolay1
karakteristigi p dir. Buradan goriiliir ki, herhangi bir x, y € GF (q) igin (x+y)” = x” + y? dir.
Dolayisiyla, x — x” doniistimii GF (g) nun bir cisim otomorfizmasidir ve Frobenius otomor-
fizmast olarak adlandirilir. Bu doniisiim aym zamanda GF (qz) nin involiit cisim otomorfiz-

masidir. Sabit kalan cismi ise GF (qz) nin altgrubu olan GF (q) cismidir (Kaya, 2005).



Eger x € GF (g¢?) ise bu durumda x*! € GF (g) olur ve x — x4*! doniisiimii GF (¢*) den
GF (q) ya norm fonksiyonu olarak adlandirthr. GF (qz) cisminde sifir normunun tek elemani
sifirdir. Eger a, GF (g) nun sifirdan farkli bir elemani ise bu durumda polinomsal argiimandan
goriilebilecegi gibi GF (qz) nin en fazla ¢ + 1 tane elemanm1 a normunu igerir. GF (qz) de
sifirdan farkli ¢ — 1 tane eleman oldugundan; GF (gq) altgrubunun sifirdan farkli a elemani

icin, GF (qz) de a normunun tam olarak g + 1 tane eleman1 oldugunu goriiriiz (Kaya, 2005).

1.1.1.1 Dokuzuncu mertebeden Galois cismi

9 elemanli bir Galois Cismi olan GF (9) = GF (3?), GF (3) cismi ve bu cisim iizerinde

indirgenemez bir polinom yardimiyla elde edilebilir. Varsayalim ki bu polinom,
fx)=x*4+x+2 (1.1)

olsun. Goriildiigii iizere, x € GF (3) igin f(0) #0, f (1) # 0, f(2) # 0 oldugundan indirgene-

mez bir polinomdur. € elemanin1 GF (32) cisminin lireteci olarak alirsak;
GF (3*) = {O,8,82,83,84,85,86,87,88} (1.2)

seklindedir (Daniel Marshall, 2010). f (€¢) = 0 oldugundan, €2 = 2e¢ + 1 olur. Buradan,

€=E¢, e =2¢,

g2 =2e+1, €0 =2e?=¢e+2,

e =e(Re+1)=2e+2, e =¢g(e+2)=¢e+1,

et =e(2e+2) =2, fd=ce+1)=1

olur.
Tablo 1.1. GF (3) cisminden elde edilen GF (3%) cisminin toplam tablosu.

+ 0 1 2 € e+1 |e+2 |2 2e4+1 | 2e+42
0 0 1 2 € e+1 |e+2 |2¢ 2e+1 | 2642
1 1 2 0 e+1 |e+2 |¢ 2e4+1 | 2e+2 | 2¢
2 2 0 1 e+2 |¢ e+1 2e+2 | 2¢ 2e 41
€ € e+1 |e+2 |2¢ 2e+112e+2 |0 1 2
e+1 |e+1 |e+2 |¢ 2e+1 | 2e+42 | 2¢ 1 2 0
€e+2 |e+2 |¢ e+1 |2e+4+2 | 2¢ 2e4+1 |2 0 1
2¢ 2¢ 2e+1 (242 |0 1 2 € e+1 |e+2
2e+1 | 2e+1 | 2e+4+2 | 2¢ 1 2 0 e+1 |e+2 |¢
2e+2 | 2e+2 | 2¢ 2e+1 |2 0 1 e+2 |¢ e+1




Tablo 1.2. GF (3) cisminden elde edilen GF (32) cisminin ¢arpim tablosu.

X 01 2 € e+1 |e+2 |2¢ 2e+1 | 2642
0 010 0 0 0 0 0 0 0
1 01 2 € e+1 |e+2 | 2¢ 2e+1 | 2642
2 012 1 2¢e 2e +2 | 2e+1 | € e+2 |e+1
€ 0¢ 2¢e 2 e+2 | 2e+2 11 e+1 |2e+1
e+1 |[0]e+1 |2e+4+2 |e+2 |2 1 2e+1 |2 €
e+2 |0|e+2 [2e+1 (242 |1 € e+1 | 2¢ 2
2¢ 01 2¢ € 1 2e+1e+1 |2 2e+2 | €42
2e+1 10| 2e+1|e+2 |e+1 |2 2¢€ 2e+2 | € 1
2e+2 10 2e+2|e+1 |2e+1]¢ 2 e+2 |1 2¢

Dolayisiyla, GF (32) nin elemanlar agagidaki gibidir:

GF (3%) ={0,1,2,e,e+ 1,8 +2,2¢,2e + 1,26 + 2} (1.3)

1.1.2 Sonlu sol yaklasik cisimler
Tanim 1.3 (S,+,®) sisteminde;
1. S sonlu,
ii. (S,+) abel grup; birim elemani 0,
iii. §* = §— {0} olmak iizere, (S§*,®) grup, birim eleman 1,
iv.a® (b+c) =a®b+a®c (soldan dagilma 6zelligi),

v.§€SicinE®0=0
sartlarini sagladiginda, (S,+,®) sistemine sol yaklasik cisim denir. Eger bu (S,+,®) sis-
temi, sagdan dagilma 6zelligine sahipse sag yaklasik cisim olarak adlandirilir (Room and Kirk-

patrick, 2008).



1.2 Afin ve Projektif Diizlemler

1.2.1 Afin diizlemler

Tanim 1.4 N ve D, elemanlar1 sirasiyla noktalar ve dogrular olan ayrik iki kiime, o da N x D
kiimesinde tanimlanan bir ‘iizerinde bulunma bagintisi” (yani o C N x D) olmak iizere asagida

verilen Al, A2 ve A3 aksiyomlarini ger¢ekleyen A = (N, D, o) sistemine afin diizlem denir:

Al1.VYM,N € N, M # N, noktalar1 i¢cin M od ve N od olacak sekilde bir tek d € D vardir.

A2. Ndd olmak iizere YN € N ve Vd € D i¢in N o ¢ ve d || ¢ olacak sekilde bir tek ¢ € D

dogrusu vardir.

A3. Herhangi dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

Teorem 1.5 Her sonlu A diizlemi icin asagidaki kosullara uyan bir n > 2 tamsayisi vardir: (Bu

tam sayiya A nin mertebesi denir.)
i. A nin her dogrusu iizerinde tam olarak » tane nokta bulunur.

ii. A nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru iizerindedir.

N| = n? dir.

iii. A daki noktalarin toplam sayisi,

iv. A daki dogrularin toplam sayis1, |D| = n? + n dir.

Yukarida verilen teoremden anlagildig1 iizere, n 4+ 1 dogrunun paralel siniflart vardir, bu
siniflar n elemanlidir ve her dogru bir paralel sinifta olup her nokta bir paralel sinifinin
icerisindeki dogrulardan yalmiz bir tanesinin {izerindedir. Sonlu ve sonlu olmayan afin
diizlemler mevcuttur ve verilen her F cismi i¢in noktalar1 ve dogrular1 bu cismin elemanlariyla
cebirsel olarak olusturulabilen bir afin diizlem vardir. Dolayisiyla p bir asal say1 ve g = p”
olmak iizere, F = GF (g) sonlu cisimleri yardimiyla tanimlanan ¢ok sayida sonlu afin diizlem
mevcuttur. Bu F cismi ile olusturulan afin diizlem AG (2, g) seklinde gosterilir ve AG (2,¢) nun

mertebesi g dur (Kaya, 2005).



1.2.2 Projektif diizlemler

Tanmim 1.6 N ve D, elemanlar sirasiyla noktalar ve dogrular olan ayrik iki kiime, o da N x D
kiimesinde tanimlanan bir ‘lizerinde bulunma bagintis1’ olmak iizere asagidaki P1, P2 ve P3

aksiyomlarini gergekleyen P = (N, D, o) sistemine projektif diizlem denir:

P1. VM,N € N, M # N i¢in M od ve N od olacak sekilde bir tek d € D vardir.

P2. Ve,d € D igin Noc ve N od olacak sekilde en az bir N € N noktasi vardir.

P3. Herhangi licii dogrudas olmayan dort nokta vardir.
Teorem 1.7 Bir P = (N, D, o) projektif diizleminde farkli iki dogru tek bir noktada kesisir.

Teorem 1.8 Her sonlu P = (N, D, o) projektif diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan bir n > 2

pozitif tamsayis1 vardir: (Bu sayiya P nin mertebesi denir.)
1. P nin her dogrusu iizerinde n 4 1 tane nokta vardir.
ii. IP nin her noktasinda n+ 1 tane dogru gecer.
iii. P deki noktalarin toplam sayist |N| = n® +n+ 1 dir.

iv. P deki dogrularin toplam sayis1 |D| = n” +n+ 1 dir.

Afin diizlemlerde oldugu gibi, sonlu ve sonsuz projektif diizlemler mevcuttur ve verilen
her F cismi i¢in noktalar1 ve dogrular1 bu cismin elemanlariyla cebirsel olarak belirtilebilen bir
projektif diizlem vardir. Dolayisiyla yine p bir asal say1 ve ¢ = p” olmak iizere F = GF (q)
sonlu cisimleri yardimiyla tanimlanan ¢ok sayida projektif diizlem bulunabilir ve bu F' cismi
ile olusturulan projektif diizlem PG (2,q) seklinde gosterilir ve PG (2,g) nun mertebesi ¢ dur
(Kaya, 2005).

Tanmim 1.9 S bir projektif diizleme iliskin herhangi bir ifade olsun. S de ‘nokta’ sdzciigii yerine
‘dogru’ ve ‘dogru’ sozciigii yerine ‘nokta’ koyarak bulunan yeni ifadeye S nin dual ifadesi

denir ve S* ile gosterilir.



Bu tanimdan yola cikarak, birbirlerinin duali olan nokta ve dogru kavramlarindan bagka
asagida yazilan kavramlar birbirlerinin duali olup, dual ifade bulunurken onlarin da yer

degistirmeleri gerekir (Kaya, 2005).

noktadasg _—— dogrudas
V, birlesme ___ N kesisme
.. lizerinde bulunur ___ ... dan gecer

Teorem 1.10 Bir projektif diizleme iligkin her teoremin ifadesinin duali de bir bagka teoremin

ifadesidir.

Sonug 1.11 Eger P = (N,D,0) bir projektif diizlem ise P* = (D,N,o~!) de bir projektif

diizlemdir. P* diizlemine P nin dual projektif diizlemi denir.

Teorem 1.12 F, bir cisim olmak iizere; bu cismin elemanlariyla koordinatlanan bir projektif

diizlem vardir ve P, F ile gosterilir.

1.2.3 Afin ve projektif diizlem arasindaki iliskiler

A, bir afin diizlem olsun. Dogrularin her bir L paralel sinifi i¢in L nin biitiin dogrularina
eklenmek iizere yeni bir nokta tanimlansin ve iistelik bu noktalar A nin bagka hicbir dogrusuna
eklenmesin. Boylece A nin bir L paralel sinifinda bulunan dogrular, A ya ait olmayan bir nok-
tada kesismis olur. Bu noktalar ideal nokta isimlendirilir. Ek olarak bu eklenen yeni noktalari
icerip A nin bagka hi¢cbir noktasini icermeyen bir /. dogrusu tanimlansin. Agik¢a goriiliir ki,
bu yeni yap1 bir projektif diizlemdir. Bu yolla; ideal dogru olarak adlandirilan /. dogrusu ek-
lenerek, verilen A afin diizleminden yalniz bir tane projektif diizlem elde edilir. Elde edilen

projektif diizlem, A afin diizleminin tamamlanmus: olarak adlandirilir (Kaya, 2005).

Teorem 1.13 Her afin diizlemin tamamlanmaisi bir projektif diizlemdir.

IT, bir projektif diizlem ve I, IT de bir dogru olsun. IT yi, IT projektif diizleminden !
dogrusunu ve lizerindeki tiim noktalari ¢ikararak olusturulan yapi seklinde tanimlarsak, goriiriiz
ki IT! bir afin diizlemdir. T = PG (2,q) ve & de segilen herhangi bir [ icin, 7t/ yapis1 AG(2,4g) ya
izomorftur. Bu durumda, / dogrusu genellikle x = 0 ya da z = 0 olacak sekilde secilir. Ornegin,
x = 0 ideal dogru oldugunda 7' yapisi x, y € F igin (1,x,y) noktalarim icerir. 7/ yapisimin
noktalar1 dogal olarak (1,x,y) <— (x,y) yoluyla AG (2,¢) nun standart modeline denktir. Bu
denkligi kullanarak, her x € F i¢in (0,0, 1) ve (0, 1,x) noktast ideal nokta olarak adlandirilirken,
7 nin (1,x,y) seklindeki bir noktasi afin nokta olarak adlandiriir. Klasik olmayan IT projek-

tif diizlemler icin, IT nin birbirinden farkli /; ve [, dogrularinin ve iizerindeki noktalarin IT



den cikarilmasi ile elde edilen farkli IT't ve IT2 yapilar1 birbirine izormorf olmayabilir (Wantz,

1995).

Teorem 1.14 Bir projektif diizlemden herhangi bir dogru tiim noktalariyla atilirsa geriye kalan

yapi bir afin diizlemdir.

1.3 Dokuzuncu Mertebeden Yaklasik Cisimler

9. mertebeden F yaklagik cismini D ={0, 1, —1} altkiimesini kullanarak olusturalim. J nin
9 elemani (a,b); a, b € D seklindeki sirali ikililerdir ve F deki toplam ve ¢arpim islemleri aj,
as, by, by € D olmak iizere su sekilde tanimlanir:

+: (a1,b1)+ (a2,b2) = (a1 +az,b1 + b2)
x: (a1,by) x (az,by) = (ajaz — b1ba,a1by + axby)

Kolayca goriiriiz ki + islemi F de birim eleman1 0 = (0,0) ve herhangi bir (a,b) i¢in ters
elemani1 — (a,b) = (—a, —b) olan degismeli bir grup ikili islemidir. F deki diger grup ikili islemi
olan x iglemi de ¥ = F — {0} iizerinde birim eleman1 1 = (1,0) ve herhangi bir (a,b) # (0,0)

a

icin ters elemant (a, b)*1 = ( — b olan degismeli bir grup ikili iglemidir (Room

a>+b?)’  (a®+b?)
and Kirkpatrick, 2008).

Son olarak, x ikili iglemi birlegsmelidir:

(al,bl) X [(az,bz) X (a3,b3)] = (al,bl) X (a2a3 —byb3,axb3 ~|—b2a3)
(aray — biby,a1by + biaz) x (az,b3)
= [(alabl> X (a27b2)] X (Cl3,b3).

x ikili islemi i¢in soldan dagilma o6zelligi:

(a1,b1) x [(a2,02) +(a3,b3)] = (a1,b1) % (ax+az,br+b3)
= (ajap+ajaz—byby—b1b3,a1br+a1bs+biar+biaz)
= (a1,b1) x (a2,b2) + (a1,b1) x (a3, b3)
seklindedir. Dolayisiyla, x ikili isleminin F* {izerinde bir grup ikili islemi oldugu goriiliir. Yani
JF, 9. mertebeden bir sol yaklasik cisimdir; fakat x ikili islemi degismeli oldugundan J aynm

zamanda sagdan dagilma ozelligine de sahiptir. Dolayisiyla I degismeli bir cisimdir (Room

and Kirkpatrick, 2008).

Not 1.15 x ikili islemi yerine bundan sonra kolaylik olmasi agisindan ‘> yazacagiz.



a=(a,0) ve € = (0,1) yazarsak goriiriiz ki, (a,b) = a+ be ve €2 = —1 dir.

F nin carpim grubunu inceleyelim. Aslinda bu grup devirlidir ve €2 = —1 oldugundan €

tarafindan olusturulamaz.

e = 1; fakat (1 —e)> = 1 +e+¢&2 = e dir. Yani, (1—¢)* = —1 ve buradan (1 —¢)% =1 ve

1 e esit olan (1 — €) un daha kii¢iik kuvveti yoktur.
e2=—1,=—ge*=1,..,(1-¢)%=1dir

® = (1 —¢€) olsun. ® nin kuvvetleri;

o' =1-—c¢, o =—1+e¢,
o’ =¢, o = —¢,
o =1+¢, o =—1—¢,
ot =1, 0 =1
seklindedir.
Toplama islemini ise ®*> = —® + 1 esitligini kullanarak olusturabiliriz (Room and Kirk-

patrick, 2008).

Ormek 1.1 0* =00’ =0-(—0+1)=-0’+0=—(—0+1)+0=—o—1. Yani,®* +1=

—@@ve

ot = (mz)zz(l—m)zz1+0)+(02:1+0)+1—0)=—1

oldugundan ®* + 1 = —w = (—1)-0 = 0* - ® = ® seklindedir.

Eger @ = a+ be ise, (0")° = a® 4 3a2be + 3ab’e + b33 dir.
xeD = xX*=xve3x=0
olmak iizere € = —1 oldugundan,
o =at+be — @ =a—be
olur ve bunun i¢in asagidaki terminoloji kullanilir (Room and Kirkpatrick, 2008).

Tanim 1.16 a4 be ve a — be, J nin eslenik elemanlari olarak adlandirilir ve
(a+be)* = a—be, yani (0')" = 0

seklinde yazilir. Buradan,

elde edilir.
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o y1 kullanarak toplam i¢in olusturulan tablo asagidaki gibidir:

Tablo 1.3. J nin ® y1 kullanarak olusturulan toplam tablosu.

+ 11 Jo |0 |00 || o
1 o0 || |0 |00 |«
o o1 o0 || w
o 0|1 [0 [0 |0 |
o 0|o*|o [0 0|1 |0
0’0 [0® | |®|1 |00
o 0|0 |00 |0 |01
o [0 |1 [0
ol |o*|0 [0 |1 |0

1.4 Miniquaternion Sistemler

1.4.1 Miniquaternion sistem

9. mertebeden soldan dagilma 6zelligi olmadan kurdugumuz £ yaklagik cismine mini-
quaternion sistem denir. £ nin elemanlar1 ile F nin elemanlar1 ve + islemi aymidir. Yani «,
b € D olmak iizere dokuz tane (a,b) siral ikilisi igin

=+ (al,bl) + (az,bz) = (a1 +ay, by +b2)

dir. Carpim iglemi farkli olmasina ragmen; J deki ¢arpim igleminin kurallariyla tanimlanabilir.
o nn o°, o', ®%, ®, ©*, ®, ©°, ® olan sekiz kuvvetinin kiimesini E ve Q olmak iizere iki
altgruba bolelim.

= {0)0, o, 0", 0)6} = {® nmn ¢ift kuvvetleri}

Q =

o', 0, o, 0)7} = {® nmn tek kuvvetleri}

J cisminde carpim islemi;
0&:&0, her&jgin ve ' @ = (DH_S

seklindedir.

Buradan yeni ® carpim islemi su sekilde tanimlanir (Room and Kirkpatrick, 2008):
0RE=0,E0=0 V& € L igin,
OR0 =00 =" eger ®* € E ise,
00 =0" 0= =0 egerw € Qise.
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Ornek 1.2 0’ Q0 = 0 - ©° = ®’; fakat O Q ©* = ® - ©* = ©°.

Dolayisiyla, ® islemi degismeli degildir. Ayni zamanda + islemi iizerine soldan dagilma

ozelligi yoktur.

Ornek 1.3 0@ (0+1) =00’ =0’ -0’ = 0’ Oysaki, 00 (0+1)=0Q0+0x 1 =

® - 0+0=0+0=un.

L miniquaternion sistemi (a,b) seklinde 9 tane ikiliden olusur, + ve ® islemleriyle

tanimlidir.

Teorem 1.17 (£,+,®) miniquaternion sistemi, 9. mertebeden bir yaklagik cisimdir.

J yi agik bir sekilde gerektirmeden £ miniquaternion sistemin ne anlama geldigini acikliga
kavusturalim. Hatirlayalim ki, J de €2 = —1idi. Yani, —1, F de bir karekoktiir. Mertebesi tek
olan degismeli bir cisimde seg¢ilen sifirdan farkli elemanin ya karekokii yoktur ya da iki karekokii

vardir (F de —1 in karekokleri € dur).

Fakat £ de durum farklidir:

191 = Logeo=0’00’=0’00’ =o' (=-1),

o' = 1,0 =00’ =0’ 20’ = 0.

Dolayisiyla, —1 in £ de 6 tane karekokii vardir ve bunlar, , ®?, ®°, ®, ®°, ® olmak

uzere;

o* = —1 oldugundan ®° = —m, ®° = —®’ ve ®’ = — tiir.

Eger, o = 0, P = 0%, y= 0’ ise,

axp = y=-Bxa,
PRY = a=—-yY®p,
Yoo = B=-0®y

Ve

oRo=BRR=yRy=—1
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seklindedir. Aslinda, £ nin carpim grubu standart quaternion sistemindeki +1, +i, +j, +k

elemanlarina izomorftur. Buradan,

o®=0—1,0 =o+1oyleki,p=0—1vey=o0+1olur.

Bu nedenle £ nin 9 elemani,
L={0,1,-1, ,—o,p=a—1,-B=—-a+1, y=0+1,—y=—-a—1}

seklindedir.

L miniquaternion sistemi, elemanlar1 0, +1, +a, £, +Yy olan 9 elemanl yaklasik cisim

olarak, agagidaki bagintilarla tamamen tamamlanmis olur (Room and Kirkpatrick, 2008).

B = a-l,y=0+1l,aa=BxB=y0y=—-1

Not 1.18 Bundan sonra, & ® u yerine Eu ve & ® & yerine &2 yazacagiz.
Teorem 1.19 Bir £ = {0,£1,+a, +f, -y} miniquaternion sistemde,
L* ={+a,£P,+y} = L —D olsun. O halde,
(i) Toplama altindaki bagintilar;
o—B=B—y=vy-a=1La+B+y=0

(i1) Carpma altindaki bagintilar;

l) (XZZBZZ'YZ:—I.YaIli,Z;EL*:}&2:—1,

ii) afy= —1oldugundan By=—yB=a,yo=—ay=p, o = —Pa =Y.
Buradan, &, u € £* ve § # +u olmak iizere Eu = —u&

seklindedir.

1.4.2 £ nin grup otomorfizmasi

6 € L* ={+£o,+B, £y} olsun ve £ nin herbir elemant a, b € D olmak iizere bir tek a + bG
biciminde yazilabilsin. £* da 6 tane ¢ eleman: vardir ve £ de herhangi bir a + bot — a + bc

permiitasyonuyla hesaplanir.
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Eger 6 = —a ise,

(Oa 17 _170('7 —Q, Ba _37% _Y) — (Oa 17 _17 —0L O, =, _Ba B) §ekhndedlr

¢ ya benzerligi olan permiitasyonu,
P:L—P(E)

seklinde yazarsak V&, u € £ igin 6zellikleri su sekilde kurulabilir:

i) PE+p)=P(E)+P(y)
i) P(Eu)=P(E)P(u)

Boyle bir permiitasyon, £ nin otomorfizmi olarak adlandirilir (Room and Kirkpatrick, 2008).

1.5 Dokuzuncu Mertebeden Projektif Diizlemler

Bilinen dort farkli 9. mertebeden projektif diizlem vardir. Bunlar Dezarg diizlemi,
sol yaklasik cisim diizlemi, sag yaklasik cisim diizlemi ve Hughes diizlemidir. Burada, bu

diizlemlerden biraz bahsedelim.

1.5.1 Dezarg diizlemi

Tammm 1.20 A, B, C, A/, B/, C bir geometrik yapinin herhangi alti noktas: olsun. Eger A, B,
C dogrudas degilse {A,B,C)} kiimesine bir iicgen denir. {A,B,C} ve {A’,B’,c’} iki ticgen
olsun. Ave A, Bve B, CveC ye iicgenlerin karsihkh koseleri diyelim. Eger M, A, A
M,B,B; M, C, C nokta ticliileri dogrudas olacak bigimde bir M noktas1 varsa bu ticgenler M
den perspektiftir denir. Ayrica M noktasina perspektiflik merkezi; AB ve A'B, AC ve A'C,
BCve BC dogru ikililerine bu iicgenlerin karsiikli kenarlar: denir. Bu {iggenlerin kargilikli
kenarlarinin

R=ABAA'B,Q=ACNA'C,P=BCABC

arakesit noktalar1 dogrudagsa, bunlarin iizerinde bulunan dogruya perspektiflik ekseni denir.
Perspektiflik ekseni e dogrusu olan iki ilicgene e ekseninden perspektif iicgenler denir.
Klasik Dezarg Teoremi soyledir:

Teorem 1.21 Iki iicgenin karsilikli koselerini birlestiren dogrular noktadagsa, bunlarin

kargilikli kenarlarinin arakesit noktalari dogrudastir. Bu teoreme P4. Dezarg teoremi denir.
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Dezarg Teoremi, daha kisa bir sekilde, bir noktadan perspektif olan iki iicgen bir dogrudan
da perspektif olur biciminde ifade edilebilir ve Sekil 1.1. deki gibidir.

M

A

Sekil 1.1. P4. Dezarg Teoremi.

Simdi Dezarg Teoreminin P/, P2 ve P3 aksiyomlarindan elde edilemeyecegini, yani bu
aksiyomlardan bagimsiz oldugunu ve dolayisiyla da herhangi bir projektif diizlemde gecerli

olabilecegini gosteren bir teorem verelim.

Teorem 1.22 K farkli dort noktadan olusan ve hicbir dogrusu bulunmayan bir konfigiirasyon,

K ise Kq dan iiretilen serbest projektif diizlem olsun. K diizlemi P4 ii saglamaz.

Yukaridaki teoremden; P1, P2 ve P3 aksiyomlarim1 saglayan ama Dezarg teoremini
saglamayan projektif diizlemlerin var oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Bu nedenle de projek-
tif diizlemler i¢in P4 yeni bir aksiyom olarak alinmaktadir. Buna Dezarg aksiyomu denir.

Asagidaki tanim bu aksiyomu saglayan ve saglamayan projektif diizlemleri ayirir (Kaya, 2005).

Tanmim 1.23 P4 Dezarg aksiyomunu saglayan bir projektif diizleme Dezarg diizlemi ya da
dezargsel diizlem denir. Benzer olarak P4 aksiyomunu gerceklemeyen bir projektif diizleme

dezargsel olmayan projektif diizlem denir.

Teorem 1.24 F bir cisim olmak lizere P, F dezargseldir.

Ispat. P,F projektif diizleminin dezargsel olmast icin P4 Dezarg aksiyomunu saglamast

gerekir. Simdi bu aksiyomun sagladigin gosterelim.
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A= (ay,az,a3),B=(b1,by,b3),C=(c1,c2,¢3) veA = (all,alz,a13> B = (b&,b;,b;) .C =
<c/1,c/2,cl3> diizlemin noktalar1, {A,B,C} ve {A/,B/,C/} licgenler olmak iizere bu iki licgen
M = (my,my,m3) noktasinda perspektif olsun.

M,A,A/ dogrudas ise, a; =m;+Aaj;A € F*=F —{0}

M,B,B dogrudas ise, b; =m;+ubj;u € F*
M,C, c dogrudas ise, c; =m;+Yci;y € F*

olmak iizere;
ri = b; — a; = ,ub,' — 7\.61,'
qi = ¢;—a;="Yci—Mha
gi—ri = ¢;—b;="Yci—ub;=p;
oldugundan p; = g; — r; olur. Buradan, P o RQ dir. Dolayisiyla, P4 Dezarg aksiyomu saglanir

ve P> F projektif diizleminin dezargsel oldugu kanitlanmig olur. [

Daha Once bahsedilen 9. mertebeden F = GF (32) cismi ile elde edilen ve N noktalar

kiimesi, D dogrular kiimesi ve o iizerinde bulunma bagntisi olmak iizere,

N — (XI,XZ,X3) 1X1,X2,X3 € F, (XI,XQ,X?,) 75 (0,0,0),
(x1,x2,x3) = A(x1,x2,%3) ,A#O,AC F
]
]

D o— [al,az,ag :al,az,a3€F,[a1,a2,a3]7é[0,0,0],
[(11,(12,(13 E:u[alaa27a3]nu§£0nuEF
o : (x1,x,x3)0la1,az,a3] <= ajx;+axx; +azxz =0.

seklinde tamimlanan P>F projektif diizlemi, yukaridaki teorem geregince ayni zamanda

dezargseldir.

1.5.2 Sag yaklasik cisim ve sol yaklasik cisim diizlemleri

L={0,1,—-1,0,—a, B, —PB,y,—y} ve L iizerindeki @ islemi F cisminin + islemi olsun.
Burada;

B=o—1l,y=a+1,0+(—a)=0dr.

L tizerindeki grup operasyonu © islemi, & = ® ve ® = 1 — € olmak iizere asagidaki tablo

ile tanimlansin:
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Tablo 1.4. £ nin € u kullanarak olusturulan carpim tablosu.

® 011 —1 1—¢ —1+¢| —¢ € —1—¢e|1+¢
0 010 0 0 0 0 0 0 0

1 01 —1 1—¢ —1+¢e| —¢ € —1—¢e|1+¢
—1 0] -1 1 —1+¢e|1—¢ € —€ 14+¢ —1—¢
1—¢ 0|1—c¢ —1+¢e| -1 1 —1l—¢e|1+¢ € —€
—1+¢e|0| —-1+€|1—c¢ 1 —1 1+¢ —1—¢| —¢ €

—€ 0] —¢ € 1+¢ —1—¢e| —1 1 1—¢ —1+¢
€ 0]e¢ —€ —1—¢e|1+¢ 1 —1 —1+4+¢e|1-—¢
—1—¢e|0| —-1—¢|1+¢ —€ € —14+¢e|1—¢ —1 1
1+¢ 0| 1+¢ —1—¢|¢ —€ 1—¢ —1+4+e |1 —1

(L,®,®) bir sag yaklasik cisimdir ve cebirsel yapist 9. mertebeden bir sag yaklagik cisim
olan projektif diizlem su sekilde olusturulur:

N={(x,y,1):x,y € L}U{(1,x,0) : x € L} U{(0,1,0)} noktalar kiimesi,
D={[m, 1,k] : m,k € L}YU{[1,0,k] : k € L} U{]0,0,1]} dogrular kiimesi,
o:(x,y,z)0[m,n,k| <= xm+yn+ zk = 0 iizerinde bulunma bagntist olmak iizere;

P = (N, D, o) diizlemi bir Projektif Diizlemdir ve I1; (9) ile gosterilir.

Her x, y € £ i¢in ® islemi x ® y = y ® x olarak tanimlanirsa, (£, ®,®) bir sol yaklasik
cisimdir ve bu sol yaklagik cisim tizerine kurulan projektif diizlem; IT; (9) un duali olup, farkli

bir projektif diizlemdir ve H‘é (9) ile gosterilir (Akpinar, 2005).

Not 1.25 = PG (2,q) ve I1 ise keyfi bir sonlu projektif diizlemdir.

1.5.3 Hughes diizlemi

9. mertebeden bir diger diizlem ise diizlemsel halkasi lineer olmayan, bu yiizden I (9)
ve I1¢ (9) projektif diizlemlerinden farkli olan Hughes diizlemidir ve 1y (9) ile gosterilir. 9.
mertebeden bir sag yaklasik cismin varligi ile bu cismin iizerine kurulan Hughes diizlemi; N

noktalar kiimesi ve D dogrular kiimesi olmak lizere, asagidaki sekilde olusturulur

[Ty (9) nin noktalari reel noktalar ve kompleks noktalar olmak iizere;

a) Reel noktalar: A =(a,b,c)#(0,0,0); A vektoriiniin herbir bileseni D’nin bir
eleman1 ve Ak = A olmak iizere; {Ak : k € £,k # 0} (13 nokta),
b) Kompleks noktalar: Reel nokta olmayan herhangi bir nokta,
{(0",®*,1),...} (78 nokta)




seklindedir. Ty (9) lizerinde bir dogru ve iizerinde bulunma bagntisi;

P, sabit bir reel nokta ve A, P’den farkl bir sabit nokta olmak iizere;
(P,A) ={P}U{Pk+A:k e L} noktalar kiimesidir.

Buradan Iy (9) nin dogrulari, reel dogrular ve kompleks dogrular olmak iizere;

a) Reel dogrular: En az iki reel nokta kapsayan dogrudur.
b) Kompleks dogrular: Sadece bir tek reel nokta kapsayan dogrudur.

seklinde olusturulur (Giiney 2005; Room and Kirkpatrick, 2008; Akpinar, 2005).
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BOLUM 2
UNITALLER ICIN ON HAZIRLIKLAR

2.1 Diisiik Boyutlu Uzaylarda Quadrik

Tanmm 2.1 PG (d, F) uzayinda, baz sifirdan farkli 2. dereceden homojen denklemleri saglayan
homojen koordinatlarin tiim noktalarini iceren kiimeye bir quadrik denir. Eger denklem taban
degisimi ile d + 1 degiskenden daha aza indirgenebilirse bu quadrik ‘dejenere’ ya da ‘tekil’
quadriktir.

Eger d = 2 ise bu quadrige, konik denir. Ayni zamanda, dejenere olmayan bir konik in-

dirgenemez konik olarak adlandirilir.
Ornek 2.1 PG(2,2)’de X = (Xo,X;,X>) noktas: i¢in quadrik denklem,
Y aijXiX;=aoX; +...+anX; =0 2.1)
0<i<j

olmak iizere;
app S | [Xo
[Xo X1 Xo] | % ann B |[Xi| =0
PP an] X

agoXo + G- X1 + “FXo
Xo X1 Xo| |9 Xo+anXi+49X,| =0
L2 Xo + B2 X1 +anXs

seklindedir. Buradan,
(l()()XO2 + Q%XIXO + a%XQXQ -+ a%X()Xl + a11X12 -+ %XZXI + azﬁX()Xz + %XIXZ + a22X22 =0
olur ve dolayisiyla quadrik denklem su sekildedir:

apoXg + ao1 XoX1 + appXoXa +an Xi +anX1 Xz +anXi = 0. (2.2)

Belirtmek gerekir ki d = 2 oldugundan, bu denklem ayni1 zamanda bir konik denklemidir.

PG (2,q) da indirgenemez bir konigin kanonik formu;

X2 —XoX, =0 (2.3)
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seklindedir. Boylece indirgenemez C konigi asagidaki gibi elde edilir:

¢ ={(0,0, 1)}U{(1ayay2) 1y € GF (q)} (2.4)

Ozel olarak, PG (2,q) da dejenere olmayan her C konigi, iicii dogrudas olmayan g+ 1 nok-
taya sahiptir ve PG (2,q) nun herhangi ii¢ii dogrudas olmayan 5 noktasiyla, bir indirgenemez

konik tek olarak elde edilebilir (Barwick and Ebert, 2008).

Eger ¢ tek ise,

(i)  Verilen bir konige ya teget cizilemez ya da iki teget ¢izilebilir.
(ii) P € PG(2,q) da bir nokta olmak iizere,

P den hi¢ teget gecmiyorsa P ye i¢ nokta,
(iii) P € PG(2,q) da bir nokta olmak iizere,

P den iki teget geciyorsa P ye dis nokta denir.

Eger ¢ cift ise,
C nin g+ 1 tane tegeti bir noktada kesisir. Buna konigin nucleus’u denir.

Tablo 2.1. PG (2,q) da Dejenere konigin tipleri (Hirschfeld,1998).

Kanonik Form Quadrik Tanim Eleman Sayisi
a) X§:O Dogru ¢ +q+1
. . . q(q+1)(q*+q+1)
b) XoX1=0 Kesisen farkl bir cift dogru T
¢) X3+bXoX\+X} =0 Birnoka da-D{g+arl)
indirgei;ermez (PG (2,q) da karsilik gelen

dogrularla PG (2, qz) deki
eslenik dogrularin bir cifti)

PG (d,q)’da ¢ bir quadrik olsun.

i) Uygun doniigiimlerle d + 1 den daha az katsayrya indirgenebilen quadrik, dejeneredir.
Aksi halde, dejenere degildir.

ii) qtekise; A, ¢ nin bir matrisi olsun.
& dejenere bir quadriktir <= det(A) = 0.

Bir quadrigin icinde bulundugu maksimal boyutlu altuzaya onun iireteci denir.
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Dejenere olmayan bir quadrigin her P noktasinda bir teget hiperdiizlem vardir. Bu teget

hiperdiizlem quadrik ile ¢ nin P yi iceren iiretecleri P de kesisir.

Tablo 2.2. PG (2,q) da bir konik ile bir dogrunun durumu.

i)  Hic kesismezler (Dis dogru)
ii)  Bir noktada kesisirler (Teget dogru)
iii) Iki noktada kesisirler ~ (Sekant dogru)

2.2 Kolinasyonlar, Korelasyonlar ve Formlar

2.2.1 Kolinasyonlar

Tanmm 2.2 (N,D, o) ve (N, D/, o/> herhangi iki geometrik yapi1 olsun. Eger
fiNUD —NUD

fonksiyonu,
) fON)EN
2) f(D)CD
3) YWNeN,deDveNod = f(N)o f(d)
kosullarini saghyorsa f ye (N,D,0) dan (N,@’,d) ya bir homomorfizm denir. Birebir ve

orten 6zelligi bulunun homomorfizme izomorfizm denir.

Bir geometrik yapiy1 kendisine doniistiiren izomorfizme de kolinasyon veya otomorfizm

denir (Kaya, 2005).

Tanmm 2.3 P bir projektif diizlem ve f de P nin bir kolinasyonu olsun. Eger P deki bir N
noktasi i¢in f(N) = N ise N i¢in f altinda degismeyen nokta denir. Benzer bicimde eger
PP nin bir d dogrusu icin f(d) =d ise d icin f altinda degismez dogru denir. Ayrica, eZer
bir d dogrusunun her X noktasi i¢in f(X) = X ise yani d nin her noktasi f altinda degismez
kaliyorsa, f kolinasyonu d yi nokta-nokta degismez birakir denir. P nin her noktas1 f altinda

degismez kaliyorsa f ye birim kolinasyon ya da 6zdeslik kolinasyonu denir (Kaya, 2005).

Teorem 2.4 Bir P projektif diizleminin biitiin otomorfizmleri fonksiyon bilesimi iglemine gore
bir grup olustururlar ve bu gruba kolinasyonlar grubu ya da otomorfizmler grubu denir ve

Aut (P) ile gosterilir (Kaya, 2005).
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Tanmim 2.5 P projektif diizleminde & (/) = [ kolinasyonu / dogrusu iizerindeki biitiin noktalar
degismez birakiyor ise bu @ kolinasyonuna eksensel kolinasyon ve / dogrusuna da bu koli-

nasyonun ekseni denir (Kaya, 2005).

2.2.1.1 Merkezsel kolinasyonlar

Tanim 2.6 f, bir P projektif diizleminin bir otomorfizmi olsun. P nin bir M noktasindan gecen
her x dogrusu i¢in f (x) = x ise M ye f nin merkezi denir. Benzer olarak P nin bir e dogrusu
tizerindeki her X noktasi igin f(X) = X ise e ye f nin ekseni denir. Eger f nin bir M merkezi
ve bir e ekseni varsa f ye [P nin bir (M, ¢) merkezsel kolinasyonu ya da (M, ¢) perspektifligi
denir. Ayrica, eger M oe ise f ye Oteleme (translation ya da elation); Mde ise f ye homoloji
denir (Kaya, 2005).

Homoloji ile dteleme arasindaki farki grup teorisi yardimiyla kolayca gorebiliriz. Ozellikle;
PP bir projektif diizlem olmak iizere, n bir projektif diizlemin mertebesi ve k bir o € Aut (P)
perspektifliginin mertebesi ise, bu durumda k | n ve o bir dtelemedir ya da k | (n—1) ve o bir

homolojidir (Wantz, 1995).

Varsayalim ki 7 bir afin diizlem, IT onun tamamlanmigi olan bir projektif diizlem ve [ ise
ideal dogrusu olsun. T nin bir kolinasyonu, IT nin bir kolinasyonu olarak kabul edilen / eksenli
bir perspektiflik ise bu kolinasyon genisleme olarak adlandirilir. 7 nin bir dtelemesi ise I1 nin
bir kolinasyonu olarak kabul edilen / eksenli 6teleme olan bir genislemedir. Dolayisiyla, birim
olmayan bir 6teleme paralel siniflarin1 korur ve 7 nin tam olarak bir paralel sinifinin i¢indeki
paralel dogrular1 sabit birakir ve {istelik 7 nin hicbir noktasini ise sabit birakmaz. Eger 7 nin
tiim Otelemelerinin grubu 7 nin noktalar iizerinde gecisken ise bu 7 afin diizlemine oteleme
diizlemi ad1 verilir. Eger IT' bir afin 6teleme diizlemi ise bu durumda IT projektif diizlemi !
dogrusuna gore bir dteleme diizlemi olarak adlandirilir. AG(2,q) nun teleme grubu, Vw €
W (iki boyutlu taban vektdr uzayi) icin Ty, : v — v + w formundaki ¢> tane doniisiimii igerir.

Dolayisiyla, PG(2,q) herhangi bir / dogrusuna gore bir 6teleme diizlemidir (Wantz, 1995).

2.2.2 Korelasyonlar

Tanmim 2.7 P = (N, D, o) herhangi bir projektif diizlem olsun. Bu diizlemde,

o: NUD —NUD
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eslemesi asagidaki 6zelliklere sahipse; G ya, P nin bir korelasyonu denir:

o N—Dvecs:D—N,
1) © birebir ve ortendir,
ii) N,N eNved,d e Dicineger Nod,5(N)=d vec(d)=N ise N od .

Bu demek oluyor ki; ¢, PP nin bir korelasyonu ise bu durumda P, P nin bir noktast ve
[, P’nin bir dogrusu olmak tizere P € [ <= [° € P°® dir. Eger P € P° ise P noktast G ko-
relasyonunun mutlak noktast; 1° € [ ise | dogrusu ¢ korelasyonunun mutlak dogrusu olarak
adlandirilir. Tanimdan anlagildig: gibi, bir projektif diizlemin herhangi bir korelasyonu yalnizca
dogrular1 noktalara ve noktalar1 dogrulara birebir ve orten bir bicimde eslemekle kalmaz; ayni
zamanda {lizerinde bulunma bagintisin1 da korur. Bu nedenle bir korelasyon, dogrudas noktalari
noktadas dogrulara, tam dortgenleri tam dortkenarlara, tam dortkenarlar tam dortgenlere vs.
esler. Dolayisiyla, korelasyon kavraminin duali de bir korelasyondur. Kolinasyonlarin aksine,
projektif diizlemin korelasyonlar1 bir grup olusturmaz. Ciinkii iki korelasyonun birlesimi bir
korelasyon degildir; ama bir kolinasyondur. Ayrica, birim korelasyon yoktur. Buna kargsin, bir

korelasyonun tersi yine bir korelasyondur (Kaya, 2005).

Tanim 2.8 2. dereceden korelasyonlara polarite denir.

PG (d,F) projektif diizlemini veren V vektor uzayindaki bir tabani sabit birakirsak, bu ta-
ban {bg,b1,...,ba} olsun, ve (d+ 1) x (d + 1) tipinde girdileri s (b;, b;) seklindeki bir G matrisi
olusturursak, bu durumda bu sabit tabana bagli koordinatlar1 kullanarak, s (v,w) yi, xG (y*)"
seklinde diisiinebiliriz. Burada sirasiyla; x ve y, verilen tabana baglh olarak v ve w nin ko-
ordinatlarmin satir vektorleridir ve o cisim otomorfizmi satir ve siitun vektorlerinin her bir
bilesenine uygulanir. Buradan, bu G matrisine, verilen tabana baglh s nin gram matrisi ad1 ver-
ilir. Gram matrisi tekil degildir ve eger cismin karakterisitigi 2 ise ortogonal polariteler i¢in
simetrik bir matristir. O halde, bu simetrik matrisin en az bir kdsegen girdisi sifirdan farklidir.
Birim polaritelerde Gram matris hermityendir 6yleki; G* in ot nin G nin biitiin girdilerini temsil
etmesi kosuluyla G = G* dur. Yani, bir Hermit matrisinin kosegen girdileri, o tarafindan sabit

birakilan altgruptan gelmelidir (Barwick and Ebert, 2008).

Bir sonlu cismin 2. dereceden bir otomorfizme sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu
sonlu cismin kare mertebeli olmasidir. Dolayisiyla, sonlu bir klasik projektif diizlemin birim
polariteye sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bazi g asal kuvvetleri icin F = GF (qz) ol-

masidir.
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2.2.3 Formlar

Tamim 2.9 V, F = GF (q) tizerindeki PG (2,q) yu veren 3 boyutlu bir vektor uzayi ve ® ise F

nin bir cisim otomorfizmi olsun. Yu, v, w € V, k € F i¢cin V x V — F ye kurulan ve

i) s(u+v,w)=su,v)+s(v,w) ve s(u,v+w)=s(u,v)+s(u,w),
i) s (ku,v) =ks(u,v) ve s(u,kv) = k%s (u,v)

sartlarini saglayan s doniisiimiine & cisim otomorfizmasi yardimiyla kurulan sesquilineer form

denir.

® birim ise s ye bilineer form denir. Ek olarak, eger Vu, v € V igin s(u,v) = s(v,u) ise s’ye
simetrik bilineer form adi verilir. Eger, ® ikinci dereceden bir otomorfizma ve Vu, v € V i¢in

>

s(u,v) = s(v,u)® ise s ye hermityen form denir. Bir s sesquilineer formuna bagl V nin radikali,

Vi={ueV:suy)=0;YweVv} (2.5)

seklinde tanimlanir. Eger V- = {0} ise bu sesquilineer form dejenere degildir.

Verilen bir s sesquilineer formu icin W <V ve W # {0} iken
W —W-={ecV:s(vw) =0,Ywe W}

doniisiimiiniin noktalar ile dogrulari yer degistirdigi ve kapsamay1 tersine ¢evirdigi aciktir. Eger
s dejenere degilse § nin birebir ve orten oldugu gosterilebilir ve bundan dolay1 3, PG (2,¢) nun
bir korelasyonudur. Tersine eger 8, PG (2,q) nun herhangi bir korelasyonu ise bu durumda
yukarida verilen 8 nin elde edilebildigi V iizerinde dejenere olmayan bir s sesquilineer formu
vardir. Dahasi bu sesquilineer form, polarite olan bir korelasyon ise bu durumda s, ya simetrik
bilineer ya da hermityendir. Bu formlara karsilik gelen polaritelere sirasiyla ortogonal ve birim
polarite denir. Belirtmeliyiz ki, birim polariteler sadece kare mertebeli cisimlerde mevcuttur ki

bu duruma karsilik gelen @ tek olarak hesaplanabilir.

Bir Q ile gosterilen quadrik form, asagidaki kosullar1 saglayan V — F ye bir doniiglimdiir:

i) Qlku)=k*’Qu)YucVvekcF
ii) Q(u+v)—Q(u)—Q(v) bir simetrik bilinear form

F nin karakteristigi tek olmak iizere eger birlesmeli simetrik bilineer formu dejenere degilse
bu quadrik forma dejenere degildir denir. Bu durumda bir s simetrik bilineer form Q(v) =
%s (u,v) yoluyla bir tek quadrik form olusturur. F nin karakteristigi ¢ift olmak iizere eger her

stfirdan farkli v € V' igin Q (v) # 0 ise Q ya dejenere degildir denir (Wantz, 1995).
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2.3 Konikler

PG (2,q) uzayinda, baz sifirdan farkli 2. dereceden homojen denklemleri saglayan homo-

jen koordinatlarin tiim noktalarini igeren kiimeye bir konik dendigini artik biliyoruz.

V, q bir asal kuvvet olmak iizere, F = GF (g) cismi ile olusan ve T = PG (2,q) yu olusturan
vektor uzayi olsun. 7 deki herhangi iki konigin projektif olarak birbirine denk oldugu kolayca
goriilebilir. Burada, her (x,y,z) € V icin Q(x,y,z) = xz — y* seklinde verilen Q quadrik formu

ile alakali matris,
0
—1
0 0

seklindedir. Bu matris tekil olmadigindan Q dejenere degildir ve buradan C bir konigi temsil

(el S

(2.6)

o= O O

etmek ilizere,

C={(x,»2) :xz—yzzO} (2.7)

seklindedir (Wantz, 1995).

Eger x = 0 iken (x,y,z) € C ise y = 0 olmalidir. Buradan (0,0, 1) noktasinin x = 0 iken
C nin tek noktasi oldugu goriiliir. Eger x # 0 iken (x,y,z) € C ise x = 1 alinarak diizenlenir.
Buradan, y € F i¢in (1, v, yz) formunun C de ¢ tane noktasinin var oldugu goriiliir. Bu nedenle

bir konik g+ 1 nokta icerir. Daha acik olarak,

C={(Lyy") :yeF}uU{(0,0,1)} (2.8)

yazilabilir (Wantz, 1995).

T nin bir [A, B,C] dogrusunun (0,0, 1) noktasini igermesi igin gerek ve yeter kogulu C =0
olmasidir. Bir [A,B,C] dogrusu, her y € F i¢in (l,y, y2) noktasini icermesi i¢in gerek ve yeter
kosulu ise

A+By+Cy* =0 (2.9)

denklemini saglamasidir. Agiktir ki, C nin ikiden fazla noktasi 7 nin bir dogrusu iizerinde ol-
mayabilir. 7 nin C ile sifir, bir ya da iki noktada kesisen dogrular sirasi ile dis dogru, teget
dogru ya da sekant dogru olarak adlandirilir. Verilen bir P € C noktas: i¢cin P den gecen
q + 1 dogru oldugunu biliyoruz ve farkli bir dogru P ye ve C nin diger ¢ tane noktasina ek-
lenirse P noktasinda C ye teget yalmiz bir dogru olmak iizere, P den gecen g tane dogru C nin
sekant dogrusudur. Kombinatoryal bakis agis1 ile C nin ¢ + 1 tane teget dogrusu ve (q;l) tane

sekant dogrusu vardir ve dolayisiyla, 7 nin ¢> + g + 1 tane dogrusundan kalan (g) tanesi C nin
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dig dogrusu olmalidir. Cebirsel olarak, [A,B,C] nin belirli bir C koniginin dig dogrusu, teget
dogrusu ya da sekant dogrusu olup olmadigini kontrol edilebilir (Wantz, 1995).

Simdi ¢ nun cift bir asal kuvvet oldugu kabul edilsin. Yine goriilebilir ki, biitiin konikler
projektif olarak denktir ve xz — y* dejenere olmayan quadrik formdur. Dolayisiyla, bir C konigi
ayni (2.8) de oldugu gibi tanimlanabilir. ¢ nun tek oldugu durumdaki biitiin dis dogrularinin,
teget dogrularinin ve sekant dogrularinin sayisi; ¢ nun ¢ift oldugu durumda da sayilabilir. Yine
de konigin teget dogrulari icin tek ve ¢ift olma durumlar farklilik gosterir. Eger ¢ tek ise C nin
tizerinde olmayan her nokta tam olarak iki tane, C ye teget dogru iizerinde bulunur. Eger g ¢ift
ise C ye teget dogrularin tiimii bir ortak noktadan gecer. Bu noktaya konigin nucleus’u denir.

C’nin nucleus’u, (0, 1,0) noktasidir (Wantz, 1995).

2.4 k-arc, Oval ve Ovoid

Tanmm 2.10 g. mertebeden bir projektif diizlemde herhangi iicli dogrudas olmayan g+ 1 tane

noktanin olusturdugu kiimeye oval denir.

g > 2 olmak iizere PG (3,q) da herhangi iicii dogrudas olmayan ¢® 4 1 tane noktanin

kiimesine ovoid denir.

PG (4,q) da kose noktasi P ve tabani P yi igermeyen bir hiperdiizlemdeki ovoid olan koniye

ovoidal koni ad1 verilir.

PG (2,q) da oval, indirgenemez bir koniktir.

Eger ¢ tek ise, PG(2,q) daki her oval, dejenere olmayan bir koniktir. Eger ¢ cift ise,
PG (2,q) da dejenere olmayan bir konik bir N nucleus’a sahiptir; fakat eklemek gerekir ki,
PG (2,q) da her oval bir konik degildir.

PG (3,q) da ovoid, bir eliptik quadriktir.

Eger ¢ tek ise, biitiin ovoidler eliptik quadriktir. Eger ¢ cift ise, eliptik quadrik olmadigi

bilinen bir ovoid ailesi vardir.

PG (4,q) da ovoidal koni, bir eliptik konidir (Barwick and Ebert, 2008).
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Tamm 2.11 PG (2,q) da herhangi ii¢ii dogrudas olmayan k noktali kiimeye k-arc denir.

PG(2,q) da (q+ 1) — arc bir oval belirtir ve noktalar1 bir oval olusturan dejenere olmayan

bir konik vardir.



BOLUM 3

UNITALLER

3.1 Hermit Egrileri

Tanim 3.1 p, PG(2,F) nin bir birim polaritesi olsun. p nun mutlak noktalarinin kiimesine

dejenere olmayan hermit egri denir.

Hatirlayalim ki, birim polaritelerin var olmasi i¢in F cisminin involiit otomorfizminin ol-
mas1 gerekir. Bundan dolay1; sonlu cisim durumunun, bazi asal g kuvvetleri i¢in F = GF (qz)
cismine ihtiyag duyariz ve bu hermit egrileri H (2,4*) seklinde gosterilir. Bu durumda, involiit

otomorfizm & : x — x? seklindedir (Barwick and Ebert, 2008).

3.1.1 Dejenere olmayan Hermit egrileri

H (2,q2), bazi1 ¢ asal kuvvetleri icin ¢*> mertebeli PG (2,q2) klasik projektif diizleminin

Hermit egrisi olsun.

Teorem 3.2 PG (2,4%) deki bir dejenere olmayan H hermit egrisi tam olarak ¢> + 1 tane nok-

taya sahiptir.

Dejenere olmayan hermit formunu olusturan bir vektor uzayindan elde edilen kare mer-
tebeli bir projektif diizlem PG (2,q2) deki bir birim polarite, bir diizlem polaritesinin mutlak
noktalarinin olasi sayilari i¢in bir {ist sinir olusturur. Dolayisiyla, bu mutlak noktalarin kiimesi
yani H hermit egrisi, PG (2, qz) deki biitiin dogrulara iliskin kesisim 6zelliklerine sahiptir. Yine
de, bu kesisim ozelliklerini direkt olarak klasik diizende gelistirmeyi tercih edersek, Hermit

egrileri daha kolay anlagilmis olur (Barwick and Ebert, 2008).

I, PG (2,4*)’nin bir dogrusu olsun. O halde /’nin kutbu P = I+ ya H = H (2,¢*)’nin bir
noktasidir ya da degildir ve H’nin kanonik denklemi asagidaki gibidir:

e xit e xyt =o, 3.1)
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Oncelikle varsayalim ki P = (0,0,1) ve P ¢ H olsun. Buradan, P ayn1 zamanda PL =1,
mutlak degildir. Birim matrisimiz olan Gram matrisi kullanarak goriiriiz ki / nin (0,0, l)T
dual koordinatina sahip oldugunu gériiriiz ve bundan dolay1 X, = 0 dir. Dolayisiyla, /N H nin
herhangi bir noktas icin, y?*! = —1 iken homojen koordinatlar (1,y,0) seklindedir. Bundan
dolayi, tekrar norm fonksiyonu ozellikleri kullanilarak, her mutlak olmayan dogrunun g + 1
noktada H ile kesistigi goriilir. Bu dogrulara genel olarak H’nin sekant dogrular: denir ve

bunlarin H ile kesisimlerine ise kiris ad1 verilir (Barwick and Ebert, 2008).

Simdi z¢7! = —1 olmak iizere bazi z € GF (qz) elemanlar i¢in P = (0,1,z) oldugunu
varsayalim. Buradan, P € H dir ve dolayisiyla P (aym sekilde / = P') mutlaktir. Bu sefer,
[ nin dual koordinatlar1 (0, 1,z4 )T dir ve dolayisiyla, / nin denklemi X; + z7X, = O olur. Bu-
radan, ya [ lizerindeki biitiin noktalar H de bulunur ya da / dogrusu H ile yalmzca P noktasinda
kesigir. (1,0,0) noktasi / nin bir noktasi; fakat A nin bir noktasi olmadigindan, / dogrusu H ile
yalmiz P noktasinda kesisir. Yani, her mutlak dogru ile H tam olarak bir noktada kesisir ve bu

nokta kutuptur (Barwick and Ebert, 2008).

Teorem 3.3 H, PG (27 qz) de dejenere olmayan bir hermit egrisi olsun. O halde PG (2, qz) deki
her dogru H ile 1 ya da ¢+ 1 noktada kesisir.

Genelde, boyutu d > 2 olan H =H (2, qz) hermit degiskeni i¢in bir dogru H ile yalmz bir
noktada kesisir ve bu dogruya teget dogru; g + 1 noktada kesisiyorsa bu dogruya sekant (hiper-
bolik) dogru denir. Dolayisiyla, dejenere olmayan bir H hermit egrisi PG (2, qz) ye gomiiliidiir.
PG (2,q2) nin her dogrusu, H’nin bir teget dogrusu ya da sekant dogrusudur. PG (2,q2) nin
hicbir dogrusu, H den ayrik olamaz ve PG (2, qz) nin hi¢bir dogrusu, tam olarak A nin iizerinde

degildir (Barwick and Ebert, 2008).

Teorem 3.4 H, PG (2,4°) de dejenere olmayan bir hermit egrisi olsun. O halde, H nin
PG (2,q%) de ¢° + 1 tane teget dogrusu ve g* — ¢* + ¢* tane sekant dogrusu vardir. Yani,
PG (2, qz) \H nin her noktasindan ¢ -+ 1 tane teget dogru ve ¢*> — ¢ tane sekant dogru gegerken,

H nin her noktasindan ¢ tane sekant dogru ve 1 tane teget dogru geger.

Ispat. H nin iki farkli noktasindan gecen dogru, yukaridaki teoremden, bir sekant dogrusu
olmalidir ve yine yukaridaki diger teoremden H nin ¢ + 1 noktasi vardir. Bundan dolay1, H
deki farklt sekant dogrularmin sayist (her sekant dogrusu (71') defa sayildigindan);

3
g +1 qg+1 )
( 2 )/< 2 >:‘12(612—61+1)=q4—q3+q2dlr~
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PG (2,4%) de ¢*+ ¢* + 1 tane dogru oldugundan, hepsi ya teget dogrusu ya da sekant
dogrusudur, H de ¢ + 1 tane teget dogru oldugunu goriiriiz. Ozellikle, her P € H den gecen

yalniz bir teget dogru vardir ve o dogru P dir ve bundan dolay1 ¢? tane sekant dogru vardir.

0, PG (2, qz) \H de herhangi bir nokta ise; ¢, Q dan gegen teget dogrularin sayist ve i, Q

dan gecgen sekant dogrularin sayis1 olsun. O halde,
t+h=g+1vet-1+h-(g+1)=¢>+1

oluph=g*>—gvet=q+1dir. O

Herhangi bir Q ¢ H icin, Q dan gecen ¢+ 1 tane teget dogrusu iizerinde bulunan H nin g+ 1
tane noktast Q nun ayaklar: olarak adlandirilir (Barwick and Ebert, 2008).

Sonug 3.5 H, PG (2,4*)’de dejenere olmayan bir hermit egrisi olsun. Eger Q, PG (2,¢*) \H

de bir nokta ise, bu durumda Q’nun ayaklar1 dogrudastir ve Q- dogrusu iizerindedir.

3.1.2 Dejenere Hermit egrileri

Bazi dejenere hermit formlariyla alakali olarak kendine ortogonal vektor uzayinda bulunan
sifirdan farkli vektorler tarafindan belirlenen projektif noktalar incelensin. Vektor uzayina uy-
gun bir baz secerek, Gram matrisinin kosegensel oldugunu ve sifirdan farkli girdilerinin 1’e esit
oldugunu varsayalim. Dolayisiyla, projektif esitlige bagh olarak PG (2, qz) de iki tane dejenere
hermit egrisi vardir. Bu dejenere egriler icin kanonik formlar su sekildedir:

i xIt=o0
i) X +xit =0

Birinci dejenere hermit egrisi bir dogrudur ve denklemi Xy = O dir. Ikinci dejenere
hermit egrisi, kosesi P(0,0,1) ve X, = 0 denklemli dogru iizerindeki noktalar kiimesi B =
{(Ly, 0):yit!l = —1} olan bir konidir. B konisi, GF (qz) den elde edilen iki boyutlu vektor
uzay1 ile olusturulan PG (l,qz) projektif dogrusunun dejenere olmayan bir Hermit degiskeni

seklinde diistiniilebilir (Barwick and Ebert, 2008).

Teorem 3.6 H (1, qz), PG (1,q2) projektif dogrusunun dejenere olmayan bir hermit de8iskeni
olsun. Bu durumda, H(1,4*), GF (¢*) nin GF (g) altcismi iizerindeki PG(1,q) projektif

dogrusuna izormorftur.
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Bu noktada klasik projektif dogru i¢in alinan model daha dikkatli incelenirse; sol-
dan diizenlenen koordinatlar kullamlarak, {(0,1)}U{(1,y):y € GF (¢*)} ile L = PG (1,¢*)
nin noktalari belirlenebilir. GF (¢?) nin GF (g) altcismi kullanildiginda; B = {(0,1)} U
{(1,y) : y € GF (q) } noktalarinin kiimesi, L dogrusu iizerindeki standart pozisyondaki PG (1,q)

altdogrusunun bir kopyasidir.

3.2  Unitaller

¢* mertebeli bir PG (2,4*) projektif diizleminde; bir hermityen egri, dejenere olmayan
bir hermityen formun mutlak noktalarmin kiimesidir. Herhangi iki hermityen egrinin pro-
jektif olarak denk oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla birlesimli hermityen matris, birim ma-
tris olarak alinabilir. Bir (x,y,z) noktasinin mutlak nokta olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
x4t 4 yatl 4 74+l — 0 denklemini saglamalidir. Bundan dolay1, PG (2, qz) deki her hermityen

egri projektif olarak asagidaki forma denktir:

U= {(x,p,2) : x4 44t 2471 =0} (3.2)

Belirtmek gerekir ki; eger  bu formun bir polaritesi ise, o halde (x,y, z)6 = [xﬁ, yﬁ,zﬂ ve

v, y,2° = (xs, ys,z5> >dir (Wantz, 1995).

U da bulunan PG (2,q2) nin noktalarim1 sayahim. Eger, x = 0 olmak iizere (x,y,z) € U
ise, y9t1 4 741 = 0 dir. Belirtmek gerekir ki; y # 0, degilse x = y = z = 0 dir. Dolayisiyla,
soldan diizenlenip y = 1 alinabilir. Bu demektir ki, F = GF (qz) deki z icin g + 1 tane ¢6ziim
olan z97! = —1 denklemini verir. Dolayisiyla, x = 0 iken U nun g + 1 noktas1 vardir. Benzer
olarak, y = 0 ve z = 0 iken de U nun ¢ + 1 noktasi vardir. Bundan dolay1, eger sifirdan farkli
olmak iizere (x,y,z) € U ise, 297! = —1 —y4*1 i veren x = 1 almabilir. y7*! # —1 iken —1 —
yi*tl € F* = F — {0} dir. Dolayisiyla, y ler sabit olmak iizere z icin ¢+ 1 tane secenek vardur.
yit1, g —2 degiskene sahip olabilir ve y?*! sabit olmak iizere y icin ¢ + 1 secenek vardur.
Bu nedenle, U nun sifirdan farkl koordinatlarinin sayisi (¢ —2) (¢+1)* olmak iizere, eleman

sayisinin (g —2) (g+1)*+3(g+1) = ¢° + 1 oldugu gériiliir (Wantz, 1995).

PG (Z,qz) nin dogrularinin U ile nasil kesistigini anlamak adina; /, birlesimli hermityen
formun mutlak bir dogrusu olsun. Bu durumda /% € U olmak iizere [® € [ dir. Olmayana ergi
yonteminden varsayalim ki, /U ya ait bir P # 1% noktasi var olsun. P mutlak iken, P € PN yi
veren P € PO vardir. Fakat P € [ olmast, [® € P® olmasini gerektirir. Dolayisiyla 1% c PPN dir.
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P? ve [ iki farkli noktay1 icerdiginden, P® = [ olmalidir. Bu nedenle, P = [% olmasi bir celigkidir
ve bundan dolay1; her mutlak dogru, U ile yalniz bir noktada kesisir. Bu dogrulara teget dogru

denir.

Bir [x,y,z] dogrusu ancak ve ancak x4*! 4+ y9+! 4 724+ = 0 oldugunda mutlak bir dogru
oldugundan, goriiliir ki [0,0, 1] noktasi, hermityen formun mutlak noktasidir. Ayrica bu dogru,
U nun g + 1 noktasini igerir. Daha ac1k olmak gerekirse, formun y¢™! = —1 esitligini saglayan
noktalar1 (1,y,0) seklindeki noktalaridir ve U nun birden fazla noktasini iceren herhangi bir
nokta, U nun tam olarak ¢+ 1 noktasini icerir. Boyle dogrulara sekant dogru denir. U nun farkl
sekant dogrularinin sayist;

()

U

seklindedir. Dolayistyla, PG (2,¢?) nin tiim ¢* 4+ ¢* + 1 dogrularindan ¢* — ¢> + ¢* tanesi U nun
sekant dogrulart, ¢° + 1 tanesi U nun teget dogrularidir. g* — ¢° + ¢* tane dogru, hermityen for-
mun mutlak olmayan dogrular1 ve ¢° + 1 tane dogru ise hermityen formun mutlak dogrularidir

(Wantz, 1995).

Burada design teorisi ile sonlu geometri arasinda karsilikli etkilesimin oldugu ¢ok onemli

bir 6rnek verilmektedir.

Tanmm 3.7 ¢ < k < v olmak iizere ¢, v, k, A € Z* olsun. V noktalar olarak adlandirilan v
elemanl: bir kiime, B bloklar olarak adlandirilan V nin k elemanl: altkiimelerinden olusan bir
kiime ve V nin ¢ elemanl her altkiimesi tam olarak A tane blok iizerinde olan bir (V,B) siralt

ikilisine, r — (v,k,A) dizayn denir.

Tanim 3.8 Bir dizaynin bloklarindan ve noktalarindan diger bir dizaynin bloklarina ve nokta-
larina, lizerinde bulunma bagintisin1 koruyan birebir ve Orten bir doniisiim varsa; bu iki dizayn

izomorf olarak adlandirlir.

Bir t — (v, k,\) dizaynin mertbesi n olmak tizere n = k — A seklinde tanimlanir. U nun her el-
eman1 PG (2, qz) nin dogrularinin iizerindeki noktalar ile 1 ya da ¢+ 1 noktada kesistiginden ve
U kiimesi ¢> + 1 nokta icerdiginden bir 2 — (q3 +1,g+1, 1) dizayndir. U nun noktalarin1 nok-
talar ve mutlak olmayan dogrularin kesisimlerini bloklar olarak almak suretiyle, bu dizaynin

mertebesi g oldugu goriilebilir (Barwick and Ebert, 2008).

n. mertebeden sonlu bir projektif diizlem, bloklar1 projektif diizlemin dogrulari olan bir 2 —

(n2 +n+1,n+1, 1) dizayndir. Aslinda basit bir sayim ile bu parametrelere sahip herhangi bir
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dizayn, dogrular dizaynin bloklar1 olan n. mertebeden bir projektif diizlem olmalidir. Benzer
olarak; n. mertebeden bir afin diizlem 2 — (nz, n, 1) dizayndir ve bu parametrelere sahip herhangi

bir dizayn, n. mertebeden bir afin diizlemdir (Barwick and Ebert, 2008).

Tanim 3.9 7 bir tamsay1 ve n > 3 olmak iizere 2 — (n3 +1,n+1, l) dizayn, n. dereceden bir

iinital olarak adlandirilir.

T = PG (2,q) ya gomiilii, mertebesi ¢ olan keyfi bir iinitale hermityen arc denir.

Belirtmek gerekir ki; n =2 ise, 2 — (9,3, 1) dizayn 3. mertebeden bir afin diizlemdir. Bun-
dan dolay1 iinital tantminda, n > 3 kosuluna ihtiya¢ duyulmasina ragmen; » nin asal olmasi ya
da derecesi n olan bir {initalin n> mertebeli bir projektif diizlem i¢ine gomiilii olmas1 gerekmez.
Boyle bir gomiilme varsa, bu durumda U iinitalinin bloklar1 noktalar kiimesi ile dogrudastir
ve bu yiizden, i¢inde bulundugu diizlemin her dogrusu, U ile 1 ya da n+ 1 noktada kesisir.
Bu durumda U {initaline goémiilii iinital denir ve bundan sonra, 6rnegin U gibi bir hermityen
egri klasik iinital olarak ifade edilecektir. Not diismek adina, g mertebeli herhangi bir klasik
olmayan projektif diizleme gomiilemeyen, asal g mertebeli iinitaller olabilecegi gibi, klasik
olmayan projektif diizlemlere gomiilebilen {initaller vardir. Ek olarak; bu soylenenlere 6rnek
olmas1 acisindan, herhangi iki izomorf olmayan projektif diizleme gomiilebilen ayni1 bir {inital

olusturulabilir (Barwick and Ebert, 2008).

n* mertebeli herhangi bir IT sonlu projektif diizlemine gémiilii, mertebesi z olan keyfi bir
U {initali icin bazi1 kombinatoryal gercekler kolaylikla goriilebilir. Elemanter dizayn teoremi

4 — n? 4+ n? blok icerir ve her noktasi n?

gosterir ki; herhangi bir 2 — (n3 +1,n+1, 1) dizayn, n
tane blok iizerinde bulunur. Bundan dolay1; IT’nin herhangi bir P € U noktasindan U ya sekant
olan n? tane dogrusu gecer. Varsayalim ki, bir P ¢ U vet, s sirasiyla P den gecen teget ve sekant
dogrularin sayis1 olsun. P den gecen dogrularin U nun biitiin noktalarini icermesi gerektiginden,
t+s(n+1) =n’+1 dir. P den gecen IT nin n”> 4 1 dogrusu oldugundan, 7 +s = n®> 4 1 dir.
Bu denklemler ¢oziildiigiinde, herhangi bir P ¢ U noktasindan gegen n + 1 tane teget dogru
oldugu goriiliir. U nun bu teget dogrulari iizerinde bulunan n 4 1 tane noktasi P nin ayaklar
olarak adlandirilir. Belirtmek gerekir ki, bu ayaklar birlesimli birim polarite altindaki P nin

resmi iizerindeyken bir klasik U iinitali {izerinde bulunan herhangi bir P noktasinin ayaklari

dogrudastir (Wantz, 1995).
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3.2.1 Dokuzuncu mertebeden iinitaller

Tanim 3.10 Bir P projektif diizleminin iinitali U olsun. Bir P € P—TU ve F € U noktalari icin
FP, U ya teget ise bu noktalar P nin ayaklar olarak adlandirilir ve bu noktalarin kiimesine P

nin pedal seti (kiimesi) denir.

Yukarida bahsettigimiz gibi, Dezarg diizlemi, sag yaklasik cisim diizlemi, sol yaklagsik
cisim diizlemi ve Hughes diizlemi olmak lizere 9. mertebeden tam olarak dort tane projektif
diizlem mevcuttur. Penttila ve Royle bu diizlemlerdeki biitiin initalleri sinifflandirmigtir. Bunlara
esdeger olarak, Dezarg diizleminde iki, sag yaklasik cisim ve sol yaklasik cisim diizleminde dort
ve Hughes diizleminde sekiz tane iinital mevcuttur. Eger iinitaller elde edildikleri diizlemin bir

kolinasyonu yardimiyla birbirlerine doniistiirebiliyorsa denktir (Krcadinac and Smoljak, 2011).

9. mertebeden bir projektif diizlemde pedal setler U nun dort noktasini igerir ve bu dort
noktanin ii¢ farklt durumu vardir:

i)  Dogrudagstir.
ii) 3 nokta bir dogru tizerinde ve dordiincii nokta bu dogru iizerinde degildir.
iii) Herhangi ticii dogrudas degildir. Yani bir arc’tir.

Bu {i¢ durumun hepsi birer pedal settir. Bu bilgiler iizerinden yapilan arastirmalar sonu-
cunda goriilmiistiir ki, Dezarg diizleminin iki farkli iinitalinden bir tanesi hermityen iinital,
digeri (klasik olmayan) ortogonal Buekenhout-Metz iinitalidir. Sag yaklasik cisim ve sol
yaklagik cisim diizlemlerinin dort farkli {initali i¢in (ayn1 pedal setlere sahip oldugundan
tinitalleri aynidir) bir tanesinin hiperbolik Buekenhout iinital, digerinin parabolik Buekenhout
iinital ve kalan ikisinin ise Buekenhout iinitali olmadig1 bulunmustur (Krcadinac and Smoljak,

2011).

Bilgisayar yardimiyla Brouwer, 28 nokta iizerindeki iinitaller ve 9. mertebeden cesitli pro-
jektif diizlemlerde baz1 iinitallerin gémiiliimii tizerinde ¢calismistir. Bulgulari, birden fazla pro-
jektif diizleme gomiilebilen iinitaller ve ayni zamanda 9. mertebeden herhangi bir diizleme
gomiilemeyen iinital 6rneklerini ortaya ¢ikarmustir. Birincisi, her asal g kuvveti i¢in g. mertebe-
den hem Hall hem de Dual Hall diizlemine gomiilebilen bir {inital inga eden Griining tarafindan
genellestirilmigtir. Griining, Buekenhout’un hiperbolik yapisini kullanmigtir ve burada Hall

diizleminin tiiretilebilen bir 6teleme diizlemi oldugunu belirtmekte fayda vardir (Wantz, 1995).

Genellikle, sonlu projektif diizlemlere gomiilii iinitaller hakkinda ¢ok sey bilinmemektedir.

Klasik projektif diizlem ile ilgili caligma sayist oldukca fazladir. Goriildiigii lizere her ¢ asal
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kuvveti i¢in klasik iinital PG (2,¢*) ye gomiilebilir. Ek olarak Buekenhout, iinitallerin ingast
icin iki metod aciklamigtir. Ik metod, herhangi bir ‘iki boyutlu’ 6teleme diizleminde basari
ile uygulanabilir ve ideal dogru ile bir noktada kesisen iinitali {iretir. Bu iinitallere parabolik
iinital a1 verilir. Ikinci metod icin tiiretilebilen 6teleme diizlemine ihtiyag vardir ve ideal dogru
ile ¢ + 1 noktada kesisen iinitali iiretir. Bu {initallere hiperbolik iinital ad1 verilir. Metz daha
sonra, Buekenhout’un parabolik metodunu PG (2,q2) de klasik olmayan iinitali olugturmak
icin kullanmigtir. Bu {initaller, Buekenhout-Metz iinitalleri olarak adlandirildilar. Barwick,
PG (2, q2) de Buekenhout’un hiperbolik metodundan elde edilen herhangi bir {initalin bir klasik
tinital olmasi gerektigini gostermistir. PG (2, qz) ye gomiilebilen her bilinen {inital Buekenhout

yapilarindan elde edilebilir (Barwick and Ebert, 2008).

Rosati, herhangi bir tek g kuvveti icin g. mertebeden Hughes diizleminde bir {inital insa
etmistir. Kestenband ise bu yapiya ait Unitallerin bir sinifin1 genellestirmis ki bunlarin hepsi
verilen bir ¢ i¢in Rosati’nin {initaline projektif olarak denktir. Hughes diizlemi 6teleme diizlemi
olmadigindan, bu {initaller Buekenhout yapilarindan elde edilemezler. Kestenband ayni za-
manda Rosati {linitalinin -bir dizayn olarak- klasik iinitale izomorf olmadigin1 gostermistir. Bu
tinitalin lineer otomorfizm grubu Abatangelo ve Larato tarafindan bulunmustur. Ek olarak,
tiiretilebilen Hughes diizlemine (Hughes-Rosati Diizlemi) iinitali gommiigler ve ¢ = 3 (mod4)

e gore otomorfizm grubunu olusturmuslardir (Wantz, 1995).

Diger bilinen {initaller ise su sekilde ozetlenebilir. Birim polariteden elde edilen bir iinital;
g herhangi bir tek kuvvet olmak iizere ¢ mertebeli Figueroa diizleminde, de Resmini ve
Hamilton tarafindan bulunmustur. Barlotti ve Lunardon, Bose-Barlotti A-Diizlemlerinde bir
{initalin varligini bulmustur. Son olarak Liineberg, g*> mertebeli herhangi bir projektif diizleme
gomiilemeyen Ree gruplarindan elde edilen g = 3% +!

1995).

mertebeli iinitalleri géstermistir (Wantz,



BOLUM 4

BIR UNITAL UYGULAMASI

4.1 Dezarg Diizleminde Bir Hermityen Unital Ornegi

PG (2, F) projektif diizleminde noktalar kiimesi N olmak iizere;
N=A{(0,0,1);U{(0,1,z) : z€ F}U{(1,5.2) : »;z € F} 4.1)

ile temsil edilebilir.

Asagida verilen kodlar yardimiyla GF (32) cisminden elde edilen 9. mertebeden PG (2, 32)
projektif diizleminin dogrulari, dogrularin iizerinde bulunan noktalann ve PG (2,32) nin bir
tinitali elde edilmistir. Bu projektif diizlemi olusturmak icin kullanilan yap1 bir cisim
oldugundan bu diizlem dezargseldir ve q = 3 igin X971 4 Y4+ 4 74+! = 0 denklemi kul-
lanilarak bulunan iinital hermityen iinital olarak adlandirilir ve 28 noktadan olusan bu iinitalin

noktalar1 su sekildedir:

((0,1,e+1), (0,1,e+2), (0,1,2e+1), (0,1,2e+2), )
(1,0,e+1), (1,0,e+2), (1,0,2e+1), (1,0,2e+2),
(1’]‘71)7 (17172)7 (17178>7 (171728)7
U= (1,2,1), (1,2,2), (1,2,€), (1,2,2¢), (4.2)
(L,e,1), (1,€,2), (1,e,€), (1,€,2¢),
(1,e+1,0), (1,e+2,0), (1,2e1), (1,2¢,2),
(1,2e,¢),  (1,2¢e,2¢), (1,2e+1,0), (1,2e+2,0)

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.ComponentModel;
using System.Data;

using System.Drawing;

using System.Linq;

using System.Text;

using System.Windows.Forms;

namespace WindowsFormsApplicationl

{



public partial class Form1 : Form

{
public int[,] point]_buffer = new int[100, 2];

public int pointl_bufferEndPoint = 0;

public int[,] point2_buffer = new int[100, 3];
public int point2_bufferEndPoint = 0;

public int[,] pointReel Values_buffer = new int[100, 3];
public int pointReel Values_bufferEndPoint = 0;

public int[,] pointImaginaryValues_buffer = new int[100, 3];
public int pointImaginary Values_bufferEndPoint = 0;

public int[,] pointIntersectionsValues_buffer = new int[500, 6];

public int pointIntersections Values_bufferEndPoint = 0;

public int[,] pointHermitianValues_buffer = new int[100, 6];
public int pointHermitianValues_bufferEndPoint = 0;

public string[,] point3_buffer = new string[100, 1];
public int point3_bufferEndPoint = 0;

public string[,] point_buffer = new string[100, 3];
public int point_bufferEndPoint = 0;

public Form1()
{

InitializeComponent();

}

private void button1_Click(object sender, EventArgs e)

{

point]1 _bufferEndPoint = 0;
listBox 1.Items.Clear();

for (inta=0; a <=2; a++)

{
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for (intb=0; b <=2; b++)

{

point1_buffer[point]_bufferEndPoint, 0] = a;
point1 _buffer[point]_bufferEndPoint, 1] = b;
point1_bufferEndPoint++;

}
}

point2_buffer[0, O
point2_buffer[0, 1
point2_buffer[1, O

] = point1 _buffer[0, 0];
] = point1 _buffer[0, 1];
] = point1 _buffer[3, 0];
point2_buffer[1, 1] = point1 buffer[3, 1];
point2_buffer[2, 0] = point1 _buffer[5, 0];
point2_buffer[2, 1] = point1 buffer[5, 1];
point2_buffer[3, 0] = point1 buffer[1, 0];
point2_buffer[3, 1] = point1 _buffer[1, 1];
point2_buffer[4, 0] = point1 _buffer[4, 0];
point2_buffer[4, 1] = point] _buffer[4, 1];
point2_buffer[5, 0] = point1 _buffer[6, 0];
point2_buffer[S, 1] = pointl _buffer[6, 1];
point2_buffer[6, 0] = point1 _buffer[7, O];
point2_buffer[6, 1] = pointl _buffer[7, 1];
point2_buffer[7, 0] = pointl _buffer[2, 0];
point2_buffer[7, 1] = pointl buffer[2, 1];
point2_buffer[8, 0] = point] _buffer[8, 0];
point2_buffer[8, 1] = point1 buffer[8, 1];
point2_bufferEndPoint = 10;
point_bufferEndPoint = 0;

point3_bufferEndPoint = 0;

for (int ¢ = 0; ¢ < point2_bufferEndPoint; c++)

{
point3_buffer[c, 0] = point2_buffer[c, O] + 7+ + point2_buffer[c, 1] + ’e”;

point3_bufferEndPoint++;

}
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point_buffer[0, 0] = "0+0e”;
point_buffer[0, 1] = "0+0e”;
point_buffer[0, 2] = ’1+0e”;

point_bufferEndPoint++;
point3_bufferEndPoint = 0;

for (int k = 0; k <= 8; k++)

{

point_buffer[point_bufferEndPoint, 0] = ”0+0e”;
point_buffer[point_bufferEndPoint, 1] = ”14+0e”;
point_buffer[point_bufferEndPoint, 2] = point3_buffer[point3_bufferEndPoint, 0];

point3_bufferEndPoint++;
point_bufferEndPoint++;

}

for (int1 =0;1 <= 8; 1++)

{

string secondValue = point3_buffer[l, 0];

for (int m = 0; m <= 8; m++)

{

point_buffer[point_bufferEndPoint, 0] = ”14+0e”;
point_buffer[point_bufferEndPoint, 1] = point3_buffer[l, 0];
point_buffer[point_bufferEndPoint, 2] = point3_buffer[m, 0];

point3_bufferEndPoint++;

point_bufferEndPoint++;

}
}

for (int n = 0; n <= point_bufferEndPoint - 1; n++)

{

listBox1.Items.Add(”[” + point_buffer[n, O] + ”,” + point_buffer[n, 1] + ”,” + point_buffer[n, 2]

+ ”]7’);



private void button2_Click(object sender, EventArgs e)
{

pointlmaginary Values_bufferEndPoint = 0;

pointReel Values_bufferEndPoint = 0;

for (int x = 0; x < point_bufferEndPoint; x++)
{

string firstPointsStr = point_buffer[x, 0];
string secondPointsStr = point_buffer[x, 1];

string thirdPointsStr = point_buffer[x, 2];

int firstPointsFirstValue = Convert. Tolnt16(firstPointsStr.Substring(0, 1));
int firstPointsSecondValue = Convert.Tolnt16(firstPointsStr.Substring(2, 1));

int secondPointsFirstValue = Convert.Tolnt16(secondPointsStr.Substring(0, 1));
int secondPointsSecondValue = Convert.Tolnt16(secondPointsStr.Substring(2, 1));

int thirdPointsFirstValue = Convert.Tolnt16(thirdPointsStr.Substring(0, 1));
int thirdPointsSecondValue = Convert.Tolnt16(thirdPointsStr.Substring(2, 1));

pointReel Values_buffer[x, 0] = firstPointsFirstValue;
pointReel Values_buffer[x, 1] = secondPointsFirstValue;

pointReel Values_buffer[x, 2] = thirdPointsFirstValue;

pointlmaginary Values_buffer[x, 0] = firstPointsSecond Value;
pointlmaginaryValues_buffer[x, 1] = secondPointsSecondValue;

pointlmaginary Values_buffer[x, 2] = thirdPointsSecondValue;

pointReel Values_bufferEndPoint++;

pointlmaginary Values_bufferEndPoint++;

}

for (int h = 0; h < pointlmaginary Values_bufferEndPoint; h++)

{
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int firstReel Value = pointReel Values_buffer[h, 0];
int secondReelValue = pointReel Values_buffer[h, 1];
int thirdReelValue = pointReel Values_buffer[h, 2];

int firstlmaginaryValue = pointlmaginary Values_buffer[h, 0];
int secondIlmaginaryValue = pointlmaginary Values_buffer[h, 1];

int thirdlmaginaryValue = pointlmaginary Values_buffer[h, 2];

int firstReelXfour = 1;
int secondReelXfour = 1;

int thirdReelXfour = 1;

int firstimaginaryXfour = 1;
int secondImaginaryXfour = 1;

int thirdmaginaryXfour = 1;

if (firstReelValue == 0 & firstlmaginary Value == 0)
{

firstReelXfour = 0;
firstimaginary Xfour = 0;

}

if (firstReelValue == 0 & firstlmaginary Value == 1)
{

firstReelXfour = 1;
firstimaginary Xfour = 0;

}

if (firstReelValue == 0 & firstlmaginary Value == 2)
{

firstReelXfour = 1;
firstimaginary Xfour = 0;

}

if (firstReelValue == 1 & firstlmaginary Value == 0)
{

firstReelXfour = 1;
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firstimaginary Xfour = 0;
}

if (firstReelValue == 1 & firstImaginaryValue == 1)

{

firstReelXfour = 2;
firstimaginary Xfour = 0;

}

if (firstReelValue == 1 & firstimaginary Value == 2)

{

firstReelXfour = 2;
firstimaginary Xfour = 0;

}

if (firstReelValue == 2 & firstimaginary Value == 0)

{

firstReelXfour = 1;
firstimaginary Xfour = 0;

}

if (firstReelValue == 2 & firstimaginaryValue == 1)

{

firstReelXfour = 2;

firstimaginary Xfour = 0;

}

if (firstReelValue == 2 & firstlmaginary Value == 2)
{

firstReelXfour = 2;

firstimaginary Xfour = 0;

}

if (secondReelValue == 0 & secondImaginaryValue == 0)

{

secondReelXfour = 0;



secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReelValue == 0 & secondImaginaryValue == 1)

{

secondReelXfour = 1;

secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReelValue == 0 & secondImaginaryValue == 2)

{

secondReelXfour = 1;

secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReelValue == 1 & secondImaginaryValue == 0)

{

secondReelXfour = 1;

secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReelValue == 1 & secondImaginaryValue == 1)

{

secondReelXfour = 2;

secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReelValue == 1 & secondImaginaryValue == 2)

{

secondReelXfour = 2;

secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReelValue == 2 & secondImaginaryValue == 0)

{

secondReelXfour = 1;



secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReelValue == 2 & secondImaginaryValue == 1)

{

secondReelXfour = 2;

secondImaginaryXfour = 0;

}

if (secondReel Value == 2 & secondImaginaryValue == 2)

{

secondReelXfour = 2;

secondImaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReelValue == 0 & thirdImaginaryValue == 0)
{

thirdReelXfour = 0;
thirdImaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReel Value == 0 & thirdlmaginaryValue == 1)

{

thirdReelXfour = 1;
thirdImaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReelValue == 0 & thirdImaginaryValue == 2)
{

thirdReelXfour = 1;
thirdImaginary Xfour = 0;

}

if (thirdReelValue == 1 & thirdImaginaryValue == 0)

{

thirdReelXfour = 1;
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thirdlmaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReelValue == 1 & thirdImaginaryValue == 1)

{

thirdReelXfour = 2;
thirdlmaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReelValue == 1 & thirdImaginaryValue == 2)

{

thirdReelXfour = 2;
thirdlmaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReel Value == 2 & thirdImaginaryValue == 0)

{

thirdReelXfour = 1;
thirdlmaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReelValue == 2 & thirdImaginaryValue == 1)

{

thirdReelXfour = 2;
thirdlmaginaryXfour = 0;

}

if (thirdReelValue == 2 & thirdImaginaryValue == 2)

{

thirdReelXfour = 2;
thirdImaginaryXfour = 0;

}

int reelHermitian = firstReelXfour + secondReelXfour + thirdReelXfour;
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int imaginaryHermitian = firstimaginaryXfour + secondImaginaryXfour + thirdlmaginaryX-

four;
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checkHermitian:
if (reelHermitian >= 3) reelHermitian = reelHermitian - 3;

if (reelHermitian >= 3) goto checkHermitian;

if (imaginaryHermitian >= 3) imaginaryHermitian = imaginaryHermitian - 3;

if (imaginaryHermitian >= 3) goto checkHermitian;

if (reelHermitian == 0 & imaginaryHermitian == 0)
{
pointHermitian Values_buffer[pointHermitian Values_bufferEndPoint, 0] = firstReel Value;

pointHermitianValues_buffer[pointHermitianValues_bufferEndPoint, 1] = firstimaginary Value;

pointHermitianValues_buffer[pointHermitian Values_bufferEndPoint, 2] = secondReelValue;
pointHermitianValues_buffer[pointHermitianValues_bufferEndPoint, 3] = secondImaginary-

Value;

pointHermitianValues_buffer[pointHermitianValues_bufferEndPoint, 4] = thirdReel Value;

pointHermitianValues_buffer[pointHermitian Values_bufferEndPoint, 5] = thirdImaginary Value;

pointHermitianValues_bufferEndPoint++;

2 99 29 99

listBox2.Items.Add("<<” + firstReelValue + 7+ + firstimaginaryValue + ”e” + ”,” + secon-
dReelValue + "+ + secondlmaginaryValue + ”e” + ”,” + thirdReelValue + 7+ + thirdImagi-
naryValue + ’e” + 7 >>");

}

}

}

private void listBox1_SelectedIndexChanged(object sender, EventArgs e)

{

listBox4.Items.Clear();

int mySelectedFirstReelPoint = Convert.Tolnt16(listBox1.Text.Substring(1, 1));

int mySelectedFirstimaginaryPoint = Convert.Tolnt16(listBox1.Text.Substring(3, 1));

int mySelectedSecondReelPoint = Convert. Tolnt16(listBox1.Text.Substring(6, 1));

int mySelectedSecondImaginaryPoint = Convert. Tolnt16(listBox1.Text.Substring(8, 1));
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int mySelectedThirdReelPoint = Convert. Tolnt16(listBox1.Text.Substring(11, 1));
int mySelectedThirdlmaginaryPoint = Convert.ToInt16(listBox 1.Text.Substring(13, 1));

for (int y = 0; y < point_bufferEndPoint; y++)
{

string firstPointsStr = point_buffer[y, 0];
string secondPointsStr = point_buffer[y, 1];
string thirdPointsStr = point_buffer[y, 2];

int firstReel Value;
int secondReel Value;

int thirdReel Value;

int firstPointsReel Value = Convert. Tolnt16(firstPointsStr.Substring(0, 1));

int firstPointsImaginary Value = Convert.Tolnt16(firstPointsStr.Substring(2, 1));

int secondPointsReel Value = Convert.Tolnt16(secondPointsStr.Substring(0, 1));

int secondPointsImaginary Value = Convert.Tolnt16(secondPointsStr.Substring(2, 1));

int thirdPointsReel Value = Convert.Tolnt16(thirdPointsStr.Substring(0, 1));
int thirdPointsImaginary Value = Convert.Tolnt16(thirdPointsStr.Substring(2, 1));

if ((firstPointsImaginaryValue == 1 & mySelectedFirstImaginaryPoint == 1) | (firstPointsImag-
inary Value == 2 & mySelectedFirstimaginaryPoint == 2))

{

firstReel Value = firstPointsReel Value * mySelectedFirstReelPoint + 2;

}

else if ((firstPointsImaginaryValue == 1 & mySelectedFirstimaginaryPoint == 2) | (first-
PointsImaginaryValue == 2 & mySelectedFirstimaginaryPoint == 1))

{

firstReel Value = firstPointsReel Value * mySelectedFirstReelPoint + 1;

}

else

{

firstReel Value = firstPointsReel Value * mySelectedFirstReelPoint;

}
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int firstimaginaryValue = firstPointsImaginaryValue * mySelectedFirstReelPoint + mySelect-

edFirstimaginaryPoint * firstPointsReel Value;

if ((secondPointsImaginaryValue == 1 & mySelectedSecondImaginaryPoint == 1) | (second-
PointsImaginary Value == 2 & mySelectedSecondImaginaryPoint == 2))

{

secondReel Value = secondPointsReel Value * mySelectedSecondReelPoint + 2;

}

else if ((secondPointsImaginaryValue == 1 & mySelectedSecondImaginaryPoint == 2) | (sec-
ondPointsImaginaryValue == 2 & mySelectedSecondImaginaryPoint == 1))

{

secondReel Value = secondPointsReel Value * mySelectedSecondReelPoint + 1;

}

else

{

secondReel Value = secondPointsReel Value * mySelectedSecondReelPoint;

}

int secondImaginaryValue = secondPointsImaginaryValue * mySelectedSecondReelPoint +

mySelectedSecondImaginaryPoint * secondPointsReel Value;

if ((thirdPointsImaginaryValue == 1 & mySelectedThirdImaginaryPoint == 1) | (third-
PointsImaginaryValue == 2 & mySelectedThirdImaginaryPoint == 2))

{

thirdReel Value = thirdPointsReelValue * mySelectedThirdReelPoint + 2;

}

else if ((thirdPointsImaginaryValue == 1 & mySelectedThirdlmaginaryPoint == 2) | (third-
PointsImaginary Value == 2 & mySelectedThirdImaginaryPoint == 1))

{

thirdReel Value = thirdPointsReel Value * mySelectedThirdReelPoint + 1;

}

else

{
thirdReel Value = thirdPointsReel Value * mySelectedThirdReelPoint;

}
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int thirdImaginaryValue = thirdPointsImaginaryValue * mySelectedThirdReelPoint + mySe-
lectedThirdImaginaryPoint * thirdPointsReel Value;

int sigmaReel = firstReel Value + secondReel Value + thirdReel Value;

int sigmalmaginary = firstimaginary Value + secondImaginaryValue + thirdlmaginary Value;

checkSigmaReel:
if (sigmaReel >= 3) sigmaReel = sigmaReel - 3;
if (sigmaReel >= 3) goto checkSigmaReel;

checkSigmalmaginary:
if (sigmalmaginary >= 3) sigmalmaginary = sigmalmaginary - 3;

if (sigmalmaginary >= 3) goto checkSigmalmaginary;

if (sigmaReel == 0 & sigmalmaginary == 0)

{

pointlntersections Values_buffer[pointIntersections Values_bufferEndPoint, 0] = firstPointsReel-
Value;

pointIntersections Values_buffer[pointIntersections Values_bufferEndPoint, 1] = firstPointsImag-

inary Value;

second-

pointlntersections Values_buffer[pointIntersections Values_bufferEndPoint, 2]

PointsReel Value;

pointlntersections Values_buffer[pointIntersections Values_bufferEndPoint, 3] second-

PointsImaginary Value;

pointIntersections Values_buffer[pointIntersections Values_bufferEndPoint, 4] = third-
PointsReel Value;
pointIntersections Values_buffer[pointIntersections Values_bufferEndPoint, 5] = third-

PointsImaginary Value;

pointIntersections Values_bufferEndPoint++;

29 .9 29 99

listBox4.Items.Add(”(” + firstPointsReelValue + "+ + firstPointsImaginaryValue + 7e” + ”,
+ secondPointsReel Value + 7+ + secondPointsImaginaryValue + ”e” + ) + thirdPointsReel-

Value + 7+ + thirdPointsImaginaryValue + ’e¢” + ”)”);

}
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private void button4_Click(object sender, EventArgs e)
{

this.Close();

}

}

}

Simdi PG (2, 32) Dezarg diizleminin dogrularinin lizerindeki noktalarin, U kiimesinin hangi

noktalari ile kesistiklerini gosteren tablolar1 verelim.



Tablo 4.1. PG (2,3?) diizleminin dogrulari iizerinde bulunan iinital noktalar.

4 =10,0,1] dr = [0,1,0] &5 = [0,1,1]
{U21,U22,U27,Ung} {Us,Us,U7,Us} {U10,U13,U20,Uss}
dy—[0,1,26 +1] ds =0, 1,€] de—=1[0,1,6+ 1]
{U} {U11,U16,U18,Un3 } {Us}

dr=1[0,1,2] ds—=1[0,1,612] do — [0,1,2¢]
{U9,U14,U19,Us6} {Us} {U12,U15,U17,Uns}
d10:[071,28—|—2] d11:[170,0] d12:[1,0,1]

{U2} {U,U,,U3,Us} {U10,U14,U18, Uz }
d13:[1,0,28—|—1] d14=[1,0,8] d15:[1,0,8+1]

{Us}

{U11,U15,U19,Uss }

{U7}

d16:[1,0,2] d17:[1,0,8+2] d18:[1,0,28]
{Uo,U13,U17,U3} {Us} {U12,U16,U20,Use }
d19:[1,0,28+2] dz():[l,l,()] d21:[1,1,1]

{Us} {U13,U14,Us5,U16} {Us}
d22:[1,1,2€+1] d23:[1,1,8] d24:[1,1,8+1]
{U1,Us,Us,Uns } {U2} {U3,U7,U13,Ups }

drs =[1,1,2]
{Uo}

dre = [1, 1,8-1—2]
{U4,U3,U19,Unr3 }

dy =[1,1,2¢]
{Un1}

drg = [1,1,2e+2]
{U27U67U177U26}

dyy = [1,2e+1,0]
{Ua1}

dyo = [1,2e+1,1]
{U2,U16,U21,Uzs}

dz; =[1,2e+1,2e+ 1]
{Us,U11,U17,Uz1 }

dzp = [1,2e+1,¢]
{U1,U14,U21,U3}

dyz=[1,2e+1,e+1]
{U7,U9,Uz0, Uz }

dzg = [1,2e+1,2]
{U3,U15,U21,Us6}

ds5 = [1,28—}— 1,8—|—2]
{Us,U12,U13,Uz1 }

dze = [1,28+ 1,28]
{U4,U13,U21,U4}

d37=[1,28—|—1,28+2] d3g=[1,8,0] d39=[1,8,1]
{U>,U10,U19,Un1 } {U17,U18,U19,Uno } {Ux3}

dao = [1,€,2e+ 1] dy) = [1,¢,¢€] dgp = [1,e,e+1]
{U2,Us,U12,U14} {Ux} {U1,U7,U10,Us5}

dgz = [1,€,2]
{Ua4}

dys = [1,€,8+2]
{U3,U3,U11,U13}

dys = [1,8,28]
{Uss}

dye = [1,€,2e+2]
{Us4,Us,Uy, U6}

dy7 = [178+170]
{U27}
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Tablo 4.1. PG (2,3?) diizleminin dogrulari iizerinde bulunan iinital noktalart (devam).

dyg = [178+ 1, 1]
{U4,U15,U20,Ua7}

dyg = [1,£—|— 1,2e + 1]
{Us,U9,Uss,Ur7}

dso = [1,8+ 1,8]
{U2,U13,U13,Un7}

dSl = [178+ 178+ 1]
{U3,U12,U23,Ua7}

d52 = [1,8—}- 1,2]
{U1,U16,U19,Ua7}

ds3 =[l,e+1,e+2]
{Us,U10,Ua6,Ua7}

dss = 1,6+ 1,2¢] dss—=[l,e+ 1,26 42] | dsg=1,2,0]
{U3,U14,U17,Ua7} {Us,U11,Un4,U27} {Uo,U10,U11,U12}
d57:[172,1] d58:[1,2,28+1] d59:[1,2,8]
{U13} {U4,Us,U18,Uns } {Uis}
d60:[1,2,£—|—1] d61=[1,2,2] d62:[1,2,8—|—2]
{U>,U7,U19,Uns} {U14} {U,Us,U17,Uss}
d63:[1,2,28] d64:[1,2,28+2] d65:[1,8+2,0]
{Uis} {U3,Us,Uao,Up3 } {Uxs}

des = [1,€+2,1] de7 =[1,e+2,2e+ 1] des = [1,€+2,¢]

{U3,U12,U19,Uas }

{Us,U5,U23,Un3}

{U4,U10,U17,Uas}

d69 = [1,8+2,8+ 1]
{U7,U13,Uz6,Ua3 }

d70 = [17£+272]
{U2,U11,Uz0,Uas }

dyn =[l,e+2,e+2]
{Us,U16,Ua4,Uns}

d7n = [1,e+2,2¢] d73 =[1,e+2,2e 42| d74 = [1,2€,0]
{U1,U9,U13,Ung } {Us,U14,Ua5,Ung} {U23,U24,U>5,Us6 }
drs = [1,2¢,1] dre = [1,2€,2e + 1] d77 = [1,2¢,¢]
{U7} {U3,Us,U10,Us6} {Ux}

dis = [1,2¢,e+1]
{U47U77U117U14}

d79 = [1,2¢,2]
{Uis}

dso = [1,2¢,e+2]
{U27U87U97U15}

ds1 = [1,2¢,2¢]
{U1o}

dsy = [1,2¢,2e + 2]
{U1,Us,U12,U13}

dsz = [1,2e+2,0]
{Uxn}

dsq = [1,2e42,1]
{U1,U11,U2,Us}

dgs = [1,2e+2,2e+ 1]

{Us,U13,U19,Ux2 }

dse = [1,2e+2,¢€]
{U3,U9,U,Ups }

dg7 =[1,2e+2,e+1]
{U7,U16,U17,Un2 }

dss = [1,2e+2,2]
{U4,U12,U2,Uss}

dgg = [1,2e4+2,e+2]
{Ug,U14,Uz0, U2 }

doo = [1,2e+2,2¢]
{U2,U10,U22,Un3}

do) = [1,2e+2,2e +2]
{Us,U15,U13, U2 }

P=PG (2,q2) diizleminde bir iinitalin noktalari, bu diizlemin dogrularininin iizerindeki
noktalar ile 1 ya da ¢+ 1 noktada kesisirler. Daha agiklayici olmasi agisindan, herhangi bir d €
P — U dogrusunun iizerinde bulunan noktalar U kiimesi ile ¢ + 1 noktada kesisirken, herhangi
bir P € U noktasi projektif diizlemin her dogrusunun iizerinde bulunan noktalar ile sadece 1
noktada kesisir. Bu bilgiler 15181nda, P =PG (2,32)’nin dogrulan d;, i = 1,...,91 ve U’'nun
noktalan U;, j =1,...,28 i¢in
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( U=(0,1,e+1), Ur=(0,1,e+2), U3=(0,1,2e+1), Us=(0,1,2e+2), )
U5:(1,0,8—|—1), U6:(1,0,8—|-2), U7:( ,0,28—|—1), Ug—(l 0 28—|—2),
Uyg= 1,1,1), U10:(1,1,2), U11:(1,1,€), U12—(1,1,28>,
U= U13—(1,2,1), U14:(1,2,2), U15:(1,2,8), (1 2,28),
U= (1,g1), Uis=(1,¢,2), Upg=(1,¢,¢), Uz():(l €,2¢),
U21:(1a8+170)v U22:(178+2’0)a U23:<172871)7 :(1 28,2)7
L Uxs=(1,2¢,¢€), Ux=(1,2¢,2¢), Uxy;=(1,2e+1,0), Uy :( ,2e+2,0) J

olmak iizere yukaridaki Tablo 4.1. bize 9. mertebeden dezargsel bir P =PG (2,3?) diizleminin
dogrulan iizerindeki noktalarmn U {inital kiimesi ile hangi noktalarda kesistiklerini verir ve

birkac ornek verilerek bu ¢alisma tamamlanmis olur.

Ornek 4.1 Verilen kodlarla elde ettigimiz PG (27 32) diizleminin dogrulari tizerindeki noktalar
yardimiyla, d = [1,1,2¢€ 4 1] dogrusunun iizerindeki noktalar su sekildedir:

0,1,e+1), (l,e+1,1),
(1,0,e+1), (1,2,0),

N={ (1,1,2e+2), (1,2e+1,2e+1),
(1,2¢e+1,¢), (1,2¢,2),
(1,€,2¢), (1,2e+2,2e+1)

Dolayisiyla, d = [1,1,2e+ 1] dogrusunun iizerindeki noktalar ile U kiimesi kesistirildiginde

d € P— U oldugundan kesisim kiimesi dort elemanlidir ve bu kiime

_ Ul:(051a8+1)7 U20:(158728)7
NHU_{ Us=(1,0,e+1), Ux=(1,2¢2)

seklindedir.

Benzer sekilde,

Ornek 4.2 PG (2,32) diizleminde, d = [0,1,e+2] dogrusunun iizerindeki noktalar su
sekildedir:

(0,1,2e+2), (l,e+1,¢),
(1,0,0), (1,2,e+1),
N=< (1,1,2¢e+2), (l,e+2,2),
(I,2e+1,1), (1,2e,e+42),

(l,e,2e+1), (1,2e+2,2¢)
Dolayistyla, d = |0, 1,€+ 2] dogrusunun tizerindeki noktalar ile U kiimesi kesistirildiginde d €

U oldugundan kesisim kiimesi tek bir noktaya sahiptir ve bu kiime
NNU={Us=(0,1,2e4+2)}

seklindedir.
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