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ÖZET 

 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. Bu 

kısımda, ele alınacak konuların tarihsel gelişimlerinden bahsedilmiştir. İkinci bölümde 

çalışma için gerekli kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde semi-Riemann uzay 

formlarda lightlike hiperyüzeylerin Riemann eğrilik tensörlerinin, Ricci eğrilik 

tensörlerinin ve ikinci temel formlarının simetri ve yarı-simetri tip eğrilik koşulları 

araştırılmıştır. Ayrıca bu eğrilik koşulları arasındaki bazı ilişkilere ait sonuçlar 

bulunmuştur. Dördüncü bölümde ise Robertson-Walker uzay zamanında tanımlı 

lightlike hiperyüzeylerin bazı simetri tip eğrilik koşulları incelenmiştir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Anahtar Kelimeler: Semi-Riemann Uzay Formu, Lightlike Hiperyüzeyler, Simetri Tip 

Eğrilik Koşulları, Robertson-Walker Uzay-zamanı 
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SUMMARY 

 
 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the 

introduction part. In this part, the historical advance of the study is mentioned. The 

second chapter deals with the preliminaries, definitions and necessary theorems. In the 

third chapter, symmetry and semi-symmetry type curvature conditions of the Riemann 

curvature tensors, Ricci curvature tensors and second fundamental forms of lightlike 

hypersurfaces in semi-Riemannian space forms are investigated. Furthermore, some 

results on the interrelations of these curvature conditions are found. In the fourth 

chapter, some symmetry type curvature conditions of lightlike hypersurfaces of 

Robertson-Walker spacetimes are examined. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Keywords: Semi-Riemannian Space Forms, Lightlike Hypersurfaces, Symmetry Type 

Curvature Conditions, Robertson-Walker Spacetime 
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� Direkt toplam

? Ortogonal direkt toplam

R Riemann e¼grilik tensörü

K (�) � düzleminin kesitsel e¼grili¼gi

Ric Simetrik Ricci tensörü

R(0;2) ·Indirgenmi̧s Ricci tensörü



xi

H� Lightlike ortalama e¼grilik

B �f F Katl¬çarp¬m uzay¬

Hf f fonksiyonunun Hessian¬

grad f f fonksiyonunun gradyan¬

div T T tensörünün diverjans¬

rR R tensörünün kovaryant türevi

rkR R tensörünün k. mertebeden kovaryant türevi

h (X; Y ) ·Ikinci temel form

B (X; Y ) Yerel ikinci temel form

h� (X;PY ) Ekran da¼g¬l¬m¬n¬n ikinci temel formu

C (X;PY ) Ekran da¼g¬l¬m¬n¬n yerel ikinci temel formu

^ I̧s¬k konisi

T^ I̧s¬k konisinin tanjant uzay¬

S (T^) I̧s¬k konisinin ekran da¼g¬l¬m¬
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

E¼grilik kavram¬diferensiyel geometride ve özellikle Riemann geometrisinde, ko-

nunun geometrik içeri¼ginin analitik, cebirsel veya topolojik aç¬lardan farkl¬laşmas¬nda

rol oynayan merkezi kavramd¬r. Bir manifoldun e¼grili¼gi, metri¼gi yard¬m¬yla belir-

lenebildi¼gi gibi, e¼grili¼gin baz¬özelliklerini kullanarak metrik hakk¬nda bilgiye ulaş-

mak mümkündür. Paralel e¼grili¼ge sahip yerel simetrik uzaylarda oldu¼gu gibi, bazen

e¼grilik sayesinde manifoldu ve metri¼gi yeniden inşa etmek mümkün olabilir.

E¼grilik ile ilgili bilgi Riemann e¼gilik tensöründe sakl¬d¬r. Analitik bir nesne

olan bu tensörün, simetrilerine ra¼gmen genel anlamda kullan¬lmas¬kolay de¼gildir.

·Içerisinde bar¬nd¬rd¬¼g¬geometrik bilginin ç¬kar¬lmas¬genelde zordur. Bu nedenle

do¼grudan e¼grilik tensörü ile u¼graşmak yerine, onun baz¬başka formlar¬n¬veya ilgili

operatörlerini ele almak daha ak¬lc¬d¬r. Bu manada kesitsel e¼grilik, Ricci e¼grili¼gi,

skaler e¼grilik ve Jakobi operatörü gibi nesneleri kullanmak daha kolay olsa da e¼grilik

tensörüne göre daha az bilgi içerirler (Boeckx, 2005).

Yar¬-Riemann uzaylardaki altmanifoldlar ile Riemann uzaylardaki altmanifold-

lar¬n yerel ve global geometrileri aras¬nda büyük benzerlikler bulunmas¬na kaŗs¬n,

baz¬konularda çok farkl¬yaklaş¬mlar ve çözümler gerektirmektedir. Örne¼gin, Rie-

mann uzaylarda yerel olarak simetriklik ile genelleştirilmi̧s simetriklik aras¬nda fark

bulunmazken; yar¬-Riemann uzaylarda bu iki kavram farkl¬l¬k gösterir. Bunun

sebebi, Riemann uzaylarda metri¼gin holonomik olarak indirgenebilir ya da ayr¬̧sa-

bilir olup olmamas¬, yerel olarak eşde¼ger olmas¬na ra¼gmen, yar¬-Riemann uzaylarda

bu özellikler aras¬nda farkl¬l¬klar bulunmas¬d¬r. Holonominin indirgenemez oldu¼gu

durumlar genel anlamda bilinmesine kaŗs¬n, indirgenebilir oldu¼gu konusundaki çal¬̧s-

malar hala devam etmektedir.

Öklid uzay¬nda simetrik altmanifoldlar ve bunlarla yak¬ndan ilgili olan paralel

ikinci temel tensöre sahip altmanifoldlar konular¬ndaki ilk çal¬̧smalar 1970 y¬llar¬na

dayan¬r. Bu çal¬̧smalar¬n başlang¬c¬(Chern, et al., 1970) çal¬̧smas¬na kadar gider.
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Bunlar¬ (Vilms, 1972) ve (Walden, 1973) çal¬̧smalar¬ takip etti. D. Ferus (1974

a; 1974 b; 1974 c) çal¬̧smalar¬nda, sistematik olarak paralel ikinci temel forma

sahip Öklid altmanifoldlar¬üzerinde incelemeler yapt¬. Bu altmanifoldlar¬n tam

bir s¬n¬�and¬rmas¬n¬yapmay¬başard¬ve bunun sonucunda böylesi altmanifoldlar¬n

yerel olarak d¬̧s simetrik olduklar¬n¬ gördü. Bunun do¼grudan ispat¬n¬ sonralar¬

Strübing (Strübing, 1979) yapt¬.

Sonraki y¬llarda simetrik altmanifoldlar konusu simetrik uzaylar¬n, altmanifold-

larda bir uygulamas¬ şeklinde ele al¬nd¬. Simetrik altmanifoldlar, ilk olarak D.

Ferus taraf¬ndan, bir Öklid uzay¬n¬n altmanifoldlar¬için tan¬t¬ld¬(Ferus, 1980) ve

daha sonraki y¬llarda konu di¼ger uzaylara geni̧sletildi (Takeuchi, 1981), (Backes

and Reckziegel, 1983). Burada üzerinde durulan esas problem bu tür uzaylar¬n

s¬n¬�and¬r¬lmas¬yd¬. Birçok matematikçi taraf¬ndan ele al¬nan konu Öklid uzaylar¬n-

dan sonra, Riemann simetrik uzaylar¬nda, 1 rankl¬simetrik uzaylarda, birden büyük

rankl¬ve kompakt olmayan simetrik Riemann uzaylar¬nda ele al¬nd¬(Naitoh, 1981),

(Naitoh, 1983 a; Naitoh, 1983 b), (Naitoh, 1986), (Naitoh and Takeuchi, 1989),

(Nakagawa and Takagi, 1976), (Nikolaevskij, 1994), (Onishchik, 1980), (Tsukada,

1985), (Tsukada, 2005), (Tsukada and Naitoh, 2007). Son olarak ortak yürütülen

bir çal¬̧smada (Berndt, et al., 2005) bu s¬n¬�and¬rma problemi tamamiyle çözüm-

lendi.

Öklid uzaylar¬nda simetrik altmanifoldlar¬n bir genellemesi olarak k-simetrik alt-

manifoldlar kavram¬n¬n tan¬m¬, (Sánchez, 1985) ve (Kowalski and Kulich, 1987)

çal¬̧smalar¬nda Öklid uzay¬n¬n uygun izometrilerinden faydalan¬larak yap¬ld¬. Daha

özel bir durum olarak (Carfagna D�Andrea, et al., 1994) ve (Carfagna D�Andrea

and Console, 1999) çal¬̧smalar¬nda 2-simetrik altmanifoldlar¬n karakterizasyonu ve-

rildi. Fakat 2-simetrik altmanifoldlar paralel ikinci temel forma sahip olmalar¬na

kaŗs¬n (Ferus, 1980), k-simetrik uzaylar paralel ikinci temel forma sahip olmak

zorunda de¼gillerdir (Vilms, 1972). Dolay¬s¬yla çok farkl¬ yöntemler gerektirmek-

tedirler. Ard¬ndan 2008 y¬l¬nda 2-simetrik Lorentzian uzay zamanlar¬(Senovilla,

2008) çal¬̧smas¬nda ele al¬nd¬ve izleyen y¬llarda bu tür uzaylar¬n özellikleri ve s¬n¬�an-

d¬rmas¬na dair incelemeler yap¬ld¬ (Blanco, et al., 2010), (Blanco, et al., 2011 a;
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Blanco, et al., 2011 b), (Alekseevsky and Galaev, 2011).

Yerel simetrik uzaylar¬n di¼ger bir genellemesi olarak yar¬-simetrik uzaylara, ilk

olarak (Cartan, 1946) çal¬̧smas¬nda rastl¬yoruz. Daha sonraki y¬llarda (Lichnero-

wicz, 1952), (Sinjukov, 1956), (Sinjukov, 1961), (Sinjukov, 1962), (Couty, 1957) ve

(Couty, 1959) çal¬̧smalar¬nda yar¬-simetrik uzaylarla ilgili kayda de¼ger sonuçlar bu-

lunur. Benzer çal¬̧smalar ço¼gu araşt¬rmac¬ taraf¬ndan ilerleyen y¬llarda üzerinde

çal¬̧s¬lan alanlar çeşitlendirilerek devam ettirildi (Sekigawa, 1969), (Tanno, 1971),

(Kovaljev, 1973), (Sekigawa, 1975). Yar¬-simetrik Riemann uzaylar¬n¬n lokal ve

global s¬n¬�and¬r¬lmas¬Szabo taraf¬ndan yap¬ld¬(Szabo, 1982, 1983, 1984). K. No-

mizu Öklidiyen uzayda yar¬-simetrik hiperyüzeyleri s¬n¬�and¬rd¬ (Nomizu, 1968).

Riemann uzay formlar¬nda yar¬-simetrik altmanifoldlar¬n incelenmesi ve s¬n¬�and¬r¬l-

mas¬ise (Lumiste, 1994) çal¬̧smas¬nda ele al¬nd¬. Bu çal¬̧smada Lumiste, o zamana

kadar bu alanda yap¬lan çal¬̧smalar¬n bir özetini de verdi. I. Van de Woestijne ve

L. Verstraelen ise yar¬-simetrik hiperyüzeylerin s¬n¬�and¬rmas¬n¬Lorentz uzay¬nda

yapt¬lar (Van de Woestijne and Verstraelen, 1987). Daha özel durumlardaki çal¬̧s-

malara örnek olarak, 3-boyutlu yar¬-simetrik uzaylar¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬(Kowalski,

1996) ve Ricci tensörü üzerinde baz¬ilave koşullar¬sa¼glayan yar¬-simetrik uzaylar¬n

incelenmesi (Boeckx, 1993) gösterilebilir.

Riemann e¼grilik tensörü ile ilgili bütün bu simetrik uzay genellemelerini hiye-

raŗsik olarak şu şekilde gösterebiliriz:

Sabit E¼grilikli (R = sabit)

=) Yerel Simetrik (rR = 0)

=) 2-Simetrik
�
r2R = 0

�
=) Yar¬-Simetrik (R �R = 0)

Bu gösterime göre, simetri koşullar¬nda en özel hal sabit e¼grilik olup, daha genel

hal yar¬-simetri durumudur. Mesela sabit e¼grilikli bir uzay di¼ger bütün simetri

koşullar¬n¬ da sa¼glar. Yerel simetrik bir uzay 2-simetrik ve yar¬-simetrik olup,

sabit e¼grilikli olmak zorunda de¼gildir. Yar¬-simetrik bir uzay ise di¼ger tüm simetri

koşullar¬n¬sa¼glamak zorunda de¼gildir.
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Riemann e¼grilik tensörü ile ilgili bu simetri koşullar¬haricinde, e¼grilik tensörünün

kovaryant türevi ile ilgili oldu¼gundan simetri koşulu olarak düşünülebilecek olan

harmonik e¼grilik konusu vard¬r. Bu konuyla alakal¬olarak (Besse, 1987) kitab¬nda

detayl¬ aç¬klamalar ve s¬n¬�and¬rmalar bulunmaktad¬r. Harmonik e¼grili¼ge sahip

Riemann uzaylar¬üzerine çal¬̧smalar, Ricci paralel uzaylar¬n e¼griliklerinin harmonik

olmas¬ve ek olarak Yang-Mills koneksiyonlar¬yla olan ili̧skileri sebebiyle başlam¬̧st¬r.

Bu tip uzaylar Einstein uzaylar¬ve sabit skalar e¼grilikli konformal düz manifoldlar¬n

do¼gal genellemeleri olarak kaŗs¬m¬za ç¬karlar. Riemann uzaylarda harmonik e¼grilikle

alakal¬do¼grudan çal¬̧smalar A. Derdziński ile başlar (Derdziński, 1980), (Derdziński,

1982). Bu çal¬̧smalarda harmonik e¼grilikli Riemann manifoldlar¬n¬n örnekleri veril-

mi̧s ve s¬n¬�and¬r¬lmas¬yap¬lm¬̧st¬r. Ard¬ndan harmonik e¼grilikli hiperyüzeyler ve

altmanifoldlar üzerine incelemeler yap¬lm¬̧st¬r (Umehara, 1986), (Omachi, 1986),

(Ki and Nakagawa, 1986), (Ki, et al., 1987). Yar¬-Riemann uzaylarda ise harmonik

e¼grilik, skalar e¼grili¼gin sabit olmas¬durumunda Ricci tensörünün parallel olmas¬yla

karakterize edilmi̧stir (Kwon, et al., 2003).

Yerçekimsel dalgalar¬n matematiksel çözümleri için gerekli olan sadeleştirme-

lerden olan Ricci tensörünün paralelli¼gi, çok uzun zamand¬r üzerinde çal¬̧s¬lan bir

konudur. Ricci tensörünün s¬f¬r olmas¬Ricci düz, ya da �ziksel ifadesiyle bir boş

Einstein uzay zaman¬n¬gösterir. Ricci tensörünün kovaryant türevinin s¬f¬r olmas¬

durumu ise, Shirokov taraf¬ndan bir çal¬̧smas¬nda ele al¬n¬yor (Shirokov, 1925). Bu

eserde paralel Ricci tensöre sahip bir Riemann uzay¬n¬n ya bir Einstein uzay¬ya da

Einstein uzaylar¬n¬n bir çarp¬m¬olarak yaz¬labilece¼gi ifade ediliyor. Dolay¬s¬yla Ricci

paralel hiperyüzeyler, Einstein hiperyüzeyler başl¬¼g¬alt¬nda incelenebilirler. Ein-

stein uzaylar¬n¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬Petrov taraf¬ndan yap¬ld¬(Petrov, 1966), (Petrov,

1969). Öklidiyen uzaylarda Einstein hiperyüzeylerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬(Kobayashi

and Nomizu, 1963) eserinde vard¬r. Riemann uzay formlar¬nda ise paralel Ricci

tensörüne sahip hiperyüzeyler Ryan taraf¬ndan s¬n¬�and¬r¬ld¬(Ryan, 1971). Ricci

paralel Riemann manifoldlar, en az¬ndan yerel olarak, Einstein manifoldlar¬n bir

çarp¬m¬ olarak ifade edilebilmelerine ra¼gmen, yar¬-Riemann uzaylarda bu geçerli

de¼gildir. Ricci tensörü paralel olan yar¬-Riemann uzaylar¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬ ise,
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lineer cebir ve holonomi yard¬m¬yla, Boubel ve Bergery taraf¬ndan yap¬ld¬(Boubel

and Bergery, 2001). Einstein hiperyüzeylerinin uzay formlar¬nda s¬n¬�and¬r¬lmas¬

konusu (Fialkow, 1938) ve (Magid, 1982) çal¬̧smalar¬nda ele al¬nd¬. Mirzoyan ise Ök-

lidiyen uzayda paralel Ricci tensöre sahip altmanifoldlar¬inceledi (Mirzoyan, 1993).

Ayr¬ca Einstein uzaylar¬, enerji-momentum tensörleri kovaryant sabit olan uzay-

lard¬r. Fakat böylesi uzaylar¬n Ricci tensörlerinin paralel olduklar¬biliniyor (Chaki

and Ray, 1996).

Riemann Ricci yar¬-simetrik (ya da d¬̧s Ricci yar¬-paralel) uzaylar, Ricci ten-

sörünün yar¬-paralelli¼gi ile karakterize edilirler. Bu uzaylar simetrik, yar¬-simetrik ve

Einstein uzaylar¬n do¼gal genellemesidirler ve birçok araşt¬rmac¬taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s-

lar ve hala çal¬̧smalar sürmektedir. Ricci yar¬-simetrik uzaylar ve hiperyüzeyler

üzerine ayn¬adl¬ilk çal¬̧smalara 1970 y¬llar¬nda rastlan¬r (Tanno, 1969), (Sekigawa

and Takagi, 1971), (Sekigawa, 1972), (Sekigawa, 1973). Ricci yar¬-paralel uzaylar¬n

incelemesi ve genel s¬n¬�and¬rmas¬Mirzoyan taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Mirzoyan, 1991

a), (Mirzoyan, 1992). 1991 y¬l¬nda yine ayn¬yazar taraf¬ndan, Riemann uzay form-

lar¬ndaki Ricci yar¬-simetrik altmanifoldlar¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬yap¬lm¬̧st¬r (Mirzoyan,

1991 b). Bu çal¬̧smada Ricci yar¬-simetrik altmanifoldlar¬n, yar¬-simetrik, Ricci

paralel ve simetrik altmanifoldlarla ilgili özel durumlar¬na ait de¼ginmeler de vard¬r.

(Mirzoyan, 2000) çal¬̧smas¬nda ise Mirzoyan, sabit e¼grilikli uzaylarda yar¬-paralel

hiperyüzeylerin s¬n¬�and¬rmas¬n¬tamamlam¬̧st¬r. 2006 y¬l¬nda yine ayn¬yazar (Mir-

zoyan, 2006) çal¬̧smas¬nda, üzerinde fazla inceleme bulunmad¬¼g¬n¬ söyledi¼gi Ricci

yar¬-simetrik altmanifoldlar¬ele al¬r. Yar¬-Riemann uzay formlar¬nda hiperyüzey-

lerin ve altmanifoldlar¬n Ricci tensörünün paralel ya da yar¬-paralel olmas¬ile ilgili

çal¬̧smalar hala sürmektedir. Genellikle yar¬-simetrik ve Ricci yar¬-simetrik uzaylar

ve bunlar¬n aras¬ndaki ili̧skiler yönünde ilerleyen çal¬̧smalar bulunmas¬na kaŗs¬n, bu

uzaylar¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬na yönelik incelemeler hala devam etmektedir (Defever, et

al., 1997), (Defever, et al., 1999), (Defever, 2000), (Dabrowska, et al., 2000). Kon-

formal düz Ricci yar¬-simetrik Lorentz uzaylar¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬na dair (Erdo¼gan

and Ikawa, 1995) ve (Honda, 2003) çal¬̧smalar¬bulunmaktad¬r.

Lightlike hiperyüzeylerin yap¬lar¬üzerine, 4-boyutlu uzay-zamanda yap¬lan çal¬̧s-
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malar, görelilik teorisinin geli̧smesinde ve yerçekimi yasas¬n¬n �ziksel ve matematik-

sel altyap¬s¬n¬n oluşumunda önemli rol oynam¬̧st¬r. Uzay-zamanlar¬n zamana ba¼gl¬

yap¬lar¬n¬n, karadeliklerin, asimptotik düz geometrilerin ve yerçekimsel dalgalar¬n

anlaş¬lmas¬nda, lightlike hiperyüzeyler üzerinde yap¬lan detayl¬araşt¬rmalar¬n etkisi

büyüktür.

Yar¬-Riemann uzaylarda metri¼gi dejenere olan lightlike hiperyüzeyler üzerinde

çal¬̧smak ço¼gu zaman zordur. Christo¤el sembolleri gibi klasik nesneleri dahi tan¬m-

lamak dejenere metrikten dolay¬mümkün olmayabilir. Lightlike hiperyüzeyin tan-

jant uzay¬üzerindeki lightlike vektörün varl¬¼g¬Gauss ayr¬̧s¬m¬na olanak tan¬maz.

Bu ve benzeri problemlerin üstesinden gelme ad¬na günümüze kadar iki farkl¬yol

takip edilmi̧stir. ·Ilkinde, sadece dejenere metri¼ge ba¼gl¬kalmay¬p di¼ger baz¬de¼ger-

lere dayanan bir koneksiyon yap¬s¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Hiperyüzeyin tanjant düzlemi

üzerinde yer almayan özel bir vektör seçimiyle koneksiyonun tek olarak bulunmas¬

sa¼glanm¬̧s ve ard¬ndan e¼grilik tensörü ve tüm di¼ger geometrik yap¬lar bu donan¬ma

ba¼gl¬olarak tan¬mlanm¬̧st¬r (Kammerer, 1967), (Galstyan, 1967), (Bonnor, 1972),

(Katsuno, 1980), (Katsuno, 1981). Son olarak (Gutiérrez and Olea, 2012) çal¬̧s-

mas¬nda lightlike hiperyüzeylere ayn¬yaklaş¬mla bak¬larak bir inceleme yap¬lm¬̧st¬r.

Lightlike hiperyüzeyleri anlama ve üzerlerinde inceleme yapabilme ad¬na, kul-

lan¬lan di¼ger yöntem ise (Duggal and Bejancu, 1996) ve (Duggal and Jin, 2007)

kitaplar¬nda ele al¬n¬p geli̧stirilen yöntemdir. Bu yöntemde lightlike hiperyüzey-

lerin tanjant uzaylar¬n¬n ayr¬̧s¬m¬nda normal uzay¬n, ad¬na ekran da¼g¬l¬m¬denilen,

bir tümleyen uzay¬kullan¬l¬yor. Böyle bir da¼g¬l¬m verilmi̧sken, hiperyüzeyin tanjant

uzay¬üzerinde bulunmayan bir null vektör alan¬n¬n varl¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Böylelikle

hiperyüzey üzerine indirgenmi̧s tanjant uzay¬n¬n bir üçlü ayr¬̧s¬m¬tan¬mlanm¬̧st¬r.

Daha sonra bu ayr¬̧s¬ma uygun olarak Gauss-Weingarten formülleri tan¬mlanm¬̧st¬r.

K¬saca tarif edilmeye çal¬̧s¬lan bu yöntemle yap¬lan incelemeler devam etmektedir.

Bu çal¬̧smada lightlike hiperyüzeylerin Riemann e¼grilik tensörü, Ricci tensörü

ve ikinci temel formu ile ilgili simetri tip koşullar ve bunlar¬n kendi aralar¬ndaki

ili̧skileri incelenmektedir. Önceki paragra�arda bu tip koşullar¬n tarihi seyri içinde

Riemann ve yar¬-Riemann uzaylardaki geli̧simleri özetlendi. Simetri tip koşullar
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ve bunlar¬n ili̧skileri konusunda lightlike hiperyüzeyler ve altmanifoldlar üzerinde

yap¬lan araşt¬rmalar oldukça azd¬r. Yap¬lan s¬n¬rl¬say¬daki bu araşt¬rmalar¬n bir

özeti bu çal¬̧smada bulunabilir. Görelilik teorisinde önemli bir yere sahip lightlike

hiperyüzeylerde simetri tip e¼grilik koşullar¬n¬n varl¬¼g¬, Einstein denklemleri gibi baz¬

hesaplamalar¬n yap¬labilmesini kolaylaşt¬rmakta veya mümkün k¬lmaktad¬r. Örnek

teşkil edecek baz¬çal¬̧smalar şu şekilde s¬ralanabilir: Yar¬-Riemann uzay formlar¬nda

simetrik ve Ricci simetrik lightlike hiperyüzeyler (Güneş vd., 2003) çal¬̧smas¬nda ele

al¬nm¬̧st¬r. (Şahin, 2007) çal¬̧smas¬nda ise yar¬-Öklidiyen ve Lorentz uzaylarda yar¬-

simetrik, Ricci yar¬-simetrik, paralel ve yar¬-paralel lightlike hiperyüzeyler incelen-

mi̧stir. Son olarak lightlike hiperyüzeylerin bahsedilen simetri tip e¼grilik koşullar¬

tan¬ms¬z uzay formlara genelleştirilmi̧stir (Atindogbe, et al., 2013).

Bu çal¬̧sman¬n 2. bölümü Riemann ve yar¬-Riemann uzaylarla ilgili genel tan¬m

ve teoremlerden oluşmaktad¬r. Ayr¬ca katl¬çarp¬m uzaylar¬ve lightlike hiperyüzeyler

anlat¬l¬yor. 3. bölümde simetri tip e¼grilik koşullar¬el al¬nd¬. Bu kapsamda Riemann

e¼grilik tensörü, Ricci tensörü ve ikinci temel tensörün simetri tip koşullar¬ile ilgili

güncel bilgiler sunulup yeni sonuçlar elde edildi. Son bölümde ise katl¬uzay çarp¬m-

lar¬ndan Robertson-Walker uzay zaman¬nda lightlike hiperyüzeylerin ayn¬simetri tip

koşullar¬incelendi.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann ve Yar¬-Riemann Manifoldlar

Riemann manifoldu her noktadaki tanjant uzay¬n¬n diferensiyellenebilir bir g metri¼gi

ile donat¬ld¬¼g¬ diferensiyellenebilir bir reel manifolddur. Riemann metri¼gi pozi-

tif tan¬ml¬d¬r. Böylelikle aç¬, uzunluk, alan (veya hacim), e¼grilik, fonksiyonlar¬n

gradyanlar¬ve vektör alanlar¬n¬n diverjanslar¬gibi çeşitli kavramlar¬n tan¬t¬lmas¬na

olanak tan¬r. Yar¬-Riemann manifoldu ise Riemann manifoldunun bir genelleme-

sidir. Yar¬-Riemannmanifoldununmetri¼ginin pozitif tan¬ml¬olmas¬gerekmez. Bunun

yerine daha genel bir koşul olan non-dejenere olma şart¬getirilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.1 M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M de bir g Riemann

metri¼gi her x 2 M noktas¬nda aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan (0; 2) tipinde bir ten-

sör alan¬d¬r:

1) gp (U; V ) = gp (V; U)

2) gp (U;U) � 0 iken U = 0 d¬r (Nakahara, 2003).

Burada U; V 2 TpM ve gp = gjp dir. K¬saca gp bir simetrik pozitif tan¬ml¬

2-formdur.

Tan¬m 2.1.2 (0; 2) tipinde bir g tensör alan¬, e¼ger

1) gp (U; V ) = gp (V; U)

2) Her U 2 TpM için gp (U; V ) = 0 ise V = 0 d¬r,

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa bir yar¬-Riemann metrik olarak adland¬r¬l¬r (Nakahara, 2003).

Yani yar¬-Riemann geometri basitçe, Riemann geometrinin bir genellemesidir.

Bu genel durumda, Cauchy-Schwartz eşitsizli¼gi gibi, pozitif tan¬ml¬metriklerin baz¬

özellikleri art¬k geçerli de¼gildir.
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Not 2.1.3 Yukar¬daki (2) non-dejenere koşulu şu önemli gerçe¼gi ifade ediyor:

X 2 TpM olmak üzere, 8Y 2 TpM için g (X; Y ) de¼geri biliniyorsa X tek olarak be-

lirlenebilir. Yani, TpM uzay¬n¬n bir baz¬fX1; :::; Xmg olmak üzere, sadece g (X;Xi)

de¼gerini hesaplamal¬y¬z: gij = g (Xi; Xj) ; 1 � i; j � m al¬rsak metri¼gin non-dejenere

olmas¬[gij]1�i;j�m matrisinin tersinin bulundu¼gu anlam¬na gelir. Ters matrisin kat-

say¬lar¬n¬gij ile gösterirsek ve X =
Pm

i=1 �iXi yazarsak,

g (X;Xj) =
mX
i=1

�ig (Xi; Xj) =

mX
i=1

�igij

buluruz. gij ile çarparak �i =
Pm

i=1 g
ijg (X;Xj) elde edilir. Buradan

X =
mX

i;j=1

gijg (X;Xj)Xi

bulunur (Anciaux, 2011).

g metri¼gi simetrik oldu¼gundan gij = gji dir ve ayn¬zamanda 1 � i; j � m için

gij = gji olur. Ayr¬ca g metrik tensörü

g =
mX

i;j=1

gijdxidxj

şeklinde ifade edilir.

Bir X vektörü

� e¼ger g (X;X) > 0 ya da X = 0 ise spacelike

� e¼ger g (X;X) < 0 ise timelike

� e¼ger g (X;X) = 0 ve X 6= 0 ise null (ya da lightlike)

vektör olarak isimlendirilir (Anciaux, 2011).

Sylvester teoreminden biliyoruz ki her x 2M noktas¬nda i 6= j için

g (ei; ej) = 0 ve jg (ei; ei)j = 1 olacak şekilde TxM uzay¬n¬n bir fe1; :::; emg ortonor-

mal baz¬bulunur. Üstelik bu baz¬n timelike vektörlerinin say¬s¬p (ve dolay¬s¬yla

spacelike vektörlerin say¬s¬m � p), ne noktan¬n kendisine ne de baza ba¼gl¬d¬r. p

say¬s¬na g metri¼ginin indeksi, (p;m� p) çiftine ise i̧sareti ad¬verilir. Örne¼gin, e¼ger

i̧saret (0;m) ise metrik Riemann metri¼gidir; e¼ger p ve m � p s¬f¬rdan farkl¬ veya

e¼ger lightlike vektörler varsa metrik tan¬ms¬zd¬r denir. Minkowski uzay¬n¬n i̧sareti
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(1;m� 1) dir. Genel olarak (1;m� 1) i̧saretli yar¬-Riemann uzaya bir Lorentz

uzay¬denir (Anciaux, 2011).

M yar¬-Riemann uzay¬nda iki vektör alan¬U ve V olsun. Her p noktas¬nda V

vektör alan¬n¬n Up yönündeki de¼gi̧sim oran¬n¬gösteren bir yeni vektör alan¬bulmak

istenirse bunu, Rmp yar¬-Öklidiyen uzayda bulman¬n do¼gal bir yolu var:

Tan¬m 2.1.4 Rmp de do¼gal koordinatlar fx1; :::; xmg ve TM tanjant uzay¬n¬n kanonik

baz¬
n

@
@x1
; :::; @

@xm

o
olsun. E¼ger Rmp de iki vektör alan¬U ve V =

Pm
i=1 vi

@
@xi

ise,

rUV =

mX
i=1

U (vi)
@

@xi
(2.1)

vektör alan¬na V vektör alan¬n¬n U vektör alan¬na göre kovaryant türevi denir

(O�neill, 1983).

Bu tan¬m¬yar¬-Riemann manifoldlara genellemek için aşa¼g¬daki genel koneksiyon

tan¬m¬yap¬l¬r.

Tan¬m 2.1.5 Bir M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde vektör alanlar¬uzay¬

� (M) ; f 2 F (M) ve U; V;W 2 � (M) olmak üzere, aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan

r : � (M)� � (M)! � (M) ; (U; V )! rUV

fonksiyonuna M de bir (do¼grusal ya da a�n) koneksiyon ad¬verilir:

rU (V +W ) = rUV +rUW

r(U+V )W = rUW +rVW

r(fU)V = frUV

rU (fV ) = U [f ]V + frUV

(Nakahara, 2003).

Burada rU ifadesine kovaryant türev operatörü ve rUV ifadesine de V vektör

alan¬n¬n U vektör alan¬na göre kovaryant türevi denir. (rV ) (U) = rUV ile verilen

(1; 1) tipinde rV tensör alan¬n¬tan¬mlayal¬m. f fonksiyonu için rUf = U [f ] ifadesi
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f nin U vektör alan¬na göre kovaryant türevini gösterir. Bir ! 1-formun kovaryant

türevi

(rU!) (V ) = U [! (V )]� ! (rUV )

biçiminde tan¬mlan¬r.

A�n koneksiyon kavram¬yerel bir kavramd¬r. Yani, fx1; :::; xmg koordinat sistemi

seçilip tanjant uzay¬n¬n baz¬
n

@
@x1
; :::; @

@xm

o
al¬n¬rsa

X =
mX
i=1

xi
@

@xi
; Y =

mX
j=1

yj
@

@xj

vektörleri için kovaryant türev

rXY =
mX
i=1

xir @
@xi

 
mX
j=1

yj
@

@xj

!
=

mX
i;j=1

xiyjr @
@xi

@

@xj
+

mX
i;j=1

xi
@

@xi
(yj)

@

@xj

bulunur. Burada r @
@xi

@
@xj

=
Pm

k=1 �
k
ij

@
@xk

kovaryant türevi diferensiyellenebilir �kij

fonksiyonlar¬ile ifade edilirse

rXY =
mX
k=1

 
mX

i;j=1

xiyj�
k
ij +X (yk)

!
@

@xk

şeklinde yaz¬l¬r. Görüldü¼gü üzere koneksiyon xi; yk ve X (yk) ifadelerine ba¼gl¬d¬r.

Burada �kij = dxk
�
r @

@xi

@
@xj

�
fonksiyonlar¬na koneksiyonun 2. cins Christo¤el sem-

bolleri ad¬verilir (Carmo, 1983).

Tan¬m 2.1.6 Bir M yar¬-Riemann manifoldu üzerinde her U; V;W 2 � (M) için

[V;W ] = rVW �rWV

U < V;W > = < rUV;W > + < V;rUW >

olacak biçimde tek bir r koneksiyonu vard¬r. r ye M nin Levi-Civita koneksiyonu

denir ve aşa¼g¬daki Kozsul formülü ile karakterize edilir:

2 < rVW;U > = V < W;U > +W < U; V > �U < V;W >

� < V; [W;U ] > + < W; [U; V ] > + < U; [V;W ] >

(O�neill, 1983).
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Burada birinci eşitli¼gi sa¼glayan a�n koneksiyona simetrik koneksiyon ve ikinci

eşitli¼gi sa¼glayan koneksiyona da metrik koneksiyon ad¬verilir.

Bir (r; s) tipindeki T tensör alan¬n¬n herhangi birX vektör alan¬na göre kovaryant

türevi, w1; :::; wr kovaryant vektörler ve Y1; ::; Ys kontravaryant vektörler olmak üzere

(rT )
�
w1; :::; wr; Y1; :::; Ys;X

�
= (rXT )

�
w1; :::; wr; Y1; :::; Ys

�
= X

�
T
�
w1; :::; wr; Y1; :::; Ys

��
�

rX
i=1

T
�
w1; :::;rXw

i; :::; wr; Y1; :::; Ys
�

�
sX
j=1

T
�
w1; :::; wr; Y1; :::;rXYj; :::; Ys

�
(2.2)

olarak tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Bir Riemann manifoldu üzerindeki r a�n koneksiyonu, her U; V;W 2 � (M) için

(rUg) (V;W ) = 0

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa, yani r koneksiyonuna göre paralel ise bir metrik koneksiyon

ad¬n¬al¬r (Duggal, Şahin, 2010). Kozsul formülünden yararlanarak

mX
l=1

�lijglk =
1

2

�
@

@xi
gjk +

@

@xj
gki �

@

@xk
gij

�
ve bu eşitlikten

�lij =
1

2

mX
k=1

�
@

@xi
gjk +

@

@xj
gki �

@

@xk
gij

�
gkl

formülü elde edilir. Yar¬-Öklidiyen uzay Rmp de �lij = 0 d¬r (Carmo, 1983).

Bir (r; s) tipinde T tensör alan¬n¬n ikinci kovaryant türevi�
r2T

�
(W1; :::;Ws;U; V ) =

�
r2
U;V T

�
(W1; :::;Ws)

= rU ((rV T ) (W1; :::;Ws))

� (rrUV T ) (W1; :::;Ws)

� (rV T ) (rUW1; :::;Ws)

�:::� (rV T ) (W1; :::;rUWs) (2.3)
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(r; s+ 2) tipinde bir tensör alan¬d¬r. Bir f fonksiyonunun ikinci kovaryant türevi

ise

r2
U;V f = rUrV f �rrUV f

şeklinde tan¬mlan¬r. Fonksiyonlar¬n ikinci kovaryant türevi U ve V ye göre simetrik-

tir ama daha genel tensörler için ayn¬kural geçerli de¼gildir (Peterson, 2006).

(M; g) yar¬-Riemannmanifoldunda diferensiyellenebilir bir f fonksiyonunun grad-

yan¬

g (grad f;X) = g (rf;X) = X (f) ; 8X 2 � (TM)

ile tan¬mlanan bir vektör alan¬d¬r. Ayn¬gradyan yerel koordinatlar kullan¬larak

grad f =
X

"i
@f

@xi

@

@xi
(2.4)

şeklinde ifade edilebilir.

2.2 Yar¬-Riemann Altmanifoldlar

Altmanifoldlar e¼grilerin yüksek boyutlu benzerleridirler. Altmanifoldlar genel olarak

bir gömme fonksiyonunun görüntüsü olarak tarif edilirler. Bir �M manifoldunun bir

alt kümesi M olmak üzere, e¼ger j : M ! �M do¼gal injeksiyonu bir immersiyon ise,

M manifolduna �M manifoldunun bir altmanifoldu ad¬verilir (Brickell and Clark,

1970). M manifoldunun �g metri¼ginin M manifolduna k¬s¬tlanmas¬yla, M mani-

foldunun indirgenmi̧s g metri¼gi elde edilir. M altmanifoldunun tanjant ve normal

uzaylar¬TM ve TM? olmak üzere, T �M tanjant uzay¬n¬n M altmanifoldu üzerine

indirgenmi̧s altuzay¬

T �MjM = TM � TM?

şeklinde gösterilir. T �MjM ; TM; TM
? uzaylar¬üzerinde tan¬ml¬koneksiyonlar s¬ras¬y-

la, �r;r;r? olmak üzere,

�r = r�r?

biçiminde tan¬mlanan koneksiyona, Van der Waerden-Bortolotti koneksiyonu denir.

Bu koneksiyona göre karma tensör alanlar¬n¬n kovaryant türevleri, kaŗs¬l¬k gelen

koneksiyonun eylemleriyle tan¬mlan¬r (Postnikov, 2001).
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2.3 Riemann E¼grilik Tensörü

En genel anlam¬yla e¼grilik, bir manifoldun düz bir uzaydan ne kadar farkl¬l¬k gös-

terdi¼ginin ölçüsüdür. Bir yar¬-Riemann manifoldunun e¼grili¼gini ölçmek için, paralel

taş¬man¬n yola ba¼g¬ml¬l¬ktan ne ölçüde sapt¬¼g¬bulunur. Bu sapmay¬Riemann e¼grilik

tensörü ile ifade ederiz.

Tan¬m 2.3.1 Bir M yar¬-Riemann manifoldu üzerinde Levi-Civita koneksiyonu r

olmak üzere, her X; Y; Z 2 � (M) için

R : � (M)� � (M)� � (M)! � (M)

R (X;Y )Z = r[X;Y ]Z � [rX ;rY ]Z

= r[X;Y ]Z �rXrYZ +rYrXZ

şeklinde tan¬ml¬(1; 3) tipindeki tensör alan¬na M nin Riemann e¼grilik tensörü denir

(O�neill, 1983).

Görülece¼gi üzere Riemann e¼grilik tensörü X ve Y ye göre anti-simetriktir. Yerel

koordinatlar cinsinden Riemann e¼grilik tensörü

Rlijk =
@

@xj
�lik �

@

@xk
�lij � �sij�lsk + �sik�lsj

şeklinde yaz¬l¬r.

Riemann e¼grilik tensörünün k-y¬nc¬kovaryant türevini rkR ile gösterelim. Bu

durumda

�
rkR

�
(X1; X2;X3; X4; :::; Xk+2)W =

=
�
rXk+2 ; :::;X3 R

�
(X1; X2)W

= rXk+2

��
rk�1R

�
(X1; X2; :::; Xk+1)W

	
�
�
rk�1R

�
(X1; X2; :::; Xk+1)rk+2W

�
k+1X
j=1

�
rk�1R

� �
X1; :::;rXk+2Xj; ::; Xk+1

�
W (2.5)
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olur. Bu tan¬mdan k � 2 için kovaryant türevin aşa¼g¬daki de¼gi̧sme özelli¼gi elde

edilir: �
rkR

�
(X1; :::; Xk+1; Xk+2)�

�
rkR

�
(X1; :::; Xk+2; Xk+1) =

= R (Xk+2; Xk+1)
��
rk�2R

�
(X1; X2; :::; Xk)

	
�
X
1�j�k

�
rk�2R

�
(X1; :::; R (Xk+2; Xk+1)Xj; ::; Xk)

�
��
rk�2R

�
(X1; ::; Xk)

	
R (Xk+2; Xk+1)

Örne¼gin k = 2 oldu¼gunda bu özellik�
r2R

�
(X1; X2;X3; X4)�

�
r2R

�
(X1; X2;X4; X3) =

= R (X4; X3)R (X1; X2)�R (X1; X2)R (X4; X3)

�R (R (X4; X3)X1; X2)�R (X1; R (X4; X3)X2) (2.6)

olarak bulunur (Gilkey, 2007).

Riemann e¼grilik tensörüne kaŗs¬l¬k gelen R (X; Y ) : TM ! TM do¼grusal endo-

mor�zmi, TM tanjant uzay¬n¬n X ve Y vektörleri taraf¬ndan belirlenen bir do¼grusal

dönüşümüdür (Kobayashi and Nomizu, 1963 a). Bu endomor�zme e¼grilik operatörü

veya e¼grilik dönüşümü ad¬ verilir. R (X; Y ) operatörü, herhangi bir T tensörü

üzerinde türev operatörü rolü üstlenebilir. Şöyle ki,

R (X;Y )T = (rX (rY T ))� (rY (rXT ))�
�
r[X;Y ]T

�
(2.7)

= r2
X;Y T �r2

Y;XT

şeklinde tan¬mlan¬r. Riemann e¼grilik operatörünün türev operatörü olarak kul-

lan¬ld¬¼g¬durumlarda, Riemann e¼grilik tensörü ile ayn¬şekilde gösterilmeleri i̧slevsel

aç¬dan bir kar¬̧s¬kl¬¼ga yol açmad¬¼g¬ndan genel yaz¬mda her ikisi için de ayn¬gösterim

kullan¬lacakt¬r.

Üstelik T tensörü yerine bir f fonksiyonunu al¬rsak,

r2
X;Y f = r2

Y;Xf

eşitli¼gi fonksiyonlar için do¼gru oldu¼gundan

R (X; Y ) f = r2
X;Y f �r2

Y;Xf = 0
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eşitli¼gi elde edilir. Daha genel olarak (0; k) tipinde bir T tensörü için, T (X1; :::; Xk)

bir fonksiyon belirtti¼ginden,

(R � T ) (X1; :::; Xk; X; Y ) = (R (X; Y )T ) (X1; :::; Xk)

= �R (R (X;Y )X1; :::; Xk)

�R (X1; R (X; Y )X2; :::; Xk)

�R (X1; :::; R (X; Y )X4) (2.8)

ifadesi bulunur.

Önerme 2.3.2 Riemann manifoldunun R e¼grili¼gi aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

1) R e¼grilik tensörü � (M)� � (M) de bilineerdir, yani her f; g 2 F (M) ve

X;Y; Z 2 � (M) için

R (fX + gY; Z) = fR (X;Z) + gR (Y; Z) ;

R (X; fY + gZ) = fR (X; Y ) + gR (X;Z) :

2) R (X; Y ) : � (M) ! � (M) e¼grilik operatörü lineerdir, yani her f 2 F (M) ve

X;Y; Z;W 2 � (M) için

R (X; Y ) (Z +W ) = R (X; Y )Z +R (X; Y )W;

R (X; Y ) fZ = fR (X; Y )Z:

(Carmo,1993).

Metrik kullan¬larak bu e¼grilik tensörü (0; 4) tipinde bir tensör olarak da ifade

edilebilir:

R (X; Y; Z;W ) = g (R (X; Y )Z;W )

Riemann e¼grilik tensörünün sahip oldu¼gu baz¬ özellikler aşa¼g¬daki önermede

verilmi̧stir:

Önerme 2.3.3 R (X; Y; Z;W ) Riemann e¼grilik tensörü şu özelliklere sahiptir:

1) R ilk iki ve son iki de¼gişken için anti-simetriktir:

R (X;Y; Z;W ) = �R (Y;X;Z;W ) = R (Y;X;W;Z)
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2) R ilk iki ve son iki çift aras¬nda simetriktir:

R (X; Y; Z;W ) = R (Z;W;X; Y )

3) R tensörü birinci Bianchi özdeşli¼gi denilen bir dairesel permütasyon özelli¼gini

sa¼glar:

R (X; Y )Z +R (Z;X)Y +R (Y; Z)X = 0

4) rR tensörü ikinci Bianchi özdeşli¼gi denilen bir dairesel permütasyon özelli¼gini

sa¼glar:

(rZR) (X; Y )W + (rXR) (Y; Z)W + (rYR) (Z;X)W = 0

(Peterson, 2006)

Yard¬mc¬teorem 2.3.4 Riemann e¼grilik tensörünün cebirsel simetrileri kovaryant

türevi için de geçerlidir:

(rXR) (Y; Z)W = � (rXR) (Z; Y )W

g ((rXR) (Y; Z)W;U) = �g ((rXR) (Y; Z)U;W )

g ((rXR) (Y; Z)W;U) = g ((rXR) (W;U)Y; Z)

(Kühnel, 2006)

Riemann e¼grilik tensörü oldukça karmaş¬kt¬r. E¼grili¼gi belirleyen daha basit bir

fonksiyon olarak kesitsel e¼grili¼gi görürüz.

Yard¬mc¬teorem 2.3.5 M manifoldunun p noktas¬nda non-dejenere bir tanjant

düzlemi � olsun. � düzleminin bir baz¬fX;Y g olmak üzere

K (X; Y ) =
R (X; Y;X; Y )

g (X;X) g (Y; Y )� [g (X; Y )]2

de¼gerine � düzleminin K (�) kesitsel e¼grili¼gi denir (O�neill,1983).

Bir yar¬-Riemann manifoldun e¼grili¼gi s¬f¬r (R = 0) ise, bu manifolda düz ma-

nifold denir. Örne¼gin yar¬-Öklidiyen uzay Rmp bir düz uzayd¬r. Bir yar¬-Riemann

manifoldun kesitsel e¼grili¼gi sabit bir say¬ise bu manifolda sabit e¼grilikli manifold ad¬

verilir.
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Sonuç 2.3.6 Bir M manifoldu c sabit e¼grili¼ge sahip ise Riemann e¼grilik tensörü

R (X; Y )Z = c fg (Z;X)Y � g (Z; Y )Xg

olur (O�neill, 1983).

Tan¬m 2.3.7 A : TM ! TM tensörü (1; 1) tipinde bir tensör olsun. Bu durumda

fE1; :::; Emg ; TM tanjant uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬olmak üzere, A tensörünün

kontraksiyonu veya izi

CA = trA =
mX
i=1

g (AEi; Ei)

ile tan¬mlan¬r. A, (1; s) tipinde bir tensör olsun. i 2 f1; :::; sg ve i 6= j olmak üzere

her sabitXj vektörü için A (X1; :::; Xi�1;�; Xi+1; :::; Xs) tensörü, kontraksiyonu veya

izi

CiA (X1; :::; Xi�1; Xi+1; :::; Xs)

=
mX
j=1

g (A (X1; :::; Xi�1; Ej; Xi+1; :::; Xs) ; Ej)

olan (1; 1) tipinde bir tensördür. Bu durumda CiA; (0; s� 1) tipinde bir tensördür

(Kühnel, 2006).

Bir tensörün izi ile kovaryant türevi aras¬ndaki de¼gi̧simlilik özelli¼gi aşa¼g¬da be-

lirtilmi̧stir:

Yard¬mc¬teorem 2.3.8 Her (1; s) tipindeki A tensörü için,

Ci (rXA) = rX (CiA)

olur (Kühnel, 2006).

Riemann e¼grilik tensörünün izi al¬narak tan¬mlanan (0; 2) tipinde di¼ger bir tensör,

Ric (X; Y ) = C2R (X; Y )

= tr (Z ! R (X;Z)Y )

=
mX
i=1

"ig (R (X;Ei)Y;Ei)
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şeklinde tan¬mlanan Ricci e¼grilik tensörüdür. Burada fEig ; TpM tanjant uzay¬n¬n

ortonormal bir baz¬ve "i = g (Ei; Ei) de¼geridir. Ricci tensörü simetrik bilineer bir

formdur. Ayn¬zamanda (1; 1) tipinde bir tensör olarak da tan¬mlanabilir:

Ric (X) =

mX
i=1

"iR (X;Ei)Ei

(Peterson, 2006).

Ricci tensörünün izine skalar e¼grilik denir:

r = tr (Ric) =

mX
i=1

"iR (Ei; Ei) :

2.4 Yar¬-Riemann Uzay Formlar¬

Tam, irtibatl¬ve sabit e¼grilikli yar¬-Riemann manifoldlara uzay formlar¬ad¬verilir.

Basit irtibatl¬uzay formlar¬boyut, indeks ve e¼griliklerinin eşit olmalar¬durumunda

izometriktirler. En önemli ve basit uzay formlar¬hiperquadriklerdir.

Yar¬-Riemann metri¼gi

g (:; :) = �
pX
i=1

dx2i +
m+1X
i=p+1

dx2i

ile donat¬lm¬̧s yar¬-Öklidiyen Rm+1p uzay¬nda, c 2 R için

Qmp;c =
�
x 2 Rm+1 : jxj2 = c

	
şeklinde tan¬mlanm¬̧s hiperyüzeylere hiperkuadrikler ad¬verilir.

Teorem 2.4.1 Qmp;c hiperkuadrati¼gi Rm+1uzay¬n¬n total umbilik bir hiperyüzeyidir

ve N (x) = ��x birim normal vektör alan¬na göre � = jcj�1=2 sabit ortalama e¼grili¼ge

sahiptir. Tersine, e¼ger Rm+1p uzay¬n¬n irtibatl¬, total umbilik bir hiperyüzeyi S ise,

S nin ortalama e¼grili¼gi � sabittir ve bir hiperdüzlemin aç¬k bir altkümesi (� s¬f¬rsa)

veya jcj = 1=�2 de¼gerli bir hiperquadriktir (Anciaux, 2011)

Önerme 2.4.2 Qmp;c de indirgenmiş metri¼gin R e¼grilik tensörü

R (X;Y )Z =
1

c
(g (X;Z)Y � g (Y; Z)X)
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formülü ile verilir. Ayr¬ca Qmp;c uzay¬1=c sabit kesitsel e¼grili¼ge sahiptir (Anciaux,

2011).

Şimdi baz¬özel hiperkuadrik örnekleri verelim:

i. Sm = Qm0;1 klasik birim küredir; tek kompakt uzay formdur ve indirgenmi̧s metrik

pozitif tan¬ml¬d¬r.

ii. Smp = Q
m
p;1 birim pseudoküre olarak adland¬r¬l¬r. Sabit e¼grili¼gi 1 olan tam yar¬-

Riemann manifoldudur.

iii. Hm
p�1 = Q

m
p;c birim pseudohiperbolik uzayd¬r ve -1 sabit e¼grili¼ge sabit tam yar¬-

Riemann manifoldudur.

iv. dSm = Qm1;1 de Sitter uzay¬denir ve indirgenmi̧s metri¼gi Lorentz metri¼gidir.

v. AdSm = Qmm�1;1 anti de Sitter uzay¬denir ve indirgenmi̧s metri¼gi Lorentz metri¼gi-

dir.

vi. �mp�1 = Q
m
p;0 ¬̧s¬k konisidir ve yar¬-Riemann manifoldu de¼gildir (Anciaux, 2011;

O�neill, 1983).

2.5 Katl¬Çarp¬m Uzaylar¬

B ve F yar¬-Riemann manifoldlar ve f fonksiyonu B de diferensiyellenebilir pozitif

bir fonksiyon olsun. M = B �f F katl¬çarp¬m manifoldu,

g = �� (gB) + (f � �)2 �� (gF )

metrik tensörü ile donat¬lm¬̧s B � F çarp¬m manifoldudur. Di¼ger bir ifadeyle e¼ger

X, B � F manifolduna (p; q) noktas¬nda te¼get ise � ve � dönüşümleri B � F mani-

foldunun s¬ras¬yla B ve F uzaylar¬üzerlerine do¼gal izdüşümleri olmak üzere

g (X;X) = g (d� (X) ; d� (X)) + f 2 (p) gF (d� (X) ; d� (X))

olur. Bu şekilde tan¬ml¬g tensörü metrik tensördür. f = 1 olmas¬durumunda

B �f F uzay¬bir yar¬-Riemann çarp¬m uzay¬olur. Burada B ye M = B �f F
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manifoldunun taban¬ve F ye de �beri ad¬verilir. M manifoldunun geometrisi f

katl¬fonksiyonu ile B ve F uzaylar¬n¬n geometrileri cinsinden tan¬mlanabilir. Her

(p; q) 2 M için p� F = ��1 (p) ve B � q = ��1 (q) uzaylar¬M manifoldunun yar¬-

Riemann altmanifoldlar¬d¬r ve (p; q) noktas¬nda birbirlerine diktirler. B uzay¬ndaki

vektör alanlar¬n¬n M manifoldu üzerinde yer alan liftlerine yatay liftler denir ve

L (B) ile gösterilir. Benzer şekilde F uzaylar¬na te¼get vektör alanlar¬n¬n M üze-

rindeki liftlerinin kümesi de L (F ) ile ifade edilir ve dikey liftler ad¬ verilir. M

manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu D olmak üzere B ve F uzaylar¬üzerlerindeki

koneksiyonlarla ili̧skisi aşa¼g¬daki yard¬mc¬teoremle verilir:

Yard¬mc¬teorem 2.5.1 M = B �f F manifoldunda, U; V 2 L (B) ve

X; Y 2 L (F ) olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r:

1. DUV 2 L (B) vektör alan¬B uzay¬ndaki DUV vektör alan¬n¬n liftidir.

2. DUX = DXU = (ln f)
0X:

3. norDXY = h (X; Y ) = �g(X;Y )
f

grad f:

4. tanDXY 2 L (F ) vektör alan¬ F deki rXY vektör alan¬n¬n liftidir (r, F

uzay¬n¬n Levi-Civita koneksiyonudur) (O�neill, 1983).

M = B �f F katl¬çarp¬m manifoldunun e¼grilik tensörü de yine f fonksiyonu ve

B ile F uzaylar¬n¬n e¼grilik tensörleri cinsinden aşa¼g¬daki yard¬mc¬teoremle verilir:

Yard¬mc¬teorem 2.5.2 M = B �f F manifoldunun Riemann e¼grilik tensörü R,

B ve F uzaylar¬n¬n Riemann e¼grilik tensörlerinin M deki liftleri s¬ras¬yla RB ve RF

olsun. U; V;W 2 L (B) ve X; Y; Z 2 L (F ) olmak üzere R tensörü için aşa¼g¬daki

ifadeler sa¼glan¬r:

1. R (U; V )W 2 L (B) ; B deki RB (U; V )W vektör alan¬n¬n liftidir.

2. R (X;U)V =
�
Hf (U;V )

f

�
X (Hf ; f fonksiyonunun Hessian¬�d¬r).

3. R (U; V )X = R (X; Y )U = 0:
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4. R (U;X)Y = g(X;Y )
f
DU (grad f) :

5. R (X; Y )Z = RF (X; Y )Z � g(grad f;grad f)
f2

fg (X;Z)Y � g (Y; Z)Xg

(O�neill, 1983).

M = B �f F katl¬çarp¬m manifoldunun Ricci e¼grili¼gi, B ve F uzaylar¬n¬n Ricci

e¼griliklerinin liftleri olan RicB ve RicF cinsinden aşa¼g¬daki sonuçla verilir:

Sonuç 2.5.3 M = B �f F katl¬çarp¬m manifoldunda d = dimF > 1 olmak üzere,

U; V 2 L (B) ve X; Y 2 L (F ) olsun. O halde

1. Ric (U; V ) = RicB (U; V )� d
f
Hf (U; V )

2. Ric (U;X) = 0

3. Ric (X; Y ) = RicF (X; Y )� g (X; Y )
n
�f
f
+ (d� 1) g(grad f;grad f)

f2

o
ifadeleri sa¼glan¬r ve�; B manifoldunda Laplasyen operatörüdür (O�neill, 1983).

2.6 Lightlike Hiperyüzeyler

Yar¬-Riemann uzaylarda 1 ko-boyutlu altmanifoldlara yar¬-Riemann hiperyüzeyler

ad¬verilir. Esas uzay¬n metri¼ginin hiperyüzey üzerine indirgenmi̧s metri¼ginin de-

jenere olmas¬durumunda lightlike hiperyüzey oluşur.�
�M; �g

�
yar¬-Riemann uzay¬nda g simetrik tensör alan¬dejenere olan bir hiperyüzey

(M; g) olsun. Yani, M hiperyüzeyinde öyle bir � 6= 0 vektör alan¬vard¬r ki

g (�;X) = 0; 8X 2 � (TM)

şart¬n¬sa¼glar.

RadTxM = f� 2 TxM : gx (�;X) = 0;8X 2 TxMg

ile tan¬ml¬altuzaya x 2 M noktas¬ndaki TxM tanjant uzay¬n¬n radikali ya da null

uzay¬ad¬verilir. Her null vektör kendisine dik oldu¼gundan

RadTxM = TxM \ TxM?
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olur. Bir lightlike hiperyüzey için RadTxM uzay¬bir boyutludur ve

RadTxM = TxM
? dir. RadTM da¼g¬l¬m¬naM hiperyüzeyinin radikal (null) da¼g¬l¬m¬

denir. Tanjant uzay¬n¬n

TM = RadTM ? S(TM)

ayr¬̧s¬m¬nda S(TM) vektör demetineM hiperyüzeyinin bir ekran da¼g¬l¬m¬ad¬verilir.

Bu da¼g¬l¬m dejenere olmad¬¼g¬ndan ve M hipeyüzeyinde her zaman böyle bir ekran

da¼g¬l¬m¬bulunaca¼g¬ndan şu ayr¬̧s¬m yaz¬labilir:

T �M jM = S(TM) ? S(TM)?; S(TM) \ S(TM)? 6= f0g :

S(TM)? demeti S(TM) demetinin dik kompleman¬olup non-dejeneredir. Lightlike

hiperyüzeylerde tanjant ve normal uzaylar¬ayr¬k olmad¬¼g¬ndan bu hiperyüzeylere

özel olarak ortonormal bazlar yerine quasi-ortonormal bazlar tan¬mlanm¬̧st¬r. Light-

like hiperyüzeyin quasi-ortonormal baz¬aşa¼g¬daki teoremle verilir:

Teorem 2.6.1 (M; g; S (TM)) ; yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hi-

peryüzey olsun. Bu durumda M hiperyüzeyinde rank¬1 olan tek bir tr (TM) vektör

demeti vard¬r öyle ki U � M koordinat komşulu¼gunda TM? nin s¬f¬rdan farkl¬

herhangi bir � vektör alan¬için U da tr (TM) demetinin

�g (N; �) = 1; �g (N;N) = �g (N;W ) = 0; 8W 2 � (S (TM) jU) (2.9)

eşitli¼gini sa¼glayan tek bir N vektör alan¬bulunur (Duggal and Bejancu, 1996).

Burada tr (TM) ; bir lightlike vektör demetidir ve her u 2M için

tr (TM) ju \ TuM = f0g d¬r. Böylece aşa¼g¬daki ayr¬̧s¬m yaz¬labilir:

T �M jM = S(TM) ? (RadTM � tr (TM)) = TM � tr (TM) : (2.10)

Her S(TM) ekran da¼g¬l¬m¬ için T �M jM de TM tanjant uzay¬n¬ tümleyen tek bir

tr(TM) vektör demeti vard¬r. Bu nedenle tr (TM) demetine M hiperyüzeyinin

S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬na göre lightlike transversal vektör demeti denir.
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Yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de, bir (M; g; S(TM)) lightlike hiperyüzeyin

Gauss-Weingarten formülleri her X; Y 2 � (TM) için

�rXY = rXY + h (X; Y ) ; (2.11)

�rXN = �ANX +rt
XN

olur. Buradar koneksiyonuM hiperyüzeyinde torsiyonsuz ve indirgenmi̧s lineer bir

koneksiyondur. h simetrik bilineer formunaM hiperyüzeyinin ikinci temel formu ve

AN lineer operatörüneM hiperyüzeyinin şekil operatörü ad¬verilir. Bu eşitliklerden

B (X; Y ) = �g
�
�rXY; �

�
= �g (h (X; Y ) ; �) ;

� (X) = �g
�
�rXN; �

�
(2.12)

formlar¬n¬tan¬mlayabiliriz. Di¼ger bir ifadeyle

h (X; Y ) = B (X; Y )N (2.13)

rt
XN = � (X)N (2.14)

yaz¬labilir. Burada B formunaM hiperyüzeyinin yerel ikinci temel formu ad¬verilir.

�M uzay¬nda �r metrik koneksiyon oldu¼gundan

B (X; �) = 0; 8X 2 � (TM) (2.15)

olur. M hiperyüzeyindeki r koneksiyonu metrik koneksiyon olmay¬p her

X;Y; Z 2 � (TM) için

(rX g) (Y; Z) = �g (h (X; Y ) ; Z) + �g (h (X;Z) ; Y ) (2.16)

veya di¼ger bir ifadeyle

(rX g) (Y; Z) = B (X; Y ) �g (N;Z) +B (X;Z) �g (N; Y ) (2.17)

eşitli¼gini sa¼glar.

Tanjant uzay¬n¬n ayr¬̧s¬m¬nda �(S(TM)) üzerine �(TM) uzay¬n¬n izdüşüm mor-

�zmi P olsun. S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬ için yerel Gauss-Weingarten denklemleri

aşa¼g¬daki şekilde verilir:

rXPY = r�
XPY + h

� (X;PY ) ;

rXU = �A�UX +r�t
XU; 8X;Y 2 � (TM) ; U 2 �

�
TM?� :
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Burada r ve r�t koneksiyonlar¬s¬ras¬yla � (S (TM)) ve �
�
TM?� üzerinde lineer

koneksiyonlard¬r. h� bilineer formuna ekran da¼g¬l¬m¬n¬n ikinci temel formu ve A�U

lineer operatörüne de ekran da¼g¬l¬m¬n¬n şekil operatörü denir. Bu durumda ekran

da¼g¬l¬m¬n¬n yerel ikinci temel formu aş¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

C (X;PY ) = �g (rXPY;N) = �g (h
� (X;PY ) ; N) ;

" (X) = �g
�
r�t
XU;N

�
; 8X;Y 2 � (TM) :

Burada " (X) = �� (X) dir. Sonuçta yerel Gauss-Weingarten denklemleri her

X; Y 2 � (TM) için

rXPY = r�
XPY + C (X;PY ) �; (2.18)

rX� = �A��X � � (X) � (2.19)

şeklinde verilir. Her iki ikinci temel form, şekil operatörleri ile aşa¼g¬daki denklem-

lerle ili̧skilendirilir:

B (X; Y ) = �g (h (X; Y ) ; �) = g
�
A��X; Y

�
; �g
�
A��X;N

�
= 0; (2.20)

C (X;PY ) = �g (h� (X;PY ) ; N) = g (ANX;PY ) ; �g (ANY;N) = 0: (2.21)

Ekran da¼g¬l¬m¬üzerindeki r� koneksiyonu metrik koneksiyondur. A�� şekil opera-

törü, S (TM)-de¼gerli ve self-adjoint olup lightlike hiperyüzey için

A��� = 0 (2.22)

eşitli¼gi vard¬r. Yani �; A�� için s¬f¬r karakteristik de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen karakteristik

vektör alan¬d¬r. Böylece

�r�� = r�� = �� (�) � (2.23)

eşitli¼gi bulunur (Duggal and Bejancu, 1996).

M lightlike hiperyüzeyinin h (X;Y ) ikinci temel formunun ve ANX şekil opera-

törünün kovaryant türevleri her X; Y; Z 2 � (TM) için aşa¼g¬daki formüllerle veri-

lebilir:

(rXh) (Y; Z) = rt
Xh (Y; Z)� h (rXY; Z)� h (Y;rXZ) ; (2.24)

rX (ANY ) = (rXAN)Y + AN (rXY )

= (rXA)N Y + AN (rXY ) + ArtXNY (2.25)
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�M;M ve S(TM) uzaylar¬n¬n �r,r ve r� koneksiyonlar¬n¬n e¼grilik tensörlerini

s¬ras¬yla �R, R ve R� ile gösterirsek M ve S (TM) uzaylar¬n¬n Gauss-Codazzi denk-

lemleri her X; Y; Z;W 2 � (TM) için

�g
�
�R (X; Y )Z; PW

�
= g (R (X; Y )Z; PW ) +B (X;Z)C (Y; PW )

�B (Y; Z)C (X;PW ) ; (2.26)

�g
�
�R (X; Y )Z; �

�
= (rX B) (Y; Z)� (rY B) (X;Z)

+B (Y; Z) � (X)�B (X;Z) � (Y ) ; (2.27)

�g
�
�R (X; Y )Z;N

�
= g (R (X; Y )Z;N) ; (2.28)

g (R (X; Y )PZ; PW ) = g (R� (X; Y )PZ; PW ) + C (X;PZ)B (Y; PW )

�C (Y; PZ)B (X;PW ) ; (2.29)

g (R (X; Y )PZ;N) = (rX C) (Y; PZ)� (rY C) (X;PZ)

+C (X;PZ) � (Y )� C (Y; PZ) � (X) : (2.30)

olur. Burada B ve C formlar¬n¬n kovaryant türevleri

(rXB) (Y; Z) = X (B (Y; Z))�B (rXY; Z)�B (Y;rXZ) (2.31)

(rXC) (Y; PZ) = X (C (Y; PZ))� C (rXY; PZ)� C (Y;r�
XPZ) (2.32)

ifadeleriyle bulunur.

(M; g; S (TM)) ; yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hiperyüzey ol-

sun. M lightlike hiperyüzeyi ve �M yar¬-Riemann manifoldunun e¼grilik tensörleri

s¬ras¬yla R ve �R olmak üzere her X; Y; Z 2 � (TM) için Gauss e¼grilik denklemi

�R (X; Y )Z = R (X; Y )Z + Ah(X;Z)Y � Ah(Y;Z)X

+(rXh) (Y; Z)� (rY h) (X;Z) (2.33)

ile verilir. Esas uzay c sabit e¼grilikli bir yar¬-Riemann uzay formu oldu¼gunda ise

Gauss denklemi

R (X; Y )Z = c f�g (Y; Z)X � �g (X;Z)Y g � Ah(X;Z)Y + Ah(Y;Z)X (2.34)

ve Codazzi denklemi

(rXh) (Y; Z) = (rY h) (X;Z) (2.35)



27

olur. Yar¬-Öklidiyen uzayda bir lightlike hiperyüzeyin Riemann e¼grilik tensörü

R (X;Y )Z = B (Y; Z)ANX �B (X;Z)ANY (2.36)

şeklinde ifade edilir (Şahin,2007).�
�M; �g

�
yar¬-Riemann uzay¬n¬n Ricci tensörü her X; Y 2 �

�
T �M

�
için

Ric (X;Y ) = trace
�
Z ! �R (X;Z)Y

	
(2.37)

ile tan¬ml¬d¬r. Bu durumda (M; g; S (TM)) lightlike hiperyüzeyinin indirgenmi̧s

R(0;2) Ricci tensörü her X; Y 2 � (TM) için

R(0;2) (X;Y ) =
mX
a=1

"ag (R (X;Ea)Y;Ea) + �g (R (X; �)Y;N)

ile verilir. Burada "a = g (Ea; Ea) dir ve f�;Eag ; (M; g; S (TM)) lightlike hiperyüze-

yi üzerinde indirgenmi̧s bir quasi-ortonormal çat¬olup Rad (TM) = span f�g ve

S (TM) = span fEag tan¬ml¬d¬r. Genel olarak Ricci tensörü simetrik de¼gildir.

Bu yüzden R(0;2) tensörü simetrik oldu¼gunda indirgenmi̧s Ricci tensörü olarak ad-

land¬r¬lacak ve Ric ile gösterilecektir. Ricci tensörünün simetrik olmas¬ ile ilgili

aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 2.6.2
�
�M; �g

�
yar¬-Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S (TM)) olsun. Bu durumdaM lightlike hiperyüzeyine indirgenmiş r konek-

siyonunun Ricci tensörünün simetrik olmas¬için gerek ve yeter şart S (TM) ekran

da¼g¬l¬m¬ ile indirgenmiş her � 1-formunun kapal¬ olmas¬, yani d� = 0 olmas¬d¬r

(Duggal and Bejancu, 1996).

(m+ 2)�boyutlu bir yar¬-Riemann uzay formu
�
�M (c) ; �g

�
de bir lightlike hiper-

yüzey (M; g; S (TM)) olsun. Bu durumda herX; Y 2 � (TM) için lightlike hiperyü-

zeyin Ricci e¼grili¼gi

R(0;2) (X; Y ) = mcg (X; Y ) +
mX
a=1

"aC (Ea; Ea)B (X;Y )

�
mX
a=1

"aC (Ea; Y )B (X;Ea) (2.38)
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ile tan¬ml¬d¬r (Güneş vd., 2003). Ayn¬ zamanda esas uzay Lorentz uzay formu

oldu¼gunda ise lightlike hiperyüzeyin Ricci e¼grili¼gi için

R(0;2) (X; Y ) = mcg (X; Y ) +B (X; Y ) trAN �B (Y;ANX) (2.39)

ifadesi elde edilir (Jin, 2010).

Tan¬m 2.6.3 (M; g; S (TM)) ; yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hi-

peryüzey olsun. M hiperyüzeyinin her U koordinat komşulu¼gunda bir � diferensiyel-

lenebilir fonksiyonu bulunmak üzere

B (X; Y ) = �g (X; Y ) ; 8X;Y 2 � (TM jU) (2.40)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa M hiperyüzeyine total umbiliktir denir.

Eşde¼ger olarak M nin total umbilik olmas¬için gerek ve yeter şart

A�� (PX) = �PX; 8X 2 �
�
TMjU

�
eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. Ayn¬şekilde ekran da¼g¬l¬m¬için aşa¼g¬daki tan¬m yap¬la-

bilir:

Tan¬m 2.6.4 (M; g; S (TM)) ; yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hi-

peryüzey olsun. M hiperyüzeyinin her U koordinat komşulu¼gunda bir � diferensiyel-

lenebilir fonksiyonu bulunmak üzere

C (X;PY ) = �g (X;PY ) ; 8X; Y 2 � (TM jU) (2.41)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬na total umbiliktir denir.

Yine eşde¼ger olarak S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n total umbilik olmas¬için gerek ve

yeter şart her U �M komşulu¼gunda � diferensiyellenebilir fonksiyonu için

ANX = �PX

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. Böyle bir durumda C; � (S (TM) jU) üzerinde simetriktir

ve böylece S (TM) integrallenebilirdir. � = 0 olmas¬durumunda ise S (TM) total

geodeziktir denir.
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ŞimdiM lightlike hiperyüzeyi üzerinde bir global null normal vektör alan¬taraf¬n-

dan tan¬mlanan bir global yap¬ve bu vektör ile belirlenen bir seçimli da¼g¬l¬m hakk¬n-

daki baz¬tan¬mlar ve sonuçlar verilecektir. Bunlar daha sonra Ricci simetrik uzaylar

konusunda kullan¬lacak.

Tan¬m 2.6.5 ( �M; �g) Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi (M; g; S(TM))

olsun. � vektör alan¬n¬n M de yok olmayan bir global null normal (GNN) vektör

alan¬olmas¬gerek ve yeter şart¬yla bir (S (TM) ; �) çiftine M de bir global yap¬ad¬

verilir (Duggal and Gimenez, 2005).

Tan¬m 2.6.6 ( �M; �g) Lorentz manifoldunda bir GNN � vektör alan¬na sahip bir

lightlike hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun. TM tanjant uzay¬n¬n bir D (TM) Rie-

mann da¼g¬l¬m¬na, D (TM) nin her W vektör alan¬için �rW � 2 � (D (TM)) olmas¬

şart¬yla, ��seçimli ad¬verilir. Özel olarak, e¼ger bir S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬��seçimli

ise (S (TM) ; �) çiftine M de bir seçimli da¼g¬l¬m denir (Duggal and Gimenez, 2005).

Önerme 2.6.7 ( �M; �g) Lorentz manifoldunda bir geodezik GNN � vektör alan¬na

sahip bir lightlike hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun. O halde, S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬-

n¬n ��seçimli olmas¬ için gerek ve yeter şart karş¬l¬k gelen � 1-formunun yok ol-

mas¬d¬r. Bu durumda, indirgenmiş r koneksiyonunun Ricci tensörü simetriktir

(Duggal and Gimenez, 2005).

·Ispat: Her X 2 � (TM) için, (2.12), (2.19), (2.22) eşitlikleri ve

X = PX + �g (X;N) � ayr¬̧s¬m¬kullan¬l¬rsa

� (X) = ��g
�
�rX�;N

�
= ��g (rX�;N)

= ��g
�
rPX+�g(X;N)��;N

�
= ��g (rPX�;N)� �g (X;N) �g (r��;N)

= ��g (rPX�;N) + � (�) �g (X;N)

bulunur. � = 0 olmas¬durumunda �g (rPX�;N) = 0 ve (2.23) yard¬m¬yla

�rX� 2 � (S (TM)) olmas¬gerekti¼gi görülür. Yani S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬��seçim-

lidir. E¼ger �rX� 2 � (S (TM)) al¬n¬rsa yine (2.19) ve (2.23) eşitliklerinden � (X) = 0
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elde edilir. (Duggal and Bejancu, 1996) kitab¬nda (Teorem 3.2 sf 99)�e göre d� = 0

olmas¬Ricci tensörünün simetrik olmas¬n¬gerektirir. �

Tan¬m 2.6.8 ( �M; �g) Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi (M; g; S(TM))

olsun. O halde, her yerel � 2 � (Rad (TM) jU) vektör alan¬ile irtibatl¬tüm esas e¼gri-

liklerin her yerde s¬f¬rdan farkl¬olmas¬şart¬yla M hiperyüzeyine total non-geodezik

hiperyüzey ad¬verilir (Duggal and Gimenez, 2005).

Sonuç 2.6.9 ( �M; �g) Lorentz manifoldunda bir geodezik GNN � vektör alan¬na sahip

bir total non-geodezik lightlike hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun. O halde, tek bir

��seçimli ekran da¼g¬l¬m¬vard¬r (Duggal and Gimenez, 2005).

Esasen bir geodezik GNN � vektör alan¬na sahip her sabit e¼grilikli �M Lorentz

manifoldunda her total non-geodezik lightlike hiperyüzey, AN� = 0 olacak biçimde

tek bir ��seçimli yap¬ya sahiptir (Duggal and Gimenez, 2005).

Tan¬m 2.6.10 Bir yar¬-Riemann manifoldunun (M; g; S (TM)) lightlike hiperyüzeyi,

M nin bir U komşulu¼gunda s¬f¬rdan farkl¬diferensiyellenebilir bir fonksiyon ' olmak

üzere, şekil operatörleri AN ve A��

AN = 'A
�
� (2.42)

eşitli¼gi ile ba¼g¬nt¬l¬ise ekran yerel konformaldir denir (Atindogbe and Duggal, 2004).

Yukar¬daki tan¬mda ' fonksiyonu s¬f¬rdan farkl¬sabit bir fonksiyon al¬n¬rsa M

lightlike hiperyüzeyine ekran homotetik hiperyüzey ad¬verilir.

Lightlike hiperyüzeyin S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n ortonormal baz¬

fEa : 1 � a � mg ve A�� (Ea) = kaEa olsun. Bu durumda lightlike hiperyüzeyin

lightlike ortalama e¼grili¼gi H� :M ! R aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

H� = �
mX
a=1

B (Ea; Ea) = �
mX
a=1

g
�
A�� (Ea) ; Ea

�
= �trA�� : (2.43)

Lightlike ortalama e¼grilik H� ekran da¼g¬l¬m¬ve ortonormal baza ba¼gl¬de¼gildir ve

H� = �
Pm

a=1 ka dir (Duggal and Giménez, 2005).
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Tan¬m 2.6.11 Bir T operatörü, m � 1 için Tm = 0 veya tüm karakteristik de¼ger-

lerinin s¬f¬r olmas¬ durumunda nilpotent operatördür. T 6= 0 operatörüne, e¼ger

r � 2 için T r = 0 ama T r�1 6= 0 ise r-yinci mertebeden nilpotenttir denir (Vazquez,

et al., 2009).

Teorem 2.6.12 n: mertebeden bir matris A olsun. A matrisinin nilpotent olmas¬

için gerek ve yeter şart her p = 1; :::; n için tr (Ap) = 0 olmas¬d¬r (Prasolov, 1994).

Teorem 2.6.13 �M uzay zaman¬nda her U � M de, her � 2 Rad (TM) için

Ric (�; �) � 0 koşulunu sa¼glayan bir lightlike hiperyüzey M olsun. Bu durumda,

M hiperyüzeyinin total geodezik olmas¬için gerek ve yeter şart her � 2 Rad
�
TMjU

�
için H� = 0, yani M nin minimal olmas¬d¬r (Küpeli, 1987).

E¼ger A�� şekil operatörü 2-nilpotent ise Teorem 2.6.12 den trA�� = 0 olur. Yani,

(2.43) eşitli¼ginden H� lightlike ortalama e¼grilik s¬f¬r bulunur. Dolay¬s¬yla A�� şekil

operatörü nilpotent olan bir lightlike hiperyüzey minimaldir.
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BÖLÜM 3

SEMI-RIEMANN UZAY FORMLARDA
LIGHTLIKE H·IPERYÜZEYLER·IN S·IMETR·I

T·IP E¼GR·IL·IK KOŞULLARI

3.1 Yerel Simetrik Lightlike Hiperyüzeyler

Bir diferensiyellenebilir M manifoldunun bir a�n koneksiyonu r olsun. M mani-

foldunun bir noktas¬p ve TpM uzay¬nda 0 orijin noktas¬na göre simetrik, 0 merkezli

bir normal komşuluk N0 olsun. Np = ExppN0 ile gösterilsin. Her q 2 Np için,


 (0) = p; 
 (1) = q olacak biçimde p ve q noktalar¬ndan geçen Np içinde bir

t ! 
 (t) geodezi¼gini düşünelim. q0 = 
 (�1) olsun. Bu durumda Np de örten

q ! q0 dönüşümüne p ye göre bir geodezik simetri ad¬verilir ve sp ile gösterilir.

p noktas¬ndaki fx1; :::; xmg normal koordinatlar cinsinden, sp dönüşümünün ifadesi

(x1; :::; xm) ! (�x1; :::;�xm) şeklindedir. Özellikle sp dönüşümü Np nin örten bir

difeomor�zmidir ve I birim dönüşüm olmak üzere (dsp)p = �I olur.

Tan¬m 3.1.1 Bir M Riemann manifoldunda p 2M olsun. E¼ger her p noktas¬nda

geodezik simetrinin bir izometri oldu¼gu bir normal komşuluk varsa, M manifolduna

yerel simetriktir denir (Helgason, 1962).

Teorem 3.1.2 Bir Riemann manifoldunun Riemann e¼grilik tensörü R ve Levi-

Civita koneksiyonu r olmak üzere, M manifoldunun yerel simetrik olmas¬için gerek

ve yeter şart

rR = 0

eşitli¼gini sa¼glamas¬d¬r (Cartan, 1951).

Ayn¬tan¬m ve teorem yar¬-Riemann uzaylar ve altmanifoldlar¬için de geçerlidir

(Kath, 2010). Bir yerel simetrik yar¬-Riemann manifoldunda lightlike hiperyüzey-

lerin yerel simetrileri için aşa¼g¬daki teorem verilebilir:
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Teorem 3.1.3 �M bir yerel simetrik yar¬-Riemann manifoldu ve AN� bir null vektör

alan¬ olmayacak şekilde �M manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyi M olsun. Bu

durumda M lightlike hiperyüzeyinin yerel simetrik olmas¬ için gerek ve yeter şart

total geodezik olmas¬d¬r (Güneş vd., 2003).

Her uzay formu sabit e¼grilikli oldu¼gundan rR = 0 eşitli¼gini sa¼glar. Yani yerel

simetrik uzayd¬r. Dolay¬s¬yla uzay formlar¬nda total geodezik olan her lightlike

hiperyüzey yerel simetrik olacakt¬r. D.H.Jin (2009) çal¬̧smas¬nda lightlike hiperyüze-

yin kendisinin total umbilik olmas¬yerine ekran da¼g¬l¬m¬n¬n total umbilik olmas¬

durumunu düşünerek aşa¼g¬daki sonuçlara ulaşm¬̧st¬r:

Teorem 3.1.4
�
�M (c) ; �g

�
yar¬-Riemann uzay formunda m > 2 için, S (TM) ekran

da¼g¬l¬m¬total umbilik olacak şekilde (m+ 1)�boyutlu bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S (TM)) olsun. Bu durumda C = 0 veya B = 0 olur. Üstelik,

i. C = 0 ise S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬total geodezik ve c = 0 olur.

ii. B = 0 ise M lightlike hiperyüzeyi �M (c) uzay¬nda total geodezik dald¬r¬lm¬̧st¬r ve

M hiperyüzeyine indirgenmiş r koneksiyonu metrik koneksiyondur.

Teorem 3.1.5
�
�M (c) ; �g

�
yar¬-Riemann uzay formunda m > 2 için, S (TM) ekran

da¼g¬l¬m¬total umbilik olacak şekilde (m+ 1)�boyutlu bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S (TM)) olsun. Bu durumdaM lightlike hiperyüzeyi indirgenmiş bir simetrik

Ricci tensöre sahiptir. Üstelik,M lightlike hiperyüzeyi ve S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n

M� li�, c sabit e¼grilikli uzaylard¬r (Jin, 2009).

Bu teoremden faydalanarak, sabit e¼grilikli uzaylar ayn¬zamanda yerel simetrik

olduklar¬ndan, lightlike hiperyüzeyin ekran da¼g¬l¬m¬n¬n total umbilik olmas¬duru-

munda şu sonuca ulaş¬l¬r:

Sonuç 3.1.6
�
�M (c) ; �g

�
yar¬-Riemann uzay formunda m > 2 için, S (TM) ekran

da¼g¬l¬m¬total umbilik olacak şekilde (m+ 1)�boyutlu bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S (TM)) olsun. Bu durumda M lightlike hiperyüzeyi yerel simetriktir.
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Önerme 3.1.7 Minkowski uzay¬ Rm+21 de ¬̧s¬k konisi ^m+10 olsun. Bu durumda

^m+10 üzerinde öz total umbilik olan bir ekran da¼g¬l¬m¬bulunur (Duggal and Bejancu,

1996).

Yukar¬da verilen sonucun bir uygulamas¬olarak, yine ayn¬eserde geçen ispat-

tan yararlanarak Minkowski uzay¬nda tan¬ml¬ ¬̧s¬k konisinin yerel simetrik oldu¼gu

aşa¼g¬daki şekilde gösterilebilir:

Örnek 3.1.8
�
Rm+21 ; �g

�
uzay¬,

�g (x; y) = �x0y0 +
m+1X
a=1

xaya

yar¬-Öklidiyen metri¼gi ile donat¬lm¬̧s bir Minkowski uzay¬olsun. Rm+21 uzay¬nda,

^m+10 ¬̧s¬k konisi ; her x 2 ^m+10 için x =
Pm+1

A=0 x
A @
@xA

6= 0 olmak üzere

�
�
x0
�2
+
m+1X
a=1

(xa)2 = 0

denklemi ile tan¬mlan¬r. Bu lightlike hiperyüzeyin radikal da¼g¬l¬m¬n¬n baz¬

� =
m+1X
A=0

xA
@

@xA

null vektör alan¬d¬r ve transversal tanjant demeti ise

N =
1

2 (x0)2

(
�x0 @

@x0
+
m+1X
a=1

xa
@

@xa

)
taraf¬ndan gerilir. Bu durumda karş¬l¬k gelen ekran da¼g¬l¬m¬ S

�
T^m+10

�
olmak

üzere, her X 2 S
�
T^m+10

�
vektörü

X =

m+1X
a=1

Xa @

@xa

biçiminde gösterilir. Her X; Y 2 �
�
S
�
T�m+10

��
için (2.11), (2.18) eşitlikleri ve

(2.1) kovaryant türev tan¬m¬ndan

C (X; Y ) = �g (rXY;N) = �g
�
�rXY;N

�
= ��g

�
Y; �rXN

�
= �g

�
Y;

1

2 (x0)2
X

�
= � 1

2 (x0)2
g (X; Y )

elde edilir. Buna göre S
�
T�m+10

�
ekran da¼g¬l¬m¬ total geodezik olmayan umbilik

uzay olup, �m+10 ¬̧s¬k konisinin Sonuç 3.1.3�ten yerel simetrik oldu¼gu görülür.
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(Duggal ve Jin, 2007) eserinde örnek olarak geçen, yar¬-Öklidiyen uzayda tan¬ml¬

aşa¼g¬daki lightlike hiperyüzeyin s¬f¬r sabit e¼grilikli ve dolay¬s¬yla yerel simetriktir:

Örnek 3.1.9 (R42; �g),

�g (x; y) = �x0y0 � x1y1 + x2y2 + x3y3

yar¬-Öklidiyen metri¼gi ile donat¬lm¬̧s,
�
@0 =

@
@x0
; :::; @3 =

@
@x3

�
kanonik baza sahip

4�boyutlu yar¬-Öklidiyen bir uzay olsun. Bu uzayda bir M hiperyüzeyi

x0 = x1 +
p
2
q
x22 + x

2
3

denklemi ile tan¬mlans¬n. Kolayl¬k aç¬s¬ndan f =
p
x22 + x

2
3 alal¬m. Bu hiperyüzeyin

normal uzay¬n¬geren vektörü, (2.4) gradyan tan¬m¬yard¬m¬yla

� = f (@0 � @1) +
p
2 (x2@2 + x3@3)

olarak bulunur. Bu vektörün lightlike olmas¬ndan dolay¬M hiperyüzeyi bir lightlike

hiperyüzeydir. Lightlike transversal vektör demeti de

N =
1

4f 2

n
f (�@0 + @1) +

p
2 (x2@2 + x3@3)

o
olarak bulunur. Bu durumda, karş¬l¬k gelen bir ekran da¼g¬l¬m¬ise

fW1 = @0 + @1;W2 = �x3@2 + x2@3g

olur. Do¼grudan hesaplamalarla, ilgili vektörlerin yar¬-Öklidiyen uzay¬n �r Levi-

Civita koneksiyonuna göre kovaryant türevleri şu şekildedir:

�rXW1 = �rW1X = 0; X 2 � (TM) (3.1)

�rW2W2 = �x2@2 � x3@3
�r�� =

p
2�

�rW2� = �r�W2 =
p
2W2

�r�N =
1

2
p
2f
@0 �

1

2
p
2f
@1 �

x2
2f 2

@2 �
x3
2f 2

@3 = �
p
2N

�rW1N = 0; �rW2N = � x3

2
p
2f 2

@2 �
x2

2
p
2f 2

@3 =
1

2
p
2f 2

W2:
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Gauss formülü yard¬m¬yla yine ilgili vektörlerin lightlike hiperyüzeyin indirgenmiş r

koneksiyonuna göre kovaryant türevleri

rXW1 = rW1X = 0; X 2 � (TM)

r�� =
p
2�; rW2W2 = �

1

2
p
2
�

r�W2 = rW2� =
p
2W2

olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla hiperyüzeyin ikinci temel formlar¬

B (W1;W1) = B (W1;W2) = 0; B (W2;W2) = �
p
2f 2 (3.2)

olur. Daha sonra Weingarten formülünden hiperyüzeyin şekil operatörü AN için

AN� = 0 = ANW1; ANW2 =
1

2
p
2f 2

W2 (3.3)

ve lightlike transversal vektör uzay¬n¬n indirgenmiş rt koneksiyonuna göre kovaryant

türevleri

rt
�N = �

p
2N; rt

W1
N = 0; rt

W2
N =

1p
2f 2

W2

şeklinde bulunur. Yar¬-Öklidiyen uzayda lightlike hiperyüzeyin Riemann e¼grilik

tensörü (2.36) eşitli¼ginde, (3.2) ve (3.3) eşitlikleri yard¬m¬yla, hiperyüzeyin quasi-

ortonormal baz¬f�;W1;W2g olmak üzere her X; Y; Z 2 � (TM) için

R (W1; Y )Z = R (X; Y )W1 = 0

R (�; Y )Z = R (X; Y ) � = 0

R (W1;W2)W1 = R (W1;W2)W2 = 0

olarak hesaplan¬r. Dolay¬s¬yla R = 0 olur, yani lightlike hiperyüzey düzdür. Her

düz uzay yerel simetrik oldu¼gundan, bu hiperyüzey yerel simetrik olur.

3.2 ·Ikinci Dereceden Simetrik

Lightlike Hiperyüzeyler

Bir önceki bölümde tan¬m¬n¬ yapt¬¼g¬m¬z yerel simetrik uzaylar¬n bir genellemesi

olarak kaŗs¬m¬za, R e¼grilik tensörünün ikinci mertebeden kovaryant türevi s¬f¬r olan

uzaylar ç¬kar. Yani:
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Tan¬m 3.2.1 E¼grilik tensörü R olan bir yar¬-Riemann manifoldu her

X;Y;W; V 2 � (TM) için

�
r2R

�
(X; Y;W; V ) =

�
r2
V;WR

�
(X; Y ) = 0

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa ikinci dereceden simetrik (2-simetrik) olarak adland¬r¬l¬r

(Senovilla, 2008).

Bu koşula ek olarak e¼ger rR 6= 0 ise uzay öz 2-simetriktir. Riemann uzay-

lar¬nda bu genellemenin incelenmemesinin sebebi meşhur bir teoremdir (Omachi,

1986; Tanno, 1972):

rkR = 0 (k � 2), rR = 0:

·Ispat¬ise uzaylar¬n dik de Rham (de Rham, 1952) ayr¬̧s¬m¬na dayan¬yor. Bu teoreme

göre Riemann uzaylar¬nda k-simetriklik ile yerel simetriklik ayn¬̧seydir. Ancak yar¬-

Riemann uzaylarda de Rham ayr¬̧s¬m¬ayn¬şekilde geçerli olmad¬¼g¬ndan (Wu, 1964),

art¬k k-simetriklik ile yerel simetriklik kavramlar¬eşde¼ger de¼gildirler. Dolay¬s¬yla

yar¬-Riemann uzaylarda yerel simetrik hiperyüzeylerin bir genellemesi olarak 2-

simetrik hiperyüzeyler incelenebilir. Yar¬-Riemann uzay formlarda 2-simetrik bir

lightlike hiperyüzey için aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.2 (m+ 2)�boyutlu ( �M(c); �g) yar¬-Riemann uzay formunda

(M; g; S(TM)) bir lightlike hiperyüzey olsun. M lightlike hiperyüzeyi 2-simetrik ise

ekran da¼g¬l¬m¬n¬n şekil operatörü 2-nilpotent ya da C (�; AN�) = �c olur.

·Ispat: Şimdi (m+ 2)-boyutlu bir yar¬-Riemann uzay formu ( �M(c); �g) de

(M; g; S(TM)) lightlike hiperyüzeyinin 2-simetriklik koşullar¬n¬incelemek için, Rie-

mann e¼grilik tensörü R nin önce birinci dereceden kovaryant türevini, (2.2) kural¬n-

dan her X; Y; Z;W; V 2 � (TM) için

(rWR) (X; Y )Z = rWR (X; Y )Z �R (rWX; Y )Z

�R (X;rWY )Z �R (X; Y )rWZ (3.4)
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ve ard¬ndan yine ayn¬kural ve (2.5) eşitli¼ginden ikinci dereceden kovaryant türevi

�
r2
V;WR

�
(X;Y )Z = rV ((rWR) (X; Y )Z)� (rrVWR) (X;Y )Z

� (rWR) (rVX; Y )Z � (rWR) (X;rV Y )Z

� (rWR) (X; Y )rVZ (3.5)

şeklinde bulunur.

(2.34) Gauss e¼grilik denklemi, g metri¼ginin kovaryant türevi (2.16), hiperyüzeyin

ikinci temel formunun türevi (2.24) ve şekil operatörünün türevi (2.25) eşitliklerinden

faydalanarak, lightlike hiperyüzeyin R e¼grilik tensörünün r koneksiyonuna göre

kovaryant türevi, (3.4) eşitli¼ginden

(rWR) (X; Y )Z = cf�g (h (W;Y ) ; Z)X + �g (h (W;Z) ; Y )X

��g (h (W;X) ; Z)Y � �g (h (W;Z) ; X)Y g

+(rWA)h(Y;Z)X + A(rW h)(Y;Z)X

� (rWA)h(X;Z) Y � A(rW h)(X;Z)Y (3.6)

olarak bulunur.

Tekrar (3.4) eşitli¼gini kullanarak, (3.6) eşitli¼ginin V vektör alan¬na göre ko-

varyant türevi

rV ((rWR) (X; Y )Z) = cf�g
�
r?
V h (W;Y ) ; Z

�
X + �g (h (W;Y ) ;rVZ)X

+�g (h (W;Y ) ; Z)rVX + �g
�
r?
V h (W;Z) ; Y

�
X

+�g (h (W;Z) ;rV Y )X + �g (h (W;Z) ; Y )rVX

��g
�
r?
V h (W;X) ; Z

�
Y � �g (h (W;X) ;rVZ)Y

��g (h (W;X) ; Z)rV Y � �g
�
r?
V h (W;Z) ; X

�
Y

��g (h (W;Z) ;rVX)Y � �g (h (W;Z) ; X)rV Y g

+rV

h
(rWA)h(Y;Z)X

i
+rV

�
A(rW h)(Y;Z)X

�
�rV

h
(rWA)h(X;Z) Y

i
�rV

�
A(rW h)(X;Z)Y

�
: (3.7)



39

olur. Şimdi, ilk olarak M lightlike hiperyüzeyinin h ikinci temel formunun, (2.24)

kovaryant türev eşitli¼ginin V vektör alan¬na göre ikinci dereceden kovaryant türevi

r?
V ((rWh) (Y; Z)) =

�
r2
V;Wh

�
(Y; Z) + (rWh) (rV Y; Z)

+ (rWh) (Y;rVZ) + (rrVWh) (Y; Z) (3.8)

olarak elde edilir. SonraM lightlike hiperyüzeyinin şekil operatörü AN nin, h (Y; Z)

ikinci temel formuna göre ifadesi Ah(Y;Z)X olup, şekil operatörünün (rWA)h(Y;Z)X

kovaryant türevinin V vektör alan¬na göre tekrar kovaryant türevi al¬nd¬¼g¬nda

rV

�
(rWA)h(Y;Z)X

�
=

�
r2
V;WA

�
h(Y;Z)

X + (rrVWA)h(Y;Z)X

+(rWA)h(Y;Z)rVX + (rWA)(rV h)(Y;Z)X

+(rWA)h(rV Y;Z)X + (rWA)h(Y;rV Z)X (3.9)

bulunur. X ve Y vektörlerinin yerleri de¼gi̧stirilerek, ayn¬ i̧slem (rWA)h(X;Z) Y

kovaryant türevi için yap¬l¬rsa,

rV

�
(rWA)h(X;Z) Y

�
=

�
r2
V;WA

�
h(X;Z)

Y + (rrVWA)h(X;Z) Y

+(rWA)h(X;Z)rV Y + (rWA)(rV h)(X;Z)Y

+(rWA)h(rVX;Z)Y + (rWA)h(X;rV Z)Y (3.10)

elde edilir. A(rW h)(Y;Z)X şekil operatörünün V vektör alan¬na göre kovaryant türevi,

(2.25) eşitli¼ginden

rV

�
A(rW h)(Y;Z)X

�
= (rVA)(rW h)(Y;Z)X + A(rW h)(Y;Z) (rVX) + Ar?V ((rW h)(Y;Z))X

şeklinde bulunur. Bu son eşitlikte (3.8) ifadesi yerleştirilirse

rV

�
A(rW h)(Y;Z)X

�
= (rVA)(rW h)(Y;Z)X + A(rW h)(Y;Z) (rVX)

+A(r2V;W h)(Y;Z)
X + A(rW h)(rV Y;Z)X

+A(rW h)(Y;rV Z)X + A(rrV W h)(Y;Z)
X (3.11)
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elde edilir. Benzer biçimde A(rW h)(X;Z)Y şekil operatörünün V vektör alan¬na göre

kovaryant türevi de

rV

�
A(rW h)(X;Z)Y

�
= (rVA)(rW h)(X;Z) Y + A(rW h)(X;Z) (rV Y )

+A(r2V;W h)(X;Z)
Y + A(rW h)(rVX;Z)Y

+A(rW h)(X;rV Z)Y + A(rrV W h)(X;Z)
Y (3.12)

şeklinde bulunur. Böylece (3.5) eşitli¼ginde (3.6), (3.7), (3.9), (3.10), (3.11) ve (3.12)

ifadelerinin yerlerine yaz¬lmas¬ ve gerekli sadeleştirmelerin yap¬lmas¬yla, lightlike

hiperyüzeyin R e¼grilik tensörünün ikinci dereceden kovaryant türevi

�
r2
V;WR

�
(X; Y )Z = cf�g ((rV h) (W;Y ) ; Z)X + �g ((rV h) (W;Z) ; Y )X

��g ((rV h) (W;X) ; Z)Y � �g ((rV h) (W;Z) ; X)Y g

+
�
r2
V;WA

�
h(Y;Z)

X + (rWA)(rV h)(Y;Z)X

�
�
r2
V;WA

�
h(X;Z)

Y � (rWA)(rV h)(X;Z) Y

+(rVA)(rW h)(Y;Z)X + A(r2V;W h)(Y;Z)
X

� (rVA)(rW h)(X;Z) Y � A(r2V;W h)(X;Z)Y (3.13)

olarak bulunur.

E¼ger M lightlike hiperyüzeyi 2-simetrik ise, � 2 � (RadTM) olmak üzere (3.13)

eşitli¼ginde Y = Z = � al¬rsak,

0 = cf�g ((rV h) (W; �) ; �)X + �g ((rV h) (W; �) ; �)X

��g ((rV h) (W;X) ; �) � � �g ((rV h) (W; �) ; X) �g

+
�
r2
V;WA

�
h(�;�)

X + (rWA)(rV h)(�;�)X

�
�
r2
V;WA

�
h(X;�)

� � (rWA)(rV h)(X;�) �

+(rVA)(rW h)(�;�)X + A(r2V;W h)(�;�)
X

� (rVA)(rW h)(X;�) � � A(r2V;W h)(X;�)� (3.14)

olur.

(3.14) eşitli¼ginde yerlerine yaz¬lmak üzere, (2.15), (2.20) eşitliklerinden ve (2.24)
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eşitli¼ginden faydalanarak

h (�; �) = 0; h (X; �) = 0 (3.15)

(rWh) (�; �) = rt
Wh (�; �)� h (rW �; �)� h (�;rW �)

= 0 (3.16)

bulunur. Böylece (3.14) eşitli¼gi

0 = cf�g ((rV h) (W; �) ; �)X + �g ((rV h) (W; �) ; �)X

��g ((rV h) (W;X) ; �) � � �g ((rV h) (W; �) ; X) �g

� (rWA)(rV h)(X;�) � + A(r2V;W h)(�;�)
X

� (rVA)(rW h)(X;�) � � A(r2V;W h)(X;�)� (3.17)

şeklinde olur. Tekrar (2.24) ve (3.15) eşitliklerinden

(rWh) (X; �) = rt
Wh (X; �)� h (rWX; �)� h (X;rW �)

= �h (X;rW �) (3.18)

sonucu bulunur. (3.8) eşitli¼ginde, (3.16) ve (3.18) kullan¬larak

�
r2
V;Wh

�
(�; �) = r?

V ((rWh) (�; �))� (rrVWh) (�; �)

� (rWh) (rV �; �)� (rWh) (�;rV �)

= 2h (rW �;rV �) (3.19)

ve

�
r2
V;Wh

�
(X; �) = r?

V ((rWh) (X; �))� (rrVWh) (X; �)

� (rWh) (rVX; �)� (rWh) (X;rV �)

= � (rV h) (X;rW �)� h (X;rV (rW �))

+h (X;rrVW �)� (rWh) (X;rV �)

= � (rV h) (X;rW �)� h
�
X;r2

V ;W �
�

� (rWh) (X;rV �) (3.20)
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ifadeleri elde edilir. (3.18), (3.19) ve (3.20) eşitliklerini (3.17) eşitli¼ginde yerine

yaz¬l¬rsa

0 = cf�2�g (h (W;rV �) ; �)X � �g ((rV h) (W;X) ; �) �

+�g (h (W;rV �) ; X) �g+ (rWA)h(X;rV �) � + 2Ah(rW �;rV �)X

+(rVA)h(X;rW �) � + A(rV h)(X;rW �)� + Ah(X;r2V;W �)
� (3.21)

+A(rW h)(X;rV �)�

bulunur. Yukar¬daki eşitlikte W = � al¬n¬rsa, (2.23) eşitli¼gi yard¬m¬yla

0 = �c�g ((rV h) (�;X) ; �) � + (r�A)h(X;rV �) � + A(rV h)(X;r��)�

+A(r�h)(X;rV �)� + Ah(X;r2V;��)
� (3.22)

olur. (2.19), (2.20) ve (3.18) eşitliklerinden

(rV h) (�;X) = �h (rV �;X) = h
�
A��V;X

�
= B(A��V;X)N = g

�
A��A

�
�V;X

�
N (3.23)

ve bu eşitlikle birlikte (2.23) kullan¬ld¬¼g¬nda

(rV h) (X;r��) = �� (�) g
�
A��A

�
�V;X

�
N (3.24)

bulunur. Tekrar (2.19), (2.20) ve (3.18) eşitlikleri ve (2.35) Codazzi denkleminden

(r�h) (X;rV �) = (rXh) (�;rV �) = �h (rX�;rV �)

= �h
�
A��X;A

�
�V
�
= �g

�
A��A

�
�V;A

�
�X
�
N (3.25)

elde edilir. Son olarak ikinci kovaryant türev formülü (2.3) ve (2.20), (2.19), (2.23),

(2.3), (3.15) eşitliklerden

h
�
X;r2

V;��
�
= h (X;rV (r��)�rrV ��)

= h
�
X;rV (�� (�) �)�r�A��V��(�)��

�
= h

�
X; � (�)A��V

�
+ h

�
X;rA��V

�
�

= � (�)h
�
X;A��V

�
+ h

�
X;�A��

�
A��V

�
� �

�
A��V

�
�
�

= � (�) g
�
X;A��A

�
�V
�
N � g

�
A��X;A

�
�A

�
�V
�
N (3.26)
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bulunur. (3.23), (3.24), (3.25), (3.26) eşitlikleri (3.22) de yerine yaz¬l¬rsa

0 = �cg
�
A��A

�
�V;X

�
� � g

�
A��A

�
�V;X

�
(r�A)N �

�� (�) g
�
A��A

�
�V;X

�
AN� � g

�
A��A

�
�V;A

�
�X
�
AN�

+� (�) g
�
X;A��A

�
�V
�
AN� � g

�
A��X;A

�
�A

�
�V
�
AN�

olur. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬N 2 � (tr (TM)) vektör alan¬ile iç çarp¬l¬rsa (2.21)

deki son eşitlikten

0 = �cg
�
A��A

�
�V;X

�
� g

�
A��A

�
�V;X

�
�g
�
(r�A)N �;N

�
(3.27)

elde edilir. Bu arada �g (AN�;N) = 0 eşitli¼ginin � vektörüne göre kovaryant türevi

al¬n¬rsa

0 = �r��g (AN�;N) = �g
�
�r� (AN�) ; N

�
+ �g

�
AN�; �r�N

�
bulunur. (2.11) ve (3.15) yard¬m¬yla

0 = �g (r� (AN�) ; N) + �g
�
AN�;�AN� +rt

�N
�

ve (2.12) ile (2.21) deki son eşitlikten

0 = �g
�
(r�A)N �;N

�
+ �g

�
Art�N�;N

�
+ �g (AN (r��) ; N)

�g (AN�; AN�) + �g
�
AN�;rt

�N
�

= �g
�
(r�A)N �;N

�
� g (AN�; AN�)

olur. Böylece (2.21) eşitli¼ginden

�g
�
(r�A)N �;N

�
= C (�; AN�)

elde edilir. Bu ifade (3.27) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

0 = �cg
�
A��A

�
�V;X

�
� g

�
A��A

�
�V;X

�
C (�; AN�) (3.28)

bulunur. Son olarak

0 = g
�
A��A

�
�V;X

�
(c+ C (�; AN�)) (3.29)

bulunur ki ya A��A
�
� = 0 ya da C (�; AN�) = �c olmas¬n¬gerektirir. �

Bu teoremin bir sonucu olarak aşa¼g¬daki özel durum incelenebilir:
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Sonuç 3.2.3 Rnq yar¬-Öklidiyen uzay¬nda, AN� s¬f¬rdan fakl¬bir vektör alan¬olmak

üzere, bir lightlike hiperyüzey (M; g; S (TM)) olsun. E¼gerM lightlike hiperyüzeyi 2-

simetrik iseM hiperyüzeyinin S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n şekil operatörü 2-nilpotent-

tir.

·Ispat: Yar¬-Öklidiyen uzay için kesitsel e¼grilik s¬f¬rd¬r (c = 0). (2.21) eşitli¼gin-

den C (�; AN�) = g (AN�; AN�) elde edilir. AN� s¬f¬rdan farkl¬vektör alan¬oldu¼gun-

dan, C (�; AN�) 6= 0 bulunur. A��V 2 S (TM) olmas¬sebebiyle, (3.29) eşitli¼ginden

A��A
�
� = 0 olur. Yani ekran da¼g¬l¬m¬n¬n şekil operatörü A

�
� 2-nilpotenttir. �

Ekran da¼g¬l¬m¬n¬n total umbilik olmas¬durumunda ise aşa¼g¬daki sonuca var¬l¬r:

Sonuç 3.2.4 Bir yar¬-Riemann uzay formunda, ekran da¼g¬l¬m¬total umbilik olan bir

lightlike hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun. E¼ger M lightlike hiperyüzeyi 2-simetrik

ise ya esas uzay yar¬-Öklidiyendir ya da hiperyüzeyin S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n A��

şekil operatörü 2-nilpotenttir.

·Ispat: Ekran da¼g¬l¬m¬total umbilik oldu¼gundan (2.41) eşitli¼ginden

C (�; AN�) = �g (�; AN�) = 0

bulunur ve (3.29) de yerine yaz¬l¬rsa ya c = 0 (esas uzay yar¬-Öklidiyendir) ya da

A�� 2 S (TM) oldu¼gundan A��A�� = 0 bulunur (A�� şekil operatörü 2-nilpotenttir). �

Sonuç 3.2.5 Bir yar¬-Riemann uzay formunda, ekran yerel konformal bir lightlike

hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun. E¼ger M lightlike hiperyüzeyi 2-simetrik ise ya

esas uzay yar¬-Öklidiyendir ya da hiperyüzeyin S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n A�� şekil

operatörü 2-nilpotenttir.

·Ispat: M lightlike hiperyüzeyi ekran yerel konformal olmas¬durumunda, (2.22)

ve (2.42) eşitliklerinden

C (�; AN�) = 'C
�
�; A���

�
= 0

bulunur. Yine (3.29) de yerine yaz¬l¬rsa c = 0 veya A��A
�
� = 0 sonuçlar¬bulunur. �
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Teorem 3.2.6 Bir yar¬-Riemann uzay formunda, AN� s¬f¬rdan fakl¬bir vektör alan¬

ve C (�; AN�) 6= �c olmak üzere, AN şekil operatörü paralel olan ekran homotetik

bir lightlike hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun. M lightlike hiperyüzeyinin 2-simetrik

olmas¬için gerek ve yeter şart ekran da¼g¬l¬m¬n¬n şekil operatörünün 2-nilpotent ol-

mas¬d¬r.

·Ispat: Teorem 3.2.2�den M lightlike hiperyüzeyinin 2-simetrik olmas¬duru-

munda, belirlenen şartlarda ekran da¼g¬l¬m¬n¬n A�� şekil operatörünün 2-nilpotent ol-

mas¬gerekti¼gi aç¬kt¬r. M hiperyüzeyinin A�� şekil operatörü 2-nilpotent olsun. Her

X;Y;W 2 � (TM) için (2.20) eşitli¼ginde her iki taraf¬nW vektörüne göre kovaryant

türevi al¬n¬rsa

W [�g (h (X; Y ) ; �)] =W
�
g
�
A��X; Y

��
ve (2.24), (2.25), (2.42) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

W [�g (h (X; Y ) ; �)] = W
�
'�1g (ANX; Y )

�
�g ((rWh) (X; Y ) ; �) = W

�
'�1

�
g (ANX; Y ) + '

�1[(rWg) (ANX; Y )

+g (rW (ANX) ; Y ) + g (ANX;rWY )]

+�g (h (rWX; Y ) ; �) + �g (h (X;rWY ) ; �)

+�g
�
h (X; Y ) ; �rW �

�
bulunur. M lightlike hiperyüzeyi ekran homotetik oldu¼gundan W ['�1] = 0 olur.

(2.11), (2.16), (2.19), (2.20), (2.42) yard¬m¬yla

�g ((rWh) (X; Y ) ; �) = '�1[�g (h (W;ANX) ; Y ) + �g (h (W;Y ) ; ANX)

+g ((rWA)N X; Y ) + g (ArWNX; Y )

+g (AN (rWX) ; Y ) + g (ANX;rWY )]

+'�1[g (AN (rWX) ; Y ) + g (ANX;rWY )]

+�g
�
h (X; Y ) ;�A��W � � (W ) �

�
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elde edilir. (2.9) ile Z 2 � (S (TM)) için �g (h (X; Y ) ; Z) = 0; A��X 2 � (S (TM))

ve ANX 2 � (S (TM)) oldu¼gundan, yukar¬daki eşitlik

�g ((rWh) (X; Y ) ; �) = '�1[�g (h (W;ANX) ; Y ) + g ((rWA)N X; Y )

+g
�
Ar?WNX; Y

�
]� � (W ) �g (h (X; Y ) ; �)

biçiminde bulunur. (2.13), (2.14), (2.20) ve (2.42) eşitliklerinden

�g ((rWh) (X;Y ) ; �) = '�1[g
�
W;'A��A

�
�X
�
�g (N; Y ) + g ((rWA)N X; Y )

+� (W ) g (ANX; Y )]� � (W ) g (ANX; Y )

= g
�
W;A��A

�
�X
�
�g (N; Y ) + '�1g ((rWA)N X; Y )

elde edilir. A�� şekil operatörü 2-nilpotent ve paralel oldu¼gundan

�g ((rWh) (X; Y ) ; �) = 0

olur. rh tensörü tr (TM) uzay¬nda tan¬ml¬oldu¼gundan bulunan eşitlik rh = 0

olmas¬n¬gerektirir. M lightlike hiperyüzeyinin şekil operatörünün paralel oldu¼gu

(rAN = 0) hipotezden bilindi¼gine göre, ekran da¼g¬l¬m¬n¬n A�� şekil operatörünün ve

M hiperyüzeyin h ikinci temel formunun ikinci mertebeden kovaryant türevleri de

(2.3), (2.24) ve (2.25) eşitliklerinden s¬f¬r olarak bulunur:�
r2
V;WA

�
N
X = rV ((rWA)N X)� (rrVWA)N X

� (rWA)r?V N
X � (rWA)N (rVX)

= 0;

�
r2
V;Wh

�
(Y; Z) = r?

V ((rWh) (Y; Z))� (rWh) (rV Y; Z)

� (rWh) (Y;rVZ)� (rrVWh) (Y; Z)

= 0:

Son olarak yukar¬daki iki sonuç, rh = 0 ve rAN = 0 ifadeleri (3.13) eşitli¼ginde

kullan¬ld¬¼g¬nda �
r2
V;WR

�
(X; Y )Z = 0

olarak bulunur. Yani M lightlike hiperyüzeyi 2-simetriktir. �
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3.3 Yar¬-Simetrik ve 2-Yar¬simetrik

Lightlike Hiperyüzeyler

Yerel simetrik ve 2-simetrik uzaylar¬n do¼gal genellemeleri olan yar¬-simetrik yar¬-

Riemann uzaylar, Riemann e¼grilik tensörü üzerinde rR = 0 denklem sisteminin

integrallenebilme koşulu olan R (X; Y ) � R = 0 koşulunu sa¼glayan uzaylard¬r. Bu

eşitlikteki R (X;Y ) endomor�zmi, daha önce bahsedilen e¼grilik operatörüdür.

Tan¬m 3.3.1 (M; g; S (TM)) ; yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hiper-

yüzey olsun. Bu durumda her X; Y;X1; X2; X3; X4 2 � (TM) için R; lightlike

hiperyüzeyin Riemann e¼grilik tensörü olmak üzere,

(R �R) (X1; X2; X3; X4; X; Y ) = 0

eşitli¼gini sa¼glayan M lightlike hiperyüzeyine yar¬-simetriktir denir.

Burada R �R tensör alan¬(2.8) kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlikle ifade edilir:

(R �R) (X1; X2; X3; X4; X; Y ) = (R (X; Y ) �R) (X1; X2; X3; X4) =

�R (R (X; Y )X1; X2; X3; X4)

�R (X1; R (X; Y )X2; X3; X4)

�R (X1; X2; R (X;Y )X3; X4)

�R (X1; X2; X3; R (X; Y )X4)

Ayn¬zamanda lightlike hiperyüzeylerin yar¬-simetrikli¼gini, (1; 3) tipindeki Riemann

e¼grilik tensörü cinsinden

0 = (R (X;Y ) �R) (X1; X2)X3

= R (X; Y )R (X1; X2)X3 �R (X1; X2)R (X;Y )X3 (3.30)

�R (R (X; Y )X1; X2)X3 �R (X1; R (X; Y )X2)X3

şeklinde de ifade edebiliriz (Şahin, 2007).

Lightlike hiperyüzeyler için

(R (X; Y ) �R) (X1; X2; X3; �) = 0
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eşitli¼gi aç¬kça sa¼glanaca¼g¬ndan, yar¬-simetriklik koşulu

(R (X; Y ) �R) (X1; X2; X3; PX4) = 0

şeklini al¬r. Yar¬-Öklidiyen uzayda Riemann e¼grilik tensörü için (2.36) eşitli¼gi geçerli

oldu¼gundan, her X; Y;X1; X2; X3; X4 2 � (TM) için yukar¬daki ifadeyi

(R (X; Y ) �R) (X1; X2; X3; PX4) = B (Y;X1) [B (ANX;X3) g (ANX2; PX4)

�B (X2; X3) g
�
A2NX;PX4

�
] +B (X;X1) [B (X2; X3) g

�
A2NY; PX4

�
�B (ANY;X3) g (ANX2; PX4)] + g (ANX1; PX4) [�B (Y;X2)B (ANX;X3)

+B (X;X2)B (ANY;X3)] +B (X1; X3) [B (Y;X2) g
�
A2NX;PX4

�
�B (X;X2) g

�
A2NY; PX4

�
] + g (ANX1; PX4) [�B (X3; Y )B (X2; ANX)

+B (X;X3)B (X2; ANY )] + g (ANX2; PX4) [B (X3; Y )B (X1; ANX)

�B (X;X3)B (X1; ANY )] +B (X2; X3) [�B (Y;X4) g (ANX1; ANX)

+B (X;PX4) g (ANX1; ANY )] +B (X1; X3) [B (Y; PX4) g (ANX2; ANX)

�B (X;PX4) g (ANX2; ANY )] (3.31)

biçiminde yazabiliriz.

Yar¬-Öklidiyen uzaylarda lightlike hiperyüzeylerin yar¬-simetrikli¼gi ile ilgili olarak

aşa¼g¬daki teorem verilmi̧stir:

Teorem 3.3.2 Her X 2 � (TM) ; � 2 �
�
TM?� için AN� s¬f¬rdan farkl¬bir vektör

alan¬ ve Ric (�;X) = 0 olacak biçimde, (n+ 2)-boyutlu yar¬-Öklidiyen uzayda bir

lightlike hiperyüzey (M; g; S (TM)) olsun. Bu durumdaM hiperyüzeyinin Ricci ten-

sörü Ric ve şekil operatörü AN olmak üzere, M hiperyüzeyinin yar¬-simetrik olmas¬

için gerek ve yeter şart M hiperyüzeyinin total geodezik olmas¬d¬r (Şahin, 2007).

Bu teoremin tan¬ms¬z uzay formlara uyarlamas¬ise şöyledir:

Sonuç 3.3.3 Bir tan¬ms¬z
�
�M (c) ; �g

�
uzay formunun (M; g; S (TM)) lightlike hiper-

yüzeyi şu koşullar¬sa¼glas¬n:

1) Ric (�;X) = 0; 8� 2 �
�
TM?� ; X 2 � (TM) ;

2) AN� null olmayan bir vektör alan¬d¬r.
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O halde M lightlike hiperyüzeyinin yar¬-simetrik olmas¬için gerek ve yeter şart total

geodezik olmas¬d¬r (Atindogbe, et al., 2013).

Önerme 3.3.4 Bir yar¬-Riemann
�
�M; �g

�
manifoldunun, bir yar¬-simetrik

(M; g; S (TM)) lightlike hiperyüzeyinin R e¼grilik tensörü her X; Y 2 � (TM) için

r2
X;YR = �r2

Y;XR

şart¬n¬sa¼glas¬n. Bu durumdaM lightlike hiperyüzeyinin 2-simetrik olmas¬için gerek

ve yeter şart yar¬-simetrik olmas¬d¬r.

·Ispat: (2.6) ve (3.30) eşitliklerinden her X; Y;X1; X2; X3 2 � (TM) için

(R (X; Y ) �R) (X1; X2)X3 =
�
r2R

�
(X1; X2;X; Y )X3

�
�
r2R

�
(X1; X2;Y;X)X3

bulunur. Buradan hiperyüzeyin 2-simetrik olmas¬durumunda yar¬-simetrik olmas¬

gerekti¼gi aç¬kt¬r. Di¼ger taraftan, lightlike hiperyüzeyin yar¬-simetrik oldu¼gunu kabul

edersek, �
r2R

�
(X1; X2;X; Y )X3 +

�
r2R

�
(X1; X2;Y;X)X3 = 0

olmas¬durumunda r2R = 0 bulunur. Yani lightlike hiperyüzey 2-simetriktir. �
Riemann e¼grilik tensörünün kovaryant türevi her X; Y;X1; X2; X3; X4 2 � (TM)

için

(rWR) (X1; X2; X3; X4) = g ((rWR) (X1; X2)X3; X4)� (rWg) (R (X1; X2)X3; X4)

(3.32)

biçiminde ifade edilebilir (Atindogbe, et al., 2011). Yerel simetrik bir lightlike

hiperyüzey ayn¬ zamanda yar¬-simetriktir. Fakat bu gerektirmenin tersi genelde

do¼gru de¼gildir.

Teorem 3.3.5 m � 3 için M bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun

Riemann e¼grilik tensörü R ve Ricci tensörü Ric olmak üzere,

i. rRic = 0;
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ii. R (X; Y ) �R = 0;

iii. R (X; Y ) � rWR = 0

koşullar¬n¬n sa¼glanmas¬durumundaM manifoldu yerel simetriktir (Sekigawa and

Tanno, 1970).

Bu teoremde bir şart olarak sunulan R (X; Y )�rWR = 0 eşitli¼gini sa¼glayan uzay-

lara, yar¬-simetriklik tan¬m¬na uygunlu¼gundan dolay¬, çal¬̧sma boyunca 2-yar¬simetrik

uzaylar ad¬verilecektir. Böylece aşa¼g¬daki tan¬m yap¬labilir:

Tan¬m 3.3.6 Yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S (TM)) olsun. M hiperyüzeyinin R�rR = 0 eşitli¼gini sa¼glamas¬durumunda

M hiperyüzeyine 2-yar¬simetriktir denir.

Di¼ger bir ifadeyle her X; Y;W;X1; X2; X3; X4 2 � (TM) için (2.8) ve (3.32) eşit-

liklerinden

0 = (R (X; Y ) � (rWR)) (X1; X2; X3; X4)

= � (rWR) (R (X; Y )X1; X2; X3; X4)

� (rWR) (X1; R (X; Y )X2; X3; X4)

� (rWR) (X1; X2; R (X;Y )X3; X4)

� (rWR) (X1; X2; X3; R (X; Y )X4) (3.33)

eşitli¼ginin sa¼glamas¬halinde M lightlike hiperyüzeyi 2-yar¬simetriktir.

Teorem 3.3.7 Her X 2 � (TM) ; � 2 � (RadTM) ve N 2 � (tr (TM)) için AN�

s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör alan¬ olmak üzere, Rn1 yar¬-Öklidiyen uzayda bir light-

like hiperyüzey (M; g; S (TM)) olsun. E¼ger M hiperyüzeyi 2-yar¬simetrik ise ya

Ric (�;X) = 0 ya da Ric
�
�; A��X

�
= 0 olur.

·Ispat: Rn1 yar¬-Öklidiyen uzay¬nda bir lightlike hiperyüzeyin R Riemann e¼grilik

tensörü (2.36) olup, bunun kovaryant türevi (3.4) yard¬m¬yla her

X; Y; Z;W 2 � (TM) için şu şekildedir:

(rWR) (X; Y )Z = � (rWB) (X;Z)ANY + (rWB) (Y; Z)ANX

�B (X;Z) (rWAN)Y +B (Y; Z) (rWAN)X
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Bu eşitlik (3.33) de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda X; Y;X1; X2; X3; X4;W 2 � (TM) olmak

üzere

(R (X;Y ) � (rWR)) (X1; X2; X3; X4) =

= �B (Y;X1) g ((rWR) (ANX;X2)X3; X4)

+B (X;X1) g ((rWR) (ANY;X2)X3; X4)

�B (Y;X2) g ((rWR) (X1; ANX)X3; X4)

+B (X;X2) g ((rWR) (X1; ANY )X3; X4)

�B (Y;X3) g ((rWR) (X1; X2)ANX;X4)

+B (X;X3) g ((rWR) (X1; X2)ANY;X4)

�B (Y;X4) g ((rWR) (X1; X2)X3; ANX)

+B (X;X4) g ((rWR) (X1; X2)X3; ANY )

ifadesi elde edilir. Bu eşitlikte Y = X1 = X3 = � al¬n¬rsa

(R (X; �) � (rWR)) (�;X2; �;X4) = B (X;X2)B
�
AN�; A

�
�W
�
C (�;X4)

+B (X;X4)B
�
X2; A

�
�W
�
C (�; AN�)

bulunur. 2-yar¬simetrik bir uzayda X2 = X4 = AN� ve X = W al¬n¬rsa

0 = B (X;AN�)B
�
AN�; A

�
�X
�
C (�; AN�) (3.34)

eştili¼gine ulaş¬l¬r ve (2.39) Ricci tensörü tan¬m¬ndan

0 = Ric (�;X)Ric
�
�; A��X

�
g (AN�; AN�)

ifadesi elde edilir. Dolay¬s¬yla AN� s¬f¬rdan fakl¬bir vektör alan¬oldu¼gundan ya

Ric (�;X) = 0 ya da Ric
�
�; A��X

�
= 0 sonucu bulunur. �

Sonuç 3.3.8 Bir tan¬ms¬z
�
�M (c) ; �g

�
uzay formunun bir lightlike hiperyüzeyi

(M; g; S (TM)) olsun. AN� s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör alan¬ olmas¬ ve M lightlike

hiperyüzeyinin ekran da¼g¬l¬m¬n¬n A�� şekil operatörünün 2-nilpotent olmamas¬duru-

munda, M hiperyüzeyi yar¬-simetrik ve 2-yar¬simetrik ise yerel simetriktir.
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·Ispat: AN� s¬f¬rdan farkl¬bir vektör alan¬olmas¬ve A�� şekil operatörünün

2-nilpotent olmamas¬durumunda, M lightlike hiperyüzeyinin 2-yar¬simetrik olmas¬

her X 2 � (TM) için B
�
AN�; A

�
�X
�
6= 0 ve dolay¬s¬yla

B (X;AN�) = Ric (�;X) = 0

olmas¬n¬gerektirir. Sonuç 3.3.3 e göre M yar¬-simetrik ise total geodeziktir. Teo-

rem 3.1.3 ve �M uzay formunun yerel simetrik oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa M lightlike

hiperyüzeyi yerel simetrik olur. �

3.4 Harmonik E¼grilikli Lightlike Hiperyüzeyler

Harmonik e¼grili¼ge sahip uzaylara, tan¬mlar¬gere¼gi yerel simetrik uzaylar¬n bir genelle-

mesi olarak bak¬labilir. Bir (n+ 2)�boyutlu (M; g) Riemann manifoldundaki bir

X vektör alan¬için diverjans tan¬m¬şu şekildedir (Besse, 1987):

divX =
n+2X
i=1

g (rYiX; Yi) :

Burada (Yi)i=1;:::;n+2 vektör alanlar¬, M manifoldunun tanjant uzay¬n¬n bir ortonor-

mal baz¬d¬r. Benzer şekilde, n � 1 olmak üzere bir T tensör alan¬n¬n diverjans¬n¬n

tan¬m¬ise şöyledir:

div T (X1; :::; Xk) = tr [(Y; Z)! (rY T ) (X1; :::; Xk; Z)] :

Yar¬-Riemann uzay¬nda tan¬ml¬bir lightlike hiperyüzey söz konusu oldu¼gunda,

metri¼gin dejenere olmas¬ sebebiyle, bir X vektör alan¬n¬n diverjans tan¬m¬ biraz

farkl¬biçimde yap¬l¬r (Duggal ve Şahin, 2010):

Teorem 3.4.1 (M; g; S (TM)) ; (n + 2)�boyutlu yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hiperyüzey olsun. O halde M de ba¼gdaş¬k bir ~g metri¼gi ve g nin bir

pseudo-tersi g[:] vard¬r, öyle ki yerel olarak U �M de şunlar sa¼glan¬r:

i. Herhangi bir diferensiyellenebilir f : U �M ! R fonksiyonu için

gradg f = g[��]f�@� where f� =
@f

@x�
; @� =

@

@x�
�; � = 0; :::; n:
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ii. U �M de her X vektör alan¬için

divgX =

nX
�=0

"�~g (rX�X;X�) ; "0 = 1:

iii. U �M de tan¬ml¬bir diferensiyellenebilir f fonksiyonu için

4gf =
nX
�=0

"�~g (rX� grad
g f;X�) :

Burada 4g; U komşulu¼gunda g ye göre D�Alembertian operatörüdür.

Benzer şekilde (n+ 2)-boyutlu bir Lorentz manifoldu ( �M; �g) de bir lightlike

hiperyüzey (M; g; S(TM)) nin e¼grilik tensörü R nin diverjans¬yukar¬daki teorem

yard¬m¬yla her X; Y; Z 2 � (TM) için

divR (X; Y )Z =
nX
k=0

"k~g ((rEkR) (X; Y )Z;Ek)

=
nX
k=1

g ((rEkR) (X; Y )Z;Ek)

+�g ((r�R) (X; Y )Z;N) (3.35)

şeklinde tan¬mlanabilir. Bu ifadede k 2 f1; :::; ng olmak üzereM lightlike hiperyüze-

yinin TM tanjant uzay¬n¬n fE0 = �; Ekg quasi-ortonormal çat¬s¬, �M yar¬-Riemann

manifoldunun T �M tanjant uzay¬n¬n fE0 = �; Ek; Ng çat¬s¬ndan indirgenmi̧stir. Öyle

ki S (TM) = span fEkg ve RadTM = span f�g olur.

Bir yar¬-Riemann manifoldu
�
�M; �g

�
de bir lightlike hiperyüzey (M; g; S (TM))

olsun. �M manifoldunun �r Levi-Civita koneksiyonunun M lightlike hiperyüzeyi

üzerine indirgenmi̧s koneksiyonu r ve bu hiperyüzeyin Riemann e¼grilik tensörü R

ve Ricci tensörü Ric olmak üzere,

divR (X;Y )Z = (rXRic) (Y; Z)� (rYRic) (X;Z)

eşitli¼gi vard¬r. M lightlike hiperyüzeyinin R e¼grilik tensörünün diverjans¬ s¬f¬rsa

(divR = 0), hiperyüzeyin harmonik e¼grili¼gi vard¬r denir (Derdziński, 1980). Har-

monik e¼grili¼gin Ricci tensörü ile ilgili k¬sm¬n¬sonraya b¬rakarak, yerel simetriklikle

olan ili̧skisine bakal¬m. (3.35) eşitli¼ginden yerel simetrik bir uzay¬n harmonik e¼grilikli

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ancak genelde tersi do¼gru de¼gildir.
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Teorem 3.4.2 (n+2)�boyutlu ( �M(c); �g) Lorentz uzay formunda (M; g; S(TM)) bir

lightlike hiperyüzey ve fEkgk=1;:::;n ; hiperyüzeyin S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n bir orto-

normal baz¬olsun. C (�; Ek) > 0 veya C (�; Ek) < 0 koşullar¬ndan biri do¼gru ve AN�

s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör alan¬ olmak üzere (M; g; S(TM)) lightlike hiperyüzeyinin

harmonik e¼grilik tensörüne sahip olmas¬ için gerek ve yeter şart total geodezik ol-

mas¬d¬r.

·Ispat: Şimdi (3.6) ifadesini (3.35) eşitli¼ginde yerleştirirsek her

X;Y; Z 2 � (TM) için

divR (X; Y )Z =

nX
k=1

[cf�g (h (Ek; Y ) ; Z) g (X;Ek) + �g (h (Ek; Z) ; Y ) g (X;Ek)

+�g (h (Ek; X) ; Z) g (Y;Ek) + �g (h (Ek; Z) ; X) g (Y;Ek)g

+g
�
(rEkA)h(Y;Z)X;Ek

�
+ g

�
A(rEkh)(Y;Z)

X;Ek

�
�g
�
(rEkA)h(X;Z) Y;Ek

�
� g

�
A(rEkh)(X;Z)

Y;Ek

�
]

+�g
�
(r�A)h(Y;Z)X;N

�
+ �g

�
A(r�h)(Y;Z)X;N

�
��g
�
(r�A)h(X;Z) Y;N

�
� �g

�
A(r�h)(X;Z)Y;N

�
bulunur. Buradan e¼ger h = 0 ise divR = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. E¼ger divR = 0 ise ayn¬

eşitlikte Y = Z = � al¬rsak

�
nX
k=1

g
�
A(rEkh)(X;�)

�; Ek

�
� �g

�
A(r�h)(X;�)�;N

�
= 0

olur. (2.15), (2.23) ve (3.18) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

nX
k=1

g
�
Ah(X;rEk �)

�; Ek

�
=

nX
k=1

B (X;rEk�) g (AN�; Ek) = 0

elde edilir. Bu ifadede (2.19) eşitli¼gi kullan¬l¬p X = Ek al¬n¬rsa

nX
k=1

g
�
A��Ek; A

�
�Ek
�
g (AN�; Ek) =

nX
k=1

��A��Ek��2C (�; Ek) = 0
sonucuna ulaş¬l¬r. C (�; Ek) > 0 veya C (�; Ek) < 0 koşullar¬ndan biri do¼gru ve AN�

s¬f¬rdan farkl¬bir vektör alan¬oldu¼gundan A��Ek = 0 bulunur. Dolay¬s¬yla A�� = 0

d¬r. Yani M lightlike hiperyüzeyi total geodezik olur. �
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3.5 Ricci Simetrik, Ricci 2-Simetrik, Ricci

Yar¬simetrik ve Ricci 2-Yar¬simetrik Lightlike

Hiperyüzeyler

3.5.1 Ricci simetrik ve Ricci 2-simetrik lightlike

hiperyüzeyler

Ricci tensörü paralel olan, yanirR(0;2) = 0 eşitli¼gini sa¼glayan lightlike hiperyüzeylere

Ricci simetrik ve r2R(0;2) = 0 eşitli¼gini sa¼glayan lightlike hiperyüzeylere de Ricci

2-simetrik lightlike hiperyüzeyler ad¬verilir. Yar¬-Riemann uzay formlarda lightlike

hiperyüzeylerin Ricci e¼grilikleri için aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 3.5.1 Bir (m+ 1)� boyutlu yar¬-Riemann ( �M(c); �g) uzay formunun bir

lightlike hiperyüzeyi (M; g; S(TM)) olsun. E¼ger M lightlike hiperyüzeyi total geo-

dezik ise M hiperyüzeyinin Ricci tensörü r koneksiyonuna göre paraleldir. Ter-

sine, e¼ger M hiperyüzeyinin Ricci tensörü r koneksiyonuna göre paralel ise her

X;W 2 TM için B
�
A��W;ANX

�
= B

�
A��X;ANW

�
dir (Güneş vd., 2003).

·Ispat: Ric tensörünün W vektörüne göre kovaryant türevi (2.2) eşitli¼gine göre

her X; Y;W 2 � (TM) için

�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = rWR

(0;2) (X; Y )�R(0;2) (rWX; Y )�R(0;2) (X;rWY ) (3.36)

olarak yaz¬l¬r. S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n bir ortonormal baz¬fEag1�a�m�1 olsun.

Eşitlik (2.38) de

� = trAN =
m�1X
a=1

"aC (Ea; Ea) (3.37)



56

alal¬m. Bu durumda (2.17) ve (2.38) eşitliklerinden Ricci tensörünün kovaryant

türevi r koneksiyonuna göre yukar¬daki eşitlik kullan¬larak

�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = �mc fB (W;X) �g (N; Y ) +B (W;Y ) �g (N;X)g

� (rWB) (X; Y )��B (X;Y ) (W (�))

+

m�1X
a=1

"afB (rWEa; Y )C (X;Ea)

+ (rWB) (Ea; Y )C (X;Ea) +B (Ea; Y )C (X;rWEa)

+B (Ea; Y ) (rWC) (Ea; X)g

olarak bulunur. E¼ger M total geodezik ise bu eşitlikten
�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = 0

oldu¼gu görülür. Tersine
�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = 0 al¬n¬rsa yukar¬daki eşitlikte Y = �

yaz¬ld¬¼g¬nda

0 = � (m� 1) cB (W;X) +B (X;rW �)�

�
m�1X
a=1

"aB (Ea;rW �)C (X;Ea)

elde edilir. (2.19) yard¬m¬yla yukar¬daki eşitlikten

0 = � (m� 1) cB (W;X)�B
�
X;A��W

�
�

+
m�1X
a=1

"aB
�
Ea; A

�
�W
�
C (X;Ea)

bulunur. Bu eşitlikte W ile X vektörlerinin yerleri de¼gi̧stirilip bu eşitliklerin fark¬

al¬nd¬¼g¬nda

0 = �
m�1X
a=1

"aB
�
Ea; A

�
�W
�
C (X;Ea) +

m�1X
a=1

"aB
�
Ea; A

�
�X
�
C (W;Ea)

sonucuna ulaş¬l¬r. Bu eşitlikten, (2.20) ve (2.21) kullan¬larak

0 = �
m�1X
a=1

"ag
�
Ea; A

�
�A

�
�W
�
g (ANX;Ea) +

m�1X
a=1

"ag
�
Ea; A

�
�A

�
�X
�
g (ANW;Ea)

= �g
 
m�1X
a=1

"ag (ANX;Ea)Ea; A
�
�A

�
�W

!
+ g

 
m�1X
a=1

"ag (ANW;Ea)Ea; A
�
�A

�
�X

!
= �g

�
ANX;A

�
�A

�
�W
�
+ g

�
ANW;A

�
�A

�
�X
�
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bulunur. Sonuç olarak (2.20) eşitli¼ginden

B
�
A��W;ANX

�
= B

�
A��X;ANW

�
elde edilir. �
Yar¬-Riemann uzay formlar¬nda tan¬ml¬belli özelliklere sahip lightlike hiperyüzey-

lerin Ricci simetrik olmalar¬, total geodezik olmalar¬yla yak¬ndan ili̧skilidir. Light-

like hiperyüzeyin ekran da¼g¬l¬m¬n¬n 2-nilpotent olmas¬durumunda aşa¼g¬daki teorem

ispatlanabilir:

Teorem 3.5.2 Kesitsel e¼grili¼gi s¬f¬rdan farkl¬bir yar¬-Riemann ( �M(c); �g) uzay for-

munda, ekran da¼g¬l¬m¬n¬n A�� şekil operatörü 2-nilpotent olan bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S(TM)) olsun. O halde M lightlike hiperyüzeyinin Ricci simetrik olmas¬için

gerek ve yeter şart total geodezik olmas¬d¬r.

·Ispat: Bir yar¬-Riemann uzay formunda bir lightlike hiperyüzeyin Ricci ten-

sörünü (2.39) eşitli¼ginden biliyoruz. M lightlike hiperyüzeyinin Ricci tensörünün in-

dirgenmi̧sr koneksiyonuna göre kovaryant türevi, (2.25) kullan¬larak (3.36) eşitli¼gine

göre her X; Y;W 2 � (TM) için

�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = mc (rWg) (X; Y ) + (rWB) (X; Y ) trAN

+B (X; Y ) (rW (trAN))� (rWB) (Y;ANX)

�B (Y; (rWAN)X) (3.38)

olarak bulunur. Total geodezik bir lightlike hiperyüzey için (2.17) ve (2.31) eşit-

liklerinden rWg = 0 ve rWB = 0 olaca¼g¬ndan, rWR
(0;2) = 0 olaca¼g¬aç¬kt¬r. M

lightlike hiperyüzeyini Ricci simetrik kabul edersek, yukar¬daki eşitlikte Y = � al¬p

yine (2.9), (2.17) ve (2.31) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

0 = mcB (W;X) +B
�
A��W;X

�
trAN �B

�
A��W;ANX

�
sonucu elde edilir. (2.20) eşitli¼ginden

0 = mcB (W;X) + g
�
A��A

�
�W;X

�
trAN � g

�
A��A

�
�W;ANX

�
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ve A�� şekil operatörü 2-nilpotent oldu¼gundan

0 = mcB (W;X)

bulunur. m ve c s¬f¬rdan farkl¬ olduklar¬ndan B = 0 olur. Yani M lightlike

hiperyüzeyi total geodezik olur. �
E¼ger lightlike hiperyüzey total umbilik ise aşa¼g¬daki sonuç ç¬kar¬labilir:

Teorem 3.5.3 Bir yar¬-Riemann ( �M(c); �g) uzay formunda, AN� s¬f¬rdan farkl¬bir

vektör alan¬olmak üzere, total umbilik bir lightlike hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun.

O halde M lightlike hiperyüzeyinin Ricci simetrik olmas¬ için gerek ve yeter şart

total geodezik olmas¬d¬r.

·Ispat: M lightlike hiperyüzeyi total umbilik oldu¼gundan, (2.17) ve (2.31) ile

(2.40) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n kovaryant türevinden, her X;Y;W 2 � (TM) için

(rWB) (X; Y ) = W (�) g (X; Y ) + � (rWg) (X; Y )

= W (�) g (X; Y ) + � [B (W;X) �g (Y;N) +B (W;Y ) �g (X;N)]

elde edilir. Bu sonucu (3.38) de yerine yazarsak

�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = (mc+ �trAN) [B (W;X) �g (Y;N) +B (W;Y ) �g (X;N)]

+W (�) [g (X;Y ) trAN � g (Y;ANX)]

+B (X; Y ) (rW trAN)� �[B (W;ANX) �g (Y;N)

+B (W;Y ) �g (ANX;N)]�B (Y; (rWAN)X)

bulunur. E¼ger M total geodezik ise
�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = 0 oldu¼gu kolayca görülür.

Tersine, M Ricci simetrik kabul edilip yukar¬daki eşitlikte X = Y = � ve W 6= �

al¬n¬rsa

0 = ��B (W;AN�) = ��2g (W;AN�)

olur. AN� s¬f¬rdan farkl¬bir vektör alan¬oldu¼gundan � = 0 olmal¬d¬r. Bu ise M

hiperyüzeyinin total geodezik oldu¼gu anlam¬na gelir. �
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Sonuç 3.5.4 Bir yar¬-Riemann ( �M(c); �g) uzay formunda, AN� s¬f¬rdan farkl¬ bir

vektör alan¬olmak üzere, total umbilik bir lightlike hiperyüzey (M; g; S(TM)) olsun.

O halde M lightlike hiperyüzeyinin Ricci simetrik olmas¬ için gerek ve yeter şart

yerel simetrik olmas¬d¬r.

·Ispat: Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.5.4 gözönüne al¬nd¬¼g¬nda, yerel simetriklik ve

Ricci simetriklik durumlar¬n¬n birbirini sa¼glad¬¼g¬aç¬kça görülmektedir. �
Ricci simetrik lightlike hiperyüzeylerle ilgili, geni̧s bir uygulama sahas¬na sahip

olan aşa¼g¬daki iki örnek verilebilir:

Örnek 3.5.5 Bir yar¬-Riemann ( �M(c); �g) uzay formunda, � diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olmak üzere, her X; Y 2 � (TM) için

R(0;2) (X; Y ) = Ric (X; Y ) = �g (X; Y )

eşitli¼gini sa¼glayan bir (M; g; S(TM)) lightlike hiperyüzeyine bir Einstein lightlike

hiperyüzeyi ad¬verilir. Bu eşitlik (2.39) eşitli¼gi ile karş¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda

�g (X; Y ) = mcg (X; Y ) +B (X; Y ) trAN � g
�
A��Y;ANX

�
denklemi elde edilir. Burada X = � ve AN� 6= 0 al¬n¬rsa A�� = 0 sonucu bulunur.

Yani M total geodeziktir. Daha sonra Ricci tensörünün (3.38) kovaryant türevi

eşitli¼ginde A�� = 0 yaz¬l¬rsa M lightlike hiperyüzeyi Ricci simetrik olarak bulunur.

Sonuçta, AN� s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör alan¬ olmak üzere, bir yar¬-Riemann uzay

forumunun her Einstein lightlike hiperyüzeyinin Ricci simetrik oldu¼gu görülür.

Örnek 3.5.6 F : 
 � Rm+1 ! R diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

M =
�
(x0; :::; xm+1) 2 Rm+1q : x0 = F (x1; :::; xm+1)

	
şeklinde tan¬mlanan hiperyüzeylere Monge hiperyüzeyleri denir.

1 +

q�1X
s=1

�
F 0xs
�2
=

m+1X
a=q

�
F 0xa
�2

k¬smi diferensiyel denklemini sa¼glayan Monge hiperyüzeylerine ise lightlike Monge

hiperyüzeyleri ad¬verilir (Duggal and Bejancu, 1996). Yine ayn¬eserden S� (TM)



60

do¼gal ekran da¼g¬l¬m¬ ile verilen bir lightlike Monge hiperyüzeyin lokal ekran kon-

formal oldu¼gu biliniyor. Yani, AN ve A��, s¬ras¬yla M lightlike hiperyüzeyinin ve

S� (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n şekil operatörlerini göstermek üzere, her X 2 � (TM)

için ANX = 1
2
A��X eşitli¼gi sa¼glan¬r. Böylesi bir lightlike Monge hiperyüzeyin Ricci

tensörü simetriktir ve (2.39) eşitli¼ginden faydalan¬larak aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir:

Ric (X; Y ) =
1

2

�
B (X; Y ) trA�� � g

�
A��Y;A

�
�X
�	
:

Bu eşitli¼gin kovaryant türevi (3.36) yard¬m¬yla

(rWRic) (X; Y ) =
1

2
f(rWB) (X; Y ) trA

�
� +B (X; Y )rW trA

�
�

�g
��
rWA

�
�

�
X;A��Y

�
� g

�
A��X;

�
rWA

�
�

�
Y
�
g (3.39)

olarak hesaplan¬r. Daha sonra (2.20), (2.25) ve (2.31) eşitlikleri kullan¬larak

(rWB) (X; Y ) = (rWg)
�
A��X;Y

�
+ g

��
rWA

�
�

�
X; Y

�
sonucu bulunur. Ayn¬zamanda, A��X 2 S� (TM) oldu¼gundan, (2.17) eşitli¼ginden

(rWB) (X; Y ) = B
�
W;A��X

�
� (Y ) + g

��
rWA

�
�

�
X; Y

�
elde edilir. Bu eşitli¼gi (3.39) ifadesinde yerine yazarsak kovaryant türev ile izin

de¼gişmeli olduklar¬gerçe¼ginden, lightlike Monge hiperyüzeyin Ricci tensörünün ko-

varyant türevi

(rWRic) (X; Y ) =
1

2
fB
�
W;A��X

�
� (Y ) + g

��
rWA

�
�

�
X; Y

�
gtrA��

+
1

2
fB (X; Y ) tr

�
rWA

�
�

�
� g

��
rWA

�
�

�
X;A��Y

�
�g
�
A��X;

�
rWA

�
�

�
Y
�
g:

olur. E¼ger ekran şekil operatörü A�� 2-nilpotent ise, yani A
�
�A

�
� = 0 ise,

B
�
W;A��X

�
= 0 bulunur. Ayr¬ca 2-nilpotentli¼ge ek olarak ekran şekil operatörü

paralel ise, yani rWA
�
� = 0 ise, aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧s olur:

Teorem 3.5.7 Rm+1q yar¬-Öklidiyen uzay¬n S� (TM) do¼gal ekran da¼g¬l¬m¬n¬n A��

ekran şekil operatörü 2-nilpotent ve paralel olan bir lightlike Monge hiperyüzeyi M

olsun. Bu durumda M Ricci simetriktir.
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Şimdi giri̧s k¬sm¬nda verilen baz¬tan¬m ve sonuçlar kullan¬larak Ricci 2-simetrik

uzaylarla ilgili aşa¼g¬daki teorem ispatlanacak.

Teorem 3.5.8 ( �M; �g) yar¬-Öklidiyen manifoldunda bir geodezik GNN � vektör alan¬-

na sahip, ikinci temel tensörü paralel ve S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬��seçimli olan bir

total non-geodezik lightlike hiperyüzey (M; g; S (TM)) olsun. O halde M lightlike

hiperyüzeyinin Ricci 2-simetrik olmas¬için gerek ve yeter şart her V;W 2 � (TM)

için r2
V;WAN = 0 olmas¬d¬r.

·Ispat: Ricci tensörünün ikinci mertebeden türevi (2.3) eşitli¼gine göre her

X; Y;W; V 2 � (TM) için

�
r2
V;WR

(0;2)
�
(X; Y ) = rV

��
rWR

(0;2)
�
(X; Y )

�
�
�
rrVWR

(0;2)
�
(X; Y )

�
�
rWR

(0;2)
�
(rVX; Y )�

�
rWR

(0;2)
�
(X;rV Y )

şeklindedir. Bu eşitlikte Ricci tensörünün birinci mertebeden kovaryant türevi olan

(3.38) ifadesi yerine yaz¬l¬p (2.17), (2.25) ve (2.31) kullan¬larak Ricci tensörünün

ikinci mertebeden türevi

�
r2
V;WR

(0;2)
�
(X; Y ) = mc[�g (N; Y ) (rVB) (W;X) + �g (N;X) (rVB) (W;Y )

+B (W;X) �g
�
Y;rt

VN
�
+B (W;Y ) �g

�
X;rt

VN
�
]

+
�
r2
V;WB

�
(X;Y ) trAN + (rWB) (X; Y ) (rV trAN)

+ (rVB) (X;Y ) (rW trAN) +B (X; Y )
�
r2
V;W trAN

�
�
�
r2
V;WB

�
(Y;ANX)� (rWB) (Y; (rVAN)X)

� (rVB) (Y; (rWAN)X)�B
�
Y;
�
r2
V;WAN

�
X
�
(3.40)

şeklinde elde edilir. M lightlike hiperyüzeyinin ikinci temel tensörünün paralel

olmas¬(rh = 0) durumunda (2.24) ve h (X; Y ) = B (X; Y )N eşitliklerinden

(rWh) (X;Y ) = (rWB) (X;Y )N +B (X; Y )rt
WN

elde edilir. Önerme 2.5.6 gere¼gince � = 0 olup rt
WN = � (W )N = 0 eşitli¼ginden

yukar¬daki ifade

(rWh) (X; Y ) = (rWB) (X; Y )N
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olarak bulunur. Yani rWh = 0 ise rWB = 0 ve buradan r2
V;WB = 0 olmas¬

gerekti¼gi görülür. Dolay¬s¬yla (3.40) eşitli¼gi�
r2
V;WR

(0;2)
�
(X; Y ) = B (X;Y )

�
r2
V;W trAN

�
�B

�
Y;
�
r2
V;WAN

�
X
�

şeklinde bulunur. Kovaryant türev ile iz de¼gi̧simli olduklar¬ndan

r2
V;W trAN = rV (rW trAN)�rrVW trAN

= rV (tr (rWAN))� tr (rrVWAN)

= tr (rV (rWAN))� tr (rrVWAN)

= tr
�
r2
V;WAN +rrVWAN

�
� tr (rrVWAN)

= tr
�
r2
V;WAN

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r. Sonuç olarak,M lightlike hiperyüzeyinin total non-geodezik oldu¼gu

gerçe¼gi gözönünde bulundurularak�
r2
V;WR

(0;2)
�
(X;Y ) = B (X; Y ) tr

�
r2
V;WAN

�
�B

�
Y;
�
r2
V;WAN

�
X
�

eşitli¼ginden Ricci 2-simetrik olmas¬için gerek ve yeter şart¬n r2
V;WAN = 0 olmas¬

gerekti¼gi görülür. �

Teorem 3.5.9 ( �M; �g) yar¬-Öklidiyen manifoldunda bir geodezik GNN � vektör alan¬-

na sahip, AN� = 0 olacak biçimde S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬��seçimli olan bir Ricci

2-simetrik total non-geodezik lightlike hiperyüzey (M; g; S (TM)) olsun. O halde,

ANA
�
� = 0 ise M lightlike hiperyüzeyinin S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬minimaldir.

·Ispat: (3.40) eşitli¼ginde yerine konmak üzere X = Y = � ve �M uzay¬yar¬-

Öklidiyen oldu¼gundan c = 0 al¬n¬rsa, (2.9), (2.15) eşitlikleri ve AN� = 0 kullan¬larak�
r2
V;WR

(0;2)
�
(�; �) =

�
r2
V;WB

�
(�; �) trAN + (rWB) (�; �) (rV trAN)

+ (rVB) (�; �) (rW trAN)� (rWB) (�; (rVAN) �)

� (rVB) (�; (rWAN) �) (3.41)

bulunur. (2.15) ve (2.31) eşitliklerinden

(rWB) (�; �) = 0; (rVB) (W; �) = �B (W;rV �) (3.42)
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elde edilir. Önerme 2.5.6 ya göre � = 0 olup (2.19) ve yukar¬daki eşitliklerden�
r2
V;WB

�
(�; �) = rV ((rWB) (�; �))� (rrVWB) (�; �)

�2 (rWB) (rV �; �)

= 2B (rV �;rW �) = 2B
�
A��V;A

�
�W
�

(3.43)

olur. M lightlike hiperyüzeyinin Ricci 2-simetrik olmas¬durumunda (3.42) ve (3.43)

sonuçlar¬, (3.41) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

0 = 2B
�
A��V;A

�
�W
�
trAN � (rWB) (�; (rVAN) �)

� (rVB) (�; (rWAN) �)

elde edilir. (2.25), (2.19) ve (3.42) ün ikinci eşitli¼gi ile AN� = 0 kullan¬larak

0 = 2B
�
A��V;A

�
�W
�
trAN +B

�
A��W;ANA

�
�V
�

+B
�
A��V;ANA

�
�W
�

bulunur. ANA�� = 0 olmas¬durumunda ise

0 = 2B
�
A��V;A

�
�W
�
trAN

olur. Lightlike hiperyüzey total non-geodezik oldu¼gundan trAN = 0 eşitli¼gi sa¼glan-

mal¬d¬r, yani S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬minimaldir. �

3.5.2 Ricci yar¬-simetrik ve Ricci 2-yar¬simetrik lightlike

hiperyüzeyler

n � 3 için

R (X; Y ) �R(0;2) = 0

koşulunu sa¼glayan lightlike hiperyüzeylere Ricci yar¬-simetrik lightlike hiperyüzeyler

denir. Yani X; Y;X1; X2 2 � (TM) olmak üzere M lightlike hiperyüzeyinin Ricci

yar¬-simetrik olmas¬için�
R (X; Y ) �R(0;2)

�
(X1; X2) = �R(0;2) (R (X; Y )X1; X2)

�R(0;2) (X1; R (X; Y )X2)

= 0 (3.44)
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eşitli¼gi sa¼glanmal¬d¬r. Her Ricci simetrik uzay¬n Ricci yar¬-simetrik oldu¼gu (2.7)

eşitli¼ginden ve yine her Ricci simetrik uzay¬n yar¬-simetrik oldu¼gu Ricci tensörünün

tan¬m¬ndan aç¬kça görülür.

Benzer şekilde (Sekigawa, 1972) çal¬̧smas¬nda bir koşul olarak ele al¬nan

R (X; Y ) � rR(0;2) = 0

eşitli¼gini sa¼glayan veya di¼ger bir ifadesiyle her X;Y;W;X1; X2 2 � (TM) için�
R (X; Y ) �

�
rWR

(0;2)
��
(X1; X2) = �

�
rWR

(0;2)
�
(R (X; Y )X1; X2)

�
�
rWR

(0;2)
�
(X1; R (X; Y )X2)

= 0 (3.45)

eşitli¼gini sa¼glayan lightlike hiperyüzeylere, literatüre uygun olarak bu çal¬̧smada

Ricci 2-yar¬simetrik lightlike hiperyüzeyler ad¬verilecektir.

Teorem 3.5.10 (n+ 2)�boyutlu bir yar¬-Öklidiyen uzay¬n bir Ricci yar¬-simetrik

lightlike hiperyüzeyi M olsun. Bu durumda R(0;2) ve AN s¬ras¬yla M hiperyüzeyinin

Ricci tensörü ve şekil operatörünü göstermek üzere, � 2 �
�
TM?� için yaM hiperyü-

zeyi total geodezik ya da R(0;2) (�; AN�) = 0 d¬r (Şahin, 2007).

Sonuç 3.5.11 ( �M(c); �g) tan¬ms¬z uzay formunda bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S(TM)) olsun. Her � 2 �
�
TM?� ; N 2 � (tr (TM)) için R(0;2) (�; AN�) 6= 0

olmak üzere M hiperyüzeyinin Ricci yar¬-simetrik olmas¬ için gerek ve yeter şart

total geodezik olmas¬d¬r (Atindogbe, et al., 2003).

Teorem 3.5.12 Rm+1q yar¬-Öklidiyen uzay¬n, total umbilik ve lokal ekran konformal

bir lightlike hiperyüzeyi (M; g; S(TM)) olsun. Bu durumdaM Ricci yar¬simetriktir.

·Ispat: (2.36) ve (2.42) eşitliklerinden M lightlike hiperyüzeyinin Riemann

e¼grilik tensörü

R (X; Y )Z = '
�
B (Y; Z)A��X �B (X;Z)A��Y

	
şeklinde bulunur. (2.39) ve (2.42) eşitliklerinden de M nin Ricci tensörü

Ric (X; Y ) = '
�
B (X;Y ) trA�� � g

�
A��Y;A

�
�X
�	
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olur. Ricci tensörünün simetrik oldu¼gu aç¬kça görülmektedir. Bu sonuçlar¬(3.44)

eşitli¼ginde yerleştirirsek her X; Y;X1; X2 2 � (TM) için

(R (X; Y ) �Ric) (X1; X2) = '2[B (X;X1)B
�
A��Y;X2

�
trA��

�B (Y;X1)B
�
A��X;X2

�
trA��

�B (X;X1)B
�
A��X2; A

�
�Y
�

+B (Y;X1)B
�
A��X2; A

�
�X
�

+B (X;X2)B
�
X1; A

�
�Y
�
trA��

�B (Y;X2)B
�
X1; A

�
�X
�
trA��

�B (X;X2)B
�
A��Y;A

�
�X1

�
+B (Y;X2)B

�
A��X;A

�
�X1

�
]: (3.46)

bulunur. M lightlike hiperyüzeyi total umbilik oldu¼gundan, (2.20) ve (2.40) eşit-

likleri kullan¬larak

(R (X; Y ) �Ric) (X1; X2) = �'2�[B (X;X1)B (Y;X2) trA
�
�

�B (Y;X1)B (X;X2) trA
�
�

��B (X;X1)B (X2; Y )

+�B (Y;X1)B (X2; X)

+B (X;X2)B (X1; Y ) trA
�
�

�B (Y;X2)B (X1; X) trA
�
�

��B (X;X2)B (Y;X1)

+�B (Y;X2)B (X;X1)]

= 0:

sonucuna ulaş¬l¬r. Yani M lightlike hiperyüzeyi Ricci yar¬-simetriktir. �

Örnek 3.5.13 R31 yar¬-Öklidiyen uzay¬n her M lightlike yüzeyi ya total geodezik ya

da total umbiliktir (Duggal and Bejancu, 1996). Teorem 3.5.12 ye göre 3�boyutlu

Minkowski uzay¬n¬n her lightlike Monge yüzeyi Ricci yar¬-simetriktir. 4�boyutlu

Minkowski uzay¬nda lightlike Monge hiperyüzeylerin Ricci yar¬-simetrikli¼gini incele-

mek için, öncelikle, S (TM) = span fEkg ve RadTM = span f�g olacak biçimde
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TM tanjant uzay¬n¬n bir fE0 = �; Ek; Ng quasi-ortonormal çat¬s¬n¬alal¬m. Daha

sonra, k = 1; 2 için A�� ekran şekil operatörünün karakteristik de¼gerleri ki olmak

üzere A��Ei = kiEi eşitliklerini yazabiliriz. Bu eşitlikleri (3.46) eşitli¼ginde yerine

yaz¬p gerekli işlemleri yapt¬ktan sonra

(R (X; Y ) �Ric) (Ei; Ej) = 0; i; j = 0; 1; 2

sonucunu buluruz. Böylece 4�boyutlu Minkowski uzay¬n¬n herhangi bir lightlike

Monge hiperyüzeyinin Ricci yar¬-simetrik oldu¼gu görülür.

Teorem 3.5.14 Bir yar¬-Öklidiyen uzay¬n bir Ricci 2-yar¬simetrik lightlike hiperyü-

zeyiM ve R(0;2) (�; AN�) = 0 olsun. Bu durumda AN� s¬f¬rdan farkl¬bir vektör alan¬

olmak üzere, ya M hiperyüzeyi total geodezik ya da R(0;2) (�; (r�AN) �) = 0 d¬r.

·Ispat: (2.36), (3.38) ve (3.45) eşitliklerinden ve yar¬-Öklidiyen uzayda c = 0

oldu¼gundan, her X; Y;W;X1; X2 2 � (TM) için�
R (X;Y )

�
rWR

(0;2)
��
(X1; X2) = �B (Y;X1) [(rWB) (ANX;X2) trAN

+B (ANX;X2) (rW trAN)� (rWB)
�
X2; A

2
NX
�

�B (X2; (rWAN)ANX)]

+B (X;X1) [(rWB) (ANY;X2) trAN

+B (ANY;X2) (rW trAN)� (rWB)
�
X2; A

2
NY
�

�B (X2; (rWAN)ANY )]

�B (Y;X2) [(rWB) (ANX;X1) trAN

+B (ANX;X1) (rW trAN)

� (rWB) (ANX;ANX1)

�B (ANX; (rWAN)X1)]

+B (X;X2) [(rWB) (ANY;X1) trAN

+B (ANY;X1) (rW trAN)

� (rWB) (ANY;ANX1)

�B (ANY; (rWAN)ANX1)]
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bulunur. Bu aşamada lightlike hiperyüzeyin Ricci 2-yar¬simetrik oldu¼gu kabul

edilirse bu eşitlikte X = X1 = � al¬n¬rsa,

0 = �B (Y;X2) [(rWB) (AN�; �) trAN

� (rWB) (AN�; AN�)�B (AN�; (rWAN) �)]

elde edilir. (2.15) ve (2.31) eşitlikleri yard¬m¬yla bu eşitlikte W = � al¬n¬rsa

0 = B (Y;X2) [(r�B) (AN�; AN�) +B (AN�; (r�AN) �)]

olur. Şimdi R(0;2) (�; AN�) = B (AN�; AN�) = 0 oldu¼gundan, (2.31) ve (2.25)

eşitliklerinden

0 = �B (Y;X2)B (AN�; (r�AN) �)

bulunur. Böylece ya B = 0 ya da B (AN�; (r�AN) �) = R(0;2) (�; (r�AN) �) = 0

sonucuna ulaş¬l¬r. �

3.6 Paralel, 2-Paralel, Yar¬-paralel ve

2-Yar¬paralel Lightlike Hiperyüzeyler

3.6.1 Paralel ve 2-paralel lightlike hiperyüzeyler

Paralel ikinci temel forma sahip, yani rh = 0 koşulunu sa¼glayan hiperyüzeylere

paralel hiperyüzeyler denir. Genel olarak

rkh = 0; rsh 6= 0 (s < k)

şart¬na uyan hiperyüzeyler ise k-paralel olarak adland¬r¬l¬r. En basit durum olarak

r0h = 0 görülür. 0�paralel hiperyüzeyler total geodezik hiperyüzeyler ve 1�paralel

hiperyüzeyler ise total geodezik olmayan paralel hiperyüzeyler olarak bulunur. Ayr¬-

ca rh = 0 diferensiyel denklem sisteminin integrallenebilme koşulu olan

R (X; Y ) � h = 0

koşulunu sa¼glayan hiperyüzeyler yar¬-paralel hiperyüzeyler olarak isimlendirilir. Yani

her X; Y; Z;W 2 � (TM) için bu eşitlik

h (R (X; Y )Z;W ) + h (Z;R (X; Y )W ) = 0 (3.47)
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olur. Daha genel bir durum olarak rkh = 0 diferensiyel denklem sisteminin integ-

rallenebilme koşulu olan

R (X; Y ) � rk�1h = 0 (3.48)

koşulunu sa¼glayan hiperyüzeylere k-yar¬paralel hiperyüzeyler denir. 1�yar¬paralel

k¬saca yar¬-paralel anlam¬nda kullan¬l¬r. Bu uzaylar aras¬ndaki hiyeraŗsi aşa¼g¬daki

şekildedir (k � 2):

Total geodezik

#

Paralel �! (k � 1)�paralel

# #

k�paralel �! (k � 1)�yar¬paralel

#

k�yar¬paralel

Teorem 3.6.1 �M Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyüzeyiM olsun. O halde

M nin ikinci temel formunun paralel olmas¬ için gerek ve yeter şart M nin total

geodezik olmas¬d¬r (Şahin, 2007).

Teorem 3.6.2 (n+ 2) yar¬-Öklidiyen uzay¬n bir yar¬-paralel lightlike hiperyüzeyiM

olsun. O halde C ve A�� s¬ras¬yla, S (TM) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n ikinci temel formu ve

şekil operatörü olmak üzere, her U 2 � (S (TM)) ve � 2 �
�
TM?� için ya M total

geodezik ya da C
�
�; A��U

�
= 0 d¬r (Şahin, 2007).

Önerme 3.6.3 Bir yar¬-Riemann uzay formunda 2-paralel lightlike hiperyüzey bu-

lunamaz.

·Ispat: Bir yar¬-Riemann ( �M(c); �g) uzay formunda bir lightlike hiperyüzey

(M; g; S(TM)) olsun. Hiperyüzeyin ikinci temel formunun ikinci mertebeden ko-

varyant türevi, her X; Y; V;W 2 � (TM) için (3.8) eşitli¼ginden

�
r2
V;Wh

�
(X; Y ) = rt

V ((rWh) (X; Y ))� (rWh) (rVX; Y )

� (rWh) (X;rV Y )� (rrVWh) (X; Y )
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olarak bulunur. Hiperyüzeyin 2�paralel oldu¼gunu kabul edersek, W = X = � için

0 = rt
V ((r�h) (�; Y ))� (r�h) (rV �; Y )

� (r�h) (�;rV Y )� (rrV �h) (�; Y ) (3.49)

olur. (2.24) ve (2.19) eşitliklerinden (r�h) (�; Y ) = 0 bulunur. Yine (2.19) eşitli¼gine

göre rh tensörü simetrik oldu¼gundan Codazzi denklemi kullan¬larak

(r�h) (rV �; Y ) = (rrV �h) (�; Y ) = (rY h) (�;rV �)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlik kullan¬larak (3.49) eşitli¼gi

0 = � (rY h) (�;rV �)

olarak bulunur. V 2 S (TM) al¬n¬rsa, bu denklemden rh = 0 olur. Ancak

2-paralellik tan¬m¬na göre bu bir çeli̧skidir. Yani M 2-paralel olamaz. �

3.6.2 Yar¬-paralel ve 2-yar¬paralel lightlike hiperyüzeyler

Daha önce yar¬-Öklidiyen uzayda lightlike hiperyüzeyler için verilen Teorem 3.6.2,

Lorentz uzay formlar¬nda lightlike hiperyüzeyleri kapsayacak şekilde geni̧sletilebilir.

Teorem 3.6.4
�
�M(c); �g

�
Lorentz uzay formunda, bir yar¬-paralel lightlike hiperyü-

zeyi M olsun. O halde, her Z 2 � (TM) için ya M total geodezik ya da

R(0;2) (�; Z) = 0 d¬r.

·Ispat: (2.34) eşitli¼gi (3.47) de yerine yaz¬l¬rsa

h (R (X; Y )Z;W ) + h (Z;R (X; Y )W )

= cfg (Y; Z)B (X;W )� g (X;Z)B (Y;W )

+g (Y;W )B (X;Z)� g (X;W )B (Y; Z)g

�B (X;Z)h (ANY;W ) +B (Y; Z)h (ANX;W )

�B (X;W )h (ANY; Z) +B (Y;W )h (ANX;Z) (3.50)

bulunur. Lightlike hiperyüzey yar¬-paralel oldu¼gundan bu eşitlikteX = � ve Z = W

al¬n¬rsa

0 = B (Y; Z) g
�
AN�; A

�
�Z
�
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elde edilir. Bu durumda (2.39) Ricci tensörü tan¬m¬ndan g
�
AN�; A

�
�Z
�
= R(0;2) (�; Z)

olur. Böylece ya B = 0, yani M total geodeziktir, ya da R(0;2) (�; Z) = 0 eşitli¼gi

sa¼glan¬r. �

Sonuç 3.6.5
�
�M(c); �g

�
yar¬-Riemann uzay formunda, bir total umbilik lightlike

hiperyüzey (M; g; S (TM)) olsun. M hiperyüzeyinin yar¬-parallel olmas¬ için gerek

ve yeter şart M nin Rnq yar¬-Öklidiyen uzay¬nda bir yar¬-paralel lightlike hiperyüzey

olmas¬d¬r.

·Ispat: E¼ger M lightlike hiperyüzeyi total umbilik ise, yani (2.40) eşitli¼gini

sa¼gl¬yorsa, (3.50) ifadesinde yerine yazarsak,

h (R (X;Y )Z;W ) + h (Z;R (X; Y )W ) =

= c�fg (Y; Z) g (X;W )� g (X;Z) g (Y;W )

+g (Y;W ) g (X;Z)� g (X;W ) g (Y; Z)g

�B (X;Z)h (ANY;W ) +B (Y; Z)h (ANX;W )

�B (X;W )h (ANY; Z) +B (Y;W )h (ANX;Z)

= �h (B (X;Z)ANY �B (Y; Z)ANX;W )

�h (Z;B (X;W )ANY �B (Y;W )ANX) (3.51)

bulunur. Yar¬-Öklidiyen uzay¬n Riemann e¼grilik tensörü (2.36) eşitli¼gindeki gibi

oldu¼gundan istenen sonuç bulunur. �

Örnek 3.6.6 Rm+21 Minkowski uzay¬nda ^m+10 ¬̧s¬k konisi

�
�
x0
�2
+

m+1X
a=1

(xa)2 = 0; x =

m+1X
A=0

xA
@

@xA
6= 0

denklemi ile verilir. Iş¬k konisi �m+10 ve ekran da¼g¬l¬m¬S
�
T�m+10

�
için

B (X; Y ) = �g (X; Y ) ve C (X; Y ) = � 1

2 (x0)2
g (X; Y )

oldu¼gundan total umbiliktirler. Iş¬k konisinin Riemann e¼grilik tensörü ise

R (X; Y )Z = � 1

2 (x0)2
fg (Y; Z)PX � g (X;Z)PY g
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dir (Duggal and Bejancu, 1996). Ricci tensörü ise (2.38) den, c = 0 oldu¼gundan

Ric(X; Y ) = 0 olarak bulunur. Yani ¬̧s¬k konisi Ricci düz bir lightlike hiperyüzey-

dir. Iş¬k konisi total geodezik olmad¬¼g¬ndan paralel de¼gildir. Ancak yar¬-paralellik

tan¬m¬ndan faydalan¬larak her X; Y; Z;W 2 � (TM) için

(R (X; Y ) � h) (Z;W ) = �h (R (X; Y )Z;W )� h (Z;R (X; Y )W )

=
1

2 (x0)2
fg (Y; Z)h (PX;W )� g (X;Z)h (PY;W )g

+
1

2 (x0)2
fg (Y;W )h (Z; PX)� g (X;W )h (Z; PY )g

ve B (X; Y ) = �g (X; Y ) kullan¬larak

(R (X; Y ) � h) (Z;W ) = 0

elde edilir. Yani �m+10 ¬̧s¬k konisi yar¬-paralel bir lightlike hiperyüzeydir.

Örnek 3.6.7 Örnek 3.1.9�da tan¬mlanan

x0 = x1 +
p
2
q
x22 + x

2
3

lightlike hiperyüzeyi ele alal¬m. Bu lightlike hiperyüzeyin ikinci temel formu sadece

h (W2;W2) = �
p
2f 2N (3.52)

durumunda s¬f¬rdan farkl¬d¬r. ·Ikinci temel formun kovaryant türevi ise (2.24), (3.2)

ve (3.1) eşitliklerinden yararlanarak

(r�h) (W2;W2) = (rW2h) (�;W2) = 2f
2N; (rW2h) (W2;W2) = �W2 (3.53)

durumlar¬ d¬̧s¬nda s¬f¬r olarak bulunur. Buradan anlaş¬laca¼g¬ üzere bu lightlike

hiperyüzey paralel de¼gildir. (3.51) ve (3.2) eşitliklerinden her X;Y; Z;W 2 � (TM)

için

(R (X; Y ) � h) (Z;W ) = 0

elde edilir ki böylece lightlike hiperyüzey yar¬-paralel olur.

Teorem 3.6.8
�
�M(c); �g

�
yar¬-Riemann uzay formunda, bir lightlike hiperyüzeyi M

olsun. E¼ger M 2�yar¬paralel ise ya total geodezik ya da R(0;2)
�
A��W; �

�
= 0 d¬r.
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·Ispat: Şimdi (3.48) eşitli¼ginden, bir lightlike hiperyüzey 2�yar¬paralel ise

0 = (R (X; Y ) � rh) (U; V;W ) = (R (X; Y ) � rWh) (U; V )

= � (rWh) (R (X; Y )U; V )� (rWh) (U;R (X; Y )V )

�
�
rR(X;Y )Wh

�
(U; V )

= �B (Y; U) (rWh) (ANX;V ) +B (X;U) (rWh) (ANY; V )

�B (Y; V ) (rWh) (U;ANX) +B (X;V ) (rWh) (U;ANY )

�B (Y;W ) (rANXh) (U; V ) +B (X;W ) (rANY h) (U; V )

bulunur. U = X = � al¬n¬rsa

0 = B (Y; V )h (rW �; AN�) +B (Y;W )h (rAN ��; V )

= �B (Y; V )h
�
A��W;AN�

�
�B (Y;W )h

�
A�� (AN�) ; V

�
ve yine V = W al¬n¬rsa

0 = �2B (Y;W )h
�
A��W;AN�

�
elde edilir. Bu durumda ya B = 0 ya da g

�
A��A

�
�W;AN�

�
= 0 olur. Yani M ya

total geodeziktir ya da (2.39) yard¬m¬yla R(0;2)
�
A��W; �

�
= 0 eşitli¼gini sa¼glar. �
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BÖLÜM 4

ROBERTSON-WALKER UZAY ZAMAN
MODELLER·INDES·IMETR·I KOŞULLARI

4.1 Genel Tan¬mlar ve Teoremler

Newton sayesinde güneş sistemi ile ilgilenmeye başlayan �zikçiler, astronomideki

geli̧smelerle desteklenen görelilik teorisi ile çal¬̧smalar¬n¬evreni kapsayacak biçimde

geni̧sletmi̧slerdir. Kurduklar¬ basit kozmolojik modeller yard¬m¬yla, evrenin ve

içindekilerin hareketlerini anlama ve test etme imkan¬na kavuşmuşlard¬r. Bu mo-

dellerden en bilineni Robertson-Walker uzay-zaman modelidir.

Bir aç¬k aral¬k I � R ve irtibatl¬3�boyutlu sabit e¼grilikli bir Riemann manifoldu

F olmak üzere I � F çarp¬m manifoldunu düşünelim. � ve �; s¬ras¬yla I ve F

üzerine izdüşüm dönüşümleri olsun. I üzerindeki standart d=dt vektör alan¬n¬n

I � F manifoldundaki lifti @t timelike birim vektör alan¬ve

F (t) = t� F = f(t; p) : p 2 Fg

olmak üzere @t?F (t) olsun. Böylelikle her F (t) uzay¬bir Riemann uzay¬olur. Her

t 2 I için f (t) > 0 fonksiyonu al¬n¬r ve X; Y vektörleri F (t) uzay¬na te¼get olmak

üzere

�g (X; Y ) = g (d� (X) ; d� (Y )) + f 2 (t) g (d� (X) ; d� (Y ))

tan¬mlan¬rsa, (I � F; �g) manifoldu I tabanl¬, (F; g) �berli bir katl¬çarp¬m manifoldu

olur. Şimdi bu gösterimler yard¬m¬yla Robertson-Walker uzay-zaman¬ şu şekilde

tan¬mlan¬r:

Tan¬m 4.1.1 ·Irtibatl¬3�boyutlu k = �1; 0 veya 1 sabit e¼grilikli bir Riemann ma-

nifoldu F ve I � R11 aç¬k aral¬¼g¬nda tan¬ml¬diferensiyellenebilir pozitif bir fonksiyon
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f olmak üzere,

M4
1 (k; f) = (I �f F; �g) ; �g = �dt2 + f 2 (t) gk

katl¬ çarp¬m manifolduna bir Robertson-Walker uzay-zaman¬ ad¬ verilir (O�neill,

1983).

Burada F uzay¬ için standart seçimler s¬ras¬yla �1; 0; 1 sabit e¼grilikleri için

H3;R3; S3 uzay formlar¬d¬r. F ve I uzaylar¬ndaki tanjant vektör alanlar¬n¬n yatay

ve düşey liftleri s¬ras¬yla L (F ) ve L (I) ile gösterilir. @t timelike birim vektör

alan¬n¬n gelecek yönlü seçilmesiyle M4
1 (k; f) manifoldu zaman yönlendirilmi̧s olur.

Her X 2 � (TM) vektör alan¬için

X = X̂ � �g (X; @t) @t; X̂ 2 L (F ) (4.1)

ayr¬̧s¬m¬yaz¬labilir.

Not 4.1.2 F �beri, n�boyutlu genel bir Riemann manifoldu al¬n¬rsa, bu durumda

Mn+1
1 (k; f) manifolduna genelleştirilmiş bir Robertson-Walker uzay-zaman¬(GRW)

denir. Klasik Robertson-Walker uzay-zaman¬n¬n aksine, genelleştirilmiş Robertson-

Walker uzay-zaman¬nda �ber uzay sabit e¼grilikli olmak zorunda de¼gildir.

Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬nda yard¬mc¬teoremler 2.4.1 ve 2.4.2 kullan¬larak, konek-

siyon ve Riemann e¼grilik tensörü ile ilgili aşa¼g¬daki yard¬mc¬teoremler elde edilir

(Chen and Veken, 2007), (Kang, 2012):

Yard¬mc¬teorem 4.1.3 Mn+1
1 (k:f) manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu �r ol-

sun. Her X; Y 2 L (F ) için

1. �r@t@t = 0;

2. �r@tX = �rX@t =
f 0

f
X;

3. �g
�
�rXY; @t

�
= ��g (X; Y ) f 0

f
;

4. F uzay¬n¬n Levi-Civita koneksiyonu r olmak üzere, rXY vektör alan¬n¬n

düşey lifti �rXY dir.



75

Yard¬mc¬teorem 4.1.4 Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n Riemann e¼grilik tensörü �R

olmak üzere, her X; Y; Z 2 L (F ) için

1. �R (@t; X) @t =
f 00

f
X;

2. �R (X; @t)Y = ��g (X; Y ) f
00

f
@t;

3. �R (X; Y ) @t = 0;

4. �R (X; Y )Z = (f 0)2+k
f2

(�g (Y; Z)X � �g (X;Z)Y )

olur.

Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n Riemann e¼grilik tensörünü bulmak için yukar¬daki

yard¬mc¬ teoremin son eşitli¼ginden faydalanabiliriz. Her X; Y; Z 2 � (TM) için

(4.1) ayr¬̧s¬m¬ve e¼grilik tensörünün do¼grusall¬¼g¬kullan¬l¬rsa

�R (X; Y )Z =
(f 0)2 + k

f 2
(�g (Y; Z)X � �g (X;Z)Y )

+
ff 00 � (f 0)2 � k

f 2
(�g (X; @t) �g (Z; @t)Y � �g (Y; @t) �g (Z; @t)X

+(�g (Y; @t) �g (X;Z)� �g (X; @t) �g (Y; Z)) @t) (4.2)

bulunur.

Not 4.1.5 E¼ger f katl¬çarp¬m fonksiyonu
�
ff 00 � (f 0)2 � k

�
= 0 denklemini sa¼glar-

sa (((f 0)2 + k)=f2)0 = 0 eşitli¼gini de sa¼glayaca¼g¬aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla (4.2) eşitli¼gin-

den, Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n sabit e¼grilikli oldu¼gu görülür.�

ff 00 � (f 0)2 � k
�
= 0 diferensiyel denkleminin çözümünden şu sonuçlar elde edilir:

� Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n Riemann e¼grili¼ginin s¬f¬r olmas¬ için gerek ve

yeter şart f (t) = at+ b; (k = �a2) olmas¬d¬r.

� Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n c2 > 0 sabit e¼grilikli olmas¬ için gerek ve yeter

şart f (t) = aect + be�ct; (k = 4c2ab) olmas¬d¬r.

� Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n �c2 < 0 sabit e¼grilikli olmas¬için gerek ve yeter

şart f (t) = a sin (ct) + b cos (ct) ; (k = �c2 (a2 + b2)) olmas¬d¬r.
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4.2 Robertson-Walker Uzay-zamanda Lightlike

Hiperyüzeyler ve Simetri Özellikleri

Bir
�
�M; �g

�
yar¬-Riemann uzay-zaman¬n¬n bir alt uzay¬V ve Riemann e¼grilik ten-

sörü �R olsun. E¼ger her X; Y; Z 2 V için �R (X; Y )Z 2 V oluyorsa, V alt u-

zay¬na �R ye göre e¼grilik-invaryant�t¬r denir. Burada özel olarak V = T �M al¬n¬rsa,

�M uzay-zaman¬e¼grilik-invaryant�t¬r denir. Benzer şekilde bir lightlike hiperyüzey

(L; g; S (TL)) için şu önerme verilebilir:

Önerme 4.2.1 Bir Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike hiperyüzeyi

(L; g; S (TL)) olsun. O halde

1. L lightlike hiperyüzeyinin e¼grilik-invaryant olmas¬için gerek ve yeter şart

Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n sabit e¼grilikli olmas¬d¬r.

2. E¼ger S (TL) ekran da¼g¬l¬m¬e¼grilik-invaryant iseMn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬düz-

dür.

3. E¼ger Rad (TL) null da¼g¬l¬m¬ e¼grilik-invaryant ise Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬

sabit e¼griliklidir.

4. E¼ger tr (TL) null transversal da¼g¬l¬m¬e¼grilik-invaryant ve rank(S(TL)) > 1

ise Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬ ya düz ya da S(TL) ekran da¼g¬l¬m¬L(F ) �ber

uzaylar¬na te¼gettir (Kang, 2012).

Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n sabit e¼grilikli olmas¬durumunda, Teorem 3.1.1 den

AN� s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör alan¬ olmak üzere L lightlike hiperyüzeyinin yerel

simetrik olmas¬ için gerek ve yeter şart total geodezikliktir. Uzay-zaman¬n sabit

e¼grilikli olmamas¬durumu ise aşa¼g¬da incelenecektir. @t timelike vektör alan¬n¬n,

bir L lightlike hiperyüzeyine göre durumunu belirleyen aşa¼g¬daki yard¬mc¬teoremi

biliyoruz:

Yard¬mc¬teorem 4.2.2 Bir Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike hiperyüzeyi

(L; g; S (TL)) olsun. O halde @t vektör alan¬n¬n (2.10) ayr¬̧s¬m¬na göre transversal

izdüşümü @trt olmak üzere
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i. @t vektör alan¬L ye te¼get olamaz, yani @trt 6= 0.

ii. @t vektör alan¬L ye dik olamaz.

iii. Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬ndaki bir s¬f¬rdan farkl¬null U vektör alan¬için

�g (U; @t) 6= 0 d¬r (Kang, 2012).

Görüdü¼gü üzere @t vektör alan¬L lightlike hiperyüzeyininRadTL radikal uzay¬na

veya tr (TL) transversal vektör demetine ait olamaz. Ancak @t vektör alan¬S (TL)

ekran da¼g¬l¬m¬na ait veya dik olabilir.

Önerme 4.2.3 Sabit e¼grilikli olmayan bir Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir light-

like hiperyüzeyi (L; g; S (TL)) ve rank (S (TM)) > 1 olsun. Aşa¼g¬daki (i) ~ (iii)

koşullar¬ndan birinin sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m:

i. � paraleldir, yani her X; Y 2 � (TL) ve N 2 � (tr (TL)) için � (Y ) = �g (Y;N)

olmak üzere rX� (Y ) = 0;

ii. Ekran ikinci temel formu h� paraleldir,

iii. Her X;Y 2 � (TL) ve N 2 � (tr (TL)) için (rXA)N Y = (rYA)N X dir.

Bu durumda S (TL) ekran da¼g¬l¬m¬Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n spacelike dilim-

lerine te¼gettir (Kang, 2012).

Teorem 4.2.4 Sabit e¼grilikli olmayan bir Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike

hiperyüzeyi (L; g; S (TL)) olsun. S (TL) ekran da¼g¬l¬m¬n¬n h� ikinci temel ten-

sörünün paralel olmas¬ve f fonksiyonu sabit olmayan diferensiyellenebilir bir fonksi-

yon olmas¬durumunda, e¼ger L lightlike hiperyüzeyi yerel simetrik ise total umbiliktir.

·Ispat: ŞimdiMn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir (L; g; S (TL)) lightlike hiperyüze-

yini ele alal¬m. (4.2) eşitli¼ginden �R Riemann e¼grilik tensörünün kovaryant türevi

her X; Y; Z 2 � (TL) vektör alan¬için
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�
�rW

�R
�
(X; Y )Z = W

"
(f 0)2 + k

f 2

#
(�g (Y; Z)X � �g (X;Z)Y )

+W

"
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

�
f 2

#
(�g (X; @t) �g (Z; @t)Y

��g (Y; @t) �g (Z; @t)X + (�g (Y; @t) g (X;Z)

��g (X; @t) g (Y; Z))@t)

+
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

�
f 2

((�g
�
Y; �rW@t

�
�g (X;Z)

��g
�
X; �rW@t

�
�g (Y; Z))@t + (�g (Y; @t) �g (X;Z)

��g (X; @t) �g (Y; Z)) �rW@t + �g (Z; @t) �g
�
X; �rW@t

�
Y

��g (Z; @t) �g
�
Y; �rW@t

�
X + �g (X; @t) �g

�
Z; �rW@t

�
Y

��g (Y; @t) �g
�
Z; �rW@t

�
X)

olur. (Güneş, et al., 2003) çal¬̧smas¬Yard¬mc¬Teorem 3.2 den biliyoruz ki her

X;Y; Z 2 � (TL) için�
�rW

�R
�
(X; Y )Z = (rWR) (X; Y )Z +B (W;R (X; Y )Z)N

+(rWB) (X;Z)ANY � (rWB) (X;Z) � (Y )N

+B (X;Z) (rWAN)Y +B (X;Z)B (W;ANY )N

� (rWB) (Y; Z)ANX �B (Y; Z) (rWAN)X

�B (Y; Z)B (W;ANX)N + (rW (rXB)) (Y; Z)N

� (rW (rYB)) (X;Z)N +B (Y; Z) (rW �) (X)N

�B (Y; Z) � (X)ANW + � (X) � (W )B (Y; Z)N

+(rYB) (X;Z)ANW � (rYB) (X;Z) � (W )N

� (rXB) (Y; Z)ANW + (rXB) (Y; Z) � (W )N

�B (X;Z) (r�) (Y )N +B (X;Z) � (Y )ANW

+B (X;Z) � (Y ) � (W )N � (rrWXB) (Y; Z)N

+(rrWYB) (X;Z)N � �R (h (W;X) ; Y )Z

� �R (X; h (W;Y ))Z � �R (X;Y )h (W;Z)

+ (rWB) (Y; Z) � (X)N
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olur. L lightlike hiperyüzeyinin Riemann e¼grilik tensörü R ve quasi-ortonormal baz¬

(2.9) daki gibi olmak üzere, R e¼grilik tensörünün W 2 � (TL) vektör alan¬na göre

kovaryant türevi yukar¬daki eşitlik kullan¬larak şu şekilde elde edilir:

(rWR) (X; Y )Z = W

"
(f 0)2 + k

f 2

#
(�g (Y; Z)X � �g (X;Z)Y )

+W

"
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

�
f 2

#
(�g (X; @t) �g (Z; @t)Y

��g (Y; @t) �g (Z; @t)X + (�g (Y; @t) �g (X;Z)

��g (X; @t) �g (Y; Z))@t)

+
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

�
f 2

((�g
�
Y; �rW@t

�
�g (X;Z)

��g
�
X; �rW@t

�
�g (Y; Z))@t + (�g (Y; @t) �g (X;Z)

��g (X; @t) �g (Y; Z)) �rW@t + �g (Z; @t) �g
�
X; �rW@t

�
Y

��g (Z; @t) �g
�
Y; �rW@t

�
X + �g (X; @t) �g

�
Z; �rW@t

�
Y

��g (Y; @t) �g
�
Z; �rW@t

�
X)�B (W;R (X; Y )Z)N

� (rWB) (X;Z)ANY + (rWB) (X;Z) � (Y )N

�B (X;Z) (rWAN)Y �B (X;Z)B (W;ANY )N

+(rWB) (Y; Z)ANX +B (Y; Z) (rWAN)X

+B (Y; Z)B (W;ANX)N � (rW (rXB)) (Y; Z)N

+(rW (rYB)) (X;Z)N �B (Y; Z) (rW �) (X)N

+B (Y; Z) � (X)ANW � � (X) � (W )B (Y; Z)N

� (rYB) (X;Z)ANW + (rYB) (X;Z) � (W )N

+(rXB) (Y; Z)ANW � (rXB) (Y; Z) � (W )N

+B (X;Z) (r�) (Y )N �B (X;Z) � (Y )ANW

�B (X;Z) � (Y ) � (W )N + (rrWXB) (Y; Z)N

� (rrWYB) (X;Z)N +
�R (h (W;X) ; Y )Z

+ �R (X; h (W;Y ))Z + �R (X; Y )h (W;Z)

� (rWB) (Y; Z) � (X)N (4.3)
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L lightlike hiperyüzeyinin yerel simetrik oldu¼gu kabul edilirse, (4.3) eşitli¼ginde

X = Z = � al¬nd¬¼g¬nda

0 = W

"
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

�
f 2

#
((�g (�; @t))

2 Y � �g (Y; @t) �g (�; @t) �)

+
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

�
f 2

(�g (�; @t) �g
�
�; �rW@t

�
Y

��g (�; @t) �g
�
Y; �rW@t

�
� + �g (�; @t) �g

�
�; �rW@t

�
Y

��g (Y; @t) �g
�
�; �rW@t

�
�)�B (W;R (�; Y ) �)N

+(rWB) (Y; �)AN� � (rW (r�B)) (Y; �)N

+(rW (rYB)) (�; �)N + (rrW �B) (Y; �)N

+ �R (�; h (W;Y )) � � (rWB) (Y; �) � (�)N (4.4)

elde edilir. h� ikinci temel formu paralel oldu¼gundan, yukar¬daki önerme yard¬m¬yla

S (TL) ekran da¼g¬l¬m¬Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n spacelike dilimlerine te¼gettir.

Dolay¬s¬yla S (TL) ekran da¼g¬l¬m¬tan¬m gere¼gince @t vektör alan¬na diktir.

Y 2 S (TL) al¬n¬rsa �g (Y;N) = 0 ve �g (Y; @t) = 0 sonuçlar¬na ulaş¬l¬r. Ayr¬ca (4.1)

eşitli¼gi ve Yard¬mc¬Teorem 4.1.2 den

�rW@t = �rŴ@t =
f 0

f
(W + �g (W;@t) @t)

bulunur. (4.2) eşitli¼ginden bulunan

�g
�
�R (�;N) �;N

�
=
(f 0)2 + k

f 2
�
2
�
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

��
f 2

�g (�; @t) �g (N; @t)

ifadesi ve yukar¬daki eşitlik kullan¬larak (4.4) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n N vektör

alan¬ile iç çarp¬m¬al¬nd¬¼g¬nda

0 = �
�
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

��
f 2

:
f 0

f
�g (�; @t) �g (W;Y )

+B (W;Y )

 
(f 0)2 + k

f 2
�
2
�
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

��
f 2

�g (�; @t) �g (N; @t)

!
(4.5)

elde edilir. Bu aşamada, e¼ger

(f 0)2 + k

f 2
�
2
�
ff 00 �

�
(f 0)2 + k

��
f 2

�g (�; @t) �g (N; @t) = 0
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oldu¼gu kabul edilirse, �g (�; @t) 6= 0 ve
ff 00�((f 0)2+k)

f2
6= 0 oldu¼gundan, (4.5) eşitli¼gin-

den f 0 = 0 bulunur. Fakat f fonksiyonu sabit olmad¬¼g¬ndan, bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla (4.5) eşitli¼ginden

B (W;Y ) =

(ff 00�((f 0)2+k))
f2

:f
0

f
�g (�; @t) �g (W;Y )�

(f 0)2+k
f2

� 2(ff 00�((f 0)2+k))
f2

�g (�; @t) �g (N; @t)

�
elde edilir. Bu ise hiperyüzeyin total umbilik oldu¼gu anlam¬na gelir. �
Mn+1
1 (k; f) Robertson-Walker uzay-zaman¬n¬n sabit e¼grilikli olmas¬durumunda

ise aşa¼g¬daki sonuç elde edilir:

Önerme 4.2.5 Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike hiperyüzeyi (L; g; S (TL))

olsun. E¼ger hiperyüzeyin h ikinci temel formu paralel ise, Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬

sabit e¼griliklidir (Kang, 2012).

Sonuç 4.2.6 Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike hiperyüzeyi (L; g; S (TL)) ol-

sun. AN� s¬f¬rdan farkl¬bir vektör alan¬ve hiperyüzeyin h ikinci temel formu paralel

olmak üzere, L lightlike hiperyüzeyin yerel simetrik olmas¬ için gerek ve yeter şart

total geodezik olmas¬d¬r.

·Ispat: Yukar¬da verilen önerme gere¼gince, h ikinci temel formunun paralel

olmas¬durumunda Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬sabit e¼griliklidir. Her sabit e¼grilikli

uzay yerel simetrik oldu¼gundan, Teorem 3.1.3�e göre L lightlike hiperyüzeyin yerel

simetrik olmas¬için gerek ve yeter şart total geodezik olmas¬d¬r. �
Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n Ricci tensörü ise aşa¼g¬daki önerme ile tan¬mlan¬yor:

Önerme 4.2.7 Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n Ricci tensörü her X; Y 2 Mn+1

1 (k; f)

için

�Ric (X; Y ) = ��n�g (X; Y ) + � f(n� 1) �g (X; @t) �g (Y; @t)� �g (X; Y )g

eşitli¼gi ile tan¬ml¬d¬r (Kang, 2012).
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Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike hiperyüzeyi (L; g; S (TL)) olmak üzere,

bu hiperyüzeyin Ricci tensörü R(0;2) ile gösterilirse, her X; Y 2 � (TL) için (2.33)

ve (2.37) eşitliklerinden

R(0;2) (X; Y ) = �Ric (X;Y )�B (X; Y )TrAN + g
�
A��Y;ANX

�
+ g

�
�R (�; Y )X;N

�
(4.6)

bulunur. (4.2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

g
�
�R (�; Y )X;N

�
= ��g (X; Y ) + �f�g (X; @t) �g (Y; @t)� �g (�; @t) �g (Y; @t) �g (X;N)

��g (�; @t) �g (X; Y ) �g (N; @t)g

elde edilir. Bu eşitlik, yukar¬daki önerme ile birlikte (4.6) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

R(0;2) tensörü

R(0;2) (X; Y ) = �� (n� 1) �g (X; Y ) + �fn�g (X; @t) �g (Y; @t)� �g (X; Y )

��g (�; @t) �g (Y; @t) �g (X;N)� �g (�; @t) �g (X; Y ) �g (N; @t)g

�B (X; Y )TrAN + g
�
A��Y;ANX

�
(4.7)

olur.

Sonuç 4.2.8 Düz bir Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike hiperyüzeyi

(L; g; S (TL)) ve AN� s¬f¬rdan farkl¬bir vektör alan¬olsun. Bu durumda L hiperyüze-

yinin Ricci düz olmas¬için gerek ve yeter şart total geodezik olmas¬d¬r.

·Ispat: Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n düz olmas¬durumunda � = � = 0 olur.

(4.7) eşitli¼ginden

R(0;2) (X; Y ) = �B (X;Y )TrAN + g
�
A��Y;ANX

�
bulunur. L hiperyüzeyinin Ricci düz olmas¬durumunda, X = � al¬n¬rsa

0 = g
�
A��Y;AN�

�
olur. AN� 6= 0 oldu¼gundan, A�� = 0 olarak bulunur. Yani L lightlike hiperyüzeyi

total geodeziktir. Di¼ger taraftan, e¼ger L total geodezik kabul edilirse, (4.7) eşitli¼gin-

den ve � = � = 0 oldu¼gu gerçe¼ginden R(0;2) = 0 olaca¼g¬aç¬kt¬r. �
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Teorem 4.2.9 Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬n¬n bir lightlike hiperyüzeyi (L; g; S (TL))

olsun. AN� s¬f¬rdan farkl¬ bir vektör alan¬ve S (TL) ekran da¼g¬l¬m¬, Mn+1
1 (k; f)

uzay-zaman¬n¬n spacelike dilimlerine te¼get olmak üzere, e¼ger L lightlike hiperyüzeyi

Ricci simetrik ise, Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬sabit e¼griliklidir.

·Ispat: (4.7) eşitli¼ginin kovaryant türevini al¬rsak

�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) =W

�
R(0;2) (X; Y )

�
�R(0;2) (rWX; Y )�R(0;2) (X;rWY )

ve buradan

�
rWR

(0;2)
�
(X; Y ) = �W (�) (n� 1) g (X; Y )

�� (n� 1) fB (W;X) �g (N; Y ) +B (W;Y ) �g (N;X)g

+W (�) fn�g (X; @t) �g (Y; @t)� g (X; Y )

��g (�; @t) �g (Y; @t) �g (X;N)� �g (�; @t) g (X; Y ) �g (N; @t)g

+�fn�g (Y; @t) [B (W;X) �g (N; @t) + �g
�
X; �rW@t

�
]

+n�g (X; @t) [B (W;Y ) �g (N; @t) + �g
�
Y; �rW@t

�
]

�B (W;X) �g (N; Y )�B (W;Y ) �g (X;N)

��g (Y; @t) �g (X;N) [��g
�
A��W;@t

�
+ �g

�
�; �rW@t

�
]

��g (�; @t) �g (X;N) [B (W;Y ) �g (N; @t) + �g
�
Y; �rW@t

�
]

+�g (Y; @t) �g (�; @t) �g (X;ANW )

�g (X; Y ) �g (N; @t) [��g
�
A��W;@t

�
+ �g

�
�; �rW@t

�
]

��g (�; @t) g (X; Y ) [��g (ANW;@t) + �g
�
N; �rW@t

�
]

��g (�; @t) �g (N; @t) [B (W;X) �g (N; Y ) +B (W;Y ) �g (X;N)]g

� (rWB) (X; Y ) trAN �B (X; Y )W (trAN)

+B (Y; (rWAN)X)
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bulunur. Y = W = � al¬n¬rsa, L lightlike hiperyüzeyinin Ricci simetrik oldu¼gu

düşünülerek, (2.15) ve (2.22) eşitlikleri yard¬m¬yla yukar¬daki eşitlikten

0 = � (�) fn�g (X; @t) �g (�; @t)� (�g (�; @t))2 �g (X;N)g

+�fn�g (�; @t) �g
�
X; �r�@t

�
+ n�g (X; @t) �g

�
�; �r�@t

�
��g (�; @t) �g (X;N) �g

�
�; �r�@t

�
� �g (�; @t) �g (X;N) �g

�
�; �r�@t

�
+(�g (�; @t))

2 �g (X;AN�)� (r�B) (X; �) trAN

elde edilir. Ayr¬ca X 2 S (TL) al¬n¬rsa, S (TL) ekran da¼g¬l¬m¬Mn+1
1 (k; f) uzay-

zaman¬n¬n spacelike dilimlerine te¼get oldu¼gundan, �g (X; @t) = 0 ve �g (X;N) = 0

olur. Bu ifadeler yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬ld¬¼g¬nda (2.23) ve (2.31) eşitlikleri

de kullan¬larak

0 = �fn�g (�; @t) �g
�
X; �r�@t

�
+ (�g (�; @t))

2 �g (X;AN�) (4.8)

bulunur. (4.1) eşitli¼gi ve Yard¬mc¬Teorem 4.1.3�ten

�r�@t = �r�̂��g(�;@t)@t@t =
�r�̂@t =

f 0

f
�̂ =

f 0

f
(� + �g (�; @t) @t)

ve

�g
�
X; �r�@t

�
=
f 0

f
fg (X; �) + �g (�; @t) �g (X; @t)g = 0

elde edilir. Böylece (4.8) eşitli¼ginden

0 = � (�g (�; @t))
2 �g (X;AN�)

sonucuna ulaş¬l¬r. Bu eşitlikte �g (�; @t) 6= 0 veAN� 6= 0 olaca¼g¬ndan, � = 0 olmal¬d¬r.

Yani Mn+1
1 (k; f) uzay-zaman¬sabit e¼griliklidir. �
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SONUÇLAR VE TARTIŞMA

Bu çal¬̧smada yar¬-Riemann uzay formlar¬nda simetri tip ve yar¬-simetri tip e¼gri-

lik koşullar¬na sahip lightlike hiperyüzeyler incelendi. Üçüncü bölümde bir lightlike

hiperyüzeyin Riemann e¼grilik tensörü, Ricci tensörü ve ikinci temel formunun simetri

tip ve yar¬-simetri tip e¼grilik koşullar¬ ele al¬nd¬. Lightlike hiperyüzeylerin yerel

simetrisi konusunda var olan teorem ve sonuçlara ek olarak, ekran da¼g¬l¬m¬n¬n yerel

simetri ile olan ili̧skisine bak¬ld¬. Bilinen baz¬örneklerin yerel simetrikli¼gi araşt¬r¬ld¬.

Yar¬-Riemann uzaylarda yerel simetrikli¼gin yerel olarak bir genellemesi olan ikinci

mertebeden simetriklik incelendi. Yerel simetrikli¼gin do¼gal bir genellemesi olan yar¬-

simetriklik ile 2-simetriklik aras¬ndaki ili̧ski bulundu. Yar¬-simetriklik tan¬m¬na

uygun olarak di¼ger bir genelleme olarak düşünülebilecek 2-yar¬simetriklik kavram¬

tan¬mland¬ve baz¬sonuçlar elde edildi. Riemann e¼grilik tensörünün diverjans¬n¬n

yok oldu¼gu uzaylar olarak tarif edilen, harmonik e¼grilikli lightlike hiperyüzeyler

konusu i̧slendi. Ard¬ndan Ricci tensörünün e¼grilik koşullar¬üzerinde duruldu. Ricci

simetrik, Ricci yar¬-simetrik ve bunlar¬n ikinci mertebeden e¼grilik koşullar¬ light-

like hiperyüzeylerde incelendi. Son olarak ikinci temel formun e¼grilik koşullar¬ele

al¬nd¬. Bu koşullara sahip lightlike hiperyüzeyler araşt¬r¬ld¬. Dördüncü bölümde

Robertson-Walker uzay zaman¬nda lightlike hiperyüzeyler konusu ele al¬n¬p yerel

simetri ve Ricci simetri e¼grilik koşullar¬incelendi.

Burada yap¬lan çal¬̧sma, lightlike hiperyüzeylerde Duggal ve Bejancu taraf¬ndan

geli̧stirilen yöntem üzerine kurulmuştur. Yöntemin yeni olmas¬ sebebiyle, daha

çok çal¬̧sma yap¬lmas¬gerekti¼gi aç¬kt¬r. Özellikle simetri tip e¼grilik koşullar¬bu

uzaylarda son on y¬ld¬r sadece birkaç makalede ele al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada en

önemli üç tensör üzerinde durulmuştur. Riemann e¼grilik tensörünün e¼grilik koşullar¬

üzerinde baz¬sonuçlar incelenmeye çal¬̧s¬ld¬. Ancak bu tensörün kovaryant türev-

lerinin ve e¼grilik benzeri tensörlerin simetri koşullar¬üzerinde durulamam¬̧st¬r. Yerel
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olarak ikinci mertebeden simetrik olan uzaylar ele al¬nmas¬na kaŗs¬n, bu tür u-

zaylar¬n bir genellemesini yapmak için daha farkl¬yöntemlerin kullan¬lmas¬gerek-

mektedir. Yar¬ simetrik lightlike hiperyüzeylerin yüksek mertebeden kaŗs¬l¬klar¬

olan k-yar¬simetrik uzaylar konusu di¼ger bir inceleme konusu olarak durmaktad¬r.

Ricci tensörü için de benzeri hususlar düşünülebilir. Ricci tensörünün simetrikli¼gi

ve 2-simetrikli¼gi incelenmesine ra¼gmen yüksek mertebeden Ricci simetrik lightlike

hiperyüzeyler b¬rak¬lm¬̧st¬r. Ayn¬şekilde Ricci yar¬simetrik uzaylar¬n yüksek mer-

tebeden benzerleri de sonraki araşt¬rmalara b¬rak¬lm¬̧st¬r. Di¼ger bir konu da ikinci

temel tensörün e¼grilik koşullar¬d¬r. Bunlar¬n yüksek mertebeden genellemeleri, ü-

zerinde çal¬̧s¬lmaya de¼ger konular aras¬ndad¬r. Son olarak, bu çal¬̧smada bahsedilen

e¼grilik koşullar¬aras¬ndaki ili̧skiler üzerinde baz¬sonuçlar bulunmuş olmas¬na kaŗs¬n,

çok daha fazlas¬araşt¬r¬lmay¬beklemektedir.
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