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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu
kisimda, ele alinacak konularin tarihsel gelisimlerinden bahsedilmistir. ikinci boliimde
calisma icin gerekli kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde semi-Riemann uzay
formlarda lightlike hiperylizeylerin Riemann egrilik tensorlerinin, Ricci egrilik
tensorlerinin ve ikinci temel formlarinin simetri ve yari-simetri tip egrilik kosullar
arastirllmistir.  Ayrica bu egrilik kosullar1 arasindaki bazi iligkilere ait sonuglar
bulunmustur. Dordiincii bolimde ise Robertson-Walker uzay zamaninda tanimli

lightlike hiperyiizeylerin bazi simetri tip egrilik kosullar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Semi-Riemann Uzay Formu, Lightlike Hiperyizeyler, Simetri Tip

Egrilik Kosullari, Robertson-Walker Uzay-zamani
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SUMMARY

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction part. In this part, the historical advance of the study is mentioned. The
second chapter deals with the preliminaries, definitions and necessary theorems. In the
third chapter, symmetry and semi-symmetry type curvature conditions of the Riemann
curvature tensors, Ricci curvature tensors and second fundamental forms of lightlike
hypersurfaces in semi-Riemannian space forms are investigated. Furthermore, some
results on the interrelations of these curvature conditions are found. In the fourth
chapter, some symmetry type curvature conditions of lightlike hypersurfaces of

Robertson-Walker spacetimes are examined.

Keywords: Semi-Riemannian Space Forms, Lightlike Hypersurfaces, Symmetry Type

Curvature Conditions, Robertson-Walker Spacetime
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BOLUM 1
GIRIS

Egrilik kavrami diferensiyel geometride ve ozellikle Riemann geometrisinde, ko-
nunun geometrik iceriginin analitik, cebirsel veya topolojik acilardan farklilasmasinda
rol oynayan merkezi kavramdir. Bir manifoldun egriligi, metrigi yardimiyla belir-
lenebildigi gibi, egriligin bazi 6zelliklerini kullanarak metrik hakkinda bilgiye ulag-
mak miimkiindiir. Paralel egrilige sahip yerel simetrik uzaylarda oldugu gibi, bazen
egrilik sayesinde manifoldu ve metrigi yeniden inga etmek miimkiin olabilir.

Egrilik ile ilgili bilgi Riemann egilik tensoriinde saklidir.  Analitik bir nesne
olan bu tensoriin, simetrilerine ragmen genel anlamda kullanilmasi kolay degildir.
Icerisinde barindirdigi geometrik bilginin cikarilmasi genelde zordur. Bu nedenle
dogrudan egrilik tensorii ile ugragsmak yerine, onun bazi bagka formlarim veya ilgili
operatorlerini ele almak daha akilcidir. Bu manada kesitsel egrilik, Ricci egriligi,
skaler egrilik ve Jakobi operatorii gibi nesneleri kullanmak daha kolay olsa da egrilik
tensoriine gore daha az bilgi igerirler (Boeckx, 2005).

Yari-Riemann uzaylardaki altmanifoldlar ile Riemann uzaylardaki altmanifold-
larin yerel ve global geometrileri arasinda biiyiik benzerlikler bulunmasina kargin,
bazi konularda cok farkli yaklagimlar ve ¢oziimler gerektirmektedir. Ornegin, Rie-
mann uzaylarda yerel olarak simetriklik ile genellestirilmis simetriklik arasinda fark
bulunmazken; yari-Riemann uzaylarda bu iki kavram farkhihk gosterir. Bunun
sebebi, Riemann uzaylarda metrigin holonomik olarak indirgenebilir ya da ayrisa-
bilir olup olmamasi, yerel olarak esdeger olmasina ragmen, yari-Riemann uzaylarda
bu ozellikler arasinda farkliliklar bulunmasidir. Holonominin indirgenemez oldugu
durumlar genel anlamda bilinmesine kargin, indirgenebilir oldugu konusundaki calig-
malar hala devam etmektedir.

Oklid uzayimnda simetrik altmanifoldlar ve bunlarla yakindan ilgili olan paralel
ikinci temel tensore sahip altmanifoldlar konularindaki ilk ¢aligmalar 1970 yillarina

dayanir. Bu ¢aligmalarin baglangici (Chern, et al., 1970) ¢aligmasina kadar gider.



Bunlarn (Vilms, 1972) ve (Walden, 1973) ¢aligmalar1 takip etti. D. Ferus (1974
a; 1974 b; 1974 c¢) galigmalarinda, sistematik olarak paralel ikinci temel forma
sahip Oklid altmanifoldlar tizerinde incelemeler yapti. Bu altmanifoldlarin tam
bir siniflandirmasini yapmay1 basardi ve bunun sonucunda boylesi altmanifoldlarin
yerel olarak dig simetrik olduklarimi gordii. Bunun dogrudan ispatini sonralari
Striibing (Striibing, 1979) yapt.

Sonraki yillarda simetrik altmanifoldlar konusu simetrik uzaylarin, altmanifold-
larda bir uygulamasi seklinde ele alindi.  Simetrik altmanifoldlar, ilk olarak D.
Ferus tarafindan, bir Oklid uzaymm altmanifoldlar: i¢in tanitildi (Ferus, 1980) ve
daha sonraki yillarda konu diger uzaylara genisletildi (Takeuchi, 1981), (Backes
and Reckziegel, 1983). Burada iizerinde durulan esas problem bu tiir uzaylarin
simflandirilmastydi.  Bircok matematikci tarafindan ele alinan konu Oklid uzaylarm-
dan sonra, Riemann simetrik uzaylarinda, 1 rankh simetrik uzaylarda, birden biiyiik
rankli ve kompakt olmayan simetrik Riemann uzaylarinda ele alindi (Naitoh, 1981),
(Naitoh, 1983 a; Naitoh, 1983 b), (Naitoh, 1986), (Naitoh and Takeuchi, 1989),
(Nakagawa and Takagi, 1976), (Nikolaevskij, 1994), (Onishchik, 1980), (Tsukada,
1985), (Tsukada, 2005), (Tsukada and Naitoh, 2007). Son olarak ortak yiiriitiilen
bir ¢galisgmada (Berndt, et al., 2005) bu simiflandirma problemi tamamiyle ¢ziim-
lendi.

Oklid uzaylarinda simetrik altmanifoldlarin bir genellemesi olarak k-simetrik alt-
manifoldlar kavraminin tanimi, (Sdnchez, 1985) ve (Kowalski and Kulich, 1987)
calismalarinda Oklid uzayimin uygun izometrilerinden faydalanilarak yapildi. Daha
ozel bir durum olarak (Carfagna D’Andrea, et al., 1994) ve (Carfagna D’Andrea
and Console, 1999) caligmalarinda 2-simetrik altmanifoldlarin karakterizasyonu ve-
rildi. Fakat 2-simetrik altmanifoldlar paralel ikinci temel forma sahip olmalarina
kargin (Ferus, 1980), k-simetrik uzaylar paralel ikinci temel forma sahip olmak
zorunda degillerdir (Vilms, 1972). Dolayisiyla gok farkh yontemler gerektirmek-
tedirler. Ardindan 2008 yilinda 2-simetrik Lorentzian uzay zamanlari (Senovilla,
2008) galismasinda ele alind ve izleyen yillarda bu tiir uzaylarin ézellikleri ve siniflan-

dirmasina dair incelemeler yapildi (Blanco, et al., 2010), (Blanco, et al., 2011 a;



Blanco, et al., 2011 b), (Alekseevsky and Galaev, 2011).

Yerel simetrik uzaylarin diger bir genellemesi olarak yari-simetrik uzaylara, ilk
olarak (Cartan, 1946) caligmasinda rastliyoruz. Daha sonraki yillarda (Lichnero-
wicz, 1952), (Sinjukov, 1956), (Sinjukov, 1961), (Sinjukov, 1962), (Couty, 1957) ve
(Couty, 1959) ¢aligmalarinda yari-simetrik uzaylarla ilgili kayda deger sonuglar bu-
lunur. Benzer calismalar ¢ogu arastirmaci tarafindan ilerleyen yillarda iizerinde
galigilan alanlar cesitlendirilerek devam ettirildi (Sekigawa, 1969), (Tanno, 1971),
(Kovaljev, 1973), (Sekigawa, 1975). Yari-simetrik Riemann uzaylarmin lokal ve
global simiflandirilmasi Szabo tarafindan yapildi (Szabo, 1982, 1983, 1984). K. No-
mizu Oklidiyen uzayda yari-simetrik hiperyiizeyleri stmflandirdi (Nomizu, 1968).
Riemann uzay formlarinda yari-simetrik altmanifoldlarin incelenmesi ve simiflandiril-
mast ise (Lumiste, 1994) ¢aligmasinda ele alindi. Bu ¢alismada Lumiste, o zamana
kadar bu alanda yapilan ¢alismalarin bir ¢zetini de verdi. 1. Van de Woestijne ve
L. Verstraelen ise yari-simetrik hiperyiizeylerin siniflandirmasini Lorentz uzayinda
yaptilar (Van de Woestijne and Verstraelen, 1987). Daha 6zel durumlardaki galis-
malara 6rnek olarak, 3-boyutlu yari-simetrik uzaylarin simflandirilmas: (Kowalski,
1996) ve Ricci tensorii tizerinde baz ilave kogullar: saglayan yari-simetrik uzaylarin
incelenmesi (Boeckx, 1993) gosterilebilir.

Riemann egrilik tensorii ile ilgili biitiin bu simetrik uzay genellemelerini hiye-

rarsik olarak su sekilde gosterebiliriz:

Sabit Egrilikli (R = sabit)
— Yerel Simetrik (VR = 0)
—> 2-Simetrik (VQR = ())

—> Yari-Simetrik (R- R =0)

Bu gosterime gore, simetri kogullarinda en 6zel hal sabit egrilik olup, daha genel
hal yari-simetri durumudur. Mesela sabit egrilikli bir uzay diger biitiin simetri
kosullarin1 da saglar.  Yerel simetrik bir uzay 2-simetrik ve yari-simetrik olup,
sabit egrilikli olmak zorunda degildir. Yari-simetrik bir uzay ise diger tiim simetri

kogullarim saglamak zorunda degildir.



Riemann egrilik tensorii ile ilgili bu simetri kogullar1 haricinde, egrilik tensoriiniin
kovaryant tiirevi ile ilgili oldugundan simetri kosulu olarak diisiiniilebilecek olan
harmonik egrilik konusu vardir. Bu konuyla alakal olarak (Besse, 1987) kitabinda
detayli aciklamalar ve simflandirmalar bulunmaktadir. Harmonik egrilige sahip
Riemann uzaylar: tizerine ¢alismalar, Ricci paralel uzaylarin egriliklerinin harmonik
olmasi ve ek olarak Yang-Mills koneksiyonlariyla olan iligkileri sebebiyle baglamigtir.
Bu tip uzaylar Einstein uzaylar1 ve sabit skalar egrilikli konformal diiz manifoldlarin
dogal genellemeleri olarak kargimiza ¢ikarlar. Riemann uzaylarda harmonik egrilikle
alakali dogrudan galigmalar A. Derdziniski ile baglar (Derdzinski, 1980), (Derdzinski,
1982). Bu caligmalarda harmonik egrilikli Riemann manifoldlarimin érnekleri veril-
mig ve siiflandirilmasi yapilmigtir.  Ardindan harmonik egrilikli hiperyiizeyler ve
altmanifoldlar {izerine incelemeler yapilmigtir (Umehara, 1986), (Omachi, 1986),
(Ki and Nakagawa, 1986), (Ki, et al., 1987). Yari-Riemann uzaylarda ise harmonik
egrilik, skalar egriligin sabit olmasi durumunda Ricci tensoriiniin parallel olmasiyla
karakterize edilmistir (Kwon, et al., 2003).

Yercekimsel dalgalarin matematiksel ¢oziimleri icin gerekli olan sadelestirme-
lerden olan Ricci tensoriiniin paralelligi, ¢ok uzun zamandir iizerinde galigilan bir
konudur. Ricci tensoriiniin sifir olmasi Ricci diiz, ya da fiziksel ifadesiyle bir bos
Einstein uzay zamanini gosterir. Ricci tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir olmasi
durumu ise, Shirokov tarafindan bir galigmasinda ele alimiyor (Shirokov, 1925). Bu
eserde paralel Ricci tensore sahip bir Riemann uzayimin ya bir Einstein uzay1 ya da
Einstein uzaylariin bir carpimi olarak yazilabilecegi ifade ediliyor. Dolayisiyla Ricci
paralel hiperyiizeyler, Einstein hiperyiizeyler baglig1 altinda incelenebilirler. Ein-
stein uzaylarinin simiflandirilmasi Petrov tarafindan yapildi (Petrov, 1966), (Petrov,
1969). Oklidiyen uzaylarda Einstein hiperyiizeylerin simflandirilmas1 (Kobayashi
and Nomizu, 1963) eserinde vardir. Riemann uzay formlarinda ise paralel Ricci
tensoriine sahip hiperyiizeyler Ryan tarafindan simiflandirildi (Ryan, 1971). Ricci
paralel Riemann manifoldlar, en azindan yerel olarak, Einstein manifoldlarin bir
carpimi olarak ifade edilebilmelerine ragmen, yari-Riemann uzaylarda bu gegerli

degildir. Ricci tensorii paralel olan yari-Riemann uzaylarin simiflandirilmas ise,



lineer cebir ve holonomi yardimiyla, Boubel ve Bergery tarafindan yapildi (Boubel
and Bergery, 2001). FEinstein hiperyiizeylerinin uzay formlarinda simiflandirilmasi
konusu (Fialkow, 1938) ve (Magid, 1982) cahsmalarinda ele alindi. Mirzoyan ise Ok-
lidiyen uzayda paralel Ricci tensore sahip altmanifoldlar: inceledi (Mirzoyan, 1993).
Ayrica Einstein uzaylari, enerji-momentum tensorleri kovaryant sabit olan uzay-
lardir. Fakat boylesi uzaylarin Ricci tensorlerinin paralel olduklar: biliniyor (Chaki
and Ray, 1996).

Riemann Ricci yari-simetrik (ya da dig Ricci yari-paralel) uzaylar, Ricci ten-
soriiniin yari-paralelligi ile karakterize edilirler. Bu uzaylar simetrik, yari-simetrik ve
Einstein uzaylarin dogal genellemesidirler ve bircok arastirmaci tarafindan caligilmis-
lar ve hala calismalar stirmektedir. Ricci yari-simetrik uzaylar ve hiperyiizeyler
iizerine ayn1 adli ilk galigmalara 1970 yillarinda rastlanir (Tanno, 1969), (Sekigawa
and Takagi, 1971), (Sekigawa, 1972), (Sekigawa, 1973). Ricci yari-paralel uzaylarin
incelemesi ve genel siniflandirmas1 Mirzoyan tarafindan galigilmigtir (Mirzoyan, 1991
a), (Mirzoyan, 1992). 1991 yilinda yine ayni yazar tarafindan, Riemann uzay form-
larindaki Ricci yari-simetrik altmanifoldlarin simiflandirilmasi yapilmigtir (Mirzoyan,
1991 b). Bu galismada Ricci yari-simetrik altmanifoldlarin, yari-simetrik, Ricci
paralel ve simetrik altmanifoldlarla ilgili 6zel durumlarina ait deginmeler de vardir.
(Mirzoyan, 2000) calismasinda ise Mirzoyan, sabit egrilikli uzaylarda yari-paralel
hiperyiizeylerin simflandirmasim tamamlamigtir. 2006 yilinda yine aym yazar (Mir-
zoyan, 2006) caligmasinda, iizerinde fazla inceleme bulunmadigimi soyledigi Ricci
yari-simetrik altmanifoldlar: ele alir. Yari-Riemann uzay formlarinda hiperyiizey-
lerin ve altmanifoldlarin Ricci tensoriiniin paralel ya da yari-paralel olmast ile ilgili
caligmalar hala stirmektedir. Genellikle yari-simetrik ve Ricci yari-simetrik uzaylar
ve bunlarin arasindaki iligkiler yoniinde ilerleyen caligmalar bulunmasina kargin, bu
uzaylarin siniflandirilmasina yonelik incelemeler hala devam etmektedir (Defever, et
al., 1997), (Defever, et al., 1999), (Defever, 2000), (Dabrowska, et al., 2000). Kon-
formal diiz Ricci yari-simetrik Lorentz uzaylarin simiflandirilmasina dair (Erdogan
and Ikawa, 1995) ve (Honda, 2003) ¢aligmalar1 bulunmaktadir.

Lightlike hiperyiizeylerin yapilar: iizerine, 4-boyutlu uzay-zamanda yapilan ¢alig-



malar, gorelilik teorisinin geligmesinde ve yer¢ekimi yasasinin fiziksel ve matematik-
sel altyapisinin olusumunda 6nemli rol oynamigtir. Uzay-zamanlarin zamana bagh
yapilarinin, karadeliklerin, asimptotik diiz geometrilerin ve yercekimsel dalgalarin
anlagilmasinda, lightlike hiperyiizeyler {izerinde yapilan detayh arastirmalarin etkisi
biiyiiktiir.

Yari-Riemann uzaylarda metrigi dejenere olan lightlike hiperyiizeyler iizerinde
calismak ¢ogu zaman zordur. Christoffel sembolleri gibi klasik nesneleri dahi tanim-
lamak dejenere metrikten dolayr miimkiin olmayabilir. Lightlike hiperytizeyin tan-
jant uzay1 iizerindeki lightlike vektoriin varligi Gauss ayrigimina olanak tanimaz.
Bu ve benzeri problemlerin iistesinden gelme adina giiniimiize kadar iki farkli yol
takip edilmistir. Ilkinde, sadece dejenere metrige bagh kalmayip diger bazi deger-
lere dayanan bir koneksiyon yapisi tanimlanmigtir. Hiperyiizeyin tanjant diizlemi
iizerinde yer almayan ozel bir vektor secimiyle koneksiyonun tek olarak bulunmasi
saglanmis ve ardindan egrilik tensorii ve tiim diger geometrik yapilar bu donanima
bagl olarak tamimlanmigtir (Kammerer, 1967), (Galstyan, 1967), (Bonnor, 1972),
(Katsuno, 1980), (Katsuno, 1981). Son olarak (Gutiérrez and Olea, 2012) calis-
masinda lightlike hiperyiizeylere aym yaklagimla bakilarak bir inceleme yapilmigtir.

Lightlike hiperytiizeyleri anlama ve tizerlerinde inceleme yapabilme adina, kul-
lanilan diger yontem ise (Duggal and Bejancu, 1996) ve (Duggal and Jin, 2007)
kitaplarinda ele alimp geligtirilen yontemdir. Bu yontemde lightlike hiperyiizey-
lerin tanjant uzaylarinin ayrisiminda normal uzayin, adina ekran dagilimi denilen,
bir tiimleyen uzay1 kullaniliyor. Boyle bir dagilim verilmigken, hiperytiizeyin tanjant
uzay1 tizerinde bulunmayan bir null vektor alaninin varligi ispatlanmistir. Boylelikle
hiperyiizey iizerine indirgenmis tanjant uzayimin bir ti¢lii ayrisimi tanimlanmigtir.
Daha sonra bu ayrigima uygun olarak Gauss-Weingarten formiilleri tanimlanmigtir.
Kisaca tarif edilmeye calisilan bu yontemle yapilan incelemeler devam etmektedir.

Bu caligmada lightlike hiperyiizeylerin Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii
ve ikinci temel formu ile ilgili simetri tip kosullar ve bunlarin kendi aralarindaki
iligkileri incelenmektedir. Onceki paragraflarda bu tip kosullarm tarihi seyri icinde

Riemann ve yari-Riemann uzaylardaki gelisimleri ¢zetlendi. Simetri tip kosullar



ve bunlarin iligkileri konusunda lightlike hiperyiizeyler ve altmanifoldlar tizerinde
yapilan aragtirmalar oldukca azdir. Yapilan simirh sayidaki bu aragtirmalarin bir
ozeti bu ¢alismada bulunabilir. Gorelilik teorisinde énemli bir yere sahip lightlike
hiperytizeylerde simetri tip egrilik kosullarinin varligi, Einstein denklemleri gibi bazi
hesaplamalarin yapilabilmesini kolaylagtirmakta veya miimkiin kilmaktadir. Ornek
teskil edecek baz1 caligmalar su sekilde siralanabilir: Yari-Riemann uzay formlarinda
simetrik ve Ricci simetrik lightlike hiperyiizeyler (Giineg vd., 2003) galismasinda ele
almmugtir. (Sahin, 2007) ¢alismasinda ise yari-Oklidiyen ve Lorentz uzaylarda yari-
simetrik, Ricci yari-simetrik, paralel ve yari-paralel lightlike hiperyiizeyler incelen-
mistir. Son olarak lightlike hiperyiizeylerin bahsedilen simetri tip egrilik kogullar
tammsiz uzay formlara genellestirilmigtir (Atindogbe, et al., 2013).

Bu calismanin 2. bolimii Riemann ve yari-Riemann uzaylarla ilgili genel tanim
ve teoremlerden olugsmaktadir. Ayrica kath carpim uzaylar: ve lightlike hiperyiizeyler
anlatiliyor. 3. boliimde simetri tip egrilik kogullar: el alindi. Bu kapsamda Riemann
egrilik tensorii, Ricci tensorii ve ikinci temel tensoriin simetri tip kosullar ile ilgili
giincel bilgiler sunulup yeni sonuglar elde edildi. Son béliimde ise kath uzay ¢arpim-
larindan Robertson-Walker uzay zamaninda lightlike hiperyiizeylerin ayni simetri tip

kosullar1 incelendi.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann ve Yari-Riemann Manifoldlar

Riemann manifoldu her noktadaki tanjant uzayinin diferensiyellenebilir bir ¢ metrigi
ile donatildigi diferensiyellenebilir bir reel manifolddur. Riemann metrigi pozi-
tif tammhdir.  Boylelikle agi, uzunluk, alan (veya hacim), egrilik, fonksiyonlarin
gradyanlar1 ve vektor alanlarinin diverjanslar: gibi gesitli kavramlarin tanitilmasina
olanak tanir. Yari-Riemann manifoldu ise Riemann manifoldunun bir genelleme-
sidir. Yari-Riemann manifoldunun metriginin pozitif tanimli olmasi1 gerekmez. Bunun

yerine daha genel bir kosul olan non-dejenere olma sart1 getirilmistir.

Tanmim 2.1.1 M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M de bir g Riemann
metrigi her v € M noktasinda asagidaki sartlar: saglayan (0,2) tipinde bir ten-
sor alanidur:

1) g, (U, V) =g, (V.U)

2) g,(U,U) >0 iken U =0 dur (Nakahara, 2003).

Burada U,V € T,M ve g, = g, dir. Kisaca g, bir simetrik pozitif tanimh

2-formdur.

Tanim 2.1.2 (0,2) tipinde bir g tensor alan, eger
1) gp (Uv V) = gp (V7 U)
2) Her U € T,M igin g, (U, V) =0 ise V =0 dur,

kosullarin saglyorsa bir yari- Riemann metrik olarak adlandurilur (Nakahara, 2003).

Yani yari-Riemann geometri basitce, Riemann geometrinin bir genellemesidir.
Bu genel durumda, Cauchy-Schwartz esitsizligi gibi, pozitif tanimli metriklerin bazi

ozellikleri artik gecerli degildir.



Not 2.1.3 Yukaridaki (2) non-dejenere kosulu su énemli gercegi ifade ediyor:

X € T,M olmak tizere, VY € T,M i¢in g (X,Y) degeri biliniyorsa X tek olarak be-
lirlenebilir.  Yani, T,M uzaywmn bir baz { X1, ..., X, } olmak dzere, sadece g (X, X;)
degerini hesaplamalyyz: g;; = g (X;, X;),1 <i,j < m alirsak metrigin non-dejenere

olmast [g;;] matrisinin tersinin bulundugu anlamina gelir. Ters matrisin kat-

1<i,j<m

saylarim g ile gosterirsek ve X =Y it N X, yazarsak,
9 (X, X;) = Z)\ig (Xi, Xj) = Z)‘igij
i—1 i=1
buluruz. g% ile ¢arparak N, =Y ;v 9" g (X, X;) elde edilir. Buradan

X = g"g(X,X;) X;

ij=1

bulunur (Anciauz, 2011).

g metrigi simetrik oldugundan g¢;; = g;; dir ve aymi zamanda 1 < 7,j < m i¢in

g9 = ¢’ olur. Ayrica g metrik tensorii

g = Z gzdeZdSL’j

ij=1
seklinde ifade edilir.

Bir X vektorii

e eger g (X, X) >0 yada X =0 ise spacelike

e eger g (X, X) < 0 ise timelike

e eger g(X,X)=0ve X # 0 ise null (ya da lightlike)
vektor olarak isimlendirilir (Anciaux, 2011).

Sylvester teoreminden biliyoruz ki her x € M noktasinda i # j igin
g (ei,e;) =0 ve |g(e;e;)| =1 olacak sekilde T, M uzaymmn bir {e, ..., e, } ortonor-
mal bazi bulunur. Ustelik bu bazin timelike vektorlerinin sayisi p (ve dolayisiyla
spacelike vektorlerin sayist m — p), ne noktanmin kendisine ne de baza baghdir. p
sayisina ¢ metriginin indeksi, (p, m — p) ciftine ise isareti ad1 verilir. Ornegin, eger
isaret (0,m) ise metrik Riemann metrigidir; eger p ve m — p sifirdan farkli veya

eger lightlike vektorler varsa metrik tanimsizdir denir. Minkowski uzayimin isareti
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(I,m —1) dir.  Genel olarak (1,m — 1) isaretli yari-Riemann uzaya bir Lorentz
uzay1 denir (Anciaux, 2011).

M yari-Riemann uzayinda iki vektor alanm1 U ve V' olsun. Her p noktasinda V'
vektor alaninin U, yoniindeki degisim oranini gosteren bir yeni vektor alan1 bulmak

istenirse bunu, R} yar1-Oklidiyen uzayda bulmanin dogal bir yolu var:

Tanim 2.1.4 R de dogal koordinatlar {1, ..., vy, } ve T'M tanjant uzaywman kanonik

baz { o o } olsun. Eger R de iki vektor alam U ve V =", Uia%i ise,

8_1131’ ceey E
VUV = zm: U (Uz) i (2.1)
i=1 O
vektor alanina V' vektor alanwman U wvektér alanina gore kovaryant tirevi denir

(O’neill, 1983).

Bu tanimi yari-Riemann manifoldlara genellemek i¢in agagidaki genel koneksiyon

tanimi yapilir.

Tanim 2.1.5 Bir M diferensiyellenebilir manifoldu tizerinde vektér alanlar, uzayr

(M), feF(M)veUV, W €T (M) olmak tizere, asagudaki kosullary saglayan
V:I'(M)xI'(M)—-T(M), (UV)—VyV
fonksiyonuna M de bir (dogrusal ya da afin) koneksiyon adv verilir:

Vo(V+W) = VyV+ VW
VoW = VoW + VW
VoV = fVyV
Vo (fV) = U[f]V+ [VuV

(Nakahara, 2003).

Burada V; ifadesine kovaryant tiirev operatorii ve ViV ifadesine de V' vektor
alanimin U vektor alanina gore kovaryant tiirevi denir. (VV') (U) = Vy V ile verilen

(1,1) tipinde VV tensor alammi tanimlayalim. f fonksiyonu i¢in Vi f = U] f] ifadesi
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f nin U vektor alanina gore kovaryant tiirevini gosterir. Bir w 1-formun kovaryant
tirevi

(Vow) (V) = Ulw (V)] —w (VyV)

bi¢iminde tanimlanir.
Afin koneksiyon kavrami yerel bir kavramdir. Yani, {1, ..., z,, } koordinat sistemi

secilip tanjant uzayinin bazi { d 0

Forr %} aliirsa

= 0 = 0
X:;x"a_x/ Y:;yja_xj

vektorleri icin kovaryant tiirev
T =3 iyji - Y Vgt Y gt )
— dz; = Ox; = 7835 = azvj

bulunur. Burada V 2 G =3, ” az kovaryant tiirevi diferensiyellenebilir F

fonksiyonlari ile ifade edlhrse
VY = Z szyjr £ X ()| 2
k=1 \i,7=1 axk

seklinde yazilir. Goriildiigii tizere koneksiyon z;, yx ve X (yx) ifadelerine baghdir.

Burada Ffj = dxy, (V o %) fonksiyonlarina koneksiyonun 2. cins Christoffel sem-
z; J

bolleri ad1 verilir (Carmo, 1983).
Tanim 2.1.6 Bir M yari-Riemann manifoldu tzerinde her U, V,W € T' (M) ig¢in

V., W] = VyW —-VyV
U<VW> = <VygVW>4+<V,VygW >

olacak bi¢imde tek bir V koneksiyonu vardir. V ye M nin Levi-Civita koneksiyonu

denir ve asagidaki Kozsul formiili ile karakterize edilir:

2<VyW,U> = V<WU>+W<UV>-U<V,W>
—< V,[WU] >+ <W,[UV]>+<UI[V,IW] >

(O’neill, 1983).
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Burada birinci esitligi saglayan afin koneksiyona simetrik koneksiyon ve ikinci
esitligi saglayan koneksiyona da metrik koneksiyon adi verilir.
Bir (r, s) tipindeki 7" tensor alaninin herhangi bir X vektor alanina gore kovaryant

tiirevi, w, ..., w" kovaryant vektorler ve Y7, .., Y, kontravaryant vektorler olmak tizere

(wl,...,wr,Yl,...,YS;X)
= (VxT) (w',..,w",Y1,...Y;)
= X(T (wl,...,wr,iﬁ,...,Y;))

=3 T (0w Y1, VXYL YY) (2.2)

olarak tanmimlanir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).
Bir Riemann manifoldu iizerindeki V afin koneksiyonu, her U, V, W € T" (M) i¢in

(Vug) (V,W) =0

egitligini saghyorsa, yani V koneksiyonuna gore paralel ise bir metrik koneksiyon

adin1 alir (Duggal, Sahin, 2010). Kozsul formiiliinden yararlanarak

2”‘: 0. 0 o
glk: a = Gjk a gkz axkgw

ve bu esitlikten

1 = 0 0 0
Fl _ { + 2L g — z} kl

formiilii elde edilir. Yari-Oklidiyen uzay R de I‘éj = 0 dir (Carmo, 1983).

Bir (7, s) tipinde 7" tensor alaninin ikinci kovaryant tiirevi

(V°T) (Wh, .. WU, V) = (Vi T) (Wi,...,Wy)
= Vo (W) (Wh,...,Wy))
— (Vo vT) (Wi, ..., W,)
—(VT) (VuWh, ..., Wy)
— (VyT) (WA, ..., VW) (2.3)
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(r,s + 2) tipinde bir tensor alamidir. Bir f fonksiyonunun ikinci kovaryant tiirevi
ise
Vil =VuVvf—Vy,vf
seklinde tanimlanir. Fonksiyonlarin ikinci kovaryant tiirevi U ve V' ye gore simetrik-
tir ama daha genel tensorler i¢in ayni kural gegerli degildir (Peterson, 2006).
(M, g) yari-Riemann manifoldunda diferensiyellenebilir bir f fonksiyonunun grad-

yani

g(grad f, X) = g (Vf, X) = X (f), VX € T(TM)

ile tanimlanan bir vektor alanidir. Aymi gradyan yerel koordinatlar kullanilarak

B af o

seklinde ifade edilebilir.

2.2 Yari-Riemann Altmanifoldlar

Altmanifoldlar egrilerin yiiksek boyutlu benzerleridirler. Altmanifoldlar genel olarak
bir gobmme fonksiyonunun goriintiisii olarak tarif edilirler. Bir A/ manifoldunun bir
alt kiimesi M olmak iizere, eger j : M — M dogal injeksiyonu bir immersiyon ise,
M manifolduna M manifoldunun bir altmanifoldu adi verilir (Brickell and Clark,
1970). M manifoldunun § metriginin M manifolduna kisitlanmasiyla, M mani-
foldunun indirgenmis g metrigi elde edilir. M altmanifoldunun tanjant ve normal
uzaylar1 TM ve TM+* olmak tizere, TM tanjant uzaymmn M altmanifoldu iizerine
indirgenmis altuzay1

TMpy =TM & TM~*

seklinde gosterilir. 7'M, s M, TM L uzaylar tizerinde tanimh koneksiyonlar sirasiy-
la, V,V,V* olmak iizere,

V=VaV"
bi¢iminde tanimlanan koneksiyona, Van der Waerden-Bortolotti koneksiyonu denir.
Bu koneksiyona gore karma tensor alanlarimin kovaryant tiirevleri, karsilik gelen

koneksiyonun eylemleriyle tanimlanir (Postnikov, 2001).
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2.3 Riemann Egrilik Tensorii

En genel anlamiyla egrilik, bir manifoldun diiz bir uzaydan ne kadar farklilik gos-
terdiginin 6l¢iistidiir. Bir yari-Riemann manifoldunun egriligini 6lgmek icin, paralel
tagimanin yola bagimliliktan ne 6lgiide saptigi bulunur. Bu sapmay1 Riemann egrilik

tensorii ile ifade ederiz.

Tanim 2.3.1 Bir M yari-Riemann manifoldu tizerinde Levi-Civita koneksiyonu V

olmak tzere, her X,Y,Z € I' (M) i¢in

R : T(M)xT(M)xT(M)—T (M)
R(X,Y)Z = VixyZ—[Vx,Vy|Z
= V[X7y}Z — VXVYZ + VYVXZ

geklinde tanvmbh (1, 3) tipindeki tensor alanana M nin Riemann egrilik tensori denir

(O’neill, 1983).

Goriilecegi iizere Riemann egrilik tensorii X ve Y ye gore anti-simetriktir. Yerel

koordinatlar cinsinden Riemann egrilik tensorii

a S S
s

0
R
a'rk ij— sk

J ox j
seklinde yazilir.

Riemann egrilik tensoriiniin k-ymc1 kovaryant tiirevini V¥R ile gosterelim. Bu

durumda

(V*R) (X1, Xo; X3, X4, oo, Xppyo) W =
= (Vxpia oxy B) (X1, Xo) W
= Vi {(VF'R) (X1, Xoj ooy Xpoy1) W}
— (V*'R) (X1, Xo; .., Xjpi1) Vi W

k+1

=Y (VF'R) (X1, ... Vi y X oy Xin) W (2.5)

Jj=1
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olur. Bu tamimdan £ > 2 i¢in kovaryant tiirevin agagidaki degisme o6zelligi elde
edilir:
(VkR) (X1, ooy Xiy1, Xig2) — (VkR) (X1, 0y Xiy2, Xpq1) =
= R(Xky2, Xit1) {(Vk_QR) (X1, Xo; ---ka)}

— > (V¥R) (X1, ... R(Xiso, Xis1) X, .., X)

1<j<k

—{(V"?R) (X1, ., Xi) } R (X2, Xip)
Ornegin k = 2 oldugunda bu 6zellik

(V?R) (X1, X2; X3, X4) — (VZR) (X1, Xo; X4, X3) =
= R(Xy4, X3)R(X1,X2) — R(X1,Xs) R(X4, X3)
~R(R (X4, X3) X1, Xs) — R (X1, R (X4, X3) X») (2.6)
olarak bulunur (Gilkey, 2007).

Riemann egrilik tensoriine kargilik gelen R (X,Y") : TM — TM dogrusal endo-
morfizmi, T'M tanjant uzaymin X ve Y vektorleri tarafindan belirlenen bir dogrusal
doniistimiidiir (Kobayashi and Nomizu, 1963 a). Bu endomorfizme egrilik operatorii
veya egrilik doniigiimii adi verilir. R (X,Y) operatorii, herhangi bir 7' tensorii

iizerinde tiirev operatorii rolii iistlenebilir. Soyle ki,
R(X,Y)T = (Vx(VyT)) = (Vy (VxT)) = (VixwT) (2.7)
- Vg{,yT - V%/,XT
seklinde tamimlanir.  Riemann egrilik operatoriiniin tiirev operatorii olarak kul-
lanildigr durumlarda, Riemann egrilik tensorii ile ayni sekilde gosterilmeleri iglevsel
acidan bir karigikhiga yol agmadigindan genel yazimda her ikisi i¢in de ayni1 gosterim

kullanilacaktir.

Ustelik T tensorii yerine bir f fonksiyonunu alirsak,

v%{,yf = V%/,Xf
egitligi fonksiyonlar i¢in dogru oldugundan

R(X,Y)f=Viyf—Vyxf=0
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esitligi elde edilir. Daha genel olarak (0, k) tipinde bir T tensorii igin, 7' (X7, ..., Xi)

bir fonksiyon belirttiginden,
(R ’ T) (le ) Xk7X7 Y) = (R (X7 Y) T) (X17 ) Xk)
= —RR(X,Y)Xy,..., Xy)
—R(X1, R(X,Y) Xo, ..., Xi)
—R(Xy,...,R(X,Y) Xy) (2.8)

ifadesi bulunur.

Onerme 2.3.2 Riemann manifoldunun R egriligi asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1) R egrilik tensori I' (M) x T' (M) de bilineerdir, yani her f,g € F (M) ve
X, Y, Z €T (M) igin

R(fX +gY,Z) = fR(X,Z)+gR(Y.Z),

R(X,fY+gZ) = fR(X,)Y)+gR(X,Z).
2) R(X,Y) : T'(M) — T'(M) egrilik operatorii lineerdir, yani her f € F (M) wve
XY, Z,W eT'(M) igin

RX,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z

(Carmo,1993).

Metrik kullanilarak bu egrilik tensorii (0,4) tipinde bir tensor olarak da ifade
edilebilir:
R(X,Y,Z,W) =g (R(X,Y)Z W)
Riemann egrilik tensoriiniin sahip oldugu baz1 ozellikler agagidaki onermede

verilmigtir:

Onerme 2.3.3 R (X,Y,Z W) Riemann egrilik tensorii su ozelliklere sahiptir:

1) R ilk iki ve son iki degisken i¢in anti-simetriktir:
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2) R ilk iki ve son iki ¢ift arasinda simetriktir:
R(X,Y,ZW)=R(ZW.X,Y)

3) R tensori birinci Bianchi ézdesligi denilen bir dairesel permiitasyon ézelligini
saglar:

R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0

4) VR tensori ikinci Bianchi ozdesligi denilen bir dairesel permiitasyon éozelligini
saglar:

(VZzR) (X, Y)W +(VxR) (Y, Z)W + (VyR) (Z, X)W =0

(Peterson, 2006)

Yardimci teorem 2.3.4 Riemann egrilik tensoriniin cebirsel simetriler: kovaryant

tiirevi i¢in de gecerlidir:

(VxR)(Y,Z)W = —(VxR)(Z,Y)W
g(VxR)(Y,Z)W,U) = —g((VxR)(Y,Z)U,W)
g(VxR)(Y,Z)W,U) = g((VxR)(W,U)Y,Z)

(Kiihnel, 2006)

Riemann egrilik tensorii oldukca karmagiktir. Egriligi belirleyen daha basit bir

fonksiyon olarak kesitsel egriligi goriiriiz.

Yardimci teorem 2.3.5 M manifoldunun p noktasinda non-dejenere bir tanjant

diizlemi 11 olsun. 11 dizleminin bir bazi {X,Y'} olmak izere

= R(X,Y,X,Y)
B g(X,X)g(Y,Y) - [Q(X7Y)]2

degerine I1 dizleminin K (I1) kesitsel egriligi denir (O’neill,1983).

K(X,Y

Bir yar-Riemann manifoldun egriligi sifir (R = 0) ise, bu manifolda diiz ma-
nifold denir. Ornegin yar1-Oklidiyen uzay R} bir diiz uzaydir. Bir yari-Riemann
manifoldun kesitsel egriligi sabit bir say1 ise bu manifolda sabit egrilikli manifold adi

verilir.
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Sonug 2.3.6 Bir M manifoldu c sabit egrilige sahip ise Riemann egrilik tensori
olur (O’neill, 1983).

Tanim 2.3.7 A: TM — TM tensori (1,1) tipinde bir tensor olsun. Bu durumda
{E1, ..., En}, TM tanjant uzayimn bir ortonormal baz olmak tzere, A tensoriniin

kontraksiyonu veya izi

CA=trA=Y g(AE; E)

i=1
ile tansmlanmir. A, (1, s) tipinde bir tensor olsun. i € {1,...,s} vei # j olmak tizere
her sabit X; vektori i¢in A (Xq, ..., Xi—1, —, Xit1, ..., X;) tensord, kontraksiyonu veya
121
CZA (Xla ) Xi—la Xi+17 s XS)
= Zg (A <X17 ey Xifly Eja X’i+17 ) XS) ) E])
j=1

olan (1,1) tipinde bir tensérdir. Bu durumda C;A, (0,s — 1) tipinde bir tenséordir
(Kiihnel, 2006).

Bir tensoriin izi ile kovaryant tiirevi arasindaki degisimlilik 6zelligi agsagida be-

lirtilmigtir:

Yardimci teorem 2.3.8 Her (1,s) tipindeki A tensori igin,
C; (VxA)=Vx (C;A)

olur (Kiihnel, 2006).

Riemann egrilik tensoriiniin izi alinarak tanimlanan (0, 2) tipinde diger bir tensor,

Ric(X,Y) = CyR(X.,Y)
= tr(Z > R(X,2)Y)

= Y eg(R(X,E)Y, E)
1=1
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seklinde tanimlanan Ricci egrilik tensoriidiic. Burada {£;}, T,M tanjant uzaymnin
ortonormal bir baz1 ve ¢; = g (F;, F;) degeridir. Ricci tensorii simetrik bilineer bir

formdur. Aym zamanda (1,1) tipinde bir tenstr olarak da tanimlanabilir:
Ric(X) =) &R(X,E)E;
i=1

(Peterson, 2006).

Ricci tensoriiniin izine skalar egrilik denir:

r (Ric) Z e;R(E;, E;)

2.4 Yari-Riemann Uzay Formlari

Tam, irtibathi ve sabit egrilikli yari-Riemann manifoldlara uzay formlar1 adi verilir.

Basit irtibath uzay formlar1 boyut, indeks ve egriliklerinin egit olmalar1 durumunda

izometriktirler. En 6nemli ve basit uzay formlar1 hiperquadriklerdir.
Yari-Riemann metrigi

m—+1

de +Zd:c

i=p+1

ile donatilmis yar1-Oklidiyen RZ‘H uzayinda, ¢ € R igin
mo={z e R™ :|z]* = c}
seklinde tanimlanmig hiperyiizeylere hiperkuadrikler adi verilir.

Teorem 2.4.1 Q). hiperkuadratigi R™ Y uzayinan total umbilik bir hiperyiizeyidir
ve N (x) = —kax birim normal vektor alanina gore k = |c|~V/? sabit ortalama egrilige
sahiptir. Tersine, eger R;”H uzayran irtibath, total umbilik bir hiperyiizeyi S ise,
S nin ortalama egriligi k sabittir ve bir hiperdiizlemin agik bir altkiimesi (k sifirsa)

veya |c| = 1/k* degerli bir hiperquadriktir (Anciauz, 2011)
Onerme 2.4.2 @y de indirgenmig metrigin R egrilik tensori

R(X,Y)Z:%(g(X,Z)Y—g(Y,Z)X)
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formiilii ile verilir.  Ayrica Q). wzayr 1/c sabit kesitsel egrilige sahiptir (Anciauz,

2011).
Simdi baz1 6zel hiperkuadrik érnekleri verelim:

i. S™ = Qg klasik birim kiiredir; tek kompakt uzay formdur ve indirgenmis metrik

pozitif tanimhidir.

ii. S = @} birim pseudokiire olarak adlandirihr. Sabit egriligi 1 olan tam yar-

Riemann manifoldudur.

iii. H", = Q). birim pseudohiperbolik uzaydir ve -1 sabit egrilige sabit tam yar1-

Riemann manifoldudur.

iv. dS™ = Q7" de Sitter uzay: denir ve indirgenmis metrigi Lorentz metrigidir.
v. AdS™ = @}, _, ; anti de Sitter uzay denir ve indirgenmis metrigi Lorentz metrigi-
dir.

vi. A7M = Q) 151k konisidir ve yari-Riemann manifoldu degildir (Anciaux, 2011;

O’neill, 1983).

2.5 Kath Carpim Uzaylari

B ve F' yari-Riemann manifoldlar ve f fonksiyonu B de diferensiyellenebilir pozitif

bir fonksiyon olsun. M = B x I' kath carpim manifoldu,

g=1"(g98) + (fom)’ " (9r)

metrik tensorii ile donatilmig B x F' carpim manifoldudur. Diger bir ifadeyle eger
X, B x F manifolduna (p, ¢) noktasinda teget ise m ve o doniigiimleri B x F' mani-

foldunun sirasiyla B ve F' uzaylar iizerlerine dogal izdiisiimleri olmak {iizere
9 (X, X) =g (dr (X),dn (X)) + f* (p) gr (do (X) , do (X))

olur. Bu sekilde tanimli g tensorii metrik tensordiir. f = 1 olmasi durumunda

B x; F uzay1 bir yari-Riemann ¢arpim uzay1 olur. Burada B ye M = B x; F
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manifoldunun tabani ve F' ye de fiberi adi verilir. M manifoldunun geometrisi f
kath fonksiyonu ile B ve F' uzaylarinin geometrileri cinsinden tanimlanabilir. Her
(p,q) € M iginp x F =71 (p) ve B x q=o0"1(q) uzaylar1 M manifoldunun yari-
Riemann altmanifoldlaridir ve (p, ¢) noktasinda birbirlerine diktirler. B uzayindaki
vektor alanlarinin M manifoldu iizerinde yer alan liftlerine yatay liftler denir ve
L (B) ile gosterilir. Benzer sekilde F' uzaylarma teget vektor alanlarinin M iize-
rindeki liftlerinin kiimesi de L (F) ile ifade edilir ve dikey liftler adi verilir. M
manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu D olmak iizere B ve F' uzaylar iizerlerindeki

koneksiyonlarla iligkisi agagidaki yardimci teoremle verilir:

Yardimc1 teorem 2.5.1 M = B x; F' manifoldunda, U,V € L(B) ve

X,Y € L(F) olmak tizere asagidaki ifadeler saglanar:

1. DyV € L(B) vektor alant B uzayindaki Dy V' vektor alansnin liftidir.
2. DyX = DxU = (In f)' X.
3. norDxY = h(X,Y) = =9 graq 1.

f

4. tanDxY € L(F) vektor alany F deki VxY wvektor alamwnn liftidir (V, F
uzayrmn Levi-Civita koneksiyonudur) (O’neill, 1983).

M = B x; F kath ¢arpim manifoldunun egrilik tensorii de yine f fonksiyonu ve

B ile F' uzaylariin egrilik tensorleri cinsinden agagidaki yardimci teoremle verilir:

Yardimci teorem 2.5.2 M = B x; ' manifoldunun Riemann egrilik tensori R,
B ve F uzaylarimin Riemann egrilik tensérlerinin M deki liftleri siraswyla RP ve RY
olsun. U, VW € L(B) ve X,Y,Z € L(F) olmak tizere R tensori i¢in asagidaki

ifadeler saglanur:
1. R(U,VYW € L(B), B deki R® (U,V)W wvektér alanwnan liftidir.
2. R(X,U)V = (M) X (HY, f fonksiyonunun Hessiani’dir).

3. R(U,V)X = R(X,Y)U =0.
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4 R(U,X)Y = 225Dy (grad f).

5. R(X,Y)Z = RF(X,Y) 7 - S o (x 7)Y — (v, 7) X)
(O’neill, 1983).

M = B x; F kath carpim manifoldunun Ricci egriligi, B ve F uzaylarinin Ricci

egriliklerinin liftleri olan Ric? ve Ric! cinsinden asagidaki sonucla verilir:

Sonug 2.5.3 M = B x¢ I katlh ¢carpym manifoldunda d = dim F' > 1 olmak tizere,
UV e L(B)veX,Y € L(F) olsun. O halde

1. Ric(U,V) = Ric® (U, V) — $H (U, V)
2. Ric(U,X) =0
5. Ric(X,Y) = Ric" (X,Y) = g (X, V) {4 + (4 - 1) tledgmd D}

ifadeleri saglanyr ve A, B manifoldunda Laplasyen operatoridir (O’neill, 1983).

2.6 Lightlike Hiperyiizeyler

Yari-Riemann uzaylarda 1 ko-boyutlu altmanifoldlara yari-Riemann hiperyiizeyler
adi verilir. Esas uzayin metriginin hiperyiizey {izerine indirgenmis metriginin de-
jenere olmasi durumunda lightlike hiperytizey olusur.

(]\_4 , g) yari-Riemann uzayinda g simetrik tensor alani dejenere olan bir hiperyiizey

(M, g) olsun. Yani, M hiperyiizeyinde 6yle bir £ # 0 vektor alan vardir ki
g(,X)=0, VX el (TM)
sartini saglar.
RadT, M ={£ €T, M:qg,(&,X)=0,VX € T,M}

ile tamimh altuzaya x € M noktasindaki 7. M tanjant uzayinin radikali ya da null

uzay1 adi verilir. Her null vektor kendisine dik oldugundan

RadT,M = T,M NT,M=*
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olur. Bir lightlike hiperytizey icin Radl,M uzay1 bir boyutludur ve
RadT,M = T,M* dir. RadT M dagihmina M hiperyiizeyinin radikal (null) dagilim

denir. Tanjant uzaymin
TM = RadT'M L S(TM)

ayrigiminda S(7T'M) vektor demetine M hiperyiizeyinin bir ekran dagilimi adi verilir.
Bu dagilim dejenere olmadigindan ve M hipeyiizeyinde her zaman boyle bir ekran

dagilimi bulunacagindan su ayrisim yazilabilir:
TM|y = S(TM) L S(TM)*, S(TM)nS(TM)* #{0}.

S(TM)* demeti S(T'M) demetinin dik komplemani olup non-dejeneredir. Lightlike
hiperyiizeylerde tanjant ve normal uzaylar1 ayrik olmadigindan bu hiperytizeylere
ozel olarak ortonormal bazlar yerine quasi-ortonormal bazlar tanimlanmigtir. Light-

like hiperyiizeyin quasi-ortonormal baz agagidaki teoremle verilir:

Teorem 2.6.1 (M, g, S (T'M)), yari-Riemann manifoldu (]\_4 , g) de bir lightlike hi-
perylizey olsun. Bu durumda M hiperyizeyinde ranky 1 olan tek bir tr (T M) vektor
demeti vardir éyle ki U C M koordinat komsulugunda TM~* nin sifirdan farkh

herhangi bir & vektor alany i¢in U da tr (T M) demetinin
gN,§ =1, g(N,N)=g(N,W)=0, VW e I'(S(TM)|v) (2.9)
esitligini saglayan tek bir N vektor alani bulunur (Duggal and Bejancu, 1996).

Burada tr (T'M) , bir lightlike vektoér demetidir ve her u € M igin
tr (TM) |, NT,M = {0} dir. Boylece agsagidaki ayrigim yazilabilir:

TM|y = S(TM) L (RadTM @ tr (TM)) =TM @ tr (TM). (2.10)

Her S(TM) ekran dagihm icin TM|y; de TM tanjant uzaym tiimleyen tek bir
tr(TM) vektor demeti vardir. Bu nedenle tr (T'M) demetine M hiperyiizeyinin

S(T'M) ekran dagilimina gore lightlike transversal vektor demeti denir.
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Yari-Riemann manifoldu (]\_4 , g_]) de, bir (M, g, S(TM)) lightlike hiperyiizeyin
Gauss-Weingarten formiilleri her X, Y € T' (T'M) i¢in
VxY = VxY +h(X,Y), (2.11)
VxN = —AyX + VLN
olur. Burada V koneksiyonu M hiperyiizeyinde torsiyonsuz ve indirgenmig lineer bir

koneksiyondur. h simetrik bilineer formuna M hiperyiizeyinin ikinci temel formu ve

Ap lineer operatoriine M hiperyiizeyinin sekil operatorii adi verilir. Bu egitliklerden
B(X,Y) = §(VxY,§) =g (h(X,Y),£),
T(X) = g(VxN,¢) (2.12)
formlarim tanimlayabiliriz. Diger bir ifadeyle
h(X,)Y) = B(X,)Y)N (2.13)
VKN = 7(X)N (2.14)

yazilabilir. Burada B formuna M hiperyiizeyinin yerel ikinci temel formu ad1 verilir.

M uzaymda V metrik koneksiyon oldugundan
B(X,&§) =0, VXel(TM) (2.15)

olur. M hiperyiizeyindeki V koneksiyonu metrik koneksiyon olmayip her
XY, Z €' (TM) igin

veya diger bir ifadeyle

esitligini saglar.

Tanjant uzaymnin ayrisgimunda I'(S(T'M)) tizerine I'(T'M) uzayinin izdiigiim mor-
fizmi P olsun. S (TM) ekran dagilimi igin yerel Gauss-Weingarten denklemleri
asagidaki sekilde verilir:

VxPY = VYPY +h"(X,PY),
VxU = —A5X + Vi, VX,Y e (TM), Uel (TM").
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Burada V ve V** koneksiyonlar sirasiyla I' (S (T'M)) ve I' (T'M~) tizerinde lineer
koneksiyonlardir. h* bilineer formuna ekran dagiliminin ikinci temel formu ve Aj;
lineer operatoriine de ekran dagiliminin gekil operatorii denir. Bu durumda ekran
dagiliminin yerel ikinci temel formu aggidaki gibi tanimlanir:
C(X,PY) = g(VxPY,N)=g(h"(X,PY),N),
e(X) = g(VRU,N), VX,Y €T (TM).
Burada ¢ (X) = —7 (X) dir. Sonugta yerel Gauss-Weingarten denklemleri her
X,Y eI'(TM) igin
VxPY = VYPY +C(X,PY)¢, (2.18)
Vxl = —A X —7(X)¢ (2.19)
seklinde verilir. Her iki ikinci temel form, sekil operatorleri ile asagidaki denklem-
lerle iligkilendirilir:
B(X,Y) = g(h(X,Y),6) =g (AX,Y), §(ALX,N) =0, (220)
C(X,PY) = gh"(X,PY),N)=g(ANX,PY), g(ANY,N) =0. (2.21)
Ekran dagilimm tizerindeki V* koneksiyonu metrik koneksiyondur. Af sekil opera-

torii, S (T'M)-degerli ve self-adjoint olup lightlike hiperyiizey icin
A =0 (2.22)

esitligi vardir. Yani §, Af igin sifir karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik

vektor alamidir. Boylece
Vel = Vel = -7 (§)¢ (2.23)
esitligi bulunur (Duggal and Bejancu, 1996).

M lightlike hiperyiizeyinin h (X, Y) ikinci temel formunun ve Ay X sekil opera-
toriiniin kovaryant tiirevleri her X,Y, Z € I' (T M) i¢in agagidaki formiillerle veri-
lebilir:

(Vxh)(Y,Z2) = VYh(Y,Z)—h(VxY,Z)—h(Y,VxZ), (2.24)
Vx (AyY) = (VxAn)Y + Ay (VxY)
= (VxA)yY + Ay (VxY) + Agt nY (2.25)
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M, M ve S(TM) uzaylarmn V,V ve V* koneksiyonlarmin egrilik tensorlerini
sirasiyla R, R ve R* ile gosterirsek M ve S (T'M) uzaylarimin Gauss-Codazzi denk-
lemleri her XY, Z, W € I (T M) igin

G(R(X,Y)Z,PW) = g(R(X,Y)Z PW)+B(X,Z)C(Y,PW)
—B(Y,Z)C(X,PW), (2.26)
§(R(X,Y)Z,¢) = (Vx B)(Y.Z)— (Vy B)(X,Z2)
+B(Y, Z)7(X)-B(X,Z)7(Y), (
g(R(X,Y)Z,N) = g(R(X,Y)ZN), (
g(R(X,Y)PZ,PW) = g¢(R*(X,Y)PZ, PW)+C(X,PZ)B(Y,PW)
—C(Y,PZ)B(X,PW), (
g(R(X,Y)PZ N) = (Vx C)(Y,PZ)— (Vy C)(X,PZ)
+C(X,PZ)T(Y)-C(Y,PZ)T(X). (2.30)

olur. Burada B ve C formlarimin kovaryant tiirevleri

(ViB)(Y,Z) = X(B(Y,2)) - B(VxY.Z)— B(Y,Vx2) (2:31)

(VxC)(Y,PZ) = X(C(Y,PZ))-C(VxY,PZ)—C(Y,V4PZ) (2.32)
ifadeleriyle bulunur.

(M, g,S(T'M)), yar-Riemann manifoldu (M, g) de bir lightlike hiperyiizey ol-

sun. M lightlike hiperyiizeyi ve M yari-Riemann manifoldunun egrilik tensorleri

sirastyla R ve R olmak iizere her XY, Z € I' (T M) icin Gauss egrilik denklemi

R(X,)Y)Z = R(X,)Y)Z+ Anx2)Y — Anyip)X
+(Vxh) (Y, Z2) = (Vyh) (X, 2) (2.33)

ile verilir. Esas uzay c sabit egrilikli bir yari-Riemann uzay formu oldugunda ise

Gauss denklemi
RX)Y)Z=c{g(YV,2)X —g(X,2)Y} — Ayx.2)Y + Anvn X (2.34)

ve Codazzi denklemi

(Vxh) (Y, Z) = (Vyh) (X, Z) (2.35)
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olur. Yari-Oklidiyen uzayda bir lightlike hiperyiizeyin Riemann egrilik tensorii
R(X,)Y)Z=B(Y,Z)AyX — B(X,Z) ANY (2.36)

seklinde ifade edilir (Sahin,2007).
(]\_4 , g) yari-Riemann uzayimin Ricci tensorii her XY € I’ (TM ) icin

Ric(X,Y) =trace{Z - R(X,Z)Y} (2.37)

ile tammmhdir. Bu durumda (M, g,S (T'M)) lightlike hiperyiizeyinin indirgenmis
R©? Ricci tensorii her X,Y € T'(TM) igin

RO (X,Y) =" cag (R(X, E) Y, Ea) + 3 (R(X, €)Y, N)
a=1

ile verilir. Buradae, = g (E,, E,) dirve {&; E,}, (M, g, S (T M)) lightlike hiperytize-
yi tizerinde indirgenmis bir quasi-ortonormal ¢at1 olup Rad (T'M') = span {£} ve

S(TM) = span{E,} tammhdir. Genel olarak Ricci tensorii simetrik degildir.
Bu yiizden R(®? tensorii simetrik oldugunda indirgenmis Ricci tensorii olarak ad-
landirilacak ve Ric ile gosterilecektir. Ricci tensoriiniin simetrik olmasi ile ilgili

asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.6.2 (M , g) yari-Riemann manifoldunda bir lightlike hiperyiizey

(M,g,S(TM)) olsun. Bu durumda M lightlike hiperyiizeyine indirgenmis V konek-
styonunun Ricci tensorinin simetrik olmast i¢in gerek ve yeter sart S (T'M) ekran
dagilima ile indirgenmis her T I1-formunun kapalr olmasi, yani dr = 0 olmasidir

(Duggal and Bejancu, 1996).

(m + 2) —boyutlu bir yari-Riemann uzay formu (]\_4 (c), g) de bir lightlike hiper-
yiizey (M, g, S (T'M)) olsun. Bu durumda her X, Y € I' (T'M) i¢in lightlike hiperyii-
zeyin Ricci egriligi

R©:2) (X,)Y) = meg(X,Y)+ Z eaC (Eq, Eo) B (X,Y)

a=1

. f:gac (E.,Y) B (X, E,) (2.38)
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ile tanimhdir (Giineg vd., 2003). Aym zamanda esas uzay Lorentz uzay formu

oldugunda ise lightlike hiperyiizeyin Ricci egriligi i¢in
RO (X|Y) =mecg (X,Y)+ B(X,Y)trAy — B(Y, AxX) (2.39)
ifadesi elde edilir (Jin, 2010).

Tamm 2.6.3 (M, g, S (T'M)), yar--Riemann manifoldu (M,g) de bir lightlike hi-
perylizey olsun. M hiperyiizeyinin her U koordinat komsulugunda bir p diferensiyel-

lenebilir fonksiyonu bulunmak tizere
B(X,Y)=pg(X,Y), VXY €eT'(TM|y) (2.40)
egitligi saglanwyorsa M hiperylizeyine total umbiliktir denar.
Esdeger olarak M nin total umbilik olmas: i¢in gerek ve yeter sart
A (PX)=pPX, VX €T (TM‘U)

esitliginin saglanmasidir. Ayni sekilde ekran dagilimi icin agagidaki tanim yapila-

bilir:

Tamim 2.6.4 (M, g, S (TM)), yari-Riemann manifoldu (M,g) de bir lightlike hi-
perylizey olsun. M hiperyiizeyinin her U koordinat komsulugunda bir A diferensiyel-

lenebilir fonksiyonu bulunmak tzere
C(X,PY)=Xg(X,PY), VXY el (TM|y) (2.41)
esitligi saglamyorsa S (T'M) ekran dagilvmina total umbiliktir denir.

Yine egdeger olarak S (7'M ) ekran dagilimimin total umbilik olmas i¢in gerek ve

yeter sart her U C M komgulugunda A diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in
ANX = \PX

esitliginin saglanmasidir. Boyle bir durumda C, I' (S (T'M) |¢) iizerinde simetriktir
ve boylece S (T'M) integrallenebilirdir. A = 0 olmas1 durumunda ise S (T'M) total

geodeziktir denir.
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Simdi M lightlike hiperytizeyi tizerinde bir global null normal vektor alani tarafin-
dan tanimlanan bir global yap1 ve bu vektor ile belirlenen bir se¢imli dagilim hakkin-
daki baz1 tanimlar ve sonuclar verilecektir. Bunlar daha sonra Ricci simetrik uzaylar

konusunda kullanilacak.

Tamim 2.6.5 (M, g) Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(TM))
olsun. & vektor alanwiman M de yok olmayan bir global null normal (GNN) vektor

alany olmasy gerek ve yeter sartwyla bir (S (T'M),&) ¢iftine M de bir global yapr ada
verilir (Duggal and Gimenez, 2005).

Tanim 2.6.6 (M, g) Lorentz manifoldunda bir GNN & vektér alamina sahip bir
lightlike hiperytizey (M, g, S(TM)) olsun. T'M tanjant uzaywman bir D (T'M) Rie-
mann daglimina, D (T M) nin her W vektér alama igin V& € T (D (TM)) olmas
sartwla, €—secimli ady verilir. Ozel olarak, ejer bir S (T'M) ekran dagilvmi & —se¢imli
ise (S(TM),&) ¢iftine M de bir se¢imli dagilim denir (Duggal and Gimenez, 2005).

Onerme 2.6.7 (M, g) Lorentz manifoldunda bir geodezik GNN & vektér alanina
sahip bir lightlike hiperytzey (M, g, S(T'M)) olsun. O halde, S (T'M) ekran dagilvma-
mn £—secimli olmasy i¢in gerek ve yeter sart karsihk gelen T 1-formunun yok ol-

masidir.  Bu durumda, indirgenmis V koneksiyonunun Ricci tenséri simetriktir

(Duggal and Gimenez, 2005).

Ispat: Her X € I' (T M) icin, (2.12), (2.19), (2.22) esitlikleri ve
X = PX + g (X, N)¢ ayrnigimu kullanihirsa

T(X) = Vx&N) =—-g(VxE N)

QI

(
(Vexigx.ne€, N)
Vpx&,N) = g(X,N)g(Ve, N)

Qi

=3 (
= —g(Vex&N)+7(6) g (X, N)

bulunur. 7 = 0 olmasi durumunda g (Vpx&, N) = 0 ve (2.23) yardimiyla
Vx& €T (S(TM)) olmasi gerektigi goriliir. Yani S (T'M) ekran dagilimi £ —secim-
lidir. Eger Vx¢& € T' (S (TM)) alinirsa yine (2.19) ve (2.23) esitliklerinden 7 (X) = 0
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elde edilir. (Duggal and Bejancu, 1996) kitabinda (Teorem 3.2 sf 99)’e gore dr = 0

olmas1 Ricci tensoriiniin simetrik olmasinmi gerektirir. [J

Tamim 2.6.8 (M, g) Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(TM))
olsun. O halde, her yerel ¢ € T' (Rad (T M) |v) vektor alan ile irtibath tiim esas egri-
liklerin her yerde sifirdan farkl olmasy sartiyla M hiperyiizeyine total non-geodezik

hiperyiizey adi verilir (Duggal and Gimenez, 2005).

Sonug 2.6.9 (M, g) Lorentz manifoldunda bir geodezik GNN ¢ vektér alanina sahip
bir total non-geodezik lightlike hiperyiizey (M, g, S(TM)) olsun. O halde, tek bir
E—segimli ekran dagilima vardwr (Duggal and Gimenez, 2005).

Esasen bir geodezik GNN ¢ vektor alanina sahip her sabit egrilikli M Lorentz
manifoldunda her total non-geodezik lightlike hiperyiizey, Ax§¢ = 0 olacak bigimde
tek bir £ —segimli yapiya sahiptir (Duggal and Gimenez, 2005).

Tanim 2.6.10 Bir yari-Riemann manifoldunun (M, g, S (T'M)) lightlike hiperyiizeys,
M nin bir U komsulugunda sifirdan farkly diferensiyellenebilir bir fonksiyon ¢ olmak

iizere, sekil operatirleri Ay ve Aj
Ay = pA; (2.42)
esitligi ile bagintily ise ekran yerel konformaldir denir (Atindogbe and Duggal, 2004 ).

Yukaridaki tanimda ¢ fonksiyonu sifirdan farkli sabit bir fonksiyon alinirsa M
lightlike hiperyiizeyine ekran homotetik hiperyiizey adi verilir.

Lightlike hiperyiizeyin S (T'M) ekran dagiliminin ortonormal bazi
{Es:1<a<m} ve Af (E,) = koF, olsun. Bu durumda lightlike hiperyiizeyin
lightlike ortalama egriligi H, : M — R asagidaki sekilde tanimlanir:

m

He ==Y B(Ey,E)=—)Y g(Af(E,),E.) = —trA;. (2.43)

a=1
Lightlike ortalama egrilik H, ekran dagilimi ve ortonormal baza bagh degildir ve

He=—3"" k, dir (Duggal and Giménez, 2005).
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Tanim 2.6.11 Bir T' operatori, m > 1 i¢in T™ = 0 veya tiim karakteristik deger-
lerinin sifir olmasy durumunda nilpotent operatordiir. T # 0 operatoriine, eger
r>2d¢in T" =0 ama T # 0 ise r-yinci mertebeden nilpotenttir denir (Vazquez,

et al., 2009).

Teorem 2.6.12 n. mertebeden bir matris A olsun. A matrisinin nilpotent olmast

icin gerek ve yeter sart her p =1, ....,n i¢in tr (A?) = 0 olmasidur (Prasolov, 1994).

Teorem 2.6.13 M wuzay zamamnda her U C M de, her & € Rad(TM) igin
Ric(&,€) > 0 kosulunu saglayan bir lightlike hiperyizey M olsun. Bu durumda,
M hiperyiizeyinin total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ € Rad (TM |U)
icin He = 0, yani M nin minimal olmasidur (Kiipeli, 1987).

Eger A sekil operatorii 2-nilpotent ise Teorem 2.6.12 den trA; = 0 olur. Yani,
(2.43) esitliginden H lightlike ortalama egrilik sifir bulunur. Dolayisiyla Af sekil

operatorii nilpotent olan bir lightlike hiperyiizey minimaldir.
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BOLUM 3

SEMI-RIEMANN UZAY FORMLARDA
LIGHTLIKE HIPERYUZEYLERIN SIMETRI
TiP EGRILIK KOSULLARI

3.1 Yerel Simetrik Lightlike Hiperyiizeyler

Bir diferensiyellenebilir M manifoldunun bir afin koneksiyonu V olsun. M mani-
foldunun bir noktas1 p ve 1), M uzayinda 0 orijin noktasina gére simetrik, 0 merkezli
bir normal komguluk Ny olsun. N, = Exp,Nj ile gosterilsin. Her ¢ € N, igin,
v(0) = p, v(1) = ¢ olacak bigimde p ve g noktalarmmdan gecen N, iginde bir
t — 7 (t) geodezigini diigiinelim. ¢ = y(—1) olsun. Bu durumda N, de 6rten
¢ — ¢ doniistimiine p ye gore bir geodezik simetri ad1 verilir ve s, ile gosterilir.
p noktasindaki {z1, ..., z,, } normal koordinatlar cinsinden, s, déniistimiiniin ifadesi
(Z1, s Tm) — (=21, ..., —2,,) seklindedir. Ozellikle s, doniigimii N, nin érten bir

difeomorfizmidir ve I birim déniisiim olmak tizere (ds,), = —1 olur.

Tanim 3.1.1 Bir M Riemann manifoldunda p € M olsun. Eger her p noktasinda
geodezik simetrinin bir izometri oldugu bir normal komsuluk varsa, M manifolduna

yerel simetriktir denir (Helgason, 1962).

Teorem 3.1.2 Bir Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensori R wve Levi-
Civita koneksiyonu NV olmak tizere, M manifoldunun yerel simetrik olmasi i¢in gerek
ve yeter sart

VR=0
esitligini saglamasidir (Cartan, 1951).

Ayni tanim ve teorem yari-Riemann uzaylar ve altmanifoldlar: i¢in de gegerlidir
(Kath, 2010). Bir yerel simetrik yari-Riemann manifoldunda lightlike hiperyiizey-

lerin yerel simetrileri i¢in agagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 3.1.3 M bir yerel simetrik yari-Riemann manifoldu ve Ayxé bir null vektor
alana olmayacak sekilde M manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi M olsun. Bu
durumda M lightlike hiperyiizeyinin yerel simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

total geodezik olmasidir (Giines vd., 2003).

Her uzay formu sabit egrilikli oldugundan VR = 0 esitligini saglar. Yani yerel
simetrik uzaydir. Dolayisiyla uzay formlarinda total geodezik olan her lightlike
hiperyiizey yerel simetrik olacaktir. D.H.Jin (2009) ¢aligmasinda lightlike hiperyiize-
yin kendisinin total umbilik olmasi yerine ekran dagiliminin total umbilik olmasi

durumunu diisiinerek agagidaki sonuclara ulagmigtir:

Teorem 3.1.4 (M (c), ) yar-Riemann uzay formunda m > 2 igin, S (T M) ekran
dagilvma total umbilik olacak sekilde (m + 1)—boyutlu bir lightlike hiperyiizey
(M,g,S (TM)) olsun. Bu durumda C =0 veya B = 0 olur. Ustelik,

i. C =0 ise S(TM) ekran dagilimu total geodezik ve ¢ =0 olur.

ii. B =0 ise M lightlike hiperyiizeyi M (c) uzaynda total geodezik daldirilmistir ve

M hiperyiizeyine indirgenmis V koneksiyonu metrik koneksiyondur.

Teorem 3.1.5 (]\_4 (c) ,g) yari-Riemann uzay formunda m > 2 i¢in, S (T'M) ekran
dagilvma total umbilik olacak sekilde (m + 1)—boyutlu bir lightlike hiperyiizey
(M,g,S(TM)) olsun. Bu durumda M lightlike hiperyiizeyi indirgenmis bir simetrik
Ricci tensore sahiptir. Ustelik, M lightlike hiperyiizeyi ve S (TM) ekran dagilimanan
M* lifi, ¢ sabit egrilikli uzaylardir (Jin, 2009).

Bu teoremden faydalanarak, sabit egrilikli uzaylar ayni zamanda yerel simetrik
olduklarindan, lightlike hiperyiizeyin ekran dagiliminin total umbilik olmasi duru-

munda su sonuca ulagilir:

Sonug 3.1.6 (]\7[ (c), g) yari-Riemann uzay formunda m > 2 i¢in, S (T M) ekran
dagilima total umbilik olacak sekilde (m + 1)—boyutlu bir lightlike hiperyiizey
(M,g,S(TM)) olsun. Bu durumda M lightlike hiperyiizeyi yerel simetriktir.
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Onerme 3.1.7 Minkowski uzaye RT™ de ik konisi AJ" ™ olsun.  Bu durumda
At dizerinde 6z total umbilik olan bir ekran dagilma bulunur (Duggal and Bejancu,

1996).

Yukarida verilen sonucun bir uygulamasi olarak, yine ayni eserde gegen ispat-
tan yararlanarak Minkowski uzayinda tanimli 1gik konisinin yerel simetrik oldugu

asagidaki sekilde gosterilebilir:

Ornek 3.1.8 (R{"*?,3) uzays,
m—+1
g(w,y) ==+ > ay
a=1
yari- Oklidiyen metrigi ile donatilmas bir Minkowski uzays olsun. R wzayinda,

m+1 c o m+1 ;.- _ m+1l A 0 ..
Ao stk konisi , her x € NG igin v = Y "0 x 575 # 0 olmak dizere

m—+1

— (29" + > (@) =0

denklemi ile tansmlansr. Bu lightlike hiperyiizeyin radikal dagiliminin baz

m—i—lA8
=2 g

1 o m+1 o
N — .0 a
2(x0)2{ ! 3x0+zx 8x“}
tarafindan gerilir.  Bu durumda karsilik gelen ekran dagilima S (TA6”+1) olmak

izere, her X € S (TAy™) vektori

m—+1 a
X = 2 X T

biciminde gosterilir. Her XY € T (S (TAg”l)) icin (2.11), (2.18) egitlikleri ve

(2.1) kovaryant tirev tanimindan
C(X,)Y) = g(VxY,N)=g(VxY,N)=—5(Y,VxN)

S — (Y, ﬁ){) = —ﬁg (X,Y)

elde edilir.  Buna gore S (TATO”H) ekran dagilima total geodezik olmayan umbilik

uzay olup, AJ"™ wsik konisinin Sonug 3.1.3ten yerel simetrik oldugu gériiliir.
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(Duggal ve Jin, 2007) eserinde érnek olarak gecen, yari-Oklidiyen uzayda tanimh
agagidaki lightlike hiperyiizeyin sifir sabit egrilikli ve dolayisiyla yerel simetriktir:

Ornek 3.1.9 (R4, 7),
g(z,y) = =2’ — o'y + 2%y + 2%y’

yari-Oklidiyen metrigi ile donatilmus, ((90 =2 0= ) kanonik baza sahip

Crak — 9a?

A—boyutlu yari-Oklidiyen bir uzay olsun. Bu uzayda bir M hiperyiizeyi

IL‘OZZL‘1+\/§\/J’J%+I§

denklems ile tanamlansin. Kolaylk agisindan f = \/x% + 22 alalvm. Bu hiperyiizeyin

normal uzayim geren vektori, (2.4) gradyan tanwma yardimayla
£ = f (0o — 1) + V2 (2205 + x303)

olarak bulunur. Bu vektorin lightlike olmasindan dolayr M hiperyiizey: bir lightlike

hiperyiizeydir. Lightlike transversal vektor demeti de

1

- 1P {f (=00 + O) + V2 (w200 + 33303)}

olarak bulunur. Bu durumda, karsilik gelen bir ekran dagilimi ise
{Wl = 00 + 81, Wg = —xgag + x283}

olur.  Dogrudan hesaplamalarla, ilgili vektérlerin yari-Oklidiyen uzaym YV Levi-

Civita koneksiyonuna gore kovaryant tirevleri su sekildedir:

VW, = Vi, X =0, X e T (TM) (3.1)
?szz = —230y — 1305

Vel = V2

ngf - vSWQ - \/§W2

— 1 1 ) T3

VeN = & — O — —20y — —295 = —\/2N

‘ 2v2f ' 2v2f  2f27 2P
To 1

Viw,N = 0, Vy,N =

XT3 .
_2\/§f282 — 2\/§an3 = 2\/§f2W2.
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Gauss formiili yardvmayla yine ilgili vektorlerin lightlike hiperylizeyin indirgenmis V
koneksiyonuna gore kovaryant tirevler:

VW, = VWIX:O, XGF(TM)

1
Vel = V2, vwngz—ﬁg

VWy = Vi€ = V2,
olarak elde edilir. Dolayisiyla hiperyiizeyin ikinci temel formlar
B (Wi, Wy) = B (Wy, W) =0, B(Wy, Wa) = —V/2f? (3.2)

olur. Daha sonra Weingarten formilinden hiperylizeyin sekil operatéri Ay igin
1
2v/2 12

ve lightlike transversal vektor uzayinan indirgenmis V' koneksiyonuna gore kovaryant

Ané=0=AyW,, AyW, = Wiy (3.3)

tirevler:

ViN = —V2N, Vi, N =0, V};,N = Wo

1
Var
seklinde bulunur.  Yari-Oklidiyen uzayda lightlike hiperyiizeyin Riemann egrilik
tensori (2.36) esitliginde, (3.2) ve (3.3) esitlikleri yardvmyla, hiperyiizeyin quasi-
ortonormal baz {&, W1, Ws} olmak dizere her X,Y,Z € T' (T M) ig¢in

RW\Y)Z = R(X,)Y)W; =0
R(&Y)Z = R(X,)Y){=0
R (Wl, Wg) W1 == R (Wl, Wg) W2 - O
olarak hesaplanir. Dolayisiyla R = 0 olur, yani lightlike hiperyiizey dizdir. Her

diiz uzay yerel simetrik oldugundan, bu hiperyiizey yerel simetrik olur.

3.2 1Ikinci Dereceden Simetrik
Lightlike Hiperyiizeyler

Bir onceki boliimde taniminmi yaptigimiz yerel simetrik uzaylarin bir genellemesi
olarak kargimiza, R egrilik tensoriiniin ikinci mertebeden kovaryant tiirevi sifir olan

uzaylar ¢ikar. Yani:
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Tanmim 3.2.1 Egrilik tensorii R olan bir yari-Riemann manifoldu her

X, YW,V eT' (TM) igin
(VPR) (X,Y,W,V) = (ViwR) (X,Y)=0

esitligini saglyorsa ikinci dereceden simetrik (2-simetrik) olarak adlandvrilir

(Senovilla, 2008).

Bu kosula ek olarak eger VR # 0 ise uzay 6z 2-simetriktir. Riemann uzay-
larinda bu genellemenin incelenmemesinin sebebi meghur bir teoremdir (Omachi,
1986; Tanno, 1972):

VFR=0 (k>2) < VR=0.

Ispati ise uzaylarin dik de Rham (de Rham, 1952) ayrigimima dayaniyor. Bu teoreme
gore Riemann uzaylarinda k-simetriklik ile yerel simetriklik ayni seydir. Ancak yari-
Riemann uzaylarda de Rham ayrigimi aym sekilde gegerli olmadigindan (Wu, 1964),
artik k-simetriklik ile yerel simetriklik kavramlar1 egdeger degildirler. Dolayisiyla
yari-Riemann uzaylarda yerel simetrik hiperyiizeylerin bir genellemesi olarak 2-
simetrik hiperytiizeyler incelenebilir. Yari-Riemann uzay formlarda 2-simetrik bir

lightlike hiperytizey i¢in asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.2 (m + 2)—boyutlu (M(c), g) yari-Riemann uzay formunda
(M, g, S(TM)) bir lightlike hiperyiizey olsun. M lightlike hiperyiizeyi 2-simetrik ise

ekran dagilvminan sekil operatori 2-nilpotent ya da C (&, AnE) = —c olur.

Ispat: Simdi (m + 2)-boyutlu bir yar-Riemann uzay formu (1 (c),g) de
(M, g, S(TM)) lightlike hiperyiizeyinin 2-simetriklik kogullarini incelemek i¢in, Rie-
mann egrilik tensorii R nin énce birinci dereceden kovaryant tiirevini, (2.2) kuralin-

dan her X, Y, Z W,V € I'(TM) igin

(VwR)(X,Y)Z = VwR(X,Y)Z - R(VwX,Y)Z
—R(X,VwY)Z - R(X,Y)VyZ (3.4)
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ve ardindan yine aym kural ve (2.5) esitliginden ikinci dereceden kovaryant tiirevi

(ViwR) (X.Y)Z = Yy ((VwR)(X.Y)Z) ~ (Vo,wR) (X.Y) Z
— (VwR) (VvX,Y)Z — (VwR) (X,VyY) Z
—(VwR) (X,Y)VyZ (3.5)

seklinde bulunur.

(2.34) Gauss egrilik denklemi, g metriginin kovaryant tiirevi (2.16), hiperyiizeyin
ikinci temel formunun tiirevi (2.24) ve sekil operatoriiniin tiirevi (2.25) esitliklerinden
faydalanarak, lightlike hiperyiizeyin R egrilik tensoriiniin V koneksiyonuna goére

kovaryant tiirevi, (3.4) esitliginden

(VwR)(X,Y)Z = Ag(h(WY), 2) X +5(h(W,2),Y) X
—g(h(W,X), 2)Y —g(h(W,2),X)Y}

olarak bulunur.
Tekrar (3.4) esitligini kullanarak, (3.6) esitliginin V' vektor alanina gore ko-

varyant tiirevi

Vv (VwR) (X,Y)Z) = c{g(Vyh(WY),Z) X +g(h(W.Y),VvZ) X
+5(h(W,Y),2)VvX + 5 (Vyh(W,Z),Y) X
+g(h(W,2),VyY) X +g(h(W,Z),Y)VyX

—g (Veh (W, X),2)Y —g(h (W, X),VvZ)Y
—g(h(W,X),2)VyY —g(Vyh(W,Z2),X)Y
~g(h(W.2), Vv X)Y —g(h(W.Z),X)VyvY}

+Vy [ (VwAuirizy X | + Vv [Awimrz) X]
VV[VWA }—vv AvemxoY].  (37)
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olur. Simdi, ilk olarak M lightlike hiperyiizeyinin A ikinci temel formunun, (2.24)

kovaryant tiirev esitliginin V' vektor alanina gore ikinci dereceden kovaryant tiirevi

Vi (Vwh) (Y, 2)) = (Viwh) (Y. Z) + (Vwh) (VvY, Z)
+(Vwh) (Y, VvZ) + (Vo,wh) (Y, Z) (3.8)
olarak elde edilir. Sonra M lightlike hiperyiizeyinin sekil operatorii Ay nin, h (Y, Z)

ikinci temel formuna gore ifadesi Apy,z)X olup, sekil operatoriintin (Vy, A) hv,z) X

kovaryant tiirevinin V' vektor alanina gore tekrar kovaryant tiirevi alindiginda

VV ((VWA)h(Y,Z) X) = (V%/,WA) hY,Z) X + (VVVWA)h(Y,Z) X
+ (VWA>h(Y,Z) Vv X + (VwA)wyny,z)X
+(Vw vy, X + (Vi A)nyvy 20X (3.9)

bulunur. X ve Y vektorlerinin yerleri degistirilerek, aym islem (Vy, A) nxz) Y

kovaryant tiirevi i¢in yapilirsa,

Vv ((VWA)h(X,Z) Y) = (V%/,WA)h(X,Z) Y+ (VVVWA)h(XyZ) Y
+ (VWA)h(X,Z) VWY + (VwA)wynx,2)Y

+(VWA)h(VVX,Z)Y + (vWA)h(X,VVZ)Y (3.10)

elde edilir. A(y,,n)(v,2)X sekil operatoriiniin V' vektor alanina gore kovaryant tiirevi,

(2.25) esitliginden
Vv (A(th)(Y,Z)X) = (VVA)(th)(Y,Z) X+ A(th)(Y,Z) (VvX) + AV%/((VWh)(Y,Z))X
seklinde bulunur. Bu son egitlikte (3.8) ifadesi yerlestirilirse

Vv (AvwnenX) = (VvA) gwmmzn X + Avwnrz) (Vv X)
Az X T ATwn @y X

FAGwn v X + Agg wn)vnX (3.11)
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elde edilir. Benzer bigcimde Ay, 1) (x,2)Y sekil operatoriiniin V' vektor alanina gore

kovaryant tiirevi de

Vv (Avwnx2Y) = (VWA wumx.s Y +Avwnxz (VvY)
Az, n)xnY T ATwnEex Y

A wn vy Y + Agg wnyxnY (3.12)

seklinde bulunur. Boylece (3.5) esitliginde (3.6), (3.7), (3.9), (3.10), (3.11) ve (3.12)
ifadelerinin yerlerine yazilmasi ve gerekli sadelestirmelerin yapilmasiyla, lightlike

hiperyiizeyin R egrilik tensoriiniin ikinci dereceden kovaryant tiirevi

(ViwR) (X, Y)Z = c{g((Vvh) W.Y),Z2) X +g((Vvh) (W.Z),Y) X
—g((Vvh) (W, X),2)Y =g ((Vvh) (W, Z), X) Y}
(V WA)h(YZ)X + (VwA) wynrz X

=

Vi A) s Y = (VwA)wymxs Y

+

_|_

(VvA) (Vwh)(Y,2) X"”A(v2 )(Y,Z)X
(VVA) (Vwh)(X.2) Y — A(VQ )(X,Z)Y (3.13)

olarak bulunur.
Eger M lightlike hiperyiizeyi 2-simetrik ise, £ € I' (RadT M) olmak iizere (3.13)
esitliginde Y = Z = ¢ alirsak,

0 = g((Vvh)(W,£),8) X +g((Vvh)(W,§),§) X
=g ((Vvh) (W, X),£) & =g ((Vvh) (W,§), X) &}

(Vv WA)h(gg) + (V) @y X

— (Vi A) yxe € — V) wymxe §

(Vv ) wwmeo X T Az, 60X

~ (VWA @ €~ Avz ) xob (3.14)

_|_

+

olur.

(3.14) esitliginde yerlerine yazilmak iizere, (2.15), (2.20) esitliklerinden ve (2.24)
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esitliginden faydalanarak

h(€,€) = 0, h(X,§) =0 (3.15)
(Vwh) (&€) = Vigh(&€) —h(Vw, &) = h (&, Vwé)
=0 (3.16)

bulunur. Boylece (3.14) esitligi

0 = cfg((Vvh)(W,§),§) X +5((Vvh) (W,§),) X
=g ((Vvh) (W, X),8) & —g((Vvh) (W, &), X)E}
~(VwA)wymee €+ A n)eoX
~(VvA)wymxe €~ A(V%,Wh)m&)f (3.17)

seklinde olur. Tekrar (2.24) ve (3.15) esitliklerinden

(Vwh) (X,§) = Vih(X, &) —h(VwX, &) = h(X, V)
= —h(X,Vwé) (3.18)

sonucu bulunur. (3.8) esitliginde, (3.16) ve (3.18) kullanilarak

(Viwh) (£,€) = Vi(Vwh)(£€) — (Ve,wh) (€,€)
— (Vwh) (VvE &) — (Vwh) (£, VvE)
= 2h(Vw¢, VyE) (3.19)

ve

(Viwh) (X,6) = Vi (Vwh) (X,8) = (Veywh) (X,€)
— (Vwh) (Vv X, &) = (Viwh) (X, Vy€)
= —(Vvh) (X, Vwé) — h(X,Vy (Vwi))
+h (X, Vy,wé) — (Vwh) (X, Vi)
= —(Vvh) (X, V&) = h (X, Viw)
— (Vwh) (X, V) (3.20)
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ifadeleri elde edilir.  (3.18), (3.19) ve (3.20) esitliklerini (3.17) esitliginde yerine

yazilirsa

= {29 (h(W,Vv§), X —g(Vvh) (W, X),£)¢
+g(h(W,Vv&),X) &+ (VWA)h(X,Vvé) £+ 2Anwpe vy X

+ (VVA)h(wag) £+ A(Vvh)(X,ng)f + Ah(X,V%AWf)f (3.21)

A wn (X, vy

bulunur. Yukaridaki esitlikte W = £ alinirsa, (2.23) esitligi yardimiyla

0 = —cg ((Vvh) (f,X) 75)5“’ (VE ) h(X,Vy§) €+ A Vvh)(X v§§>£
+A(V§h)(X,VV£)€ + Ah(X,V‘Q/’gg)g (3.22)
olur. (2.19), (2.20) ve (3.18) esitliklerinden
(Vvh) (§,X) = —h(VvE X)=h(AV.X)
= B(AV,X)N =g (4A;V,X) N (3.23)
ve bu egitlikle birlikte (2.23) kullanildiginda
(Vyh) (X, Vel) = =7 (€) g (Af AV, X) N (3.24)

bulunur. Tekrar (2.19), (2.20) ve (3.18) esitlikleri ve (2.35) Codazzi denkleminden

(Veh) (X, Vv€) = (Vxh) (& VvE) =
= —h (A X, AV) = —g

—h (Vx&, Vy§)

(Af ALV, ALX) N (3.25)

elde edilir. Son olarak ikinci kovaryant tiirev formiilii (2.3) ve (2.20), (2.19), (2.23),

(2.3), (3.15) esitliklerden

h(X,Vie€) = h(X,Vy (st)—vvvsf)
= h{X,Vv(=7(§¢) - V_Agv—r(£)£f>
= h(X, V)+h(X,VAEV§)

— 1 (O)h (X ALV) +h (X, A7 (A3V) =7 (4V) €)

(
= 7()g (X A{ALV) N — g (A{X, ALALV) N (3.26)
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bulunur. (3.23), (3.24), (3.25), (3.26) esitlikleri (3.22) de yerine yazilirsa
0 = —cg (ALALV, X) € — g (AFALV, X) (VeA) i &
—7 (&) g (AFAFV, X) ANE — g (AfALV, AEX) Ané
+7(£) g (X, AfALV) AnE — g (AE X, AFALV ) AnE

olur. Bu egitligin her iki tarafi N € T' (tr (T'M)) vektor alam ile i¢ ¢arpihirsa (2.21)
deki son esitlikten

0= —cg (ATALV, X) — g (AZA7V, X) g (VeA) 4 €, N) (3.27)

elde edilir. Bu arada g (Ay&, N) = 0 esitliginin & vektoriine gore kovaryant tiirevi

almirsa
0= Veg (AN N) =G (Ve (An€), N) + 3 (A€, VeN)
bulunur. (2.11) ve (3.15) yardimiyla
0=7 (Ve (AnE), N) +7 (AnE, —AnE + VN)
ve (2.12) ile (2.21) deki son esitlikten
0 = G((VeA)y & N) +7 (Avin€ V) + 7 (Ax (Ve€) , N)
—g (ANE, ANE) + g (ANE, VEN)
=g ((VéA)N§7 N) — g (ANE, ANE)

olur. Boylece (2.21) esitliginden
7 ((VeA)y &, N) = C (€ AnE)
elde edilir. Bu ifade (3.27) denkleminde yerine yazilirsa
0= —cg (AFALV, X) — g (AFALV, X) C (€, An¢) (3.28)
bulunur. Son olarak
0=g(4;AV,X) (c+ C (& AnE)) (3.29)

bulunur ki ya AfAf =0 ya da C (£, Ay§) = —c olmasini gerektirir. [J

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki 6zel durum incelenebilir:
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Sonug 3.2.3 Ry yari-Oklidiyen wzayinda, AnE sifirdan fakl bir vektor alana olmak
tizere, bir lightlike hiperyiizey (M, g, S (T'M)) olsun. Eger M lightlike hiperyiizeyi 2-
simetrik ise M hiperyiizeyinin S (T M) ekran dagilvminin sekil operatéori 2-nilpotent-

tir.

Ispat: Yari-Oklidiyen uzay icin kesitsel egrilik sifirdir (¢ = 0). (2.21) esitligin-
den C (&, AnE) = g (ANE, AnE) elde edilir.  An¢ sifirdan farkh vektor alani oldugun-
dan, C (¢, An§) # 0 bulunur.  AFV € S (T'M) olmasi sebebiyle, (3.29) esitliginden
A¢A; =0 olur. Yani ekran dagihminin gekil operatorii A7 2-nilpotenttir. [

Ekran dagilimimin total umbilik olmasi durumunda ise agagidaki sonuca varilir:

Sonug 3.2.4 Bir yari- Riemann uzay formunda, ekran dagilima total umbilik olan bir
lightlike hiperyiizey (M, g, S(T'M)) olsun. Eger M lightlike hiperyiizeyi 2-simetrik
ise ya esas uzay yari-Oklidiyendir ya da hiperytizeyin S (TM) ekran dagiliminin Af

sekil operatori 2-nilpotenttir.

Ispat: Ekran dagilim total umbilik oldugundan (2.41) esitliginden

bulunur ve (3.29) de yerine yazilirsa ya ¢ = 0 (esas uzay yari-Oklidiyendir) ya da
A € S(TM) oldugundan AfAf = 0 bulunur (Af sekil operatorii 2-nilpotenttir). [J

Sonug 3.2.5 Bir yari-Riemann uzay formunda, ekran yerel konformal bir lightlike
hiperyiizey (M, g, S(TM)) olsun. Eger M lightlike hiperyiizeyi 2-simetrik ise ya
esas uzay yari-Oklidiyendir ya da hiperyizeyin S (T'M) ekran dagilimanin Af sekil

operatori 2-nilpotenttir.

Ispat: M lightlike hiperyiizeyi ekran yerel konformal olmasi durumunda, (2.22)
ve (2.42) esitliklerinden

C (& AnE) = ¢C (§, A) = 0

bulunur. Yine (3.29) de yerine yazilirsa ¢ = 0 veya A{Af = 0 sonuglar1 bulunur. [J
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Teorem 3.2.6 Bir yari-Riemann uzay formunda, Axé sifirdan fakl bir vektor alana
ve C' (&, AnE) # —c olmak tizere, Ay sekil operatori paralel olan ekran homotetik
bir lightlike hiperyiizey (M, g, S(TM)) olsun. M lightlike hiperyiizeyinin 2-simetrik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ekran dagiliminin sekil operatoriinin 2-nilpotent ol-

masidar.

Ispat: Teorem 3.2.2°den M lightlike hiperyiizeyinin 2-simetrik olmasi duru-
munda, belirlenen sartlarda ekran dagihminin A¢ sekil operatoriiniin 2-nilpotent ol-
masl gerektigi agiktir. M hiperyiizeyinin A¢ sekil operatorii 2-nilpotent olsun. Her
X, Y, W € T'(T'M) igin (2.20) esitliginde her iki tarafin W vektoriine gore kovaryant
tirevi alinirsa

Wlg (h(X,Y), )] =W [g (A X,Y)]

ve (2.24), (2.25), (2.42) esitlikleri kullamlirsa

Wig(h(X,Y),8)] = Wp lg(AyX,Y)]
gU(Vwh) (X,Y),8) = Wl g(AnX,Y) + ¢ ' [(Vwg) (AxX,Y)
+9 (Vw (AnX),Y) + g (An X, Vi Y)]

(
+7(h(VwX,Y), &) +7(h(X,VwY),§)
+7 (h(X)Y),Vwe)

bulunur. M lightlike hiperyiizeyi ekran homotetik oldugundan W [p~!] = 0 olur.
(2.11), (2.16), (2.19), (2.20), (2.42) yardimiyla

g(Vwh) (X,Y),8) = ¢ g (h(W, AnX),Y) +g(h(WY), AxX)
+9 (VA y X, Y)+ g (Av, N X,Y)
+9(Ay (VwX),Y) + g (ANX, Vi Y)]
+o g (An (Vi X), Y) + g (AnX, VY]
+g (h(X,Y), =AW — 7 (W)§)
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elde edilir. (2.9) ile Z € I'(S(T'M)) i¢in g (h (X,Y),Z) =0, AfX € T'(S(T'M))
ve ANX € I' (S (T'M)) oldugundan, yukaridaki esitlik
J(Vwh) (X,Y). &) = ¢ [g(h(W,AnX),Y) +g(VwA)y X,Y)

9 (A X, V)] =7 (W) g (A (X,Y),€)
bigiminde bulunur. (2.13), (2.14), (2.20) ve (2.42) esitliklerinden

§(Vwh) (X.Y),8) = ¢ g (WA AL X) g(NY) + g (VwA) y X,Y)
+T (W) g (AnX,Y)] =7 (W) g (AnX,Y)
= g(WAAX)g(NY)+ ¢ g (Vwd)y X,Y)

elde edilir. A sekil operatorii 2-nilpotent ve paralel oldugundan

g(Vwh) (X,Y),§) =0

olur. Vh tensorii tr (T'M) uzaymda tanimh oldugundan bulunan esitlik VA = 0
olmasini gerektirir. M lightlike hiperyiizeyinin sekil operatoriiniin paralel oldugu
(VAx = 0) hipotezden bilindigine gore, ekran dagiliminin A sekil operatoriiniin ve
M hiperyiizeyin h ikinci temel formunun ikinci mertebeden kovaryant tiirevleri de

(2.3), (2.24) ve (2.25) egitliklerinden sifir olarak bulunur:

(ViwA)y X = Vv (Vwd)yX)— (Ve,wd)y X
—(VwA)giy X = (Vwd)y (VvX)
= 0,

(Viarh) (V.2) = Vi ((Vwh) (Y, 2) — (Vi) (VyY. 2)
—(Vwh) (Y, VvZ)— (Vy,wh) (Y, Z)

= 0.

Son olarak yukaridaki iki sonug, VA = 0 ve VAy = 0 ifadeleri (3.13) esitliginde
kullanildiginda
(ViwR) (X.Y)Z =0

olarak bulunur. Yani M lightlike hiperytiizeyi 2-simetriktir. [
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3.3 Yari-Simetrik ve 2-Yarisimetrik
Lightlike Hiperyiizeyler

Yerel simetrik ve 2-simetrik uzaylarin dogal genellemeleri olan yari-simetrik yari-
Riemann uzaylar, Riemann egrilik tensorii {izerinde VR = 0 denklem sisteminin
integrallenebilme kogulu olan R (X,Y’) - R = 0 kogulunu saglayan uzaylardir. Bu
esitlikteki R (X,Y") endomorfizmi, daha 6nce bahsedilen egrilik operatoriidiir.

Tanim 3.3.1 (M, g, S (T'M)), yari-Riemann manifoldu (M, gj) de bir lightlike hiper-
yuzey olsun.  Bu durumda her XY, X1, Xo, X3, Xy € T'(TM) i¢in R, lightlike

hiperyiizeyin Riemann egrilik tenséri olmak dizere,
(R-R) (X1, X5, X3, X4, X,Y)=0
egitligini saglayan M lightlike hiperyiizeyine yari-simetriktir denir.
Burada R - R tensor alam (2.8) kullanilarak agagidaki esitlikle ifade edilir:

(R-R) (X1, X3, X3, X4, X,Y) = (R(X,Y): R) (X1, X5, X3, Xy) =

(X Y) X17X27X37X4

R (R )
R (X1, R(X,Y) X5, X5, Xy)
R (X1, Xa, R(X,Y) X3, X,)
R (X1, X2, X3, R(X,Y) X,)

Ayni zamanda lightlike hiperyiizeylerin yari-simetrikligini, (1, 3) tipindeki Riemann
egrilik tensorii cinsinden
0 = (R(X,Y)-R)(X1,X3) X3
= RX,)Y)R(X1,X2) X35 —R(X1,X5)R(X,Y) X3 (3.30)
—R(R(X,)Y)X1,X2) X5 — R(X1,R(X,Y) X3) X3
seklinde de ifade edebiliriz (Sahin, 2007).

Lightlike hiperyiizeyler icin

(R(X,Y) - R) (X1, X3, X3,§) =0
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esitligi acikca saglanacagindan, yari-simetriklik kogulu
(R(X,Y) - R)(X1,Xs,X35,PXy)=0

seklini alir. Yari-Oklidiyen uzayda Riemann egrilik tensorii icin (2.36) esitligi gecerli
oldugundan, her X, Y, X1, Xy, X3, Xy € ['(T'M) igin yukaridaki ifadeyi

(R(X,Y)-R) (X1, X5, X3, PX,) = B(Y,X1) [B(AnX, X3) g (AyX2, PX})
—B (X5, X3) g (AAX, PX4)] + B (X, X1) [B (X2, X3) g (AYY, PXy)
—B(ANY, X3) g (An Xy, PXy)] + g (AnX1, PXy) [-B (Y, X,) B (AnX, X5)
+B (X, X5) B(ANY, X3)] + B (X1, X3) [B (Y, X) g (A3 X, PX,)
—B(X,X,5) g (A}Y, PX4)] + g (An X1, PX4) [~ B (X3,Y) B (X5, Ay X)
+B (X, X3) B (Xa, ANY)] + g (An X5, PX,) [B(X3,Y) B (X1, Ay X)

—B (X, X3) B (X1, ANY)] + B (X5, X3) [-B (Y, X4) g (An X1, Ay X)

+B (X, PX,) g (AnX1, ANY)] + B (X1, X3) [B(Y, PXy) g (AnXa, Ay X)
—B(X,PX,) g (AxXs, ANY)] (3.31)

bi¢giminde yazabiliriz.
Yari-Oklidiyen uzaylarda lightlike hiperyiizeylerin yari-simetrikligi ile ilgili olarak

asagidaki teorem verilmigtir:

Teorem 3.3.2 Her X € I'(TM),¢ € I (TM™) igin AnE sufurdan farkly bir vektor
alam ve Ric(£,X) = 0 olacak bicimde, (n + 2)-boyutlu yari-Oklidiyen uzayda bir
lightlike hiperyiizey (M, g, S (T'M)) olsun. Bu durumda M hiperyiizeyinin Ricci ten-
sorii Ric ve sekil operatori Ayx olmak tizere, M hiperyiizeyinin yari-simetrik olmasi

icin gerek ve yeter sart M hiperyiizeyinin total geodezik olmasidir (Sahin, 2007).
Bu teoremin tanimsiz uzay formlara uyarlamasi ise soyledir:

Sonug 3.3.3 Bir tammsiz (M (c) , §) uzay formunun (M, g, S (T'M)) lightlike hiper-
ylizeyi su kosullary saglasin:
1) Ric(€,X) =0, € T (TMY) X € T (TM);

2) AnE null olmayan bir vektor alanadar.
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O halde M lightlike hiperyiizeyinin yari-simetrik olmast i¢in gerek ve yeter sart total

geodezik olmasidur (Atindogbe, et al., 2013).

Onerme 3.3.4 Bir yari-Riemann (]\_4 , g) manifoldunun, bir yari-simetrik

(M, qg,S (TM)) lightlike hiperytzeyinin R egrilik tensori her X, Y € T' (T M) i¢in
ViyR=-VixR

sartint saglasin. Bu durumda M lightlike hiperyiizeyinin 2-simetrik olmast i¢in gerek

ve yeter sart yari-simetrik olmasidur.
Ispat: (2.6) ve (3.30) esitliklerinden her XY, X1, X5, X5 € T' (T'M) igin

(R(X,Y) R)(X1,X2) X5 = (V°R)(X1,X0; X,Y) X3
— (V?R) (X1, XY, X) X3

bulunur. Buradan hiperyiizeyin 2-simetrik olmasi durumunda yari-simetrik olmasi
gerektigi aciktir. Diger taraftan, lightlike hiperytizeyin yari-simetrik oldugunu kabul
edersek,

(V2R) (X17X2;X; Y) X3+ (sz) (X17X2;Y7X) X3=0

olmasi durumunda V2R = 0 bulunur. Yani lightlike hiperyiizey 2-simetriktir. [J
Riemann egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevi her XY, X1, Xo, X3, X, € I'(T'M)

igin

(VwR) (X1, X2, X5, Xy) = g (VwR) (X1, X3) X5, X4) = (Vwg) (R (X1, X3) X3, Xy)

(3.32)
bigiminde ifade edilebilir (Atindogbe, et al., 2011). Yerel simetrik bir lightlike
hiperyiizey ayni zamanda yari-simetriktir. Fakat bu gerektirmenin tersi genelde

dogru degildir.

Teorem 3.3.5 m > 3 i¢in M bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun

Riemann egrilik tensori R ve Ricci tensori Ric olmak tizere,

i. VRic=0,
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ii. R(X,Y) -R=0,
iii. R(X,Y)-VywR=0

kosullarinin saglanmast durumunda M manifoldu yerel simetriktir (Sekigawa and

Tanno, 1970).

Bu teoremde bir sart olarak sunulan R (X,Y)- Vi R = 0 esitligini saglayan uzay-
lara, yari-simetriklik tanimina uygunlugundan dolayi, calisma boyunca 2-yarisimetrik

uzaylar adi verilecektir. Boylece agagidaki tanim yapilabilir:
Tanim 3.3.6 Yar:-Riemann manifoldu (]\7[ , g) de bir lightlike hiperyiizey
(M,g,S(T'M)) olsun. M hiperyiizeyinin R-V R = 0 egitligini saglamast durumunda
M hiperyiizeyine 2-yarisimetriktir denir.

Diger bir ifadeyle her X, Y, W, X, X5, X3, Xy € T' (T M) igin (2.8) ve (3.32) esit-

liklerinden

0 - (R(X,Y (VwR))(Xl,XQ,Xg,X4)

)

—(VwR) (R(X,Y) X1, Xa, X3, Xy)

— (VwR) (X1, R(X,Y) Xa, X3, X4)

— (VwR) (X1, X5, R(X,Y) X3, Xy)
(VwR) ( )

— (VwR) (X1, X2, X3, R(X,Y) X4 (3.33)

esitliginin saglamasi halinde M lightlike hiperyiizeyi 2-yarisimetriktir.

Teorem 3.3.7 Her X € I'(TM),¢ € I'(RadTM) ve N € T'(tr (T'M)) igin AnE
sifirdan farkly bir vektor alani olmak tizere, RY yar-Oklidiyen uzayda bir light-
like hiperyiizey (M, q,S (T'M)) olsun. Eger M hiperyiizeyi 2-yarisimetrik ise ya
Ric(§,X) =0 ya da Ric (f,AzX) =0 olur.
Ispat: R? yar1-Oklidiyen uzayinda bir lightlike hiperyiizeyin R Riemann egrilik
tensorii (2.36) olup, bunun kovaryant tiirevi (3.4) yardimiyla her
XY, Z, W e T'(TM) igin su sekildedir:
(VwR) (X,Y)Z = —(VB)(X,2) AxY + (VwB) (Y, Z) Ax X
—B(X,Z) (VwAN)Y + B(Y,Z) (VwAN) X
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Bu esitlik (3.33) de yerine yazldiginda XY, X3, Xo, X3, Xy, W € T'(T'M) olmak

lizere

(R(X,Y) - (VwR)) (X1, Xs, X3, Xy) =
—B(Y, X)) g ((VwR) (AnX, X5) X3, Xy)

B(X,X1)g(VwR) (ANY, X,) X3, Xy)
—B(Y, X,) g (VwR) (X1, AxX) X3, X))

B (X, X35) g ((VwR) (X1, ANY) X3, X4)
—B(Y, X3) g (VwR) (X1, X5) Ay X, Xy)

B(X,X3) g (VwR) (X1, X3) ANY, Xy)
—B(Y, X)) g((VwR) (X1, X5) X3, Ay X)
(

B X, X4> g ((VWR> (Xl, XQ) Xg, ANY)
ifadesi elde edilir. Bu esitlikte Y = X; = X35 = £ alimirsa

(R(X7 5) ) (vWR)) (&X2,57X4) = B (Xa X2) B (ANf,AZW) C(§7X4)
+B (X, X4) B (X2, AAW) C (€, Ax€)

bulunur. 2-yarisimetrik bir uzayda Xo = Xy = Ay& ve X = W alimirsa

0= B (X, An¢) B (An¢, A;X) C (€, AxE) (3.34)
estiligine ulagihir ve (2.39) Ricci tensérii tanimindan

0 = Ric (&, X) Ric (&, AEX) g (AN, ANE)

ifadesi elde edilir. Dolayisiyla Ay sifirdan fakli bir vektor alam oldugundan ya
Ric(¢,X) =0 ya da Ric (&, AEX) = 0 sonucu bulunur. [J

Sonug 3.3.8 Bir tamimsiz (M (c), g) uzay formunun bir lightlike hiperyiizey:
(M, q,S(T'M)) olsun. AnE sifirdan farkly bir vektor alany olmasy ve M lightlike
hiperylizeyinin ekran dagilimainin AZ sekil operatoriiniin 2-nilpotent olmamast duru-

munda, M hiperyiizeyi yari-simetrik ve 2-yarisimetrik ise yerel simetriktir.
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Ispat: An¢ sifirdan farkll bir vektor alam olmasi ve A¢ sekil operatoriiniin
2-nilpotent olmamasi durumunda, M lightlike hiperyiizeyinin 2-yarisimetrik olmasi

her X e I'(T'M) i¢in B (ANS, A;X) # 0 ve dolayisiyla
B (X, An§) = Ric (£, X) =0

olmasini gerektirir. Sonug 3.3.3 e gore M yari-simetrik ise total geodeziktir. Teo-
rem 3.1.3 ve M uzay formunun yerel simetrik oldugu gozoniine aliirsa M lightlike

hiperytiizeyi yerel simetrik olur. []

3.4 Harmonik Egrilikli Lightlike Hiperyiizeyler

Harmonik egrilige sahip uzaylara, tanimlari geregi yerel simetrik uzaylarin bir genelle-
mesi olarak bakilabilir. Bir (n + 2) —boyutlu (M, g) Riemann manifoldundaki bir
X vektor alani igin diverjans tamm su sekildedir (Besse, 1987):

n+2

divX =) g(VyX,Y)).

=1

Burada (Y;)

i—1... nyo vektor alanlari, M manifoldunun tanjant uzayinin bir ortonor-
mal bazidir. Benzer sekilde, n > 1 olmak iizere bir 7' tensor alaninin diverjansinin

tanimi ise soyledir:
divT (Xq, ..., Xy) =tr [V, Z) — (VyT) (Xy, ..., X, Z)] .

Yari-Riemann uzayimnda tanimli bir lightlike hiperytizey stz konusu oldugunda,
metrigin dejenere olmasi sebebiyle, bir X vektor alaninin diverjans tanimi biraz

farkli bigimde yapilir (Duggal ve Sahin, 2010):

Teorem 3.4.1 (M, g, S (TM)), (n + 2)—boyutlu yari-Riemann manifoldu (M, g)
de bir lightlike hiperyiizey olsun. O halde M de bagdagik bir g metrigi ve g nin bir

pseudo-tersi gl vardur, dyle ki yerel olarak U C M de sunlar saglanir:

i. Herhangi bir diferensiyellenebilir f : U C M — R fonksiyonu i¢in

of 0

grad? f = g[aﬁ]faag where f, = ppetles = 5P

a,=0,..n.
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ii. U C M de her X wvektor alani i¢in
div! X =) 0§ (Vx, X, Xo); g0 = 1.
a=0

iili. U C M de tamamlh bir diferensiyellenebilir f fonksiyonu icin
Agf = Z €ad (vXa gradg fa Xa) :
a=0
Burada A9, U komsulugunda g ye gore D’Alembertian operatoridiir.

Benzer sekilde (n + 2)-boyutlu bir Lorentz manifoldu (M, g) de bir lightlike
hiperyiizey (M, g, S(T'M)) nin egrilik tensorii R nin diverjansi yukaridaki teorem
yardimiyla her XY, Z € ' (T'M) igin

divR(X,Y)Z = Zn: exd (Vg R) (X,Y) Z, Ey)

= 3 (Ve R) (X.Y) Z.B,)

+i§ ((VeR) (X,Y) Z,N) (3.35)

seklinde tammlanabilir. Buifadede k € {1, ..., n} olmak iizere M lightlike hiperytize-
yinin TM tanjant uzaymin {FEy = &, E;} quasi-ortonormal catisi, M yari-Riemann
manifoldunun 7'M tanjant uzaymnimn {Ey = £, Ey,, N} catismdan indirgenmistir. Oyle
ki S(TM) = span{E;} ve RadT' M = span{{} olur.

Bir yari-Riemann manifoldu (M, g) de bir lightlike hiperytizey (M, g, S (T'M))
olsun. M manifoldunun V Levi-Civita koneksiyonunun M lightlike hiperyiizeyi
iizerine indirgenmis koneksiyonu V ve bu hiperyiizeyin Riemann egrilik tensorii R

ve Ricci tensorii Ric olmak iizere,
divR (X,Y)Z = (VxRic) (Y,Z) — (VyRic) (X, Z)

egitligi vardir. M lightlike hiperyiizeyinin R egrilik tensoriiniin diverjansi sifirsa
(div R = 0), hiperyiizeyin harmonik egriligi vardir denir (Derdzinski, 1980). Har-
monik egriligin Ricci tensorii ile ilgili kisminmi sonraya birakarak, yerel simetriklikle
olan iligkisine bakalim. (3.35) esitliginden yerel simetrik bir uzayin harmonik egrilikli

oldugu acgiktir. Ancak genelde tersi dogru degildir.
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Teorem 3.4.2 (n+2)—boyutlu (M (c),g) Lorentz uzay formunda (M, g, S(TM)) bir
lightlike hiperytizey ve {Ex},_, ., hiperytzeyin S (T'M) ekran dagulvminin bir orto-

.....

normal bazi olsun. C (&, Ey) > 0 veya C (&, Ex) < 0 kogullarindan biri dogru ve AnE
sifirdan farkly bir vektor alani olmak tizere (M, g, S(TM)) lightlike hiperytizeyinin
harmonik egrilik tensériine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart total geodezik ol-

masidar.

Ispat: Simdi (3.6) ifadesini (3.35) esitliginde yerlestirirsek her
X,Y,Z € T (TM) icin
divR(X,Y)Z = ) [e{g(h(Ey,Y),2)g(X, Ex) +3(h(Ey, 2),Y) g (X, Ex)
g(h(Ew, 2), X) g (Y, E)}
(kaA)h(Y,Z) X, Ek) +9 (A(VEkh)(YZ)X’ Ek)
g ( VEkh)(X,Z)Y7 Ek)]
(VEA)h(Y,Z) X, N) +9g <A(V5h)(Y,Z)X7 N)

—g ( vEA)h(X,Z) Y, N) -9 (A(Vgh)(X,Z)Y’ N)

bulunur. Buradan eger h = 0 ise div R = 0 oldugu agiktir. Eger div R = 0 ise aym
esitlikte Y = Z = £ alirsak

‘Z (A mre® Br) =9 (Awayraé V) =0

olur. (2.15), (2.23) ve (3.18) esitlikleri kullanilirsa

Zg( (xvn b Br) = 3B (X,Vi6) g (Ang B) =0

k=1

elde edilir. Bu ifadede (2.19) esitligi kullamihp X = Fj alinirsa

. * * . * 2

> 9 (AtEw, A{E) g (ANE Er) =Y |ALE"C (&, B) =0

- k=1

sonucuna ulagilir. C' (&, Ey) > 0 veya C (£, Ey) < 0 kosullarindan biri dogru ve Ax¢
sifirdan farkl bir vektor alam oldugundan A;Ej = 0 bulunur. Dolayisiyla A7 = 0
dir. Yani M lightlike hiperytizeyi total geodezik olur. [
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3.5 Ricci Simetrik, Ricci 2-Simetrik, Ricci
Yarisimetrik ve Ricci 2-Yarisimetrik Lightlike

Hiperyiizeyler

3.5.1 Ricci simetrik ve Ricci 2-simetrik lightlike
hiperyiizeyler

Ricci tensorii paralel olan, yani VR(©? = 0 egitligini saglayan lightlike hiperytizeylere
Ricci simetrik ve V2R(2) = ( esitligini saglayan lightlike hiperyiizeylere de Ricci
2-simetrik lightlike hiperytizeyler ad1 verilir. Yari-Riemann uzay formlarda lightlike

hiperyiizeylerin Ricci egrilikleri i¢in agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.5.1 Bir (m + 1) — boyutlu yar-Riemann (M(c),g) uzay formunun bir
lightlike hiperyiizeyi (M, g, S(T'M)) olsun. Eger M lightlike hiperyiizeyi total geo-
dezik ise M hiperyiizeyinin Ricci tensori V koneksiyonuna gére paraleldir.  Ter-
sine, eger M hiperyiizeyinin Ricci tensorii V koneksiyonuna gore paralel ise her

X, W e TM igin B (AW, AxX) = B (A{X, AyW) dir (Giines vd., 2003).

Ispat: Ric tensoriiniin W vektoriine gére kovaryant tiirevi (2.2) esitligine gore

her X, Y, W € I'(TM) igin
(Vi ROY) (X,Y) = Vg R (X,Y) — RO (Vi X,Y) — R®Y (X, VyY) (3.36)

olarak yazilir. S (T'M) ekran dagihmimn bir ortonormal baz {F,},,,,_, olsun.
Esitlik (2.38) de
m—1
a=trAy =Y e,C (B, E,) (3.37)
a=1
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alalim. Bu durumda (2.17) ve (2.38) esitliklerinden Ricci tensoriiniin kovaryant

tirevi V koneksiyonuna gore yukaridaki esitlik kullanilarak

(VwR") (X,Y) = —mc{B(W,X)g(N,Y)+B(W,Y)g(N,X)}
—(VwB) (X,Y)a - B(X,Y) (W (a))
+3 e B(VwE,,Y)C (X, E,)

+(VwB) (E,,Y)C(X,E,) + B(E,Y)C(X,VwE,)
+B(E,,Y) (VwO) (Ea, X)}

olarak bulunur. Eger M total geodezik ise bu esitlikten (Vi R%?) (X,Y) = 0
oldugu goriiliir. Tersine (Vi R®?) (X,Y) = 0 almrsa yukaridaki esitlikte Y = &
yazildiginda

—(m—-1)cB(W,X)+ B(X,Vyé)

m—1

eaB (Eq, Vwé) C (X, E,)

a=1

elde edilir. (2.19) yardimiyla yukaridaki egitlikten

0 = —(m—1)cB(W,X)— B (X, A;W)a
m—1
+> eaB (B, AiW) C (X, E,)
a=1

bulunur. Bu esitlikte W ile X vektorlerinin yerleri degistirilip bu esitliklerin fark:
alindiginda

Zga (Ea, A;W Zaa (Ea, A;X) C (W, E,)

sonucuna ulagilir. Bu egitlikten, (2.20) ve (2.21) kullamilarak

m—1 m—1

0 = — Z €ad (Eaa AZAEW) g (ANXa Ea) + Z €ad (Eaa AZAZX) g (ANVVa Ea)

a=1 a=1

m—1 m—1
= —g (Z eag (AnX, Ey) EQ,AZAZW) +g (Z ead (ANW, E,) Ea,AZAZX>

a=1 a=1

= —g (ANX, AZATWV) + g (AN, AZAZX)
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bulunur. Sonug olarak (2.20) esitliginden
B (A;W, Ay X) = B (ALX, AyW)

elde edilir. [

Yari-Riemann uzay formlarinda tanimh belli 6zelliklere sahip lightlike hiperyiizey-
lerin Ricci simetrik olmalari, total geodezik olmalariyla yakindan iligkilidir. Light-
like hiperytizeyin ekran dagilimimin 2-nilpotent olmasi1 durumunda asagidaki teorem

ispatlanabilir:

Teorem 3.5.2 Kesitsel egriligi sifirdan farkly bir yari-Riemann (M (c), g) uzay for-
munda, ekran dagulvminin A¢ sekil operatdri 2-nilpotent olan bir lightlike hiperyiizey
(M, g,S(TM)) olsun. O halde M lightlike hiperyiizeyinin Ricci simetrik olmast igin

gerek ve yeter sart total geodezik olmasidar.

Ispat: Bir yar-Riemann uzay formunda bir lightlike hiperyiizeyin Ricci ten-
soriinii (2.39) esitliginden biliyoruz. M lightlike hiperyiizeyinin Ricci tensoriiniin in-
dirgenmis V koneksiyonuna gore kovaryant tiirevi, (2.25) kullanilarak (3.36) esitligine

gore her X, Y, W € I'(T'M) i¢in

(VwRO) (X,Y) = mec(Vwg) (X,Y)+ (VwB) (X,Y)trAy
+B (X, Y) (VW (tTAN)> - (VWB) (Y, ANX)
—B(Y, (VwAn) X) (3.38)
olarak bulunur. Total geodezik bir lightlike hiperyiizey icin (2.17) ve (2.31) esit-
liklerinden Vg = 0 ve VB = 0 olacagindan, Vi R(®? = 0 olacag: aciktir. M

lightlike hiperyiizeyini Ricci simetrik kabul edersek, yukaridaki esitlikte Y = £ alip
yine (2.9), (2.17) ve (2.31) egitlikleri kullanilirsa

0=mecB(W,X)+ B (AZW, X)trAy — B (AZW, AnX)
sonucu elde edilir. (2.20) esitliginden

0 =meB (W, X) + g (AFATW, X) trAy — g (AfAFW, Ay X)
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ve Af sekil operatorii 2-nilpotent oldugundan
0 =meB (W, X)

bulunur. m ve c¢ sifirdan farkli olduklarindan B = 0 olur. Yani M lightlike
hiperyiizeyi total geodezik olur. [J
Eger lightlike hiperytiizey total umbilik ise agagidaki sonug cikarilabilir:

Teorem 3.5.3 Bir yari-Riemann (M(c), g) uzay formunda, Ax§ sifirdan farkl bir
vektor alana olmak tizere, total umbilik bir lightlike hiperyizey (M, g, S(T'M)) olsun.
O halde M lightlike hiperyiizeyinin Ricci simetrik olmast i¢in gerek ve yeter sart

total geodezik olmasidar.

Ispat: M lightlike hiperytizeyi total umbilik oldugundan, (2.17) ve (2.31) ile
(2.40) egitliginin her iki tarafinin kovaryant tiirevinden, her X, Y, W € I' (T'M) igin

(VWB)<X7Y) = W(p)g(X7Y)+p(VWg)(X7Y)
= Wi(p)g(X,Y)+p[BW,X)g(Y,N)+ B((W,Y)g(X,N)

elde edilir. Bu sonucu (3.38) de yerine yazarsak

(VwRO) (X)Y) = (mc+ptrAy)[B(W,X)g(Y,N)+ B(W,Y)g(X,N)]
+Wp)lg (X, Y)trAy — g (Y, AnX)]
+B(X,Y) (VwirAy) — p[B (W, AyX) g (Y, N)
+B(W,Y) g (AvX,N)| = B(Y, (VwAn) X)

bulunur. Eger M total geodezik ise (Vi R(®?) (X,Y) = 0 oldugu kolayca goriiliir.
Tersine, M Ricci simetrik kabul edilip yukaridaki egitlikte X =Y =& ve W # £
aliirsa

0= —pB(W,AnE) = —p°g (W, AnE)

olur. An¢ sifirdan farkhi bir vektor alani oldugundan p = 0 olmahdir. Bu ise M

hiperyiizeyinin total geodezik oldugu anlamina gelir. [J



59

Sonug 3.5.4 Bir yari-Riemann (M(c), ) uzay formunda, Ax¢ sifirdan farkl bir
vektor alana olmak tzere, total umbilik bir lightlike hiperyiizey (M, g, S(T'M)) olsun.
O halde M lightlike hiperyiizeyinin Ricci simetrik olmasy i¢in gerek ve yeter sart

yerel simetrik olmasidar.

Ispat: Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.5.4 gézoniine alindiginda, yerel simetriklik ve
Ricci simetriklik durumlarinin birbirini sagladigi acik¢a goriilmektedir. [J
Ricci simetrik lightlike hiperytizeylerle ilgili, genig bir uygulama sahasina sahip

olan agagidaki iki ornek verilebilir:

Ornek 3.5.5 Bir yari-Riemann (M(c), §) uzay formunda, \ diferensiyellenebilir bir
fonksiyon olmak dizere, her X,Y € I' (T M) i¢in

R®? (X)Y) = Ric(X,Y) = \g(X,Y)

esitligini saglayan bir (M, g, S(TM)) lightlike hiperyizeyine bir Finstein lightlike
hiperytizeyi adv verilir. Bu egitlik (2.39) esitligi ile karsilagtirildiginda

Ag(X,Y) =meg(X,Y)+ B(X,Y)trAy — g (AfY, Ay X)

denklemi elde edilir. Burada X = § ve ANE # 0 alimirsa A7 = 0 sonucu bulunur.
Yani M total geodeziktir. Daha sonra Ricci tensorinin (3.38) kovaryant tirevi
egitliginde Ay = 0 yazlwsa M lightlike hiperyiizeyi Ricci simetrik olarak bulunur.
Sonugta, ANE sifirdan farkly bir vektor alany olmak tizere, bir yari-Riemann uzay

forumunun her Einstein lightlike hiperyiizeyinin Ricci simetrik oldugu goriliir.
Ornek 3.5.6 F : Q c R™! — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tzere,
M = {(x0, ..., Tms1) € RZLH ca0 = F (21,0, Tm1) }

seklinde tanimlanan hiperyiizeylere Monge hiperyiizeyleri denir.

q—1 m+1
LY (F) =3 (R
s=1 a=q

kismi diferensiyel denklemini saglayan Monge hiperyiizeylerine ise lightlike Monge

hiperyiizeyleri ady verilir (Duggal and Bejancu, 1996). Yine ayni eserden S* (T'M)
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dogal ekran dagilima ile verilen bir lightlike Monge hiperyiizeyin lokal ekran kon-
formal oldugu biliniyor. Yani, Ay ve A}, swraswyla M lightlike hiperyiizeyinin ve
S*(TM) ekran dagilvminan sekil operatorlerini gostermek tizere, her X € I'(T'M)
icin AnX = %AZX esitligi saglamar.  Boylesi bir lightlike Monge hiperyiizeyin Ricci
tensori simetriktir ve (2.39) esitliginden faydalanilarak asagidaki sekilde yazlabilir:

Ric(X,)Y) = 3 {B(X,Y)trA: — g (AfY, A{X)} .
Bu egitligin kovaryant tirevi (3.36) yardimuyla
1
(VwRic) (X,Y) = 5{(VWB) (X,Y)trA; + B(X,Y) Vtr A
—g (VwAf) X, AY) — g (AiX, (VwAp) Y)} (3.39)
olarak hesaplanir. Daha sonra (2.20), (2.25) ve (2.31) esitlikleri kullaniarak
(VwB) (X,Y) = (Vwg) (A:X,Y) + g (VwAf) X,Y)
sonucu bulunur.  Aym zamanda, A{X € S* (T'M) oldugundan, (2.17) esitliginden
(VwB) (X,Y) =B (W, A:X)n(Y)+g ((VwAi) X,Y)

elde edilir. Bu egitligi (3.39) ifadesinde yerine yazarsak kovaryant tirev ile izin
degismeli olduklar:, gerceginden, lightlike Monge hiperyiizeyin Ricci tensoriniin ko-

varyant tirev
(VwRic) (X,Y) = B (W, A:X)n(Y) + g (VwAE) X, Y) rAg
1
+5{B (X, Y)tr (VwAf) — g (V) X, A7Y)
=9 (AgX, (Vw A V)
olur. Eger ekran sekil operatéri Ay 2-nilpotent ise, yani A{ Ay = 0 ise,

B (W, A X ) = 0 bulunur. Ayrica 2-nilpotentlige ek olarak ekran sekil operatérii

paralel ise, yani Vi A; = 0 ise, asaqidaki teorem ispatlanms olur:

Teorem 3.5.7 R;"“ yari-Oklidiyen uzayn S* (TM) dogal ekran dagilvmanan Af
ekran sekil operatori 2-nilpotent ve paralel olan bir lightlike Monge hiperyiizeyi M

olsun. Bu durumda M Ricci simetriktir.
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Simdi giris kisminda verilen bazi tanim ve sonuclar kullanilarak Ricci 2-simetrik

uzaylarla ilgili agagidaki teorem ispatlanacak.

Teorem 3.5.8 (M, g) yari- Oklidiyen manifoldunda bir geodezik GNN & vektor alana-
na sahip, ikinci temel tensori paralel ve S (T M) ekran dagilima §—segimli olan bir
total non-geodezik lightlike hiperyiizey (M, g, S (TM)) olsun. O halde M lightlike
hiperyiizeyinin Ricci 2-simetrik olmasy i¢in gerek ve yeter sart her V,\W € I'(T'M)

i¢in V%WAN = 0 olmasidor.

Ispat: Ricci tensoriiniin ikinci mertebeden tiirevi (2.3) esitligine gore her

X,Y,W,V €T (TM) i¢in

(Vi RO) (X,Y) = Vv (VwRO?) (X,Y)) = (Ve,w RO) (X,Y)
— (VwR"?) (VyX,Y) — (VwR®Y) (X, VyY)

seklindedir. Bu esitlikte Ricci tensoriiniin birinci mertebeden kovaryant tiirevi olan
(3.38) ifadesi yerine yazihp (2.17), (2.25) ve (2.31) kullamlarak Ricci tensoriiniin

ikinci mertebeden tiirevi

(VEwR"?) (X,Y) = melg(N,Y)(VyB) (W, X) +g(N,X) (VvB) (W,Y)
+B(W,X)g(Y,VyN)+B(W,Y)g(X,VyN)]
+ (ViwB) (X,Y)trAy + (VwB) (X,Y) (VytrAy)
+(VvB) (X,Y) (VwirAy) + B(X,Y) (Vi wtrAy)
— (ViwB) (Y, AnX) — (VwB) (Y, (Vv An) X)
— (VyB) (Y, (VwAn) X) — B (Y, (Vi An) X) (3.40)

seklinde elde edilir. M lightlike hiperytiizeyinin ikinci temel tensoriiniin paralel

olmasi (Vh = 0) durumunda (2.24) ve h (X,Y) = B (X,Y) N esitliklerinden
(Vwh) (X,Y) = (VwB) (X,Y) N + B(X,Y) ViyN

elde edilir. Onerme 2.5.6 geregince 7 = 0 olup Vi, N = 7 (W) N = 0 esitliginden
yukaridaki ifade
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olarak bulunur. Yani Vyh = 0 ise Vi B = 0 ve buradan V%/WB = 0 olmasi

gerektigi goriiliir. Dolayisiyla (3.40) esitligi
(Viw RO (X,Y) = B(X,Y) (ViwtrdAx) — B(Y, (ViwAn) X)
seklinde bulunur. Kovaryant tiirev ile iz degisimli olduklarindan

V%/,W“’AN = Vy (VwtrAy) — Vy,witrdy
= Vy (tr (VwAy)) = tr (Vv,wAn)
= tr(Vy (VwAy)) —tr (Vv,wAn)
vwAN + Ve, wAy) —tr (Ve,wAy)

vwAN)

= tr (V
= tr (V
esitligi saglanir. Sonug olarak, M lightlike hiperyiizeyinin total non-geodezik oldugu

gergegi gozoniinde bulundurularak
(Viw RO (X,Y) = B(X,Y)tr (ViywAy) — B (Y, (Vi Ay) X)

esitliginden Ricci 2-simetrik olmasi icin gerek ve yeter sartin V%/’WAN = 0 olmas1

gerektigi goriiliir. [

Teorem 3.5.9 (M, g) yar- Oklidiyen manifoldunda bir geodezik GNN & vektor alana-
na sahip, An§ = 0 olacak bigimde S (TM) ekran dagilima §—se¢imli olan bir Ricci
2-simetrik total non-geodezik lightlike hiperyiizey (M, g, S (TM)) olsun. O halde,
AnA; = 0 ise M lightlike hiperyizeyinin S (TM) ekran dagilvmae minimaldir.

Ispat: (3.40) esitliginde yerine konmak iizere X = Y = ¢ ve M uzay1 yari-
Oklidiyen oldugundan ¢ = 0 alnirsa, (2.9), (2.15) esitlikleri ve Ax& = 0 kullanilarak

(v%/,WR(O’Q)) (&€ = (V%/,WB> (&) trAy + (VwB) (£,€) (VytrAy)
+(VyB) (£,6) (VwirAy) — (VwB) (£, (Vv An) §)
— (Vv B) (&, (VwAN) §) (3.41)

bulunur. (2.15) ve (2.31) esitliklerinden

(VwB) (£,§) =0, (VvB)(W,&) = =B (W, VyE) (3.42)
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elde edilir. Onerme 2.5.6 ya gore 7 = 0 olup (2.19) ve yukaridaki esitliklerden

(ViwB) (&€ = Vv (VwB)(£€) — (Vo,wB) (€€
—2(VwDB) (Vy&,§)
= 2B(Vv§, Vwé) = 2B (ALV, ALWV) (3.43)

olur. M lightlike hiperyiizeyinin Ricci 2-simetrik olmas1 durumunda (3.42) ve (3.43)

sonuglari, (3.41) esitliginde yerine yazilirsa
0 = 2B (A4 V,A{W)trAy — (VwB) (€, (VvAyN)€)
—(VvB) (& (VwAN)§)
elde edilir. (2.25), (2.19) ve (3.42) iin ikinci esitligi ile Axy§ = 0 kullamlarak
0 = 2B (A V,A{W)trAy + B (A;W, ANA{V)

+B (AV, ANAIWV)

bulunur. AyA; = 0 olmasi durumunda ise
0=2B (A;V, A{W) trAy

olur. Lightlike hiperyiizey total non-geodezik oldugundan trAy = 0 esitligi saglan-
malidir, yani S (T'M) ekran dagilimi minimaldir. O

3.5.2 Ricci yari-simetrik ve Ricci 2-yarisimetrik lightlike
hiperyiizeyler
n > 3 icgin
R(X,Y)-R®Y =0
kogulunu saglayan lightlike hiperytizeylere Ricci yari-simetrik lightlike hiperytizeyler
denir. Yani X,Y, X3, Xy € T'(T'M) olmak iizere M lightlike hiperyiizeyinin Ricci
yari-simetrik olmasi igin
(R(X,Y) - ROY) (X1, Xo) = —ROUY(R(X,Y) X1, Xo)
—ROY (X, R(X,Y) Xs)
=0 (3.44)
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esitligi saglanmalidir. Her Ricci simetrik uzayin Ricci yari-simetrik oldugu (2.7)
esitliginden ve yine her Ricci simetrik uzayin yari-simetrik oldugu Ricci tensoriiniin
tanimindan acikca goriiliir.

Benzer sekilde (Sekigawa, 1972) ¢aligmasinda bir kogul olarak ele alman
R(X,Y)-VR®Y =
esitligini saglayan veya diger bir ifadesiyle her X, Y, W, X, Xy € I' (T'M) igin

(R(X,Y) (VwR®)) (X1, Xs) = — (VwR"?) (R(X,Y) X1, Xo)
— (VwR®?) (X1, R(X,Y) X5)
=0 (3.45)

esitligini saglayan lightlike hiperyiizeylere, literatiire uygun olarak bu galismada

Ricci 2-yarisimetrik lightlike hiperytiizeyler adi verilecektir.

Teorem 3.5.10 (n + 2) —boyutlu bir yari-Oklidiyen uzaywn bir Ricci yari-simetrik
lightlike hiperyiizeyi M olsun. Bu durumda R*? ve Ay swraswyla M hiperyiizeyinin
Ricci tensori ve gekil operatoriini gostermek tizere, & € T’ (TM L) wein ya M hiperyi-

zeyi total geodezik ya da R (€, An€) = 0 dur (Sahin, 2007).

Sonug 3.5.11 (M(c), g) tammsiz uzay formunda bir lightlike hiperyiizey
(M, g,S(TM)) olsun. Her & € T (TM*),N €T (tr (TM)) igin R®? (£, AnE) # 0
olmak tizere M hiperyiizeyinin Ricci yari-simetrik olmast i¢in gerek ve yeter sart

total geodezik olmasidur (Atindogbe, et al., 2003).

Teorem 3.5.12 RZ‘“ yari-Oklidiyen uzayin, total umbilik ve lokal ekran konformal

bir lightlike hiperytzeyi (M, g, S(TM)) olsun. Bu durumda M Ricci yarisimetriktir.

Ispat:  (2.36) ve (2.42) esitliklerinden M lightlike hiperyiizeyinin Riemann

egrilik tensorii
R(X,Y)Z = {B(Y,2) A;X — B(X,2) Ay}
seklinde bulunur. (2.39) ve (2.42) esitliklerinden de M nin Ricci tensorii

Ric(X,Y) = o {B(X,Y)trA; — g (AsY, A; X)}



olur. Ricci tensoriiniin simetrik oldugu acikca goriilmektedir.

esitliginde yerlestirirsek her XY, X7, Xo € T'(T'M) i¢in

(R(X,Y) - Ric) (X1, Xs) = ¢*[B(X,X1)B

bulunur. M lightlike hiperyiizeyi total umbilik oldugundan, (2.20) ve

likleri kullanilarak

(R(X,Y) - Ric) (X1, X3)

Y Xl) (AEX, XQ) tTAE

X, X1) B (AL X, ALY)
Y, X)) B (A{ X2, A;X)

YXQ) (Xl,AzX) t?”AZ

X, X5) B (ALY, AL X))

Y, Xo) B (ALX, A; X))

—¢?p|B (X, X1) B (Y, X5) trA¢

~B(Y, X)) B(X, Xs) trA;
—pB (X, X1) B(X,,Y)
+pB (Y, X1) B (X3, X)
+B (X, X2) B(X1,Y) trA;
~B(Y, X2) B (X1, X) trA
—pB (X, X,) B(Y, X1)
+pB (Y, X,) B(X, X))

0.

(ALY, X,) trAf

B(
B(
B(
B (X, X5) B (X1, ALY) trAf
B (
B(
B(
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Bu sonuglar (3.44)

(3.46)

(2.40) esit-

sonucuna ulagilir. Yani M lightlike hiperytizeyi Ricci yari-simetriktir. [

Ornek 3.5.13 R3 yar- Oklidiyen uzaywn her M lightlike yiizeyi ya total geodezik ya

da total umbiliktir (Duggal and Bejancu, 1996). Teorem 8.5.12 ye gére 3—boyutlu

Minkowski uzaypnnin her lightlike Monge yiizeyi Ricci yari-simetriktir.

4—boyutlu

Minkowski uzayinda lightlike Monge hiperylizeylerin Ricci yari-simetrikliging incele-

mek igin, oncelikle, S(TM) = span{Ey} ve RadTM = span{{} olacak bigimde
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TM tanjant uzayimn bir {Eq = £, Ex, N} quasi-ortonormal ¢atisine alalvm.  Daha
sonra, k = 1,2 igin A} ekran sekil operatérimniin karakteristik degerleri k; olmak
lizere AZEZ- = k;E; egitliklerini yazabiliriz. Bu esitlikleri (3.46) esitliginde yerine

yazp gerekli iglemlert yaptiktan sonra
(R(X,Y)- Ric)(E;,E;) =0, i,j =0,1,2

sonucuny buluruz.  Béylece 4—boyutlu Minkowski uzayinin herhangi bir lightlike

Monge hiperyiizeyinin Ricci yari-simetrik oldugu gorilir.

Teorem 3.5.14 Bir yari-Oklidiyen uzayin bir Ricci 2-yarisimetrik lightlike hiperyii-
zeyi M ve RO (&, An€) = 0 olsun. Bu durumda Axé sufirdan farkl bir vektor alam
olmak tizere, ya M hiperyiizeyi total geodezik ya da R (&, (VeAN)E) =0 dor.

Ispat: (2.36), (3.38) ve (3.45) esitliklerinden ve yari-Oklidiyen uzayda ¢ = 0
oldugundan, her X, Y, W, Xy, X, € T' (T'M) igin

(R(X,Y) (VwR®)) (X1,Xs) = Y, X1) [(VwB) (ANX, Xo) trAy
ANX, Xo) (VwtrAy) — (VwB) (Xa, A3 X)

Xo, (VwAN) AnX)]

B (

B(

B(

B(X,X1)[(VwB) (AyY, Xy) trAy
B(ANY, X5) (VwirAy) — (VwB) (Xa, AYY)
B (Xs, (VwAn) ANY))

B(Y, X5) [(VwB) (A X, X1) trAy
+B (AnyX, X;) (VwtrAy)

— (VwB) (AnX, An X))

—B (AnX, (ViwAn) X1)]

+B (X, Xo) [(VwB) (ANY, Xq) trAy
+B (ANY, X;) (VitrAy)

— (VwB) (AnY, AnX7)

—B(ANY, (ViwAy) Ay X1)]
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bulunur. Bu asamada lightlike hiperyiizeyin Ricci 2-yarisimetrik oldugu kabul

edilirse bu egitlikte X = X; = £ alinirsa,
0 = —B(Y,Xo)[(VwB) (An§, &) trAy
— (VwB) (An§, AnE) — B (AnE, (ViwAy) €)]
elde edilir. (2.15) ve (2.31) egitlikleri yardimiyla bu esitlikte W = & alimirsa
0= B(Y, X,) [(VeB) (Ax€, AxE) + B (Axé, (VeAx) €)

olur. Simdi R®? (¢, An¢) = B(AnE, Axn€) = 0 oldugundan, (2.31) ve (2.25)
esitliklerinden

0=—B(Y,Xs) B(ANE, (VeAN)§)

bulunur. Béylece ya B = 0 ya da B (AnE, (VeAn)€) = ROY (£, (VeAN)E) = 0

sonucuna ulagilir. [J

3.6 Paralel, 2-Paralel, Yari-paralel ve
2-Yariparalel Lightlike Hiperyiizeyler

3.6.1 Paralel ve 2-paralel lightlike hiperyiizeyler

Paralel ikinci temel forma sahip, yani VA = 0 kosulunu saglayan hiperyiizeylere

paralel hiperyiizeyler denir. Genel olarak

VEh =0, Vh#0 (s <k)
sartina uyan hiperytizeyler ise k-paralel olarak adlandirilir. En basit durum olarak
V°h = 0 goriiliir. 0—paralel hiperytizeyler total geodezik hiperyiizeyler ve 1—paralel

hiperyiizeyler ise total geodezik olmayan paralel hiperyiizeyler olarak bulunur. Ayri-

ca Vh = 0 diferensiyel denklem sisteminin integrallenebilme kosulu olan
R(X,)Y)-h=0

kosulunu saglayan hiperyiizeyler yari-paralel hiperyiizeyler olarak isimlendirilir. Yani

her X, Y, Z, W € I' (T M) i¢in bu egitlik

h(R(X,Y)Z, W)+ h(Z,R(X,Y)W)=0 (3.47)
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olur. Daha genel bir durum olarak V*h = 0 diferensiyel denklem sisteminin integ-
rallenebilme kosulu olan

R(X,)Y)-VF'h=0 (3.48)

kosulunu saglayan hiperyiizeylere k-yariparalel hiperytizeyler denir. 1—yariparalel
kisaca yari-paralel anlaminda kullanilir. Bu uzaylar arasindaki hiyerarsi agagidaki

sekildedir (k > 2):

Total geodezik

!
Paralel — (k= 1)—paralel
! !
k—paralel — (k — 1)—yariparalel
!

k—yariparalel

Teorem 3.6.1 M Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi M olsun. O halde
M nin ikinci temel formunun paralel olmast i¢in gerek ve yeter sart M mnin total

geodezik olmasidir (Sahin, 2007).

Teorem 3.6.2 (n + 2) yari- Oklidiyen uzayn bir yari-paralel lightlike hiperyiizeyi M
olsun. O halde C' ve A; siraswyla, S (T'M) ekran dagilvminin ikinci temel formu ve
sekil operatori olmak tzere, her U € T' (S (TM)) ve{ € T (TMi) i¢in ya M total
geodezik ya da C (&, AEU) =0 dur (Sahin, 2007).

Onerme 3.6.3 Bir yari-Riemann uzay formunda 2-paralel lightlike hiperyiizey bu-

lunamaz.

Ispat: Bir yar-Riemann (M(c),§) uzay formunda bir lightlike hiperyiizey
(M,g,S(TM)) olsun. Hiperyiizeyin ikinci temel formunun ikinci mertebeden ko-

varyant tiirevi, her X, Y, V,W € I' (T'M) i¢in (3.8) esitliginden

(Viwh) (X,Y) = Vi ((Vwh)(X,Y)) = (Vwh) (VvX,Y)
— (Vwh) (X, VvY) = (Vy,wh) (X,Y)
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olarak bulunur. Hiperyiizeyin 2—paralel oldugunu kabul edersek, W = X = £ icin
0 = Vi ((Veh) (£Y)) = (Veh) (Vi€ Y)

—(Veh) (£, VvY) = (Vy,eh) (§,Y) (3.49)
olur. (2.24) ve (2.19) esitliklerinden (V¢h) (€,Y) = 0 bulunur. Yine (2.19) esitligine
gore Vh tensorii simetrik oldugundan Codazzi denklemi kullanilarak

(Veh) (Vi€ Y) = (Vwyeh) (€,Y) = (Vyh) (€ VvE)

esitligi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak (3.49) esitligi

0=—(Vyh) (& V)

olarak bulunur. V € S(T'M) alimrsa, bu denklemden VA = 0 olur. Ancak
2-paralellik tanimina gére bu bir celigkidir. Yani M 2-paralel olamaz. [

3.6.2 Yari-paralel ve 2-yariparalel lightlike hiperyiizeyler

Daha once yari-Oklidiyen uzayda lightlike hiperyiizeyler icin verilen Teorem 3.6.2,
Lorentz uzay formlarinda lightlike hiperyiizeyleri kapsayacak sekilde genisletilebilir.

Teorem 3.6.4 (]\_4 (¢), g) Lorentz uzay formunda, bir yari-paralel lightlike hiperyii-
zeyi M olsun. O halde, her Z € T'(T'M) i¢in ya M total geodezik ya da
RO (¢,72) =0 dar.

Ispat: (2.34) esitligi (3.47) de yerine yazilirsa

h(R(X,Y)Z,W)+h(Z,R(X,Y)W)
— {g(V,Z) B(X,W) - g(X,Z) B(Y,W)
g (Y, W) B (X,Z) - g (X, W) B(Y,2)}
—B(X,Z)h(ANY, W)+ B(Y,Z) h (AyX, W)
—B(X,W)h(ANY,Z)+ B(Y,W)h(AnX,Z) (3.50)
bulunur. Lightlike hiperyiizey yari-paralel oldugundan bu esitlikte X =& ve Z =W

alinirsa

0=B(Y,Z)g (AnE, ALZ)
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clde edilir. Bu durumda (2.39) Ricci tensorii tammindan g (Ané, A;Z) = RO (¢, 2)
olur. Boylece ya B = 0, yani M total geodeziktir, ya da R®? (¢, 7) = 0 esitligi

saglanir. [J

Sonug 3.6.5 (]\7[ (c),g) yari-Riemann uzay formunda, bir total umbilik lightlike
hiperyiizey (M, g, S (TM)) olsun. M hiperyiizeyinin yari-parallel olmast i¢in gerek
ve yeter sart M nin Ry yari- Oklidiyen uzaymda bir yari-paralel lightlike hiperyiizey

olmasaidar.

Ispat: Eger M lightlike hiperyiizeyi total umbilik ise, yani (2.40) esitligini

saglyorsa, (3.50) ifadesinde yerine yazarsak,

h(R(X,Y)Z,W)+h(Z R(X,Y)W) =

= cplg(V,2)g(X, W) —g(X, Z) g (Y, W)
+9 (Y, W) g (X, 2) —g(X,W)g (Y. Z)}
—B(X,Z)h(ANY,W) + B(Y,Z)h (AyX, W)
—B(X,W)h(ANY,Z)+ B(Y,W)h(AxX, Z)

= —h(B(X,2)ANY — B(Y,Z) AxX, W)
—h(Z,B(X,W)AxY — B(Y,W) AyX) (3.51)

bulunur.  Yari-Oklidiyen uzaym Riemann egrilik tensorii (2.36) esitligindeki gibi

oldugundan istenen sonug¢ bulunur. [

Ornek 3.6.6 R Minkowski uzayinda N7 ik konisi

m—+1 m—+1
4 0

—(m0)2+2(a§“)2:0,x: xw#()
a=1 A=0
denklemi ile verilir. Isik konist AJ" ve ekran dagiluma S (TAGH) igin
1
BXY)=—-g(X,Y) ve C(X)Y) =~ (xo)Qg( ,Y)

oldugundan total umbiliktirler. Isik konisinin Riemann egrilik tensori ise

R(X,mz:—ﬁ{gmmm—g(x,zwn
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dir (Duggal and Bejancu, 1996). Ricci tensori ise (2.38) den, ¢ = 0 oldugundan
Ric(X,Y) = 0 olarak bulunur. Yani w1k konisi Ricci diz bir lightlike hiperyiizey-
dir.  Isik konisi total geodezik olmadigindan paralel degildir. Ancak yari-paralellik
tamemandan faydalanalarak her XY, Z, W € I' (T M) i¢in

(R(X,Y)-h)(Z,W) = —h(R(X,)Y)ZW)—-h(Z,R(X,Y)W)

- (10)2 (9(Y, 2)h (PX, W) — ¢(X, Z) h (PY,W)}

+

2 (20)> gV, W)h(Z,PX)—g(X,W)h(Z, PY)}

ve B(X,Y)=—¢g(X,Y) kullamlarak
elde edilir. Yani AJ"*" 151k konisi yar-paralel bir lightlike hiperyiizeydir.

Ornek 3.6.7 Ornek 3.1.9’da tanvmlanan

To = o1 + V24/ 23 + 22

lightlike hiperyiizeyi ele alalim. Bu lightlike hiperyiizeyin ikinci temel formu sadece
h (Wa, Wy) = —V2f%N (3.52)

durumunda sifirdan farkhder.  Ikinci temel formun kovaryant tiirevi ise (2.24), (3.2)

ve (3.1) esitliklerinden yararlanarak
(Veh) (Wo, Wa) = (Vi,h) (€, Wa) = 2f°N, (Vi,h) (Wa, Wa) = =Wp  (3.53)

durumlar diginda sifir olarak bulunur.  Buradan anlagilacagy tizere bu lightlike
hiperyiizey paralel degildir. (3.51) ve (3.2) egitliklerinden her X,Y, Z, W € T' (T M)
1¢imn

(R(X,Y)-h)(Z,W)=0

elde edilir ki boylece lightlike hiperyiizey yari-paralel olur.

Teorem 3.6.8 (]\7[ (¢), g) yari-Riemann uzay formunda, bir lightlike hiperytizeyi M
olsun. Eger M 2—yariparalel ise ya total geodezik ya da R(®?) (AEVV7 5) =0 dr.
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ispat: Simdi (3.48) esitliginden, bir lightlike hiperyiizey 2—yariparalel ise
0 = (R(X,Y)-VA) (U, V,W)=(R(X,Y) Viwh) (U,V)
= —(Vwh) (R(X,Y)U,V) — (Viwh) (U, R(X,Y)V)
= (Vaxxwh) (U V)
= —B(Y,U)(Vwh) (AxX,V) + B (X,U) (Vh) (AyY, V)
—B(Y,V)(Vwh) (U, AyX) + B(X,V) (Viwh) (U, AyY)
—B (Y, W) (Vayxh) (U,V) + B (X, W) (Vayvh) (U, V)

bulunur. U = X = ¢ alinirsa

0 = BY,V)h(Vw&, AnE) + B (Y, W) h(Vaye,V)
= —B(Y,V)h (AW, AxE) — B(Y,W)h (Af (An€),V)

ve yine V' = W alinirsa
0=—-2B(Y,W)h (AZI/V, AN§)

elde edilir. Bu durumda ya B =0 yada g (AEAEW, AN£) = 0 olur. Yani M ya
total geodeziktir ya da (2.39) yardimyla R (AfW,€) = 0 esitligini saglar. OJ
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BOLUM 4

ROBERTSON-WALKER UZAY ZAMAN
MODELLERINDE SIMETRI KOSULLARI

4.1 Genel Tanimlar ve Teoremler

Newton sayesinde giines sistemi ile ilgilenmeye baglayan fizik¢iler, astronomideki
gelismelerle desteklenen gorelilik teorisi ile calismalarini evreni kapsayacak bigimde
genisletmislerdir. ~ Kurduklar1 basit kozmolojik modeller yardimiyla, evrenin ve
icindekilerin hareketlerini anlama ve test etme imkanina kavugmuslardir. Bu mo-
dellerden en bilineni Robertson-Walker uzay-zaman modelidir.

Bir agik aralik I C R ve irtibathh 3—boyutlu sabit egrilikli bir Riemann manifoldu
F olmak iizere I x F' carpim manifoldunu diisiinelim. 7 ve o, sirasiyla [ ve F
tizerine izdiigim doniigiimleri olsun. [ iizerindeki standart d/dt vektor alaninin

I x F manifoldundaki lifti 0; timelike birim vektor alani ve
F(t)=txF={({tp):peF}

olmak tizere 0; L F' (t) olsun. Boylelikle her F' () uzay1 bir Riemann uzay1 olur. Her
t € Iicin f(t) > 0 fonksiyonu alimir ve X, Y vektorleri F' () uzayma teget olmak

{izere

§(X.Y) =g (dr (X),dr (Y))+ f*(t) g (do (X) do (V)

tanimlanirsa, (I X F, ) manifoldu / tabanli, (F, g) fiberli bir kath ¢arpim manifoldu
olur. Simdi bu gosterimler yardimiyla Robertson-Walker uzay-zamani su sekilde

tammlanir:

Tamm 4.1.1 Irtibatl 3—boyutlu k = —1,0 veya 1 sabit egrilikli bir Riemann ma-

nifoldu F ve I C R} a¢ik arahginda taniml diferensiyellenebilir pozitif bir fonksiyon
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f olmak tizere,

katle ¢carpim manifolduna bir Robertson-Walker uzay-zamani adv verilir (O’neill,

1983).

Burada F' uzay: igin standart secimler sirasiyla —1,0,1 sabit egrilikleri igin
H3,R3, S uzay formlaridir. F ve I uzaylarindaki tanjant vektor alanlarimin yatay
ve diigey liftleri sirasiyla L (F') ve L(I) ile gosterilir.  0; timelike birim vektor
alaninin gelecek yonlii segilmesiyle M{ (k, f) manifoldu zaman yonlendirilmig olur.

Her X € I' (T'M) vektor alan igin
X=X-5(X,0)0, X eL(F) (4.1)
ayrigimi yazilabilir.

Not 4.1.2 F fiberi, n—boyutlu genel bir Riemann manifoldu alinirsa, bu durumda
M (k, f) manifolduna genellestirilmis bir Robertson- Walker uzay-zamany (GRW)
denir. Klasik Robertson- Walker uzay-zamaninin aksine, genellestirilmis Robertson-

Walker uzay-zamaninda fiber uzay sabit egrilikli olmak zorunda degildir.

M (K, f) uzay-zamaninda yardime teoremler 2.4.1 ve 2.4.2 kullanilarak, konek-

siyon ve Riemann egrilik tensorii ile ilgili agagidaki yardimc: teoremler elde edilir

(Chen and Veken, 2007), (Kang, 2012):

Yardimci teorem 4.1.3 M (k.f) manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu V ol-

sun. Her X,Y € L(F) i¢in
1. V,0; =0,
2. Vo X =Vx0, = f7'X,
3. g (VxY,0) = =g (X, V) &,

4. F uzayimin Levi-Civita koneksiyonu YV olmak tzere, VxY wvektor alaninin

diisey lifti VxY dir.
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Yardimci teorem 4.1.4 M (k, f) uzay-zamaninn Riemann egrilik tensori R

olmak tzere, her X,Y,Z € L(F) i¢in

M (K, f) uzay-zamaninin Riemann egrilik tensoriinii bulmak icin yukaridaki
yardimcr teoremin son egitliginden faydalanabiliriz. Her X,Y,Z € T'(T'M) i¢in

(4.1) ayrigimu ve egrilik tensoriiniin dogrusalligi kullanilirsa

R(X,)Y)Z = U/);—;rk(g(Y,Z)X—g(X,Z)Y)
+ff"_§£,) — (G (X.0)5(Z.0)Y —5(v.0)5(Z.0) X
+(@g(Y,00) (X, Z) —g(X,0) g (Y, Z)) O) (4.2)

bulunur.

Not 4.1.5 Eger f katl carpam fonksiyonu (ff” — (f’)2 — k:) = 0 denklemini saglar-
sa ((f)’ +k)/f2) =0 egitligini de sajlayacair agiktvr. Dolayiswyla (4.2) esitligin-
den, M (k, f) uzay-zamanwman sabit egrilikli oldugu goriiliir.

( frr = )2 — k) = 0 diferensiyel denkleminin ¢éziimiinden su sonuglar elde edilir:

o M (k, f) uzay-zamamman Riemann egriliginin sifir olmasy icin gerek ve

yeter sart f (t) = at + b, (k = —a®) olmasidar.

o M (k, f) uzay-zamanwmn ¢ > 0 sabit egrilikli olmast icin gerek ve yeter

sart f(t) = ae +be~, (k = 4c*ab) olmasidar.

o MM (k, f) uzay-zamanimn —c* < 0 sabit egrilikli olmas i¢in gerek ve yeter

sart f (t) = asin (ct) + beos (ct), (k= —c*(a®+?)) olmasidar.



76

4.2 Robertson-Walker Uzay-zamanda Lightlike
Hiperyiizeyler ve Simetri Ozellikleri

Bir (]\_4 , g) yari-Riemann uzay-zamaninin bir alt uzay1 V' ve Riemann egrilik ten-
sorii. R olsun. Eger her X,Y,Z € V i¢in R(X,Y)Z € V oluyorsa, V alt u-
zayina R ye gore egrilik-invaryant’tir denir. Burada 6zel olarak V = T'M alnirsa,
M uzay-zamam egrilik-invaryant’tir denir. Benzer sekilde bir lightlike hiperyiizey

(L,g,S (TL)) igin su 6nerme verilebilir:

Onerme 4.2.1 Bir M (k, f) uzay-zamaninn bir lightlike hiperyiizeyi
(L,g,S(TL)) olsun. O halde

1. L lightlike hiperyiizeyinin egrilik-invaryant olmas i¢in gerek ve yeter sart

MY (K, f) uzay-zamananan sabit egrilikli olmasidar.

2. Eger S (TL) ekran dajlima egrilik-invaryant ise M (k, f) uzay-zamana diiz-

diir.

3. Eger Rad(TL) null dagilvma egrilik-invaryant ise M (k, f) uzay-zamans
sabit egriliklidir.

4. Eger tr (TL) null transversal dagilvmu egrilik-invaryant ve rank(S(TL)) > 1
ise M (k, f) uzay-zaman ya diiz ya da S(TL) ekran dagilma L(F) fiber
uzaylarina tegettir (Kang, 2012).

M7 (E, f) uzay-zamaninm sabit egrilikli olmasi durumunda, Teorem 3.1.1 den
An€ sifirdan farkli bir vektor alani olmak iizere L lightlike hiperyiizeyinin yerel
simetrik olmas icin gerek ve yeter sart total geodezikliktir. Uzay-zamanin sabit
egrilikli olmamasi durumu ise agagida incelenecektir. J, timelike vektor alaninin,
bir L lightlike hiperyiizeyine gére durumunu belirleyen asagidaki yardimci teoremi

biliyoruz:

Yardimci teorem 4.2.2 Bir M (k, f) uzay-zamananan bir lightlike hiperyiizeyi
(L,g,S(TL)) olsun. O halde 0y vektor alaniman (2.10) ayrigymina gére transversal

izdiigtimi O olmak tizere
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i. 0, vektor alami L ye teget olamaz, yani 9" # 0.
ii. 0, vektor alany L ye dik olamaz.

iii. M (k, f) wzay-zamanindaki bir sifrdan farkl null U vektér alana igin

g (U,0;) # 0 dwr (Kang, 2012).

Gortidiigii iizere 9y vektor alani L lightlike hiperytiizeyinin RadT L radikal uzayina
veya tr (T'L) transversal vektor demetine ait olamaz. Ancak 0; vektor alani S (T'L)

ekran dagilimina ait veya dik olabilir.

Onerme 4.2.3 Sabit egrilikli olmayan bir M (k, f) uzay-zamanwmn bir light-
like hiperyiizeyi (L, g, S (TL)) ve rank (S (TM)) > 1 olsun. Asagidaki (i)~ (4i7)

kosullarindan birinin saglandigine varsayalim:

i. n paraleldir, yani her X,Y € I'(TL) ve N € ' (tr (TL)) i¢in n(Y) = g(Y,N)
olmak tizere Vxn (Y) =0,

ii. Ekran ikinci temel formu h* paraleldir,

iii. Her X,Y € I'(TL) ve N € I' (tr (T'L)) i¢cin (VxA)yY = (VyA)y X dir.

Bu durumda S (TL) ekran dagilvma M (k, f) uzay-zamanwnan spacelike dilim-

lerine tegettir (Kang, 2012).

Teorem 4.2.4 Sabit ejrilikli olmayan bir M (k, f) uzay-zamanwnan bir lightlike
hiperyiizeyi (L, g, S (TL)) olsun. S (TL) ekran dagilvminan h* ikinci temel ten-
soriniin paralel olmasi ve f fonksiyonu sabit olmayan diferensiyellenebilir bir fonksi-

yon olmast durumunda, eger L lightlike hiperyiizeyi yerel simetrik ise total umbiliktir.

Ispat: Simdi M (k, f) uzay-zamammin bir (L, g, S (T'L)) lightlike hiperyiize-
yini ele alahm. (4.2) esitliginden R Riemann egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevi

her X,Y,Z € I'(T'L) vektor alan: igin
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W (f/>f2+k (9. 2) X -g(X,2)Y)
o ff"—(%’> )| G xongzayy

—g(Y,0)g(Z,0,) X +(3(Y,0) (X, 2)

—9(X,0) g (Y, Z))0)

- (%) 5 (g (¥, Swd) 3 (X, 2)
—g (X, Vwd) g (Y, 2)d, + (3 (Y,0,) 3 (X, Z)

~3(X,0) 5 (Y, 2)Vw, +g(Z,8,) g(X wdl) Y
~3(2,0)3 (Y,Vwd) X +3(X,0)5 (2, Vwd,) Y
-3 (Y,0,) 9 (Z,Vwd,) X)

olur. (Giines, et al., 2003) caligmasi Yardimc1 Teorem 3.2 den biliyoruz ki her

X,Y,Z e T(TL) icin

(VwR) (X,Y)Z

(VwR)(X,Y)Z+ B(W,R(X,Y)Z)N
+(VwB) (X, Z2) AyY — (VwB) (X, Z) 7 (Y)N
+B(X,Z) (VwAN)Y + B(X,Z) B(W,AyY) N
—(VwB) (Y, Z2) ANX = B(Y, Z) (VwAy) X
—B(Y,Z) B(W,AyX)N + (Vw (VxB)) (Y, Z) N
— (Vw (VyB)) (X, Z) N + B(Y, Z) (V) (X) N
—B(Y,Z) 7 (X)ANW +7(X) 7 (W)B (Y, Z) N
+(VyB) (X, 2)
)
)

( AxW = (VyB) (X, Z) 7 (W) N
—(VxB) (Y, Z
)

ANW  + (VxB) (Y, Z) 7 (W) N
—B(X,Z)(VT)(Y)N + B(X,Z) 7 (Y) AyW
+B(X,2)7 ()7 (W)N = (Vo xB) (Y, 2) N
+(Ve,vB) (X, Z)N — R(h(W,X),Y) Z
“R(X,h(W,Y))Z — R(X,Y)h(W,Z)
+(VwB) (Y, Z) 7 (X)N
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olur. L lightlike hiperyiizeyinin Riemann egrilik tensorii R ve quasi-ortonormal bazi
(2.9) daki gibi olmak iizere, R egrilik tensoriiniin W € T'(T'L) vektor alanina gore
kovaryant tiirevi yukaridaki esitlik kullanilarak su sekilde elde edilir:

(VR (X.Y)Z = W (f')ff’f GV, 2)X - §(X.2)Y)
1= ((f)° + k)

ud (7(X,0)5(Z,0)Y

72
—g(Y,01)g(Z,0,) X +(g(Y,0:) g (X, Z)

—g(X,0,) g (Y, Z))0)

- (%/) ) (@ (v, Twa) (X, 2)

—g (X, Vwa,) g (¥, 2))0, + (g (Y,) g (X, Z)

—§(X,0)5(Y,Z2))Vwd +3(Z2,0,) 5 (X,Vwdy) Y
§(Z,0)3(Y.Vwd) X +3(X,0)3(Z,Vwd,)Y
—g(Y,0,) 9 (Z,Vwd) X)— B(W,R(X,Y)Z)N
—(VwB) (X, Z) ANY + (VwB) (X, Z) 7 (Y) N
—B(X,Z)(VwAN)Y — B(X,Z) B(W,ANY) N
+(VwB) (Y, Z) AnX + B(Y, Z) (VwAn) X
+B(Y,Z)B(W,AyX)N — (Vi (VxB)) (Y, Z) N
+(Vw (VyB)) (X, Z2) N = B(Y, Z) (VwT) (X) N
+B(Y,Z) 7 (X)ANW — 7 (X) 7 (W) B (Y, Z) N
—(VyB)

)

X, Z)ANW + (VyB) (X, Z) T (W) N
)JANW — (VxB) (Y, Z) 7 (W) N
)

(
+(VxB) (Y, Z
+B(X,Z) (V1) (Y)N - B(X,Z)7 (Y) ANW
~B(X,Z2)7(Y)T (W)N + (Vy,xB) (Y,Z) N
— (VyuyB) (X, Z)N+ R(h(W,X),Y) Z
+R(X,h(W,)Y) Z+R(X,Y)h(W,Z)

—(VwB) (Y, 2)7(X)N (4.3)
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L lightlike hiperyiizeyinin yerel simetrik oldugu kabul edilirse, (4.3) esitliginde
X = 7 = ¢ alindiginda

Wlﬁﬂ—«ff+@

f2

((G(£.0))°Y —g(Y,0,) 5 (£,0,)€)

= (;‘é) )(?J £,009 (& Vwa) Y

(
§(&0)g (Y. Vwd) E+3g(£,0)3 (£, Vwdy) Y
(Y,00) g (&, Vwd) §) —BW,R(,Y)E) N

—4(

+(VwB) (Y, ) Av§ — (Vi (VeB)) (Y, §) N

+(Vw (VyB)) (§,6) N + (VuyeB) (YV,§) N

+R(ER(WY))E = (VwB) (YV.§) 7 (§ N (4.4)

elde edilir. h* ikinci temel formu paralel oldugundan, yukaridaki énerme yardimiyla
S(TL) ekran dagihmi M (k, f) uzay-zamanmin spacelike dilimlerine tegettir.
Dolayisiyla S (T'L) ekran dagilimi tanim geregince 0y vektor alanina diktir.

Y € S(TL) almursa g (Y, N) = 0 ve g (Y, 0;) = 0 sonuglarma ulagihr. Ayrica (4.1)

esitligi ve Yardimci1 Teorem 4.1.2 den

?w@=%WF€NW+MW@WO

bulunur. (4.2) egitliginden bulunan

()P +k 20 = () +F)
IE IE

ifadesi ve yukaridaki esitlik kullanilarak (4.4) esitliginin her iki tarafinin N vektor

9(50)9(N,0)

alani ile i¢ carpimi alindiginda

(/"= () + k)

0 = — 72 f g(&a)g(WY)
+Bmmn(”2fk—2Uﬂ_§gq+k”waawuwa0<4m

elde edilir. Bu agsamada, eger

4k 200" = (U4 h)
Iz Iz

(5;@)@(1\77@) =0
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oldugu kabul edilirse, g (€,8;) # 0 ve w

den f’ = 0 bulunur. Fakat f fonksiyonu sabit olmadigindan, bu bir geligkidir.

# 0 oldugundan, (4.5) esitligin-

Dolayisiyla (4.5) esitliginden

B(W.Y) = -
o <<f'>2+k = AR e a5 (N, @))

f? f?
elde edilir. Bu ise hiperyiizeyin total umbilik oldugu anlamina gelir. [

M (k, f) Robertson-Walker uzay-zamaninin sabit egrilikli olmasi durumunda

ise asagidaki sonug elde edilir:

Onerme 4.2.5 M (k, f) uzay-zamanwnan bir lightlike hiperyiizeyi (L, g, S (T'L))
olsun. Eger hiperyiizeyin h ikinci temel formu paralel ise, M7 (k, f) uzay-zamam

sabit egriliklidir (Kang, 2012).

Sonug 4.2.6 M!"™ (k, f) uzay-zamananan bir lightlike hiperyiizeyi (L, g, S (TL)) ol-
sun. AnE sifirdan farkl bir vektor alan ve hiperyiizeyin h ikinci temel formu paralel
olmak iizere, L lightlike hiperyiizeyin yerel simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

total geodezik olmasidar.

Ispat: Yukarida verilen énerme geregince, h ikinci temel formunun paralel
olmasi durumunda M (k, f) uzay-zamam sabit egriliklidir. Her sabit egrilikli
uzay yerel simetrik oldugundan, Teorem 3.1.3’e gore L lightlike hiperyiizeyin yerel
simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart total geodezik olmasidir. [

M7 (K, f) uzay-zamanmin Ricci tensorii ise agagidaki 6nerme ile tanimlaniyor:

Onerme 4.2.7 M (k, f) uzay-zamanimn Ricci tensori her X, Y € M (k, f)

]cin
Ric(X,Y) = —ang (X,Y) + A {(n—1)§(X,d) g (¥, d;) — g (X,Y)}

esitligi ile tanambidir (Kang, 2012).



82

M (k, f) uzay-zamaninim bir lightlike hiperytizeyi (L, g, S (T L)) olmak {izere,
bu hiperyiizeyin Ricci tensorii R(*?) ile gosterilirse, her X,Y € ' (TL) igin (2.33)
ve (2.37) esitliklerinden
RO (X)Y) = Ric(X,Y) = B(X,Y)TrAy + g (AfY, AxX) + g (R(,Y) X, N)
(4.6)
bulunur. (4.2) esitligi kullanmlirsa

g(REY)X,N) = ag(X,Y)+8{g(X,0)g(Y,0) —g(£,0) g (Y,0) g (X,N)
—g(89:) g (X,Y)g(N,0)}

elde edilir. Bu esitlik, yukaridaki 6nerme ile birlikte (4.6) esitliginde yerine yazilirsa,

R(©2) tengorii

RO (X,Y) = —a(n—1)g(X,Y)+8{ng(X,8,)5(Y,0) —5(X,Y)
—9(£,0)g(Y,0,)g(X,N)—g(£,0:)g(X,Y)g(N,0)}
—B(X,Y)TrAy + g (AfY, Ay X) (4.7)

olur.

Sonug 4.2.8 Diiz bir M (k, f) uzay-zamananan bir lightlike hiperyiizeyi
(L,qg,S (TL)) ve ANE safirdan farkly bir vektor alana olsun. Bu durumda L hiperyiize-

yinin Ricci diiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart total geodezik olmasidar.

Ispat: Mt (k, f) uzay-zamaninin diiz olmasi1 durumunda $ = « = 0 olur.

(4.7) esitliginden
R®?(X,Y) = —B(X,Y)TrAy + g (AfY, Ay X)
bulunur. L hiperyiizeyinin Ricci diiz olmasi durumunda, X = £ alinirsa
0 =g (AfY, An¢)

olur. An¢ # 0 oldugundan, A7 = 0 olarak bulunur. Yani L lightlike hiperyiizeyi
total geodeziktir. Diger taraftan, eger L total geodezik kabul edilirse, (4.7) esitligin-
den ve o = B = 0 oldugu gerceginden R(*? = 0 olacag aciktir. [J
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Teorem 4.2.9 M (k, f) uzay-zamanwmn bir lightlike hiperyiizeyi (L, g, S (TL))
olsun. AnE sifirdan farkl bir vektér alanas ve S (TL) ekran daglvma, M (K, f)
uzay-zamaninan spacelike dilimlerine teget olmak dizere, eger L lightlike hiperyitizey:

Ricci simetrik ise, M{"** (k, f) uzay-zamany sabit egriliklidir.

Ispat: (4.7) esitliginin kovaryant tiirevini alirsak

(VwR"?) (X,Y) =W (R (X,Y)) - R (Vi X,Y) — R (X, VyY)
ve buradan

(VwRO) (X,)Y) = -W(a)(n—-1)g(X,Y)
—a(n—1){B(W,X)§(N,Y)+B(W,Y)g(N,X)}
+W(8) {ng (X,0,) g (Y, 0,) — g (X.,Y)
~3(£,0:)3(Y,0:)3(X,N) =g (£0,) g(X,Y)g(N,0)}
+8{ng (Y,0,) [B(W, X)g(N,9,) + g (X, Vw,)]
+ng (X,0,) [B(W,Y)g(N,0,) + g (Y,Vwd,)]
—B(W,X)g(N,Y) - B(W,Y)g(X,N)
—g(Y.0) 3 (X, N) [-g (A:W. &) + 3 (§, V)]
~G(&0:) (X, N)[B(W,Y)g(N.9) +g (Y. V)]
+g(Y,0,) g(§,0) g (X, ANW)
—g(X,Y)g(N,0) [-3 (AW, 0;) + 3 (€, V0]
—3(£.0) 9 (X,Y)[~3 (ANW.8)) + § (N, Vwd,)]
—g(£,0:)g(N,0) [B(W,X)g(N,Y)+B(W,Y)g(X,N)}
— (VwB) (X,Y) trAy — B(X,Y)W (trAy)
+B (Y, (VwAx) X)
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bulunur. Y = W = ¢ alimirsa, L lightlike hiperyiizeyinin Ricci simetrik oldugu
diigiiniilerek, (2.15) ve (2.22) esitlikleri yardimiyla yukaridaki esitlikten

0 = £(B){ng(X,0)g (&) — (&) g(X,N)}
+6{ng (£,8) (X, Ved,) +ng (X,0,) g (€, Vedy)
—9(£,0)9(X,N)g (& Vedr) —7(£,0) 3(X,N)g (& Vedy)
+(9(£,0))%9 (X, AnE) — (VeB) (X, ) trAy

elde edilir. Ayrica X € S (TL) alnirsa, S (TL) ekran dagihmn Mt (k, f) uzay-
zamaninin spacelike dilimlerine teget oldugundan, g(X,0;) = 0 ve g(X,N) = 0
olur. Bu ifadeler yukaridaki egitlikte yerine yazildiginda (2.23) ve (2.31) esitlikleri
de kullanmlarak

0= B{ng (£,0,) 5 (X, Ved,) + (3 (£,0,))° 5 (X, AnE) (4.8)

bulunur. (4.1) esitligi ve Yardime1 Teorem 4.1.3’ten

!/ !

?gat - ?éig(&at)atat - ?g@t - 7& = ? (5 + § (5, at> &g)

ve

7(X.9:0) = Ly (X9 + (6009 (X.00) =0

elde edilir. Boylece (4.8) esitliginden

0=38(g(£0)"7(X, Ané)

sonucuna ulagilir. Bu esitlikte g (£, 9;) # 0 ve Ax§ # 0 olacagindan, 5 = 0 olmalidir.
Yani M} (k, f) uzay-zamani sabit egriliklidir. [J
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SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada yari-Riemann uzay formlarinda simetri tip ve yari-simetri tip egri-
lik kosullarina sahip lightlike hiperyiizeyler incelendi. Uciincii boliimde bir lightlike
hiperyiizeyin Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii ve ikinci temel formunun simetri
tip ve yari-simetri tip egrilik kosullar1 ele alindi.  Lightlike hiperytizeylerin yerel
simetrisi konusunda var olan teorem ve sonuclara ek olarak, ekran dagiliminin yerel
simetri ile olan iligkisine bakildi. Bilinen baz 6rneklerin yerel simetrikligi aragtirildi.
Yari-Riemann uzaylarda yerel simetrikligin yerel olarak bir genellemesi olan ikinci
mertebeden simetriklik incelendi. Yerel simetrikligin dogal bir genellemesi olan yari-
simetriklik ile 2-simetriklik arasindaki iligki bulundu. Yari-simetriklik tanimina
uygun olarak diger bir genelleme olarak diisiiniilebilecek 2-yarisimetriklik kavrami
tanimlandi ve baz1 sonuglar elde edildi. Riemann egrilik tensoriiniin diverjansinin
yok oldugu uzaylar olarak tarif edilen, harmonik egrilikli lightlike hiperyiizeyler
konusu islendi. Ardindan Ricci tensoriiniin egrilik kosullar: iizerinde duruldu. Ricci
simetrik, Ricci yari-simetrik ve bunlarin ikinci mertebeden egrilik kogullar: light-
like hiperyiizeylerde incelendi. Son olarak ikinci temel formun egrilik kogullari ele
alindi. Bu kosullara sahip lightlike hiperyiizeyler arastirildi. Dordiincii boliimde
Robertson-Walker uzay zamaninda lightlike hiperyiizeyler konusu ele alinip yerel
simetri ve Ricci simetri egrilik kogullar: incelendi.

Burada yapilan ¢alisma, lightlike hiperyiizeylerde Duggal ve Bejancu tarafindan
geligtirilen yontem {izerine kurulmugtur. Yoéntemin yeni olmasi sebebiyle, daha
cok calisma yapilmasi gerektigi aciktir.  Ozellikle simetri tip egrilik kosullar1 bu
uzaylarda son on yildir sadece birkag makalede ele alinmigtir. Bu c¢alismada en
onemli ti¢ tensor tizerinde durulmustur. Riemann egrilik tensoriiniin egrilik kogullar:
iizerinde bazi sonuclar incelenmeye calisildi. Ancak bu tensoriin kovaryant tiirev-

lerinin ve egrilik benzeri tensorlerin simetri kogullar: tizerinde durulamamigtir. Yerel
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olarak ikinci mertebeden simetrik olan uzaylar ele alinmasina karsin, bu tir u-
zaylarin bir genellemesini yapmak icin daha farkli yéntemlerin kullanilmasi gerek-
mektedir.  Yar1 simetrik lightlike hiperyiizeylerin yiiksek mertebeden karsiliklar:
olan k-yarisimetrik uzaylar konusu diger bir inceleme konusu olarak durmaktadir.
Ricci tensorii igin de benzeri hususlar diistiniilebilir. Ricci tensoriiniin simetrikligi
ve 2-simetrikligi incelenmesine ragmen yiiksek mertebeden Ricci simetrik lightlike
hiperyiizeyler birakilmigtir. Ayni gsekilde Ricci yarisimetrik uzaylarin yiiksek mer-
tebeden benzerleri de sonraki arastirmalara birakilmigtir. Diger bir konu da ikinci
temel tensoriin egrilik kogullaridir. Bunlarin yiiksek mertebeden genellemeleri, ii-
zerinde calisilmaya deger konular arasindadir. Son olarak, bu ¢alismada bahsedilen
egrilik kogullar1 arasindaki iligkiler iizerinde baz1 sonuclar bulunmus olmasina karsgin,

¢ok daha fazlasi arastirilmay1 beklemektedir.
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