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OZET

Bu tez Advection Diffusion denkleminin genisletilmis kiibik B-spline
kolokeysin ve galerkin metotlariyla sayisal ¢oziimleri hakkindadir.

Ik boliimde ileriki boliimlerde ihtiya¢ duyulacak bazi kavramlar agiklanmistir.
[lk olarak sonlu elemanlar metotlar1 tanitilmistir. Spline fonksiyon kavrami anlatildiktan
sonra kiibik B-spline ve genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlar tanimlanmigtir. Son
olarak sonraki boliimlerde sayisal ¢oziimii arastirilacak olan Advection Diffusion (AD)
denklemi test problemleri ile birlikte tanitilmistir.

Ikinci béliimde, AD denkleminin kiibik B-spline kolokeysin metoduyla sayisal
olarak ¢oziilmiistiir. Ug test problemi tam sonugla 6nerilen yéntemi karsilastirmak icin
kullanilmastir.

Ugiincii  boliimde genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin metodu AD
denklemini sayisal olarak ¢dzmek igin kullamlmstir. Onerilen metot ii¢ test problemi
kullanilarak incelenmistir.

Dordiincii boliimde kiibik B-spline galerkin metodu AD denkleminin sayisal
¢Oziimiinii elde etmek igin tammmlanmustir. Ug test problemi metodun performansini
gorebilmek i¢in kullanilmistir.

Besinci boliimde AD denklemi genisletilmis kiibik B-spline galerkin yontemi ile
sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Metodun performansi {i¢ test problemi ile test edilmistir.

Son boliimde onerilen yontemler hakkinda bir tartisma yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: B-spline, Genisletilmis B-spline, Sonlu elemanlar metodu,

Advection diffusion denklemi.



Vi

SUMMARY

This thesis deals with the numerical solution of Advection Diffusion equation by
using extended cubic B-spline collocation and galerkin methods.

In the first chapter, some definitions needed in the next chapters are given. First,
finite element methods are described. After the concept of the spline functions is
outlined, cubic B-spline and extended cubic B-spline functions are described. Finally,
Advection diffusion (AD) equation solved numerically in the next chapters is
introduced together with their test problems.

In the second chapter, the AD equation is solved numerically by using cubic B-
spline collocation method. Three test problems are used to compare between analytic
result and proposed method.

In the third chapter, extended cubic B-spline collocation method is used to solve
the AD equation numerically. The proposed method is examined by using three test
problems.

In the fourth chapter, cubic B-spline galerkin method is designed to have the
numerical solution of the AD equation. Three test problems are used to demonstrate the
performance of the method.

In the fifth chapter, the AD equation is solved numerically by using the extended
cubic B-spline galerkin method. The performance of the method is tested by three
problems.

In the last chapter a discussion about the proposed methods is given.

Keywords: B-spline, Extended B-spline, Finite element method, Advection diffusion

equation.
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Sonlu Elemanlar Yéntemi

Sonlu elemanlar metodu, karmasik miithendislik problemlerinin hassas olarak ¢oziil-
mesinde etkin olarak kullamlan bir sayisal metottur. Ilk defa 1956 yilinda ucak
govdelerinin gerilme analizi icin gelistirilmis olan bu metot, giintimiizde uygulamali
bilimler ve miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde (yapisal mekanik problemlerinin
yanisira, 1s1 iletimi, akigkanlar mekanigi, elektrik ve manyetik alanlar ile ilgili miithendis-
lik problemlerinin ¢ziimii) kullanilmaktadir.

Sonlu elemanlar metodundaki ana diisiince, karmasik bir problemi basite indirge-
yerek bir ¢oziim bulmaktir. Esas problemin daha basit bir probleme indirgenmis olmasi
nedeni ile kesin sonug yerine yaklagik bir sonug elde edilmektedir. Sonlu elemanlar yon-
teminde yapi, davranigi daha once belirlenmis olan bir ¢ok elemana boliiniir. Eleman-
lar "diigim" adi verilen noktalarda tekrar birlestirilerek denklem takimlar: elde edilir.
Denklem takimlar elde edilirken dikkat edilmesi gereken hususlar vardir. Oncelikle
elemanlar uygun bicimde secilmeli ve problemin yapisina uygun olarak yerlegtirilme-
lidir. Coziimiin ani degigim gosterdigi yerlerde elemanlar daha kiiciik segilerek daha iyi
bir yaklagim elde edilebilir. Uygun elemanlar segmek kadar bu elemanlar1 ve onlarin
diigiim noktalarini uygun numaralamak da ¢nemlidir. Sonlu elemanlara ayirma igle-
minden sonra, ifade edilmek istenen biiyiikliigiin bolge icerisinde degisimini gosteren bir
interpolasyon fonksiyonu belirlenir. Fonksiyon gercege ne kadar yakin secilirse ¢oziim
icin yaklasimda o kadar iyi olur (Clough, 1960; Hillier and Lieberman, 1965; Hinton
and Owen, 1977; Muaveni, 2003; Segerlind, 1976; Zienkiewicz and Morgan, 1983).

1.2 Agirlikli Kalan Yo6ntemi

Sonlu elemanlar yénteminin integral formlar: varyasyonel ve agirlikl rezidii yontem-
leri olmak iizere iki farkli yoldan elde edilir. Varyasyonel yontemler genelde fonksiyonel
olarak bilinen 6zel bir integral bagintisinin maksimum veya minimumunu olusturan

noktasal parametreleri bulmay1 amaclar. Fonksiyonelin ekstremumunu iireten ¢oziim



sinir sartlarim1 da saglar ancak bu fonksiyonelin bulunmasi bazen c¢ok zor olmakta
bazen de miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle orjinal diferansiyel denklemden integral
formunun elde edildigi gesitli agirlikh rezidii yontemleri mevcuttur.

L bir lineer diferensiyel operator, f(z) bilinen bir foksiyon, u(x) aranan ¢ziim ve

) tanim bolgesi olmak {iizere
Lu(x) = f(z), € (1.1)

seklinde diferensiyel denklemin sayisal ¢oziimii icin agirlikli kalan metodu kullanildiginda,

aranan u(.) ifadesi yerine

u(w) % Ula) = 3 az0,(w) (12

formundaki bir U(z) sonlu yaklagim serisi kullanihr. Burada ¢;(z), (j = 1,..., N) Q
bolgesi tizerinde taniml fonksiyon kiimesidir. ¢,(.) fonksiyonlari problem igin verilen
siir sartlarim saglayacak bicimde secilirler. a; ler ise belirlenmesi gereken serbest

parametrelerdir. U(.), (1.1) diferensiyel denkleminde yerine yazilirsa,
LU(z) — f(x) = R(x) (1.3)

olarak tammlanan R(z) kalani elde edilir. Bu yontem ile a; parametrelerinin belir-
lenmesinde, R(z) kalanm ile W; agirlhik fonksiyonunun ¢arpimimin © bolgesi iizerinde

integralinin sifir olmasi istenir. Dolayisiyla

/m(.)R(.)dx 0, i=1,....N (1.4)

olarak N bilinmeyenli N tane denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir.
Bu denklem sistemi coziilerek a; parametreleri bulunur ve (1.2) denkleminde yerine

yazilirsa U(x) yaklagik ¢oziimiine ulagilir.
1.2.1 Galerkin y6ntemi

Galerkin yontemi bir varyasyon yontemi olup diferansiyel denklemlerin yaklagik
¢oziimlerinde kullamilmaktadir. Bir énceki alt boliimde tanimlanan (1.4) esitligindeki
W, agirlik fonksiyonu ¢, yaklagim fonksiyonuna esit alinirsa bu yontem Galerkin yon-

temi olarak bilinir. Bu durumda eger konum aralig: [a, b] olarak kabul edilir ve (1.2)



¢oziimii (1.1) denkleminde yerine yazilarak denklemin her iki tarafi ¢,(z) ile carpildik-

tan sonra integrali alinirsa

/@. (LZajgbj(x) - f(x)) dx =0, i=1,2,...,N (1.5)

elde edilir. Ulagilan denklem sistemi ise agik olarak /N tane denklemden olusan

Q; = L (a;0;(x)) — f(2)

olmak tizere

b b b
a1/¢1Q1dx+a2/¢1Q2dx+ . +aN/¢1Qqu: = 07

b b b
a1/¢2Q1dx+a2/¢2dix+ . +CLN/¢2QNdx = 0,

(1.6)
b b b
al/CbNQldx + a2/¢Ndix +...+ aN/ngQNdx =0
formunda yazilabilir. Denklem sistemi kolaylikla ¢oziilerek aq, as, ..., a, bilinmeyen

katsayilar1 bulunabilir.
1.2.2 Kolokeysin yontemi

Kolokeysin metodu agirlikhh kalan metodunun bir uygulamasidir. Bu metotta W;

agirlik fonksiyonlar: yerine

olacak gekilde Dirac Delta fonksiyonlar: secilir. Dirac Delta fonksiyonlarii =1,2,... N
icin
b N

/5(1’ — ;) (Lzajsbj(fr) - f($)> dr = (L [a;¢;(2)] = f(2)) [o=0, (1.8)

olacak sekilde 6nemli bir 6zellige sahiptir. Buradan N tane bagimsiz degisken ve NV tane

denklemden olugan sistemden ay, as, . .., a, bilinmeyen katsayilar1 kolaylikla bulunur.



1.3 Spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyon ismi ilk defa 1946 da Schoenberg tarafindan ortaya atilmistir
(Schoenberg, 1946). Spline fonksiyonlar icin teorik ve pratik uygulamalardaki gelisme
1960’ i yillarin baginda olmustur. Spline fonksiyonlar yapisal 6zellikleri ve bilgisa-
yarlarla yapilan hesaplamalarda kolayliklar saglamasi nedeniyle interpolasyon, veri uy-
durma, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde, egri ve yiizey uydurma gibi
bircok uygulamalarda yaygin bir gekilde kullanilmaktadir. Yaklagim yapilan fonk-
siyonun 6zelliklerinden dolay1 interpolasyon formiillerinin [a,b] araliginin tamamina
uygulanmasi her zaman istenilen sonucu vermeyebilir. Oyle ki yiiksek dereceden poli-
nomlar kullanilarak yapilan interpolasyonlardaki iglem hatalarinin artmasiyla gercek
anlamda kararsiz algoritmalarla karsilagilir.  Bircok durumda kullanilan noktalarin
saysinin artmasi ¢oziimiin iraksamasi anlamina gelir. Ayrica istenilen fonksiyon [a, b]
araliginin degisik kisimlarinda degisik ozelliklere sahip ise 6rnegin, bolgenin bir kis-
minda hizlh diger kisminda yavas degisiyorsa fonksiyona tek bir egri ile yaklagmak
uygun sonuglar1 vermeyebilir. Bu gibi nedenlerden dolay1 yiiksek derecesi olmayan
birinci, ikinci veya iiciincii dereceden polinom fonksiyonlar ile yaklagimlarin yapildig
spline interpolasyon yontemini kullanmak daha uygun olur. O halde spline interpolas-
yonu, tanimlanan aralik iizerinde ve sonlu noktalarda birbirini 6rtmeyen alt araliklarda
daha kiiciik dereceden polinom bulma esasina dayanir.

Reel sayilarm monoton artan bir dizisi x1,zs,...,xy’e bagh k. dereceden S(x)
spline fonksiyonu agagidaki iki ozellige sahiptir ve reel dogru iizerinde tanimli bir
fonksiyondur.

a. S(x), her [, Tm41] de k. ya da daha kiigiik bir dereceden polinomdur. (Burada

Ty = —00 Ve T3 = 00 olabilir)
b. S(x) ve kendisinin 1,2, ...,k — 1. basamaktan tiirevleri tanimlanan her aralikta
ve T, (m=1,2,..., N — 1) boliinme noktalarinda stireklidir.

Yukaridaki tanima goére, parcali polinom fonksiyonlar1 siireklilik durumunda ve
tiirevlerinin belirli kogullar1 saglamasi durumunda spline fonksiyon olustururlar. k£ =0
icin b kogulu gecersizdir ve 0. dereceden spline fonksiyonu adim fonksiyonu olarak ad-

landirilir. k£ = 1 igin S(x) polinomu kirik ¢izgilerden olugur.



Genel olarak, S(x); [Tm_1, Tm] Ve [Tm, Tmi1], m = 1,2, ..., N araliklarindan her biri
icinde derecesi k ya da daha kiiciik olan farkli fonksiyonlar olarak verilebilir. & > 0 i¢in
k. dereceden bir S(z) spline fonksiyonunun k. tiirevi bir adim fonksiyonudur. Farkl bir
tanim olarak k. dereceden bir spline fonksiyonu bir adim fonksiyonunun k. basamaktan
belirsiz integralidir.

Spline fonksiyonlar1 asagidaki ozelliklere sahiptir:

e Spline fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri kolay hesaplanabilir.

e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar yardimi ile sadece fonksiyonlara degil ayni1 zamanda onlarin

tirevlerine de ulasilabilir.

e Niimerik analizde ve yaklagim teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi du-
rumunda matrisler ortaya ¢ikar. Bu matrislerin tersi kolayca alimabilir. Dolayisiy-
la spline fonksiyonlar kullanildiginda elde edilecek denklem sistemleri rahatlikla

¢oziilebilir.

e Yeteri kadar alt bolmelere ayrilmig [a, b] aralig1 tizerinde tanimh her siirekli fonk-

siyon; k. dereceden spline fonksiyonu ile iyi bir sekilde temsil edilebilir.

e Diisiik dereceden spline fonksiyonlar ¢ok esnektir ve polinomlardaki gibi salinim
sergilemezler.
1.4 B-Spline Fonksiyonlari

B-spline fonksiyonlar ayni dereceye sahip spline fonksiyonlar i¢in bir tabandir.

B-spline fonksiyonlarin olusturulacag: noktalarin bir kiimesi

< T 9 < T 1 <x9g< T <Tp<...ve limuz, =00=—lim x,, (1.9)
m—0o0 m—0o0



olmak iizere calismamizda kullanacagimiz kiibik B-spline ve genisletilmis kiibik B-spline
fonksiyonlar ile birlikte daha diisiik dereceden B-spline fonksiyonlar1 da kisaca inceleye-

lim.
1.4.1 Sifirinc1 dereceden B-spline fonksiyonlar

Sifirincr dereceden B-spline fonksiyonlar1 BY ile gosterilir ve

1 axm§$<xm+l

B (z) = (1.10)

0 ,diger durumlar

seklinde tammlamir.  {B° : m € Z} kiimesi B-spline formunun bir sonlu dizisi olmak

tizere bu fonksiyonlarin énemli 6zellikleri agagidaki sekildedir:

e BY fonksiyonunun destegi BY (x) # 0 olan z noktalarmin kiimesi olarak tanim-

lanir. O halde bu destek [x,,, Z,,11) araligidir.
e Tiim m ve x degerleri i¢in BY (x) > 0 esitsizligi vardir.
e BY fonksiyonu, biitiin say1 dogrusu iizerinde sagdan siireklidir.
e Biitiin x € R noktalar i¢in i BY (z) =1 esitligi vardir.

Bu son 6zelligin dogrulugu, segilen herhangi bir z € R i¢in kanitlanabilir. Bunun

icin z noktasinin bulundugu diigiim noktalar: araligi x,,, < x < x,,,41 olsun. Dolayisiyla

o0

> BY(x) =B (z)=1 (1.11)

m=—o0
esitligi bulunur.

B? spline fonksiyonlar1 hakkinda son olarak sunu soyleyebiliriz. ~ Verilen diigiim
noktalar1 dizisi iizerinde sifirinci dereceden tiim spline fonksiyonlar icin bir taban olus-
tururlar. Bu iddianin dogrulugu kolaylikla kanitlanabilir. Kabul edelim ki S sifirinci
dereceden bir spline fonksiyonu olsun. O halde S fonksiyonu x,, <z < z,41, (m € Z)
i¢in S(x) = ¢, formunda tanimh bir parcali sabittir. Buradan

[ee)

S(x)= Y cuB(x) (1.12)

m=—0oQ



oldugu agiktir.
B? fonksiyonlari biitiin yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar1 tanimlamak igin bir
baslangi¢ noktasidir.  Yiiksek mertebeden B-spline fonksiyonlar asagidaki indirgeme

bagmtist yardimiyla tiiretilebilir (Hollig, 2003).

B (z) = (L — tm ) Bt Y(z) + ( Tl 2 ) BYL(@), (k>1) (113
Tmtk+1 — Tm+1
1.4.2 Lineer B-Spline fonksiyonlar

T, ' ler [a,b] araligindaki bsliinme noktalarinin koordinatlar: olmak tizere, x,, nok-

talarinda L,,(z) lineer B-spline fonksiyonlar:

. (Tmg1 — xm) —2(zy, — :L‘), [xm—la xm]
Ln(2) = 7§ (zms1 — 2), [E— (1.14)
h
0, diger durumlar

olarak tanmimlamir. Burada h = 11 — 2, dir. Bununla birlikte [x,,, T, 41| araligl L,
ve Ly, 41 gibi (1.14) de tanmimlanan ardigik iki lineer B-spline fonksiyonlar1 tarafindan

ortiiliir.
1.4.3 Kuadratik B-Spline fonksiyonlar

Ty’ ler [a,b] araligindaki boliinme noktalarimin koordinatlar: olmak tizere, x,, nok-

talarinda @,,(x) kuadratik B-spline fonksiyonlar

.
(T2 — 2]? = 3[Tmer — 2)? + B[z — 2%, (21, T
1 LTm+2 — x]2 - S[xm 1 ZL’]2, {Imaxm 1]
Quia) =24 "7 ! ’ (1.15)
['Tm-f—? - l’] ) [xm—I—la xm+2]
\ 0, diger durumlar

olarak tanimlanir. Burada h = z,,,1 — 7, dir. Kuadratik B-spline fonksiyonlar1 ve
onlarm birinci mertebeden tiirevleri [z,,_1, Zy12] araligl diginda sifirdir.  Sadece ara-
liktaki elemanlar goz oniine alimdiginda [2,,, T, 11] araligl Qp,—1, Qum, Q1 gibi (1.15)

de tanimlanan ardigik ii¢ kuadratik B-spline fonksiyonlar:1 tarafindan ortiiliir.



1.4.4 Kiibik B-Spline fonksiyonlar

T’ ler [a,b] araligindaki bsliinme noktalarinin koordinatlar: olmak tizere, x,, nok-

talarinda W, (x) kiibik B-spline fonksiyonlar

(

(@ = @m42)®, (T2, Tm1]
h® + 3h*(x — Tm1) + 3h(x — Tpp1)?
—3(x — Tp1)?, [T 1, T
U, (z) = % h? + 3h*(Tmy1 — @) + WXy — 1)? (1.16)
—3(Tmy1 — 1), [T, Tinga]
(Tmyo — 2)°, [Tma1, Tmy2]
0, diger durumlar

3
olarak tammmlanir (Prenter,1975). Burada h = 2,41 — x,, dir. Kiibik B-spline fonksi-
yonlar1 ile onlarin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri [x,, o, Z,,12] araligi diginda
sifirdir.  Ayrica [T, Tpi1] araligl U, 1, W, U, 00 ve W, 1o gibi (1.16) da tamimlanan
ardigik dort kiibik B-spline fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir. W,,(z) ve onun ikinci mer-
tebeye kadar olan W, (), ¥, (z) tiirevlerinin béliinme noktalarindaki degerleri Tablo

1.1’ de goriilmektedir.

Tablo 1.1: Boliinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri

x Tm—2 | Tm—1 Tm Tm+1 | Tm+2
U, (z) | 0 1 4 1 0
AU (z) | 0 3 1o | =3 o0

R2U" () | 0 6 |-12| 6 0

Uy yaklagik ¢oziimii ise kiibik B-spline fonksiyonlar: cinsinden
UN(x, t) = 5,1(t)\11,1(x) + (50(15)@0(%) + ...+ 5N+1(t)\I/N+1(l’) (117)

formunda yazilabilir. Bununla birlikte [z, Z,41] araligl, W, 1, U,,, W,iq ve Uy

gibi 4 tane B-spline tarafindan ortiildiigiinden U igin yaklagim ifadesi ve onun ilk iki



tiirevi

Un(z,t) = Z W;(2)d;(¢) (1.18)
U (z,t) = ,Z W (2)5;(t) (1.19)
Un(x,t) = > W()d,(t) (1.20)

j=m-—1

formunda ifade edilebilir. Dolayisiyla U, yaklagik ¢oziimii ve ikinci mertebeye kadar

olan tiirevleri § parametresine gore

Upn = U(@m) =0m-1+40m + 61 (1.21)
’ / 3

Um = U (iL‘m> = E(5m+1 — (5m—1) (122)
1" 1" 6

biciminde yazilabilir.

1.4.5 Genisletilmis kiibik B-Spline fonksiyonlar

T’ ler [a,b] araligindaki boliinme noktalarinin koordinatlar: olmak tizere, x,, nok-

talarindaki genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlari

Pm(7) = 57

(

\

4h(1 = A) (2 — Tp2)® + 3N@ — Tp2)?,  [Tm_2, Tm1]
(4 —=N)ht+ 1213 (x — 2 1)
+6h3(2 4+ \) (2 — Tp1)?
—12h(z — Tpn1)® = 3N T — Tp_1)?, [Tm—1, T
(4 — MRt 4+ 1213 (20 — ) (1.24)
+6h23(2 4+ \) (21 — )3
—12h (Tt — )% — 3N (@1 — )4, [ ——
4h(1 = XN (Tmae — )2 + 3N @me2 — )Y, [Tis1, Tonro)

0, diger durumlar

olarak tanmimlanir (Xu and Wang, 2008). Burada h = 2,41 —,, dir ve A = 0 oldugunda

kiibik B-spline fonksiyonlar elde edilir. Kiibik B-spline fonksiyonlarda oldugu gibi
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genigletilmis kiibik B-spline fonksiyonlarinin kendisi, birinci ve ikinci mertebeden tiirev-
leri [Z,—2, Tmio] araligl disinda sifirdir.  Ayrica [2,,, Tpi1] arali@l @, 1, Dy, Ppis
ve O, 1o gibi (1.24) de tanmimlanan ardigik dort genigletilmis kiibik B-spline tarafin-
dan ortiiliir.  ®,,(z) ve onun ikinci mertebeye kadar olan ® (), ® (x) tiirevlerinin

boliinme noktalarindaki degerleri Tablo 1.2 de verilmigtir.

Tablo 1.2: Boliinme noktalarindaki genigletilmis kiibik B-spline degerleri

Y Tm—2 | Tm—1 T Tm41 | Tm+2
24P, (z) | 0 [4—=A] 1642\ [4—A| 0
2hd () | 0 1 0 -1 | 0

20207 (z) | 0 |24 A —4—2X\[2+4A| O

Uy yaklagik c¢oziimii ise genigletilmig kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden daha

once kiibik B-spline fonksiyonlarda oldugu gibi
UN(I‘, t) = 5_1(t>q)_1(ll‘> + 50(15)@0(1}) + ...+ 5N+1(t)q>]v+1(l'> (125)

formunda yazlabilir. Bununla birlikte [z, Z,,41] araligl @, 1, @y, Prpi1, Ppyo olarak

dort tane spline tarafindan ortiildiigiinden U i¢in yaklasim ifadesi ve ilk iki tiirevi

m—+2

Up(z,t) = ‘Z O, (x)0;(t) (1.26)
U (x,t) = .Z ()8, (t) (1.27)
U (z,t) = 'Z O (2)0;(t) (1.28)

formunda ifade edilebilir. Dolayisiyla U, yaklagik ¢oziimii ve ikinci mertebeye kadar

olan tiirevleri § parametresine gére

4— X 8+ A 4—- )
! ! 1
U = U'@n) = 37 (ms1 = 6n1) (1.30)

24+ A 24+ A 24+ A
Um = U”(.fm) = W(Smil - Tém + Wéerl (131)
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biciminde yazilabilir.
1.5 Advection Diffusion Denklemi ve Test Problemleri

Advection diffusion (AD) denklemi birgok fiziksel ve kimyasal olay i¢in temeldir.
Dolayisiyla bilimin ¢ogu brangindaki problemler AD denklemi ile modellenebilir (Karur
and Ramachandran, 1995). Ozellikle, atmosferdeki kirleticilerin uzun mesafelere tagm-
mas1 ve dagilimu (Zlatev et.al., 1984), birden fazla tepkisel kimyasalin taginmasi (Horn-
berger and Wiberg, 2005), akiskanlar dinamigi (Chatwin and Allen, 1985), 1s1 ve kiitle
transferi (Heryudono and Driscoll, 2007), yeralt1 suyu iginde ¢oziinmiig tuzlarin dagilimi
(Guvanasen and Volker, 1983), atmosferik izlerin dagilimi ya da gozenekli bir ortam
aracihigiyla ciirtiyen radyoniikleotitlerin uzak alan ulagimi (Kumar, 1983), gibi bir¢ok
evrim olaylarinda meydana gelen adveksiyon difiizyon siireclerinin modellenmesinde
kullanilan 6énemli diferensiyel denklemlerden birisidir.

a ve i pozitif parametreler olmak iizere kaynak terimi olmayan tek boyutlu bir AD

denklemi matematiksel formiil olarak;

U(z,0) = f(z) (1.32)
baglangic sart1

U,t) = U (1.33)

U(L,t) = Uy (1.34)

sinir sartlar ile

ou oUu 0*U

i - = L t<T 1.
8t+aax W 0 O<ax<L,0<t< (1.35)

seklinde ifade edilir. Burada
e ¢ ve x alt indisleri sirasiyla zamana ve konuma gore tiirevleri,
e 1 > 0 difiizyon katsayisini,
o a(z,t) >0 su akig hizin,

e U (z,t) konsantrasyonu,
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e [ kanalin uzunlugunu gostermektedir.

Ayrica f(x), Uy ve Uy 6nceden tammlanmig fonksiyonlar olup ileriki boliimlerde
degerleri verilecektir.

Baslangi¢ ve siir sartlarinin karigik olmasi ve advection teriminin baskin olmasin-
dan dolay1 AD denkleminin analitik ¢oziimiiniin bulunmasi1 kolay degildir. Bu ne-
denle AD denklemini ¢tzmek icin cesitli niimerik metotlar gelistirilmistir. Bu niimerik
metotlarin birgogunda AD denkleminin sayisal ¢oziimleri igin spline fonksiyonlar kul-
lanilmugtir.  Pepper ile arkadaglar: (1979) ve Okamato ile arkadaslar: (1998) tek boyutlu
bir AD denkleminin sayisal ¢oziimiinii quasi -Lagrange kiibik spline metotu kulla-
narak aragtirmiglardir.  Ahmet (2000) ile Ahmad ve Kothyari (2001) tek boyutlu
AD denklemini, adveksiyon terimi icin kiibik spline interpolasyonu, difiizyon terimi
icin Crank Nicolson yontemini kullanarak sayisal olarak c¢ozmiiglerdir. Gardner ve
Dag (1994) AD denklemini ¢ozmek icin kiibik B-spline galerkin metodunu kullan-
miglardir. Ayrica kiibik B-spline kolokeysin metotu da AD denkleminin sayisal ¢oziimii
icin onerilmistir (Goh et.al.,.2010,2012). (Dag et.al.,2006) adli ¢calismada AD denk-
leminin sayisal ¢oziimii i¢in en kiiciik kareler B-spline sonlu elemanlar metotunu kul-
lanmiglardir. Kapoor ile Dhawan (2010) ve Dhawan ile arkadaglar1 (2011,2012) AD
denkleminin sayisal ¢oziimiinii kiibik /kuadratik B-spline en kiigiik kareler sonlu eleman-
lar yontemini kullanarak yapmiglardir. Kuadratik ve kiibik B-spline taylor/galerkin

metotlar ile denklemin sayisal ¢oziimii (Dag et.al.,2011) adh galigmada verilmigtir.
1.5.1 Birinci test problemi

(1.35) formundaki AD denkleminde p = 0 alinirsa denklemin tam ¢oziimii

1

U(x,t) =10exp (—ﬁ(x—xo—at)Q) ,0<z<L (1.36)
P

olarak verilebilir. Burada p standart sapmay1 gostermektedir. Analitik ¢oziimde ¢t = 0

alindiginda ise

U(z,0) = 10 exp (—2%2(55 — :co)?) (1.37)

baglangic sart1 elde edilir. Sinir sartlar: ise

U(0,t) = Uy, U(L,t)=Uy, t>0 (1.38)
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olarak verilebilir.
Bu ¢oziim fiziksel olarak L uzunlugundaki bir kanalda baslangi¢ aninda tepe nok-
tas1 © = xg noktasina gelecek sekilde yerlestirilen bir dalganin zamanla saga dogru

hareketini modellemektedir.
1.5.2 ikinci test problemi

Ikinci test probleminde hem adveksiyonun hemde difiizyonun akis iizerindeki fiziksel

etkisi modellenmektedir. Bu test probleminin analitik ¢oziimii

1 —at 1 t
Uz, t) = Eerfc (%) + 5 exp (%) erfc (%) ,0<z<L (1.39)

olarak almmaktadir. Ikinci test probleminde baslangic sarti
U(z,0)=0 (1.40)

ve simir sarti

U(O,t) = U(), U(L,t) =Uy, t>0 (141)

olarak kullamilmaktadar.

Bu problemin ¢oziimii ile yeteri kadar uzun bir kanaldaki akis incelenmektedir.
1.5 3. Ugiincii test problemi
(1.35) formundaki AD denkleminde o = 0 alindiginda denklemin tam ¢oziimii
U(x,t) = sin(rx) exp(—pr?t), 0 <z < L (1.42)
olarak verilmektedir. Analitik ¢oziimde ¢ = 0 segildiginde ise baslangig sart1 olarak
U(z,0) = sin(mz) (1.43)
elde edilir. Bu problem icin sinir sart1 da birinci test problemine benzer olarak
U0,t)=Uy, U(L,t)=Uy ,t>0 (1.44)
seklindedir.

Bu test probleminin ¢oziimiinde zamanla L uzunluguna sahip bir ¢ubuktaki 1s1

yayilimi modellenmektedir.
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BOLUM 2

KUBIK B-SPLINE KOLOKEYSIN YONTEMI

Bu boliimde, AD denkleminin kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak kolokeysin
yontemi ile sayisal ¢oziimii aragtirilmigtir. Sayisal ¢coziimiin dogrulugu test problemleri

yardimiyla incelenmistir.
2.1 Metodun Uygulanmasi
AD denklemi birinci boliimde
U+aU, — pUg =0, a<xz<b t>0 (2.1)

formunda verilmisgti. Burada a ve p pozitif parametreler olmak iizere AD denklemi
icin siir sartlar

Ula,t) = Uy, U(b,t) = Uy, (2.2)

ve baglangic sart1 ise
U(z,0) = f(z) (2.3)

olarak tanimlanmigti. (2.1) denklemine Crank-Nicolson yontemi uygulanirsa

U U aUpt +al  pURt 4 U,

A7 5 5 0 (2.4)
esitligi elde edilir. Bu egitlik diizenlendiginde
At At At At
U4 Syt - B — pr - Sy B (2.5)
2 2 2 2
denklemine ulagilir. (2.5) denkleminde
Un = U(xm) =0m-1+40m + 0mi1 (2.6)
/ ! 3
m U (l'm) = E(derl - 5m71) (2’7)
1" 6
m U”(l’m) = ﬁ(ém—l — 25m + 5m+1) (28)

esitlikleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa m = 0,1,2,..., N olmak {izere
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alAt3  pAt 6\ m pPAL 6\ g
(1 “oh T o2 w)0m T (4+QTE Om
alAt3  pAt 6\ . alAt3  pAt 6\ .«
A\t ) = Mg e ) e (29)
pAt 6\ , alAt3  pAt 6\
4-oF=" 2 O o
* 2 h2)5m+( > h T g ) O
elde edilir. (2.9) denklemi basit olarak
3aAt  3uAt 3aAt  3uAt
S
6pAL 6pAL
By =4+ L, By =4 — KL
3aAt  3uAt 3aAt  3uAt
I R TR
olmak tizere
ﬁlézjjl + 625nm+1 + 635nm—:}1 = /846:”71 + /656:; + /3657:)’7,4»1 ; m = 0, ]_7 N ,N (2.10)

formunda yazilabilir. Bu sistem N + 3 bilinmeyen N + 1 lineer denklemden olugmak-
tadir. Denklem sayisi ile bilinmeyen sayisini esitlemek i¢in §_; ve dny 1 parametreleri
siir kogullarmin kullanilmasiyla yok edilerek (N + 1) x (N + 1) boyutlu 3 bandh
kigegen denklem sistemi elde edilir. Bunun icin 6ncelikle (2.2) sinir kogullar1 eleman

parametreleri cinsinden
Ula,t) = 0_1 4400+ = U
Ub,t) = dny_1+40n +dns1 =Uy
seklinde yazilabilir. Buradan simir parametrelerinin degerleri
01 = Uy—46p— 64 (2.11)
INny1 = Uy —0dn-1—40N (2.12)
formunda yazilir. (2.10) denklem sisteminde ilk ve son denklem
Fy = B46 1+ Bs65 + Beoy
Fnin = Baby_1+ B50% + Bedna

olmak tizere m = 0 icin

n+1

B18°y + Bady T+ B30T = F) (2.13)
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ve m = N i¢in

n+1

B10n_1 + B0y + B3O8 = Fa (2.14)

formundadir. (2.11-2.12) eleman parametreleri (2.13) ve (2.14) denklemlerinde yerle-

rine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa (2.13) denklemi,

(By —4B1)65" + (By — B8)07 T = Fy — BLUy

ve (2.14) denklemi

n+1

(By = B3)dn_1 + (By — 4B3)0%" = Fyy1 — BsUn

seklinde yazilabilir. Buna gore (2.10) denklem sistemi

[ 5,48, 85— b, '
B4 By By
A _ 61 62 63
B By B
I Br—Bs By—4PB5
[ 5, 85 B ' 8,0, | [ 5 |
By Bs Bg 0 01
B = By Bs Bs , O = 5 , X = .
L 0 .
I By Ps Bs | | —G3Un | | Ov
olmak iizere
AX™ = BX" 4+ C (2.15)

matris formunda yazlabilir.  (2.15) sisteminde Thomas algoritmas1 kullanildiginda

X" yaklagimu elde edilir.
Baslangi¢c Durumu

X"+ bilinmeyen vektoriiniin bulunabilmesi icin oncelikle X° baglangic vektorii

gerekmektedir. Baslangic vektorii

UY =80 1 +460 400, m=0,1,...,N (2.16)



sistemi coziilerek elde edilebilir. Boliinme noktalarinda

UN(Zm,0) = U(m,0) = f(xm),

oldugundan (2.16) agk olarak yazilirsa

m=0,...

f(x1)

U(z1,0) = &g +467 + 65 =
Urn-1,0) = Oy_p+40y 1 + 0y = flen-1)
U(zn,0) = 6%, +46% 46

elde edilir.

sistemine ulagilir.

?\H—l = f(xN)

17

(2.17)

Boylece N + 3 bilinmeyenli N + 1 denklemden olusan lineer denklem

Bu denklem sisteminde 6%, ve 0% 41 parametreleri yok edilirse,

N +1 bilinmeyenli N +1 denklemden olusan bir karesel sistem elde edilir. Bu sistemin

¢oziimii Thomas algoritmasi ile yapilir.
edilen
U'(a,0) =
U'(,0) =

sinir kogullar1 kullanilirsa

3
sy —a0,)

3
E(é?\ﬂrl — %)

bulunur. Bu ifadeler (2.17) denkleminde yerine yazilirsa

4 2 -

1 4 1 0

&%

1 4 1

K = , X0=
50
1 4 1 ;Vol

9 4 LN

(@) = 0% = 8 - 2 (a)

f'(b) = 831 = Oy + gf/@)

Flao) + 5 (a)
f(z1)

Bunun igin (2.3) baglangi¢ sartindan elde
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olmak tizere

KX°=H (2.18)

denklem sistemi elde edilir. Dolaysiyla (N + 1) x (N + 1) tipinde ii¢ bandl kigegen

denklem sistemi bulunmus olur. Bu sistemde kolaylikla ¢oziiliir.
2.2 Test Problemleri

Lineer AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in verilen niimerik metodun dogrulugu iic

problemle test edilmistir. Sayisal ¢oziimlerle analitik ¢oziimleri karsilagtirirken
Lo = U = Unlo = max|U; = (U)] (2.19)
L., maksimum hata normu kullanilacaktir.
2.2.1 Birinci test problemi

Birinci test problemi igin (1.36) denkleminde o = 0.5 ve u = 0 segimleri yapilirsa

AD denkleminin

1 t
U(x,t) = 10exp (—2—p2(x — 1y — 5)2)

seklinde verilen analitik ¢oziimiine ulagilir. Analitik ¢oziimde ¢t = 0 alindiginda ise

1
U(z,0) = 10 exp (—2—p2(:€ — xo)Q)
baglangig sart1 elde edilir. Sinir gartlar: (1.38) esitliginde Uy = Uy = 0 alinarak
U(0,t)=U(L,t) =0

seklinde kullanmilmigtir.

[Ik test probleminde sayisal coziimiin dogrulugunu kontrol edebilmek icin
xo = 2000 ve p = 264 parametreleri ile birlikte L = 9000 se¢imi yapilarak [0, 9000]
konum araligi icin iglemler yapilmigtir. Cesitli konum ve zaman artimi igcin program
t = 9600 zamanina kadar calistirilarak bulunan maksimum hata norm degerleri ise
Tablo 2.1 de verilmistir. Tablo incelendiginde en diigiik hatanin konum ve zaman
artimi degerlerinin en diisiik alindigl yerde, en biiyiik hatanin ise konum ve zaman

artimi degerlerinin en biiyiik alindig1 yerde oldugu goriilebilir.
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Tablo 2.1: Farkli konum ve zaman artimlarn i¢in ¢ = 9600 zamanindaki hata normlar

h At | Ly h | At | Ly h | At | Ly h | At | Ly

100 | 100 | 0.82672 | 50 | 100 | 0.76949 | 25 | 100 | 0.76226 | 10 | 100 | 0.76496
50 | 0.32577 20 | 0.19756 50 | 0.19012 50 | 0.18977
25 | 0.18411 25 | 0.05456 25 | 0.04750 25 1 0.04705
10 | 0.14377 10 | 0.01485 10 | 0.00795 10 | 0.00751

t =0 ve t = 9600 anindaki dalgalarin durumu Sekil 2.1 de gosterilmigtir. Sekilden
de anlagildigr gibi ¢ = 0 aninda dalganin tepe noktasi z = 2000 de iken, t = 9600

aninda dalganin tepe noktasi

t
To + 5= 2000 + 4800 = 6800

konum noktasina kargilik gelmektedir.

Sekil 2.1 : Dalgalarin durumu

10

dalga durumu

L | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
X

h =100, At = 50 ve 0 < z < 9000 i¢in ¢t = 9600 zamanindaki sayisal ¢oziim ile ana-

litik ¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik Sekil 2.2 de ¢izilmistir.
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Grafik incelendiginde maksimum hatanin dalganin ortalarinda oldugu, dolayisiyla sinir
sartlarinin hata iizerinde etkisinin olmadigi sdylenebilir. Ayrica maksimum hatanin

Tablo 2.1 de h = 100, At = 50 i¢in verilen degerler ile tutarli olduguda goriilebilir.

Sekil 2.2: Mutlak hata

0.35

0.3r- B

0.25- *

mutlak hata
o
A
|

©
[
(3]
T
|

o
=
T
L

0.05- *

| | | | | L |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
X

2.2.2 Ikinci test problemi
Bu test problemi i¢in AD denkleminin tam ¢oziimii (1.39) da verildigi gibi

1 T —at 1 ax T+ ot
U(l’,t) = §erfc (W) + 5 exp (7) erfc (W) (220)

formunda kullanmilmigtir. Bu test probleminde L = 200 se¢imiyle [0, 200] konum aralig:
olmak iizere baglangig sart1 olarak (1.40) da f(x) = 0 segimiyle

U(z,0) =0, 0<z<200 (2.21)
esitligi almmigtir. Sinir gart1 ise (1.41) de Uy = 1 ve Uy = 0 segimiyle
U(0,t) =1, U(200,t) =0 ,t>0 (2.22)

olarak belirlenmigtir.
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Analitik ¢oziim igin parametreler a = 0.01 ve p = 0.002 olarak secilerek program
farkli konum ve zaman artimi i¢in ¢ = 3000 zamanina kadar ¢alistirilarak hata normu
Tablo 2.2 de verilmigtir. Tablo incelendiginde en kii¢iik hatanin konum ve zaman

adiminin en kiigiik oldugu durumda elde edildigi ve oldukca diigiik oldugu goriilmekte-

dir.

Tablo 2.2: Farkli konum ve zaman artimlari i¢in ¢ = 3000 zamanindaki L., hata normu

h | At | Ly h | At | Ly h At | Lo h | At | Lo
1150 |0.03466 | 0.5 | 50 | 0.03494 | 0.25 | 50 | 0.03519 | 0.1 | 50 | 0.03524

25 | 0.01586 25 | 0.01585 25 | 0.01599 25 | 0.01604
10 | 0.00665 10 | 0.00595 10 | 0.00600 10 | 0.00604
5 | 0.00400 5 | 0.00296 5 | 0.00292 5 | 0.00295
1 | 0.00215 1 | 0.00086 1 1 0.00059 1 ] 0.00057

t = 3000 anindaki [0, 100] konum araligindaki analitik ¢oziim gorsel olarak Sekil 2.3

de gosterilmistir.

Sekil 2.3: t = 3000 anindaki analitik ¢oziim

08

02 1
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Sekil incelendiginde yaklagik © = 20 olana kadar analitik degerin 1 degerini aldig
ve sonrasinda yaklasik + = 40 olana kadar monoton olarak azaldig1 ve sonrasinda ise
sifir degerini aldig1 goriilebilir.  Grafik bu yiizden sadece [0, 100] arahiginda ¢izilmis,

konum araliginin tiimiinde yani [0, 200] araliginda ¢izilmemistir.

Sekil 2.4: Mutlak hata

mutlak hata
[e] o o
B 8 R

o
R

| | | | | ! | |
0 » 2 I 404 P H 0OV & D 1O
X

h =1, At =50 ve 0 < x < 100 i¢in ¢ = 3000 zamanindaki sayisal ¢oziim ile anali-
tik ¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik Sekil 2.4 de ¢izilmistir.
Grafik incelendiginde maksimum hatanin z = 30 civarinda oldugu, dolayisiyla sinir
sartlarinin hata {izerinde etkisinin olmadigi soylenebilir. Hatanin analitik ¢oziimiin
degistigi bolge olan 20 < x < 40 arahginda olugtugu goriilebilir.  Ayrica maksi-
mum hatanin Tablo 2.2 de h = 1, At = 50 i¢in verilen L., hatasi ile uyumlu oldugu

goriilmektedir.
2.2.3 Uciincii test problemi
Bu test problemi i¢in AD denkleminin tam ¢oziimii (1.42) ¢oziimiinde p = 1 alinarak

U(x,t) = sin(rx) exp(—7°t) (2.23)
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sekliyle kullanilmigtir.  Analitik ¢oziimde konum araligi [0, 1] olmak iizere t = 0 se
cilerek
U(z,0) =sin(rz), 0<zx<1 (2.24)

formundaki baglangi¢ sart1 ve simir sart1 olarakta (1.44) esitliginde Uy = Uy = 0 ali-
narak

U0,6) =U(L,t) =0 ,t>0 (2.25)

seklinde belirlenmistir.

Bu test probleminde program farkli konum ve zaman artimlarinda ¢ = 1 zamanina
kadar cahigtirilarak hata normu Tablo 2.3 de verilmigtir.  Tablo incelendiginde en
diisiik hatanin birinci ve ikinci test probleminde oldugu gibi konum ve zaman adiminin

en diisiik oldugu durumda elde edildigi goriilebilir.

Tablo 2.3: Farkli konum ve zaman artimlar icin ¢ = 1 zamanindaki L., hata normu

h At Lo X 10° | A At Lo x 10°

0.1 |0.1 3.36477 0.025 | 0.1 3.17220
0.05 | 1.32022 0.05 | 0.99371
0.025 | 0.64523 0.025 | 0.28016
0.01 | 0.44358 0.01 | 0.06737

0.05 | 0.1 3.21211 0.01 |0.1 3.16090
0.05 | 1.06097 0.05 | 0.97470
0.025 | 0.35527 0.025 | 0.25894
0.01 | 0.14474 0.01 | 0.04551

t = 1 anindaki [0, 1] konum araligindaki analitik ¢6ziim gorsel olarak Sekil 2.5 de
gosterilmistir.  Sekil incelendiginde araligin basg ve son noktalarinda analitik degerin

sifir oldugu, araligin ortalarinda ise en biiyiik degeri aldig1 goriilebilir.
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BOLUM 3

GENISLETILMIS KUBIK B-SPLINE KOLOKEYSIN YONTEMI

Bu boliimde, AD denkleminin genigletilmis kiibik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak
kolokeysin yontemi ile sayisal ¢oziimii aragtirilmigtir. Sayisal ¢oziimiin dogrulugu test

problemleri yardimiyla incelenmistir.
3.1 Metodun Uygulanmasi

Ikinci boliimde bulunan

gt 4 @8 it B g 080 HR
2 2 2 2
formundaki (2.5) denkleminde
4— ) 84+ A 4—A
’ ! ]_
" " 2 + )\ 2 + /\ 2 + )\
m U (l’m> = W(Sm_l - Tém + Wémﬂ (33)

formundaki genisletilmis kiibik B-spline egitlikleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
3 A2 oAt pAt(2+)) 5 _4—)\+aAt AL (24 N)
DY 4h 4h2 0 Tt g 4h 4h2
8+  pAL(2+ M) 8+ A  puAt(2+ )
Po=— t = Us =3~ o
3 _4—)\+aAt_uAt(2+)\) 5 4= oAt pAt(2+ )
Y 4h 4p2 0 76T 94 4h 4h2

olmak tizere

Bibpn 1 + Bol ™ + B30t = Badyy + B30, + B0, m=0,1,...,N  (3.4)
denklemleri bulunur. Bu sistem /N + 3 bilinmeyenli N + 1 lineer denklemden olugmak-
tadir. Denklem sayisi ile bilinmeyen sayisini esitlemek i¢in 0 1 ve dy. 1 parametreleri
siur kogullarinin kullanilmasiyla yok edilerek (N+1) x (N +1) boyutlu 3 bandh kisgegen

denklem sistemi elde edilir.
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Ikinci boliimde izlenen yola benzer sekilde siir kosullar:

4— A\ 84+ A 4 -\

U((L,t) = 75_14— 12 50+ o 51:U0
4— A\ 8+ A 4— )

U(b,t) == 751\7_1"‘ 12 5N+ 24 5N+1:UN

seklinde yazilabilir. Buradan siir parametrelerinin degerleri

24 8+ A 4 — )\

6 = 75U — =350 - —=61) (3.5)
24 8+ A\ 4 — )\

Onit = 7 Un = 5708 = 5 0v-) (36)

olarak yazilir ve bu degerler (3.4) denklem sisteminde yerine yazilarak gerekli yok etme

islemi gercgeklestirilir. Ayrica

Fy = B40°, + Bs65 + Bed7

Fxi1 = B46 1+ Bs00 + Bedmi1

olmak tizere (3.4) denklem sisteminde m = 0 igin

n+1

Bro°y + Babs T+ B0 = By (3.7)

ve m = N i¢in

n+1

BriOnr + BaOn + B30 = Fy (3.8)
esitlikleri bilindiginden (3.5-3.6) esitlikleri (3.7) ve (3.8) denklemlerinde yerlerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa (3.7) denklemi

84 i 24
(B2 — 251@)%“ + (B3 = B1)07 = Fy — Tt

ve (3.8) denklemi

24
4— A\

n+1 8+ A
(Br = B)on-s + (B — 24

SN = Fiyy1 — B3Un

seklinde yazilir. Tkinci boliimdeki duruma benzer olarak (3.4) denklem sistemi
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_ Y -
Bo =255 By b
61 62 63
. b
/81 52 53
8+ A
_ Bi— By Ba— 20375 |
_ - B 24 N _ -
By Bs Be _mﬁlU‘) do
54 55 56 0 (51
B = By Bs De , 0= : X = :
. ) 0 St
i By Bs Be | —%53[]1\7 I N |
olmak tizere
AX" = BX" +C (3.9)

seklinde matris formunda yazilabilir. (3.9) sisteminde Thomas algoritmasi kullanildigin-

da X" yaklasimi elde edilir.
Baslangi¢ Durumu

X" bilinmeyen vektoriiniin bulunabilmesi i¢in X° baslangic vektorii gerekmekte-

dir. Baslangi¢ vektorii

4— )\ A 4— )\

_ +8L521+—52n+1, m=0,1,...,N (3.10)
12 2

sistemi ¢oziilerek elde edilebilir. Bu sistem /N 43 bilinmeyenli NV 41 lineer denklemden

olusmaktadir. Boliinme noktalarinda
UN(I’/TL?O):U(Im?O):f(xm)’ mZO?"'7N

oldugundan (3.10) esitligi agik olarak yazihirsa

4—- A 8+ A

4— A
_ 0
U(z0,0) = 1 0_, + 1

24

0 + 01 = f(wo)
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4 — )\ 8+ A 4 — )\
U(r1,0) = 51 5q + 13 52+75g:f($1)
: (3.11)
4 — )\ 8+ A 4— )\
Ulxy-1,0) = 75?\[72+T5?v71+75?v=f(%v_1)
4 — )\ 8+ A 4 — )\
Ulzn,0) = 75?\/71‘1‘ D & + 24 5?v+1=f($N)

elde edilir. Boylece N + 3 bilinmeyenli N + 1 denklemden olugan lineer denklem
sistemine ulagihr.  Bu denklem sisteminde 6°; ve 0%, parametreleri yok edilirse,
N +1 bilinmeyenli N +1 denklemden olusan bir karesel sistem elde edilir. Bu sistemin

¢oziimiide Thomas algoritmasi ile yapilir. Bunun i¢in (2.3) baglangig sartindan

U'a,0) = f(a)
U'(b,0) = f'(b)

sinir kosullar1 kullanilirsa
2
h
20 0 / 0 0 h .
E((SN—H —0y_1) = ['(0) = 0y =0n1 + §f (0)

(=) = fla)= 8 =8~ o fa)

bulunur. Bu ifadeler (3.11) denkleminde yerine yazilirsa

F 8+ 4-A i

12 12
4—X 8+ 4—-A

24

12 24
4—X 8+ 4-2A
K = 24 12 24

4—X 8+ 4-A
24 12 24

4—X 84+ A
L 12 12
r . [ h 4—X 7
59 f(x0)+§f/(@> 2
5(1) f(x1)
X° = o, H= :
5?\/—1 f(IL"N—l)
h 4— A\
oy | ] flan) — Efl(b)T |
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olmak tizere

KX°=H (3.12)

denklem sistemi elde edilir. Dolayisiyla (N + 1) x (N + 1) tipinde ti¢ bandh kogegen

denklem sistemi bulunmusg olur. Bu sistemde kolaylikla ¢oziilebilir.
3.2 Test Problemleri

Lineer AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kullanilan genisletilmis kiibik B-spline
kolokeysin metodunun dogrulugu ii¢ problemle kontrol edilmistir. Sayisal ¢oziimlerle

analitik ¢oziimleri karsilagtirirken ise
Lo = U = Unlloe = max|U; — (Un);| (3.13)
L, maksimum hata normu kullanilmigtir.
3.2.1 Birinci test problemi

Bu alt boliimde kiibik B-spline kolokeysin yontemi i¢in verilen ilk test probleminde

oldugu gibi birinci test problemi icin

1 t
U(z,t) = 10exp (—2—p2(90 —xp — 5)2)

analitik ¢oziimii ve
1
U(x,0) = 10exp (—2—p2(:€ — xo)Q)
baglangic sarti ile birlikte
U0,t)=U(L,t)=0

sinir sart1 kullanilmigtar.

Bu boliimiin ilk test probleminde sayisal ¢coziimiin dogrulugunu kontrol edebilmek
icin zo = 2000 ve p = 264 parametreleri ile birlikte [0,9000] konum araligi kul-
lanilmigtir.  Genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlarda serbest parametre olan A
degerinin belirlenmesi ¢cok ¢nemlidir.  Bunun icin program farkli A\ degerleri igin
calhigtirilarak en diigiik hatay1 veren en iyi A degeri belirlenmeye ¢aligilmigtir. Sonug

olarak cesitli konum ve zaman artimi i¢in program ¢ = 9600 zamanina kadar ¢cahgtirilarak
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A =0 ve en iyi A degeri icin bulunan maksimum hata norm degerleri Tablo 3.1 de ve-

rilmigtir. Tablo incelendiginde en diigiik hatanin konum ve zaman artimi degerlerinin

en diisiik alindigi yerde oldugu goriilmektedir.

diistirdiigii soylenebilir.

Ayrica A degerinin hatay1 oldukca

Tablo 3.1: Farkli konum ve zaman artimlan icin ¢ = 9600 zamanindaki hata normu

Lo Lo
ho| At Lo ho| At Lo
A=0 A=0
0.03740 0.69712
100 | 100 | 0.82672 25 | 100 | 0.76226
A= —0.5357 A = —0.700
0.05047 0.14697
50 | 0.32577 50 | 0.19012
A= —0.1760 A = —0.700
0.05394 0.00013
25 | 0.18411 25 | 0.04750
A = —0.0865 A = —0.5023
0.05492 0.00018
10 | 0.14377 10 | 0.00795
A= —0.0615 A= —0.083
0.49359 0.75427
50 | 100 | 0.76949 10 | 100 | 0.76496
A = —0.7000 A = —0.7000
0.00220 0.17900
50 | 0.19756 50 | 0.18977
A = —0.5090 A = —0.7000
0.00290 0.03648
25 | 0.05456 25 | 0.04705
A= —0.1368 A = —0.7000
0.00311 3.49 x 107°
10 | 0.01485 10 | 0.00751
A = —0.0326 (A = —0.5004)

h =100, At = 50 ve 0 < z < 9000 i¢in ¢ = 9600 zamanindaki sayisal ¢oziim ile

analitik ¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A = 0 igin Sekil 3.1

de ¢izilmigtir. Grafik incelendiginde maksimum hatanin dalganin ortalarinda oldugu,

dolayisiyla sinir sartlarinin hata iizerinde etkisinin olmadig1 soylenebilir.  Sekildeki



32

maksimum hatanin Tablo 3.1 de h = 100, At = 50 ve A = 0 i¢in verilen hata normu

ile aynm1 olduguda goriilmektedir.

Sekil 3.1: A = 0 icin mutlak hata

=)
Q

o
=

mutlak hata
o
™

1000

A0 IO 400 F0 600 A0 a0 90
X

Sekil 3.2: A = —0.176 i¢in mutlak hata

0®

%004
EO(B*
=0(0%

001

0

1000

20 33O 400 50 60 7AW 0 90
X

Sekil 3.2 de ise A = —0.176, h = 100, At = 50 ve 0 < z < 9000 i¢in ¢t = 9600

zamanindaki sayisal ¢oziim ile analitik ¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini tem-
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sil eden grafik ¢izilmigtir.  Grafik incelendiginde maksimum hatanin dalganin or-
talarinda ve Tablo 3.1 ile uyumlu oldugu goriilebilir. Maksimum hata araligin ug
noktalarinda olmadigindan siir sartlarinin hata iizerinde etkisinin olmadigi da sekle
bakilarak soylenebilir.

Sekil 3.1 ve 3.2 incelendiginde A nin —0.176 secimi yapildiginda maksimum hatada

bir azalmanin oldugu acikca goriilmektedir.
3.2.2 Ikinci test problemi

Bu test probleminde AD denkleminin tam ¢oziimii olan ve ikinci béliimiin test

probleminde de kullanilan

U(xt)—lerfc v_of +1ex ) erfe vtal
T Vi ) T2\, Nz

estiligi kullanilmigtir. Bu test problemi igin konum aralig: [0, 200] olmak {izere baglangig

ve siir sartlari ise sirasiyla
U(z,0) =0, 0<z<200

ve

U0,t) =1, U(200,t) =0 ,¢>0

olarak belirlenmigtir.

Analitik ¢oziim igin parametreler o = 0.01 ve p = 0.002 olarak secilerek program
farkli konum ve zaman artimi i¢in ¢ = 3000 zamanina kadar calistirilarak A = 0 ve
en iyi A degeri i¢in bulunan maksimum hata norm degerleri Tablo 3.2 de verilmigtir.
Tablo incelendiginde en diisiik hatanin konum ve zaman adiminin en diisiik oldugu
durumda elde edildigi goriilebilir.  Ayrica A degerinin degistirilmesinin hatay1 azda

olsa diigiirdiigii goriilebilir.



Tablo 3.2: Farkli konum ve zaman artimlarn i¢in ¢ = 3000 zamanindaki hata normu

Lo Lo
ho| At Lo hoo| At Lo
A=0 A=0
0.03430 0.03390
1 |50 | 0.03466 0.25 | 50 | 0.03519
A = 0.062 A=0.10
0.01580 0.01565
25 | 0.01586 25 | 0.01599
A= —0.047 A =0.038
0.00590 0.00594
10 | 0.00665 10 | 0.00600
A= —0.042 A = 0.008
0.00280 0.00291
5 |0.00399 5 | 0.00292
A= —0.041 A = 0.002
0.00120 0.00057
1 |0.00215 1 | 0.00059
A= —0.02 A= —0.002
0.03410 0.03385
0.5 | 50 | 0.03490 0.1 |50 | 0.03524
A=0.10 A =0.100
0.01568 0.01563
25 | 0.01585 25 | 0.01604
A =0.024 A = 0.039
0.00590 0.00593
10 | 0.00595 10 | 0.00604
A = 0.002 A= 0.012
0.00290 0.00291
5 | 0.00296 5 | 0.00295
A = —0.005 A = 0.005
0.00058 0.00057
1 | 0.00086 1 | 0.00058
A = —0.008 A =0.001

34

h=1, At =50 ve 0 < z < 100 i¢in t = 3000 zamanindaki sayisal ¢oziim ile analitik

¢ozlim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A\ = 0 igin Sekil 3.3 de

¢izilmigtir. Grafik incelendiginde maksimum hatanin konum araliginin ug noktalarinda

olmadig1, dolayisiyla bu test probleminde A = 0 ic¢in yapilan hesaplamalarda sinir
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sartlarinin hata {izerinde etkisinin olmadigi s6ylenebilir.

Sekil 3.3: A = 0 icin mutlak hata
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0.0251 i
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0.015- |
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h=1,At =50ve 0 <2z <100 i¢cin t = 3000 zamanindaki sayisal ¢oziim ile analitik
¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A = 0.062 icin Sekil 3.4 de

¢izilmistir.

Sekil 3.4: A = 0.062 i¢in mutlak hata
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Grafik incelendiginde maksimum hatanin Sekil 3.3 te oldugu gibi konum araliginin

u¢ noktalarinda oldugu, dolayisiyla sinir sartlarinin hata iizerinde etkisinin olmadigi
soylenebilir. Sekil 3.3 ve 3.4 incelendiginde A nin 0.062 se¢imi ile maksimum hatada

gozle goriiliir bir azalmanin olmadigr kolaylikla goriilmektedir.
3.2.3 Uciincii test problemi

Kiibik B-spline kolokeysin metodununun dogrulugunun incelendigi ii¢iincii test prob-

leminde oldugu gibi AD denkleminin tam ¢oziimii
U(x,t) = sin(rz) exp(—n2t)

olarak bu test problemi iginde kullamilmigtir. Bu tam ¢oziim igin konum aralig: [0, 1]

olmak iizere baglangic ve simir sartlar: ise sirasiyla
U(x,0) =sin(rz), 0<z <1

ve

U0,6) =U(L,t) =0 ,t>0

seklinde alinmigtir.

Analitik ¢oziim icin parametreler o = 0 ve p = 1 olarak segilerek program farklh
konum ve zaman artimi i¢in £ = 1 zamanina kadar ¢aligtirilarak A = 0 ve en diisiik
hataya karsilik gelen iyi A degeri icin hata normlar1 Tablo 3.3 de verilmistir. Tablo
incelendiginde en diigiik hatanin konum ve zaman adiminin en diisiik oldugu durumda
elde edildigi goriilebilir. A nin degistirilmesi sonucunda bulunan hata normlarinin

oldukga diisiik oldugu kolaylikla goriilmektedir.
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Tablo 3.3: Farkhi konum ve zaman artimlar i¢in £ = 1 zamanindaki hata normu

h At | Lo x 104X =0) | Ly x 107

0.1 |01 |0.33648 0.12316(\ = —0.1644)
0.05 | 0.13202 0.05015(A = —0.0561)
0.025 | 0.06452 0.03041(A = —0.0266)
0.01 | 0.04436 0.06507(A = —0.0181)

0.05 0.1 0.32121 0.14832(A = —0.152)
0.05 | 0.10610 0.09905(\ = —0.0437)
0.025 | 0.03553 0.00254(A = —0.0142)
0.01 | 0.01447 0.09625(\ = —0.0057)

h At Lo x 104X =0) Lo x 107

0.025 | 0.1 0.31722 0.07841(A = —0.149)
0.05 | 0.09937 0.13451(A = —0.0407)
0.025 | 0.02802 0.03538(A = —0.0111)
0.01 | 0.00674 0.12744(X = —0.0027)

0.01 |0.1 0.31609 0.05370(A = —0.1481)
0.05 | 0.09747 0.03541(A = —0.0398)
0.025 | 0.02589 0.12924(A = —0.0102)
0.01 | 0.00455 0.03479(\ = —0.0018)

h=At=0.1ve0 <z <1i¢int =1 zamanindaki sayisal ¢oziim ile analitik ¢6ziim
arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A = 0 icin Sekil 3.5 de ¢izilmistir.
Grafik incelendiginde maksimum hatanin dalganin ortalarinda oldugu, dolayisiyla sinir
sartlarinin hata {izerinde etkisinin olmadigi s6ylenebilir.

h=At =01ve0 <z <1icnt =1 zamamndaki sayisal ¢oziim ile analitik
¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A = —0.1644 icin Sekil 3.6
da ¢izilmigtir. Grafik incelendiginde maksimum hatanin dalganin ortalarinda oldugu,

dolayisiyla siir sartlarinin hata iizerinde etkisinin olmadigi soylenebilir.
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Sekil 3.5: A = 0 icin mutlak hata
x10

mutlak hata
N W

i
|

Sekil 3.6: A = —0.1644 icin mutlak hata
x10

mutlak hata
=

()
g
|

Son iki gekil incelendiginde A parametresinin en iyi durum icin belirlenmesi sonu-

cunda ilk A = 0 durumuna gore hatanin neredeyse 1072 ile carpildig1 goriilebilir.
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BOLUM 4

KUBIK B-SPLINE GALERKIN YONTEMIi

Bu boliimde, AD diferensiyel denkleminin kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak
galerkin metoduyla sayisal ¢oziimii aragtirilmigtir. Sayisal ¢oziimiin dogrulugu iig test

problemi i¢in L., hata normu hesaplanarak ve grafikler ¢izilerek incelenmistir.
4.1 Metodun Uygulanmasi

Ik iki boliimde sayisal ¢oziimii arastirilan AD denklemine Crank-Nicolson yontemi

uygulandiginda
At At At Al
U+ o (Ua)" = S (Un)" = U = —a (U)" + o (Us)” (4)

elde edilmisti. w(z) agirhik fonksiyonu olmak iizere (4.1) denklemine Galerkin metodu

uygulanirsa

At

(o) (U7 + Gra 2 - 5

7# (Uxx)n+1> dx

SRS

(4.2)

jw( )(U”—%O&(U) —f-%,&(U )>dm

esitligine ulagilir.  w(x) agirhk fonksiyonu ve U, U,, U,, yerine ¢,, kiibik B-spline
fonksiyonlar kullanihirsa, (4.2) denklemi i, j ve k, m — 1, m, m + 1, m + 2
(m=0,1,..., N — 1) olmak {izere

Tm+1 Tm+1

m+2 t m—+2
/ ¢0;dx | 87 + —a Y / ¢ ddx | | 07
j= 1 j=m—1
At m+2 o Ui n+1 m+2 a n
2 /@@dx 5 /¢¢dx 5 (4.3)
j=m—1 Jj= 1
IR A ) n g i " n
S S /@@d:c 5+—u poj /Md;g 5"
J=m— ] m

olarak yazilabilir. h = 411 — x,, olmak iizere x,, noktalarinda ¢,,(x) kubik B-spline

fonksiyonlar: ilk boliimde



(

("L‘ - l’m+2>3, [:L'm—% xm—l]
h? + 3h*(x — Tpm—1) + 3h(x — p1)?
[xm—lv xm]
—3(z — Tp1)?,
1 3 2 2
73 § PP+ 30 (xme1 — @) + 3h(Timi1 — )
[mmv xm+1]
_3(xm+l - ZL‘)B,
($m+2 - $)3, ['Tm+17 xm+2]
0, diger durumlar

\
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(4.4)

formunda tamimlanmigt1. (4.3) esitligindeki integralleri hesaplayabilmek i¢in tncelikle

[T, Tmy1] araliginda € =  — ,,,, 0 < £ < h doniigiimii yapilirsa

¢m—1<€) =
O () =

¢m+1 (f) =

¢m+2 (f) =

%(a}mﬂ —x)® = %(merl —&— )’ = %(h —£)°,

% [ 4 30221 — @) + 3h(Emss — 2) — 3(Emss — 2)°]

% (7 + 3R (241 — € — @m) + 3R(Tps1 — £ — Tn)? — B(@mi1 — €
o [0+ 30200 — €) 4+ 3h(h — € = 3(h — "],

%h?’ +3h%*(x — 2) + 3h(z — ) — 3(x — 1)

%(hi” + 3h%¢ + 3hE* — 3¢°),

1 1
ﬁ(x — Tmta) = 73 ’

esitlikleri bulunur. ¢ = x — z,, doniisiimii (4.3) esitligine uygulanirsa

elde edilir.

m-+2 h At m—+2 h
D.d gl — &.d gt
5 ( O/qmﬁj é) G S Ofmf J
B h h
At m—+2 " nil m—+2 .
s ( O/ebicbjdé) =5 ( O/Q%%df) 5

h h
At m+2 At m-+2
S / e | &+ 2Ly S / bl |
2 Jj=m-—1 2 2 j=m—1 9

(4.5)

— )]

(4.6)

(4.9)

(4.9) sistemindeki integraller m = 0,1,...,N — 1 ve i,j = m — 1,m,
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m+ 1,m + 2 igin (4.5-4.8) spline egitlikleri kullanilarak hesaplanirsa

20 129 60 1

h
. h 129 1188 933 60
Ay = [osie =1
, 60 933 1188 129

1 60 129 20

-10 -9 18 1
—71 —150 183 38
—38 —183 150 71
-1 =18 9 10

h
. / 1
Bij = /@%dﬁ = 2_0
0

24 —42 12 6
h

o /Mﬁdg_ 1 | 198 —264 —66 132
N o 20h | 132 —66 —264 198

6 12 —42 24

eleman matrisleri bulunur. Eleman matrislerinin uygun sekilde birbirlerine eklenerek

0

diizenlenmesi sonucunda

6:(5—17 607 s 75N+1>T

olmak tizere

elde edilir. (4.10) denklem sistemi (/N + 3) denklem ve (N + 3) bilinmeyenden olugan
bir sistemdir. Denklem sistemindeki ilk ve son denklem silinerek bolgenin u¢ nokta-

larindaki

U (CL, t) = UO

Ub,t) = Uy
siir - gartlart  kullamilip 6”7 ve 03t yok edilirse (4.10) denklem sistemi
(N 4 1) X (N + 1) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi Thomas
algoritmasi yardimiyla kolayca ¢oziilebilir.

AD denkleminin kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal ¢oziimii aragtirilirken

elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi icin

(5917 587 Tt 75(])\77 5(])V+1)
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baglangic vektoriiniin bulunmas: gereklidir.
Baslangi¢ durumu
(5(11, 60, 0%, 0% +1) baslangi¢ vektorii, AD denklemi i¢in verilen
U(xm,0) = f(zp), m=0,1,...,N (4.11)
baslangic ve

Uy(a,0) = f'(a) = Uy(xo,0) = f'(a) (4.12)
Us(0,0) = [f'(b) = Us(an,0) = f'(b) (4.13)

sinir gartlar: kullanilarak bulunabilir. Bunun i¢in 6ncelikle
U, 0) = 0py_y + 460, + Sy = [ (@) (4.14)
kiibik B-spline esitlikleri kullanilir ve (4.11) esitligi acik olarak yazilirsa

U(x,0) = 0°, +400 + 69 = f(xo)
U(r1,0) = &g +48) + 8 = f(x1)
(4.15)

U<xN, 0) = 5?\771 + 45(1)\/ + 6(])V+1 = f(xN)

sistemine ulagihir.  Agik olarak yazilan (4.15) sistemi N 4+ 3 bilinmeyen ve N + 1
denklemden olugmaktadir. (4.12) ve (4.13) sinir sartlarinda

3
Un(m,0) = 5 (s = 8%1m) (416)

olarak verilen birinci tiirev icin kiibik B-spline esitligi kullanilirsa

Ui, 0) = (03 -8%) = ['a)

0, = 80— % f'(a) (4.17)
3
Uz($N70) = E(‘S?\fﬂ - 5?\7—1) = f/(b)a

h
R = Ry +200) (118)
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bulunur. (4.17) ve (4.18) esitlikleri (4.15) sisteminde kullanmlir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
— - B h T
L . 9 fU($0)+§f/(@)
14 1 5(1) f(x1)
14 1 58 f(x2)
= . (4.19)
1 4 1 0 f ' )
N—2 TN-2
bt 5[1)\/71 flzn-1)
I 2 4 | 0 A ,
% ]| e -5re)

matris sistemine ulagilir. Ulagilan matris sistemi egit sayida denklem ve bilinmeyen

icerdiginden sistem Thomas algoritmasi ile ¢oziiliirse
(89,67, -, 0% _1,0%)

bilinmeyenleri ve bu degerlerin (4.17) ve (4.18) esitliklerinde kullanilmast ile de 6° ; ve

5% 41 bilinmeyenleri hesaplanmug olur. Boylece J parametresi icin
(6917 587 ce 75(])\/7 5(])V+1)
baglangic vektorii elde edilir.

4.2 Test Problemleri

Lineer AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in verilen niimerik metodun dogrulugu iig

problemle test edilmigtir. Sayisal ¢oziimlerle analitik ¢oziimleri kargilagtirirken ise
Lo = U = Unlloe = max |U; — (Un);| (4.20)
Lo, maksimum hata normu kullanilmistir.
4.2.1 Birinci test problemi

Kiibik B-spline galerkin yonteminin sonuclariin arastirildigi bu boliimde ise ikinci

ve ii¢lincii boliimlerde oldugu gibi o = 0.5 ve p = 0 segimleriyle analitik ¢oziim

1 t
U(z,t) = 10exp (—2—p2(90 —xp — 5)2)
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formunda alinmigtir. Bu analitik ¢oziimde ¢ = 0 se¢imiyle

U(x,0) = 10 exp (_2%2(:5 _ $0)2)

baglangic sarti ile birlikte
U(,t)=U(L,t) =0

sinir sart1 kullanilmigtar.

Bu boliimiin ilk test probleminde sayisal ¢oziimiin dogrulugunu kontrol edebilmek
icin zo = 2000 ve p = 264 parametreleri ile birlikte [0,9000] konum araligr kul-
lanilmigtir.  Cesitli konum ve zaman artimi i¢in program ¢ = 9600 zamanina kadar
calistirilarak bulunan maksimum hata norm degerleri Tablo 4.1 de verilmistir. Tablo
incelendiginde en diigiik hatanin konum ve zaman artimi degerlerinin en diigiik alindig:

yerde oldugu goriilebilir.

Tablo 4.1: Farkli konum ve zaman artimlarn i¢in ¢ = 9600 zamanindaki hata normu

h At | Ly h | At | Ly h | At | Ly h | At | Ly

100 | 100 | 0.73387 | 50 | 100 | 0.76178 | 25 | 100 | 0.76178 | 10 | 100 | 0.76495
50 | 0.18987 20 | 0.18963 50 | 0.18963 50 | 0.18976
25 | 0.04722 25 | 0.04704 25 | 0.04704 25 ] 0.04704
10 | 0.00766 10 | 0.00750 10 | 0.00750 10 | 0.00750

h = 100, At = 50 ve 0 < x < 9000 i¢in ¢ = 9600 zamanindaki sayisal ¢oziim
ile analitik ¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik Sekil 4.1 de
¢izilmigtir. Grafik incelendiginde maksimum hata sinirlara yakin yerde olmadigindan

sinir sartlarinin hata iizerinde etkisinin olmadig1 soylenebilir.
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Sekil 4.1: Mutlak hata

o
[\

o
&

mutlak hata
o
=

o
&

| | | | | | | L
0 100 20 3O 400 50 600 70O 80 900
X

4.2.2 Ikinci test problemi

Bu boliimiin ikinci test probleminde ise AD denkleminin tam ¢oziimii

U(xt)—lerfc r_of +le 27 exe vt
T Vi ) 2P\ Nz

olacak sekilde onceki boliimlerdeki ikinci test problemleriyle benzer secilmistir. Bu

test problemi i¢in konum araligi [0, 200] olmak iizere;
U(z,0)=0, 0<az <200

baslangic sart1 ve
U(0,t) =1, U(200,t) =0 ,t>0

sinir sart1 kullanilmigtar.

Analitik ¢oziim igin parametreler o = 0.01 ve p = 0.002 olarak secilerek program
farkli konum ve zaman artimi i¢in t = 3000 zamanina kadar ¢alistirilarak hata normlar:
Tablo 4.2 de verilmisgtir. Tablo incelendiginde en diigiik hatanin konum ve zaman

adiminin en diisiik oldugu durumda elde edildigi goriilebilir.
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Tablo 4.2: Farkli konum ve zaman artimlar i¢in ¢ = 3000 zamanindaki hata normu

h | At | Ly h | At | Ly h At | Lo h | At | Lo

1150 |0.03513 | 0.5 | 50 | 0.03513 | 0.25 | 50 | 0.03526 | 0.1 | 50 | 0.03525
25 | 0.01594 25 | 0.01603 25 | 0.01604 25 | 0.01605
10 | 0.00600 10 | 0.00604 10 | 0.00604 10 | 0.00604
5 | 0.00294 5 | 0.00296 5 | 0.00296 5 | 0.00296
1 | 0.00058 1 | 0.00058 1 10.00058 1 10.00058

h=1,At =50ve 0 <z <100 i¢cin t = 3000 zamanindaki sayisal ¢oziim ile analitik
¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik Sekil 4.2 de c¢izilmistir.
Grafik incelendiginde hatanin 20 < z < 40 araliginda oldugu, araligin diginda kalan
bolgelerde herhangi bir hata olusmadigi dolayisiyla sinir sartlarinin hata iizerinde et-

kisinin olmadig1 soylenebilir.

Sekil 4.2: Mutlak hata

04

003 1

mutlak hata
()
S

001 1

4.2.3 Ugiincii test problemi

Kiibik B-spline galerkin metodunun son test problemi icin p = 1 secimiyle AD
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denkleminin tam c¢oziimii
U(x,t) = sin(rx) exp(—7°t)

seklinde alinmgtir. Bu test probleminde [0, 1] konum araligi olacak gekilde baglangig
sarti

U(x,0) =sin(rz), 0<zx <1

ve simir sarti

U0,6)=U(1,t) =0 ,t>0

olarak belirlenmigtir.
Program farkli konum ve zaman artimi i¢in ¢ = 1 zamanina kadar caligtirilarak hata
normlar1 Tablo 4.3 de verilmistir. Tablo incelendiginde en diigiik hatanin konum ve

zaman adiminin en diigiik oldugu durumda elde edildigi goriilebilir.

Tablo 4.3: Farkli konum ve zaman artimlar i¢in ¢ = 1 zamanindaki hata normu

h At Lo x10° | h At Lo x 10°

0.1 |01 3.15492 0.025 | 0.1 3.15874
0.05 | 0.96979 0.05 | 0.97107
0.025 | 0.25508 0.025 | 0.25489
0.01 | 0.04133 0.01 | 0.04133

0.05 | 0.1 3.15874 0.01 | 0.1 3.15874
0.05 | 0.97107 0.05 | 0.97107
0.025 | 0.25489 0.025 | 0.25489
0.01 | 0.04133 0.01 | 0.04133

h=At=0.1ve0 <z <1igint =1 zamanindaki sayisal ¢oziim ile analitik ¢6ziim
arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik ise Sekil 4.3 de ¢izilmistir. Grafik
incelendiginde maksimum hatanin araligin bas ve son tarafinda degilde ortalarinda

oldugu, dolayisiyla sinir sartlarinin hata iizerinde etkisinin olmadig sdylenebilir.



Sekil 4.3: Mutlak hata
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BOLUM 5

GENISLETILMIiS KUBIiK B-SPLINE GALERKIN YONTEMIi

Bu boliimde, AD diferensiyel denkleminin genigletilmis kiibik B-spline fonksiyon-
lar1 kullanilarak galerkin metoduyla sayisal ¢oziimii aragtirilmistir.  Sayisal ¢oziimiin
dogrulugu ii¢ test problemi i¢in hata normu hesaplanarak ve grafikler cizilerek incelen-
mistir.

5.1 Metodun Uygulanmasi

Ikinci, {iciincii ve dordiincii boliimde [a, b] konum aralig: {izerinde tanimlanan

U +aU, — pUy =0 (5.1)
AD denklemine Crank-Nicolson yontemi uygulandiginda
At

7@ (Ux)n+1 .

At At At
M (Uxﬂc)n+1 =U" - —« (Ul”)n + B}

Un+1
+ 2 2

pU)” (5:2)

elde edilmisti. w(x) agirhik fonksiyonu olmak iizere (5.2) denklemine galerkin metodu

uygulanirsa dordiincii boliimde oldugu gibi

At

5 — (Um)"H) dz

S

w(z ><U”“+§ (U)" —

(5.3)

esitligine ulagilir. w(z) agrlik fonksiyonu ve U, U,, U,, yerine ¢, genisletilmis kiibik
B-spline fonksiyonlar: kullamilirsa, (5.3) denklemi i, j ve k, m — 1, m, m + 1, m + 2
(m=0,1,..., N — 1) olmak iizere

m+2 ok m+2 Bk
/ bs6h; 5"+1+—a 3 / ¢ ddr | | o7
Jj= 1 j=m—1
At m+2 | o Vi n+1 . N n
_7%3’;—1 ¢olde | | o = %j ¢, | O (5.4)
At mt2 xm+l / n mi2 v /" n
5o S| [osas) e S S| [ s
j=m— j=m

Tm Tm



50

olarak yazilabilir. h = x,,.1 — x,, olmak iizere z,, noktasinda ¢, (z) genisletilmig

kiibik B-spline fonksiyonu ise ilk bsliimde

( 4h(1 = N) (T — Tm2)® + 3Nx — 21 2)?, [Tim—2, Tr1)
(4 — Nh* + 1203 (z — x40 1)
+6h2(2 4+ \) (2 — 2y 1)?

—12h(z — Tpn1)® = 3N T — Tp_1)?, [Tm—1, T

241h4 (4 = N)ht + 1213 (2 pyy — ) (5.5)
+6h2%(2 4+ \) (21 — )2
—12h (Tt — )% = 3N (@ ma1 — )4, [ —

4h(1 = N)(Tmie — )2 + 3N @mi2 — )1, [Tims1, Trnsa)

0 diger durumlar

Ve

formunda tanimlanmigt1. (5.4) esitligindeki integralleri hesaplayabilmek i¢in 6ncelikle

—

[xmu Lm+1

¢m—1<f) =

araliginda £ =z — x,,,, 0 < £ < h doniistimii yapilirsa

5 4h 7 [40(1 = X)(2mi1 — ). + 3N (@i — 2)*]

24h4 [4h(1 = N)(@ms1 = 2 =€) + 3N (@1 — T — €)']

24h4 [4h — 4hX)(h — €)% + 3A(h — €)*] (5.6)
5 4h4 [(4 = MR+ 128° (@41 — ) + 617 (2 4+ N) (Tpng1 — 3)?

— 120(zpp1 — 2)* = 3N (Tpmy1 — 2)*]

5 41h4 [(4 = AN)h* + 1283 (Zs1 — T — &) + 6h3(2 4 N) (Tig1 — T — €)?
—120(T i1 — T — €)= BN @pg1 — Ty — £)7]

241h4 [(4 = Mt +121%(h = €) + 6h%(2 + A)(h = €)* = 12h(h = €)* (5.7)

241h4 [(4 — )\)h4 + 12h3(g; — X)) + 6h2(2 +0)(z — xm)2 —12h(x — xm)3
=3z — xm)ﬂ
fm [(4 = \)h* + 120 + 61°(2 + \)€” — 12h€° — 3N (5.8)
241h4 [4h(1 — Nz — 2)% + 3Nz — xm)4]

1

S [4h(1 — )& + 3A¢7] (5.9)



esitlikleri bulunabilir.

h
/ pudide | 611 1+ 2l

elde edilir.

(5.10) sistemindeki integraller m =

51

¢ = — x,, doniigiimii (5.4) esitligine uygulanirsa

m—+2

J —1

/ pulde | | 5t = mz / prsde | 7 (5.10)
j=m—

1

/ n A m+2 1! n
/¢i¢jd§ RS / bilde | 5"
0 7=m=t\g
0,1,....N—=1vei,j =m—1m,

m+ 1,m + 2 igin (5.6-5.9) spline egitlikleri kullanilarak hesaplanirsa

A¢ = /h ¢;0,d¢, B = /h G958,
0 0

ve
(5 - (5,1, 60, e
A%—l,m—l - Aem+2 m+2 —
Aﬁz—l,m - Aemm 1
Azz—l,m-f—l = Azz-&-lm 1=
Aiz—Lm-i—Z = Azﬁ-lm 2 =
A;,m = A;+1m+1
A; m+1 A;-&-Lm =
B?% 1,m—1 =
Bren 1m =
B 1,m+1  —
Bfnfl,m+2 -
lem 1 =

AE

C° = /h S
0

75N+1)T7
h
2002 — 11 1
= 70330 (207 0A + 160) ,
. h
Ciimiz = Ao = 10330 (—37A% — 294\ +1032) ,
e e h 2
= AL = A o = 10330 (14X — 258\ + 480) ,

40220 (3)\* — 10X +8),
10330 (88A + 1170\ + 9504)
ﬁ (—65A% + 54\ + 7464) ,

— B omi2 = 40;2 5 (=35X° 4280\ — 560) ,
—By iomi1 = 10320 (87A\% + 48\ — 504) ,
—Byiom = @ (—69A* — 264\ + 1008) ,
—Bliom-1 = 40; 55 (17A° = 640 +56)

~Briimie = (53A\% + 512X — 3976) ,

40320
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B = =B = 40—;)20 (—105)% — 2520\ — 840)
B = —Boiim= 40;20 (51A% + 2832 + 10248) ,
Bomis = —Boiim = 10330 (A* — 824X 4 2128) ,

Cortmay = Clsomis = @ (—4X* = TA +56) ,
Crtm = Crvamst = Tgor (11A% — 98),
e imi1 = Copom = @ (—10A% + 21X + 28),

Crocimez = Chyim1 = 1680% (3>\2 — 14X+ 14)

1
Chimn—t = Chivimss = Tagor (1N +T0A +462)
1
Crum = Crurimsr = Toggr (322" — 189X — 616) .
Comsr = Cosim= To507 (31A% + 168X — 154)

1
Cormiz = Coyom= 16808 (—10A% — 49X + 308)

eleman matrisleri bulunabilir.  Eleman matrislerinin uygun sekilde birbirlerine ek-

lenerek diizenlenmesi sonucunda
5:((5,1, (50, e ,(SN+1)T

olmak tizere

A+%aB—%uC] ot = [A—%aB—F Azt pCl 6" (5.11)

yazilir. (5.11) denklem sistemi (N + 3) denklem ve (N + 3) bilinmeyenden olugan bir
sistemdir. Bu denklem sistemindeki ilk ve son denklem silinerek konum araliginin ug

noktalarindaki

U (CL, t) = U()
Upb,t) = Unx
smir - gartlar kullamlip 6”7 ve 0%t yok edilirse (5.11) denklem  sistemi

(N + 1) x (N + 1) matris sistemine indirgenmis olur. Ulagilan denklem sistemi Thomas

algoritmasi yardimiyla kolayca ¢oziilebilir.
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AD denkleminin genisletilmis kiibik B-spline Galerkin metodu ile sayisal ¢oziimii

aragtirilirken elde edilen denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in,

(6%1,00, .-, 0%, 0% 1)
baslangic vektoriiniin bulunmas: gereklidir.

Baslangi¢ durumu

n+1 ¢n+1 n+1 ¢n+1
(671,60 7"'75N 76N+1)

bilinmeyen vektoriiniin bulunabilmesi i¢in 6ncelikle

(6%1,00, .-, 0%, 0% 1)

baslangic vektorii gerekmektedir. Baslangig vektorii

4— )\
Uy =——
™24

8+ A 4— A
80+ ;;(Sgﬂt o 80 ., m=0,1,...,N (5.12)

sistemi ¢oziilerek elde edilebilir. Bu sistem /N 43 bilinmeyenli NV 41 lineer denklemden

olusmaktadir. Boliinme noktalarinda
Un(Zm,0) = U(zpm,0) = f(zm), m=0,...,N

oldugundan (5.12) agk olarak yazilirsa

Ulan0) = 200+ 8 20 DAy
U(z1,0) = 42_4)\(58+8;L2)\(52+%6g:f(:r1)
: (5.13)
U(rn-1,0) = %5(}\/2 + %5(}\/1 + %5(}\/ = [(zn-1)
Ulew,0) = T 28y + 2R+ 20 = Fa)

elde edilebilir. Boylece N + 3 bilinmeyenli N + 1 denklemden olusan bir denklem
sistemine ulagihr. Bu denklem sisteminde 6° ; ve 6%, ; parametreleri yok edilirse N + 1

bilinmeyenli N + 1 denklemden olusan bir karesel sistem elde edilir. Bu sistemin
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¢oziimii Thomas algoritmasi ile yapilir. Basglangic sartinin konuma gore tiirevi alinir

ve

U'a,0) = f'(a)
U'(b,0) = f(b)
sinir kosullar1 kullanilirsa

200 -6%) = fla)= 8 =8 - o)

h
220 0 / 0 0 h .,
E(5N+1 —0n-1) = f(0) =y =0+ §f (0)
bulunur. Bu ifadeler (5.13) denkleminde yerine yazilirsa
8+ A 4—-A i
12 12
4—X 8+ 4-A
24 12 24
4—X 84+ 4-A
K — 24 12 24 ,
4—X 8+ 4-)
24 12 24
4—)X 8+
L 12 12
- 7 i h 4—X\ 7
i Flao) + @)
5(1) f(z1)
X0 = | |, H= :
5(1)\/71 f(zn-1)
h 4—\
R i flan) = 5F0)—~ |
olmak tizere
KX°=H (5.14)

denklem sistemi elde edilir. Dolayisiyla (N + 1) x (N + 1) tipinde ii¢ bandl kogegen

denklem sistemi bulunmug olur. Bu sistemde kolaylikla ¢oziilebilir.
5.2 Test Problemleri

Lineer AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in verilen niimerik metodun dogrulugu iic

problemle test edilmigtir. Sayisal ¢oziimlerle analitik ¢oziimleri kargilagtirirken

L= |lU~-Ux|s = mox |U; — (Un);l (5.15)
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L., maksimum hata normu kullanilmigtir.
5.2.1 Birinci test problemi

Genigletilmis kiibik B-spline galerkin yénteminin ilk test problemi i¢in yine énceki
boliimlerdeki birinci test probleminde oldugu gibi o = 0.5 ve p = 0 segimleriyle AD

denkleminin tam ¢oziimii

1
U(x,t) =10exp (—2—p2(x — 1z — %)2)

olarak alinmigtir. Bu ¢oziimde de ¢ = 0 alinarak

U(z,0) = 10 exp <_2Lp2($ _ x0)2)

baslangic sarti ile birlikte
U(,t)=U(L,t) =0

sinir sart1 kullanilmigtar.

Bu test probleminde sayisal ¢oziimiin dogrulugunu kontrol edebilmek i¢in xq = 2000
ve p = 264 parametreleri ile birlikte [0,9000] konum araligi kullamlmigtir.  Cesitli
konum ve zaman artimi i¢in program ¢ = 9600 zamanina kadar ¢aligtirilarak bulunan

maksimum hata norm degerleri Tablo 5.1 de verilmigtir.

Tablo 5.1: Farkli konum ve zaman artimlar igin ¢ = 9600 zamanindaki hata normu

Lo Lo Lo
h At Ly h | At
A=0 A=0 her A\ i¢in
100 | 100 | 0.73387 | 0.73377(A = —0.1188) | 25 | 100 | 0.76178 | 0.76178
50 | 0.18987 | 0.18969(\ = —0.1421) 50 | 0.18963 | 0.18963
25 | 0.04722 | 0.04708(A = —0.1297) 25 | 0.04704 | 0.04704
10 | 0.00766 | 0.00753(A = —0.1200) 10 | 0.00750 | 0.00750

50 | 100 | 0.76178 | 0.76178 (her A igin) 10 | 100 | 0.76495 | 0.76495
50 | 0.18963 | 0.18963 (her A igin) 50 | 0.18976 | 0.18976
25 | 0.04704 | 0.04704 (her A igin) 25 | 0.04704 | 0.04704
10 | 0.00750 | 0.00750 (her A icin) 10 | 0.00750 | 0.00750

(
(
(
(
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Tablo incelendiginde en diisiik hatanin konum ve zaman artimi degerlerinin en
diisiik alindig1 yerde oldugu goriilebilir.  Bununla birlikte en iyi A degerinin belir-
lenmesi isleminin hatay1 diistirmedigi tablodan kolaylikla goriilebilir. Hatta zaman ve
konum artimi i¢in belirlenen degerler diigiiriildiikce her A icin ayni hata normu elde
edilmektedir.

h =100, At = 50 ve 0 < z < 9000 i¢in ¢ = 9600 zamanindaki sayisal ¢oziim ile
analitik ¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A = —0.1421 icin
Sekil 5.1 de ¢izilmistir. Grafik incelendiginde maksimum hatanin konum araliginin
basinda veya sonunda degilde ortasinda oldugu, bu sebepten dolay1 da sinir sartlarinin

hata iizerinde herhangi bir etkisinin olmadig1 s6ylenebilir.

Sekil 5.1: A = —0.1421 i¢in mutlak hata

015

0l 1

mutlak hata

e R I R R R |
0 1000 2000 3000 4000 SO0 6000 7000 800 9000
X

5.2.2 Tkinci test problemi

Bu boliimiin ikinci test probleminde AD denkleminin sayisal ¢oziimiinii kontrol

etmek i¢in 6nceki boliimlerde oldugu gibi

U(xt)—lerfc vl +1ex ) erfe vtal
T Vi ) T2\, Nz
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tam ¢oziimii kullanilmigtir.  Bu test problemi i¢in konum araligi [0, 200] olmak iizere
baslangic sarti
U(z,0)=0, 0<a <200

ve simir sarti

U0,t) =1, U(200,£) =0 ,t >0

seklinde secilmistir.

Analitik ¢oziim icin parametreler a = 0.01 ve u = 0.002 olarak secilerek program
farkli konum ve zaman artimi i¢in ¢ = 3000 zamanina kadar calistirilarak hata norm-
lar1 Tablo 5.2 de verilmistir. Tablo incelendiginde en diigiik hatanin konum ve zaman
adiminin en diigiik oldugu durumda elde edildigi goriilebilir.  Diger taraftan A’'nin
degistirilmesi sonucunda bazen hi¢ degismedigi bazende az miktarda iyilestirme sag-
landig1 goriilebilir.

h=1,At =50ve 0 <z < 100 i¢in t = 3000 zamanindaki sayisal ¢oziim ile analitik
¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A = —1.225 i¢in Sekil 5.2 de
¢izilmigtir. Grafik incelendiginde maksimum hatanin daha énceki boliimlerde oldugu
gibi konum araliginin u¢ noktalarinda olmadigindan, sinir sartlarinin hata tizerinde
etkisinin olmadig soylenebilir. Ayrica mutlak hatanin yaklagik olarak 20 < z < 40

araliginin diginda sifir oldugu goriilebilir.

Sekil 5.2: A = —1.225 icin mutlak hata

004

003 ]

mutlak hata
o
S




Tablo 5.2: Farkl konum ve zaman artimlar i¢in ¢ = 3000 zamanindaki hata normu
Leo Lo
h | At Lo h At Lo
A=0 A=0
0.03512 0.03525
1 50 | 0.03514 0.25 | 50 | 0.03526
A= —1.2250 A= —1.9999
0.01594 0.01603
25 1 0.01594 25 | 0.01604
her \ igin A = —1.9999
0.00600 0.00604
10 | 0.00600 10 | 0.00604
her A icin her A icin
0.00294 0.00295
5 10.00294 5 | 0.00296
her A icin A= —1.9999
0.00058 0.00058
1 1 0.00058 1 1 0.00058
her ) i¢in her A igin
0.03512 0.03525
0.5 | 50 | 0.03513 0.1 |50 | 0.03525
A= —1.9999 her A icin
0.01600 0.01604
25 1 0.01603 25 | 0.01605
A = —1.9999 A = —1.9800
0.00602 0.00604
10 | 0.00604 10 | 0.00604
A = —1.9999 her A icin
0.00294 0.00296
5 1 0.00296 5 | 0.00296
A= —1.7360 her A igin
0.00058 0.00058
1 1 0.00058 1 1 0.00058
her A\ i¢in her A\ i¢in

5.2.3 Uciincii test problemi

Genigletilmig kiibik B-spline galerkin metodunun son test problemi ig¢in AD

denkleminin tam ¢oziimii, 6nceki boliimlerdeki tigiincii test problemlerinden farklh ol-
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mayacak sekilde

U(x,t) = sin(rx) exp(—72t)

formunda secilmistir. Onceki problemlerde yapilan secimlere benzer sekilde konum

araligi [0, 1], baglangig sart1 ve sinir sartlar ise sirasiyla
U(x,0) =sin(rz), 0<zx <1

ve

U@0,t) =U1,t)=0 ,t>0

olarak alinmgtir.

Program farkli konum ve zaman artimi i¢in ¢ = 1 zamanina kadar ¢aligtirilarak hata
normu Tablo 5.3 de verilmigtir. Tablo incelendiginde L, hata normunun A'nin degistir-
ilmesi sonucunda bazen hi¢ degismedigi bazende az miktarda iyilestigi goriilebilir.

h=At =01ve0 <z < 1i¢nt =1 zamanmndaki sayisal ¢oziim ile analitik
¢oziim arasindaki farkin mutlak degerini temsil eden grafik A\ = 0.637 icin Sekil 5.3
de ¢izilmigtir.  Grafik incelendiginde maksimum hatanin [0, 1] konum araliginin ug
noktalarinda olmadigr goriilebilir. Maksimum hata ug noktalarda olmadigindan sinir

sartlarinin hata {izerinde etkisinin olmadig1 s6ylenebilir.

Sekil 5.3: A = 0.6371 icin mutlak hata

x10°
I

3, |
©
©
e
fcz, B
5
S

1, |




Tablo 5.3: Farkli konum ve zaman artimlar igin ¢ = 1 zamanindaki hata normu

hoo| At Loo x20° Loo
A=0

0.1 |01 |3.15492 3.08941(\ = 0.6371)
0.05 | 0.96979 0.94828(\ = 0.2364)
0.025 | 0.25508 0.25282(\ = —0.200)
0.01 |0.04133 0.04132(\ = 0.0345)

0.05|0.1 | 3.15874 3.15800(\ = —0.200)
0.05 |0.97107 0.97085(\ = —0.200)
0.025 | 0.25489 0.25473(\ = —0.200)
0.01 |0.04133 0.04133(\ = 0.0322)

h At Lo > 10° Lo

A=0

0.025 | 0.1 | 3.15874 3.15868(\ = —0.200)
0.05 | 0.97107 0.97107(\ = 0.0226)
0.025 | 0.25489 0.25489(\ = 0.0159)
0.01 |0.04133 0.04133(\ = 0.0158)

0.01 |01 |3.15874 3.15873(\ = —0.200)
0.05 | 0.97107 0.97107(\ = 0.0077)
0.025 | 0.25489 0.25489(\ = 0.0068)
0.01 | 0.04133 0.04133(\ = 0.0069)

60
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Bu boliimde ikinci, ii¢iincii, dordiincii ve beginci boliimlerde AD denklemi icin

yapilan sayisal ¢oziimlerin kiyaslamalar: yapilmistir. Kiyaslamalar yapilirken tablolar

verilmigtir. Tablolarda hesaplama yapilirken kullanilan zaman ve konum artimlarinin

herbiri icin sonuclar verilmemistir. Bunun sebebi sonuglarin degismemesidir.

[k olarak Tablo 6.1 ’de bazi zaman ve konum artimlari icin birinci test probleminde

elde edilen hata normunun degerleri dort farkli yontem igin de verilmistir.

Tablo 6.1: Birinci test problemi i¢in hata normu

GKBK
KBK
h | At Genisletilmis Kiibik
Kiibik B-spline Kolokeysin
B-spline Kolokeysin
100 | 50 | 0.32577 0.32577(A = 0) | 0.05047(A = —0.1760)
50 | 50 | 0.19756 0.19756(A = 0) | 0.00220(A = —0.5090)
GKBG
KBG
h | At Genisgletilmis Kiibik
Kiibik B-spline Galerkin
B-spline Galerkin
100 | 50 | 0.18987 0.18987(A = 0) | 0.18969(\ = —0.1421)
50 | 50 | 0.18963 0.18963(A = 0) | 0.18963 (her A i¢in)

Tablo 6.1 incelendiginde en iyi ¢oziimiin GKBK yontemi ile elde edildigi goriilebilir.

GKBK yontemi ile KBK yontemi kiyaslandiginda sonuglarin A = 0 i¢in ayni oldugu,

A parametresinin en iyi ¢oziim i¢in taratildigt GKBK yonteminin ise daha iyi sonug

verdigi goriilebilir.

Bununla birlikte KBG ve GKBG metotlarinda kolokeysin yonte-

mine gore biiyiik bir oranda ilerleme kaydedilememistir. Bu iki yontem kendi arasinda

kiyaslandiginda A parametresinin en iyi ¢oziim igin taratildigi durum olan GKBG
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yonteminin KBG yontemine gore istenilen oranda bir iyilestirme saglamadigi tespit
edilmigtir.
Tablo 6.2 ’de ise bazi zaman ve konum artimlar: i¢in ikinci test probleminde elde

edilen hata normunun degerleri dort farkli yontem icin verilmistir.

Tablo 6.2: Ikinci test problemi icin hata normu

h | At| KBK GKBK

1 |50 | 0.03466 | 0.03466(A\ = 0) | 0.03430(\ = 0.062)
0.5 |25 | 0.01585 | 0.01585(\ = 0) | 0.01568(\ = 0.024)
h | At| KBG GKBG
1 | 50 | 0.03514 | 0.03514(\ = 0) | 0.03512(\
0.5 | 25 | 0.01603 | 0.01603(\ = 0) | 0.01600(\ = —1.9999)

0
0

—1.2250)

0
0

Tablo 6.2 incelendiginde yine en iyi ¢oziimiin GKBK yontemi ile elde edildigi
goriilebilir. GKBK metodu ile KBK yontemi kiyaslandiginda daha ¢ncede belirtildigi
gibi A = 0 i¢in sonuclarin ayni oldugu, en iyi A icin maksimum hatada istenilen mik-
tarda olmasa da ¢ok az miktarda bir iyilegtirme saglandigi goriilmiigtiir. Aym gekilde
GKBG yonteminde, KBG yontemine gore en iyi A i¢in hesaplanan hata normlar: ince-
lendiginde yine istenilen miktarda bir iyilestirme saglanamamigtir. Bununla birlikte
ikinci test probleminde de KBG ve GKBG metotlarinda kolokeysin yontemine gore bir
ilerleme saglanamamigtir.

Tablo 6.3’ te bazi zaman ve konum artimlari i¢in {i¢iincii test probleminde elde edilen
hata normunun degerleri dort farkl yontem igin verilmistir. Tablo 6.3 incelendiginde
bu test problemi iginde en iyi ¢oziimiin GKBK yontemi ile elde edildigi goriilebilir.
GKBK yontemi ile KBK yontemi kiyaslandiginda yine A = 0 i¢in sonuglarin ayni
oldugu, en iyi A icin hesaplanan maksimum hatanin
iyilestirilmesinde ¢ok iyi sonugclar elde edildigi gézlenmektedir. Benzer sekilde GKBG
yonteminde, KBG yontemine gore en iyi A i¢in hesaplanan hata normlar: incelendiginde

GKBG yonteminin daha iyi sonuclar verdigi gozlenmektedir. 1Ilk iki test probleminde
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oldugu gibi bu test probleminde de KBG ve GKBG metotlarinda kolokeysin yontemine

gore kayda deger oranda bir ilerleme saglanamamistir.

Tablo 6.3: Uciincii test problemi i¢in hata normu

ho| At KBK GKBK
0.1 | 0.1 |3.3648x 10° | 3.3648 x 105(A = 0) | 0.12316 x 107(X
0.05 | 0.05 | 1.0610 x 10° | 1.0610 x 105(A = 0) | 0.09905 x 107(A
ho| At KBG GKBG
0.1 | 0.1 |3.15492 x 10° | 3.15492 x 105(\ = 0) | 3.08941 x 10°(\ = 0.6371)
0.05 | 0.05 | 0.97107 x 10 | 0.97107 x 105(\ = 0) | 0.97085 x 10°(A = —0.2000)

—0.1644)
—0.0437)

0
0

Ozetlemek gerekirse bu tezde AD denkleminin kiibik ve genisletilmis kiibik B-spline
fonksiyonlar: kullanilarak agirlikl kalan yontemlerinden galerkin ve kolokeysin yontem-
leriyle sonlu elemanlar ¢oziimleri verilmistir. Bu tezin amaci, sonlu elemanlar yontem-
lerinde kiibik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen sonuclarla genisletilmig
kiibik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen sonuclar kargilagtirilarak maksi-
mum hatanin ne olgiide azaldigini gozlemlemektir. Diger bir ifadeyle A = 0 i¢in KBG
ve KBK metodlar1 ve en iyi A parametresinin belirlendigi GKBK ve GKBG metod-
lar1 kullanilarak AD denkleminin yaklagik ¢oziimii incelenmistir. Sonug olarak birinci
ve {igiincii test problemlerinde AD denkleminin ¢oziimiinde kullanilan GKBK yontemi
KBK yontemine gore iyi sonuglar verirken GKBG yontemi KBG yontemine gore is-
tenilen iyilestirmeyi gerceklestirememistir. Ikinci test probleminde ise taratilan her
A degeri incelendiginde her iki metod igin yeteri miktarda bir iyilestirme goriilmedigi

ifade edilebilir.
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