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ÖZET 
 

 

 

Bu tez çalışması üç bölümden oluşmuştur. İlk bölümde Batten.L.M. & 

Beutelspacher A. ve R. Kaya’ dan alınan temel kavram, tanım ve yardımcı teoremlerden 

oluşmaktadır.  

İkinci bölümde, S bir düzlemsel uzay olmak üzere, S nin ikişerli arakesitleri bir 

doğru olan düzlemlerinin her bir C kümesi ve C ye ait olmayan her p noktası için, p den 

geçen C nin hiçbir düzlemini kesmeyen en çok bir doğru mevcutsa S (2,0,{0,1})-

düzlemsel uzay olarak tanımlanmıştır. Daha sonra, (2,0,{0,1})-düzlemsel uzayın her bir 

düzleminin bir {0,1}-semiafin düzlem olduğu gösterilmiştir. Ve bu bölümde  

(2,0,{0,1})-düzlemsel uzayların tüm düzlemleri incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde tüm (2,0,{0,1})-düzlemsel uzaylar dikkate alınarak aşağıdaki 

teorem ile karakterize edilmiştir. 

 

Teorem: (2,0,{0,1})-düzlem uzayı aşağıdakilerden biridir: 

i. Projektif uzay 

ii. Bir noktası eksik projektif uzay 

iii. Bir doğrusu eksik projektif uzay 

iv. Bir afin doğrusu eksik projektif uzay 

v. Afin uzay 

vi. Sonsuzda bir nokta ilave edilmiş afin uzay 

vii. Sonsuzda bir doğru ilave edilmiş afin uzay 

viii. Sonsuzda bir afin doğru ilave edilmiş afin uzay 

 

Anahtar Kelimeler: Lineer uzaylar, Afin 3-uzay, Projektif 3-uzay, Düzlemsel uzaylar, 

Semi-afin düzlemler. 
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SUMMARY 

 

 

This thesis consists of three chapters. The first chapter includes the basic 

concept, definitions and theorems taken from Batten.L.M &Beutelspacher A and R. 

Kaya. 

In the second chapter, a (2,0,{0,1})-planar space S is defined as a planar space 

satisfied the following condition: For any collection C of planes pairwise intersecting in 

a line and for any point p outside each of the planes of C, there is at most one line on p 

that does not meet any plane in C. Then; in this chapter each plane of (2,0,{0,1})-planar 

spaces is shown to be a {0,1}-semiafin plane and all planes of a (2,0,{0,1})-planar space 

are examined. 

In the third chapter; considering all (2,0,{0,1})-planar spaces are characterized 

by the following theorem: 

  

Theorem: A (2,0,{0,1})- planar space is one of the following: 

i. Projective space 

ii. Projective space minus one point 

iii. Projective space minus one line 

iv. Projective space minus one affine line 

v. Affine space 

vi. Affine space plus one point at infinity 

vii. Affine space plus one line at infinity 

viii. Affine space plus one affine line at infinity 

 

Keywords: Lineer spaces, Afin 3-spaces, Projective 3-spaces, Planar spaces, Semi-afin 

planes. 
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BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde L. M. Batten (1986) ve R. Kaya (1992) dan al¬nan temel kavramlar ve

teoremler verilmi̧stir.

1.1 Lineer Uzaylar

Tan¬m 1.1.1: P noktalar kümesi, L elemanlar¬do¼grular olan P nin alt kümelerinin

ailesi ve I, P � L üzerinde �(p; L) 2 I , p 2 L� şeklinde tan¬ml¬bir ba¼g¬nt¬olmak

üzere S = (P,L,I) geometrik yap¬s¬na üzerinde bulunma yap¬s¬(incidence structure)

denir. E¼ger S aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼glarsa S ye yaklaş¬k lineer uzay denir.

(Y L1) Her do¼gru en az iki nokta kapsar.

(Y L2) Farkl¬iki noktadan en çok bir do¼gru geçer.

Tan¬m 1.1.2: S = (P,L,I) yap¬s¬üzerinde bulunma yap¬s¬olsun. E¼ger S aşa¼g¬daki

aksiyomlar¬sa¼glarsa S ye lineer uzay denir.

(L1) Farkl¬iki noktadan tek bir do¼gru geçer.

(L2) Her do¼gru en az iki nokta kapsar.

Tan¬m 1.1.1 ve Tan¬m 1.1.2 den her lineer uzay¬n bir yaklaş¬k lineer uzay fakat her

yaklaş¬k lineer uzay¬n bir lineer uzay olmad¬¼g¬aç¬kt¬r.

Bu bölüm boyunca S = (P ;L; I) üzerinde bulunma yap¬s¬ k¬saca S = (P ;L)

notasyonu ile gösterilecektir. Genel olarak noktalar p; q; s; ::::x; y; z küçük har�erle,

do¼grular ise L;M;N; :::; X; Y; Z gibi büyük har�erle gösterilecektir. Farkl¬ p ve q

noktalar¬ndan geçen do¼gru pq ile gösterilecektir. E¼ger farkl¬L ve M gibi do¼grular bir

noktada kesi̧siyorsa, bu nokta L \M ile gösterilecektir.

Bir S = (P ;L) yaklaş¬k lineer uzay¬n¬n toplam nokta say¬s¬v; toplam do¼gru say¬s¬

b; bir p 2 P noktas¬ndan geçen do¼gru say¬s¬ b(p) ve bir L 2 L do¼grusu üzerindeki

toplam nokta say¬s¬v(L) ile gösterilir. v; b; b(p); v(L) tamsay¬de¼gerlerine S = (P ;L)

yaklaş¬k lineer uzay¬n¬n parametreleri denir. E¼ger v ve b de¼gerleri sonlu ise S

ye sonlu lineer uzay denir. Ek olarak; b(p) 2 Z de¼geri p noktas¬n¬n derecesi olarak
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adland¬r¬l¬rken v(L) 2 Z de¼geri L do¼grusunun derecesi olarak adland¬r¬l¬r. Derecesi i

olan bir nokta i�nokta ve derecesi i olan bir do¼gru i�do¼gru olarak adland¬r¬l¬r.

S = (P ;L) sonlu bir yaklaş¬k lineer uzay, P = fp1; p2; ::::; pvg ve L = fL1; L2; ::::; Lbg

olmak üzere

b(pi) = bi; v(Lj) = vj

ile gösterilecektir.

Örnek 1.1.1: P = f1; 2; 3; 4; 5; 6g ve L = ff1; 2; 3g ; f3; 4; 5g ; f1; 4g ; f2; 4gg olan

yaklaş¬k lineer uzay Şekil 1.1 de gösterilmi̧stir.

Şekil 1.1: Yaklaş¬k lineer uzay¬örne¼gi

P = f1; 2; 3; 4; 5; 6g ve L = ff1; 2; 3g ; f3; 4; 5g ; f1; 4g ; f2; 4gg olmak üzere Şekil 1.1

incelendi¼ginde S = (P ;L) de farkl¬iki noktan¬n en çok bir do¼gru üzerinde ve bir do¼gru

üzerinde en az iki nokta oldu¼gu aç¬kça görülmektedir. O halde; S = (P ;L) üzerinde

bulunma yap¬s¬nda YL1 ve YL2 aksiyomlar¬sa¼glanmaktad¬r. Dolay¬s¬yla; S = (P ;L)

bir yaklaş¬k-lineer uzayd¬r.

Örnek 1.1.2: Toplam nokta say¬s¬ve toplam do¼gru say¬s¬v = b = 7 olan, her

noktas¬n¬n ve her do¼grusunun derecesi bi = vj = 3 olan S = (P ;L) lineer uzay¬Fano

düzlemi olarak adland¬r¬lmaktad¬r. Bu düzlem Şekil 1.2 de gösterilmi̧stir.
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Şekil 1.2: Fano düzlemi

Şekil 1.2 incelendi¼ginde S = (P ;L) nin farkl¬iki noktas¬n¬n tam olarak bir do¼gru

üzerinde ve her do¼grusunun üzerinde en az iki nokta oldu¼gu aç¬kça görülmektedir.

Tan¬m 1.1.3: S = (P ;L) bir lineer uzay ve X � P olsun. 8 p; q 2 X ve p 6= q

olmak üzere p ve q noktalar¬na kaŗs¬l¬k gelen pq do¼grusu X taraf¬ndan kapsan¬yor ise

X e S nin bir alt uzay¬denir. ? ve S ye S nin has (öz) alt uzaylar¬denir. S nin

di¼ger alt uzaylar¬na da has olmayan alt uzaylar denir.

Tan¬m 1.1.4: S = (P,L) yaklaş¬k lineer uzay ve X � P olsun. X i içeren en küçük

alt uzaya X in örtüsü denir ve < X > ile gösterilir.

Bir S = (P ;L) yaklaş¬k lineer uzay¬nda < S >= S ve X = ? ise < ? >= ? dir.

Üstelik 8 p 2 P için X = fpg ise < p >= p dir.

Örnek 1.1.3: S lineer uzay¬Şekil 1.1 ve Şekil 1.2 de temsil edilen lineer uzaylar

olsun. Şekil 1.2�i gözönüne al¬rsak X = f5; 6g ise < f5; 6g >= f1; 5; 6g ;

X = f0; 3; 4g ise < f0; 3; 4g >= f0; 3; 1; 4; 2; 5; 6g = S dir. Şekil 1.1.deki uzaya

bakarsak X = f1; 2; 5g ise < f1; 2; 5g >= f1; 2; 3; 4; 5g dir.

Örnek 1.1.3 dikkate al¬narak, S = (P ;L) yaklaş¬k lineer uzay¬n¬n örtüsü Tan¬m

1.1.4 ile karakterize edilmi̧stir.
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Yard¬mc¬Teorem 1.1.1: S = (P ;L) yaklaş¬k lineer uzay ve X � P olsun. X in

örtüsü X i içeren bütün alt uzaylar¬n arakesitidir. (Batten, 1986)

Tan¬m 1.1.5: S = (P ;L) yaklaş¬k lineer uzay ve X � P olsun. 8x 2 X için

x =2< X n fxg > ise X kümesine ba¼g¬ms¬z küme denir.

Örnek1.1.4: S = (P ;L) Şekil1.2 ile temsil edilen Fano düzlemi olsun.

X = f1; 5; 6g � P gözönüne alal¬m. 8 x 2 X için x 2< Xnfxg > oldu¼gu

kolayl¬kla görülebilir. O halde Tan¬m 1.1.5 gere¼gince X kümesi S de ba¼g¬ms¬z küme

de¼gildir.

Örnek 1.1.4 dikkate al¬narak, bir S = (P ;L) yaklaş¬k lineer uzay¬nda ba¼g¬ms¬z

küme, örtüsünü oluşturacak yeterli noktaya sahip olan bir küme olarak da

tan¬mlan¬r. Örnek 1.1.4 de X = f1; 5; 6g kümesi, kendi örtüsünü üretmek için gerekli

olan say¬dan fazla say¬da nokta kapsamaktad¬r. X in kendi örtüsünü

üretebilmesi için 1 ve 5 noktalar¬yeterlidir. Bu nedenle; X ba¼g¬ms¬z küme de¼gildir.

Tan¬m 1.1.6: Bir S yaklaş¬k lineer uzay¬n¬n noktalar¬n¬n S yi üreten bir ba¼g¬ms¬z

alt kümesine S nin bir baz¬denir.

Örnek 1.1.5: S = (P ;L) yaklaş¬k lineer uzay¬, şekil 1.2 de temsil edilen Fano

düzlemi olsun. S nin f1; 2; 0g ve f3; 5; 6g nokta alt kümelerini gözönüne alal¬m. Tan¬m

1.1.5 ve Tan¬m 1.1.6 dikkate al¬narak; f1; 2; 0g ve f3; 5; 6g nokta kümelerinin S nin iki

baz¬oldu¼gu kolayl¬kla gösterilir.

Bir uzay¬üreten bir çok baz bulunabilir. Verilen bir uzay¬n bütün bazlar¬n¬n eleman

say¬lar¬n¬n ayn¬olmas¬gerekmez.

Örnek 1.1.6: Aşa¼g¬da Şekil 1.3 de verilen yaklaş¬k lineer uzay için f4; 5; 6; 7g,

f1; 8; 3g, f1; 2; 3g nokta alt kümeleri S nin birer baz¬d¬r ve bunlar¬n eleman say¬lar¬

farkl¬d¬r.
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Şekil 1.3: Yaklaş¬k lineer uzay örne¼gi

Tan¬m 1.1.7: S bir yaklaş¬k lineer uzay olsun. min fjBj : B;S nin bir baz¬g � 1

say¬s¬na S yaklaş¬k lineer uzay¬n¬n boyutu denir. Başka bir ifade ile;

boyS=min fjBj : B;S nin bir baz¬g � 1

d¬r.

Tan¬m 1.1.7 gere¼gince; bir do¼gru, bir nokta, ? den ibaret olan yaklaş¬k lineer

uzaylar¬n boyutlar¬s¬ras¬yla 1; 0;�1 dir.

Tan¬m 1.1.8: S sonlu lineer uzay¬nda her noktadan tam olarak k tane do¼gru

geçiyorsa S nin noktasal regüleritesi k; benzer şekilde her do¼gru üzerinde de tam

olarak r tane nokta varsa do¼grusal regüleritesi r dir denir. Do¼grusal regüleritesi r,

noktasal regüleritesi k olan lineer uzaya (k; r)�regüler denir.

Teorem 1.1.2: S = (P,L), v noktal¬ sonlu bir lineer uzay olsun. S do¼grusal

regüler ise noktasal regülerdir. (Batten, 1986)

·Ispat: S = (P,L) do¼grusal regüleritesi k olan v noktal¬sonlu lineer uzay olsun.

p 2 P sabit bir nokta olmak üzere, p noktas¬ndan geçen do¼grular üzerindeki noktalar

uzay¬n tüm noktalar¬n¬verdi¼ginden,
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v � 1 = b(p)(k � 1)

dir. Buradan,

b(p) =
v � 1
k � 1

elde edilir. v ve k sabit de¼gerler oldu¼gundan b(p) sabittir. Böylece S noktasal

regülerdir. �

Tan¬m 1.1.9: Bir S lineer uzay¬n¬n sabit bir noktas¬ndan geçen d adet do¼gru

kümesine d-demet; S, v noktal¬ ve 1 adet (v � 1)�do¼gru ve v � 1 adet 2�do¼gru

kapsayan bir lineer uzay ise S ye yaklaş¬k demet denir.

Tan¬m 1.1.10: S = (P,L) bir lineer uzay ve 8X � P olsun. E¼ger 8 x; y 2 P için

x =2< X > ve x 2 < X [ fyg >iken y 2 < X [ fxg > ise S lineer uzay¬de¼gi̧stirme

özelli¼gine sahiptir denir.

Yard¬mc¬Teorem 1.1.3: S = (P,L) de¼gi̧stirme özelli¼gine sahip bir lineer uzay

olsun. E¼ger X = fx1; x2; :::; xng ba¼g¬ms¬z bir küme ve xn+1 =2 h X i ise

fx1; x2; :::; xn; xn+1g ba¼g¬ms¬z bir kümedir. (Batten, 1986)

Yard¬mc¬Teorem 1.1.4: S = (P,L) de¼gi̧stirme özelli¼gine sahip sonlu bir lineer

uzay ise bu uzay¬n herhangi iki baz¬ayn¬say¬da elemana sahiptir. (Batten, 1986)

Tan¬m 1.1.11: Bir S sonlu lineer uzay¬nda iki do¼gru çak¬̧s¬k ya da hiç ortak noktaya

sahip de¼gilse bu iki do¼gruya paralel do¼grular denir. E¼ger L1 ve L2 paralel do¼grular

ise bu do¼grular¬n paralelli¼gi L1 k L2 şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.12: Bir S lineer uzay¬n¬n aşikar olmayan maksimal alt uzay¬na S nin

bir hiperdüzlemi denir.

Reel 5�uzay¬n hiperdüzlemleri reel 4�uzaylar¬d¬r. Reel 2�uzay¬n hiperdüzlemleri

reel 1� uzaylard¬r. Reel 1� uzay¬n hiperdüzlemlerinin herbiri bir noktad¬r. Di¼ger

bir ifadeyle bir do¼grunun hiperdüzlemleri noktalar, bir noktan¬n hiperdüzlemleri boş

kümedir. Boş kümenin hiperdüzlemi yoktur.
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Fano düzleminin her bir do¼grusu hiperdüzlemdir. Mertebesi 3 olan a�n düzlemlerde

de her bir do¼gru bir hiperdüzlem olarak ifade edilir.

Tan¬m 1.1.13: Her bir hiperdüzlemi 2 boyutlu olan bir lineer uzaya 3 boyutlu

lineer uzay denir.

Bu tezde, 3�boyutlu bir lineer uzay için aşa¼g¬daki notasyonlar kullan¬lacakt¬r.

Bir 3�boyutlu lineer uzayda toplam düzlem say¬s¬ d; bir p noktas¬ndan geçen

toplam düzlem say¬s¬d(p) ve bir L do¼grusundan geçen toplam düzlem say¬s¬d(L) ile

gösterilecektir. Ayr¬ca 3�boyutlu lineer uzayda bir � düzlemine ait bir p noktas¬ndan

geçen ve bu düzleme ait olan toplam do¼gru say¬s¬b�(p); � düzlemine ait bir L do¼grusu

üzerindeki � ya ait toplam nokta say¬s¬v�(L) ile gösterilecektir.

1.2 Sonlu Lineer Uzay¬n Temel Özellikleri

Tan¬m 1.2.1: S = (P,L) bir lineer uzay, P = fp1; p2; :::; pvg ; L = fL1; L2; :::; Lbg

ve

rij =

8<: 0 ; pi =2 Lj
1 ; pi 2 Lj

olsun. Buradaki rij de¼gerlerine pi noktas¬n¬n Lj do¼grusu üzerinde bulunma de¼geri

denir ve A = [rij]vxb matrisine de üzerinde bulunma matrisi denir.

Her lineer uzay¬temsil eden bir üzerinde bulunma matrisi vard¬r. Bir S = (P,L)

lineer uzay¬ temsil eden A = [rij]vxb matrisi uzay hakk¬nda bir tak¬m bilgiler verir.

Örne¼gin herhangi bir sat¬rdaki birlerin say¬s¬bu sat¬ra eşlenen noktadan geçen do¼gru

say¬s¬d¬r. Ek olarak; herhangi bir sütundaki birlerin say¬s¬bu sütuna eşlenen do¼gru

üzerindeki nokta say¬s¬d¬r.

Yard¬mc¬Teorem 1.2.1: Bir S = (P,L) sonlu lineer uzay¬n do¼grusal regüleritesi

s ve noktasal regüleritesi t ise vt = bs dir. (Batten, 1986)

·Ispat: Üzerinde bulunma matrisi ile ispat kolayca yap¬lmaktad¬r.
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Teorem 1.2.2: E¼ger S = (P,L) sonlu lineer uzay ise
vX
i=1

b(pi) =

bX
j=1

v(Lj)

d¬r. (Batten, 1986)

·Ispat: S = (P,L) sonlu lineer uzay¬n¬temsil eden bir üzerinde bulunma matrisi

vard¬r. Bu matrisin sat¬rlar¬ndaki birlerin sat¬r-sat¬r toplanmas¬, sütunlar¬ndaki birlerin

sütun-sütun toplanmas¬ile istenilen eşitlik elde edilir.�

Teorem 1.2.3: S = (P,L) sonlu lineer uzay olsun. 8 pi 2 P için

v � 1 =
bX
j=1

(vj � 1):rij

d¬r. Üstelik;

v:(v � 1) =
bX
j=1

vj:(vj � 1)

dir. (Batten, 1986)

·Ispat: S sonlu lineer uzay¬n tüm noktalar¬bir pi noktas¬ndan geçen do¼gru demeti

üzerindedir. Bu demetteki herhangi bir Lj do¼grusu üzerindeki pi noktas¬hariç vj � 1

adet nokta vard¬r. Böylece S nin toplam nokta say¬s¬

v � 1 =
bX
j=1

(vj � 1):rij

d¬r. Ayn¬zamanda S nin tüm noktalar¬n¬sayarken; S nin her do¼grusu üzerindeki nokta

ikililerini saymak, S nin tüm nokta ikililerini saymak ile eşit oldu¼gundan�
v

2

�
=

bX
j=1

�
vj
2

�
dir. Gerekli sadeleştirmelerden sonra

v:(v � 1) =
bX
j=1

vj:(vj � 1)

elde edilir.�

Teorem 1.2.4: S = (P,L) sonlu lineer uzay olsun. Bu durumda pi =2 Lj ise

b(pi) � vj dir. E¼ger pi noktas¬ndan geçen tüm do¼grular Lj do¼grusunu kesiyorsa

b(pi) = vj dir. (Batten, 1986)
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·Ispat: S = (P,L) sonlu lineer uzay olsun. pi =2 Lj oldu¼gundan, pi noktalar¬ ile

Lj üzerindeki tüm noktalar¬n birleşmesiyle vj adet do¼gru meydana gelir. Bu taktirde

b(pi) � vj dir. �

Teorem 1.2.5: S sonlu lineer uzay¬n¬n maksimum dereceli paralel iki do¼grusu L1 ve

L2 ise

b � v(L1):v(L2) + 2

dir. (Batten, 1986)

·Ispat: S sonlu lineer uzay¬n¬n maksimum dereceli paralel iki do¼grusu L1 ve L2

oldu¼gundan L1 ve L2 do¼grular¬n¬n her ikisinide kesen do¼gru say¬s¬v(L1):v(L2) dir. O

halde S nin toplam do¼gru say¬s¬b � v(L1):v(L2) + 2 d¬r. �

Teorem 1.2.6: S sonlu lineer uzay¬n¬n maksimum dereceli herhangi iki do¼grusu

L1 ve L2 olsun. E¼ger L1 \ L2 = w olacak şekilde bir w noktas¬mevcut ise

b � (v(L1)� 1):(v(L2)� 1) + b(w)

d¬r. (Batten, 1986)

·Ispat: S nin maksimum dereceli iki do¼grusu L1; L2 ve w = L1 \ L2 olsun. L1 ve

L2 do¼grular¬n¬n her ikisini kesen do¼gru say¬s¬

(v(L1)� 1):(v(L2)� 1) + b(w)

olarak bulunur. O halde S nin toplam do¼gru say¬s¬b ise

b � (v(L1)� 1):(v(L2)� 1) + b(w)

dir.�

Aşa¼g¬da sonlu lineer uzaylar¬n temel teoriminin ispat¬ verilecektir. Literatürde

birçok ispat¬vard¬r. ·Ilk yap¬lan ispat Bruijin ve Erdös�ün 1948 deki ispat¬d¬r. Fakat

k¬yaslama aç¬s¬ndan daha k¬sa olan Fowler�in 1984 deki ispat¬verilecektir.

Teorem 1.2.7: S=(P,L), b do¼grulu ve v noktal¬aşikar olmayan sonlu bir lineer

uzay olsun. Bu taktirde b � v dir. E¼ger b = v ise S ya bir yaklaş¬k demet ya da bir

projektif düzlemdir. (Batten and Beutelspacher, 1993)



10

·Ispat: S=(P,L), b do¼grulu ve v noktal¬aşikar olmayan sonlu bir lineer uzay olsun.

S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬için b � b(p) > 0 ve v � v(L) > 0 d¬r. b � v

olsun. Herhangi bir L do¼grusu için (v � v(L))=(b� v(L)) � v=b dir.

Herhangi bir p noktas¬ve L do¼grusu için

�(p; L) =

8<: 0; p =2 L

1; p 2 L
olsun.

Bir L do¼grusu için

X
p2P

�(p; L) = v(L)

ve bir p noktas¬için

X
L2L

�(p; L) = b(p)

dir. Böylece

v =
X
p2P

b� b(p)
b� b(p) =

X
p2P

 X
L2L

1� �(p; L)
b� b(p)

!
eşitli¼gi elde edilir. E¼ger p 2 L ise

1� �(p; L)
b� b(p) � 1� �(p; L)

b� v(L) (1.1.1)

dir. p =2 L ise Teorem 1.2.4 gere¼gince b(p) � v(L) dir. Böylece

v �
X
p2P

 X
L2L

1� �(p; L)
b� v(L)

!
=
X
L2L

X
p2P

1� �(p; L)
b� v(L)

=
X
L2L

v � v(L)
b� v(L) �

X
L2L

v

b
= v

dir. Böylece yukar¬daki her yerde eşitlik vard¬r; (v � v(L))=(b � v(L)) = v=b ve

dolay¬s¬yla v = b olur. Ek olarak p =2 L için (1.1.1) denklemindeki eşitsizlik

b(p) = v(L) olmas¬n¬gerektirir; böylece herhangi iki do¼gru kesi̧sir. Buradan hareketle

S bir projektif düzlem veya yaklaş¬k demettir. �
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1.3 Yar¬a�n Lineer Uzaylar

p =2 L özelli¼gindeki bir (p; L) nokta-do¼gru çifti için p noktas¬ndan geçip L do¼grusunu

kesmeyen do¼grular¬n say¬s¬�(p; L) ile gösterilir. En az bir dörtgen kapsayan bir lineer

uzay¬n bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart p =2 L özelli¼gindeki her (p; L)

nokta-do¼gru çifti için �(p; L) = 0 olmas¬d¬r. Benzer şekilde en az bir üçgen kapsayan

bir lineer uzay¬n bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart p =2 L özelli¼gindeki her

(p; L) nokta-do¼gru çifti için �(p; L) = 1 olmas¬d¬r.

I negatif olmayan tamsay¬lar¬n kümesi olmak üzere S lineer uzay¬n¬n p =2 L

özeli¼gindeki her (p; L) nokta-do¼gru çifti için �(p; L) 2 I ise S ye I-yar¬a�n denir.

Herhangi bir sonlu lineer uzay uygun bir I kümesi için I-a�ndir. Yar¬a�n düzlem-

ler f0; 1g�yar¬a�n lineer uzaylard¬r. f0; 1g�yar¬a�n düzlemlere, f0; 1g�semia�n

düzlem de denir. f0; 1g�yar¬a�n lineer uzaylar için Kuiper-Dembowski Teoremi

gözönüne al¬nmaktad¬r.

Kuiper-Dembowski Teoremi: E¼ger S sonlu f0; 1g�yar¬a�n lineer uzaysa o

zaman S aşa¼g¬dakilerden biridir:

a) Bir yaklaş¬k demet,

b) Bir projektif ya da a�n düzlem,

c) Bir delinmi̧s projektif düzlem,

d) Sonsuzda bir nokta ilaveli bir a�n düzlem

1.4 A�n ve Projektif Uzaylar

Tan¬m 1.4.1: S = (P,L) bir lineer uzay olmak üzere aşa¼g¬daki A1; A2 aksiyomlar¬

sa¼glan¬yor ise S ye a�n düzlem denir.

A1 : p =2 L1 olmak üzere 8 p 2 P ve 8 L1 2 L için p 2 L2 ve L1 k L2 olacak şekide

bir tek L2 2 L do¼grusu vard¬r.

A2 : Do¼grudaş olmayan üç nokta vard¬r.

A1 aksiyomu paralellik aksiyomu olarak bilinir.
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En az iki do¼grulu ve paralellik aksiyomunu sa¼glayan lineer uzaylar do¼grudaş olmayan

üç nokta kapsayaca¼g¬ndan bir a�n uzayd¬r.

Yard¬mc¬Teorem 1.4.1: S = (P,L), v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay ise, S

nin bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, her p 2 P ve L 2 L için b(p) = n+1;

v(L) = n olacak şekilde n � 2 tam say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat: (=)) S = (P ;L) bir a�n düzlem, L;H 2 L olsun.

p =2 L [H ise; 9 p 2 P�(L [H) vard¬r.

a) L ve H paralel olsun. Bu durumda (A1) aksiyomundan p noktas¬ndan

v(L) + 1 = v(H) + 1 tane do¼gru geçer. Buradan v(L) = v(H) = n ve b(p) = n + 1

bulunur. v(L) � 2 oldu¼gundan n � 2 dir.

b) L ve H kesi̧sen iki do¼gru olsun. Bu durumda da (A1) den p noktas¬ndan

v(L) + 1 = v(H) + 1 tane do¼gru geçer ve v(L) = v(H) = n ve b(p) = n+ 1 bulunur

E¼ger p =2 L[H olacak şekilde bir p noktas¬yoksa L veH paralel olmak zorundad¬r ve

S nin tüm do¼grular¬iki noktal¬d¬r. Buradan v(L) = v(H) = n = 2 ve b(p) = n+1 = 3

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

((=) Di¼ger taraftan, S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬için b(p) = n + 1 ve

v(L) = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. p =2 L için L ye p noktas¬ndan

bir tek paralel çizilece¼ginden (A1) aksiyomu sa¼glan¬r. (A2) aksiyomunun sa¼gland¬¼g¬ise

aç¬kt¬r. Böylelikle S bir a�n düzlemdir. �

Yard¬mc¬Teorem 1.4.2: S = (P,L), v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay ise, S

nin bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, v = n2 ve her L 2 L için v(L) = n

olacak şekilde n � 2 tam say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat: (=)) S = (P ;L), v noktal¬ bir a�n düzlem; L;H 2 L ve p =2 L [ H

olsun. (A1) aksiyomundan p den v(L) + 1 = v(H) + 1 tane do¼gru geçer. Buradan

v(L) = v(H) = n dir. E¼ger bu şekilde bir p noktas¬ yoksa, bu durumda kolayca

görülece¼gi üzerine L ve H paraleldir ve S nin tüm do¼grular¬n¬n iki noktas¬vard¬r.

Herhangi bir p noktas¬ve Yard¬mc¬Teorem 1.4.1 den dolay¬bu noktadan geçen

n+ 1 tane do¼gru düşünüldü¼günde S deki toplam nokta say¬s¬n2 bulunur.

((=) Di¼ger taraftan S, v noktal¬lineer uzay¬için v = n2 ve S nin tüm L do¼grular¬

için v(L) = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. S nin herhangi bir p
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noktas¬için b(p)(n� 1) = n2 � 1 , buradan da b(p) = n+ 1 bulunur. Böylelikle S bir

a�n düzlemdir. �

Yard¬mc¬Teorem 1.4.3: S = (P,L), v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay ise,

S nin bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, b = n2 + n ve her L 2 L için

v(L) = n olacak şekilde n � 2 tam say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat: ((=) S = (P,L), v noktal¬, b do¼grulu bir a�n düzlem olsun. Yard¬mc¬

Teorem 1.4.2 den v = n2 olacak şekilde n � 2; n tamsay¬s¬ vard¬r. Düzlemin n2

noktas¬aras¬ndan seçilecek her iki farkl¬nokta bir do¼gru belirtir. Seçilecek toplam

farkl¬iki nokta say¬s¬
�
n2

2

�
dir. Fakat seçilen farkl¬nokta çiftleri ortak do¼gru üzerinde

seçilmi̧sse ayn¬do¼gru elde edilir. Bir do¼gru üzerinde seçilecek farkl¬nokta çifti say¬s¬

ise
�
n
2

�
dir. Dolay¬s¬yla düzlemdeki toplam do¼gru say¬s¬,

�
n2

2

��
n
2

� = n2(n2 � 1)=2
n(n� 1)=2 = n2 + n

dir.

(=)) Di¼ger taraftan S, b do¼grulu lineer uzay için b = n2+n ve S deki her L do¼grusu

için v(L) = n olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. S lineer uzay¬do¼grusal

regüler oldu¼gundan Teorem 1.1.2 den noktasal regülerdir. Herhangi bir L; n�do¼grusu

için p 2 L olmak üzere bu do¼gruyu kesen (b(p)� 1)n tane do¼gru vard¬r. L ye paralel

do¼gru olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda

(b(p)� 1)n+ 1 = n2 + n

den , n j (n2 + n � 1) çeli̧skisi elde edilir. L ye paralel do¼gru olmak zorundad¬r.

Buradan b(p) � n+ 1 dir. Ayn¬zamanda

(b(p)� 1)n+ 1 < n2 + n

dir. Dolay¬s¬yla b(p) = n+1 olmak zorundad¬r. Yard¬mc¬Teorem 1.4.1 den S bir a�n

düzlemdir. �
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Teorem 1.4.4: S = (P,L), v noktal¬, b do¼grulu bir lineer uzay ise aşa¼g¬dakilere

denktir.

(i) S nin bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, her p 2 P ve L 2 L için

b(p) = n+ 1; v(L) = n olacak şekilde n � 2 tam say¬s¬vard¬r.

(ii) S nin bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, v = n2 ve her L 2 L için

v(L) = n olacak şekilde n � 2 tam say¬s¬vard¬r.

(iii) S nin bir a�n düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, b = n2 + n ve her L 2 L

için v(L) = n olacak şekilde n � 2 tam say¬s¬vard¬r.

·Ispat: Yard¬mc¬Teorem 1.4.1, Yard¬mc¬Teorem 1.4.2 ve Yard¬mc¬Teorem 1.4.3

den aç¬kt¬r. �

Teorem 1.4.4 den bir sonlu a�n düzlem, nokta say¬s¬v = n2; toplam do¼gru say¬s¬

b = n2 + n; 8L 2 L için v(L) = n olan (n+ 1)� regüler bir lineer uzayd¬r.

Tan¬m 1.4.2: L ve L0 bir a�n düzlemin iki do¼grusu olsun. L = L0 veya L\L0 = ?

ise L ve L0 ye paralel do¼grular denir ve L k L0 ile gösterilir.

Bir a�n düzlemin do¼grular kümesi üzerinde tan¬ml¬ olan paralellik ba¼g¬nt¬s¬ bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Dolay¬s¬yla; a�n düzlemin herhangi bir L 2 L do¼grusu için L

ye paralel tüm do¼grular¬n oluşturdu¼gu küme L do¼grusunun temsil etti¼gi bir denklik

s¬n¬f¬d¬r. Bu ba¼glamda, farkl¬paralel do¼gru s¬n¬�ar¬a�n düzlemin birer parçalan¬̧s¬n¬

oluşturur. Bu her bir denklik s¬n¬f¬n¬n a�n düzlemin tüm noktalar¬n¬ kapsamas¬n¬

gerektirir. Farkl¬denklik s¬n¬�ar¬na paralel s¬n¬f denir.

Tan¬m 1.4.3: S = (P,L) bir lineer uzay olmak üzere aşa¼g¬daki P1; P2 aksiyomlar¬n¬

sa¼glarsa S ye projektif düzlem denir.

P1 : Herhangi farkl¬iki do¼gru ortak bir noktaya sahiptir,

P2 : Herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta vard¬r.

En küçük projektif düzlem yedi noktal¬olup Fano düzlemi olarak adland¬r¬l¬r. P1

aksiyomunu sa¼glayan fakat P2 aksiyomunu sa¼glamayan bir sonlu lineer uzaya bozulmuş

(dejenere) projektif düzlem denir.

S = (P,L) bir a�n düzlem olsun. S nin tüm farkl¬paralel do¼gru demetlerini göz

önüne alal¬m. S nin her bir demeti için bu demetin tüm do¼grular¬üzerine P ye ait
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olmayan ortak bir nokta ilave edildi¼ginde, a�n düzleme her do¼grultuda bir yeni (ideal)

nokta kat¬lm¬̧s olur. Böylece a�n düzlemin geni̧sletilmi̧s nokta kümesi

P 0= P[fideal noktalarg elde edilir. A�n düzleme bu şekilde ideal noktalar kat¬l¬rken

her L do¼grusu bir nokta ile geni̧sletilir. L do¼grusu ve L ye paralel olan tüm do¼grular

üzerine koyulan bu ideal nokta p1 ile gösterilsin. Tüm ideal noktalar¬n üzerinde

bulundu¼gu ideal do¼gru ,L1 ile gösterilerek, a�n düzleme kat¬l¬r. Böylece S 0 = (P 0,L0)

sistemi elde edilir. Bu sisteme a�n düzlemin tamamlanm¬̧s¬denir.

Yard¬mc¬Teorem 1.4.5: S = (P,L), v noktal¬b do¼grulu sonlu bir lineer uzay

ise S nin bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, her p 2 P ve L 2 L için

b(p) = n+ 1; v(L) = n+ 1 ve n � 2 olacak şekilde bir n tam say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat: (=)) S = (P,L); v noktal¬bir projektif düzlem, L;L0 2 L olsun. (P2)

aksiyomundan, bu iki do¼grudan herhangi birisinin üzerinde olmayan bir p noktas¬

vard¬r. Böyle bir nokta arac¬l¬¼g¬yla L ve L0 do¼grular¬n¬n üzerindeki noktalar aras¬nda

1 � 1 eşleme yap¬labilir. Böylece v(L) = n + 1 sabittir ve (P2) gere¼gince n � 2 dir.

Ayn¬zamanda b(p) = n+ 1 dir.

((=) Di¼ger taraftan S deki tüm p noktalar¬ve L do¼grular¬na kaŗs¬l¬k b(p) = n+ 1

ve v(L) = n + 1 olacak şekilde bir n � 2; n tamsay¬s¬var olsun. Bu durumda S de

(P1) ve (P2) aksiyomlar¬n¬n geçerli oldu¼gu görülür. O halde S bir projektif düzlemdir.

�

Yard¬mc¬Teorem 1.4.6: S = (P,L), v noktal¬b do¼grulu sonlu bir lineer uzay ise

S nin bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, v = n2 + n+ 1 ve her L 2 L

için v(L) = n+ 1 ve n � 2 olacak şekilde bir n tam say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat: (=)) S = (P,L); v noktal¬bir projektif düzlem olsun. Yard¬mc¬Teorem

1.4.5 gere¼gi 8p 2 P ve 8L 2 L için v(L) = n + 1 ve b(p) = n + 1 olacak şekilde

bir n � 2; n tamsay¬s¬ vard¬r. S deki nokta say¬s¬bir noktadan geçen do¼grular¬n

üzerindeki noktalar yard¬m¬yla hesapland¬¼g¬nda v = n2 + n+ 1 bulunur.

((=) Di¼ger taraftan S, v noktal¬lineer uzay¬için v = n2 + n+ 1 ve S deki tüm L

do¼grular¬na kaŗs¬l¬k v(L) = n + 1 olacak şekilde bir n � 2; n tamsay¬s¬var olsun. S

nin bir p noktas¬ndan geçen do¼grular yard¬m¬yla b(p)n+ 1 = n2 + n+ 1; b(p) = n+ 1

bulunur. Buradan da S nin bir projektif düzlem oldu¼gu aç¬kt¬r. �
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Yard¬mc¬Teorem 1.4.7: S = (P,L), v noktal¬b do¼grulu sonlu bir lineer uzay ise

S nin bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, b = n2 + n+ 1 ve her L 2 L

için v(L) = n+ 1 ve n � 2 olacak şekilde bir n tam say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat: (=))S = (P,L), v noktal¬ b do¼grulu bir projektif düzlem olsun. Bir

do¼grunun üzerindeki noktalar yard¬m¬yla o do¼gruyu kesen tüm do¼grular bulunarak

uzaydaki toplam do¼gru say¬s¬hesaplanabilir. Yard¬mc¬Teorem 1.4.5 den S bir projektif

düzlem ise 8p 2 P ve 8L 2 L için b(p) = n+ 1; v(L) = n+ 1; n � 2 olacak şekilde bir

n tamsay¬s¬n¬n var oldu¼gu biliniyor. Buradan,

b = (b(p)� 1)(n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1

bulunur.

((=) Di¼ger taraftan S, b do¼grulu lineer uzay¬için b = n2+n+1 ve S nin her bir L

do¼grusu için v(L) = n+ 1 olacak şekilde bir n � 2, n tamsay¬s¬var olsun. S do¼grusal

regüler oldu¼gundan ayn¬zamanda noktasal regüler bir lineer uzayd¬r. Herhangi bir

L do¼grusuna paralel a � 1; a tane do¼gru olsun. Bu durumda L nin üzerindeki bir p

noktas¬için,

(b(p)� 1)(n+ 1) + 1 + a = n2 + n+ 1

bulunur. Buradan b(p) � n olmal¬d¬r. Ayn¬zamanda tüm do¼grular¬n derecesi n + 1

oldu¼gundan b(p) � n+ 1 dir. Bu durum çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla herhangi bir do¼gruya

paralel olan bir do¼gru yoktur. Bu durumda L do¼grusu üzerindeki noktalar yard¬m¬yla,

(b(p)� 1)(n+ 1) + 1 = n2 + n+ 1

bulunur. Buradan b(p) = n + 1 dir. Yard¬mc¬Teorem 1.4.5 den S bir projektif

düzlemdir. �

Teorem 1.4.8: S = (P,L), v noktal¬b do¼grulu sonlu bir lineer uzay ise aşa¼g¬dakilere

denktir.

(i) S nin bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, her p 2 P ve L 2 L

için b(p) = n+ 1; v(L) = n+ 1 ve n � 2 olacak şekilde tam say¬s¬vard¬r.
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(ii) S nin bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, v = n2+n+1 ve her

L 2 L için v(L) = n+ 1 ve n � 2 olacak şekilde tam say¬s¬vard¬r.

(iii) S nin bir projektif düzlem olmas¬için gerek ve yeter şart, b = n2 + n + 1 ve

her L 2 L için v(L) = n+ 1 ve n � 2 olacak şekilde tam say¬s¬vard¬r.

·Ispat: Yard¬mc¬Teorem 1.4.5, Yard¬mc¬Teorem 1.4.6 ve Yard¬mc¬Teorem 1.4.7

den ispat aç¬kt¬r.

Teorem 1.4.8 den bir sonlu projektif düzlem, toplam nokta ve do¼gru say¬s¬

b = v = n2 + n + 1 olan ve 8 L 2 L için v(L) = n + 1 olan (n + 1)�regüler bir

lineer uzayd¬r. Teoremde geçen n tamsay¬s¬na ilgili projektif düzlemin mertebesi

denir. Her altdüzlemi bir projektif düzlem olan lineer uzaya projektif uzay denir.

Tan¬m 1.4.4: S = (P,L) n: mertebeden bir projektif düzlem ve ? 6= X � P olsun.

S den X in at¬lmas¬ile elde edilen S-X yap¬s¬na X in S de komplementi denir.

n:mertebeden bir projektif düzlemde bir do¼grunun komplementi nokta regüleritesi

n+1, do¼gru regüleritesi n olan, n2 noktal¬ve n2+n do¼grulu bir sonlu lineer uzayd¬r. O

halde n: mertebeden bir projektif düzlemde bir do¼grunun komplementi n:mertebeden

bir a�n düzlemdir.

Teorem 1.4.9: Bir S 0 a�n düzlemi bir S projektif düzlemi içine S 0 nün noktalar¬,

S nin bir do¼grusu d olmak üzere S-d nin noktalar¬olacak şekilde yerleştirilebilir. E¼ger

S 0 nün mertebesi n ise bu taktirde S nin mertebesi n dir. (Kaya, 1992)

Tan¬m1.4.5: Bir S(t,k,v) Steiner sistemi, aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan, blok

denilen noktalar¬n alt kümelerden oluşan v noktal¬sonlu S lineer uzayd¬r.

i) Farkl¬t nokta (t � 2) tam olarak bir blok taraf¬ndan kapsan¬r.

ii) Her blokta tam olarak k tane nokta vard¬r.

Örne¼gin Fano düzlemi bir S(2,3,7) Steiner sistemidir. Genel olarak n: mertebeden

bir projektif düzlem ayn¬zamanda S(2,n+ 1,n2 + n+ 1) Steiner sistemidir.

Yard¬mc¬teorem 1.4.10: Bir projektif uzay¬n herhangi bir alt uzay¬bir projektif

uzayd¬r. (Batten, 1986)

?; bir nokta, bir do¼gru aşikar porjektif alt uzay örnekleridir.
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Yard¬mc¬Teorem 1.4.11: Bir projektif uzay¬n herhangi iki do¼grusu ayn¬say¬da

noktaya sahiptir. (Batten, 1986)

·Ispat: L0 ve L bir projektif uzay¬n iki farkl¬do¼grusu olsun. E¼ger L0 ve L ayn¬

projektif düzlemin içinde iseler ayn¬say¬da nokta kapsarlar. E¼ger L0 ve L ayn¬projektif

düzlemin içinde de¼gillerse L üzerinde bir p noktas¬, L0 üzerinde bir q noktas¬seçelim

ve bu noktalardan geçen do¼gruya da L00 diyelim. L ile L00 ayn¬projektif düzlem içinde

olup ayn¬say¬da nokta kapsar. Bununla birlikte L0 ve L00 de bir projektif düzlemin

içindedir. Dolay¬s¬yla bu iki do¼gruda ayn¬say¬da nokta kapsar. �

Yard¬mc¬Teorem 1.4.12: S=(P,L), projektif uzay¬n¬n herhangi bir alt uzay¬

S 0 = (P 0;L0) ve p =2 S 0 olsun. Bu takdirde < S 0[fpg > alt uzay¬q 2 S 0 olmak üzere

bütün pq do¼grular¬üzerindeki noktalar¬n kümesidir. (Batten, 1986)

·Ispat: X, p den geçen S 0 yü kesen do¼grular¬n kapsad¬¼g¬noktalar¬n kümesi olsun.

X in S 0 ve p üzerindeki en küçük alt uzay oldu¼gu kolayca görülebilmektedir. Kabul

edelim ki S 0 6= ? olsun. q ve r, X in noktalar¬olsun. qr � X oldu¼gunu gösterelim.

E¼ger p; q ve r do¼grudaş ise X in tan¬m¬ndan qr = pq � X dir. p; q ve r nin

do¼grudaş olmad¬¼g¬farz edilsin. pq \X = q0 ve pr \X = r0 olsun. (p = q0 veya r = r0

hallerinin mümkün oldu¼guna dikkat edilmelidir.). Şimdi � = hfpg [ fqg [ frgi farkl¬

olan q0 ve r0 noktalar¬n¬kapsayan bir düzlemdir. Dolay¬s¬yla q0r0 do¼grusu � dedir.

Ayn¬zamanda X kümesindedir. Son olarak s; qr nin herhangi bir noktas¬olsun, ps

do¼grusu � dedir. � bir projektif düzlem s 2 qr olup ps do¼grusu q0r0 do¼grusunu bir s0

noktas¬nda keser. Dolay¬s¬yla s0 2 X olur ve böylece s 2 X olur. �

Yard¬mc¬Teorem 1.4.13: Bir S projektif uzay¬de¼gi̧stirme özelli¼gine sahiptir.

(Batten, 1986)

Yard¬mc¬Teorem 1.4.14: Bir S projektif 3�uzay¬n¬n herhangi iki düzlemi bir

do¼gru boyunca kesi̧sir. (Batten, 1986)

·Ispat: � ve �0 S nin herhangi farkl¬ iki projektif düzlemi olsun. � projektif

düzleminde bir p noktas¬alal¬m ve p den geçen L1 ve L2 gibi iki do¼gru alal¬m. �0, L1

ve L2 yi en az bir noktada keser. Bu noktalara q ve r dersek q ve r bir do¼gru belirtir

ve bu do¼gru hem � hem de �0 dedir. q ve r, � ve �0nün ortak noktalar¬d¬r. Düzlemler

farkl¬iken do¼grunun d¬̧s¬nda 3: nokta bulunmaz. �
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Tan¬m 1.4.6: S, n:mertebeden bir lineer uzay olsun. E¼ger S nin her bir do¼grusu

bir tek paralel s¬n¬fa aitse S nin paralel s¬n¬�ar¬n¬n kümesine paralelism denir. n � 3

olmak üzere e¼ger

i) S bir paralelisme sahiptir.

ii) L ve L0 ortak bir paralel s¬n¬f¬n farkl¬do¼grular¬ve p =2 L[L0; M ileM 0 de p den

geçen do¼grular, M , L ve L0 yü kessin. Bu durumda M 0 de L yi keserse M 0; L0 üyüde

keser. Yani paralel iki do¼grudan birini kesen di¼gerinide kesmek zorundad¬r.

iii) Her L 2 L için v(L) � n ise S ye n.mertebeden a�n uzay denir. Burada S

yerine A kullan¬labilir.

Bu tan¬mdan her L 2 L için v(L) = n oldu¼gu kolayca gösterilebilir. (Batten and

Beutelspacher, 1993)

Teorem 1.4.15: S , n:mertebeden v noktal¬b do¼grulu d düzleme sahip 3 boyutlu

projektif uzay ise aşa¼g¬dakiler geçerlidir:

i) Herbir p noktas¬için, b(p) = d(p) = n2 + n+ 1

ii) p 2 �; L 2 � olmak üzere b�(p) = v(L) = n+ 1 ve v = n3 + n2 + n+ 1

iii) d(L) = n+ 1

iv) d = n3 + n2 + n+ 1; b = n4 + n3 + 2n2 + n+ 1

·Ispat:

i) 3�boyutlu projektif uzayda bir � düzlemi bu uzay¬n hiperdüzlemi olup toplam

nokta say¬s¬v(�) = n2 + n+ 1 dir.

�; S de bir düzlem ve p de � d¬̧s¬nda bir nokta olmak üzere, v(�) = n2 + n + 1 ve

yard¬mc¬teorem 1.4.14 gere¼ginde farkl¬iki düzlem bir do¼gru boyunca kesi̧sti¼ginden p

den n2 + n+ 1 tane do¼gru geçer. Bu durumda b(p) = n2 + n+ 1 dir.

p noktas¬� düzlemine ait do¼grular¬n d¬̧s¬nda oldu¼gundan bu do¼grular¬n herbiri ile

p nin gerdi¼gi alt uzay hiperdüzlemdir. Bundan dolay¬d(p) = n2 + n+ 1 dir.

ii) � herhangi bir düzlem olsun. �, n:mertebeden bir projektif düzlem oldu¼gundan

b�(p) = v(L) = n+ 1

dir.
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Bir p noktas¬için v � 1 = b(p)(v(L)� 1) = (n2 + n+ 1)n oldu¼gundan

v = n3 + n2 + n+ 1

elde edilir.

iii) L herhangi bir do¼gru olsun. v(L) = n+1 oldu¼gundan L ye ait olmayan n3+n2

tane nokta vard¬r. L nin ait oldu¼gu düzlemi � ile belirtirsek, � düzleminde L ye ait

olmayan n2 + n+ 1� (n+ 1) = n2 tane nokta vard¬r.

d(L) =
n3 + n2

n2
= n+ 1

olur.

iv)

Şekil 1.4: n mertebeden bir � düzlemi

�; n:mertebeden 3 boyutlu projektif uzayda bir düzlem olsun.

p 2 � için d(p) = n2+n+1 ve b�(p) = n+1 oldu¼gundan p noktas¬ndan � düzlemine

ait olmayan (n2 + n+ 1)� (n+ 1) = n2 tane do¼gru geçer. v(�) = n2 + n+ 1 gere¼gince

� düzlemine ait olmayan do¼gru say¬s¬

(n2 + n+ 1)n2

dir. � düzlemine ait do¼gru say¬s¬da n2 + n+ 1 oldu¼gundan

b = (n2 + n+ 1)n2 + n2 + n+ 1 = n4 + n3 + 2n2 + n+ 1
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elde edilir. Ayn¬zamanda 8 L 2 L için

b =

�
v
2

��
v(L)
2

�
dir.

L 2 �; v(L) = n+ 1 ve d(p) = n2 + n+ 1 oldu¼gu di¼ger ş¬klarda gösterildi.

O halde (d(L)� 1)(v(L)) + v(L) = n3 + n2 + n+ 1 olup,

d = n3 + n2 + n+ 1

bulunur.

Teorem 1.4.15 den dolay¬ 3�boyutlu bir projektif uzay¬n noktasal regüleritesi

n2+n+1 do¼grusal regüleritesi n+1 olan 3 boyutlu lineer uzay oldu¼gu aç¬kt¬r. (Batten

and Beutelspacher, 1993)

Teorem 1.4.16: A, n:mertebeden v noktal¬, b do¼grulu, d düzleme sahip 3 boyutlu

a�n uzay ise aşa¼g¬dakiler geçerlidir:

i) Her � düzlemi, L do¼grusu için b�(p) = n+ 1; v(L) = n ve v = n3

ii) Herbir p noktas¬için, b(p) = n2 + n+ 1; d(p) = n2 + n+ 1

iii) d(L) = n+ 1

iv) d = n3 + n2 + n; b = n4 + n3 + n2 (Batten and Beutelspacher, 1993)

·Ispat: S, n:mertebeden 3 boyutlu bir projektif uzay, � da S nin bir hiperdüzlemi

ve S den bir � düzleminin at¬lmas¬ile oluşan yap¬S 0 olsun. S 0 = A d¬r.

i) �; n:mertebeden bir projektif düzlem oldu¼gundan A n¬n bir hiperdüzlemi �0 bir

a�n düzlem oldu¼gundan b�0(p) = n+ 1; v(L) = n dir.

S de v = n3 + n2 + n+ 1 ve j�j = n2 + n+ 1 olup, A n¬n toplam nokta say¬s¬

n3 + n2 + n+ 1� (n2 + n+ 1) = n3

tür.

S nin herhangi bir do¼grusu ait olmad¬¼g¬düzlemlerle bir tek noktada kesi̧sti¼ginden

ve L do¼grusu � ya ait ise, A n¬n herbir L do¼grusu ile � n¬n ortak bir tek noktas¬

oldu¼gundan v(L) = n dir.



22

ii) Bir p noktas¬için

v � 1 = b(p)(v(L)� 1) =) n3 � 1 = b(p)(n� 1) =) b(p) = n2 + n+ 1

dir.

p noktas¬� düzlemine ait olmad¬¼g¬ndan

d(p) = n2 + n+ 1

dir.

iii) A n¬n herbir L do¼grusu � ya ait olmad¬¼g¬ndan d(L) = n+ 1 dir.

iv) S, 3 boyutlu projektif uzay ve A da 3 boyutlu a�n uzay oldu¼gundan

b = n4 + n3 + 2n2 + n+ 1� (n2 + n+ 1) = n4 + n3 + n2

dir. Ayn¬yolla

d = n3 + n2 + n+ 1� 1 = n3 + n2 + n

bulunur. �

1.5 Düzlemsel Uzaylar

Tan¬m 1.5: S = (P,L) bir lineer uzay ve elemanlar¬düzlemler olarak adland¬r¬lan

L nin has alt uzaylar¬n¬n bir kümesi 
 olsun. S = (P,L,
) geometrik yap¬s¬aşa¼g¬daki

aksiyomlar¬sa¼glarsa bir düzlemsel (planar) uzay olarak adland¬r¬l¬r.

i) Herhangi üçü do¼grudaş olmayan üç noktadan tam olarak bir düzlem geçer.

ii) Her düzlem do¼grudaş olmayan üç nokta kapsar.

E¼ger S = (P,L,
) düzlemsel uzay¬sonlu say¬da nokta, do¼gru ve düzleme sahip ise

sonlu düzlemsel uzay olarak adland¬r¬l¬r. Bir sonlu düzlemsel uzay¬n toplam nokta

say¬s¬v, toplam do¼gru say¬s¬b ve toplam düzlem say¬s¬d ile gösterilir.

S = (P,L,
) bir sonlu düzlemsel uzay olsun. S nin herhangi bir düzlemi � olmak

üzere, S nin � düzlemine ait herhangi bir noktas¬p ve herhangi bir do¼grusu l olsun.

� düzlemi taraf¬ndan kapsanan p noktas¬ndan geçen do¼gru say¬s¬b�(p) ile gösterilir.

·Ilaveten, l do¼grusu üzerindeki � düzlemine ait noktalar¬n say¬s¬ v�(l) ile gösterilir.
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Ayr¬ca, S nin l do¼grusundan geçen düzlem say¬s¬d(l) ile gösterilir. v; b; d; b�(p); v�(l)

ve d(l) tamsay¬de¼gerlerine ise S nin parametreleri denir.

S = (P,L,
) bir sonlu düzlemsel uzay¬ve � düzlemi için, � düzlemi taraf¬ndan kap-

sanan do¼grular¬n kümesi L� olmak üzere (�;L�) bir liner uzayd¬r. S nin her � düzlemi

için (�;L�) lineer uzay¬n¬n mertebesi n(�) olmak üzere, n = fmax [n(�) : � 2 
] g

tamsay¬de¼gerine S = (P,L,
) sonlu düzlemsel uzay¬n¬n mertebesi denir.

S nin bir düzlemi � ve � n¬n bir noktas¬p olsun. p noktas¬ndan geçen ve � düzlemi

taraf¬ndan kapsanan do¼grular¬n kümesine p merkezli do¼gru demeti denir. E¼ger her

do¼gru demeti en az üç noktal¬do¼grular kaps¬yor ise S ye non-dejenere düzlemsel

uzay denir.

S düzlemlerinin iki̧serli arakesitleri bir do¼gru olan n inci mertebeden bir düzlemsel

uzay olsun. S nin herhangi bir p noktas¬için, p noktas¬ndan geçen do¼grular¬n kümesi

noktalar kümesi ve p noktas¬ndan geçen düzlemler kümesi do¼grular kümesi olarak

tan¬mlanan S p geometrik yap¬s¬ n inci mertebeden bir projektif düzlemdir. Bu

durumda S ye lokal projektif düzlemsel uzay denir. Sonlu lokal projektif

düzlemsel uzaylarda herhangi iki düzlemin arakesiti ya bir do¼gru ya da boş kümedir.

Sonlu düzlemsel uzaylar teorisindeki aç¬k soru düzlemlerinin iki̧serli arakesiti bir

do¼gru olan sonlu düzlemsel uzaylar¬n sonlu projektif 3�uzaya gömülüp gömülemeyece¼gi

sorusudur. Alan yaz¬nda bu sorunun Napolitano, Metsch ve Beutelspacher taraf¬ndan

cevapland¬¼g¬pek çok çal¬̧sma vard¬r. Alan yaz¬ndaki bu çal¬̧smalarda göz önüne al¬nan

özelikler, S sonlu düzlemsel uzay¬n¬n bir noktas¬ndan geçen düzlem ve do¼gru geometrisi

ile ilgili olup daha çok lokal ve nümerik özeliklerdir. Ancak, Anapa, Günalt¬l¬ ve

Maldeghem (2009) taraf¬ndan yap¬lan � Planar and A¢ ne Spaces�başl¬kl¬çal¬̧s-

mada düzlemler için paralellik aksiyomu olarak adland¬r¬lan global bir koşul göz önüne

al¬narak düzlemsel uzaylar karakterize edilmi̧stir.

Düzlemsel lineer uzayda
 kümesi düzlemlerden oluşmaktad¬r. Düzlemsel uzaylar¬n

en bask¬n örnekleri a�n ve projektif uzaylard¬r. Düzlemsel uzaylar aç¬s¬ndan a�n ve

projektif düzlemlerin pek çok karakterizasyonu yap¬lm¬̧st¬r. Örne¼gin; e¼ger bir düzlemsel

uzay¬n tüm düzlemleri projektif düzlem ise o zaman uzay bir "projektif uzay"d¬r
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(Veblen-Young 1910). E¼ger uzay¬n tüm düzlemleri a�n düzlem ve do¼grular¬n derecesi

en az dört ise, uzay bir �a�n uzay�d¬r. ( Buekenhout,1969).

Bu tezde n inci mertebeden bir S = (P,L,
) düzlemsel uzay¬n¬n, iki̧serli arakesitleri

bir do¼gru olan düzlemlerin kümesi C olmak üzere, S nin her p =2 C koşulunu sa¼glayan

noktas¬ndan C ye en çok bir paralel do¼grunun mevcut olmas¬durumunda S düzlemsel

uzay¬n¬n temel özelikleri belirlenmi̧s ve karakterize edilmi̧stir.
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BÖLÜM 2

(2,0,{0,1})-DÜZLEMSEL UZAYLARIN TEMEL ÖZELL·IKLER·I

Bu bölümde ilk olarak (2; 0; f0; 1g)-düzlemsel uzaylar tan¬mlanm¬̧s ve temel

özellikleri verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1: S = (P ;L; I;
) bir düzlemsel uzay ve S nin iki̧serli arakesitleri bir

do¼gru olan düzlemlerinin kümesi C olsun. S nin p =2 C koşulunu sa¼glayan her p

noktas¬ndan geçen C yi kesmeyen do¼gru say¬s¬ 0 veya 1 ise S ye bir (2; 0; f0; 1g)�

düzlemsel uzay denir.

Yard¬mc¬Teorem 2.1 : S nin her düzlemi f0; 1g� semia�n düzlemdir.
·Ispat: S nin bir düzlemi � ve � düzleminin p =2 L koşulunu sa¼glayan nokta-

do¼gru çifti (p; L) olsun. p noktas¬ndan geçen ve L do¼grusu ile ayr¬k olan M ve

K gibi en az iki do¼grunun var oldu¼gunu kabul edelim. q =2 � olacak şekilde bir q

noktas¬seçelim. Bu durumda q =2 L olaca¼g¬ndan hq; Li düzlemi mevcuttur. s noktas¬

L do¼grusu üzerinde bir nokta olsun. Böylece, s ve q noktalar¬hq; Li düzlemi taraf¬n-

dan kapsanan iki farkl¬nokta oldu¼gundan sq do¼grusu üzerindeki tüm noktalarla bir-

likte hq; Li düzlemi taraf¬ndan kapsan¬r. Şimdi hq; Li ve � düzleminin d¬̧s¬nda bir

r noktas¬n¬ gözönüne alal¬m. r noktas¬n¬n seçiminden dolay¬ r =2 sq dur. Bu S

de hr; sqi düzleminin varl¬¼g¬n¬ gerektirir. Bu durumda hr; sqi \ hq; Li = sq 2 �

ve p =2 hr; sqi [ hq; Li dir. Bu ise M ve K do¼grular¬n¬n S de p noktas¬ndan geçip

hr; sqi[hq; Li kesmeyen iki do¼gru oldu¼gunu gösterir. Bu S nin (2; 0; f0; 1g)�düzlemsel

uzay olmas¬ile çeli̧sir. O halde kabul hatal¬olup, S nin her düzlemi f0; 1g semia�ndir.

�
Yard¬mc¬Teorem 2.1 ve Kuiper-Dembowski Teoremine göre S nin her bir düzlemi

aşa¼g¬dakilerden biridir.

(a) Bir yaklaş¬k demet

(b) Bir projektif ya da a�n düzlem

(c) Bir delinmi̧s projektif düzlem
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(d) Sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem

Bu bölüm boyunca; S do¼grusal regüler olmayan (2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzay olarak

kabul edilecektir. S nin maksimum do¼gru derecesine sahip olan do¼grular¬uzun do¼gru

olarak adland¬r¬lacakt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 2.2: S nin bir � düzlemi taraf¬ndan kapsanan uzun do¼grusu,

� n¬n tüm do¼grular¬ile en az bir ortak noktaya sahiptir.

·Ispat: S nin bir � düzlemini göz önüne alal¬m. S bir düzlemsel uzay oldu¼gundan

� herhangi üçü do¼grudaş olmayan en az üç nokta kapsar. Bu nedenle, � da do¼grudaş

olmayan üç nokta olarak p; q ve r yi seçelim. p ve q noktalar¬ndan geçen pq do¼grusunu

K; r ve q noktalar¬ndan geçen rq do¼grusunu M ile gösterelim. S do¼grusal regüler

olmad¬¼g¬ndan ve � en az bir uzun do¼gru kapsad¬¼g¬ndan M ve K do¼grular¬n¬s¬ras¬yla

k¬sa ve uzun do¼gru olarak seçelim. Bu seçimimizden dolay¬v(K) � v(M) � 1 dir.

p; q ve r noktalar¬n¬n seçiminden dolay¬r =2 K d¬r. Yard¬mc¬Teorem 2.1 den dolay¬,

� bir f0; 1g�semia�n düzlemdir. Bu nedenle; � düzlemi r noktas¬ndan geçen ve K

do¼grusu ile ayr¬k olan en çok bir do¼gru kapsar. O halde; r noktas¬ndan geçen ve

K do¼grusu ile ayr¬k olan bir L do¼grusunun var oldu¼gunu kabul edelim. S nin her

do¼grusu en az iki noktal¬oldu¼gundan, t 2 L ve t 6= r koşulunu sa¼glayan bir t noktas¬n¬

göz önüne alal¬m. � düzleminde t noktas¬ndan geçen do¼gru say¬s¬b�(t) = v(K) + 1

dir. Bu eşitli¼gi, v(K) � v(M) � 1 eşitli¼ginde kullanarak, b�(t) � v(M) � 2 elde

edilir. Bu eşitsizlik, � düzleminde t noktas¬ndan geçen M do¼grusu ile ayr¬k en az

iki do¼grunun varl¬¼g¬n¬ gerektirir. Bu ise � n¬n bir f0; 1g�semia�n düzlem olmas¬ile

çeli̧sir. O halde; r noktas¬ndan geçen ve K do¼grusu ile ayr¬k bir do¼gru yoktur. Bu

ise � düzleminde uzun do¼grular¬n di¼ger her bir do¼gru ile en az bir ortak noktaya sahip

oldu¼gunu gerektirir. �

Şimdi S nin düzlemlerinin özeliklerini ve birbirine göre konumlar¬n¬inceleyelim:

Yard¬mc¬Teorem 2.3 : S de bir projektif düzlem � olsun. � düzlemi, S nin di¼ger

düzlemlerinin her biri ile bir ortak do¼gruya sahiptir.

·Ispat: S nin � 6= � koşulunu sa¼glayan bir � düzlemini göz önüne alal¬m.

jP� \ P�j � 1 oldu¼gunu kabul edelim. Kabulden dolay¬ � projektif düzlemi ile �
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düzlemi en çok bir q ortak noktaya sahiptir. � düzleminde q noktas¬ndan geçen

bir L do¼grusunu seçelim. Ayr¬ca � ve � düzlemlerinin d¬̧s¬nda bir s

noktas¬n¬ göz önüne alal¬m. s =2 L oldu¼gundan < s;L > düzlemi mevcuttur ve

< s; L > \ � = L dir. Öte yandan; � düzleminde q noktas¬ndan geçen bir K do¼grusu

seçelim. � bir düzlem oldu¼gundan, K do¼grusu üzerinde olmayan en az bir r noktas¬

kapsar. Yard¬mc¬Teorem 2.1 den dolay¬; � düzlemi r noktas¬ndan geçen, K do¼grusu

ile ayr¬k bir K 0 do¼grusu kapsar. S nin her do¼grusunun üzerinde en az iki nokta

mevcut olaca¼g¬ndan, K do¼grusu üzerinde q noktas¬ndan farkl¬bir t noktas¬mevcuttur.

Üstelik; r ve t noktalar¬ndan geçen do¼gru üzerindeki tüm noktalarla birlikte � düzlemi

taraf¬ndan kapsan¬r. Böylece, S de r =2 � [ < s; L > olmak üzere; r noktas¬ndan

geçen rt ve K 0 do¼grular¬� [ < s; L > ile ayr¬kt¬r. Bu sonuç; S nin bir (2; 0; f0; 1g)�

düzlemsel uzay olmas¬ile çeli̧sir. O halde jP� \ P�j > 1 olmal¬d¬r ki bu � ile � n¬n bir

ortak do¼gruya sahip olmas¬n¬gerektirir. �

Yard¬mc¬ Teorem 2.4 : Sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlemlerin iki̧serli

arakesitleri bir do¼grudur.

·Ispat: � ve �0 sonsuzdaki noktalar¬s¬ras¬yla p1 ve p01 olan sonsuzda bir nokta

ilaveli a�n düzlemler olsunlar. jP� \ P�0j � 1 oldu¼gunu kabul edelim. Kabulden

dolay¬� ile �0 düzlemlerinin arakesiti olan bir q noktas¬mevcuttur. � düzleminde q

noktas¬ndan geçen qp1 do¼grusundan farkl¬ bir M do¼grusunu gözönüne alal¬m. �

düzlemi bir f0; 1g�semia�n düzlem oldu¼gundan s =2 M koşulunu sa¼glayan bir s

noktas¬ndan geçen M do¼grusuna paralel bir K do¼grusu mevcuttur. Şimdi �0

düzleminde bir r noktas¬ gözönüne alal¬m. r =2 K oldu¼gundan S de < r;K >

düzlemi mevcuttur. Öte yandan, �0 düzleminde r noktas¬ndan geçen rp1 dan farkl¬

bir L a�n do¼grusunu ve L do¼grusu üzerinde olmayan bir p noktas¬n¬gözönüne alal¬m.

�0 düzlemi bir f0; 1g�semia�n düzlem oldu¼gundan p noktas¬ndan geçen L do¼grusu ile

ayr¬k bir L0 do¼grusu kapsar. L do¼grusu üzerinde en az iki nokta mevcut oldu¼gun-

dan r 6= t; t 2 L koşulunu sa¼glayan bir t noktas¬vard¬r. p ve t noktalar¬ farkl¬ iki

nokta oldu¼gundan pt do¼grusu üzerindeki tüm noktalarla birlikte �0 düzlemi taraf¬ndan

kapsan¬r. Böylece, p =2 � [ < r;K > ve p noktas¬ndan geçen pt; L0 do¼grular¬

� [ < r;K > ile ayr¬k iki do¼grudur. Bu sonuç S nin (2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzay
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olmas¬ ile çeli̧sir. O halde kabul hatal¬ olup jP� \ P�0j > 1 dir. Bu ise � ve �0

düzlemlerinin bir do¼gru boyunca kesi̧smesini gerektirir. �

Tan¬m 2.2: � ve � , S nin herhangi iki düzlemi olmak üzere � k � () �\� = ?

veya � = � d¬r.

Yard¬mc¬ Teorem 2.5: S nin düzlemleri üzerindeki paralellik ba¼g¬nt¬s¬ bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

·Ispat: Yans¬ma ve simetri özellikleri paralellik tan¬m¬ndan aşikar olarak

mevcuttur. Bu nedenle geçi̧sme özelli¼gi gösterilecektir.

S nin �, � ve � düzlemleri, � k � ve � k � özelliklerine sahip olsunlar. � k �

oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelim ki � , � olsun. Kabulden dolay¬aşa¼g¬daki iki

durum söz konusudur.

Durum 1: � \ � = fpg; p 2 P olsun. Bu durumda �; � ve � düzlemleri aras¬nda

� k �; � k � ve �\� = fpg ili̧skisi vard¬r. � düzleminde p noktas¬ndan geçmeyen bir N

do¼grusunu ve � düzleminde de bir s noktas¬seçelim. Seçimimizden dolay¬s =2 N dir.

S bir düzlemsel uzay oldu¼gundan < s;N > düzlemi mevcuttur. < s;N > düzlemi ile �

düzleminin arakesiti ya sadece s noktas¬ya da s noktas¬ndan geçen bir L do¼grusudur.

·Ilk olarak; < s;N > \ � = fsg oldu¼gunu kabul edelim. � düzleminde s noktas¬ndan

geçen bir T do¼grusu seçelim. � bir düzlem oldu¼gundan, q =2 T koşulunu sa¼glayan en

az bir q noktas¬na sahiptir. Üstelik, Yard¬mc¬Teorem 2.1 den dolay¬; q noktas¬ndan

geçen ve T do¼grusuna paralel olan en az bir T 0 do¼grusuna da sahiptir. S nin her

do¼grusu en az iki noktal¬oldu¼gundan, T do¼grusu üzerinde r 6= s koşulunu sa¼glayan en

az bir r noktas¬mevcuttur. � bir düzlem oldu¼gundan, q ve r noktalar¬ndan geçen qr

do¼grusu üzerindeki tüm noktalarla birlikte � düzlemi taraf¬ndan kapsan¬r. Böylece;

q =2< s;N > [ � koşulunu sa¼glayan q noktas¬ndan geçen qr ve T 0 do¼grular¬mevcuttur.

Üstelik; qr \ (�[ < s;N >) = ? ve T 0 \ (�[ < s;N >) = ? dir. Böylece, q

noktas¬ndan geçen qr ve T 0 do¼grular¬� [ < s;N > ile ayr¬kt¬r. Bu ise S nin bir

(2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzay olmas¬ile çeli̧sir. O halde < s;N > \ � = fsg kabulu

yanl¬̧s olup < s;N > \ � = L 2 L dir.

< s;N > \ � = L do¼grusunun s noktas¬ndan geçti¼gi aşikard¬r. Bununla

birlikte; � ve � düzlemleri � düzlemine paralel oldu¼gundan p = � \ � noktas¬da L
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do¼grusu üzerinde de¼gildir. Böylece p =2 L oldu¼gundan S de < p;L > düzlemi tek olarak

mevcuttur. < p;L > düzlemini �0 ile gösterelim. ·Ilk olarak; �0 düzleminin � ve �

düzlemleri ile arakesitinin p noktas¬oldu¼gunu kabul edelim. Yani; �0 \ � = �0 \ � = p

olsun. Böylece < s;N >; � ve �0 düzlemleri L do¼grusu üzerinde üç farkl¬ düzlem

iken �0; � ve � düzlemleride p noktas¬üzerinde üç farkl¬düzlemdir. � düzleminde

N do¼grusu üzerinde olmayan bir x noktas¬seçelim. � düzlemi, bir f0; 1g�semia�n

düzlem oldu¼gundan, x noktas¬ndan geçen N do¼grusuna paralel bir N 0 do¼grusu kapsar.

·Ilaveten; N do¼grusu üzerinde bir z noktas¬ seçelim. x ve z noktalar¬ � düzlemi-

nin iki farkl¬noktas¬oldu¼gundan, x ve z noktalar¬ndan geçen xz do¼grusu üzerindeki

tüm noktalarla birlikte � düzlemi taraf¬ndan kapsan¬r. Böylece; arakesit do¼grusu L

olan � ve �0 düzlemlerinin d¬̧s¬nda, x noktas¬ndan geçen xz ve N 0 do¼grular¬� [ �0

ile ayr¬klard¬r. Bu ise S nin bir (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzay olmas¬ile çeli̧sir. Bu

çeli̧skiye �0 \ � = p = �0 \ � kabulü neden olmaktad¬r. O halde; �0 düzlemi ile � ve �

düzlemlerinin arakesiti birer do¼grudur. Bu do¼grular � \ �0 = H ve � \ �0 = K olsun.

�\� = p oldu¼gundan H ve K do¼grular¬p noktas¬ndan geçen do¼grulard¬r. Öte yandan;

�0 düzlemi L do¼grusu ve L do¼grusu üzerinde olmayan p noktas¬taraf¬ndan üretilen bir

düzlem oldu¼gundan L � �0 d¬r. Üstelik; � k � ve � k � oldu¼gundan L \ H = ? ve

L \ K = ? dir. Böylece �0 düzlemi p noktas¬ndan geçen L do¼grusu ile ayr¬k H ve

K do¼grular¬n¬kapayan bir düzlemdir. Bu sonuç �0 düzleminin bir f0; 1g� semia�n

düzlem olmamas¬n¬ gerektirir. Bu ise Yard¬mc¬ Teorem 2.1 ile çeli̧sir. O halde

kabulumuz hatal¬olup � \ � = fpg; p 2 P olamaz.

Durum 2: � \ � = fLg; L 2 L olsun. �; � ve � düzlemlerinin birbirlerine göre

konumlar¬� k � , � k � ve � \ � = L dir. � ve � düzlemleri � düzlemine paralel

oldu¼gundan, � \ � = ? ve � \ � = ? dir. Bu durumda � düzlemine ait herhangi bir

p noktas¬ndan geçen ve � [ � ile ayr¬k olan b�(p) � 2 adet do¼gru mevcuttur. Bu ise S

nin bir (2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzay olmas¬ile çeli̧sir. O halde bu durum söz konusu

olamaz.

Durum 1 ve Durum 2 de elde edilen çeli̧skiler � , � kabulünden kaynaklanmaktad¬r.

O halde kabul hatal¬olup, � k � d¬r. Böylece geçi̧sme özelli¼gi sa¼glanm¬̧s olur. �

Tan¬m 2.3: S nin herhangi bir � düzlemi için; � ya paralel olan tüm düzlemlerin
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oluşturdu¼gu kümeye � ya kaŗs¬l¬k gelen paralel düzlem s¬n¬f¬denir ve [�] ile gösterilir.

Farkl¬paralel düzlem s¬n¬�ar¬S nin bir ayr¬̧s¬m¬n¬oluşturur. Bu S nin her noktas¬n¬n

[�] düzlem s¬n¬f¬na ait tam olarak bir düzlemi taraf¬ndan kapsanmas¬d¬r.

Yard¬mc¬Teorem 2.6: �; � ve � düzlemleri S de � k �; � , � ve � , � koşullar¬n¬

sa¼glas¬n. E¼ger � \ � 2 L ise � \ � 2 L dir.
·Ispat: S de � \ � 2 L iken � ve � düzlemlerinin arakesitinin bir do¼gru oldu¼gunu

gösterelim. Kabul edelim ki jP� \ P�j � 1 olsun.

Durum 1: jP� \ P�j = 0 olsun. Bu durumda S de �; � ve � düzlemlerinin

birbirlerine göre konumlar¬ iki̧serli olarak � \ � = ?; � \ � = ? ve � \ � 2 L dir.

Bu durumda � düzlemine ait herhangi bir p noktas¬ndan geçen ve � [ � ile ayr¬k olan

b�(p) � 2 adet do¼gru mevcuttur. Bu ise S nin bir (2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzay olmas¬

ile çeli̧sir. O halde bu durum söz konusu olamaz.

Durum 2: jP� \ P�j = 1 olsun. Bu durumda � \ � 2 L iken � \ � 2 P dir.

Dolay¬s¬yla; � \ � = q olacak şekilde bir q noktas¬ mevcuttur. � düzleminde q

noktas¬ndan geçen bir H do¼grusu gözönüne alal¬m. ·Ilaveten, � düzleminde H

do¼grusunun üzerinde olmayan bir t noktas¬gözönüne alal¬m. � bir f0; 1g�semia�n

düzlem oldu¼gundan t noktas¬ndan geçen H ile ayr¬k bir T do¼grusu mevcuttur. Öte

yandan, H do¼grusu üzerinde q noktas¬ndan farkl¬bir z noktas¬alal¬m. t ve z noktalar¬

� düzleminde farkl¬noktalar oldu¼gundan tz 2 L mevcuttur. Bu durumda, tz ve T

do¼grular¬t noktas¬ndan geçip �[� ile ayr¬k iki do¼grudur. Bu sonuç S nin (2; 0; f0; 1g)�

düzlemsel uzay olmas¬ile çeli̧sir. O halde kabul hatal¬olup, � \ � 2 L dir. �

Yard¬mc¬Teorem 2.7: S nin her paralel düzlem s¬n¬f¬sadece a�n düzlem kapsar.

·Ispat: � düzlemi S nin a�n düzlem olmayan bir düzlemi olsun. Yard¬mc¬Teorem

2.5 den dolay¬, S de � düzlemine paralel olan tüm düzlemlerden oluşan bir paralel

düzlem s¬n¬f¬vard¬r. Bu düzlem paralel s¬n¬f¬n¬ [�] ile gösterelim. � =2 [�] olacak

şekilde S nin bir � düzlemini gözönüne alal¬m. Bu � \ � 6= ? olmas¬n¬gerektirir. O

halde � ile � düzlemlerinin arakesiti bir do¼grudur. Üstelik; Yard¬mc¬Teorem 2.6 dan

dolay¬� düzleminin [�] paralel düzlem s¬n¬f¬na ait tüm düzlemler ile arakesiti de bir

do¼gru olur. � düzlemi a�n olmayan bir düzlem oldu¼gundan bu arakesit do¼grular¬ndan

en az biri uzun do¼gru olacakt¬r. Bu durumda � düzlemi di¼ger do¼grular ile ayr¬k en az
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bir uzun do¼gru kapsar. Bu ise Yard¬mc¬Teorem 2.2 ile çeli̧sir. Bu çeli̧ski � n¬n a�n

düzlem olmamas¬ndan elde edilmi̧stir. O halde � a�n düzlem olmal¬d¬r. Üstelik [�]

n¬n her düzlemi de a�n olmal¬d¬r. �

Yard¬mc¬Teorem 2.8: S nin bir paralel düzlem s¬n¬f¬na ait olmayan herhangi bir

do¼grusu, paralel düzlem s¬n¬f¬n¬n her düzlemi ile bir ortak noktaya sahiptir.

·Ispat: Yard¬mc¬Teorem 2.7 den dolay¬S nin � a�n düzlemini kapsayan paralel

düzlem s¬n¬f¬[�] olsun. Şimdi �0 2 [�] ve p =2 � [ �0 koşulunu sa¼glayan p noktas¬ve �0

düzlemini gözönüne alal¬m. S nin p noktas¬ndan geçen � düzlemini bir q noktas¬nda

kesen, fakat �0 düzlemi ile ayr¬k olan bir do¼grusu L olsun. � düzleminde q noktas¬ndan

geçen bir M do¼grusu seçelim. L^M = q oldu¼gundan hL;Mi düzlemi mevcuttur. Bu

durumda hL;Mi \ � = M dir. �0 düzleminde bir r noktas¬seçelim. � \ �0 = ? ve

�0 \ L = ? oldu¼gundan r =2 hL;Mi [ � d¬r. Üstelik b�0(r) � 2 adet do¼gru hL;Mi [ �

ile ayr¬kt¬r. Bu S nin (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzay olmas¬ile çeli̧sir. O halde kabul

hatal¬olup, L \ �0 6= ? olmal¬d¬r. �

Sonuç 2.1: Yard¬mc¬Teorem 2.5 den dolay¬, S nin farkl¬paralel düzlem s¬n¬�ar¬S

nin bir parçalan¬̧s¬n¬oluşturur. Bu S nin tüm noktalar¬n¬n � düzlemine kaŗs¬l¬k gelen

paralel s¬n¬f¬taraf¬ndan kapsanmas¬d¬r. S nin her noktas¬� düzlemine kaŗs¬l¬k gelen

düzlem s¬n¬f¬na ait tam olarak bir düzlem taraf¬ndan kapsan¬r.

Sonuç 2.2: Yard¬mc¬Teorem 2.3, 2.4 ve 2.6 dan S nin herhangi iki düzlemi bir

do¼gru boyunca kesi̧sir.

Yard¬mc¬Teorem 2.9: n � 2, n 2 Z+ olmak üzere S nin do¼gru derecesi n ya da

n+ 1 dir.

·Ispat: S nin bir L do¼grusunu ve bu do¼gru üzerindeki düzlemlerini göz önüne alal¬m.

Kabul edelim ki S nin do¼gru derecesi n + 1; n ve n� 1 olsun. L do¼grusunu üzerinde

bulunduran � ve � düzlemlerini göz önüne alal¬m. � düzleminde (n)� dereceli bir M

do¼grusunu ve � düzleminde (n� 1) dereceli bir N do¼grusunu seçelim.

Durum 1: v(L) = n � 1 olsun. Bu durumda, z =2 L [M olacak şekilde bir z

noktas¬seçelim. Yard¬mc¬Teorem 2.1 den L ile ayr¬k z den geçen birK do¼grusu vard¬r.

z 2 M ve v(M) = n oldu¼gundan b�(z) = n dir. Bu K do¼grusu ile M do¼grusunun bir
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ortak noktaya sahip olmas¬n¬gerektirir. Öte yandan, � bir f0; 1g� semia�n düzlem

oldu¼gundan, M do¼grusu ile L do¼grusuda bir ortak noktaya sahiptir. Di¼ger taraftan; S

nin do¼gru dereceleri n+1; n veya n�1 oldu¼gundan, S de en az bir (n+1) dereceli do¼gru

vard¬r. Bu do¼gruyu M 0 ile gösterelim. E¼ger M 0 � � ise v(M 0) = n+ 1 oldu¼gundan �

düzlemi M do¼grusu üzerinde olmayan (n+ 1) dereceli en az bir adet u noktas¬kapsar.

v(L) = n � 1 oldu¼gundan u noktas¬ndan geçen L do¼grusu ile ayr¬k 2 do¼gru mevcut

olur ki bu � n¬n f0; 1g� semia�n olmas¬ ile çeli̧sir. O halde M 0  � d¬r. Benzer

nedenden dolay¬M 0 =2 � d¬r. Dolay¬s¬yla M 0  � [ � d¬r. O halde M 0 do¼grusu

M \L noktas¬ndan geçen bir (n+1)� do¼gru olsun. M 0 ve L do¼grular¬kesi̧stiklerinden

dolay¬ S de bir düzlem belirtirler. Bu düzlem � olsun. M 0
n+1 � � oldu¼gundan �

düzleminin M 0 do¼grusu üzerinde olmayan tüm noktalar¬(n + 1) derecelidir. Şimdi �

düzleminde L ve M 0 do¼grular¬üzerinde olmayan bir p noktas¬seçelim. b�(p) = n + 1

oldu¼gundan p noktas¬ndan geçen L do¼grusu ile ayr¬k iki do¼gru mevcuttur ki bu �

düzleminin f0; 1g�semia�n olmas¬ile çeli̧sir. O halde kabul hatal¬olup v(L) = n dir.

Durum 2: Kabul edelim ki � düzleminde L ve N do¼grular¬ ayr¬k olsunlar.

q =2 N [ L olacak şekilde bir q noktas¬ seçelim. Yard¬mc¬Teorem 2.1 den dolay¬

� düzleminde q noktas¬ndan geçen N ile ayr¬k bir L0 do¼grusu vard¬r. v(N) = n � 1

oldu¼gundan b�(q) = n dir. Öte yandan v(L) = n ve b�(q) = n oldu¼gundan L0 do¼grusu

L do¼grusu ile bir noktada kesi̧sir. Böylece L ve L0 do¼grular¬L \ L0 noktas¬ndan geçip

N ile ayr¬kt¬r. Bu sonuç Yard¬mc¬Teorem 2.1 ile çeli̧sir. Böylece q noktas¬ndan geçen

her do¼gru L ve N do¼grular¬n¬birer noktada kesmelidir. Bu v(L) = v(N) = n olmas¬n¬

gerektirir. Bu ise N do¼grusunun (n� 1) dereceli olmas¬ile çeli̧sir. O halde kabulumüz

hatal¬olup, N \ L 6= ? dir. Bu ise her (n � 1) dereceli do¼grunun L do¼grusunu � da

bir noktada kesmesini gerektirir.

L \ N = r olsun. S nin her do¼grusu en az iki noktal¬oldu¼gundan s 2 L, s 6= r

olacak şekilde bir s noktas¬n¬gözönüne alal¬m. Yard¬mc¬Teorem 2.1 den s noktas¬ndan

geçen N ile ayr¬k bir L00 do¼grusu mevcuttur ve v(L00) = n� 1 dir. Şimdi � düzleminde

w =2 L koşulunu sa¼glayan bir w noktas¬seçelim. Yard¬mc¬Teorem 2.1 den dolay¬w

noktas¬ndan geçen L do¼grusu ile ayr¬k bir M 0 do¼grusu mevcuttur. Bu b�(w) = n + 1

olmas¬n¬ gerektirir. Teorem1.2.4 den dolay¬ w noktas¬ndan geçmeyen bir M 00

(n + 1)� do¼gru mevcuttur. M 00, S nin uzun do¼grusu oldu¼gundan, M 00 do¼grusu,



33

� düzlemindeki tüm do¼grular ile kesi̧sir. M 00\L = t olsun. Öte yandan, � düzleminde

t noktas¬ndan geçen en az bir (n � 1) dereceli N 0 do¼grusu mevcuttur. M 00 \ N 0 6= ?

oldu¼gundan hM 00; N 0i bir düzlem belirtir. v(M 00) = n + 1 oldu¼gundan hM 00; N 0i

düzleminde M 00 ve N 0 do¼grular¬d¬̧s¬nda (n + 1) dereceli en az bir a noktas¬vard¬r.

Bu durumda hM 00,N 0i düzleminde, a noktas¬ndan geçip N 0
n�1 do¼grusu ile ayr¬k olan iki

do¼gru kapsar. Bu durum Yard¬mc¬Teorem 2.1 ile çeli̧sir. O halde kabul hatal¬olup

v(N) = n� 1 de¼gildir. Bu ise S nin (n� 1) dereceli do¼gru kapsamad¬¼g¬n¬gösterir. �

Sonuç 2.3: S nin n mertebeli her düzlemi n ya da n+ 1 nokta derecelidir.

·Ispat: Yard¬mc¬Teorem 2.2 ve 2.8 den aç¬kt¬r.�

Yard¬mc¬teorem 2.10: S mertebesi n olan en az bir � projektif düzlem kapsarsa,

� ye ait olmayan her nokta n2 + n+ 1 nokta derecesine sahiptir.

·Ispat: Kabul edelim ki � mertebesi n olan bir projektif düzlem ve L =2 � bir

do¼gru olsun. Şimdi z 2 L ve p 2 � koşullar¬n¬sa¼glayan z ve p noktalar¬n¬göz önüne

alal¬m. p nin seçiminden dolay¬hp; Li düzlemi mevcuttur. Yard¬mc¬Teorem 2.3 den

dolay¬, hp; Li \ � = K olacak şekilde bir K do¼grusu vard¬r. Üstelik, K do¼grusu, S nin

� taraf¬ndan kapsanan bir uzun do¼grusudur. Bu durumda L ve K do¼grular¬hp; Li

taraf¬ndan kapsanan ve L\K = ; olan S nin iki farkl¬do¼grular¬d¬r. Bu sonuç Yard¬mc¬

Teorem 2.2 ile çeli̧sir. O halde kabulümüz yanl¬̧s olup, S nin � ile ayr¬k do¼grusu yoktur.

Bu � ye ait olmayan bir z noktas¬ndan geçen her do¼grunun � ile bir ortak noktaya sahip

olmas¬n¬gerektirir. Böylece z 2 P noktas¬n2 + n+ 1 nokta derecesine sahip olur. �

Sonuç 2.4: S en az iki projektif düzlem kapsarsa, S nin nokta regüleritesi n2+n+1

dir.

Yard¬mc¬ teorem 2.11: S nin her do¼grusu tam olarak n + 1 adet düzlem

üzerindedir.

·Ispat: S de mertebesi n olan bir � a�n düzlemini gözönüne alal¬m. Yard¬mc¬

Teorem 2.6 ve Yard¬mc¬Teorem 2.7 den dolay¬, S de � a�n düzlemine kaŗs¬l¬k gelen bir

düzlem paralel s¬n¬f¬mevcuttur. Bu paralel düzlem s¬n¬f¬n¬[�] ile temsil edelim. Şimdi

L =2 [�] koşunulu sa¼glayan bir L do¼grusu seçelim. Yard¬mc¬Teorem 2.8 den dolay¬, L

do¼grusu � 2 [�] ile bir ortak noktaya sahiptir. Bu nokta p olsun. � mertebesi n olan
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bir a�n düzlem oldu¼gundan � düzlemi p noktas¬ndan geçen n + 1 adet do¼gru kapsar.

Öte yandan; S bir düzlemsel uzay oldu¼gundan bu n + 1 adet do¼grunun her biri ile L

do¼grusu tam olarak bir düzlem belirtir. Böylece S de L do¼grusu boyunca kesi̧sen n+1

adet düzlem elde edilir. Bu sonuç, S nin herhangi bir L do¼grusu üzerinde tam olarak

n+ 1 adet düzlem oldu¼gunu gösterir. �
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BÖLÜM 3

(2,0,{0,1})-DÜZLEMSEL UZAYLARIN KARAKTER·IZASYONU

Bu bölümde (2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzaylar kapsam¬̧s olduklar¬düzlem türlerine

göre karakterize edilmi̧stir.

Yard¬mc¬teorem 3.1: E¼ger S sadece a�n düzlem ve delinmi̧s projektif düzlem

kapsar ise S bir do¼grusu eksik projektif uzayd¬r.

·Ispat: : S, düzlemleri a�n ve delinmi̧s projektif düzlem olan bir (2; 0; f0; 1g)�

düzlemsel uzay¬olsun. Yard¬mc¬Teorem 2.9 dan, S nin do¼gru derecesi n ya da n + 1

dir. S de bir (n + 1)�do¼gru L olsun. S nin düzlemleri delinmi̧s projektif düzlem

veya a�n düzlem oldu¼gundan, L do¼grusundan geçen tüm düzlemler delinmi̧s projektif

düzlemdir. Yard¬mc¬Teorem 2.11 den dolay¬; L do¼grusu üzerinde n+ 1 adet delinmi̧s

projektif düzlem mevcuttur. O halde, S nin toplam nokta say¬s¬;

vs = (n+ 1)(n
2 � 1) + n+ 1 = n3 + n2

dir.

Şimdi S de birM (n)�do¼grusunu gözönüne alal¬m. M yi üzerinde bulunduran her

bir düzlem, ya bir a�n düzlem ya da bir delinmi̧s projektif düzlemdir. M do¼grusunu

üzerinde bulunduran a�n düzlem say¬s¬a olsun. O halde;

vs = a(n
2 � n) + (n+ 1� a)n2 + n (3.1.1)

n3 + n2 = a(n2 � n) + (n+ 1� a)n2 + n (3.1.2)

eşitli¼gi mevcuttur. (3.1.2) eşitli¼ginden a = 1 elde edilir. O halde, M do¼grusu tam

olarak bir a�n düzlem ve n adet delinmi̧s projektif düzlem taraf¬ndan kapsan¬r.

S nin bir � a�n düzlemini gözönüne alal¬m. Yard¬mc¬Teorem 2.5 ve Yard¬mc¬

Teorem 2.7 den S de, � düzlemine kaŗs¬l¬k gelen bir paralel düzlem s¬n¬f¬mevcuttur.

Bu düzlem paralel s¬n¬f¬[�] ile gösterilsin. S nin toplam nokta say¬s¬n3+n2 oldu¼gundan

[�] tam olarak n+ 1 paralel düzlem içerir.
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(n)� dereceli do¼grudan geçen sadece bir a�n düzlem oldu¼gundan, S nin her bir

(n)�do¼grusu [�] n¬n tam olarak bir düzlemi taraf¬ndan kapsan¬r. Yani S tam olarak

bir adet paralel düzlem s¬n¬f¬na sahiptir. S nin di¼ger tüm do¼grular¬, bu paralel a�n

düzlem s¬n¬f¬n¬n içermedi¼gi (n+ 1) dereceli do¼grulard¬r.

M 0 do¼grusu (n+ 1)� do¼gru olsun. Ayr¬ca, � düzlemi taraf¬ndan kapsanan bir

(n)� do¼gru seçelim. Bu do¼gruyu K ile gösterelim. Sonuç 2.1 den, M 0 do¼grusu

düzlem paralel s¬n¬f¬ndaki her bir a�n düzlemi bir noktada keser. Bu M 0 do¼grusu

K do¼grusu ile bir noktada kesi̧sir. Bundan dolay¬hM 0; Ki düzlemi mevcuttur ve bu

delinmi̧s bir projektif düzlemdir. Yani M 0 � hM 0; Ki dir.

Yard¬mc¬Teorem 2.11 den, M 0 do¼grusundan geçen (n + 1) tane delinmi̧s projektif

düzlem mevcuttur. Bu düzlemlerin her biri tam olarak (n)�do¼grulu bir paralel s¬n¬fa

sahiptir. Bu delinmi̧s projektif düzlemler taraf¬ndan kapsanan (n)� dereceli do¼grular¬n

oluşturdu¼gu paralel do¼gru s¬n¬�ar¬n¬n her birine sonsuzda bir nokta ilave ederek S yi

geni̧sletelim. Üstelik S ye bu n+1 yeni noktay¬üzerinde bulunduran do¼gruyuda ilave

edelim. Böylece S nin toplam nokta say¬s¬n3 + n2 + n + 1 olan, n + 1 do¼gru reguler

ve üstelik herhangi iki do¼grusu kesi̧sen bir S 0 uzay¬na geni̧sletilir. Üstelik bu S 0 uzay¬

bir 3�boyutlu projektir uzayd¬r. Böylece S � S 0 bir (n + 1) dereceli do¼grudur. O

halde S, bir do¼grusu eksik 3� boyutlu projektif uzayd¬r. �

Yard¬mc¬teorem 3.2: E¼ger S sadece a�n düzlem ve sonsuzda bir nokta ilaveli

a�n düzlem kapsarsa, S sonsuzda bir nokta ilaveli a�n uzayd¬r.

·Ispat: S düzlemleri a�n ve sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem olan bir

(2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzay olsun. Yard¬mc¬Teorem 2.9 dan, S nin do¼gru dere-

cesi n ya da n + 1 dir. S de bir (n + 1)� do¼gru L olsun. S nin düzlemleri sonsuzda

bir nokta ilaveli a�n düzlem veya a�n düzlem oldu¼gundan, L do¼grusundan geçen tüm

düzlemler sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlemlerdir. O halde, S nin noktalar¬n¬n

toplam say¬s¬

vS = (n+ 1)(n
2 � n) + n+ 1 = n3 + 1

bulunur.

Şimdi S de bir M (n)�do¼grusunu gözönüne alal¬m. M do¼grusundan geçen

her düzlem ya bir a�n düzlem ya da sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlemdir.
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M do¼grusundan geçen a�n düzlem say¬s¬a olsun. O halde;

vs = a(n
2 � n) + (n+ 1� a)(n2 + 1� n) + n (3.1.3)

n3 + 1 = a(n2 � n) + (n+ 1� a)(n2 + 1� n) + n (3.1.4)

eşitli¼gi mevcuttur. (3.1.4) eşitli¼ginden a = n elde edilir. Böylece, M do¼grusu tam

olarak n adet a�n düzlem ve bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem taraf¬ndan

kapsan¬r.

S nin toplam nokta say¬s¬ n3 + 1 ve her a�n düzlem n2 noktal¬ oldu¼gundan S,

tam olarak iki̧serli ayr¬k n adet a�n düzlem ve bu düzlemlerin d¬̧s¬nda bir noktaya

sahiptir. Bu nokta q olsun. Yard¬mc¬Teorem 2.8 ve Sonuç 2.1 den q noktas¬ndan

geçen do¼grular¬n say¬s¬n2 dir. Kabul edelim ki q noktas¬ndan geçen en az bir tane

(n)�do¼gru olsun. x, q dan geçen (n)�do¼grular¬n¬n say¬s¬olsun.

n3 + 1 = x(n� 1) + (n2 � x)n+ 1 (3.1.5)

(3.1.5) eşitli¼ginden;

x = 0 (3.1.6)

bulunur. Bundan dolay¬varsay¬m¬m¬z yanl¬̧s olup, q dan geçen tüm do¼grular n + 1

do¼gru derecelidir.

vS = b(q)n+ 1 = n
3 + 1

dir.

O halde, (n+1)�do¼grular¬n¬n kümesi tam olarak q dan geçen do¼grular¬n kümesidir.

Bu durumda S� fqg bir a�n uzay ve S sonsuzda bir nokta ilaveli bir a�n uzayd¬r. �

Yard¬mc¬ Teorem 3.3: E¼ger S sadece projektif düzlem ve delinmi̧s projektif

düzlem kapsarsa, S bir noktas¬eksik projektif uzayd¬r.

·Ispat: S, projektif düzlem ve delinmi̧s projektif düzlem içeren

(2; 0; f0; 1g)�düzlemsel uzay¬ olsun. Yard¬mc¬ Teorem 2.9 dan, S nin do¼gru

derecesi n ya da n + 1 dir. Kabul edelim ki M do¼grusu , (n)�do¼gru olsun. S

sadece projektif düzlem ve delinmi̧s projektif düzlemler içerdi¼ginden, M do¼grusundan
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geçen tüm düzlemler delinmi̧s projektif düzlemdir. O halde S nin noktalar¬n¬n toplam

say¬s¬

vS = (n+ 1)(n
2) + n = n3 + n2 + n

elde edilir:

S de n + 1 dereceli L do¼grusunu seçelim. L do¼grusu üzerindeki projektif düzlem

say¬s¬a olsun. Bu durumda;

vS = a(n
2 + n+ 1� n� 1) + (n+ 1� a)(n2 + n� n� 1) + n+ 1 (3.1.7)

n3 + n2 + n = an2 + (n+ 1� a)(n2 � 1) + n+ 1 (3.1.8)

eşitli¼gi mevcuttur. (3.1.8) eşitli¼ginden a = n elde edilir. O halde L do¼grusu, n adet

projektif düzlem ve bir adet delinmi̧s projektif düzlem taraf¬ndan kapsan¬r.

S en az iki projektif düzlem içerdi¼ginden, Sonuç 2.3 den S nin nokta derecesi

n2 + n + 1 dir. S nin herhangi bir p noktas¬n¬gözönüne alal¬m. p noktas¬ndan geçen

(n)� do¼grunun say¬s¬a olsun.

v = a(n� 1) + (n2 + n+ 1� a)n+ 1 (3.1.9)

n3 + n2 + n = a(n� 1) + (n2 + n+ 1� a)n+ 1 (3.1.10)

dir. (3.1.10) eşitli¼ginden a = 1 bulunur.

Buradan S nin her noktas¬tam olarak bir adet (n)� do¼gru üzerindedir. S nin bir

M (n)� do¼grusunu seçelim. M do¼grusuna paralel olan tüm do¼grular¬n oluşturdu¼gu

�(M) kümesini gözönüne alal¬m. S nin her noktas¬tam olarak bir adet (n)�do¼gru

üzerinde oldu¼gundan, �(M) tek olarak mevcuttur ve üstelik;

j�(M)jn = n3 + n2 + n (3.1.11)

j�(M)j = n2 + n+ 1 (3.1.12)

bulunur.



39

S de, �(M) e kaŗs¬l¬k gelen paralel s¬n¬fa sonsuzda bir nokta ilave edilerek, S

n3+n2+n+1 noktal¬bir S 0 düzlemsel uzaya geni̧sletilir. S 0�S bir nokta oldu¼gundan,

S bir noktas¬eksik projektif 3�uzayd¬r. �

Yard¬mc¬ teorem 3.4: E¼ger S nin düzlemleri a�n düzlem, delinmi̧s projektif

düzlem ve sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem ise S sonsuzda bir do¼grulu a�n uzayd¬r.

·Ispat: S düzlemleri a�n düzlem, delinmi̧s projektif düzlem ve sonsuzda bir nokta

ilaveli a�n düzlem olan (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzay olsun. S nin bir � a�n

düzlemini ve � delinmi̧s projektif düzlemini gözönüne alal¬m. Sonuç 2.1 den S de

� a�n düzleminin temsil etti¼gi bir düzlem paralel s¬n¬f¬vard¬r. Sonuç 2.2 ve Yard¬mc¬

Teorem 2.7 den dolay¬, � delinmi̧s projektif düzlemi [�] düzlem s¬n¬f¬na ait her bir

düzlemle bir ortak do¼gruya sahiptir. Şimdi � \ � do¼grusunu ve z 2 � \ � noktas¬n¬

gözönüne alal¬m. � \ � do¼grusu � a�n düzlemi taraf¬ndan kapsand¬¼g¬ndan S nin z

noktas¬ndan geçen ve � düzlemi taraf¬ndan kapsanan n+1 adet (n)�do¼gru vard¬r. Öte

yandan, Yard¬mc¬Teorem 2.9 dan dolay¬, S nin z noktas¬ndan geçen � a�n düzlemi

taraf¬ndan kapsanmayan n2 adet do¼grusu mevcuttur. Buradan, z noktas¬ndan geçen

toplam n2 + n+ 1 adet do¼gru mevcuttur.

S nin her bir delinmi̧s projektif düzlemi ayn¬zamanda sonsuzda bir (n)�do¼grulu a�n

düzlemdir. O halde, � sonsuzda bir (n)�do¼grulu a�n düzlemdir. � nin

sonsuzdaki do¼grusunu L ile gösterelim. L nin her bir noktas¬ile z noktas¬n¬birleştiren

ve � taraf¬ndan kapsanan n adet do¼grunun derecesi n + 1 dir. Buradan hareketle,

z noktas¬ndan geçen ve � delinmi̧s projektif düzlemi taraf¬ndan kapsanan S nin tam

olarak bir adet (n)�do¼grusu vard¬r.

S en az bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem kapsad¬¼g¬ndan, tekrar

Sonuç 2.2 kullan¬larak, � delinmi̧s projektif düzlemi ile bir ortak (n + 1)�do¼gruya

sahip � sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlemi mevcuttur. � sonsuzda bir nokta

ilaveli a�n düzlemini � \ � do¼grusu z noktas¬ndan geçen bir (n + 1)� do¼gru olacak

şekilde seçelim. � sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem oldu¼gundan, z noktas¬ndan

geçen ve � taraf¬ndan kapsanan S nin tam olarak bir adet (n+1)�do¼grusu mevcuttur

ki bu do¼gru � \ � d¬r. Böylece z noktas¬ndan geçen tam olarak n adet (n+ 1)�do¼gru
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vard¬r. O halde S nin toplam nokta say¬s¬;

n:n+ (n2 + 1):(n� 1) + 1 = n3 + n

olarak bulunur.

S den � sonsuzda bir (n)�do¼grulu a�n düzleminin sonsuzdaki L do¼grusunu atarak

elde edilen, S�fLg uzay¬n¬n toplam nokta say¬s¬n3 olup her do¼grusu n noktal¬d¬r. Bu

S � fLg nin a�n uzay olmas¬n¬gerektirir. O halde; S sonsuzda bir a�n do¼gru ilaveli

a�n uzayd¬r. �

Yard¬mc¬ teorem 3.5: E¼ger S nin düzlemleri sonsuzda bir nokta ilaveli a�n

düzlem ve projektif düzlem ise, S sonsuzda bir projektif do¼gru ilaveli a�n uzayd¬r.

·Ispat: S düzlemleri sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem ve projektif düzlem

olan bir (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzay olsun. Yard¬mc¬Teorem 2.9 dan, S nin do¼gru

derecesi n ya da n+1 dir. S de bir (n)�do¼gruM olsun. S nin düzlemleri ya projektif

düzlem ya da sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlem oldu¼gundan, M do¼grusu üzerinde

olan tüm düzlemler sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlemdir. Bu sonuçtan hareketle,

S nin toplam nokta say¬s¬

v = (n+ 1)(n2 + 1� n) + n = n3 + n+ 1

olarak bulunur.

Şimdi S nin bir (n+1)�do¼grusunu gözönüne alal¬m. Bu do¼gruyu L ile gösterelim.

L do¼grusudan geçen projektif düzlemlerin say¬s¬a olsun. Bu durumda;

n3 + n+ 1 = a(n2 + n+ 1� n� 1) + (n+ 1� a)(n2 + 1� n� 1) + n+ 1 (3.1.13)

n3 + n+ 1 = an2 + (n+ 1� a)(n2 � n) + n+ 1 (3.1.14)

eşitli¼gi mevcuttur. (3.1.14) eşitli¼ginden a = 1 elde edilir. O halde S nin her bir

(n+ 1)�do¼grusu tam olarak bir � projektif düzlemi taraf¬ndan kapsan¬r.

Şimdi S de � den farkl¬ bir �0 projektif düzleminin var oldu¼gunu kabul edelim.

Yard¬mc¬Teorem 2.3 den dolay¬, � ile �0düzlemleri bir do¼gru boyunca kesi̧sir. Üste-

lik, bu � \ �0 do¼grusu n + 1 do¼gru derecesine sahiptir. Bu sonuç S nin her bir

(n + 1)�do¼grusunun tam olarak bir projektif düzlem üzerinde olmas¬yla çeli̧sir. Bu



41

çeli̧ski, S nin tam olarak bir projektif düzlem içermesi ile ortadan kalkar. O halde S

tam olarak bir adet projektif düzlem kapsar. Öte yandan, � sonsuzda bir L projektif

do¼gru ilaveli a�n düzlem oldu¼gundan, � düzleminden L do¼grusu ç¬kart¬ld¬¼g¬nda bir a�n

düzlem elde edilir. O halde S 0 = S�fLg tüm düzlemleri a�n düzlem olan bir uzayd¬r.

Böylece S sonsuzda bir projektif do¼gru ilaveli a�n uzayd¬r. �

Yard¬mc¬ teorem 3.6: E¼ger S en az iki projektif düzlem, delinmi̧s projektif

düzlemler ve tam olarak bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli bir a�n düzlem içerirse,

S bir a�n do¼grusu eksik projektif uzayd¬r.

·Ispat: S en az iki projektif düzlem, tam olarak bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli

bir a�n düzlem ve delinmi̧s projektif düzlem içeren bir (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzay

olsun. S nin sonsuzda bir nokta ilaveli a�n düzlemi � ve sonsuzdaki noktas¬p1 olsun.

p1 noktas¬ndan geçen ve � düzlemi taraf¬ndan kapsanan L do¼grusunu gözönüne alal¬m.

Şimdi S de � ile L ortak do¼grusuna sahip olan bir � delinmi̧s projektif düzlemini seçelim.

L do¼grusu üzerinde z 6= p1 olacak şekilde bir z noktas¬n¬gözönüne alal¬m. S en az iki

projektif düzlem içerdi¼ginden, Sonuç 2.4 den dolay¬z noktas¬S de n2 + n + 1 nokta

derecesine sahiptir.

�, sonsuzda bir nokta ilaveli bir a�n düzlem oldu¼gundan, z noktas¬ndan geçen ve

� düzlemi taraf¬ndan kapsanan n adet (n)�do¼gru mevcuttur. Ayr¬ca L do¼grusu,

� düzlemi taraf¬ndan kapsanan ve z noktas¬ndan geçen yegane (n+ 1)�do¼grudur.

� delinmi̧s projektif düzlemi ayn¬ zamanda sonsuzda bir (n)�do¼gru ilaveli a�n

düzlem oldu¼gundan, � taraf¬ndan kapsanan sonsuzda bir a�n do¼gru mevcuttur. Bu

a�n do¼gruyu K ile gösterelim. Ayr¬ca p1 2 L ve L � � \ � oldu¼gundan p1 2 K d¬r.

Öte yandan, � bir f0; 1g�semia�n düzlem ve z =2 K olup, � düzlemi z noktas¬ndan

geçen ve K do¼grusu ile ayr¬k olan tam olarak bir adet (n)�do¼gru kapsar. O halde, �

düzleminde z noktas¬ndan geçen ve K do¼grusu ile tam olarak bir ortak noktaya sahip

olan tüm do¼grular (n + 1)� do¼grudur. Böylece, � düzlemi z noktas¬ndan geçen tam

olarak n adet (n + 1)�do¼gru ve tam olarak bir adet (n)�do¼gru kapsar. S en az iki

projektif düzlem içerdi¼ginden, Yard¬mc¬Teorem 2.3 den � \ � dan geçen en az bir

projektif düzlem vard¬r. Bundan dolay¬; z noktas¬ndan geçen tam olarak n + 1 adet
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(n)�do¼gru vard¬r. O halde S nin noktalar¬n¬n toplam say¬s¬:

vS = 1 + (n+ 1)(n� 1) + n2(n) = n3 + n2

elde edilir.

S nin her bir noktas¬tam olarak n+ 1 adet (n)�do¼gru üzerinde oldu¼gundan, S de

tam olarak ayr¬k n+1 adet paralel do¼gru s¬n¬f¬mevcuttur. Her bir paralel do¼gru s¬n¬f¬

üzerine sonsuzda bir nokta ilave edersek, S ye sonsuzda tam olarak n + 1 adet nokta

ilave etmi̧s oluruz. Üstelik sonsuzdaki bu n+1 noktadan geçen M do¼grusunu da S ye

ilave edersek, S nin tüm do¼grular¬(n + 1)�do¼gru ve tüm düzlemleri projektif düzlem

olur. Böylece S 0 = S [ fMg bir üç boyutlu projektif uzay olur. O halde S sonsuzda

bir projektif do¼gru ilaveli a�n düzlemdir. �
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SONUÇ ve ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzaylar tan¬mlanarak temel özelikleri

incelenmi̧stir. Temel özelikler göz önüne al¬narak (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzaylar

aşa¼g¬daki teorem ile karakterize edilimi̧stir:

Teorem: S , (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzay¬aşa¼g¬dakilerden biridir:

(i) Projektif uzay

(ii) Bir noktas¬eksik projektif uzay

(iii) Bir do¼grusu eksik projektif uzay

(iv) Bir a�n do¼grusu eksik projektif uzay

(v) A�n uzay

(vi) Sonsuzda bir nokta ilave edilmi̧s a�n uzay

(vii) Sonsuzda bir do¼gru ilave edilmi̧s a�n uzay

(viii) Sonsuzda bir a�n do¼gru ilave edilmi̧s a�n uzayd¬r.

Bu teorem ile (2; 0; f0; 1g)� düzlemsel uzaylar¬n her bir düzleminin semi-a�n

düzlem oldu¼gu sonucuna ulaş¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧sma gözönüne al¬narak; (2; 0; f0; 2g) veya (2; 0; f1; 2g)� düzlemsel uzaylar

tan¬mlan¬p temelleri özelikleri belirlenerek karakterize edilebilir. Ayr¬ca, S = (P;L;
)

bir düzlemsel uzay¬, p 2 P için p den geçen düzlemler semi-a�n düzlem olmas¬

koşulunda karakterize edilebilir.
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