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OZET

Bu tez calismasi ii¢ bolimden olusmustur. ilk bolimde Batten.L.M. &
Beutelspacher A. ve R. Kaya’ dan alinan temel kavram, tanim ve yardimeci teoremlerden
olugmaktadir.

Ikinci béliimde, S bir diizlemsel uzay olmak (izere, S nin ikiserli arakesitleri bir
dogru olan diizlemlerinin her bir C kiimesi ve C ye ait olmayan her p noktasi i¢in, p den
gecen C nin higbir dizlemini kesmeyen en ¢ok bir dogru mevcutsa S (2,0,{0,1})-
dizlemsel uzay olarak tanimlanmigtir. Daha sonra, (2,0,{0,1})-diizlemsel uzayin her bir
dizleminin bir {0,1}-semiafin diizlem oldugu gosterilmistir. Ve bu bdolimde
(2,0,{0,1})-diizlemsel uzaylarin tiim diizlemleri incelenmistir.

Uciincti bolimde tiim (2,0,{0,1})-diizlemsel uzaylar dikkate almarak asagidaki

teorem ile karakterize edilmistir.

Teorem: (2,0,{0,1})-diizlem uzay1 asagidakilerden biridir:
I.  Projektif uzay
ii.  Bir noktasi eksik projektif uzay
iii.  Bir dogrusu eksik projektif uzay
iv.  Bir afin dogrusu eksik projektif uzay
v.  Afinuzay

vi.  Sonsuzda bir nokta ilave edilmis afin uzay
vii.  Sonsuzda bir dogru ilave edilmis afin uzay
viii.  Sonsuzda bir afin dogru ilave edilmis afin uzay

Anahtar Kelimeler: Lineer uzaylar, Afin 3-uzay, Projektif 3-uzay, Duzlemsel uzaylar,

Semi-afin duzlemler.



Vi

SUMMARY

This thesis consists of three chapters. The first chapter includes the basic
concept, definitions and theorems taken from Batten.L.M &Beutelspacher A and R.
Kaya.

In the second chapter, a (2,0,{0,1})-planar space S is defined as a planar space
satisfied the following condition: For any collection C of planes pairwise intersecting in
a line and for any point p outside each of the planes of C, there is at most one line on p
that does not meet any plane in C. Then; in this chapter each plane of (2,0,{0,1})-planar
spaces is shown to be a {0,1}-semiafin plane and all planes of a (2,0,{0,1})-planar space
are examined.

In the third chapter; considering all (2,0,{0,1})-planar spaces are characterized

by the following theorem:

Theorem: A (2,0,{0,1})- planar space is one of the following:
1. Projective space
ii.  Projective space minus one point

iii.  Projective space minus one line

iv.  Projective space minus one affine line
v.  Affine space

vi.  Affine space plus one point at infinity

vii.  Affine space plus one line at infinity

viii.  Affine space plus one affine line at infinity

Keywords: Lineer spaces, Afin 3-spaces, Projective 3-spaces, Planar spaces, Semi-afin

planes.
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Kisaltmalar
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Aciklama

Toplam dogru sayist
Bir p noktasindan gegen dogru sayisi
pi noktasindan gegen toplam dogru sayisi
a diizlemine ait bir p noktasindan gecen dogru sayisi
Toplam diizlem sayis1
Bir p noktasindan gegen toplam diizlem sayisi
Bir L dogrusundan gegen toplam diizlem sayisi
Toplam nokta sayisi
L dogrusu tizerindeki toplam nokta sayist
Li dogrusu tlizerindeki toplam nokta sayis1
a diizlemine ait bir L dogrusu iizerindeki toplam nokta sayis1
X in ortlsu
Has altuzaylarin bir ailesi
a diizlemine ait noktalarin kiimesi

Uzay

Q ailesinin katilmasi ile elde edilen uzay



BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde L. M. Batten (1986) ve R. Kaya (1992) dan alinan temel kavramlar ve

teoremler verilmigtir.
1.1 Lineer Uzaylar

Tanim 1.1.1: P noktalar kiimesi, £ elemanlar1 dogrular olan P nin alt kiimelerinin
ailesi ve Z, P x L iizerinde “(p,L) € 7 < p € L” seklinde tamiml bir bagint1 olmak
tizere S = (P,L,Z) geometrik yapisina iizerinde bulunma yapisi(incidence structure)
denir. Eger S asagidaki aksiyomlar:1 saglarsa S ye yaklasik lineer uzay denir.

(Y L1) Her dogru en az iki nokta kapsar.

(Y L2) Farkl iki noktadan en ¢ok bir dogru geger.

Tamim 1.1.2: S = (P,L,7) yapisi iizerinde bulunma yapisi olsun. Eger S agagidaki
aksiyomlar1 saglarsa S ye lineer uzay denir.

(Ly) Farkli iki noktadan tek bir dogru geger.

(Ly) Her dogru en az iki nokta kapsar.

Tanim 1.1.1 ve Tanim 1.1.2 den her lineer uzayin bir yaklagik lineer uzay fakat her
yaklagik lineer uzayin bir lineer uzay olmadig1 agiktir.

Bu béliim boyunca S = (P,L,Z) iizerinde bulunma yapisi kisaca S = (P, L)
notasyonu ile gosterilecektir. Genel olarak noktalar p,q, s, ....z,y, z kiiciik harflerle,
dogrular ise L, M, N, ..., XY, Z gibi biiyiikk harflerle gosterilecektir. Farkli p ve q
noktalarindan gecen dogru pq ile gosterilecektir. Eger farkli L ve M gibi dogrular bir
noktada kesisiyorsa, bu nokta L N M ile gosterilecektir.

Bir S = (P, L) yaklagik lineer uzayimin toplam nokta sayisi v, toplam dogru sayisi
b, bir p € P noktasindan gegen dogru sayist b(p) ve bir L € L dogrusu iizerindeki
toplam nokta sayis1 v(L) ile gosterilir. v, b, b(p),v(L) tamsay1 degerlerine S = (P, L)
yaklasik lineer uzayinin parametreleri denir. Eger v ve b degerleri sonlu ise S

ye sonlu lineer uzay denir. Ek olarak; b(p) € Z degeri p noktasinin derecesi olarak



adlandirilirken v(L) € Z degeri L dogrusunun derecesi olarak adlandirilir. Derecesi i
olan bir nokta —nokta ve derecesi ¢ olan bir dogru i—dogru olarak adlandirilir.
S = (P, L) sonlu bir yaklagik lineer uzay, P = {p1 pa,....,pp} ve L = {L1, Lo, ...., Ly}

olmak tizere

ile gosterilecektir.

Ornek 1.1.1: P ={1,2,3,4,5,6} ve £ =1{{1,2,3},{3,4,5},{1,4},{2,4}} olan
yaklagik lineer uzay Sekil 1.1 de gosterilmistir.

Sekil 1.1: Yaklasik lineer uzay1 6rnegi

P ={1,2,3,4,5,6} ve L ={{1,2,3},{3,4,5},{1,4},{2,4}} olmak iizere Sekil 1.1
incelendiginde S = (P, L) de farkl iki noktanin en ¢ok bir dogru iizerinde ve bir dogru
tizerinde en az iki nokta oldugu agikca goriilmektedir. O halde; S = (P, L) iizerinde
bulunma yapisinda YL1 ve YL2 aksiyomlar1 saglanmaktadir. Dolayisiyla; S = (P, £)

bir yaklagik-lineer uzaydir.

Ornek 1.1.2: Toplam nokta sayisi ve toplam dogru sayist v = b = 7 olan, her
noktasinin ve her dogrusunun derecesi b; = v; = 3 olan S = (P, L) lineer uzay1 Fano

diizlemi olarak adlandirilmaktadir. Bu diizlem Sekil 1.2 de gosterilmistir.



Sekil 1.2: Fano diizlemi

Sekil 1.2 incelendiginde S = (P, £) nin farkli iki noktasmin tam olarak bir dogru

tizerinde ve her dogrusunun iizerinde en az iki nokta oldugu acgikca goriilmektedir.

Tanim 1.1.3: S = (P, L) bir lineer uzay ve X C P olsun. V p,q € X ve p # ¢
olmak iizere p ve ¢ noktalarina karsilik gelen pq dogrusu X tarafindan kapsaniyor ise
X e S nin bir alt uzay1 denir. & ve S ye S nin has (6z) alt uzaylari denir. S nin

diger alt uzaylarina da has olmayan alt uzaylar denir.

Tanim 1.1.4: S = (P,L) yaklagik lineer uzay ve X C P olsun. X iigeren en kiigiik

alt uzaya X in Ortiisii denir ve < X > ile gosterilir.

Bir S = (P, L) yaklagik lineer uzayinda < S >= S ve X = & ise < @ >= & dir.

Ustelik V p € P icin X = {p} ise < p >= p dir.

Ornek 1.1.3: S lineer uzay1 Sekil 1.1 ve Sekil 1.2 de temsil edilen lineer uzaylar
olsun.  Sekil 1.2’i gozoniine alirsak X = {5,6} ise < {5,6} >= {1,5,6},
X = {0,3,4} ise < {0,3,4} >= {0,3,1,4,2,5,6} = S dir. Sekil 1.1.deki uzaya
bakarsak X = {1,2,5} ise < {1,2,5} >={1,2,3,4,5} dir.

Ornek 1.1.3 dikkate alinarak, S = (P, L) yaklagik lineer uzaymm ortiisti Tanim

1.1.4 ile karakterize edilmistir.



Yardimci Teorem 1.1.1: S = (P, L) yaklagik lineer uzay ve X C P olsun. X in

ortiisii X i igeren biitiin alt uzaylarin arakesitidir. (Batten, 1986)

Tamim 1.1.5: § = (P, L) yaklagik lineer uzay ve X C P olsun. Vz € X i¢in

x ¢< X \ {z} > ise X kiimesine bagimsiz kiime denir.

Ornekl.1.4: S = (P,£) Sekill.2 ile temsil edilen Fano diizlemi olsun.
X = {1,5,6} C P gozoniine alahm. V z € X i¢in z €< X\{z} > oldugu
kolaylikla goriilebilir. O halde Tanim 1.1.5 geregince X kiimesi S de bagimsiz kiime
degildir.

Ornek 1.1.4 dikkate almarak, bir S = (P, L) yaklagik lineer uzaymda bagimsiz
kiime, ortiisiinii  olusturacak yeterli noktaya sahip olan bir kiime olarak da
tanimlamir. Ornek 1.1.4 de X = {1,5,6} kiimesi, kendi ortiisiinii iiretmek icin gerekli
olan sayidan fazla sayida nokta kapsamaktadir. X in kendi ortisiini

tiretebilmesi icin 1 ve 5 noktalar1 yeterlidir. Bu nedenle; X bagimsiz kiime degildir.

Tanmim 1.1.6: Bir S yaklagik lineer uzayimin noktalarinin S yi iireten bir bagimsiz

alt kiimesine S nin bir baz1 denir.

Ornek 1.1.5: S = (P, L) yaklagik lineer uzayi, sekil 1.2 de temsil edilen Fano
diizlemi olsun. Snin {1,2,0} ve {3, 5,6} nokta alt kiimelerini gozoniine alalim. Tanim
1.1.5 ve Tamim 1.1.6 dikkate alinarak; {1,2,0} ve {3, 5,6} nokta kiimelerinin S nin iki
bazi oldugu kolaylikla gosterilir.

Bir uzay iireten bir ¢ok baz bulunabilir. Verilen bir uzayin biitiin bazlariin eleman

sayilarinin ayni olmasi gerekmez.

Ornek 1.1.6: Asagida Sekil 1.3 de verilen yaklagik lineer uzay icin {4,5,6,7},
{1,8,3}, {1,2,3} nokta alt kiimeleri S nin birer bazidir ve bunlarin eleman sayilar

farkhidir.



Sekil 1.3: Yaklasik lineer uzay Ornegi

Tanim 1.1.7: S bir yaklagik lineer uzay olsun. min {|B| : B, S nin bir baz1} — 1

sayisina S yaklasik lineer uzayimmin boyutu denir. Bagka bir ifade ile;

boyS=min {|B| : B, S nin bir baz1} — 1

dir.
Tanim 1.1.7 geregince; bir dogru, bir nokta, & den ibaret olan yaklagik lineer

uzaylarin boyutlar: sirasiyla 1,0, —1 dir.

Tanim 1.1.8: S sonlu lineer uzayinda her noktadan tam olarak k£ tane dogru
geciyorsa S nin noktasal regiileritesi k; benzer sekilde her dogru iizerinde de tam
olarak r tane nokta varsa dogrusal regiileritesi r dir denir. Dogrusal regiileritesi 7,

noktasal regiileritesi k olan lineer uzaya (k,r) —regiiler denir.

Teorem 1.1.2: S = (P,L), v noktal sonlu bir lineer uzay olsun. S dogrusal
regiiler ise noktasal regiilerdir. (Batten, 1986)

Ispat: S = (P,L) dogrusal regiileritesi k& olan v noktali sonlu lineer uzay olsun.
p € P sabit bir nokta olmak iizere, p noktasindan gecen dogrular tizerindeki noktalar

uzayin tiim noktalarim verdiginden,



v—1=0b(p)(k—1)

dir. Buradan,

v—1
kE—1

b(p) =

elde edilir. v ve k sabit degerler oldugundan b(p) sabittir.  Boylece S noktasal
regiilerdir. [J

Tanim 1.1.9: Bir S lineer uzayimin sabit bir noktasindan gegen d adet dogru
kiimesine d-demet; S, v noktali ve 1 adet (v — 1)—dogru ve v — 1 adet 2—dogru

kapsayan bir lineer uzay ise S ye yaklagik demet denir.

Tanim 1.1.10: S = (P,L) bir lineer uzay ve VX C P olsun. Eger V z,y € P i¢in
rd< X >verxr e < XU{y} >keny € < X U{z} > ise S lineer uzay1 degistirme

ozelligine sahiptir denir.

Yardimci Teorem 1.1.3: S = (P,L) degistirme 6zelligine sahip bir lineer uzay
olsun. Eger X = {z1,29,...,2,} bagimsiz bir kiime ve z,;7 ¢ (X ) ise

{1, 29, ..., s, Tpy1} bagimsiz bir kiimedir. (Batten, 1986)

Yardimc: Teorem 1.1.4: S = (P,L) degistirme 6zelligine sahip sonlu bir lineer

uzay ise bu uzaym herhangi iki bazi ayni sayida elemana sahiptir. (Batten, 1986)

Tanim 1.1.11: Bir Ssonlu lineer uzayinda iki dogru ¢akisik ya da hig ortak noktaya
sahip degilse bu iki dogruya paralel dogrular denir. Eger L; ve L, paralel dogrular

ise bu dogrularmm paralelligi L; || Lo seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.12: Bir S lineer uzaymin agikar olmayan maksimal alt uzayina S nin
bir hiperdiizlemi denir.

Reel 5—uzayin hiperdiizlemleri reel 4—uzaylaridir. Reel 2—uzayin hiperdiizlemleri
reel 1— uzaylardir. Reel 1— uzayin hiperdiizlemlerinin herbiri bir noktadir. Diger
bir ifadeyle bir dogrunun hiperdiizlemleri noktalar, bir noktanin hiperdiizlemleri bog

kiimedir. Bos kiimenin hiperdiizlemi yoktur.



Fano diizleminin her bir dogrusu hiperdiizlemdir. Mertebesi 3 olan afin diizlemlerde

de her bir dogru bir hiperdiizlem olarak ifade edilir.

Tanim 1.1.13: Her bir hiperdiizlemi 2 boyutlu olan bir lineer uzaya 3 boyutlu
lineer uzay denir.

Bu tezde, 3—boyutlu bir lineer uzay i¢in agagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

Bir 3—boyutlu lineer uzayda toplam diizlem sayisi d, bir p noktasindan gegen
toplam diizlem sayis1 d(p) ve bir L dogrusundan gegen toplam diizlem sayisi d(L) ile
gosterilecektir. Ayrica 3—boyutlu lineer uzayda bir a diizlemine ait bir p noktasindan
gegen ve bu diizleme ait olan toplam dogru sayisi b, (p), o diizlemine ait bir L dogrusu

tizerindeki « ya ait toplam nokta sayisi v, (L) ile gosterilecektir.
1.2 Sonlu Lineer Uzaym Temel Ozellikleri

Tanim 1.2.1: S = (P,L) bir lineer uzay, P ={p1,p2,...,pv}, L ={L1, Lo, ..., Ly}

ve
0;pi &Ly
Lipi €Ly

Tz‘j =

olsun. Buradaki 7;; degerlerine p; noktasinin L; dogrusu {izerinde bulunma degeri

denir ve A = [r;;] . matrisine de lizerinde bulunma matrisi denir.

Her lineer uzay1 temsil eden bir iizerinde bulunma matrisi vardir. Bir S = (P,L)
lineer uzay1 temsil eden A =[r;;] , matrisi uzay hakkinda bir takim bilgiler verir.
Ornegin herhangi bir satirdaki birlerin sayis1 bu satira eslenen noktadan gecen dogru
saywisidir.  Ek olarak; herhangi bir siitundaki birlerin sayis1 bu siituna eslenen dogru

tizerindeki nokta sayisidir.

Yardimci: Teorem 1.2.1: Bir S = (P,L£) sonlu lineer uzayin dogrusal regiileritesi
s ve noktasal regiileritesi t ise vt = bs dir. (Batten, 1986)

Ispat: Uzerinde bulunma matrisi ile ispat kolayca yapilmaktadir.



Teorem 1.2.2: Eger S= (P,L) sonlu lineer uzay ise

dir. (Batten, 1986)
Ispat: S = (P,£) sonlu lineer uzaymi temsil eden bir tizerinde bulunma matrisi
vardir. Bu matrisin satirlarindaki birlerin satir-satir toplanmasi, siitunlarindaki birlerin

stitun-siitun toplanmasi ile istenilen esitlik elde edilir.[]

Teorem 1.2.3: S= (P,L) sonlu lineer uzay olsun. V p; € P i¢in

b

v—1= Z(vj — 1)1

Jj=1

dir. Ustelik;
(v—1) Z v;.(

dir. (Batten, 1986)
Ispat: S sonlu lineer uzaym tiim noktalar: bir p; noktasmdan gecen dogru demeti
tizerindedir. Bu demetteki herhangi bir L; dogrusu tizerindeki p; noktasi hari¢ v; — 1

adet nokta vardir. Boylece S nin toplam nokta sayis

b

v—1= Z(vj —1).1y5

j=1
dir. Ayni zamanda S nin tiim noktalarini sayarken; S nin her dogrusu tizerindeki nokta

ikililerini saymak, S nin tiim nokta ikililerini saymak ile esit oldugundan

b
v . Uj
(6)-2(3)
7j=1
dir. Gerekli sadelegtirmelerden sonra
(v—1) Z v;.(
elde edilir.[J

Teorem 1.2.4: S = (P,L) sonlu lineer uzay olsun. Bu durumda p; ¢ L; ise
b(p;) > v; dir. Eger p; noktasindan gegen tiim dogrular L, dogrusunu kesiyorsa

b(p;) = v; dir. (Batten, 1986)



Ispat: S = (P,£) sonlu lineer uzay olsun. p; ¢ L; oldugundan, p; noktalar: ile
L; iizerindeki tiim noktalarin birlesmesiyle v; adet dogru meydana gelir. Bu taktirde

b(pl) > (] dir. O

Teorem 1.2.5: Ssonlu lineer uzayinin maksimum dereceli paralel iki dogrusu L, ve
L ise

b > v(L1)w(Ls) + 2

dir. (Batten, 1986)
Ispat: S sonlu lineer uzaymin maksimum dereceli paralel iki dogrusu L; ve L,
oldugundan L; ve Ly dogrularmin her ikisinide kesen dogru sayist v(Ly).v(Lg) dir. O

halde S nin toplam dogru sayist b > v(Ly).v(Ly) + 2 dir. O

Teorem 1.2.6: S sonlu lineer uzayinin maksimum dereceli herhangi iki dogrusu

Ly ve Ly olsun. Eger L; N Ly = w olacak sekilde bir w noktasi mevcut ise
b= (v(L1) = 1).(v(L2) — 1) + b(w)

dir. (Batten, 1986)
ispat: S nin maksimum dereceli iki dogrusu Ly, Ly ve w = L N Ly olsun. L; ve

Ly dogrularimin her ikisini kesen dogru sayisi
(v(Ly) — 1).(v(La) — 1) + b(w)
olarak bulunur. O halde S nin toplam dogru sayis1 b ise
b= (v(Ly) = 1).(v(L2) — 1) + b(w)
dir.[]

Asagida sonlu lineer uzaylarin temel teoriminin ispat1 verilecektir.  Literatiirde
bircok ispat1 vardir. Ilk yapilan ispat Bruijin ve Erdos’iin 1948 deki ispatidir. Fakat

kiyaslama acisindan daha kisa olan Fowler’in 1984 deki ispat1 verilecektir.

Teorem 1.2.7: S=(P,L), b dogrulu ve v noktal agikar olmayan sonlu bir lineer
uzay olsun. Bu taktirde b > v dir. Eger b = v ise S ya bir yaklagik demet ya da bir
projektif diizlemdir. (Batten and Beutelspacher, 1993)
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Ispat: S=(P,L), b dogrulu ve v noktali agikar olmayan sonlu bir lineer uzay olsun.
S deki tiim p noktalar1 ve L dogrulari i¢gin b — b(p) > 0 ve v —v(L) > 0 dir. b <w
olsun. Herhangi bir L dogrusu i¢in (v —v(L))/(b —v(L)) > v/b dir.

Herhangi bir p noktas1 ve L dogrusu icin

0, p¢ L
1, pelL

6(p, L) =

olsun.

Bir L dogrusu i¢in

Zé(p,L) =o(L

peEP
ve bir p noktasi i¢in

> d(p, L) = b(p)

LeL
dir. Boylece

_Zb—bz Z<Z b—b7 )

peP \LeL
esitligi elde edilir. Eger p € L ise

b—b(p) ~ b—o(l)
dir. p ¢ L ise Teorem 1.2.4 geregince b(p) > v(L) dir. Boylece

(1.1.1)

e (T ey

peP \LeL LeL peP
v—o(L) v
SO -
e b)) T
dir.  Boylece yukaridaki her yerde esitlik vardir; (v — v(L))/(b — v(L)) = v/b ve
dolayisiyla v = b olur.  Ek olarak p ¢ L igin (1.1.1) denklemindeki esitsizlik
b(p) = v(L) olmasim gerektirir; boiylece herhangi iki dogru kesigir. Buradan hareketle

S bir projektif diizlem veya yaklagik demettir. [J
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1.3 Yariafin Lineer Uzaylar

p ¢ L ozelligindeki bir (p, L) nokta-dogru ¢ifti igin p noktasindan gegip L dogrusunu
kesmeyen dogrularin sayisi 7(p, L) ile gosterilir. En az bir dértgen kapsayan bir lineer
uzaym bir projektif diizlem olmasi igin gerek ve yeter sart p ¢ L 6zelligindeki her (p, L)
nokta-dogru ¢ifti i¢in 7(p, L) = 0 olmasidir. Benzer gekilde en az bir {iggen kapsayan
bir lineer uzayin bir afin diizlem olmasi i¢in gerek ve yeter sart p ¢ L ozelligindeki her
(p, L) nokta~-dogru ifti i¢in 7 (p, L) = 1 olmasidir.

I negatif olmayan tamsayilarin kiimesi olmak iizere S lineer uzaymm p ¢ L
ozeligindeki her (p, L) nokta-dogru cifti i¢in 7(p, L) € I ise S ye [-yariafin denir.
Herhangi bir sonlu lineer uzay uygun bir [ kiimesi i¢in [-afindir. Yariafin diizlem-
ler {0,1}—yanafin lineer uzaylardir. {0, 1}—yanafin diizlemlere, {0,1}—semiafin
diizlem de denir. {0, 1}—yanafin lineer uzaylar i¢gin Kuiper-Dembowski Teoremi

gozoniine alinmaktadir.

Kuiper-Dembowski Teoremi: Eger S sonlu {0,1}—yarafin lineer uzaysa o

zaman S asagidakilerden biridir:

a) Bir yaklagik demet,
b) Bir projektif ya da afin diizlem,
c¢) Bir delinmig projektif diizlem,

d) Sonsuzda bir nokta ilaveli bir afin diizlem

1.4 Afin ve Projektif Uzaylar

Tanim 1.4.1: S= (P,L) bir lineer uzay olmak iizere agagidaki A;, Ay aksiyomlar
saglaniyor ise S ye afin diizlem denir.

Ay :p ¢ Ly olmak tizere Vp e PveV Ly € Ligin p € Ly ve Ly || Ly olacak sekide
bir tek Ly € L dogrusu vardir.

As : Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.

A; aksiyomu paralellik aksiyomu olarak bilinir.
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En az iki dogrulu ve paralellik aksiyomunu saglayan lineer uzaylar dogrudas olmayan

ii¢ nokta kapsayacagindan bir afin uzaydir.

Yardimci Teorem 1.4.1: S = (P,L), v noktali, b dogrulu bir lineer uzay ise, S
nin bir afin diizlem olmasi igin gerek ve yeter sart, her p € P ve L € L icin b(p) = n+1,
v(L) = n olacak gekilde n > 2 tam sayisiin var olmasidir.

Ispat: (=) S = (P, L) bir afin diizlem, L, H € £ olsun.

p¢ LUH ise; 3p e P—(LUH) vardir.

a) L ve H paralel olsun.  Bu durumda (A;) aksiyomundan p noktasimdan
v(L) + 1 =wv(H) + 1 tane dogru geger. Buradan v(L) = v(H) =n ve b(p) =n+1
bulunur. (L) > 2 oldugundan n > 2 dir.

b) L ve H kesisen iki dogru olsun. Bu durumda da (A;) den p noktasindan
v(L) 4+ 1=wv(H)+ 1 tane dogru gecer ve v(L) = v(H) = n ve b(p) = n+ 1 bulunur

Eger p ¢ LUH olacak sekilde bir p noktasi yoksa L ve H paralel olmak zorundadir ve
S nin tiim dogrular iki noktalidir. Buradan v(L) =v(H) =n=2veb(p) =n+1=3
esitligi saglanir.

(«<=) Diger taraftan, S deki tiim p noktalar1 ve L dogrular i¢in b(p) = n + 1 ve
v(L) = n olacak gekilde bir n > 2, n tamsayisi var olsun. p ¢ L i¢in L ye p noktasindan
bir tek paralel ¢izileceginden (A;) aksiyomu saglanir. (A;) aksiyomunun saglandig ise

aciktir. Boylelikle S bir afin diizlemdir. [

Yardimci1 Teorem 1.4.2: S = (P,L), v noktali, b dogrulu bir lineer uzay ise, S
nin bir afin diizlem olmas icin gerek ve yeter sart, v = n? ve her L € L icin v(L) = n
olacak sekilde n > 2 tam sayisinin var olmasidir.

Ispat: (=) S = (P, L), v noktal bir afin diizlem; L,H € L vep ¢ LUH
olsun. (A;) aksiyomundan p den v(L) + 1 = v(H) + 1 tane dogru geger. Buradan
v(L) = v(H) = n dir. Eger bu sekilde bir p noktasi yoksa, bu durumda kolayca
goriilecegi iizerine L ve H paraleldir ve S nin tiim dogrularinin iki noktas: vardir.

Herhangi bir p noktasi ve Yardimci Teorem 1.4.1 den dolay1 bu noktadan gegen
n + 1 tane dogru diisiiniildiigiinde S deki toplam nokta sayis1 n? bulunur.

(<) Diger taraftan S, v noktali lineer uzay1 i¢in v = n? ve S nin tiim L dogrulari

icin v(L) = n olacak gekilde bir n > 2, n tamsayis1 var olsun. S nin herhangi bir p
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noktasi i¢in b(p)(n — 1) = n* — 1, buradan da b(p) = n + 1 bulunur. Boylelikle S bir
afin diizlemdir. O

Yardimci Teorem 1.4.3: S = (P,L), v noktali, b dogrulu bir lineer uzay ise,
S nin bir afin diizlem olmasi icin gerek ve yeter sart, b = n? +n ve her L € L icin
v(L) = n olacak sekilde n > 2 tam sayisiin var olmasidir.

Ispat: («<=) S = (P,L£), v noktali, b dogrulu bir afin diizlem olsun. Yardimci
Teorem 1.4.2 den v = n? olacak sekilde n > 2, n tamsayisi vardir.  Diizlemin n?
noktasi arasindan segilecek her iki farkli nokta bir dogru belirtir. Segilecek toplam
farkl iki nokta sayisi (";) dir. Fakat secilen farkl nokta ciftleri ortak dogru iizerinde
secilmigse ayni dogru elde edilir. Bir dogru tizerinde segilecek farkli nokta ¢ifti sayisi
ise (72‘) dir. Dolayisiyla diizlemdeki toplam dogru sayisi,

(3) _ n2(n?—1)/2

= =n+n

(g) n(n—1)/2

dir.

(=) Diger taraftan S, b dogrulu lineer uzay igin b = n*>+n ve S deki her L dogrusu
icin v(L) = n olacak sekilde bir n > 2, n tamsayisi var olsun. S lineer uzay1 dogrusal
regiiler oldugundan Teorem 1.1.2 den noktasal regiilerdir. Herhangi bir L, n—dogrusu
icin p € L olmak iizere bu dogruyu kesen (b(p) — 1)n tane dogru vardir. L ye paralel

dogru olmadigimi kabul edelim. Bu durumda

(b(p) —)n+1=n*+n

den , n | (n?> +n — 1) celigkisi elde edilir. L ye paralel dogru olmak zorundadir.
Buradan b(p) > n + 1 dir. Ayni zamanda

(b(p) —)n+1<n’+n

dir. Dolayisiyla b(p) = n+1 olmak zorundadir. Yardimci Teorem 1.4.1 den S bir afin
diizlemdir. [J
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Teorem 1.4.4: S = (P,L), v noktali, b dogrulu bir lineer uzay ise agagidakilere
denktir.

(7) S nin bir afin diizlem olmasi igin gerek ve yeter sart, her p € P ve L € L igin
b(p) =n+ 1, v(L) = n olacak sekilde n > 2 tam sayis1 vardur.

(7) S nin bir afin diizlem olmasi i¢in gerek ve yeter sart, v = n? ve her L € L igin
v(L) = n olacak gekilde n > 2 tam sayis1 vardir.

(i77) S nin bir afin diizlem olmasi igin gerek ve yeter sart, b =n? +n ve her L € L
icin v(L) = n olacak sekilde n > 2 tam sayis1 vardir.

Ispat: Yardimc: Teorem 1.4.1, Yardimec: Teorem 1.4.2 ve Yardime: Teorem 1.4.3

den aciktir. [J

Teorem 1.4.4 den bir sonlu afin diizlem, nokta sayis1 v = n?, toplam dogru sayisi

b=n?+n,VL € L igin v(L) = n olan (n + 1)— regiiler bir lineer uzaydir.

Tanim 1.4.2: L ve L' bir afin diizlemin iki dogrusu olsun. L = L' veya LNL = &
ise L ve L' ye paralel dogrular denir ve L || L’ ile gosterilir.

Bir afin diizlemin dogrular kiimesi tizerinde tanmimli olan paralellik bagintis1 bir
denklik bagintisidir. Dolayisiyla; afin diizlemin herhangi bir . € £ dogrusu icin L
ye paralel tiim dogrularin olusturdugu kiime L dogrusunun temsil ettigi bir denklik
sinifidir.  Bu baglamda, farkl paralel dogru simiflar1 afin diizlemin birer parcalanigini
olusturur. Bu her bir denklik siifinin afin diizlemin tiim noktalarini kapsamasini

gerektirir. Farkli denklik simiflarina paralel sinif denir.

Tanim 1.4.3: S = (P,L) bir lineer uzay olmak tizere agagidaki P, P, aksiyomlarin
saglarsa S ye projektif diizlem denir.
P, : Herhangi farkl iki dogru ortak bir noktaya sahiptir,

P, : Herhangi ii¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir.

En kiiciik projektif diizlem yedi noktali olup Fano diizlemi olarak adlandirihir. P;
aksiyomunu saglayan fakat P, aksiyomunu saglamayan bir sonlu lineer uzaya bozulmus

(dejenere) projektif diizlem denir.

S = (P,L) bir afin diizlem olsun. S nin tiim farkli paralel dogru demetlerini goz

oniine alalim. S nin her bir demeti igin bu demetin tiim dogrular1 iizerine P ye ait
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olmayan ortak bir nokta ilave edildiginde, afin diizleme her dogrultuda bir yeni (ideal)
nokta katilmis olur. Boylece afin diizlemin genisletilmis nokta kiimesi
P'=PU {ideal noktalar} elde edilir. Afin diizleme bu gekilde ideal noktalar katilirken
her L dogrusu bir nokta ile genisletilir. L dogrusu ve L ye paralel olan tiim dogrular
iizerine koyulan bu ideal nokta p., ile gosterilsin. Tiim ideal noktalarin iizerinde
bulundugu ideal dogru , L., ile gosterilerek, afin diizleme katilir. Boylece S’ = (P',L')

sistemi elde edilir. Bu sisteme afin diizlemin tamamlanmisi denir.

Yardimci Teorem 1.4.5: S = (P,L), v noktali b dogrulu sonlu bir lineer uzay
ise S nin bir projektif diizlem olmasi igin gerek ve yeter sart, her p € P ve L € L icin
b(p) =n-+1,v(L) =n+1ven > 2 olacak sekilde bir n tam sayisinin var olmasidir.

Ispat: (=) S = (P,L£),v noktal bir projektif diizlem, L, L’ € £ olsun. (P,)
aksiyomundan, bu iki dogrudan herhangi birisinin iizerinde olmayan bir p noktasi
vardir. Boyle bir nokta aracihigiyla L ve L' dogrularimin iizerindeki noktalar arasinda
1 — 1 esleme yapilabilir. Boylece v(L) = n + 1 sabittir ve (FP») geregince n > 2 dir.
Ayni zamanda b(p) = n + 1 dir.

(«<=) Diger taraftan S deki tiim p noktalar1 ve L dogrularmma kargihk b(p) =n + 1
ve v(L) = n + 1 olacak sekilde bir n > 2, n tamsayisi var olsun. Bu durumda S de
(Py) ve (P,) aksiyomlarimin gegerli oldugu goriiliir. O halde S bir projektif diizlemdir.
O

Yardimci Teorem 1.4.6: S= (P,L), v noktali b dogrulu sonlu bir lineer uzay ise
S nin bir projektif diizlem olmasi icin gerek ve yeter sart, v =n?+n-+1ve her L € L
icin v(L) = n+ 1 ve n > 2 olacak gekilde bir n tam sayisinin var olmasidir.

Ispat: (=) S = (P,£),v noktal bir projektif diizlem olsun. Yardimci Teorem
1.4.5 geregi Vp € P ve VL € L i¢in v(L) = n+ 1 ve b(p) = n + 1 olacak sekilde
bir n > 2, n tamsays1 vardir. S deki nokta sayisi bir noktadan gegen dogrularin
tizerindeki noktalar yardimiyla hesaplandiginda v = n? +n + 1 bulunur.

(<=) Diger taraftan S, v noktal lineer uzay1 i¢cin v = n*> +n + 1 ve S deki tiim L
dogrularina kargihk v(L) = n + 1 olacak sekilde bir n > 2, n tamsayisi var olsun. S
nin bir p noktasindan gegen dogrular yardimiyla b(p)n+1=n?+n+1, b(p) =n+ 1
bulunur. Buradan da S nin bir projektif diizlem oldugu aciktir. [
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Yardimci Teorem 1.4.7: S= (P,L), v noktali b dogrulu sonlu bir lineer uzay ise
S nin bir projektif diizlem olmasi icin gerek ve yeter sart, b =n?+mn+1ve her L € L
icin v(L) = n+ 1 ve n > 2 olacak gekilde bir n tam sayisinin var olmasidir.

Ispat: (=)S = (P,£), v noktali b dogrulu bir projektif diizlem olsun.  Bir
dogrunun iizerindeki noktalar yardimiyla o dogruyu kesen tiim dogrular bulunarak
uzaydaki toplam dogru sayis1 hesaplanabilir. Yardimci Teorem 1.4.5 den S bir projektif
diizlem ise Vp € P ve VL € L i¢in b(p) =n+ 1, v(L) = n+ 1, n > 2 olacak sekilde bir

n tamsayisinin var oldugu biliniyor. Buradan,

b=(b(p) —)(n+1)+1=n*+n+1

bulunur.

(<) Diger taraftan S, b dogrulu lineer uzay1 i¢in b = n? +mn+1 ve S nin her bir L
dogrusu icin v(L) = n + 1 olacak sekilde bir n > 2, n tamsayisi var olsun. S dogrusal
regiiler oldugundan ayni zamanda noktasal regiiler bir lineer uzaydir. Herhangi bir
L dogrusuna paralel a > 1, a tane dogru olsun. Bu durumda L nin tizerindeki bir p

noktasi icin,

(b(p) —(n+1)+14+a=n*+n+1

bulunur. Buradan b(p) < n olmalidir. Ayni zamanda tiim dogrularin derecesi n + 1
oldugundan b(p) > n + 1 dir. Bu durum celigkidir. Dolayisiyla herhangi bir dogruya

paralel olan bir dogru yoktur. Bu durumda L dogrusu iizerindeki noktalar yardimiyla,

(blp) —D(n+1)+1=n*+n+1

bulunur. Buradan b(p) = n + 1 dir. Yardimc Teorem 1.4.5 den S bir projektif
diizlemdir. [J

Teorem 1.4.8: S = (P,L), v noktali b dogrulu sonlu bir lineer uzay ise agagidakilere
denktir.
(7) S nin bir projektif diizlem olmasi igin gerek ve yeter sart, her p € P ve L € L

icin b(p) =n+ 1, v(L) =n+1 ve n > 2 olacak sekilde tam sayisi vardir.
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(47) S nin bir projektif diizlem olmas igin gerek ve yeter sart, v = n? +n+ 1 ve her
L € Ligin v(L) =n+ 1 ve n > 2 olacak gekilde tam sayisi vardir.

(i17) S nin bir projektif diizlem olmas icin gerek ve yeter sart, b = n? +n + 1 ve
her L. € L igin v(L) =n + 1 ve n > 2 olacak gekilde tam sayisi vardir.

Ispat: Yardimc: Teorem 1.4.5, Yardimc: Teorem 1.4.6 ve Yardimer Teorem 1.4.7

den ispat aciktir.

Teorem 1.4.8 den bir sonlu projektif diizlem, toplam nokta ve dogru sayisi
b=v=n>+n+1lolan veV L € L igin v(L) = n + 1 olan (n + 1)—regiiler bir
lineer uzaydir. Teoremde gecen n tamsayisina ilgili projektif diizlemin mertebesi

denir. Her altdiizlemi bir projektif diizlem olan lineer uzaya projektif uzay denir.

Tamim 1.4.4: S = (P,L) n. mertebeden bir projektif diizlem ve @ # X C P olsun.
S den X in atilmasi ile elde edilen S-X yapisina X in S de komplementi denir.

n.mertebeden bir projektif diizlemde bir dogrunun komplementi nokta regiileritesi
n+1, dogru regiileritesi n olan, n? noktali ve n?+n dogrulu bir sonlu lineer uzaydir. O
halde n. mertebeden bir projektif diizlemde bir dogrunun komplementi n.mertebeden

bir afin diizlemdir.

Teorem 1.4.9: Bir S’ afin diizlemi bir S projektif diizlemi igine S’ niin noktalari,
S nin bir dogrusu d olmak iizere S-d nin noktalar1 olacak sekilde yerlestirilebilir. Eger

S’ niin mertebesi n ise bu taktirde S nin mertebesi n dir. (Kaya, 1992)

Tamim1.4.5: Bir S(t,k,v) Steiner sistemi, agagidaki sartlar1 saglayan, blok
denilen noktalarin alt kiimelerden olugsan v noktali sonlu S lineer uzaydir.
i) Farkli ¢t nokta (¢ > 2) tam olarak bir blok tarafindan kapsanir.

i1) Her blokta tam olarak k tane nokta vardir.

Ornegin Fano diizlemi bir S(2,3,7) Steiner sistemidir. Genel olarak n. mertebeden

bir projektif diizlem aym zamanda S(2,n + 1,n? +n + 1) Steiner sistemidir.

Yardimci teorem 1.4.10: Bir projektif uzayin herhangi bir alt uzay: bir projektif
uzaydir. (Batten, 1986)

&, bir nokta, bir dogru asikar porjektif alt uzay érnekleridir.
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Yardimci Teorem 1.4.11: Bir projektif uzayin herhangi iki dogrusu ayni sayida
noktaya sahiptir. (Batten, 1986)

Ispat: L' ve L bir projektif uzaymn iki farkh dogrusu olsun. Eger L' ve L aym
projektif diizlemin i¢inde iseler aym sayida nokta kapsarlar. Eger L’ ve L ayni projektif
diizlemin i¢inde degillerse L iizerinde bir p noktasi, L’ iizerinde bir ¢ noktasi segelim
ve bu noktalardan gecen dogruya da L” diyelim. L ile L” aym projektif diizlem iginde
olup aym sayida nokta kapsar. Bununla birlikte L' ve L” de bir projektif diizlemin

icindedir. Dolayisiyla bu iki dogruda aymi sayida nokta kapsar. [

Yardimci Teorem 1.4.12: S=(P,L), projektif uzaymin herhangi bir alt uzay:
S'=(P',L')vep ¢ S’ olsun. Bu takdirde < S'U{p} > alt uzay1 g € S’ olmak iizere
biitiin pg dogrular iizerindeki noktalarin kiimesidir. (Batten, 1986)

Ispat: X, p den gecen S’ yii kesen dogrularin kapsadigi noktalarmm kiimesi olsun.
X in S’ ve p iizerindeki en kiiciik alt uzay oldugu kolayca goriilebilmektedir. Kabul
edelim ki §' # @ olsun. ¢ ve r, X in noktalar1 olsun. ¢r C X oldugunu gosterelim.

Eger p,q ve r dogrudas ise X in tanimindan ¢gr = pg C X dir. p,q ve r nin
dogrudag olmadig: farz edilsin. pg N X = ¢ ve prN X =7" olsun. (p=¢ veyar =1’
hallerinin miimkiin olduguna dikkat edilmelidir.). Simdi IT = ({p} U {q} U {r}) farkh
olan ¢’ ve ' noktalarim kapsayan bir diizlemdir. Dolayisiyla ¢'r" dogrusu II dedir.
Aynm zamanda X kiimesindedir. Son olarak s, ¢r nin herhangi bir noktasi olsun, ps
dogrusu II dedir. II bir projektif diizlem s € gr olup ps dogrusu ¢'r’ dogrusunu bir s

noktasinda keser. Dolayisiyla s’ € X olur ve boylece s € X olur. [J

Yardimci Teorem 1.4.13: Bir S projektif uzay1 degistirme ozelligine sahiptir.
(Batten, 1986)

Yardimci Teorem 1.4.14: Bir S projektif 3—uzaymin herhangi iki diizlemi bir
dogru boyunca kesigir. (Batten, 1986)

Ispat: 7 ve 7 S nin herhangi farkli iki projektif diizlemi olsun. 7 projektif
diizleminde bir p noktasi alalim ve p den gecen L ve Lo gibi iki dogru alahm. ', L,
ve Ly yi en az bir noktada keser. Bu noktalara ¢ ve r dersek ¢ ve r bir dogru belirtir
ve bu dogru hem 7 hem de 7’ dedir. ¢ ve r, m ve 7'niin ortak noktalaridir. Diizlemler

farkli iken dogrunun diginda 3. nokta bulunmaz. [J
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Tanmim 1.4.6: S, n.mertebeden bir lineer uzay olsun. Eger S nin her bir dogrusu
bir tek paralel sinifa aitse S nin paralel simiflarinin kiimesine paralelism denir. n > 3
olmak tizere eger

i) S bir paralelisme sahiptir.

i1) L ve L' ortak bir paralel sinifin farkli dogrular1 ve p ¢ LU L', M ile M’ de p den
gecen dogrular, M, L ve L' yii kessin. Bu durumda M’ de L yi keserse M’, L' iiyiide
keser. Yani paralel iki dogrudan birini kesen digerinide kesmek zorundadir.

i11) Her L € L i¢in v(L) < n ise S ye n.mertebeden afin uzay denir. Burada S
yerine A kullanilabilir.

Bu tanmimdan her L € £ i¢in v(L) = n oldugu kolayca gosterilebilir. (Batten and
Beutelspacher, 1993)

Teorem 1.4.15: §, n.mertebeden v noktal b dogrulu d diizleme sahip 3 boyutlu
projektif uzay ise asagidakiler gegerlidir:

i) Herbir p noktasi igin, b(p) = d(p) =n* +n+1

ii) p € a, L € a olmak fizere by(p) =v(L)=n+1vev=n3+n?>+n+1

iii) d(L) =n+1

w)d=n*+n +n+1,b=nt+n*+2n2+n+1

ispat:

i) 3—boyutlu projektif uzayda bir « diizlemi bu uzayin hiperdiizlemi olup toplam
nokta sayst v(a) = n? +n + 1 dir.

a, S de bir diizlem ve p de @ diginda bir nokta olmak iizere, v(a) = n* +n+1 ve
yardimci teorem 1.4.14 gereginde farkl iki diizlem bir dogru boyunca kesistiginden p
den n? + n + 1 tane dogru geger. Bu durumda b(p) = n? +n + 1 dir.

p noktasi a diizlemine ait dogrularin disinda oldugundan bu dogrularin herbiri ile
p nin gerdigi alt uzay hiperdiizlemdir. Bundan dolay1 d(p) = n* + n + 1 dir.

i1) « herhangi bir diizlem olsun. «, n.mertebeden bir projektif diizlem oldugundan

ba(p) =v(L)=n+1

dir.
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Bir p noktast igin v — 1 = b(p)(v(L) — 1) = (n® + n + 1)n oldugundan
v=n4+n?+n+1

elde edilir.
ii1) L herhangi bir dogru olsun. v(L) = n+ 1 oldugundan L ye ait olmayan n3 + n?
tane nokta vardir. L nin ait oldugu diizlemi « ile belirtirsek, o diizleminde L ye ait

olmayan n? +n + 1 — (n + 1) = n? tane nokta vardir.

n3 + n?
d(L) = o =n+1

olur.

iv)

Sekil 1.4: n mertebeden bir a diizlemi

a, n.mertebeden 3 boyutlu projektif uzayda bir diizlem olsun.
p € aigin d(p) = n®+n+1 ve by(p) = n+1 oldugundan p noktasindan « diizlemine
ait olmayan (n? +n+1) — (n+ 1) = n? tane dogru geger. v(a) = n?+n+ 1 geregince

a diizlemine ait olmayan dogru sayisi
(n® +n + 1)n?
dir. o diizlemine ait dogru sayisida n? +n + 1 oldugundan

b=m*+n+1)n*+n’+n+l=n*+n*+2n*+n+1



21

elde edilir. Aym zamanda V L € L igin

dir.
Le€a,v(l)=n+1ved(p) =n?+n+1 oldugu diger siklarda gosterildi.
O halde (d(L) — 1)(v(L)) + v(L) = n® + n? + n + 1 olup,

d=n*+n*+n+1
bulunur.

Teorem 1.4.15 den dolayr 3—boyutlu bir projektif uzayin noktasal regiileritesi
n?+n+1 dogrusal regiileritesi n+ 1 olan 3 boyutlu lineer uzay oldugu aciktir. (Batten

and Beutelspacher, 1993)

Teorem 1.4.16: A, n.mertebeden v noktali, b dogrulu, d diizleme sahip 3 boyutlu
afin uzay ise agsagidakiler gegerlidir:

i) Her « diizlemi, L dogrusu igin b,(p) =n+1, v(L) =n ve v = n?

ii) Herbir p noktasi igin, b(p) =n? +n+1,d(p) =n*+n+1

iii) d(L) = n + 1

i) d=n>+n%+n,b=n*+n+n? (Batten and Beutelspacher, 1993)

Ispat: S, n.mertebeden 3 boyutlu bir projektif uzay, o da S nin bir hiperdiizlemi
ve S den bir 7 diizleminin atilmas ile olugsan yapt S’ olsun. S’ = A dir.

i) a, n.mertebeden bir projektif diizlem oldugundan A nin bir hiperdiizlemi o’ bir

afin diizlem oldugundan b, (p) =n + 1, v(L) = n dir.
Sdev=n3+n*+n+1ve|r| =n?+n+1olup, A nmin toplam nokta sayist

4 n+l1—-m2+n+1)=nd

tir.
S nin herhangi bir dogrusu ait olmadig1 diizlemlerle bir tek noktada kesistiginden
ve L dogrusu « ya ait ise, A nin herbir L dogrusu ile m# nin ortak bir tek noktasi

oldugundan v(L) = n dir.
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i1) Bir p noktas igin
v—1=b(p)w(L)—1)=n*~1=b(p)(n—1) = bp) =n’>+n+1

dir.

p noktas1 7 diizlemine ait olmadigindan

dlp) =n*+n+1

dir.
i17) A nin herbir L dogrusu 7 ya ait olmadigindan d(L) = n + 1 dir.
iv) S, 3 boyutlu projektif uzay ve A da 3 boyutlu afin uzay oldugundan

b=n*+n*+20°+n+1—- 0> +n+1)=n*+n*+n?

dir. Aym yolla
d=n*+n’+n+1—-1=n>+n%+n

bulunur. [
1.5 Diizlemsel Uzaylar

Tanim 1.5: §= (P,L) bir lineer uzay ve elemanlar1 diizlemler olarak adlandirilan
L nin has alt uzaylarimin bir kiimesi  olsun. S = (P,L£,Q2) geometrik yapisi agagidaki
aksiyomlar1 saglarsa bir diizlemsel (planar) uzay olarak adlandirilir.

i) Herhangi iicii dogrudag olmayan ii¢ noktadan tam olarak bir diizlem geger.

i1) Her diizlem dogrudag olmayan ii¢ nokta kapsar.

Eger S = (P,L,Q) diizlemsel uzay: sonlu sayida nokta, dogru ve diizleme sahip ise
sonlu diizlemsel uzay olarak adlandirilir. Bir sonlu diizlemsel uzayin toplam nokta
sayisi v, toplam dogru sayisi b ve toplam diizlem sayisi d ile gosterilir.

S = (P,L,2) bir sonlu diizlemsel uzay olsun. S nin herhangi bir diizlemi o olmak
tizere, S nin « diizlemine ait herhangi bir noktasi p ve herhangi bir dogrusu [ olsun.
a diizlemi tarafindan kapsanan p noktasindan gegen dogru sayisi b, (p) ile gosterilir.

Ilaveten, [ dogrusu iizerindeki o diizlemine ait noktalarm sayisi v, (1) ile gosterilir.
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Ayrica, S nin [ dogrusundan gegen diizlem sayist d(1) ile gosterilir. v, b, d, by (p), v (1)

ve d(l) tamsay1 degerlerine ise S nin parametreleri denir.

S = (P,L,Q2) bir sonlu diizlemsel uzay1 ve a diizlemi igin, « diizlemi tarafindan kap-
sanan dogrularin kiimesi L, olmak iizere («, L) bir liner uzaydir. S nin her « diizlemi
icin (o, L,) lineer uzaymin mertebesi n(a) olmak iizere, n = {max [n(a) : a € Q] }
tamsay1 degerine S = (P,L,Q)) sonlu diizlemsel uzayinin mertebesi denir.

S nin bir diizlemi a ve & nin bir noktasi p olsun. p noktasindan gecen ve « diizlemi
tarafindan kapsanan dogrularin kiimesine p merkezli dogru demeti denir. Eger her
dogru demeti en az ii¢ noktali dogrular kapsiyor ise S ye non-dejenere diizlemsel
uzay denir.

S diizlemlerinin ikigerli arakesitleri bir dogru olan n inci mertebeden bir diizlemsel
uzay olsun. S nin herhangi bir p noktasi i¢in, p noktasindan gecen dogrularin kiimesi
noktalar kiimesi ve p noktasindan gegen diizlemler kiimesi dogrular kiimesi olarak
tanimlanan S, geometrik yapisi n inci mertebeden bir projektif diizlemdir. Bu
durumda S ye lokal projektif diizlemsel uzay denir. Sonlu lokal projektif

diizlemsel uzaylarda herhangi iki diizlemin arakesiti ya bir dogru ya da bos kiimedir.

Sonlu diizlemsel uzaylar teorisindeki agik soru diizlemlerinin ikiserli arakesiti bir
dogru olan sonlu diizlemsel uzaylarin sonlu projektif 3—uzaya gomiiliip gomiilemeyecegi
sorusudur. Alan yazinda bu sorunun Napolitano, Metsch ve Beutelspacher tarafindan
cevaplandigi pek ¢ok calisma vardir. Alan yazindaki bu calismalarda goz oniine alinan
ozelikler, S sonlu diizlemsel uzayinin bir noktasindan gegen diizlem ve dogru geometrisi
ile ilgili olup daha cok lokal ve niimerik ozeliklerdir. =~ Ancak, Anapa, Giinaltili ve
Maldeghem (2009) tarafindan yapilan “ Planar and Affine Spaces” baglikli ¢alig-
mada diizlemler i¢in paralellik aksiyomu olarak adlandirilan global bir kosul g6z 6niine

alinarak diizlemsel uzaylar karakterize edilmigtir.

Diizlemsel lineer uzayda € kiimesi diizlemlerden olugmaktadir. Diizlemsel uzaylarin
en baskin ¢rnekleri afin ve projektif uzaylardir. Diizlemsel uzaylar acisindan afin ve
projektif diizlemlerin pek cok karakterizasyonu yapilmistir. Ornegin; eger bir diizlemsel

uzayin tiim diizlemleri projektif diizlem ise o zaman uzay bir "projektif uzay"dir
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(Veblen-Young 1910). Eger uzaym tiim diizlemleri afin diizlem ve dogrularin derecesi

en az dort ise, uzay bir “afin uzay”dir. ( Buekenhout,1969).

Bu tezde n inci mertebeden bir S = (P,L,Q2) diizlemsel uzaymin, ikigerli arakesitleri
bir dogru olan diizlemlerin kiimesi C' olmak iizere, S nin her p ¢ C' kosulunu saglayan
noktasindan C' ye en ¢ok bir paralel dogrunun mevcut olmasi durumunda § diizlemsel

uzayinin temel ozelikleri belirlenmig ve karakterize edilmigtir.
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BOLUM 2

(2,0,{0,1})-DUZLEMSEL UZAYLARIN TEMEL OZELLIiKLERI

Bu boliimde ilk olarak (2,0,{0,1})-diizlemsel uzaylar tanimlanmig ve temel
ozellikleri verilmigtir.

Tanim 2.1: S = (P,L£,Z,9Q) bir diizlemsel uzay ve S nin ikigerli arakesitleri bir
dogru olan diizlemlerinin kiimesi C' olsun. S nin p ¢ C' kogulunu saglayan her p
noktasindan gecen C' yi kesmeyen dogru sayis1 0 veya 1 ise S ye bir (2,0,{0,1})—

diizlemsel uzay denir.

Yardimci Teorem 2.1 : S nin her diizlemi {0,1} — semiafin diizlemdir.

Ispat: S nin bir diizlemi o ve a diizleminin p ¢ L kogulunu saglayan nokta-
dogru cifti (p, L) olsun. p noktasindan gegen ve L dogrusu ile ayrik olan M ve
K gibi en az iki dogrunun var oldugunu kabul edelim. ¢ ¢ « olacak gekilde bir ¢
noktasi segelim. Bu durumda ¢ ¢ L olacagindan (g, L) diizlemi mevcuttur. s noktas
L dogrusu iizerinde bir nokta olsun. Béylece, s ve ¢ noktalar (g, L) diizlemi tarafin-
dan kapsanan iki farkli nokta oldugundan sq dogrusu iizerindeki tiim noktalarla bir-
likte (g, L) diizlemi tarafindan kapsanir. Simdi (g, L) ve « diizleminin diginda bir
r noktasinm gozoniine alalim. 7 noktasimn segiminden dolay1 » ¢ sq dur. Bu S
de (r,sq) diizleminin varhigim gerektirir. Bu durumda (r,sq) N (¢, L) = sq € «
ve p & (r,sq) U {(q, L) dir. Bu ise M ve K dogrularmin S de p noktasindan gegip
(r, sq)U{(q, L) kesmeyen iki dogru oldugunu gosterir. Bu Snin (2,0, {0, 1}) —diizlemsel
uzay olmasi ile geligir. O halde kabul hatali olup, S nin her diizlemi {0, 1} semiafindir.
O

Yardimer Teorem 2.1 ve Kuiper-Dembowski Teoremine gore S nin her bir diizlemi

asagidakilerden biridir.
(a) Bir yaklagik demet
(b) Bir projektif ya da afin diizlem

(c) Bir delinmis projektif diizlem
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(d) Sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem

Bu boliim boyunca; S dogrusal regiiler olmayan (2,0, {0, 1})—diizlemsel uzay olarak
kabul edilecektir. S nin maksimum dogru derecesine sahip olan dogrular1 uzun dogru

olarak adlandirilacaktir.

Yardimci Teorem 2.2: S nin bir « diizlemi tarafindan kapsanan uzun dogrusu,
a nin tiim dogrulari ile en az bir ortak noktaya sahiptir.

Ispat: S nin bir a diizlemini goz oniine alalim. S bir diizlemsel uzay oldugundan
a herhangi tigii dogrudas olmayan en az ii¢ nokta kapsar. Bu nedenle, o da dogrudas
olmayan {i¢ nokta olarak p, g ve r yi secelim. p ve ¢ noktalarindan gecen pq dogrusunu
K, r ve ¢ noktalarindan gegen rq dogrusunu M ile gosterelim. S dogrusal regiiler
olmadigindan ve a en az bir uzun dogru kapsadigindan M ve K dogrularim sirasiyla
kisa ve uzun dogru olarak secelim. Bu se¢imimizden dolay1 v(K) — v(M) > 1 dir.
p, q ve r noktalarimin se¢iminden dolay1 r ¢ K dir. Yardimci Teorem 2.1 den dolayi,
« bir {0, 1}—semiafin diizlemdir. Bu nedenle; o diizlemi r noktasindan gegen ve K
dogrusu ile ayrik olan en ¢ok bir dogru kapsar. O halde; r noktasindan gegen ve
K dogrusu ile ayrik olan bir L dogrusunun var oldugunu kabul edelim. S nin her
dogrusu en az iki noktali oldugundan, ¢t € L ve t # r kogulunu saglayan bir ¢ noktasini
goz oniine alalim. « diizleminde ¢ noktasindan gegen dogru sayist b, (t) = v(K) + 1
dir. Bu esitligi, v(K) — v(M) > 1 esitliginde kullanarak, b,(t) — v(M) > 2 elde
edilir. Bu egitsizlik, o diizleminde ¢ noktasindan gegen M dogrusu ile ayrik en az
iki dogrunun varligini gerektirir. Bu ise o nin bir {0, 1}—semiafin diizlem olmas ile
gelisir. O halde; r noktasindan gegen ve K dogrusu ile ayrik bir dogru yoktur. Bu
ise a diizleminde uzun dogrularin diger her bir dogru ile en az bir ortak noktaya sahip

oldugunu gerektirir. [J
Simdi S nin diizlemlerinin 6zeliklerini ve birbirine gére konumlarini inceleyelim:

Yardimci Teorem 2.3 : S de bir projektif diizlem 7 olsun. 7 diizlemi, S nin diger
diizlemlerinin her biri ile bir ortak dogruya sahiptir.
Ispat: S nin 7 # 6 kosulunu saglayan bir 6 diizlemini goz oniine alalim.

|Pr NPyl < 1 oldugunu kabul edelim. Kabulden dolay1 = projektif diizlemi ile 6



27

diizlemi en ¢ok bir ¢ ortak noktaya sahiptir. 7 diizleminde ¢ noktasindan gecen
bir L dogrusunu secelim. Ayrica 7w ve @ diizlemlerinin diginda bir s
noktasini goz oniine alalim. s ¢ L oldugundan < s,L > diizlemi mevcuttur ve
<s,L>Nm=Ldir. Ote yandan; 6 diizleminde ¢ noktasindan gecen bir K dogrusu
secelim. 6 bir diizlem oldugundan, K dogrusu iizerinde olmayan en az bir r noktasi
kapsar. Yardimci Teorem 2.1 den dolay1; 6 diizlemi r noktasindan gegen, K dogrusu
ile ayrik bir K’ dogrusu kapsar. S nin her dogrusunun iizerinde en az iki nokta
mevcut olacagindan, K dogrusu iizerinde ¢ noktasindan farkli bir ¢ noktasi mevcuttur.
Ustelik; r ve t noktalarindan gecen dogru tizerindeki tiim noktalarla birlikte 6 diizlemi
tarafindan kapsanir. Boylece, S de r ¢ m U < s,L > olmak iizere; r noktasindan
gecen rt ve K’ dogrulart 7 U < s, L > ile ayriktir. Bu sonug; S nin bir (2,0,{0,1}) —
diizlemsel uzay olmasi ile geligir. O halde |P, N Py| > 1 olmahdir ki bu 7 ile § nin bir

ortak dogruya sahip olmasini gerektirir. [J

Yardimci1 Teorem 2.4 : Sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlemlerin ikigerli
arakesitleri bir dogrudur.

Ispat: ¢ ve o’ sonsuzdaki noktalar: sirasiyla pe, ve pl, olan sonsuzda bir nokta
ilaveli afin diizlemler olsunlar. |P, N P,| < 1 oldugunu kabul edelim. Kabulden
dolay1 o ile ¢’ diizlemlerinin arakesiti olan bir ¢ noktasi mevcuttur. o diizleminde ¢
noktasindan gecen gp,, dogrusundan farkli bir M dogrusunu gozoniine alahm. o
diizlemi bir {0,1}—semiafin diizlem oldugundan s ¢ M kosulunu saglayan bir s
noktasindan gegen M dogrusuna paralel bir K dogrusu mevcuttur. Simdi o’
diizleminde bir r noktasi gozoniine alalm. r ¢ K oldugundan S de < r, K >
diizlemi mevcuttur. Ote yandan, ¢ diizleminde r noktasmndan gecen rp., dan farkl
bir L afin dogrusunu ve L dogrusu iizerinde olmayan bir p noktasini goézoniine alalim.
o’ diizlemi bir {0, 1}—semiafin diizlem oldugundan p noktasindan gegen L dogrusu ile
ayrik bir L' dogrusu kapsar. L dogrusu iizerinde en az iki nokta mevcut oldugun-
dan r # t,t € L kosulunu saglayan bir ¢ noktasi vardir. p ve t noktalar1 farkli iki
nokta oldugundan pt dogrusu iizerindeki tiim noktalarla birlikte ¢’ diizlemi tarafindan
kapsanir. Boylece, p ¢ o U < r, K > ve p noktasimndan gecen pt, L' dogrulari
o U < r, K > ile ayrik iki dogrudur. Bu sonug S nin (2,0, {0, 1})—diizlemsel uzay
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olmasi ile geligir. O halde kabul hatali olup |P, N P,| > 1 dir. Bu ise o ve o’

diizlemlerinin bir dogru boyunca kesigsmesini gerektirir. [

Tanim 2.2: « ve §, Snin herhangi iki diizlemi olmak iizere « || f <= anNp =2

veya o = (3 dir.

Yardimci Teorem 2.5: § nin diizlemleri iizerindeki paralellik bagintisi bir
denklik bagitisidir.

Ispat: Yansima ve simetri ozellikleri paralellik tammmdan asikar olarak
mevcuttur. Bu nedenle gecisme 6zelligi gosterilecektir.

S nin «, 5 ve 0 diizlemleri, « || 5 ve B || 6 o6zelliklerine sahip olsunlar. « || 6
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki a Jf 6 olsun. Kabulden dolay1 agsagidaki iki
durum s6z konusudur.

Durum 1: anNé = {p}, p € P olsun. Bu durumda «, 5 ve # diizlemleri arasinda
all B, 5 0 veand = {p} iliskisi vardir. « diizleminde p noktasindan gegmeyen bir N
dogrusunu ve § diizleminde de bir s noktasi segelim. Segimimizden dolay1 s ¢ N dir.
S bir diizlemsel uzay oldugundan < s, N > diizlemi mevcuttur. < s, N > diizlemi ile 8
diizleminin arakesiti ya sadece s noktasi ya da s noktasindan gecen bir L dogrusudur.

Ik olarak; < s, N > N 8 = {s} oldugunu kabul edelim. 3 diizleminde s noktasmdan
gecen bir 7' dogrusu secelim. [ bir diizlem oldugundan, ¢ ¢ T kogulunu saglayan en
az bir ¢ noktasina sahiptir. Ustelik, Yardimei Teorem 2.1 den dolay1; ¢ noktasindan
gecen ve T dogrusuna paralel olan en az bir 7" dogrusuna da sahiptir. S nin her
dogrusu en az iki noktali oldugundan, 7" dogrusu iizerinde r # s kosulunu saglayan en
az bir r noktasi mevcuttur. [ bir diizlem oldugundan, q ve r noktalarindan gecen qr
dogrusu tizerindeki tiim noktalarla birlikte § diizlemi tarafindan kapsanir. Boylece;
q ¢< s, N > U « kogulunu saglayan ¢ noktasindan gecen gr ve T" dogrular1 mevcuttur.
Ustelik; gr N (U < s,N >) = @ ve "N (aU < 5,N >) = @ dir. Boylece, g
noktasindan gegen qr ve 7" dogrulart o U < s, N > ile ayriktir. Bu ise S nin bir
(2,0,{0,1})—diizlemsel uzay olmas ile geligir. O halde < s, N > N = {s} kabulu
yanlig olup < s, N >N g =L € L dir.

< s,N > N = L dogrusunun s noktasindan gectigi agikardir. = Bununla

birlikte; o ve 6 diizlemleri [ diizlemine paralel oldugundan p = a N @ noktasi1 da L



29

dogrusu iizerinde degildir. Boylece p ¢ L oldugundan Sde < p, L > diizlemi tek olarak
mevcuttur. < p,L > diizlemini ' ile gosterelim. Ilk olarak; 3’ diizleminin o ve 6
diizlemleri ile arakesitinin p noktas1 oldugunu kabul edelim. Yani; 3/ Na =3 N0 =p
olsun. Boylece < s, N >, ve ' diizlemleri L dogrusu {izerinde ii¢ farkl diizlem
iken ', ve 0 diizlemleride p noktas: iizerinde ii¢ farkli diizlemdir. o« diizleminde
N dogrusu iizerinde olmayan bir z noktasi secelim. « diizlemi, bir {0, 1}—semiafin
diizlem oldugundan, x noktasindan gecen N dogrusuna paralel bir N” dogrusu kapsar.
Ilaveten; N dogrusu iizerinde bir z noktasi secelim. x ve z noktalar1 a diizlemi-
nin iki farkl noktasi oldugundan, x ve z noktalarindan gegen zz dogrusu iizerindeki
tiim noktalarla birlikte v diizlemi tarafindan kapsanir. Boylece; arakesit dogrusu L
olan 3 ve 3’ diizlemlerinin disinda, x noktasindan gecen xz ve N’ dogrular1 S U 3’
ile ayriklardir. Bu ise S nin bir (2,0, {0,1})— diizlemsel uzay olmasi ile geligir. Bu
celiskiye 3’ N o = p = ' N O kabulii neden olmaktadir. O halde; 8" diizlemi ile o ve
diizlemlerinin arakesiti birer dogrudur. Bu dogrular a N g’ = H ve 6 N 3’ = K olsun.
anN® = p oldugundan H ve K dogrular p noktasindan gecen dogrulardir. Ote yandan;
3" diizlemi L dogrusu ve L dogrusu iizerinde olmayan p noktasi tarafindan iiretilen bir
diizlem oldugundan L C 3" dir. Ustelik; o || B ve 6 || 5 oldugundan LN H = @ ve
LNK = @ dir. Boylece 8 diizlemi p noktasindan gecen L dogrusu ile ayrnk H ve
K dogrularim kapayan bir diizlemdir. Bu sonug 3 diizleminin bir {0, 1}— semiafin
diizlem olmamasini gerektirir. Bu ise Yardimci Teorem 2.1 ile gelisir. O halde
kabulumuz hatali olup a N 0 = {p}, p € P olamaz.

Durum 2: ané = {L}, L € L olsun. «a,f ve 6 diizlemlerinin birbirlerine gore
konumlart o || B, B || @ ve an@ = L dir. « ve 6 diizlemleri § diizlemine paralel
oldugundan, aN B = ve N [ = & dir. Bu durumda S diizlemine ait herhangi bir
p noktasindan gegen ve avU 6 ile ayrik olan bg(p) > 2 adet dogru mevcuttur. Bu ise S
nin bir (2,0, {0, 1})—diizlemsel uzay olmas ile ¢eligir. O halde bu durum s6z konusu
olamaz.

Durum 1 ve Durum 2 de elde edilen geligkiler « }f 6 kabuliinden kaynaklanmaktadir.

O halde kabul hatali olup, « ||  dir. Boylece gegisme 6zelligi saglanmg olur. [

Tanmim 2.3: S nin herhangi bir a diizlemi i¢in; « ya paralel olan tiim diizlemlerin
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olugturdugu kiimeye « ya kargilik gelen paralel diizlem sinifi denir ve [a] ile gosterilir.
Farkli paralel diizlem siniflar1 S nin bir ayrigimini olusturur. Bu S nin her noktasinin

[a] diizlem sinifina ait tam olarak bir diizlemi tarafindan kapsanmasidir.

Yardimci Teorem 2.6: «, 3 ve 0 diizlemleri Sde « || 8, a }f 0 ve 5 }f 6 kogullarim
saglasm. Eger anf e Lise fN0O € L dir.

Ispat: Sde ané € L iken 3 ve 6 diizlemlerinin arakesitinin bir dogru oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki |Ps N Py| < 1 olsun.

Durum 1: |[P3NPy| = 0 olsun. Bu durumda S de «,  ve 6 diizlemlerinin
birbirlerine gore konumlar: ikiserli olarak aNpg = @, NO = T ve aNh € L dir.
Bu durumda f diizlemine ait herhangi bir p noktasindan gecen ve a U 6 ile ayrik olan
bs(p) > 2 adet dogru mevcuttur. Bu ise S nin bir (2,0, {0, 1})—diizlemsel uzay olmasi
ile gelisir. O halde bu durum soz konusu olamaz.

Durum 2: [P3NPy| = 1 olsun. Bu durumda aNé € £ iken NG € P dir.
Dolayisiyla; 5 N6 = ¢ olacak sekilde bir ¢ noktast mevcuttur. [ diizleminde q
noktasindan gecen bir H dogrusu gozoniine alalim. Ilaveten, 3 diizleminde H
dogrusunun iizerinde olmayan bir ¢ noktasi gozoniine alalim. S bir {0, 1} —semiafin
diizlem oldugundan ¢ noktasindan gecen H ile ayrik bir 7' dogrusu mevcuttur. Ote
yandan, H dogrusu iizerinde ¢ noktasindan farkli bir z noktasi alahim. ¢ ve z noktalar:
[ diizleminde farkli noktalar oldugundan tz € £ mevcuttur. Bu durumda, tz ve T
dogrular: ¢ noktasimdan gecip aU#f ile ayrik iki dogrudur. Bu sonug Snin (2,0, {0,1}) —
diizlemsel uzay olmasi ile celigir. O halde kabul hatali olup, # N 3 € L dir. [J

Yardimci Teorem 2.7: S nin her paralel diizlem sinifi sadece afin diizlem kapsar.

Ispat: o diizlemi S nin afin diizlem olmayan bir diizlemi olsun. Yardime: Teorem
2.5 den dolayi, S de « diizlemine paralel olan tiim diizlemlerden olusan bir paralel
diizlem smifi vardir. Bu diizlem paralel simfimi [o] ile gosterelim. [ ¢ [o] olacak
sekilde S nin bir £ diizlemini gozoniine alalim. Bu a N g # @ olmasi gerektirir. O
halde « ile 3 diizlemlerinin arakesiti bir dogrudur. Ustelik; Yardimc: Teorem 2.6 dan
dolay1 8 diizleminin [« paralel diizlem sinifina ait tiim diizlemler ile arakesiti de bir
dogru olur. « diizlemi afin olmayan bir diizlem oldugundan bu arakesit dogrularindan

en az biri uzun dogru olacaktir. Bu durumda 3 diizlemi diger dogrular ile ayrik en az
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bir uzun dogru kapsar. Bu ise Yardimci Teorem 2.2 ile gelisir. Bu ¢eliski o nin afin
diizlem olmamasindan elde edilmigtir. O halde « afin diizlem olmahdir. Ustelik [a]

nin her diizlemi de afin olmaldir. OJ

Yardimci Teorem 2.8: S nin bir paralel diizlem sinifina ait olmayan herhangi bir
dogrusu, paralel diizlem sinifinin her diizlemi ile bir ortak noktaya sahiptir.

Ispat: Yardimc: Teorem 2.7 den dolay: S nin « afin diizlemini kapsayan paralel
diizlem simifi [a] olsun. Simdi o’ € [a] ve p ¢ o U & kogulunu saglayan p noktasi ve o/
diizlemini gozoniine alalim. S nin p noktasindan gegen « diizlemini bir ¢ noktasinda
kesen, fakat o/ diizlemi ile ayrik olan bir dogrusu L olsun. « diizleminde ¢ noktasindan
gecen bir M dogrusu segelim. L A M = ¢ oldugundan (L, M) diizlemi mevcuttur. Bu
durumda (L, M) N = M dir. < diizleminde bir r noktasi segelim. aNa’ = & ve
o N L= @ oldugundan r ¢ (L, M) U« dir. Ustelik b, (r) > 2 adet dogru (L, M) U «
ile ayriktir. Bu S nin (2,0,{0,1})— diizlemsel uzay olmasi ile ¢eligir. O halde kabul
hatali olup, L N o’ # @ olmaldir. O

Sonug 2.1: Yardimci Teorem 2.5 den dolayi, S nin farkli paralel diizlem simiflar1 S
nin bir pargalanigini olugturur. Bu § nin tiim noktalarimin « diizlemine karsilik gelen
paralel sinifi tarafindan kapsanmasidir. S nin her noktasi a diizlemine karsilik gelen

diizlem siifina ait tam olarak bir diizlem tarafindan kapsanir.

Sonug 2.2: Yardimci Teorem 2.3, 2.4 ve 2.6 dan S nin herhangi iki diizlemi bir

dogru boyunca kesisir.

Yardimci1 Teorem 2.9: n > 2, n € Z* olmak iizere S nin dogru derecesi n ya da
n + 1 dir.

Ispat: S nin bir L dogrusunu ve bu dogru iizerindeki diizlemlerini gz 6niine alalim.
Kabul edelim ki S nin dogru derecesi n + 1, n ve n — 1 olsun. L dogrusunu {izerinde
bulunduran « ve [ diizlemlerini goz 6éniine alahm. « diizleminde (n)— dereceli bir M
dogrusunu ve 3 diizleminde (n — 1) dereceli bir N dogrusunu secelim.

Durum 1: v(L) = n — 1 olsun. Bu durumda, z ¢ L U M olacak sekilde bir z
noktasi secelim. Yardimci Teorem 2.1 den L ile ayrik z den gecen bir K dogrusu vardir.

z € M ve v(M) = n oldugundan b,(z) = n dir. Bu K dogrusu ile M dogrusunun bir
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ortak noktaya sahip olmasm gerektirir. Ote yandan, o bir {0,1}— semiafin diizlem
oldugundan, M dogrusu ile L dogrusuda bir ortak noktaya sahiptir. Diger taraftan; S
nin dogru dereceleri n+1,n veya n—1 oldugundan, S de en az bir (n+1) dereceli dogru
vardir. Bu dogruyu M’ ile gosterelim. Eger M’ C « ise v(M’) = n+ 1 oldugundan «
diizlemi M dogrusu iizerinde olmayan (n + 1) dereceli en az bir adet u noktasi kapsar.
v(L) = n — 1 oldugundan u noktasindan gegen L dogrusu ile ayrik 2 dogru mevcut
olur ki bu @ nmin {0, 1}— semiafin olmas ile gelisir. O halde M" ¢ « dir. Benzer
nedenden dolay1 M" ¢ § dir. Dolaysiyla M’ ¢ U 8 dir. O halde M’ dogrusu
M N L noktasindan gegen bir (n+1)— dogru olsun. M’ ve L dogrular kesigtiklerinden
dolay1 S de bir diizlem belirtirler. Bu diizlem 6 olsun. M, , C 6 oldugundan 6
diizleminin M’ dogrusu iizerinde olmayan tiim noktalar1 (n + 1) derecelidir. Simdi
diizleminde L ve M’ dogrular iizerinde olmayan bir p noktasi segelim. by(p) = n + 1
oldugundan p noktasindan gecen L dogrusu ile ayrik iki dogru mevcuttur ki bu 6
diizleminin {0, 1} —semiafin olmasi ile geligir. O halde kabul hatali olup v(L) = n dir.

Durum 2: Kabul edelim ki § diizleminde L ve N dogrular1 ayrik olsunlar.
g ¢ N U L olacak gekilde bir ¢ noktasi secelim. Yardimci Teorem 2.1 den dolay1
[ diizleminde ¢ noktasindan gegen N ile ayrik bir L’ dogrusu vardir. v(N) =n — 1
oldugundan bs(q) = n dir. Ote yandan v(L) = n ve bg(q) = n oldugundan L’ dogrusu
L dogrusu ile bir noktada kesigir. Boylece L ve L' dogrular1 L N L’ noktasindan gegip
N ile ayriktir. Bu sonug¢ Yardimci1 Teorem 2.1 ile celigir. Boylece ¢ noktasindan gecen
her dogru L ve N dogrularim birer noktada kesmelidir. Bu v(L) = v(N) = n olmasin
gerektirir. Bu ise N dogrusunun (n — 1) dereceli olmast ile geligir. O halde kabulumiiz
hatali olup, N N L # @& dir. Bu ise her (n — 1) dereceli dogrunun L dogrusunu (5 da
bir noktada kesmesini gerektirir.

LN N = r olsun. S nin her dogrusu en az iki noktali oldugundan s € L, s # r
olacak sekilde bir s noktasini gbzoniine alalim. Yardimci Teorem 2.1 den s noktasindan
gecen N ile ayrik bir L” dogrusu mevcuttur ve v(L”) = n— 1 dir. Simdi « diizleminde
w ¢ L kosulunu saglayan bir w noktasi segelim. Yardimecr Teorem 2.1 den dolay1 w
noktasindan gegen L dogrusu ile ayrik bir M’ dogrusu mevcuttur. Bu b,(w) =n + 1
olmasini gerektirir. Teorem1.2.4 den dolayr w noktasindan ge¢meyen bir M”

(n + 1)— dogru mevcuttur.  M”, S nin uzun dogrusu oldugundan, M” dogrusu,
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«a diizlemindeki tiim dogrular ile kesisir. M”NL = t olsun. Ote yandan, 3 diizleminde
t noktasimndan gegen en az bir (n — 1) dereceli N’ dogrusu mevcuttur. M”" NN’ # &
oldugundan (M"”, N') bir diizlem belirtir. ~ v(M”) = n + 1 oldugundan (M", N')
diizleminde M” ve N’ dogrular: diginda (n + 1) dereceli en az bir a noktas: vardir.
Bu durumda (M",N’) diizleminde, a noktasimndan gegip N, _; dogrusu ile ayrik olan iki
dogru kapsar. Bu durum Yardimci Teorem 2.1 ile celigir. O halde kabul hatali olup
v(N) =n —1 degildir. Bu ise S nin (n — 1) dereceli dogru kapsamadigim gosterir. [J

Sonug 2.3: S nin n mertebeli her diizlemi n ya da n + 1 nokta derecelidir.

Ispat: Yardimc: Teorem 2.2 ve 2.8 den aciktir.(]

Yardimeci teorem 2.10: S mertebesi n olan en az bir 7 projektif diizlem kapsarsa,
7 ye ait olmayan her nokta n? + n + 1 nokta derecesine sahiptir.

Ispat: Kabul edelim ki m mertebesi n olan bir projektif diizlem ve L ¢ m bir
dogru olsun. Simdi z € L ve p € 7 kosullarini saglayan z ve p noktalarini gbz 6niine
alalim. p nin se¢iminden dolay1 (p, L) diizlemi mevcuttur. Yardimci Teorem 2.3 den
dolay1, (p, L) N7 = K olacak sekilde bir K dogrusu vardir. Ustelik, K dogrusu, S nin
7 tarafindan kapsanan bir uzun dogrusudur. Bu durumda L ve K dogrularn (p, L)
tarafindan kapsanan ve LN K = () olan S nin iki farkli dogrularidir. Bu sonug Yardimeci
Teorem 2.2 ile geligir. O halde kabuliimiiz yanlig olup, S nin 7 ile ayrik dogrusu yoktur.
Bu 7 ye ait olmayan bir 2z noktasindan gecen her dogrunun 7 ile bir ortak noktaya sahip

olmasim gerektirir. Boylece z € P noktasi n? 4+ n + 1 nokta derecesine sahip olur. [J

Sonug 2.4: Sen az iki projektif diizlem kapsarsa, S nin nokta regiileritesi n?+mn+1

dir.

Yardimci teorem 2.11: S nin her dogrusu tam olarak n + 1 adet diizlem
tizerindedir.

Ispat: S de mertebesi n olan bir a afin diizlemini gozoniine alalm. Yardimc
Teorem 2.6 ve Yardimci Teorem 2.7 den dolayi, S de « afin diizlemine kargilik gelen bir
diizlem paralel sinifi mevcuttur. Bu paralel diizlem sinifini [a] ile temsil edelim. Simdi
L ¢ |a] kogunulu saglayan bir L dogrusu secelim. Yardimci Teorem 2.8 den dolayi, L

dogrusu « € [a] ile bir ortak noktaya sahiptir. Bu nokta p olsun. « mertebesi n olan
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bir afin diizlem oldugundan « diizlemi p noktasindan gecen n + 1 adet dogru kapsar.
Ote yandan; S bir diizlemsel uzay oldugundan bu n + 1 adet dogrunun her biri ile L
dogrusu tam olarak bir diizlem belirtir. Boylece S de L dogrusu boyunca kesisen n+ 1
adet diizlem elde edilir. Bu sonug, S nin herhangi bir L. dogrusu iizerinde tam olarak

n + 1 adet diizlem oldugunu gosterir. []
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BOLUM 3

(2,0,{0,1})-DUZLEMSEL UZAYLARIN KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde (2,0, {0, 1})—diizlemsel uzaylar kapsamig olduklar1 diizlem tiirlerine

gore karakterize edilmigtir.

Yardimci teorem 3.1: Eger S sadece afin diizlem ve delinmis projektif diizlem
kapsar ise S bir dogrusu eksik projektif uzaydir.

Ispat: : S, diizlemleri afin ve delinmis projektif diizlem olan bir (2,0, {0,1}) —
diizlemsel uzay1 olsun. Yardimci Teorem 2.9 dan, S nin dogru derecesi n ya da n + 1
dir. S de bir (n + 1)—dogru L olsun. S nin diizlemleri delinmis projektif diizlem
veya afin diizlem oldugundan, L dogrusundan gecen tiim diizlemler delinmis projektif
diizlemdir. Yardimci Teorem 2.11 den dolay1; L dogrusu tizerinde n + 1 adet delinmig

projektif diizlem mevcuttur. O halde, S nin toplam nokta sayisi;
vs=(n+1)(n*—1)+n+1=n®+n?

dir.
Simdi S de bir M (n)—dogrusunu gozoniine alalm. M yi iizerinde bulunduran her
bir diizlem, ya bir afin diizlem ya da bir delinmis projektif diizlemdir. M dogrusunu

tizerinde bulunduran afin diizlem sayisi a olsun. O halde;

vs=an*—n)+n+1—an*+n (3.1.1)

n*+n®=an®—n)+n+1-an*+n (3.1.2)

esitligi mevcuttur. (3.1.2) esitliginden a = 1 elde edilir. O halde, M dogrusu tam
olarak bir afin diizlem ve n adet delinmis projektif diizlem tarafindan kapsanir.

S nin bir o afin diizlemini gozoniine alalm. Yardimci Teorem 2.5 ve Yardimci
Teorem 2.7 den S de, « diizlemine karsilik gelen bir paralel diizlem sinifi mevcuttur.
Bu diizlem paralel siifi [ ile gosterilsin. S nin toplam nokta sayisi n3+n? oldugundan

[a] tam olarak n + 1 paralel diizlem igerir.
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(n)— dereceli dogrudan gegen sadece bir afin diizlem oldugundan, S nin her bir
(n)—dogrusu [o] nin tam olarak bir diizlemi tarafindan kapsanir. Yani S tam olarak
bir adet paralel diizlem smifina sahiptir. S nin diger tiim dogrulari, bu paralel afin
diizlem simifinin igermedigi (n + 1) dereceli dogrulardur.

M’ dogrusu (n + 1) — dogru olsun. Ayrica, a diizlemi tarafindan kapsanan bir
(n)— dogru segelim. Bu dogruyu K ile gosterelim. Sonug 2.1 den, M’ dogrusu
diizlem paralel simifindaki her bir afin diizlemi bir noktada keser. Bu M’ dogrusu
K dogrusu ile bir noktada kesigir. Bundan dolay1 (M’ K) diizlemi mevcuttur ve bu
delinmig bir projektif diizlemdir. Yani M’ C (M’ K) dir.

Yardimecr Teorem 2.11 den, M’ dogrusundan gegen (n + 1) tane delinmis projektif
diizlem mevcuttur. Bu diizlemlerin her biri tam olarak (n)—dogrulu bir paralel sinifa
sahiptir. Bu delinmis projektif diizlemler tarafindan kapsanan (n)— dereceli dogrularin
olusturdugu paralel dogru siiflarinin her birine sonsuzda bir nokta ilave ederek § yi
genisgletelim. Ustelik S ye bu n + 1 yeni noktay1 tizerinde bulunduran dogruyuda ilave
edelim. Boylece S nin toplam nokta sayis1 n + n? +n + 1 olan, n + 1 dogru reguler
ve tistelik herhangi iki dogrusu kesisen bir S’ uzayma genisletilir. Ustelik bu S’ uzay:
bir 3—boyutlu projektir uzaydir. Boylece S — S’ bir (n + 1) dereceli dogrudur. O
halde S, bir dogrusu eksik 3— boyutlu projektif uzaydir. [J

Yardimci teorem 3.2: Eger S sadece afin diizlem ve sonsuzda bir nokta ilaveli
afin diizlem kapsarsa, S sonsuzda bir nokta ilaveli afin uzaydir.

Ispat: S diizlemleri afin ve sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem olan bir
(2,0,{0,1}) —diizlemsel uzay olsun. Yardimci Teorem 2.9 dan, S nin dogru dere-
cesi n ya dan+ 1 dir. S de bir (n 4+ 1)— dogru L olsun. S nin diizlemleri sonsuzda
bir nokta ilaveli afin diizlem veya afin diizlem oldugundan, L dogrusundan gecen tiim
diizlemler sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlemlerdir. O halde, S nin noktalariin
toplam sayisi

vg=m+Dn*=n)+n+1=n>+1

bulunur.
Simdi S de bir M (n)—dogrusunu gozoniine alalim. M dogrusundan gegen

her diizlem ya bir afin diizlem ya da sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlemdir.
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M dogrusundan gecen afin diizlem sayis1 a olsun. O halde;

ve=a(m®—n)+(n+1—-a)(n*+1—-n)+n (3.1.3)

n+l=an®>—n)+n+1-a)(n*+1-n)+n (3.1.4)

esitligi mevcuttur. (3.1.4) esitliginden a = n elde edilir. Boylece, M dogrusu tam
olarak n adet afin diizlem ve bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem tarafindan
kapsanir.

S nin toplam nokta sayist n® + 1 ve her afin diizlem n? noktali oldugundan S,
tam olarak ikiserli ayrik n adet afin diizlem ve bu diizlemlerin disinda bir noktaya
sahiptir. Bu nokta g olsun. Yardimci Teorem 2.8 ve Sonug 2.1 den ¢ noktasindan
gecen dogrularm sayist n? dir. Kabul edelim ki ¢ noktasindan gecen en az bir tane

(n)—dogru olsun. z, ¢ dan gegen (n)—dogrularinin sayisi olsun.
n+1=z(n—-1)+n*—2)n+1 (3.1.5)

(3.1.5) esitliginden;
z=0 (3.1.6)

bulunur. Bundan dolay1 varsayimimiz yanlig olup, ¢ dan gegen tiim dogrular n + 1
dogru derecelidir.

vg =b(gn+1=n+1

dir.
O halde, (n+1)—dogrularinin kiimesi tam olarak ¢ dan gegen dogrularin kiimesidir.

Bu durumda S — {g} bir afin uzay ve S sonsuzda bir nokta ilaveli bir afin uzaydir. O

Yardimci Teorem 3.3: Eger S sadece projektif diizlem ve delinmis projektif
diizlem kapsarsa, S bir noktasi eksik projektif uzaydir.

Ispat: S,  projektif diizlem ve delinmis projektif diizlem igeren
(2,0,{0,1}) —diizlemsel uzay: olsun. Yardimer Teorem 2.9 dan, S nin dogru
derecesi n ya da n + 1 dir. Kabul edelim ki M dogrusu , (n)—dogru olsun. S

sadece projektif diizlem ve delinmis projektif diizlemler icerdiginden, M dogrusundan
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gecen tiim diizlemler delinmis projektif diizlemdir. O halde S nin noktalarinin toplam
say1s1

vg=m+1)n*)+n=n*+n*+n

elde edilir.
S de n + 1 dereceli L dogrusunu segelim. L dogrusu iizerindeki projektif diizlem

sayisi a olsun. Bu durumda;

vs=an*+n+1-n—-1)+n+1-a)(n*+n—n—1)+n+1 (3.1.7)

nP+nf+n=an’*+(n+1-a)n®-1)+n+1 (3.1.8)

esitligi mevcuttur. (3.1.8) esitliginden a = n elde edilir. O halde L dogrusu, n adet
projektif diizlem ve bir adet delinmig projektif diizlem tarafindan kapsanir.

S en az iki projektif diizlem igerdiginden, Sonug¢ 2.3 den S nin nokta derecesi
n?+n+ 1 dir. S nin herhangi bir p noktasim gozoniine alalim. p noktasindan gegen

(n)— dogrunun sayist a olsun.

v=an—1)+ M +n+1-an+1 (3.1.9)

n+nf+n=an—-1)+m+n+1l-an+1 (3.1.10)

dir. (3.1.10) esitliginden @ = 1 bulunur.

Buradan S nin her noktas: tam olarak bir adet (n)— dogru tizerindedir. S nin bir
M (n)— dogrusunu segelim. M dogrusuna paralel olan tiim dogrularin olugturdugu
m(M) kiimesini gozoniine alalm. S nin her noktasi tam olarak bir adet (n)—dogru

tizerinde oldugundan, 7(M) tek olarak mevcuttur ve iistelik;

|m(M)|n=n*+n*>+n (3.1.11)

|T(M)| =n*+n+1 (3.1.12)

bulunur.
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S de, (M) e karsihik gelen paralel simifa sonsuzda bir nokta ilave edilerek, S
n3+n%+n+1 noktal bir S’ diizlemsel uzaya genisletilir. S’ — S bir nokta oldugundan,
S bir noktas: eksik projektif 3—uzaydir. [

Yardimci teorem 3.4: Eger S nin diizlemleri afin diizlem, delinmis projektif
diizlem ve sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem ise S sonsuzda bir dogrulu afin uzaydir.

Ispat: S diizlemleri afin diizlem, delinmis projektif diizlem ve sonsuzda bir nokta
ilaveli afin diizlem olan (2,0,{0,1})— diizlemsel uzay olsun. S nin bir a afin
diizlemini ve 7 delinmis projektif diizlemini gozoniine alalm. Sonug 2.1 den § de
« afin diizleminin temsil ettigi bir diizlem paralel sinifi vardir. Sonug 2.2 ve Yardimci
Teorem 2.7 den dolay1, 7 delinmis projektif diizlemi [a] diizlem smuifina ait her bir
diizlemle bir ortak dogruya sahiptir. Simdi o N 7 dogrusunu ve z € o N 7 noktasini
gozoniine alalim. «a N 7 dogrusu « afin diizlemi tarafindan kapsandigindan S nin z
noktasindan gecen ve o diizlemi tarafindan kapsanan n+1 adet (n)—dogru vardir. Ote
yandan, Yardimci Teorem 2.9 dan dolayi, S nin z noktasindan gecen o afin diizlemi
tarafindan kapsanmayan n? adet dogrusu mevcuttur. Buradan, z noktasimndan gecen
toplam n? + n + 1 adet dogru mevcuttur.

Snin her bir delinmig projektif diizlemi ayni zamanda sonsuzda bir (n)—dogrulu afin
diizlemdir. O halde, 7 sonsuzda bir (n)—dogrulu afin diizlemdir. 7T nin
sonsuzdaki dogrusunu L ile gosterelim. L nin her bir noktasi ile z noktasini birlestiren
ve m tarafindan kapsanan n adet dogrunun derecesi n + 1 dir. Buradan hareketle,
z noktasindan gecen ve 7 delinmisg projektif diizlemi tarafindan kapsanan S nin tam
olarak bir adet (n)—dogrusu vardir.

S en az bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem kapsadigindan, tekrar
Sonug 2.2 kullanilarak, 7= delinmis projektif diizlemi ile bir ortak (n + 1)—dogruya
sahip [ sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlemi mevcuttur. [ sonsuzda bir nokta
ilaveli afin diizlemini 7 N 5 dogrusu z noktasindan gegen bir (n + 1)— dogru olacak
sekilde secelim. [ sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem oldugundan, z noktasindan
gecen ve [ tarafindan kapsanan S nin tam olarak bir adet (n + 1)—dogrusu mevcuttur

ki bu dogru 7 N B dir. Boylece z noktasindan gegen tam olarak n adet (n + 1)—dogru
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vardir. O halde S nin toplam nokta sayisi;
nn+m*+1).(n—1)+1=n*+n

olarak bulunur.

S den 7 sonsuzda bir (n)—dogrulu afin diizleminin sonsuzdaki L dogrusunu atarak
elde edilen, S — {L} uzaymm toplam nokta sayisi n® olup her dogrusu n noktalidir. Bu
S — {L} nin afin uzay olmasim gerektirir. O halde; S sonsuzda bir afin dogru ilaveli

afin uzaydir. [J

Yardimci teorem 3.5: Eger S nin diizlemleri sonsuzda bir nokta ilaveli afin
diizlem ve projektif diizlem ise, S sonsuzda bir projektif dogru ilaveli afin uzaydir.

Ispat: S diizlemleri sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem ve projektif diizlem
olan bir (2,0, {0,1}) — diizlemsel uzay olsun. Yardimc1 Teorem 2.9 dan, S nin dogru
derecesi n yadan+1 dir. Sde bir (n)—dogru M olsun. S nin diizlemleri ya projektif
diizlem ya da sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlem oldugundan, M dogrusu iizerinde
olan tiim diizlemler sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlemdir. Bu sonuctan hareketle,

S nin toplam nokta sayist
v=mn+1)n*+1-n)+n=n"+n+1

olarak bulunur.
Simdi S nin bir (n+ 1)—dogrusunu gozéniine alalim. Bu dogruyu L ile gosterelim.

L dogrusudan gegen projektif diizlemlerin sayisi a olsun. Bu durumda;
nwtnt+l=am®+n+l-n-D+n+1-a)n®*+1-n—-1)+n+1 (3.1.13)

nw4n+l=an*+n+1—-a)(n®—n)+n+1 (3.1.14)

esitligi mevcuttur. (3.1.14) esitliginden a = 1 elde edilir. O halde S nin her bir
(n 4+ 1)—dogrusu tam olarak bir 7 projektif diizlemi tarafindan kapsanir.

Simdi S de 7 den farklh bir #’ projektif diizleminin var oldugunu kabul edelim.
Yardimc1 Teorem 2.3 den dolay1, 7 ile 7'diizlemleri bir dogru boyunca kesisir. Uste-
lik, bu 7 N 7" dogrusu n + 1 dogru derecesine sahiptir. Bu sonug¢ S nin her bir

(n 4+ 1)—dogrusunun tam olarak bir projektif diizlem iizerinde olmasiyla celigir. Bu
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geliski, S nin tam olarak bir projektif diizlem igermesi ile ortadan kalkar. O halde S
tam olarak bir adet projektif diizlem kapsar. Ote yandan, 7 sonsuzda bir L projektif
dogru ilaveli afin diizlem oldugundan, 7 diizleminden L dogrusu ¢ikartildiginda bir afin
diizlem elde edilir. O halde S’ = S—{L} tiim diizlemleri afin diizlem olan bir uzaydir.

Boylece S sonsuzda bir projektif dogru ilaveli afin uzaydir. [

Yardimci teorem 3.6: Eger S en az iki projektif diizlem, delinmig projektif
diizlemler ve tam olarak bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli bir afin diizlem icerirse,
S bir afin dogrusu eksik projektif uzaydir.

Ispat: S en az iki projektif diizlem, tam olarak bir adet sonsuzda bir nokta ilaveli
bir afin diizlem ve delinmis projektif diizlem igeren bir (2,0, {0,1})— diizlemsel uzay
olsun. S nin sonsuzda bir nokta ilaveli afin diizlemi o ve sonsuzdaki noktasi p,, olsun.
P Noktasindan gecen ve o diizlemi tarafindan kapsanan L dogrusunu gozoniine alalim.
Simdi Sde o ile L ortak dogrusuna sahip olan bir # delinmis projektif diizlemini secelim.
L dogrusu iizerinde z # p., olacak sekilde bir z noktasini gézoniine alalim. S en az iki
projektif diizlem icerdiginden, Sonuc¢ 2.4 den dolay1 z noktast S de n? + n + 1 nokta
derecesine sahiptir.

o, sonsuzda bir nokta ilaveli bir afin diizlem oldugundan, z noktasindan gegen ve
o diizlemi tarafindan kapsanan n adet (n)—dogru mevcuttur. Ayrica L dogrusu,
o diizlemi tarafindan kapsanan ve z noktasindan gegen yegane (n + 1)—dogrudur.

0 delinmis projektif diizlemi aym zamanda sonsuzda bir (n)—dogru ilaveli afin
diizlem oldugundan, # tarafindan kapsanan sonsuzda bir afin dogru mevcuttur. Bu
afin dogruyu K ile gosterelim. Ayrica po, € L ve L C # N o oldugundan p., € K dir.
Ote yandan, # bir {0, 1} —semiafin diizlem ve z ¢ K olup, @ diizlemi z noktasindan
gecen ve K dogrusu ile ayrik olan tam olarak bir adet (n)—dogru kapsar. O halde, 6
diizleminde z noktasindan gecen ve K dogrusu ile tam olarak bir ortak noktaya sahip
olan tiim dogrular (n + 1)— dogrudur. Béylece, 6 diizlemi z noktasindan gegen tam
olarak n adet (n + 1)—dogru ve tam olarak bir adet (n)—dogru kapsar. S en az iki
projektif diizlem icerdiginden, Yardimci Teorem 2.3 den € N o dan gegen en az bir

projektif diizlem vardir. Bundan dolayi; z noktasindan gecen tam olarak n + 1 adet
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(n)—dogru vardir. O halde S nin noktalarinin toplam sayisi :
vg =1+ (n+1)(n—1)+n%*n) =n®+n?

elde edilir.

S nin her bir noktasi tam olarak n + 1 adet (n)—dogru iizerinde oldugundan, S de
tam olarak ayrik n+ 1 adet paralel dogru sinifi mevcuttur. Her bir paralel dogru sinifi
tizerine sonsuzda bir nokta ilave edersek, S ye sonsuzda tam olarak n 4+ 1 adet nokta
ilave etmis oluruz. Ustelik sonsuzdaki bu n + 1 noktadan gecen M dogrusunu da. S ye
ilave edersek, S nin tiim dogrulari (n + 1)—dogru ve tiim diizlemleri projektif diizlem
olur. Boylece S’ = SU {M} bir ii¢ boyutlu projektif uzay olur. O halde S sonsuzda
bir projektif dogru ilaveli afin diizlemdir. [J
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SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada (2,0,{0,1})— diizlemsel uzaylar tammlanarak temel ozelikleri

incelenmigtir.

Temel 6zelikler goz oniine alimarak (2,0,{0,1})— diizlemsel uzaylar

agsagidaki teorem ile karakterize edilimistir:

Teorem: S, (2,0,{0,1})— diizlemsel uzay1 agsagidakilerden biridir:

i)
i)

v)
i)
vii)

(
(
(
(iv)
(
(
(
(

viii)

Projektif uzay

Bir noktas1 eksik projektif uzay

Bir dogrusu eksik projektif uzay

Bir afin dogrusu eksik projektif uzay

Afin uzay

Sonsuzda bir nokta ilave edilmis afin uzay
Sonsuzda bir dogru ilave edilmig afin uzay

Sonsuzda bir afin dogru ilave edilmig afin uzaydir.

Bu teorem ile (2,0,{0,1})— diizlemsel uzaylarin her bir diizleminin semi-afin

diizlem oldugu sonucuna ulagilmistir.

Bu ¢aligma gozoniine alinarak; (2,0,{0,2}) veya (2,0,{1,2})— diizlemsel uzaylar

tanimlanip temelleri 6zelikleri belirlenerek karakterize edilebilir. Ayrica, S = (P, L, Q)

bir diizlemsel uzayi, p € P icin p den gegen diizlemler semi-afin diizlem olmasi

kosulunda karakterize edilebilir.
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