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OZET

Caprazlanmigs modiiller iizerine hazirlanan bu yiiksek lisans tezi dort boliimden
olusmaktadir. Ik béliimde, ¢alismanin temelini olsturan homotopi ile ilgili bazi temel kavram-
lara yer verilmistir. Ozellikle zincir komplekslerin morfizmleri arasinda tanimlanan zincir ho-
motopileri detayli olarak incelenmistir. Ikinci boliimde degismeli cebirler iizerinde tanimlanan
caprazlanmis modiiller ele alinmustir. Uciincii boliimde ise ¢aprazlanmis modiil morfizm-
leri arasinda derivasyon olarak isimlendirilen bir doniisiim tanimlanmis ve bunun yardimiyla
caprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisi elde edilmistir. Dordiincii ve son boliimde ise
iki caprazlanmig modiil verildiginde, bunlar arasinda tanimlanan morfizmlerin homotopilerinin
bir denklik bagintis1 olusturdugu ve morfizmler ile homotopilerin bir gruboid meydana getirdigi

gosterilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis modiil, Zincir Kompleks, Derivasyon, Homotopi,

Gruboid.
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SUMMARY

This master thesis on the crossed modules consists of four chapters. In the first chapter we
recall some basic notions about homotopy theory. Aspecially it is given the homotopy theory of
chain complex morphisms. In the following chapter the notion of crossed module is given on
the theory of commutative algebra. In the third section we define a map called derivation. This
map is defined between the two crossed module morphisms. Using this derivation we define
homotopy of crossed module morphisms. In the last chapter we show that homotopy of crossed
module morphisms is an equivalance relation. Also we define a grouboid structure of crossed

module morphisms and their homotopies.

Keywords: Crossed module, Chain complex, Derivation, Homotopy, Groupoid.
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BOLUM 0

Giris

Caprazlanmis modiil kavrami ilk olarak J.H.C. Whitehead [12] tarafindan tanimlanmustir.
Whitehead 6zellikle relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilari iizerine yaptii calismasinda
caprazlanmis modiillere yer vermistir. Caprazlanmig modiiller, temel cebirsel yapilardan biri
olarak incelenebilir. Caprazlanmis modiillerin homotopi teorisi, gruplar {izerinde homoloji ve
ko-homoloji, cebirsel K-teori, devirli (cyclic) homoloji, kombinator grup teori ve diferensiyel
geometri dahil olmak lizere matematigin bir cok alaninda 6nemli rolii vardir. Caprazlanmis
modiil kavrami, Whitehead tarafindan grup yapisi iizerinde tanimlanmasindan sonra cebir yapisi
tizerine de aktarilmistir. Cebirler iizerinde caprazlanmis modiillerin genel teorisi ile ilgili olarak

T. Porter ve N. Shaumnu nin [9] ve [7] ¢alismalar1 vardir.

Gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis modiillerin morfizmlerinin homotopisi R. Brown, P.J. Hig-
gins [5] tarafindan verilmis ve daha ayrintili olarak J.F. Martins [8] tarafindan incelenmistir.
Bu tezde degismeli cebirler iizerindeki ¢aprazlanmig modiillerin morfizmlerinin homotopisi

tanimlanacaktir. Bir C =(C, R,d) ¢aprazlanmis modiilii
Cii—0-—30——50—C-5R

biciminde bir zincir kompleks olarak ele alinabilir. Dolayisiyla caprazlanmis modiil morfizm-
lerinin homotopisi zincir kompleks morfizmlerinin homotopisi olarak incelenir. Buna gore

caprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisi su sekilde ifade edilebilir:

C =(C,R,0) ve C'=(C',R’',d’) iki ¢aprazlanmig modiil ve ' = (f>, f1) ile g = (g2,41) ise C

ile C' arasinda iki ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. f ile g arasindaki homotopi

c—2 R
82(>f2s gl(jfl
/ /
C'———R

diyagramindan

g1—fi=0J's



82— fr=1s0

esitliklerini saglayan bir

s:R—C

doniisiimii olarak tanimlanir. Burada dikkat edilmesi gereken sey s nin bir cebir morfizmi ol-

mayacagidir.

Tezin ilk boliimiinde ¢alismanin temelini olusturan homotopi ile ilgili baz1 temel kavram-
lara yer verilmistir. Ozellikle zincir komplekslerin morfizmleri arasinda tamimlanan zincir ho-
motopileri detayli olarak incelenmistir. Ikinci boliimde degismeli cebirler iizerinde tanimlanan
caprazlanmis modiiller ele alinmistir. Uciincii boliimde ise ¢aprazlanmis modiil morfizm-
leri arasinda derivasyon olarak isimlendirilen bir doniisiim tanimlanmis ve bunun yardimiyla
caprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisi elde edilmistir. Dordiincii ve son boliimde ise
iki caprazlanmis modiil verildiginde, bunlar arasinda tanimlanan morfizmlerin homotopilerinin
bir denklik bagintis1 olusturdugu ve morfizmler ile homotopilerin bir gruboid meydana getirdigi

gosterilmisgtir.



BOLUM 1

Homotopi

Giris

Gruplarin c¢aprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisi R. Brown-P.J. Higgins [5]
tarafindan verilmis ve daha ayrintili olarak J.F. Martins [8] tarafindan incelenmistir.
Bu calismada degismeli cebirlerin caprazlanmis modiil morfizmleri arasindaki homotopi
tanimlanacak ve degismeli cebirlerin ¢aprazlanmigs modiil morfizmleri ile bunlar arasinda

tanimlanan homotopilerin bir gruboid olusturdugu gosterilecektir.

1.1 Homotopi

X ile Y iki topolojik uzay ve f,g: X — Y iki siirekli fonksiyon olsun. Eger I = [0, 1] olmak

tizere bir
0: XxI — Y

(0,0) = 0(x0)
siirekli fonksiyonu, ¢(x,0) = f(x) ve ¢(x,1) = g(x) olacak sekilde bulunabiliyorsa f ile g

fonksiyonlarina homotopiktirler ve ¢ ye f ile g arasindaki homotopi denir.

Kamps K.H. ve Porter, T. [6] calismalarinda homotopi kavramini kategoriler lizerine
genellestirmiglerdir. Bunun igin ilk olarak homotopi tanimindaki / = [0, 1] in yerini tutan ve

adina silindir obje denilen kavrami tanimlamiglardir. Simdi bu tanimlar kisaca hatirlatilacaktir.

Tanim 1.1 (Silindir Funktoru) [6] C bir kategori olsun. Ide : € — € birim funktor olmak

iizere, bir
( )xI: ¢ — C
X = XxI
f =  fxid
funktoru i¢in,
eo:lde — () X1, e1:lde — () x1Ive o:( )xI—Ide

dogal doniistimleri

Oep = 0e1 = id(g



sartin1 sagliyorsa () x I : € — C funktoruna C iizerinde bir I silindiri ya da silindir funktoru

denir. () x I funktoru bir X objesine uygulanirsa, bu X x I bigiminde gosterilir.

Ornek 1.1 Bir silindir i¢in en temel ornek Top topolojik uzaylar kategorisi icin verilebilir. Bir
X topolojik uzayi tizerindeki

X xI=Xx][0,1]

silindiri i¢in, ep,e; ve 6 dogal doniigiimleri

e(X): X — Xx[0,1]

x = eX)(x)=(x0)
e1(X): X — Xx][0,1]

x o e = (o)

* oX): Xx[0,1] — X
(x,1) = o(X)(x,t)=x

olarak tanimlanir.

Artik bir I=(( ) x I,ep,e1,0) silindiri ile birlikte, bir € kategorisindeki homotopi

olusturulabilir.

Tanim 1.2 [6] € bir kategori, X ile Y , € kategorisinin herhangi iki objesi ve f,g: X — Y iki
morfizm olsun. Eger bir

0: X xI—Y

morfizmi ¢ep(X) = f ve ¢e;(X) = g olacak sekilde bulunabiliyorsa f ile g ye homotopiktir

denir ve f ~ g biciminde gosterilir, ¢ morfizmine de f ile g arasindaki homotopi denir.

Burada amacimiz de8ismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiil morfizlerinin homotopisini
tanimlamaktir. Caprazlanmig modiiller uzunlugu 1 olan zincir kompleksler oldugu ic¢in once
degismeli cebirlerin zincir kompleks morfizmleri ve bunlar arasindaki morfizlerin homotopisi

hatirlansin.

1.1.1 Degismeli Cebirlerin Zincir Kompleks (Chain Complex) Kategorisi

k degismeli birimli halka olmak iizere, CAlg; degismeli k-cebirlerin kategorisi olsun. CAlg;
nin objelerinin bir C = {C, : n € Z} dizisine CAlg, kategorisinde dereceli obje denir. Eger
objelerin elemanlar1 mevcutsa ve x € C, ise x e n inci derecendir denir. CAlg; da C ve D dereceli

objeleri i¢in bir f: C — D morfizmi {f, : C, — Dy, : n € Z} bigiminde bir morfizmler



dizisinden olusuyorsa f morfizmine r inci derecedendir denir. Bir C dereceli objesi i¢in n < 0
icin C,, = 0 oluyorsa C ye pozitif, n < 0 i¢in C,, = 0 oluyorsa C ye negatif olmayan ve n > 0

icin C,, = 0 oluyorsa C ye negatif dereceli obje denir.

CAlg, kategorisi i¢inde C = {C,, : n € Z} bir dereceli obje ve d : C — C morfizmi her
n € Z igin d,_1d, = 0 olacak sekilde —1 dereceli morfizm olmak iizere (C,d) ikilisine CAlg,

kategorisinde bir zincir kompleksi denir, buna gore bir zincir kompleks
dny dyn dy d
C: o —Cu1 B C,Cp) — - — O 20 Cp— -

seklinde gosterilebilir ve her n € Z i¢in d,,—1d,, = 0 dir.

C ve D, CAlg, kategorisinde iki zincir kompleks olsun.

C C3 G Ci Co
) f ) f ) i ) Jo
D Ds X D, o D, X Dy

Her bir n € Z i¢in
fnfldn = d;lfn

olacak sekildeki {f,:C, — Dy|n € Z} morfizmlerin bir dizisine C ve D arasindaki zincir
donuisiimii denir. Buna gore objeleri CAlg, kategorisindeki zincir kompleksler ve morfizm-
leri bunlar arasindaki zincir doniigiimleri olan bir kategori elde edilir. Bu kategoriyi Ch(CAlg,,)

ile gosterecegiz.

C ve D zincir kompleksleri i¢in C & D direkt toplami (C& D), = C, & Dy, ve d,(x,y) =
(dn(x),d](y)) olmak iizere

CoD:-- — (CaD); -2 (CaD), 2 (CaD), 2 (CaD), — -
seklinde tanimlanir. C ve D icin C ® D tensor ¢arpimu ise

(C®D),= ) C®D;
i+j=n

Ve

I(x®y) =d(x)@y+(—1)*E0xad (y)



olmak iizere
CoD:-- — (CoD); 2 (CaD), 2 (CoD), 25 (CoD), —

bi¢imindedir.

Burada I) =k, Iy = k@ k ve n # 0,1 i¢in I, = 0 alinarak ve asikar olmayan mevcut tek d;

diferensiyelini
al LT — Iy
x = (=xx)

seklinde tanimlayarak Ch(CAlg; ) kategorisinin bir
0 0
Ir....—0—nLH —0h—0—---
objesi tanimlanabilir. Bunu kullanarak I ® C tensor ¢arpimini olugturalim.

I®C), = ¥ [
i+ j=n
= (HhRC)D(LHRXCyh—1)
(k®k)®Cp) & (k®Cy1)
Cn@cn@cnfl
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bulunur. Burada

(x,2,2) ECLDC®Cp1 = (Ih @ Cp) B (I ®Cp—1)
i¢in (x,y,z) = (x,0,0) + (0,y,0) + (0,0, z) alinirsa, a,b € k igin

0n(x,0,0) = 9y((a®0)®x)
= dp(a®0)Rx+ (a®0)®d,(x)
0®x+ (a®0)@d,(x)
= (a®0)®d,(x)
= (dn(%),0,0),

= 00(0®b)Ry+ (08D) @dy(y)
= 0Ry+(0®b)Rd,(y)
= (0®b)®dn(y)
= (0,d(y),0)

v 9,(0,0,2) = n(a®2)
(@) @z+ (—1)a®d,—1(z)

d
d
= (—a®a)®z®(—a) ®dy_1(2)
(=
(=

a®z) (a®z)@(—a®dn—1(z))
2,2, —dn-1(z))
bulunur. Buradan,

an(xvyuz) = (dn(x)7070>+(07dn(y)70)+(_Z7Z7_dﬂ—1(z))
= (do(x) —z,dn(y) +2,—dy—1(2))



elde edilir. Buna gore
On
IC:--- — (I®C), — (I®C),_; — -

ObjeSi lgln <I®C)n = Cn @ Cn @ Cn—l ve an(x,y,z) = (dl’l(x) - Zadn(y) + <, _dn—l(Z))
bicimindedir. Ayrica (x,y,z) € I®C), =C,®C, ®Cy— i¢in

On—10n(X,y,2) = On—1(dn(x) — 2, dn(y )+Z, -1(z))
_ ( 1(d (x) z2)—(—d ())7
~1(dn(y) + ) (—d ()), —dn—2(—dn-1(2)))
_ ( n—1dp ( ) dn— (Z)""dn I(Z)
- dn—ld ( )+dn 1 Z) ( ) dn Zdn—l(Z»
- (dn—ldn( ) n— ld (y) n— Zdn 1( ))
= (0,0,0)

olur. O halde I ® C bir zincir kompleksidir.
Tanmim 1.3 [6] C, Ch(CAlg,) kategorisinin bir objesi olsun. C x I , her n € Z i¢in
(CxD)py=C,®dCdCyy

ve diferensiyeli
In(%,,2) = (dn(x) = 2,dn(y) +2,—dn-1(2))

olarak tanimlanir. Ayrica

e(C): C — CxlI
x = e(C)(x) = (x,0,0)
e1(C): C — CxI
y = el(C)(y):(anao)
ve
c(C): CxI — C
(6,y,2) = o(C)(xy,2) =x+y
bi¢cimindedir.

Yardimc Teorem 1.4 ([6]) (i) C x I, CAlg; kategorisi ilizerinde bir zincir kompleksidir.

(ii) eg, e1 ve o, Ch(CAlg, ) kategorisinde birer morfizmdir.

(iii) (C x1,e9(C),e1(C),0(C)), Ch(CAlg,) kategorisinde silindir objedir.

Tanim 1.5 [6]f,g : C — D iki zincir doniistimii olsun.



d3 d> dy

C:--- G G C Co
83 )fs 2 82 )fz h 81 ( )f] o 80 )fo
D e D3 d3/ D2 dz’ D1 dl/ DO

Herne Ziging,— f, = d,’l th + h,_1d, esitligini saglayacak sekildeki
hn . Cn — Dn+1

doniigimlerinin h = {h, : C;, — Dyy1|n € Z} ailesine f ile g arasindaki zincir homotopisi

denir.

Onerme 1.6 ([6]) f,g: C — D iki zincir doniisiimii olsun.

(a) Eger H: C xI — D, f ile g arasinda bir homotopi ise h(z) = H(0,0,z) olarak

tanimlanan s doniisiimii, f ile g arasinda bir zincir homotopisidir.

(b) Eger h, f ile g arasinda bir zincir homotopisi ise

H: CxI — D
(x,3,2) = Hxyz)=f(x)+g(y)+h(z)

doniisiimii f ile g arasinda bir homotopi olusturur.

Ispat: (a) H : C xI — D, f ile g arasinda bir homotopi olsun. Buna gore



c cx1 D
eO(Cn) H
Cn Cn @Cn EBCnfl - Dn

el(Cn)
dn an dn,
eO(Cn—l) H,
Cn—l Cn—l S¥ Cn—l S¥ Cn—2 Dn—l
e1(Cuot)

Hy(eo(Cp)) = Hy(x,0,0) = fu(x) ve Hy(e1(Cp)) = Hy(0,y,0) = g,(y) dir. Ayrica (x,y,2) €
Cn @ Cy ®Cy—y igin
Hn(x,y,z) = Hn((x,0,0)+(0,y,0)+(0,0,z))
= Hn(X,0,0) +Hn(07y70) —I-Hn(0,0,Z)
oldugu gbzoniine alinirsa H,(0,0,z) ifadesini h,_1(z) ile gosterilsin yani H,(0,0,z) = h,—1(z)
olsun, bu durumda

Hn(xa)’7z) = fu(x) +&n(y) +hu1 (Z)

olur, burada
z = h(2)

bi¢imindedir. Ayrica H bir zincir morfizmi oldugundan her n € Z icin

Cn @Cn @Cn—l i Dn
Cn—l @Cn—l @Cn—%l . Dn—l
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diyagrami komiitatif olmalidir. Buna gére (x,y,z) € C, & C, ® C,,— igin

Hn(x,y,Z)

On dy
(dn(x) = 2,dn(y) +2, =dn-1(2)) ——Hn-1(dn(x) = 2,dn(y) + 2, —dn-1(2)) = dy' (Hn(x,y,2))

n—1

diyagramindan
Hy—1(dn(x) = 2,dn(y) +2,—dn-1(2)) = dy(Hn(x,y,2))
esitligi elde edilir. Buna gore
So1(dn(x) = 2) + gn-1(dn(y) +2) + hn2(—du-1(2)) = dy (fu () + 8n(y) + hn—1(2))

fn—ldn(x) — Jfn—1 (Z) + gn—ldn(y) +8n—1 (Z) —hp2dy— (Z) = dylzfn (X) + d;lgn(y) + d;lhn—l (Z)
olur. f ve g, Cile D arasinda zincir morfizmleri oldugundan her n € Z i¢in f,_1d, = d,,f, ve

gn_1d, = d' g, dir. O halde yukaridaki esitlik i¢in

dr/zfl’l (x) = fa—1 (Z) + d;lgn (y) +8n-1(2) —hp—2dn— (Z) = d;lfn(x) + d,ggn(Y) + d,/lhnfl (Z)
yani
8n—1 (Z) - fn—l (Z) = d;[hn—l (Z) + hy—2dy—1 (Z)
bulunur. Buna gore her n € Z i¢in

< = hy (Z)

doniigiimleri igin
gn(2) — fu(z) = +1h (2) + hn—1dn(2)

esitligi saglanir. O halde h(z) = H(0,0,z) doniisiimii f ile g arasinda bir zincir homotopisidir.

(b) h, f ile g arasinda bir zincir homotopisi olsun. Buna gore

H(x,y,2) = f(x) +&(y) +h(z)
biciminde tanimlanan H doniisiimii C x [ ile D arasinda bir zincir morfizmidir ve ayrica

H(eo(C))(x) = H(x,0,0) = f(x)
H(e1(C))(y) = H(0,»0) = g(y)
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bulunur. O halde H, f ile g arasinda bir homotopi belirler. [

Bu onermeye gore C ve D zincir kompleksleri arasindaki f ve g zincir doniiglimlerinin

homotop olmast, her n € Z i¢in g, — f, = d/,

1+ hn—1dy esitligini saglayacak sekildeki Ay, :

C, — Dy doniisiimlerinin varli§ina indirgenir.



BOLUM 2

Caprazlanmis Modiiller

Caprazlanmig modiiller J.H.C. Whitehead [12] tarafindan tamimlanmistir. Caprazlan-
mis modiiller, basta homotopi teori, gruplarin homolojisi ve kohomolojisi, cebirsel K-teori,
devirli homoloji, kombinatoryel grup teori, diferensiyel geometri ve matematiksel fizik de
dahil olmak iizere matematigin bir ¢cok alaninda Onemli role sahiptir. Degismeli cebirler
tizerinde caprazlanmis modiil kavramini ise T. Porter [9], [10] tamimlamis ve bir ¢ok 6zelligini
incelemistir. Burada ilk olarak modiil ve cebir kavramlari tanitilacak sonrasinda ise gruplar ve
degismeli cebirler tlizerinde ¢aprazlanmis modiil yapisi ele alinacaktir. Bu boliimde verilecek

temel kavramlar i¢in [?], [?] ve [4] e bakilabilir.

2.1 Modiil ve Cebirler

Tanim 2.1 R bir halka olsun. Her m,m;,my €M ve r,ri,r, € R i¢in

RxM — M
(bm) +—— rm

carpimi ile
rimy+my) = rmy+rmy
(ri+r)m = rim+rm
(rin)m = ri(rm)

sartlarini saglayan bir M toplamsal abelyen gruba sol R-modiil denir. Carpim

MxR — M
(m,r) — mr

seklinde sagdan tanimli ise M bir sag R-modiil yapis1 olusturur.

Ornek 2.1 R bir halka olmak iizere, herhangi bir A abelyen grubu r € R ve a € A i¢in

RxA — A
(na) — ra=0

tanimlamasi ile bir R-modiil yapisi olusturur.
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Tanim 2.2 R ve S iki halka olsun. Bir M abelyen grubu hem sol R-modiil hem de sag S-modiil
veher re RmeM ves < Sicin

r(ms) = (rm)s

ozelligini saghyor ise M ye (R — S)-bimodiil denir ve gMj olarak gosterilir.

Tanim 2.3 M ve N, iki R-modiil olsun.
f i+ M—N

fonksiyonu, her x,y € M ve r € R i¢in,

fx+y) = fx)+f0)
f(rx) = rf(x)

sartlarini saghyor ise f : M — N ye bir R-modiil homomorfizmi denir.

Tammm 2.4 M bir R-modiil olsun. M’, M nin alt grubu olmak iizere m’ € M ve her r € R i¢in

rm’ € M ise M’ ye M nin bir altmodiilii denir.

Ornek 2.2 f:M — N bir R-modiil homomorfizmi olsun. Bu durumda

Cekf={meM: f(m)=0}
M nin alt modiiliidiir. Ciinkii, Cekf, M nin alt grubu ve m € M, r € R i¢in

flrm)=rf(m)=r0=0
oldugundan rm €Cek f dir. Ayrica,
fM)={neN:n=f(m),meM}
de N nin alt modiiliidiir. Ciinkii f(M), N nin alt grubu ve n € f(M), r € R igin
nr = f(m)r = f(mr)
dir ve M bir R-modiil oldugundan mr € f(M) dir. Dolayisiyla,
nr€ f(M)

elde edilir.
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Tanim 2.5 R bir degismeli halka, A, B ve G birer R-modiil olmak iizere

fiAXB— G
fonksiyonu,
fla+d.b) = f(a,b)+f(d,D)
fla.b+b) = f(a,b)+ f(a,b)
rfla,b) = f(ra,b)=f(a,rb)

sartlarin1 saghyor ise f ye R-bilineer fonksiyon denir.

Tanim 2.6 G bir grup ve S herhangi bir kiime olmak iizere, her x € S, g1 , g2 € G i¢in,

GxS — S
(g&x) — g-x

fonksiyonu
e-x=Xx ve (8182)'x:gl'(82'x)

esitliklerini saghiyor ise bu fonksiyona G grubunun S kiimesi lizerine sol etkisi denir. Sag etki

ise x - g olarak tanimlanir.

Ornekler :

1) S, simetri grubunun J, = {1,2,...,n} kiimesi lizerine etkisi

S, xJ, — T,
(o,x) +— ox)

ile tanimlanir.

2 ) H bir G grubunun alt grubu olmak iizere, H nin G iizerine etkisi eslenik fonksiyonu

adi verilen
HxG — G

(h,x) +— hxh™!

fonksiyonu ile tanimlanir.
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Tamm 2.7 k bir komiitatif halka olsun. Bir M k-cebiri (k lizerinde bir M cebiri)

Mx M — M
(my,mp) +— mymy

ve
(mimy)ms = my(moym3)

asosyatif carptmini saglayan bir k-modiildiir.

Tanim 2.8 R bir k-cebir ise R iizerinde A cebiri

AXA — A
(a,a1) — aay

ve
(alaz)ag = da] (a2a3)

asosyatif carpimini saglayan bir R-bimodiildiir.

Ornekler :

1) Her halka bir Z-cebirdir. Ciinkii her R halkas1 bir toplamsal abelyan grup oldugundan
bir Z-modiildiir ve k € Z,r1,r; € R igin

k(rir) = (kr1)ry = ri(kra)

esitligi gecerlidir. Dolayisiyla R bir Z-cebirdir.

2) V,bir F cismi iizerinde vektor uzayi olmak tizere, Homp (V,V) endomorfizm halkasi
bir F-cebirdir. Soyleki F ayn1 zamanda bir komiitatif halkadir ve her C, R-modiil , r € F,c € C
icin, cr = rc tanimlamasi ile bir (F,F) bimodiildiir. Bu durumda her r € F,a €V ve f €

Homp(V,V) icin

(rf)(a) = flar) (f modiil morfizmi)
= f(ra) (ar =ra)
= rf(a)  (f modiil morfizmi)
= (fl@)r (fla)eV)
= (fr)(a) (f modiil morfizmi)
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oldugundan rf = fr geregince Homp(V,V) bir (F,F) bimodildiir. Ayrica, k € F, f,g €

Homp(V,V) i¢in
k(fg)(a) = fe(ka)

Il
~
—~
o
—~

=~

Q
N~—
SN—

esitligi bileske fonksiyon ve modiil morfizmi tanimlarindan elde edilir. Dolayisiyla,

k(fg) = f(kg)

dir. Boylece Homp(V, V) bir F-cebirdir.

Tamm 2.9 A bir R-cebir , 0 # B C A olmak lizere b,b’ € B, r € R igin
i) bbeB
iiy b—beB
iii) brverb€B

ise B ye A nin altcebiri denir. Ayn1 zamanda B de bir R-cebirdir.

Tanim 2.10 M ve R, k-cebir olmak iizere

RxM — M
(nm) — r-m

doniisiimii her k € k, m,m’ € M, r,¥ € R igin
$ ¢

i) k(r-m) = (kr)-m = r-(km)
i) r-(m+m) = r-m+r-m

i) (r+r)m = r-m+r-m

w) r-(mm') = (r-mm = m(r-m)
v)  (rr)-m = r(r-m)

sartlarin1 sagliyor ise bu doniisiime bir sol etki (action) denir. r € R nin m € M lizerine etkisi

r-m ile gosterilir. Benzer sekilde sag etki de tanimlanir ve m - r ile gosterilir.

2.2 Gruplar Uzerinde Caprazlanms Modiiller

Tanim 2.11 0: C — G bir grup homomorfizmi ve

GxC — C
(g,¢) > g-c



G nin C lizerine etkisi ile birlikte her ¢,¢’ € C ve g € G igin
CM1) d(g-c) = gd(c)g"
saglamyorsa C ye bir dncaprazlanmis (pre-crossed) modiil denir. Ayrica

CM2) dc-c = ccc!

sart1 da saglaniyor ise C ye bir ¢aprazlanmis modiil denir ve (C,G,d) ile gosterilir.

CM2 sartina Peiffer kogulu adi verilir ve ¢, ¢’ € C igin
<c,c’> =ccc ' —ac ¢

esitlifine de Peiffer komiitatorii ad1 verilir.
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Burada

Tamm 2.12 (C,G,0) ve(C',G’,d’) iki ¢aprazlanmig modiil olsun. Her ¢ € C ve g € G igin

9(g-c) =wy(g) ¢(c)

ve

c—2 .G

¢ Y
/ !

C'——G

diyagrami komiitatif , yani

¥(9(c) =d'(¢(c))

olacak sekilde @ : C — C',¥ : G — G’ homomorfizmleri varsa (¢, V) : (C,G,0) —

(C',G',d") morfizmine ¢aprazlanmig modiiller arasindaki morfizm denir.

Ornek 2.3 N, G grubunun normal altgrubu olmak iizere

ic: N — G
n — n
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icine (inclusion) homomorfizmi ve

GxN — N

(g,n) +—— gn =gng!

seklindeki G nin N lizerine etkisi ile birlikte bir ¢caprazlanmis modiil yapis1 olusturur. Gergekten;

CM1) d(g-n) = d(gng™ ')
= 0(g)o(n)a(g")
= gd(n)g™!

CM2) on-n' = n-n

= nn'n!

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.

Ornek 2.4 M bir ZG-modiil olmak iizere
o=1: M
m

Q

—
—

P
Q

asikar (trivial) homomorfizimi ve

GxM — M
(gm) — g-m =gm

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢caprazlanmis modiil yapisi olusturur. Ciinkii

CM1) d(g-m) = d(gm)
=1
= glg
= go(m)g™'
CM2) om-m' = 1-m
= 1
= m'mm™!
= mm'm~' (M abelyan grup)

seklinde caprazlanmis modiil aksiyomlart saglanir.

Ornek 2.5 K bir grup ve G = {fi : K — K ; fi (k') = kk’k~'} kiimesi K nin i¢ otomorfizm-

lerinin grubu olmak iizere,
d: C —
k — d(k)=fx

homomorfizmi
GxK — K

(fiok) = fik = kKK



19

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢caprazlanmis modiil yapisi olusturur. Gergekten

CM1) o(fi-K)

o(kk'k=1)
= 9(k)o(K)a(k™1)
= fro(kK)o(k)~!

= S
ve
CM2) Ok-k' = fi-k
= kk'k!
dir.

2.3 Cebirler Uzerinde Caprazlanmis Modiiller

Caprazlanmis modiiller, modiiller ve ideallerin genellestirilmesidir. Ayrica herhangi bir
halka (cebir) kavraminin genellestirilmesi olarak goriilebilir. & sifirdan farkli birimi olan
komiitatif halka olmak iizere k-cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil kavrami asagidaki gibi

tanimlanir.

Tamm 2.13 R birimli bir k-cebir olsun. d : C — R bir R-cebir morfizmi ve

RxC —C ve CxR —R
(r,c) — r-c (c,r) —> c-r

R nin C lizerine etkisi ile birlikte her ¢,¢’ € C ve r € R i¢in

CM1) d(r-c) = rd(c)
dc-r) = d(o)r

saglaniyorsa C cebirine R iizerinde bir 6n¢aprazlanmis (pre-crossed) modiil denir. Ayrica

CM2) dc-¢! = o
c-oc = c¢c

sartida saglaniyor ise R iizerinde C cebrine bir ¢aprazlanmis (crossed) modiil denir ve (C,R,0)

ile gosterilir. Burada CM?2 sartina Peiffer kosulu ad1 verilir ve ¢,c’ € C i¢in
<c,c'> =cc' —ac-c

esitli§ine de Peiffer komdiitatorii ad1 verilir.
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Tamm 2.14 (C,R,9) ve (C',R’,d’) iki ¢aprazlanmig modiil olsun.

O(r-c) = y(r)-6(c)
O(c-r) = 6(c)-w(r)

veE

C R
(o R
B%

diyagrami komiitatif, yani

9'6(c) = wo(c)
olacak sekilde 6 : C — C've y : R — R’ k-cebir morfizmleri varsa
(8, ¥) : (C,R,0) — (C',R',d)

morfizmine ¢aprazlanmig modiiller arasindaki morfizm denir. O halde R = R've y birim

doniisiim ise, 6 bir R-cebir morfizmi oldugundan 6(r-c¢) = r0(c) dir ve

C R
! /
C a, R
diyagrami komiitatif oldugundan yani
d'6(c) = d(c)

saglandigindan 0 bir caprazlanmis R-modiil morfizmidir.

Ornek 2.6 R bir k-cebriri ve I, R nin ideali olsun.
ic: I — R
I —> 1
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icine (inclusion) doniisiimiinii ele alalim. R nin [ {izerine etkisi
RxI — 1

(i) +— r-i=ri

seklinde ¢arpim islemi olarak verilsin. Bu durumda ¢aprazlanmi modiil aksiyomlari

CM1) d(r-i) = d(ri) = ri = rd(i)
CM2) odi-i" = i-i" =il

seklinde kolayca saglanir. Dolayisiyla (1, R, i¢) bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur.

Tersine , herhangi bir d : C — R ¢aprazlanmig R-modiil verildiginde , dC =1 nin R de

ideal oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 2.7 M herhangi bir R-bimodiil olsun.
MxM — M
(ml,mz) — mimy = 0
carpimi tanimlanirsa M bir R-cebir yapisi olusturur. Bu durumda
0: M — R
x — 0(x)=0
seklinde verilen sifir morfizmi
RxM — M
(rm) +— r-m =rm
etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlanmis modiil yapisi olusturur. Ciinkii
CM1) O(r-c) = O(rm) = 0 = r0 = rO(m)
CM2) Om-m' = 0-m/ = Om' = 0 = mm

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.

Tersine, d : C — R herhangi bir ¢aprazlanmig modiil verildiginde, Cek d bir R /dC-modiil

yapist olusturur.

Ornek 2.8 K bir cebir ve her k,k’ € K i¢in
R={fu:fx 1 K—K fi(k')=kKk'}

olmak tizere
Jd: K — R
k —

S
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cebir homomorfizmi,
RxK — K

(fi, k) —  fi-k =kk
etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlanmis modiil yapis1 olusturur. Gergekten

CM1) O(fi-K') = O(kK')

d(k)a(k')
= fro(K)

fe- K

= kK

CM2) Ok-K

esitlikleri elde edilir

Not : Yukarda verilen orneklerde sol etki kullanildi. Caprazlanmis modiil aksiyomlari

benzer sekilde sag etki kullanilarak da kolayca saglanir.

Tezin bundan sonraki boliimlerinde yine sol etkiyi kullanilacaktir.



BOLUM 3

Caprazlanmis Modiil Morfizmlerinin Homotopisi

Gruplarin ¢aprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisi R. Brown-P.J. Higgins [5]
tarafindan verilmis ve daha ayrintili olarak J.F. Martins [8] tarafindan incelenmistir. Bu kisimda
degismeli k-cebir caprazlanmis modiil morfizmleri icin homotopi 1.B6liim de ag¢iklanan zincir

homotopisine gore tanimlanacaktir.

3.1 Caprazlannms Modiil Morfizmlerinin Homotopisi

Bir C = (C,R,d) ¢aprazlanmig modiilii
C:iii—30-—0—-—0-—C-R

biciminde bir zincir kompleks olarak ele alinabilir. Dolayisiyla caprazlanmig modiil morfizm-
lerinin homotopisi zincir komplekslerin morfizmlerinin homotopisi olarak incelenir. Buna gore
C = (C,R,0) ile C' = (C',R',d") iki ¢aprazlanmig modiil ve f = (f>, f1) ile g = (g2,81), Cile

C’ arasindaki ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. f ve g arasindaki homotopi

C R
gz(jfz y gl(jﬁ
C’ R
a/
gi—fi = Js
g—fr = sd

esitliklerini saglayan bir s : R — C’ doniigiimii olarak tanimlanir.

Tamm 3.1 C = (C,R,0) ile C' = (C',R’,d’) degismeli k—cebirlerin iki ¢aprazlanmig modiilii
ve f=(f2, /1), g = (g2,81) : C — C’ iki ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun. Eger

g1 = fitds
g = frtsd
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esitliklerini saglayan bir

s:R—C

doniisiimii mevcutsa f ve g ye homotopiktir, s doniisiimiine de f ile g arasindaki homotopi denir

ve f ~ g biciminde gosterilir.

Tamm 3.2 C = (C,R,9) ile C' = (C',R’,d’) degismeli k—cebirlerin iki ¢aprazlanmig modiilii

ve f = (f2, /1) : C — C’ bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun. r,7 € R i¢in

s(rr’) = fi(r)-s(r) + f1(r) - s(r) +s(r)s(r')
esitligini saglayan bir k-lineer s : R — C’ doniisiimiine fi-derivasyonu denir.

Onerme 3.3 C = (C,R,0) ile C' = (C',R',d’) degismeli k—cebirlerin iki ¢caprazlanmis modiilii
ve f = (f2,/1) : C — C’ bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi ve s : R — C’ bir f}-derivasyonu

olsun. Buna gore
g1: R — R

ro= o gi(r)=filr)+(9's)(r)
* g: C — C

¢ = gle)=fa(e) +(s9)(c)

dontistimleri birer k—cebir morfizmidir.

Ispat: r,7”/ € R ve k € k igin

gi(r+r) = filr+r)+@s)(r+r)
= fAlr)+AF)+(s(r)+5(r))
= filn)+ A7)+ (s(r ))+a/(s( r))
= [fi(r) + (@) ("] + [/i(r) + (d's)(r)]
= gl(r)+gl(r/)a
gi(kr) = fi(kr)+(d's)(kr)
= kfi(r)+9'(ks(r))
= kfl(r)+ka’( (r)
= k[fi(r) +(9's)(r)]
- kgl(r)7
g1(rr’) = fi(rr)+(9's)(rr)
= filrn)fi(r)+d(s(rr'))
= AWAE)+I(fi(r)-s(r)+ fi(r)-s(r) +5(r)s(r))
= A@AG)+I(fi(r)-s()+d' (fi(r)-s(r)) +0'(s(r)s(r))
= filr) () + f1(r)d (s(r) + f1 () (s(r)) +0'(s(r))d (s(r'))
= A@AF)+A)Ds) () + fi(7)()s(r) + (d's)(r) ('s)(+)
= [fi(r) +(@)(N][fi(r) +("s)(r)]
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elde edilir. Yani g : R — R’ doniigiimii bir k-cebir morfizmidir. Benzer sekilde c¢,¢’ € C ve

k € Kicin
@(c+d) = falc+)+(s9)(c+ )
= fale)+ f2(c') +5(9(c) +9(c"))
= fale) + f2(c") +5(9(c)) +s(a(c"))
= [falc) + (s9)(c)] + [fa(c”) + (s9)(c")]
= g2(c)+g&(d),
(ke) = fa(ke) + (s0)(ke)
= kfa(c)+s(kad(c))
= kfa(c) +ks(d(c))
= k[fa(c) +(s9)(c)]
= kg2(c)7
ve
g2(cc’) = falec') + (s9)(cc’)
= fa(e)fa(c') +5(3(cc’))
= fa(e)f2(c') +s(a(c)a(c"))
= fa(e)fa(e) + f1(3(c)) -5(a(c")) + f1(A(c")) - s(d(c)) +5(d(c))s(I(c"))
= fale)fa(c') +0'fa(c) - (s9)(c") + 9 fa(c") - (s9)(c) + (s9)(c)(s9)(c")
= fale)fa(c) + fa(e)(s9)(c) + fa(c)(s9) (c) + (s9)(c)(s9)(c))
= [falc) + (s9)(c)][fa(c") + (s9)(c")]
= g(c)g(c)

bulunur. Yani g, : C — C’ doniigiimii bir k-cebir morfizmidir. [J

Onerme 3.4
g1: R — R

ro= o gi(r) = fi(r) +(9's)(r)
* g: C — (C

¢ = g(e)=fae) +(s9)(c)

olmak iizere, g = (g2,¢1), C den C’ ye bir ¢aprazlanmig modiil morfizmidir.

Ispat: i)
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diyagraminin degismeli oldugunu yani g10 = d'g» esitliginin saglandigin1 gosterelim. ¢ € C

icin

(819)(c)

o
S¥
A~ N
hor

oldugundan g0 = d'g; dir.

ii) r€ Rve c € Cigin go(r-c) = g1(r) - g2(c) oldugunu gosterelim.

Qrc) = flro+ ()0
= (1) o(e)+5(0(r )
= 1) (0)+5(3(c)
= 1) 2le) + (1) (D)(E) + £1((e))-5(r)+ 5(1)5((c)
= 1) 1le) + (1) (0)(e) +9'f2(e) (1) +5(r)s(0e
= 1) £le) + (1) (D)) + H(e)s(r) +5()s((e
= 1) fale) + (1) (0)(e) + (1) fle) + ()52
= 1) £le) + (1) (D)(0) + 9 (6(0) - (e) +9
= 110 [0) + (0)()] + (5(r) - [2(e) + (D))
= [0+ @) 1ale) + () (0]

bulunur. O halde g = (g2,1), C den C’ ye bir ¢aprazlanmig modiil morfizmidir. [J

Sonu¢ 3.5 C = (C,R,0) ile C' = (C',R’,d") degismeli k—cebirlerin iki ¢aprazlanmig modiilii

ve f=(f2, /1), 8= (g2,81) : C — C’ iki ¢aprazlanmig modiil morfizmi i¢in

s(rr’) = fi(r)-s(r) + () - s(r) +s(r)s(r')

f1-derivasyonu f ile g arasinda bir homotopidir.

3.2 On-Caprazlanms Modiil Morfizmlerinin Homotopisi

C = (C,R,0) ile C' = (C',R’,d’) herhangi iki 6n-gaprazlanmig modiil ve f = (f1, fo) bir

on-caprazlanmis modiil morfizmi olmak iizere

s(rr') = fi(r)-s(r') + Ai(r) - s(r) + 5(r)s(r)
fo-derivasyonu tamimlanmusg olsun.

f1(r)+(9's)(r)
f2(e) + (s9)(c)

oo

by
—~

~

1l

seklinde tanimlansin.
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Bu durumda Onerme 3.4 geregi g1 oncaprazlanmis modiiller igin de bir k-cebir morfizmidir.

Diger yandan g/, doniisiimiiniin bir k-cebir morfizmi olup olmadig: incelenirse, rnegin

homomorfizm olma sart1 kontrol edildiginde,

g(cc) = falec') + (s9)(cc)

= fale)fa(c) +5(9(cc”))

= fale)fa(c) +5(9(c)a(c))

= fa(e)f2(c) + f1(9(c)) - 5((c) + f1(9(c")) - s(9(c)) +5(d(c))s((c))
= fa(e)fa(') +9'fa(c) - (9) () + 0" fa(c") - (s9) () + (s9) (c) (sI)(c”)
7 f2(c)fa() + fa(e)(s9)(¢)) + fa(c') (s9)(c) + (59) (c)(s9)(c)

7 [fa(e) + (s9)(0)][fa(c") + (s9)(c)]

# g(c)gr(c)

elde edilir ki sonug olarak (C',R’,d") bir ¢aprazlanmis modiil olmadig: siirece, g} doniistimii bir
k-cebir morfizmi degildir. Dolayisiyla da (g5,g1) bir 6n-caprazlanmis modiil morfizmi olma-

makta hatta dolayisiyla da bir zincir doniisiimii de olmamaktadr.

Burada,

t':C—ker(d)cC
seklinde ve ayrica,
t'(cc’) =< fa(c),s0(c") > + < fo(c'),s9(c) > +1'(c)[fo (") +59(c")]| +1' (") [ fo(c) +s9(c)] +1'(c)t' ()
t'(r-c)=fi(r)-t'(c)+ds(r)-t(c) +'s(r) - fr(c) = fa(c) - s(r)— < s(r),s9(c) >

sartlarin1 saglayan bir ¢/ doniigiimii tanimlansin.

Bu tanimlamalarla birlikte

g2(c) = fale) +(s9)(c) +1'(c)
seklinde tanimlanacak g, doniisiimii i¢in,
/

<c,d >=cc—9(c) ¢

oldugu hatirlanacak olursa,



g2(cc) = faled)+(s9)(cc) +1'(cc’)
= falc)fa(c") +5(d(c)a(c)) +1'(cc’)
= falc)fa(c) + f1(9(c)) -s(a(c")) + f1(9(c")) - s(a(c)) +5(d(c))s(d(c"))
t

(c
+(<];2[() ()>]+<{2(/) s9(c) > +'(c)[f2(¢') +59(c")]

2(€) +59(c)] +1'(c)'t(c")
= fale)fa(c) + 9 fa(c) -59(c') + ' fa(c") - s9(c) 4 59(c)sd(c”)
+/2(€)s9(c’) — ' fa(c) -59(c) + fo(c')s9(c) — I (<) - s0(c)
+'(e)[f2(c) +s9(c)] +1() [fa(c) +59(c)] +1'(c)1(c)

f2(c) fa(c') +59(c)sd(c") + fa(c)sd(c) + fa(c")s0(c)
+'(e)[f2(c) +s9(c)] + () [fa(c) +59(c)] +1'(c)1(c)

[f2(c) + (s9)(c) +1'(0)][f2(c") + (s9) (c") + ()]
g2(c)ga(c’)

olup g» bir k-cebir homomorfizmi olacaktir.

Ayrica,

c))

)+ (9's)(3(c)
(€)+9'(s9(c))

(€) +9'(s9(c)) +9'(t(c))  (t(c) € Ker(d'))
¢) +s9(c) +1(c))

c))
()

g (9(

f1(d(c
J(f2
J(f2
J(f2
(g2

)

)
)
(
(
(0'g2)
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ve ayrica,
g2(r-c) = fa(r-c)+(s9)(r-c)+1(r-c)

= fi(r)- fa(e) +5(9(r-c)) +1(r-c)

= fi(r)- fa(e) +5(rd(c)) +1(r-¢)

= fi(r): fale) + fi(r) - (s9)(c) + f1(3(e)) - 5(r) +5(r)s(d(c)
+A(r) () +'s(r) - 1(c) +0's(r) - f2(c) = ' fa(c) - 5(r)— < s(r),50(c) >

Si(r)- fa(€) + fi(r) - (s9)(c) +9'fa(c) - s(r) 4 5(r)sd(c)
+A(r) 1'(c) +0's(r) 1(c) + Is(r) - falc) —9'falc) 5(r)
—s(r)sd(c) +(9's)(r) - (s9)(c)

= i)+ Ai(r)(s9)(e) +fifr) 1'(c)
+3’ (r)-#'(c) +0's(r) - fa(c) + (I's)(r) - (s9) (c)

= [fi(r)+(3"s)(r)]-[f2(c) + (s9)(c) +1(c)]
= go(r)-g1(c)

olup (g2, g1) bir 6n-¢aprazlanmig modiil morfizmidir.

Sonug 3.6 Buna gore f = (f2, f1) ile g = (g2,81) On-caprazlanmig modiil morfizmlerinin ho-

motop olabilmesi i¢in,

gi(r)
g2(c)
esitliklerini saglayacak sekilde bir

Si(r)+(9s)(r)
fa(e)+(s9)(c) +1'(c)

s(rr’) = fu(r)-s(r') + () - s(r) +s(r)s(r')

f1-derivasyonu ile birlikte

t'(cc’) =< fa(c),59(') > + < fa(c'),59(c) > +1'(c) [fa(c") +50(c)] +1'(¢) [ fa(e) +59(c)] +1(c) ()

veE

t'(r-c) = fi(r)-1'(c) +9's(r) - 1(c) +9's(r) - fo(c) = ' fa(c) - s(r)— < s(r),59(c) >

ozelliklerine sahip bir

t':C—ker(d)c

doniistimii mevcut olmalidir.



BOLUM 4

Gruboid

Her morfizmi bir izomorfizm olan bir kategoriye bir grupoid denir. Bir grupoid ¢ok objeli
bir grup gibi diisiiniileceginden gruptan daha genel bir kavramdir. Bir grup bir tek objeli bir
grupoid olarak diisiiniilebilir. Grupoid yapis1 ilk olarak Brandt [2] tarafindan tanimlanmistir.
Burada ilk olarak, grupoid kavramini [11] Tonks un ag¢ik tanim ile verilecektir. Daha sonra
objeleri degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiil morfizmleri ve morfizmleri bunlar arasinda

tanimlanan homotopiler olan bir gruboid elde edilebilicegini gosterilecektir.

Tamm 4.1 Bir C kategorisi; objelerinin sinift Ob(C), morfizmlerinin sinifi Mor(C), kaynak ve

hedef morfizmleri s,z : Mor(C) — Ob(C) ile obje morfizmi

€ : Ob(C) — Mor(C)
X — g(x) =1

ve Mor(C) x Mor(C) = {(g,h) € Mor(C) x Mor(C) : s(h) = t(g)} lizerinde tanimh “.”
bicimindeki carma iglemiyle birlikte asagidaki kosullar1 saglayan bir yapidir.

i) her (g,h) € Mor(C) x Mor(C) i¢in s(h.g) = s(g) ve t(h.g) = t(h) dir,
ii) her g,h, f € Mor(C) ile s(f) =t(h) ve s(h) =t(g) i¢in f.(h.g) = (f.h).g dir,
iii) her x € Ob(C) i¢in s(I) = x = t(Iy) dir,

iv) her g € Mor(C) igin g.Iy(5) = g Ve I;(4).g = g dir.

Tanim 4.2 Obje ve morfizmlerinin smifi birer kiime olan bir kategoriye kii¢iik kategori denir.

4.1 Gruboid

Her morfizmi bir izomorfizm olan bir kategoriye bir grupoid denir. Bir grupoid ¢ok ob-
jeli bir grup gibi diisiiniileceginden gruptan daha genel bir kavramdir. Bir grup bir tek ob-
jeli bir grupoid olarak diisiiniilebilir. Grupoid yapisi ilk olarak (Brandt, 1926) tarafindan

tanimlanmugtir. Burada grupoid kavrami (Tonks, 1993) un ag¢ik tanimi ile verilecektir.
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Tanmim 4.3 G bir kategori olmak iizere objeler sinifi Ob(G), morfizmler sinifi Mor(G), kaynak

ve hedef dontigiimleri 5,7 : Mor(G) — Ob(G), obje doniisiimii
€ : Ob(G) — Mor(G)

X — g(x) =1,

ters dontislimii
i : Mor(G) — OD(G)

g — i(g) =g

ve Mor(G) x Mor(G) = {(g,h) € Mor(G) x Mor(G) : s(h) = t(g)} lizerinde taniml “.”
bicimindeki carma islemiyle birlikte asagidaki kosullar1 saglamasi durumunda G kategorisi

gruboid olarak isimlendirilir.
i) Her (g,h) € Mor(G) x Mor(G) i¢in s(h.g) = s(g) ve t(h.g) = t(h) dir,
ii) her g,h, f € Mor(G) ile s(f) =t(h) ve s(h) =t(g) i¢cin f.(h.g) = (f.h).g dir,
iii) her x € Ob(G) i¢in s(I) = x =t (I,) dir,

iv) her g € Mor(G) igin g.I,) = g Ve I(4).g = g dir,

v) her g € Mor(G) icins(g) =t(g 1), t(g) =s(g" ) veg l.g= Ly(g) ile gg ' = I;(,) olacak

sekilde bir g~! € Mor(G) tersi mevcuttur.

Ornek 4.1 Her grup gruboid yapilabilir.

Kabul edelim ki G bir grup olsun. C nin tek objesi %, C(*,*) = G ve iglem grup islemidir.
G bir grup oldugundan birlesme ve birim eleman 6zeligini saglar. Dolayisiyla C bir kategoridir.
C nin her morfizmi izomorfizm oldugundan ( yani G nin elemanlariin tersi oldugundan) C bir

gruboiddir.

Ornek 4.2 Bir X kiimesi kendi iizerinde gruboid olarak diisiiniilebilir. Burada s = r = I ve her
elemani birim morfizmdir. Biitlin elemanlar1 birim olan bu tiir gruboidlere bos (null) gruboid
denir. Her x € X i¢in sadece bir 1y doniisiimii vardir. Bu doniisiimlerin bileskesi de 1y.1x = 1x

olacagindan bagka da islemi yoktur.

Ornek 4.3 X bir kiime ve G bir grup olsun. X x G x G yapist X iizerinde asagidaki gibi bir

gruboid olusturur. Kaynak ve hedef dontisiimleri s(x,g,y) = x , t(x,g,y) =y , ters doniisim
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i(x,8,y) = (x,8,y)"" = (»,g~',x) , obje doniisiimii £(x,g,y) = (x,1,y) ve kismi ¢arpim iglemi
(z,h,y)(y,8,x) = (z,hg,x) seklindedir. Dolayisiyla (X x G x G,X,s,t,i,€,m) bir gruboid olur.

Bu gruboide asikar gruboid denir.

Ornek 4.4 X bir kiime olsun. O halde X obje kiimesi ve X x X morfizm kiimesi olacak sekilde
bir gruboid vardir. Burada (x,y) ikilisi x — y morfizmini gostermektedir. Cok basit ve siradan
goriinmesine karsin bu gruboidin uygulamada kilit bir rolii vardir. Bunun bir nedeni, eger G,
X x X in bir alt gruboidi ve X iizerinde tam ise o zaman G, X iizerinde bir denklik bagintisidir.
Bu da her x € X, (x,x) € X x X i¢in (x,y) € G ise (y,x) € G ve (z,y),(y,x) € G ise (z,x) € G

demektir.

Ornek 4.5 X bir kiime olmak iizere R C X x X denklik bagmtis1 X iizerinde bir gruboiddir.
Burada morfizmler kiimesi Mor(R) = R = {(x,y) | x,y € X} ve objeler kiimesi Ob(R) = X

olmak iizere kaynak ve hedef doniistimleri sirasiyla
s : R — X
(6y) — s(xy)=x
ve
o
(6,y) — 1(xy) =y,

ters doniisiim
, obje doniisiimii

ve kismi ¢arpim islemi

m : RxR ~— % R
(xy),»z) — (5y)z) = (x,2)

seklindedir. Boylece (Mor(R),Ob(R),s,t,i,e,m) bir gruboid olusturur.

Ornek 4.6 Topolojik uzaylar ve bu uzaylar arasindaki homeomorfizmler kategorisi bir gruboid
olusturur. Gergekten, morfizmler kiimesi topolojik uzaylar arasi homeomorfizmler, yani;
Mor(G) = {f | f : X — Y homeomorfizmler, X, Y topolojik uzaylar} ve objelerin kiimesi
Ob(G) = {X | X bir topolojik uzay} olmak iizere, f € Mor(G) , f : X — Y igin kaynak ve
hedef doniigiimleri s(f) = X , #(f) =Y, ters doniisiim

i : Mor(G) — Ob(G)
f — !
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obje morfizmi
€ : X — Mor(G)
X — eX)=I

ve kismi ¢arpim iglemi Mor(G) x Mor(G) = {(f,g) € Mor(G) x Mor(G) : t(h) = s(g)} olmak

lizere
m : Mor(G)xMor(G) — Mor(G)

(f,8) — g.f

ile tanimhidir. Boylece (Mor(G),0b(G),s,t,i,e,m) bir gruboid olusturur.

Yardimci Teorem 4.4 (E,R,9) ve (E',R’,§') herhangi iki ¢aprazlanmis modiil ve f = (f2, f1)

bir 6n-¢aprazlanmig modiil morfizmi olmak tizere

0,;: R — E'
roo— OS<F)ZOE/

bir fi-derivasyondur.

Ispat:
05(rr’) Op
Ogr 4+ 0pgr 4+ Opr
f1 (}’) . OE/ —|—f1 (l"/) . OE/ + OE’OE’

J1(r)-05(r") + f1(r") - O5(r) 4 05(r)05(r')

olup fi-derivasyon sarti1 saglanmis olur. [

Yardimer Teorem 4.5 (E,R,0) ve (E',R',d') herhangi iki ¢aprazlanmig modiil, f = (f2, f1) ve
g = (g2,81) caprazlanmig modiil morfizmleri ve s bir fj-derivasyon olmak iizere f ~ g olsun.

Bu durumda,
—-s: R — FE'

ro—  —=s(r)=—(s(r))

seklinde tanimlanan —s doniigiimii bir g1-derivasyondur.

ispat:

—s(rr’) = —(s(rr))
= —(f(r)-s()+ A1) -s(r) +5(r)s(r)
= —(fi(r)-s()) = (fr(r)-s(r)) = (s(r)s(+’))
= —(fi(r)-s(r) = (A () -5(r)) —s(r)s(r') +5(r)s(r') —s(r)s(r)
= —({1>(”()‘;(”/))—((5’5)(r)'s('”' )= (fi(r) - s(r)) = ((&'s)(+) - s(r))

+s(r)s(r

= —(fi(r)+&s)(r)-s(r') = (f1(r) + (&s)(r)) - s(r) +s(r)s(r
= (i) +@&s)(r)-—s(r)+ (fi(r) + (&s)(r)) - —s(r) +s(r)s(r)
= gi(r)-—s(r)+g1(r') - —s(r) +s(r)s(r')
= g1(r)-=s(r) +g1(r) - —=s(r) + ((=s(r))(=s(r")))

olup —s bir g;-derivasyondur. []
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Yardimei Teorem 4.6 (E,R,3) ve (E',R',d') herhangi iki ¢aprazlanmis modiil, f = (f2, f1),
g = (g2,81) ve h = (ha,h;) ¢aprazlanmig modiil morfizmleri, s bir f; derivasyon ve s’ bir g;

derivasyon olacak sekilde f ~ g ve g ~ h morfizmleri verilsin.

hy (82 fi ho (81 fo

Bu durumda,
sOs: R — E'
ro—  (sos)(r)=s(r)+s'(r)

seklinde tanimlanan s © s’ doniisiimii bir f;-derivasyondur.

Ispat: Oncelikle f ~ g oldugundan dolay1

g1=fi+8's

g2 = fr+s
ve ayrica g ~ h oldugundan dolay1 da,

hy =g +8s

hy=g2+5'8

esitlikleri mevcuttur.

Ayrica s bir f-derivasyon olup,
s(rr’) = fi(r)-s(r') + fi(r') - s(r) +s(r)s(r')
ve s’ bir g-derivasyon olup,
s'(rr') = g1(r) ' (r') +g1(r") -5 (r) +5'(r)s ()

seklinde tanimlidur.
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O halde s © s’ i¢in fi-derivasyon sart1 incelenirse,

(sos(rr) = s(r’)+5'(rr)

= fi(r)-s(r')+ fi(r)-s(r) +5(r)s(r') +g1(r) - s'(r')
+g1(r) - s'(r) +5'(r)s'(+')

= filr)-s(r)+ fi(r')-s(r) +5(r)s(r') + (fi(r) +&'s(r)) - s'(+)
+(fi(r)+&s(r)) -5 (r) + 5" (r)s'(F)

= filr)-s(r)+ fi(r)-s(r) +s(r)s(r') + fi(r) - s'(r') +&s(r) - s'(F)
+f(r') 5" (r) +8's(r') - 5'(r) +5'(r)s' (V)

= fir)-s(r)+ fi(r) -s(r) +s(r)s() + fi(r) - s'(F) +5(r)s" (')
+f1(r') s'(r) +s(r)s'(r) + ' (r)s' (')

= fi(r)-(s(')+5' () + f1(r) - (s(r) +5'(r))

+(s(r) +5'(r) (s(r) +5'(r"))
= fi(r)-sos'(r)+ A7) 505 (r)+(s0s)(r)(sos) ()

olup s © s bir fi-derivasyondur. [J

Teorem 4.7 (E,R,d) ve (E’,R',&') herhangi iki c¢aprazlanmis modiil, f = (f2,f1) ve g =

(g2,81) caprazlanmig modiil morfizmleri olsun. Bu durumda,

S1(r)+(&s)(r)
f2(e) +(s3)(e)

g1(r)
g2(e)

— /
“f~rgs { ?; EZ; ; J}lz <(re)):((§§)) ((er)) olacak sekilde bir s : R — E’ derivasyonu vardir”

seklinde tanimli bagint1 bir denklik bagintisidir.

ispat: i) Yansima Ozelligi:

Yardimci Teorem 4.4 de tanimli Oy f1-derivasyonu ele alinacak olursa,

fi(r) = fi(r)+0g
= fi(r)+ (80s)(r)
fale) = fale)+0p
= Jfa(e)+(0:0)(e)
olup f ~ f elde edilir.
ii) Simetri Ozelligi:
f =~ g olsun. Bu durumda tanim geregi,
gi(r) = fi(r)+(&s)(r)
g2(e) = fale)+(sS)(e)
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olacak sekilde bir s fi-derivasyonu mevcuttur.

Esitlikte gerekli diizenlemeler yapilir ve ayrica Yardimcr Teorem 4.5 de tanimlanan —s

doniistimiiniin bir gi-derivasyon oldugu kullanilirsa,

filr) = gi(r)—(&s)(r)
= &i(r)+8(=s(r))

fale) = ga(e) —(sd)(e)
= 8(e)+(—5(8(e))
olup g ~ f elde edilir.

iii) Gecisme Ozelligi:

f =~ g ve g >~ h olsun. Bu durumda,

gi(r) = fi(r)+(&s)(r)
g2(e) = fale)+(s3)(e)

ve aynca,
hi(r) = gi(r)+ &) (r)
hy(e) = go(e)+(s'8)(e)

olacak sekilde s,s” fi-derivasyonlari mevcuttur.

Esitliklerde gerekli diizenlemeler yapilir ve s© s’ niin bir fi-derivasyon oldugu kullanilirsa,

h(r) = filr)+(&s)(r)+(8's)(r)
Si(r) +8(s(r) +5'(r))
Si(r) +8(sos)(r)

he) = fale)+(s8)(e) +(s'3)(e)
f2(e) +5(8(e)) +5'(8(e))
fa(e) +(s©5")3(e)

olup f ~ h elde edilir.

O halde

e alr) = A)+Es)0)
f —g‘:’{ ole) = fle)+(sd)(e)

bagintist bir denklik bagintisidir. [

olacak sekilde bir s : R — E’ derivasyonu vardir”

Teorem 4.8 C = (C,R,0) ve C' = (C',R’,d') degismeli cebirlerin herhangi iki ¢aprazlanmisg
modiilii olsun. Objeleri C ile C’ caprazlanmis modiilleri arasindaki morfizmler ve morfizmleri

bunlar arasinda tanimlanan homotopiler olan bir gruboid elde edilebilir.
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Ispat: C = (C,R,0) ile C' = (C',R',d') degismeli k—cebirlerin iki ¢aprazlanms modiilii
olsun. C den C' ye giden ¢aprazlanmig modiil morfizmlerinin kiimesini O ve bunlar arasindaki
homotopilerin kiimesini de H ile gosterelim. f = (f2, f1), ¢ = (g2,81),h = (ha,h) : C — C’

caprazlanmis modiil morfizmleri f ~ g ve g ~ h olacak sekilde verilsin. Yani f,g,h € O olsun.

b

Buna gore f ~ g oldugundan dolay1

g1=/fi+0d's

g2 = fr+s0

esitliklerini saglayacak sekilde bir s : R — C’ homotopisi ve g ~ h oldugundan dolay1
hy =g+ d's'

hy =gr+50

esitliklerini saglayacak sekilde bir s’ : R — C’ homotopisi mevcuttur. O halde s,s" € H dir.

Buna gore
sOs: R — C’
ro—  (sos)(r)=s(r)+s'(r)
olarak tanimlanan s O s’ i¢in

h = g1+ds = fi+d(sos)
hy = g+s59 = fr+(s0s5)0

elde edilir. Buradan s © s'doniisiimiiniin f = (f2, f1) ile & = (hy,h;) morfizmleri arasinda bir
homotopi oldugu elde edilir. O halde s ©s" € H olur. Buna gore H iizerinde
+: HxH — K
(s,s) +— 505
seklinde tanimlanan bir iglem elde edilir. 0: R — C’, 0(r) = 0 doéniisiimii bir f = (f2, f1)
morfizmi icin f den f ye homotopidir. Yani s © 0 = s olacak sekilde bir 0 € J{ mevcuttur.
Ayrica bir s € H, f ile g € O morfizmleri arasinda bir homotopi ise (—s)(r) = —s(r) seklinde
tanimlanan —s doniisiimii de g ile f arasinda bir homotopi belirler. O halde

+: HxH — H
(s,s) +— 505



islemi, obje kiimesi O ve morfizm kiimesi H olan (H,O) ikilisini gruboid yapar. [
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SONUC VE ONERILER

Yapilan bu tez calismasinda degismeli cebirler iizerindeki caprazlanmis modiil morfizm-
lerinin homotopisi incelenmistir. Ayrica caprazlanmis modiil morfizmleri ve bunlar arasinda

tanimlanan homotopilerin bir gruboid olusturdug gosterilmisgtir.

Caprazlanmig modiillerin homotopi teorisi gruplar iizerinde homoloji, ko-homoloji, ce-
birsel K-teori, devirli homoloji, kombinatoryel grup toeri ve diferensiyel geometri dahil ol-
mak iizere matematigin bir ¢cok alaninda 6nemli role sahiptir. 2-caprazlanmis modiil yapis1 da
caprazlamig modiil gibi bu alanlarda uygulama alanina sahip bir bagka cebirsel yap1 olarak in-
celenmektedir. Bu tezde incelenen homotopi kavrami, 2-¢aprazlanmis modiillerin morfizmleri
icde ele alinabilir. Dolayisiyla bu calisma sonrasinda 2-¢aprazlanmig modiil morfizmlerinin

homotopisinin incelenmesi onerilmektedir.
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