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OZET

Bu tez calismasinin amaci semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu f-
Kenmotsu manifoldlarinda egrilik tensorlerini, Ricci solitonlarini ve bazi egrilik

sartlarini incelemektir.

Oncelikle, Ricci solitonlar ve f-Kenmotsu manifoldlar iizerine daha énceden
yapilan calismalar hakkinda tarihsel bilgiler verilmistir. Ardindan, geriye kalan
caligmalar iki kisma ayrilirsa ilk kisimda bu tez ¢alismasinda kullanilacak olan temel
kavramlar ve bazi teoremler ele alinmistir. Devaminda Kenmotsu manifoldlarinda
baz1 egrilik sartlarina gore Ricci solitonlarin A sabitine bagli olarak daralan,
genigleyen ve degismeyen olma durumlari gosterilmistir.  Bunun yami sira f-
Kenmotsu manifoldlar {izerine bazi tanimlar ve teoremler, egrilik sartlart1 ve bu
sartlara gore Ricci solitonlarin hesaplamalarindan olusmaktadir. ikinci kisimda ise;
semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldlar iizerine bazi
tanimlar ve teoremler verilip, egrilik sartlar1 ve bu sartlara gore Ricci solitonlarin A
sabiti ile f fonksiyonuna bagli olarak siniflandirilmasi yapilmistir. Ayrica Ricci semi-

simetrik f-Kenmotsu manifoldunun bir Einstein manifoldu oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen degme metrik manifoldu, Egrilikler, Metrik
koneksiyon, Kenmotsu manifoldu, f-Kenmotsu manifoldu, Einstein manifoldu,

Ricci solitonlar.



Vi

SUMMARY

The aim of this thesis study is to examine Ricci solitons on f-Kenmotsu
manifold with the semi-symmetric non-metric connection and some curvature

conditions on these manifolds.

Firstly, a short historical brief is given about previous studies related to f-
Kenmotsu manifolds and Ricci solitons. Then, if rest part of this study is divided
into two sections, firstly fundemantal notions and some theorems, that be used on
this study, were indicated. After that, it is investigated that according to some
curvature conditions Ricci solitons on Kenmotsu manifolds which are classified as
shrinking, expanding and steady with respect to A constant. Furthermore, some
definitions and theorems, curvature conditions and Ricci solitons' calculations
according to these conditions on f-Kenmotsu manifolds are claimed. In second
section, some definitions and theorems are given related to f- Kenmotsu manifolds
with semi-symmetric non-metric connection, curvature conditions and according to
these conditions Ricci solitons are classified regards to f function and A constant.
Moreover, it is indicated that if f- Kenmotsu manifold is Ricci semi-symmetrik then

it is also named as Einstein manifold.

Keywords: Almost almost contact metric manifold, Curvatures, Metric connection,

Kenmotsu manifold, f-Kenmotsu manifold, Einstein manifold, Ricci solitons.
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TESEKKUR

f-Kenmotsu Manifoldlar ve Ricci Solitonlar Uzerine adli bu tez calismamda, bana

yardim ederek beni yonlendiren ve gerekli her tiirlii olanagi saglayan danismanim Sayin
Dog. Dr. Cumali EKICI

hocama, calismam siiresince her zaman yanimda olan degerli arkadaslarima ve her

seyim aileme destekleri i¢in ¢ok tesekkiir ederim.

ESKISEHIR, 2014 Tolga DEMIRLI



viii

ICINDEKILER

Sayfa
OZET oottt et %
SUMMARY .ttt b bbbt b bbbt b e bbb Vi
TESEKKUR ......oitiiiteiitieieiiseisssse sttt bbb st es st vii
SIMGELER DIZINT ...ttt X
L GIRIS oot 1
2. TEMEL KAVRAMLAR ..ottt 4
2.1. Riemann Manifoldlar ve Koneksiyonlar...........c.ccocoiiiiiinieiciec e 4
2.2, EGIIIK TeNSOTIETT ..c..vviiiiiiiesiii et 8
2.3. Hemen Hemen Degme Manifoldlar............cccoooiiiiiiiiieniiesc e 11
2.4. Kenmotsu Manifoldlari ve Ricci SOION ... 13
2.5. Semi-simetrik Metrik Olmayan Koneksiyonlu Kenmotsu Manifoldlar ............ 16

3. KENMOTSU MANIFOLDLARINDA RICCI SOLITONLAR VE BAZI
EGRILIK SARTLARI .......cooviuiiieiieeieteeeseseeesessss st sassenesessnss st enesssn s, 19
3.1. Daralan RiCCI SOHTONIAI.........ccoiiiiiiiiciieee e 19
3.2. Genisleyen RICCI SOIONIAr .........ccooiiiiiiie e 24
3.3. Degismeyen RICCI SONTONIAT .........cocooviiiiii e 32
4. f-KENMOTSU MANIFOLD VE RICCI SOLITONLAR........cccocsirirrrieieeeeneeneens 36
4.1. f-Kenmotsu Manifoldlar ... 36
4.2. Ricci-semisimetrik 3-boyutlu f-Kenmotsu Manifoldlar ..............ccocovveenne. 59

4.3. f-Kenmotsu Manifoldunda Ricci Solitonlar............ooooeeeeiii 60



ICINDEKILER (devam)

5. SEMI-SIMETRIK METRIK OLMAYAN KONEKSIYONLU f-KENMOTSU
MANIFOLD VE RICCI SOLITONLAR .......ccocviiiiiiieiiieieiiee st 65
5.1. Semi-simetrik Metrik Olmayan Koneksiyonlu f-Kenmotsu Manifoldlar....... 65
5.2. Ricci-semisimetrik 3-boyutlu Metrik Olmayan Koneksiyonlu f-Kenmotsu
MANTTOIAIA ... 80

5.3. Semi-simetrik Metrik Olmayan Koneksiyonlu f-Kenmotsu Manifoldunda

L ToTot IS0 11 (] ] - R 81
SONUC VE ONERILER .........cooiotiiiiirece st es s ss s ssenaees 86

KAYNAKLAR DIZINT ..ot e et r oo e e e e e e e eeaeereeaeeaeanen, 87



T Qv Y O o

S e e Qq

SIMGELER DiZiNi

Anlam

Skaler carpma
Diferensiyel operator
Reel vektor uzayi
Karakteristik vektor alani
Lie bracket operatorii

Reel sayilar ciimlesi

M manifoldundan R ye C'*° fonksiyonlarin uzayi

X vektor alanina gore Lie tiirev operatorii

M manifoldu iizerindeki vektor alanlarimin uzayi

P € M noktasindaki tanjant uzay
Riemann koneksiyonu

X e gore kovaryant tiirev operatorii
Riemann egrilik tensori

Ricci egrilik tensorii

Ricci operatorii

Skaler egrilik

Projektif egrilik tensorii
Quasi-konformal egrilik tensorii
Konformal egrilik tensorii
Semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
(1,1) — tipinde tensor alani
2-temel form

1-form



BOLUM 1
GIRIS

1983 yilinda, Degme geometride Ricci solitonlar iizerine aragtirmalar yapil-
maya baglanmigtir (Sharma and Sinha, 1983). 1988 yilindaki ¢aligmasi ile
Hamilton tarafindan, Einstein metriginin bir genellemesi olan Ricci soliton-
lar hakkinda bilgi verilmistir (Hamilton, 1988). Ardmdan bu konu iize-
rinde yogun bir gekilde durulmustur (Tripathi, 2008; Bejan and Crasmareanu,
2011).

1972 yilinda, Kenmotsu tarafindan bazi ¢zel sartlar1 saglayan ve Ken-
motsu manifold olarak da bilinen degme Riemann manifoldlar: incelenmistir
(Kenmotsu, 1972).  Ardindan (Sharma, 2008) bu ¢ahsmalar Lorentzian
degme manifoldlar1 iizerine yogunlagtirildi.  Sharma’nin yiiriittiigi galig-
malar dogrultusunda birtakim aragtirmalar yapildi (Bagewadi and Ingalahalli,
2012). Ayrica Ricci soliton hesaplamalar: f-Kenmotsu manifoldlar iizerinde
gergeklegtirildi (Calin and Crasmareanu, 2010). Ardindan Ricci solitonlar ve
bazi egrilik sartlar arasindaki iligkiler incelendi (Nagaraja and Premalatha,
2012).

1968 yilinda, quasi-konformal egrilik tensorii iizerine bazi incelemeler ya-
pild: (Yano and Sawaki, 1968). Ardindan bazi matematikgiler tarafindan
semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlar itizerine yogunlasildi ve bu konuda
birgok farkh yaklagim geligtirildi (Liang, 1972; Pravanovic, 1975; Agashe and
Chafle, 1992; Sengupta, et al., 2000).

1991 yilinda, normal yerel konformal hemen hemen kosimplektik mani-
foldlar ile f—Kenmotsu manifoldlarinda bazi egrilik ozellikleri incelendi ve

bu tiir manifoldlara bir geometrik yaklasim kazandirildi (Olszak and Rosca,



1991). Bu konu hakkinda diger bilim insanlar: tarafindan Ricci semi-simetrik
f—Kenmotsu manifoldlarmin Einstein manifold oldugu ispatlandi (Yildiz,
et al,, 2013). 1997 yilinda ise Zhen, Cabrerizo ve Fernandez tarafindan
K —degme manifoldlarimin projektif flat olma kogullari incelendi ve bu yonde
caligmalar yiiriitiildii (Zhen, et al., 1997). Son olarak K —degme manifold-
larinda Ricci solitonlar tizerine ¢alisildi (Sharma, 2008).

Teorik fizikgiler tarafindan da sicim teorisi ile ilgili Ricci soliton denkle-
mi ele almmigtir. Bu yondeki ilk katki, (Friedan, 1985) caligmasi ile bazi
yonlerini tartigan Friedan’a aittir. (M, ¢) bir Riemann manifold, V' bir vektor

alani, S M {izerinde bir Ricci tensor ve A sabit bir deger olmak tizere g metrigi

Lyg+25S+2Xg=0

sartim sagliyorsa (g, V, \) iigliisiine Ricci soliton denir.  Buna gore Ricci
soliton A sayisinin negatif, sifir veya pozitif olmasina gore daralan, degismeyen
veya genigleyen olarak adlandirilir. Kompakt bir manifold tizerinde bir Ricci
soliton hem 2-boyutta hem de 3-boyutta sabit egrilige sahiptir (Hamilton,
1988; Ivey, 1993). Ayrintili olarak konu ile ilgili baz1 ¢aligmalar Chow ve
Knopf tarafindan verilmistir (Chow and Knopf, 2004).

Eger M x R carpim manifoldu W, siifina ait ise bir M manifoldu tize-
rinde hemen hemen degme metrik yapiya bir trans-Sasakian yapi adi verilir
(Oubina, 1985). 2012 yilinda Turan, De ve Yildiz tarafindan Ricci solitonlar
ve gradient Ricci solitonlar 3-boyutlu trans-Sasakian manifoldlarda incelen-
migtir (Yildiz, et al., 2013).

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, Ricci solitonlar
ve f-Kenmotsu manifoldlar iizerine daha 6énceden yapilmig olan c¢aligmalar
hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci boliim diger boliimlerde kullamlacak
olan temel kavramlar: ve bazi teoremleri icermektedir. Uciincii boliimde Ken-

motsu manifoldlarinda bazi egrilik sartlarina gore Ricci solitonlarin A sabitine



bagh olarak siniflandirilmasi verilmistir. Dordiincii boliim f-Kenmotsu ma-
nifoldlar iizerine bazi tanim ve teoremler, egrilik sartlar1 ve bu sartlara gore
Ricci solitonlarin hesaplamalarindan olusmaktadir. Beginci bolimde semi-
simetrik metrik olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldlar iizerine bazi
tanim ve teoremler verilip egrilik sartlari ve bu sartlara gore Ricci solitonlarin
A sabiti ile f fonksiyonuna bagh olarak siniflandirilmasi yapilmigtir. Ayrica
Ricci semi-simetrik f-Kenmotsu manifoldunun bir Einstein manifoldu oldugu

gosterilmistir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann Manifoldlar ve Koneksiyonlar

Calismanin bu kisminda koneksiyon kavrami, koneksiyon kavrami yardimiyla

tamimlanan diger kavramlar, 1-form ve Lie operatorii verilmigtir.

Tanim 2.1.1. M bir C'"° manifold olsun. M iizerindeki C'*° vektor
alanlarimin uzay1 x(M) ve M manifoldundan R ye C*° fonksiyonlarin uzay1

C*(M,R) olmak iizere
g X(M) x x(M) — C%(M,R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer ¢ Riemann metrigi ile birlikte

M ye bir Riemann manifoldu ad1 verilir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).

Tamim 2.1.2. M bir C°° manifold olsun. M iizerindeki vektor alan-
larimin uzay1 x (M), Vf,g € C*°(M,R) ve VX,Y, Z € x(M) olmak iizere
Vi ox(M)x (M) — (M)
(X,Y) — V(X,Y)=VyY

(2.1)

fonksiyonu icin

i) fo+gyZ = fVXZ + ngZ
ii) Vx (fY) = fVxY + X(f)Y

ozellikleri saglaniyorsa V ye M manifoldu iizerinde bir afin koneksiyon ve V x
e de X e gore kovaryant tiirev operatorii denir (Hacisalihoglu, 1998; Spivak,

1979).



Tanim 2.1.3. ¥ = (v1,v,...,0,) €ER", P € E", {21, 29, ..., 2, } E" icin
standart baz ve f : E" — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu
durumda ©',[f] ye f nin 7', icin yone gore tiirevi denir. v',[f] yone gore

tirevi

= ’UZ»—
- Ox;
=1

]

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmim 2.1.4. M bir C* manifold ve V da M iizerinde bir afin konek-

siyon olsun. O halde her X,Y, Z € x(M) olmak iizere V doniigiimii
i) VxY — Vy X = [X, Y] (Stfir torsiyon 6zelligi),
i) X(g(Y,2)) = 9(VxY, Z)+g(Y,VxZ) (Metrikle bagdasabilme 6zelligi)

sartlarii sagliyorsa V ye M iizerinde Riemann (veya Levi-Civita) koneksiyo-

nu adi verilir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.1.5. {uy,ug,...,u,}, R? iizerinde dogal koordinatlar olsun. V'

ve W =" W,;0;, R iizerinde vektor alanlar iseler,
VW o= > V(W)
i=1

vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tiirevi denir.
Burada {0; : 1 <i <n} , x(R?) vektor alanlar1 uzaymin standart bazidir
(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.6. M bir C*° n—manifold ve M iizerinde bir afin koneksiyon
V olsun.
Tor: x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — Tor(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]
seklinde tanimlanan vektor degerli tensore M {izerinde tanimh V koneksiyo-

nunun torsiyon tensorii denir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).



Tanim 2.1.7. V bir K cismi iizerinde vektor uzay1 ve

L]: VXV — V
(X,Y) — [X,Y]

doniisiimii de

1) 2-lineer
2) Alterne (VX,Y €V icin [X,Y] = — [Y, X])
3) VX,Y,Z € V icin
XY 2+ Y (2, X+ 2, X Y] =0

olarak verilsin. [,] doniisiimiine V' iistiinde bir Lie operatorii (Lie parantez

operatorii) denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.1.8. M bir C* manifold ve M iizerindeki vektor alanlarimin

uzay1 x (M) olsun.
L x(M) x x (M) = x (M)
(X,Y) — [X,Y]

doniistimii Vf € C*°(M,R) igin
(X Y](f) = XY f) = Y(X))
seklinde tanimlanirsa [, ]| bir Lie operatoriidiir (Boothby, 1986).

Tanim 2.1.9. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. X € x(M) i¢in
Lx, keyfi bir (p, ¢) tipinde tensor alanini yine (p, ¢) tipinde bir tensor alanina
gotiiren ve asagidaki kosullar1 saglayan bir operator olup X vektor alanina
gore Lie tiirev operatorii olarak adlandirihr (Yano and Kon, 1984; Duggal

and Bejancu, 1996):

1) LX(f>:X(f)7 erCOO(MaR)



i) LyY = [X,Y], VY € x(M)

i) Lyg(V,2) = X (g(Y,2)) — g(IX,Y],2) — (X, Z],Y) ¥X,Y ve
Z e x(M).
Tanim 2.1.10.
d: CE"R) — x*(E")
f — df
oyle ki, VX € x(E") icin df(X) = X [f] seklinde tanimh d fonksiyonuna

(2.2)

diferensiyel operator denir (Willmore, 1959).

Tamim 2.1.11. P € E" noktasindaki kotanjant uzay1 T3, (P) olsun.

w: B — PgEnTEn(P)

fonksiyonu icin
Tow: E" — [E”
olacak gekilde

U T (P E"
T pege’ B (P) -
fonksiyonu mevcutsa w ya E" iistiinde 1—form denir ve bu 1—formlarin ciim-

lesini x*(E") ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).

Yardimci Teorem 2.1.1. (Poincare Teoremi) M bir n—manifold ve
f € C®(M,R) olsun. O zaman,
d’f =d(df) =0 (2.3)

dir (Hacisalihoglu, 2004).

Yardimci Teorem 2.1.2. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V de M
iizerinde bir Riemann koneksiyon olsun. O zaman VX,Y,Z € x(M) icin
Riemann koneksiyonu,

29(VxY,2) =Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)
—9(X,[Y, Z]) + (Y, 2, X]) + 9(Z, [X, Y])

(2.4)



Kozsul formiilii ile tek tiirlii belirtilir (Kuhnel, 2006).

Tanim 2.1.12. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. VX,Y,Z € x(M)

igin XAY lineer operatorii
(XAY)Z = g(¥, Z)X - g(X, Z)Y (2.5)

olarak tammlanir (Olszak and Rosca, 1991).

2.2 Egrilik Tensorleri

Bu kisimda ¢alismanin sonraki boltimlerinde sikca kullanilacak olan egrilik

tensorleri tanimlanmig ve bununla ilgili baz1 énemli teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.2.1. M Riemann manifoldu ve V, M iizerinde Riemann konek-

siyonu olsun. VXY, Z € x(M) igin

R: x(M)xx(M)xx(M) — x(M)

(X,KZ) — R(X,Y)Z:VXVYZ-VyVXZ—V[ij]Z
(2.6)

bi¢iminde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1,3) tensor alamidir. Bu
tensor alanma M nin Riemann egrilik tensorii denir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi

2003; Spivak, 1979).

Yardimci Teorem 2.2.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve R, M nin
Riemann egrilik tensorii olsun. O zaman VX,Y, Z, W € x(M) i¢in

1) g(R(X, Y)Zv W) = —g(R(Y,X)Z, W),
ii) g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z),
iii) g(R(X, Y)Z, W) = g(R(Z, W)X, Y)

dir (O'Neill, 1983).



Tanim 2.2.2. (M, g) bir n—boyutlu Riemann manifoldu ve {ey, ..., e, },
X (M) nin bir bazi olsun. Boylece VX, Y € x (M) i¢in g Riemann metrigi

g(X,Y) =) g(X,e)g (e Y) (2.7)
i=1
seklinde tanimlanir (De and Shaikh, 2007).

Tanim 2.2.3. (M, g) bir n—boyutlu Riemann manifoldu ve { X7, ..., X,, },

X(M) nin bir baz1 olsun. Boylece

Q: x(M) — x(M)
n (2.8)

X — QX)=-> R(X;X)X;

i=1
seklinde tanimh ) operatoriine M nin Ricci operatorii adi verilir. Ayrica @

yardimi ile M nin Ricci egrilik tensorii S,

S: x(M)x x(M) — C*®(M,R)

(2.9)
(X,Y) — S(X,Y) =g(Q(X),Y)
bi¢iminde tanimlanan (0, 2) tipinde bir tensordiir. Eger
S(X.Y) = Mg(X,Y) — iy (X) 5 (Y) (2.10)

ise (M, g) manifolduna bir —Einstein manifoldu denir. Eger = 0 ise (M, g)
manifoldu Einstein manifold olarak adlandirilir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi,

2003).

Tanim 2.2.4. n-boyutlu M Riemann manifoldu iizerinde R Riemann
egrilik tensorii ve {ey, ..., e, }, x(M) nin bir baz1 olsun. VX,Y € x (M) i¢in S
Ricci egrilik tensorii

n

S(X,Y)=> g(R(e;, X)Y,e;) (2.11)

=1

seklinde tanimlanir (Oprea, 1997).
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Tanim 2.2.5. (M, g) bir Riemann manifoldu ve {ej, es,....e,}, TpM

tanjant uzayinin bir bazi olmak iizere M nin skaler egriligi
T = Z S(e;, e;) (2.12)
i=1
seklinde tamimlanir (Chen, 1973).

Tanim 2.2.6. M Riemann manifoldu {izerinde tanimh 3-boyutlu R
Riemann egrilik tensorii VX,Y,Z € y (M) igin S Ricci egrilik tensorii, @

Ricci operatorii ve 7 skaler egriligi cinsinden

RIX.YVZ = S(Y,2)X —g(X,2)QY +g(V,Z) QX

- (2.13)
~S(X.2)Y ~ L1V, Z)W — g(X,2)Y]

seklinde tanimlanir (Yildiz, et al., 2013).

Tanim 2.2.7. M bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifoldunda projektif
egrilik tensorii

P(X,YNZ=R(X,Y)Z— % [S(Y,Z)X — S (X, Z)Y] (2.14)

dir (Nagaraja and Premalatha, 2012). Ayrica M, P projektif egrilik ten-
soriiniin sifir olmas1 halinde projektif flat olarak adlandirihr (Yildiz, et al.,

2013).

Tamm 2.2.8. M bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold olmak iizere

C' quasi-konformal egrilik tensorii a ve b sabit degerleri ile
C(X,Y)Z = aR(X,Y)Z+b[S(Y,Z2)X -S(X,2)Y

(YZ)QX 9(X,2)QY] (2.15)
(= W9 (V. 2) X — g(X,2)Y]

n—1

seklinde tanimlanir (Nagaraja and Premalatha, 2012).
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Tanim 2.2.9. M bir (2n + 1)-boyutlu Kenmotsu manifold olmak tizere

1
HX)Y)Z = RX,)Y)Z—-——[SY,2) X -S5(X,2)Y
n—2 (2.16)
+9(Y.Z)QX — g (X, Z) QY]
seklinde tanimlanan H ye konformal egrilik tensorii denir (Nagaraja and Pre-

malatha, 2012).

2.3 Hemen Hemen Degme Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen degme yapilar, hemen hemen degme metrikler ve
hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili tanimlara ve teoremlere yer veril-

migtir.

Tanim 2.3.1. M (2n + 1)-boyutlu manifold, ¢ — (1,1) tipinde tensor
alani, £ vektor alam ve 7 1-form olmak sartiyla eger ¢, &, n icin M iizerinde

herhangi bir vektor alan1 X olmak {izere

=1
772(5) (2.17)
" (X) = =X +n(X)¢
ozellikleri saglaniyorsa o zaman (¢, £, n) yapisina, hemen hemen degme yapisi

denir. M manifoldu da hemen hemen degme manifoldu adim alir (Yano and

Kon, 1984).

Yardimci Teorem 2.3.1. (¢, £, n) hemen hemen degme yapisi igin

i) ¢ = 0
i) n(6X) = 0 (2.18)

iii) rank¢ = 2n

ozellikleri saglanir (Yano and Kon, 1984).
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Tanim 2.3.2.  (¢,£,n) hemen hemen degme yapisi igin M iizerinde

tanmimh bir ¢ Riemann metrigi

i) n(X) = g(X,¢)
i) g(oX,0Y) = g(X,Y)—=n(X)n(Y)

(2.19)

sartlarii sagliyorsa ¢ metrigine hemen hemen degme metrik, (¢,&,n,9) ya-
pisina hemen hemen degme metrik yapisi, M manifolduna da hemen hemen

degme metrik manifold denir (De, 2010).
Sonug 2.3.1. (¢,&,n,g) hemen hemen degme metrik yapist olsun.
g(¢X,Y) = —g(X,¢Y) (2.20)

ifadesi M (2n + 1)-boyutlu hemen hemen degme metrik manifoldu i¢in sonug

niteliginde bir egitliktir (Yano and Kon, 1984).
Tanim 2.3.3. (¢, £, n,g) hemen hemen degme metrik yapisi i¢in
B(X,Y) = g(X,0Y) (2.21)

bigiminde tanimh & doniigiimiine yapinin temel 2-formu denir (Yano and Kon,

1984).

Tanim 2.3.4. (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M
verilsin. Her bir n 1-formu igin n A (dn)" # 0 sart1 saglanir ise n ya M nin
degme yapisi ve M ye de degme manifoldu denir (Yano and Kon, 1984).

Yardimc1 Teorem 2.3.2. (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme

manifoldu M verilsin. M nin bir degme yapisi 7 verildiginde
9 (X,9Y) =dn(X,Y) (2.22)

olacak gekilde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &, n, g) vardir (Yano

and Kon, 1984).
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Tanim 2.3.5. M Riemann metrigi g olan bir Riemann manifoldu ve M
iizerinde bir vektor alan1 X verilsin. M nin her bir noktasinin bir komsu-
lugunda X ile meydana gelen lokal doniisiimlerin lokal 1-parametreli grubu
lokal izometrilerden olusuyor ise X vektor alanina Killing vektor alani adi
verilir. Boylece, X bir Killing vektor alanidir ancak ve ancak Lxg = 0 dir

(Yano and Kon, 1984).

Tanim 2.3.6. Degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) olan (2n + 1)-boyutlu bir
M manifoldu "degme metrik manifold" olarak adlandirihr (Yano and Kon,

1984).

Tanim 2.3.7. (2n+1)-boyutlu degme metrik manifoldu M verilsin. Eger
(¢,€,m,g) hemen hemen degme metrik yapisinda verilen £ vektor alani, g ye
gore bir Killing vektor alani ise o zaman M iizerindeki degme yapisina K-
degme yapist ve M ye de K-degme manifoldu adi verilir (Yano and Kon,

1984).

Yardimc1 Teorem 2.3.3. (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme

manifoldu M verilsin. ¢ — (1,1) tipinde tensor alani ve n 1-form olmak iizere

(Vxo)Y = VxoY —¢(VxY)
(Vxn)Y = Vxn(Y)—n(VxY)

(2.23)

saglanir (Shukla and Singh, 2010).

2.4 Kenmotsu Manifoldlar: ve Ricci Soliton

Bu kisimda Kenmotsu manifoldlar1 ve Ricci Solitonlar hakkinda genel bir
bilgilendirme yapilmigtir. Bunun yani sira ¢caligmanin ilerleyen boliimlerinde

yararlanilacak olan tanmimlar ve teoremler verilmistir.
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Tanim 2.4.1. 'V Riemann koneksiyon olmak iizere (¢,&,7n,g) hemen
hemen degme metrik yapisina sahip herhangi bir M hemen hemen degme

metrik manifoldu

i) (Vx9)Y = g(@X.Y)E—n(Y)o(X)
it) Vx§ = X—n(X)¢

(2.24)

sartlarim sagliyorsa Kenmotsu manifold olarak adlandirilir (Kenmotsu, 1971).

Tanim 2.4.2. M Kenmotsu manifold olmak iizere R Riemann egrilik

tensori

RIX,Y)Z=g(X,2)Y —g(V,2)X (2.25)

seklinde tanimlanir (Nagaraja and Premalatha, 2012).

Sonug 2.4.1. M Kenmotsu manifoldunda R Riemann egrilik tensorii

olmak {izere
n(R(X,Y)Z)=g(X, Z)n(Y) - g (Y, Z)n(X) (2.26)
seklinde ifade edilir (Nagaraja and Premalatha, 2012).

Yardimci Teorem 2.4.1. M Kenmotsu manifoldunda 7 1- form olmak

{izere
(Vxn)Y =g (X, ¢Y) (2:27)

saglanir (Nagaraja and Premalatha, 2012).

Sonug 2.4.2. M Kenmotsu manifoldunda R Riemann egrilik tensorii

olmak iizere

i) R(X,Y)E = n(X)Y —n(Y)X
i) REX)Y = n(Y)X —g(X.Y)¢ (2:28)
i) R(EX)E = X —n(X)E

esitlikleri yazihr (Nagaraja and Premalatha, 2012).
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Tanim 2.4.3. M Kenmotsu manifold olmak iizere () Ricci operatorii X

vektor alani cinsinden
QX =nX){—-A+1)X (2.29)
seklinde tanimlanir (Nagaraja and Premalatha, 2012).

Sonug 2.4.3. M Kenmotsu manifold olmak iizere () Ricci operatorii £

vektor alanm cinsinden
QRE =X (2.30)

seklinde verilir (Nagaraja and Premalatha, 2012).
Tanim 2.4.4. M Kenmotsu manifold olmak iizere 7 skaler egriligi
T=-M—(n-1) (2.31)
seklinde tanmimlanir (Nagaraja and Premalatha, 2012).

Tanim 2.4.5. M Kenmotsu manifold olmak iizere herhangi X ve Y

vektor alanlar: icin
SXY)=n(X)n(Y) - (A+1g(X,Y) (2.32)

seklinde tanimlanan S ye Ricci egrilik tensorii adi verilir (Nagaraja and Pre-

malatha, 2012).

Sonug 2.4.4. M Kenmotsu manifold olmak iizere S Ricci tensorit X ve

¢ vektor alanlar1 cinsinden

S(X,8) = —An(X) (2.33)

seklinde yazilir (Nagaraja and Premalatha, 2012).
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Tanim 2.4.6. (M, g) bir Riemann manifold, V' bir vektor alani, S de M
iizerinde bir Ricci tensor, A sabit bir deger ve ¢ bir Riemann metrik olsun. g

metrigi

Lvg+25+2\g=0 (2.34)

sartin1 saghiyorsa (g, V, \) tigliisiine Ricci soliton denir. Burada Ricci solito-
nuna sirasiyla A nin pozitif, negatif ve sifir olmasi1 durumlarinda genisleyen,

daralan ve degismeyen ad1 verilir (Nagaraja and Premalatha, 2012).

2.5 Semi-simetrik Metrik Olmayan Koneksi-
yonlu Kenmotsu Manifoldlar

Bu kisimda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu manifold-
lar1 ve Ricci solitonlar hakkinda genel bir bilgilendirme yapilmigtir. Bunun
yani sira ¢alismanin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan tanimlar ve teo-

remler verilmistir.

Tanim 2.5.1. M herhangi bir Kenmotsu manifold, V Riemann konek-

siyon ve 1 1-form olmak iizere
VxY = VxV +9(Y)X (2.35)

seklinde tanimlanan v ye semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon adi verilir

(Agashe and Chafle, 1992).

Yardimci1 Teorem 2.5.1. M semi-simetrik metrik olmayan konek-
siyonlu Kenmotsu manifold, & M manifoldu iizerinde taniml karakteristik

vektor alani, V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon, ¢ — (1,1) tipinde
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tensor alan1 ve X, Y M {izerinde herhangi birer vektor alani olmak {izere

i) (vxﬂi)Y = (X, Y)E -2 (V)X (2.36)
i) Vxé = 2X —n(X)¢

olur (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Yardimci Teorem 2.5.2. M semi-simetrik metrik olmayan koneksi-
yonlu Kenmotsu manifold, V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon, 7

1-form ve XY M iizerinde herhangi birer vektor alani olmak iizere

(Vxn) Y = g(oX,0Y) (2.37)
esitligi ifade edilir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Tanim 2.5.2. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu

manifold olmak iizere R Riemann egrilik tensorii

RIX.YVZ = 2g(X,2)Y —g(Y,2) X
+n(Y)n(Z2)X —n(X)n(Z2)Y}

(2.38)

seklinde tanimlanir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Sonug 2.5.1. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu

manifold olmak tizere R Riemann egrilik tensorii hakkinda

i) R(X,)Y)¢ = 0
i) REX)Y = =2{g(Y,2)6=n(Y)n(2)¢} (2:39)
i) R(E,X)E = 0

esitlikleri saglanir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Tanim 2.5.3. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu

manifoldunda herhangi bir X vektor alan igin @ Ricci operatorii

QX =—A+2)X+n(X)¢ (2.40)
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seklinde tanimlanir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Sonug 2.5.2. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu

manifoldunda ¢ karakteristik vektor alan igin é Ricci operatorii

Q¢ =—(A+1)¢ (2.41)

dir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Tanim 2.5.4. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu

manifold olmak {izere T skaler egriligi
F=- n—(n—-1)> (2.42)
seklinde tanimlanir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Tanim 2.5.5. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu

manifoldu olmak iizere S Ricci egrilik tensorii

SXY)==-A+2)gXY)+nX)n(Y) (2.43)
dir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).

Tanim 2.5.5. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu
manifoldu tizerinde R Riemann egrilik tensorii ve {ey, ..., e, }, (M) nin bir

bazi olsun. VX,Y € y (M) igin S Ricci egrilik tensorii
S(X,Y) =) g(R(e;, X)Y,e;) (2.44)
i=1
olarak tanimlanir (Agashe and Chafle, 1992).

Sonug 2.5.3. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu Kenmotsu

manifoldunda tanimh X ve £ vektor alanlar: igin S Ricci egrilik tensorii
S(X,8) ==+ 1)n(X) (2.45)

seklinde yazilir (Yildiz and Cetinkaya, 2013).
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BOLUM 3

KENMOTSU MANIFOLDLARINDA RICCI
SOLITONLAR ve BAZI EGRILIK
SARTLARI

Bu boliimde Kenmotsu manifoldlar: iizerinde baz1 egrilik carpimlar1 ve bu
carpimlara bagh olarak Ricci solitonlar ile ilgili sonuglar ve teoremler incelen-

mistir.

3.1 Daralan Ricci Solitonlar

Bu kisimda A < 0 olma sartina bagh olarak Ricci solitonlar hesaplanmigtir.

(2.15) esitliginde Z = ¢ degisikligi uygulanirsa

C(X,Y)E = aR(X,Y)E+b[S(Y,6) X — S (X, 6)Y
+9(Y,6) QX — g (X,€) QY] (3.1)

T

— (= W) g (V. X —g(X.OY]

elde edilir. (3.1) esitliginde (2.28), (2.29) ve (2.33) ifadeleri kullanilarak

C(X.Y)E = alp(X)Y =n(¥) X]+ - ("= +2) n(X) Y —n (V) X]
FHAn (V) X 40 (V) (0(X)€ = (A + 1) X)

A (X)Y =n(X)(n(Y)E—(A+1)Y)]
(3.2)

bulunur. (3.2) denklemi diizenlenirse

C(X.Y)E = alp(X)Y =n(¥) X]+ (=== +2) [n(X) Y = (V) X]

A X)Y —n(Y)X]+b(A+1)[n(X)Y —n(Y) X]
(3.3)
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yazilir. (3.3) esitliginde gerekli iglemler yapilirsa

CX,Y)E=latb@A+1)+ (

n n_1+26)][ n(X)Y —n(Y)X] (34)

bulunur. (2.15) ve (2.19) esitlikleri yardimiyla

n(C(X,Y)Z) = g(aR(X,Y)Z+b[S(Y,2)X —S(X,2)Y
+9(Y,2) QX — g(X,Z) QY] (3.5)

_%(nil +2b)[g(Y,2) X — g(X,Z)Y],¢)

elde edilir. Metrigin lineerlik 6zelligi ve (2.9) ifadesinin (3.5) denkleminde

kullanilmasiyla

n(C(X,Y)Z) = an(R(X,Y)Z) = (== +2)[g (¥, Z)n(X)
~g(X, 2)n (V)] + IS (Y. 2) 1 (X) = S (X, 2)n (V)

+g(Y7Z)S(Xa€> _9<X7 Z)S(Kf)]
(3.6)

yazilir. (3.6) esitliginde (2.26), (2.32) ve (2.33) ifadeleri kullanilirsa

1(C(XY)Z) = alg(X.2)n(Y) =g (Y, Z)n(X)]
— (L W) [ (V. 2)n (X) — g (X, Z)n (V)
0 (X) 0 (V)0 (2) = A+ 1) g (V. 2) 5 (X)
=0 (X)n(Y)n(2)+ (A +1) g (X.2) ()
+9(Y.Z)n(X) = A+ 1 g (V. 2)5 (X)
~9(X.2)n(Y) + A+ 1) g (X, Z)n (V)

(3.7)

bulunur. (3.7) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa

1(C(XY)Z) = —alg(Y,Z)n(X) — g (X, Z)n(Y)]
— (A 1)blg (V. 2)n(X) — g (X, Z)n (V)
— L (= +2) [§ (V. 2)n (X) = g (X, Z)n(Y)]

(3.8)
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olur. (3.8) esitligi diizenlenirse
n(C(X,Y)Z) = —la+b@A+1)+ %(% +2b)[g (Y, Z)n (X)
-9 (X, Z)n(Y)]
(3.9)
bulunur.

Kabul edelim ki M Kenmotsu manifoldu i¢in
R(&,X)C=0 (3.10)

sart1 saglanmig olsun. V X, Y, Z W € y (M) i¢in

REX)CY.Z)W = C(R(EX)Y,Z)W+C(Y.R(§X)Z)W
+C (Y, Z)R(&, X)W + (R(£,X)O) (Y, Z)W
oldugundan
0 = REX)CY,2)W -C(R(EX)Y,Z2)W
~C(Y,R(E,X)2)W —C(Y,Z)R(£, X)W
esitligi yazilabilir. (3.11) denkleminde (2.28) ifadesi kullanilirsa

(3.11)

0 = n(CY.2)W)X —g(X,.C(Y.Z)W)¢
~CY)X —g(X.Y)EZ)W = C(Yn(2)X —g(X, 2)§)W
~C(Y,Z)(n(W) X — g (X, W)§)
(3.12)

olur. (3.12) esitligi diizenlenirse
0 = n(CY,2)W)X —g(C(Y,Z)W,X)E—n(Y)C (X, Z)W
+9(X,Y)C(&EZ)W —n(Z)C (Y, X)W +g(X,Z)C (Y, ) W
—n(W)C(Y,2) X + g (W, X)C(Y,2)¢
(3.13)

elde edilir. (3.13) ifadesinin iki tarafi da ¢ ile i¢ ¢arpilirsa
0 = n(CE.2)W)n(X)=n¥)n(C(X,2)W) +g(X, 2)n(C(Y.,E) W)
+g (X, Y)n(C (& 2)W) =0 (Z)n(C (Y, X)W) = g(C (Y, Z) W, X)
—n (W)n(C (Y, Z) X) + g (W, X)n(C (Y. Z) §)
(3.14)
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bulunur. (3.9) ifadesi (3.14) denkleminde kullanilirsa

0 = —77(X)[a+b(2)\+1)+%( -

1+ 20llg (Z.W)n(Y)

—g (Y, W)n(2)] = g(C (Y, 2) W, X) +0(Y)la+b(2A +1)

(g 20)] [ (Z2W) 0 (X) — g (X W) 5 (2)]
—g(X.YV)[a+b2A+1)+ %(ni -+ 2)|lg (2, W)

a

0 (W)n(Z)] +0(Z)la+b@A+1) + (-~ +20)

(3.15)
g (X, W)n(Y) =g (Y, W)n(X)] —g (X, Z)[n(W)n(Y) -
gV, Wa+b@r+1)+ 22

n n—

Fn(W)fa+b(2A+1) + = (——+2)]lg (X, Z) n ()

-+ 20)]

—g (Y, X)n(2) —g(W, X)[a+b(2A+1)

+20)] [0 (Z)n (V) —n (Y)n(Z)]

+T( a
nn—1

elde edilir. (3.14) ifadesinde gerekli iglemler gergeklegtirilir ve esitlik diizen-

lenirse

0 = g(C (V. Z)W.X) +[a+bA+ D9 (X.Y)g (W.2)
~9(X.2)g(V. 2+ [ + W (X V) g(W.2)  (3.16)
_9<X7Z)9(Y7Z)}

bulunur. (2.15) ifadesi (3.16) denkleminde yerine yazilirsa

0 = g(aR(Y,Z)W +b[S(Z, W)Y —=S(Y,W)Z
+g (Z7 W) QY - g(Y7 W) QZ]
— (= 2 [g (2 W)Y — g (V. W) 2], X) (3.17)

atb@A+1) + %(% )9 (X,Y) g (W, Z)
_9<X7 Z)g(Y,Z)]
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bulunur. (3.17) esitliginde metrigin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

0 = ag(R(Y.Z)W.X)+b[S (Z,W)g(Y.X) = S (Y, W) g(Z, X)
+9(Z,W) g(QY. X) = g (Y, W) g(QZ, X)]
— (S W[ (Z W) gV X) — g (W) g(Z, X)) (3.18)
Hla+b@A+1) + ~ (= +2)]lg (X, Y) g (W, 2)
~9(X.2)g(¥.2)]
olur. (3.18) esitligi diizenlenirse
0 = ag(R(Y.Z)W,X) +b[S(Z,W) g(Y. X) = S (Y, W) g(Z. X)
+9(Z,W)S (X.Y) =g (Y. W) S (Z,X)] (3.19)
+la+b(2A+1)][g(X,Y)g (W, 2) —g(X, Z2) g (Y, W)
elde edilir. (3.19) denkleminde X =Y = ¢; degisikligi yapihr ve i = 1,2, ..., n

i¢in toplanirsa

= GZQ( (e:, )W€1)+bZ[ (Z, W) g(ei e;) = S (e, W) g(Z, €:)

+g (Zv W) (62762) (6“ )S(Z7 6,)]
+[a+0b(2X +1)] Z:l 9 (ei,e)) g(W, Z) — g (ei, Z) g (ei, W)]
. (3.20)

yazilir. (2.11), (2.7), (2.12) ve (2.31) ifadeleri (3.20) denkleminde kullanilirsa

0 = aS(ZW)+bnS(Z,W)—2bS(Z, W)
Fla+b@A+ D] (n—1)g(W,2) +b[-n(A+ 1)+ 1] g (W, Z)

veya

0 = [a+(n—=2)b]S(ZW)+a+b2X+1)](n—-1)g(W,2)

(3.21)
+o[-n(A+1)+1]g (W, 2)
bulunur. (3.21) esitligi diizenlenirse
[a+(n—=2)b]S(Z,W) = {=[a+b(2X+1)](n—1) (3.22)

—b[=n(A+1) +1]}g (W, Z)



24

elde edilir. (3.22) denkleminde Z = W = ¢; degisikligi yapihir vei = 1,2, ...,n

icin toplanirsa

l[a+ (n—2)0] Z S(e,er)=—la+b2A+1)](n—1)g(e;e1)  (3.23)

yazilir. (3.23) ifadesinde (2.12) ve (2.31) esitlikleri kullanihirsa
[a+(n—2)b[-n(A+1)+1]=—a+b2A+1)](n—1)n

bulunur. (3.24) esitligi diizenlenirse

A2n(n—1)+nla+(n—=2)b]) = (a+b)n(n—1)
—la+(n—2)bl(n—1)

olur. Eger [a + (n — 2)b] = 0 sart1 saglanirsa

(n—1)

A= —
2

elde edilir. (3.26) esitligine gore n > 2 igin A negatif degerler alir.

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Buna gore elde edilen bu hesaplar yardimiyla agsagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 3.1.1. Quasi konformal semi-simetrik Kenmotsu manifoldu M

iizerinde n > 2 i¢in Ricci soliton, [a + (n — 2) b] = 0 sart1 saglandig1 takdirde

daralandir (Nagaraja and Premalatha, 2012).

3.2 (enisleyen Ricci Solitonlar

Bu kisimda A > 0 olma sartina bagh olarak Ricci solitonlar hesaplanmigtir.

(2.14) ifadesinde X = ¢, Y = X ve Z =Y degisiklikleri yapilirsa

PEX)Y = n(V)X —g(X. V)€~ ——{-Ag(X, V)¢

—n(Y)n(X)§—A+1)n )X}

(3.27)



25

yazilir. (3.27) esitligi diizenlenirse

1
PEX)Y = —{[0+2-n)g(X,Y)—n(Y)n(X
€)Y = Tl0 2 meXY) a0
—A+1=—n)nY)X}
elde edilir. (3.9) ifadesinde X = ¢, Y = X ve Z =Y degisiklikleri yapilirsa
. T, a
n(CX)Y) = la+b@2A+1)+ —(——+20){n(X)n (Y
(CEX)Y) = farbr D+ T MI 00
bulunur. Ayrica (3.9) ifadesine Z = ¢ degisikligi uygulanirsa

(C(XY)E) = la+br+ (=== +2){n(X)n(Y)

—n(Y)n(X)}+b[S (Y, n(X) — 5 (X,&)n(Y)]
(3.30)

elde edilir. (3.30) denkleminde (2.33) ifadesi kullanilir ve esitlik diizenlenirse

n(CXY)E) = +b[=M(X)n(Y)+ My (X)n (V)]
veya
n(C(X,Y)€) =0 (3.31)

bulunur.

Kabul edelim ki M Kenmotsu manifoldu i¢in
PX)C=0 (3.32)

sart1 saglanmig olsun. V X, Y, Z W € M igin

PEX)C(Y,2)W = C(PEX)Y,Z)W+C(Y,P(EX)Z)W
+C (Y. Z)P(E X)W+ (P(£,X)C) (Y. Z2)W

oldugundan

0 = PEX)CY, )W -C(P(EX)Y,Z2)W

) ) (3.33)
—C(Y,PEX)2)W —C(Y,Z)P (6, X)W
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esitligi yazilabilir. (3.28) ifadesi (3.33) denkleminde kullanilirsa

veya

! )W) — 4 (C (Y, 2)W) (X)) ¢

n_l{[()\+2—n) ( C (Y,
—(A=n+1)n(C( )X}——10([(A+2—n)g(X,Y)
—(1)()K A=n+1)n(Y)X, Z2)W
CY,[(A+2-n)g(X,2) —n(Z)n(X)]§
)
)

n —

s 0o X)W = 0 (¥, 2) (A +2 - 0) g (X, 1)

= (W)n (X)) = A =n+1)n(W)X)

(A+2-n)g(X,C(Y,2)W) —n(C(Y,Z)W)n(X)]¢
—A=n+)n(CY,Z2)W)X —{(A+2-n)g(X,Y)
—n(Y)n(X)}C (&)W +A—n+1)n(Y)C(X,Z)W

— (A +2-n)g(X,2) =n(Z)n(X))C (Y, ) W (3.34)
+A=n+D)n(2)C (Y, X)W

—[A+2-n)g (X, W) =n(W)n(X)]C(Y,2)¢

(A

+A=n+1)nW)C(Y,2)¢

elde edilir. (3.34) esitliginin iki tarafi da ¢ ile i¢ ¢arpilirsa

0

= A 2-n)g(X,C(Y,Z)W)—n(CY,Z)W)n(X)

—n+1)n(C(Y,2)W)n(X)
+A=n+1)n(C(X,2)W)n(Y)
XY)=n(Y)n(X)]n(C & 2)W) (3.35)
X, Z) = (Z)n (X)]n (C(Y,E) W)
+A=n+1)n(CY.X)W)n(2)

—~

— (A
(
—[(A+2-n)g
—[(A+2-n)g
+(
+(A

—n+ 1) (C(Y.2) X) 5 (W)
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bulunur. (3.9) ifadesi (3.35) denkleminde kullanilirsa

0= A+2-n)g(X.CY,Z)W)

a

— (2= m) [at DA+ — (= + 2W)][g (V) (X) 5 (2)

—g9(ZW)n(X)n (V)] = (A +2=n)b[S (Z,W)n(X)n(Y)

=S, W)n(X)n(2)] = [A+2-n)g(X,Y)

a

(V)0 (X)a+ Z(—2— 4 26|l (W) 5 (2Z) — g (Z,W)]

nn—1
+b[S(Z, W) +2xn (W) n (Z2)]}

—i—()\—l—l—n){[a—&—b)\—i—%(ni

T+ 20)|lg (X, W)n (Y)n(Z)

—g(Z,W)n(X)n(Y)]
O[S (Z,W)n(X)n(Y) = S(X. W)n(Z)n(Y)]} (3.36)

—{[A+2-n)g(X,2) —n(Z)n(X)][a+ bA

T a
o
n n—

7 20l (Y, W) =0 (Y)n (W)] = 0[S (Y, W)

+A(W)n(Y)]}+ (A +1—=n){[a+ bA

T a
+2(
n n—

T 20l VW) 0 (X)n (Z) — g (X, W)n(Z)n(Y)]

HO[S (X, W) (Z)n (V) = SV, W)n(2)n(X)]}

+(/\+1—n){[a+b>\+%(ni

7 +20)][g Y, X)n (W)n (Z)

—9(Z, X)n(W)n(Y)]

O[S (2, X)n(W)n (V) = SV, X)n (Z)n (W)}
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olarak yazilir. (3.36) ifadesinde gerekli iglemler yapilirsa

0 = A +2-n)g(X,CY.2)W) +bXg(Z,W)n(X)n(Y)
—g(Y,W)n(X)n(Z)} +{(A+2—n)(a

+%(ni ) — (A +1—=n)(a+bX
= (= + 25)}g (2, X)n (W) 5 (V)

—g (Y, X)n(W)n(Z)] (3.37)

+ (A +2 =) (a+ S(—= +20))[g (V. X) g (Z.W)

n n—

—g(Z, X)g(Y, W)+ (AN+2—=n)blg(Z,X)S(Y,V)
—g (Y, X)S(Z,W)]+(A+1-=n)b[S(Z,X)n(W)n(Y)
=S (Y, X)n(W)n(Z)]

elde edilir. (3.37) esitligi

T a
= —_— 2
k (a+bTA+g(n_1+ b))
I = — 20
(a+n(n_1+ )

olacak sekilde yeniden diizenlenirse

0 = AN+2-n)g(X,C(Y,2)W) +bXg(Z,W)n(X)n(Y)
—g (Y W)n(X)n(Z)} +[(A+2—n) (I +20A)

—A+1=n)k{g(Z, X)nW)n(Y)—g Y, X)n(W)n(Z)}
FA+2=n)llg(V,X)g(Z,W)—g(Z,X)g(Y,W)]
+A+2-n)b[g(Z,X)S(Y,W)—g(Y,X)S(Z,W)]
FA+1=n)b[S(Z, X)n(W)n(Y) =S¥, X)n(W)n(2)]

(3.38)

bulunur.

(3.38) denkleminde bulunan g (X, C (Y, Z) W) ifadesi (2.15) esitligi yardi-
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miyla

g(X.C(Y,Z)W) = g(aR(Y,Z)W +b[S(Z,W)Y —S(Y,W)Z
+9(Z,W)QY —g(Y,W)QZ]
—L ()9 (Z, W)Y = g (Y, W) Z), X)

nn—1

veya

g(X.C(Y,Z)W) = ag(R(Y,Z)W,X)
+b[S(Z,W)g(X,Y) =S (Y, W)g (X, Z)

+g (Z,W)S (Y, W) =g (Y, W) 5(Z,X)]  (3.39)
L) (2 W) g (X,Y)
—g(Y;W)g (X, 2)]

seklinde hesaplanir. (3.39) ifadesi (3.38) denkleminde yerine konulursa

0 = AN+2—n){ag(R(Y,Z)W,X)
O[S (2,W) g (X,Y) = S (Y, W) g (X, Z)
+g(ZW)S(X,)Y)—g(Y,W)S(Z, X)]
— (= + )G (ZW) g (X.Y) — g (VW) g (X, 2)]}
FIA+2=n) ([ +260) — (A +1—=n)K {g(Z, X)n(W)n(Y)
—g (Y, X)nW)n(Z)} +0A(g (Z,W)n(X)n(Y)
—g (Y. W)n(X)n(2))

+()\+2—n)l[g(Y,X)g(Z,W)—g(Z,X)g(Y,W)]

+A+2=—n)blg(Z, X)S(Y,W)—g(Y,X)S(Z,W)]

+A+1=n)b[S(Z,X)n(W)n(Y) =S, X)n(W)n(Z)]
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veya

0 = A+2—n)ag(R(Y,Z)W,X)
+(A+2=n)b[S(Z,W)g(X,Y)—S(Y,W)g(X,2)
+bl (g (ZW)n(X)n(Y) =g (Y, W)n(X)n(Z))
+(A+2=n)blg(Z, W) S (X,Y)—g(Y,W)S(Z X))
FA+2-n)(a—-1)[g(ZW)g(X,Y)—g(Y,W)g(X,Z)]
A +2=n) (I +260) — (A +1=n)E|[g(Z, X)n(W)n(Y)
—g (Y. X)n(W)n(Z)]+ (A+2—-n)l[g(ZW)g(X,Y)
—g (Y, W) g (X, 2)]
+A+2=n)b(S(ZW)g(X,Y)-S(Y,W)g(X,2))

+A+1=n)b[S(Z,X)n(W)n(Y) =S, X)n(W)n(2)]
(3.40)
yazilir. (3.40) esitliginde gerekli iglemler yapilirsa

0 = AN+2—n)ag(R(Y,Z)W,X)+(A+2—n)blg(Z,W)S(X,Y)
_9<Y7W)S(Z’X)]
+0l (g (Z,W)n(X)n(Y) =g (Y, W)n(X)n(Z))

[g(

+A+2—-n)alg(Z
+A+1=n)b[S(Z,X)n(W)n(Y) - S, X)n(W)n(Z)]

7W)9<X7Y)_9(Y7W>9(X’Z>]
+[(A+2=n)(l+20N) — A+1—=n)Ek|[g(Z, X)n(W)n(Y)

—g (Y, X)n(W)n(Z)]
(3.41)

seklinde ifade edilir. (3.41) denklemine X =Y = e; degisikligi uygulanir ve
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1 =1,2,...,n i¢in toplanirsa
0 = A+2—n)ad g(R(e, 2Z)W,e;)
i=1

A2 )b [0 (Z, W) S (eires) — g (e, W) S (Z,e,)]

+bé (9 (Z.W)n (e 1 (e:) — g (e, W) (e) n (2))
+(A+2-n) z 9(Z,W) g (eires) — g (er, W) g (er, Z)
+(A+1-n) bz S (Z,es)n (W) (e) — S (es, e) 1 (W) (Z)]

n

A+ 2=n) (14 202) = A+ 1=n) k] {9 (Z, e) n (W) n (i)
=g (e e) n(W)n(Z)]

(3.42)
yazilir. (2.11), (2.7), (2.12) ve (2.31) ifadeleri (3.42) denkleminde kullanilirsa
0 = A+2—n)aS(ZW)+A+2—n)b(rg(Z,W)—S(Z,W))
+0L (g (Z,W) =n(W)n(2)) + (A+2=n)a(n—1)g(2Z,W)

+A+1=n)b(=An(W)n(2) =m0 (W)n(Z))
+[A+2=n)(+20AN) —A+1—=n)k](n—1)(n(W)n(Z))

(3.43)
elde edilir. (3.43) esitligi diizenlenirse
0 = A+2-—n)(a—0)S(Z,W)+[(A+2—n)br + DA
T(A+2- “Vg(Z,W
(2= n)a(n—1)g(Z,W) o

—{oA+(n—1[A+2—=n)1+2b)\) — (A +1—n)k]
+A+1=—n)br+AXA+1—n)ton(W)n(Z)
bulunur. (3.44) ifadesinde Z = W = ¢; degisikligi uygulanir ve i = 1,2, ..., n

icin toplanirsa

n

0 = ()\+2—n)(a—b)25(ei,ei)+[()\+2—n)b7'+b)\

+()\+2—n)a(n—1)];:19(@,@)—{1))\
+(n—=1D[A+2=n)l+20)\) — (A+1—n)k]
+()\+1—n)b7+)\(/\+1—n)}bin(ei)n(ei)
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veya

0 = A+2—n)(a=b)7+[(A+2—n)br + b\
+A+2—n)a(n—1)n]
—[bA+ (n—1) [(A+2 —n) (I + 2b))
—A+1=—n)kl+A+1=n)br +AX(A+1—n)D]

(3.45)

elde edilir. a+ (n—1)b = 0 alinir ve (3.45) denkleminde gerekli iglemler
gerceklestirilirse
ot =304 2n% -1

nd—n?2—n

A

(3.46)
bulunur. (3.46) esitligine gore n > 3 igin A pozitif degerler alir.

Buna gore elde edilen bu hesaplar yardimiyla asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 3.2.1. n—boyutlu M Kenmotsu manifoldunda P(¢, X)C = 0
sartinin saglandigi kogullarda n > 3 igin Ricci soliton genigleyendir (Nagaraja

and Premalatha, 2012).

3.3 Degismeyen Ricci Solitonlar
Bu kisimda A = 0 olma sartina bagh olarak Ricci solitonlar hesaplanmigtir.

(2.16) ifadesinde X = ¢, Y = X ve Z =Y degisiklikleri yapilirsa

HEX)Y = REX)Y — —[S(X,Y)E~S(EY)X

+9(X,Y)QE —g(8,Y)QX]

yazilir. (2.28), (2.32) ve (2.33) esitlikleri (3.47) denkleminde kullanilirsa

(3.47)

HEX)Y = 5(V)X —g(X,V)& - —[(X)n(¥)¢

—A+ D g(X, ) E+ M) X —Ag (X, Y)e  (348)
—n(Y)n(X)E+ A+ 1)n(Y)X]
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bulunur. (3.48) ifadesi diizenlenirse

1
HEX)Y = n(Y)X —g(XYV)E~ —5 2A+ 1) [n(Y) X - g(X,Y)¢]
(3.49)
elde edilir. (3.49) esitliginin her iki tarafi £ ile i¢ carpilirsa

HEX)Y) = 7()n(X) =g (X,Y) = —— @A+ 1) [1(X)n (V)

(3.50)
bulunur.
Kabul edelim ki M Kenmotsu manifoldu i¢in
H(X)S=0 (3.51)
sart1 saglanmig olsun. V X, Y, Z, W € M igin
SH(EX)Y, Z2)+ 5V, H(§,X)Z) =0 (3.52)
yazilir. (2.32) ifadesi (3.52) denkleminde kullanilirsa
0 = W(HEX)Y)0(Z) - A+ 1 g(H(EX)Y.2) )

seklinde ifade edilir.  (3.49) ve (3.50) ifadeleri (3.53) denkleminde yerine

yazilirsa

1 = (V)0 (X)n(2) - g (X.V)n(2)
@A) [ ()0 (V)0 (2)
|+ (V)0 (X)n(2) ~ g (X, Z)n(Y)
)

5 (2A+
—g(X,Y)n(Z
+ 1) (X)n(YV)n(Z) —g (X, 2)n (V)]

1
——F(2X
—

)
5 1

T2 = (O ) (V)g(X.2)~g(X.V)n(2)
A (V) 9(X, 2)
g (X,Y)0(2)] +0(2)g(X,Y) ~ g (X, 2)n(¥)

A D) g (X,Y) ~ g (X, Z)n (V)
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olmak {izere

Tl = T2 (3.54)

elde edilir. (3.54) esitligi diizenlendigi takdirde

0= 2= 22 n (X)) + 1+ 2 D (X, v)n(2)
e (3.55)
HT+ g (X, 20 (Y)

n—2
bulunur. (3.55) ifadesinde X =Y = ¢; degisikligi yapilir ve i = 1,2,...,n

i¢cin toplanirsa

0= [2- 1220 (ei)n(e)n(Z2) + (=14 )29 (eiei)n(Z)
n—23 n—2%0
20 +1. 2
+(-1+ )29 (i, Z)n (e:)
n—2"%0
(3.56)
olur. (3.56) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
4N+ 2 220 +1 220 +1
2 — Z -1 Z -1 Z) =0
2= 2 (2) 4 (=14 o (2) + (<14 g (2)
veya
4N+ 2 22 +1
2 — 1) (-1 Z) = .
- ) (1 () =0 (357)
elde edilir. (3.57) esitliginde
n(Z) #0
oldugundan
4N+ 2 220 +1
2— 1) (-1 = .
2= 2 1) (-1 + 2 = (359)
bulunur. (3.58) ifadesi diizenlenirse
2n\ — 2\ 2—4n+3
- o (3.59)

n—2 n—2

veya

2X(n—1)=(n—-3)(n—1) (3.60)
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yazilir. (3.60) esitliginde A yalniz birakilirsa

(3.61)

elde edilir. (3.61) ifadesine gore n = 3 i¢in A = 0 olur.

Buna gore elde edilen bu hesaplar yardimiyla agagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 3.3.1. M 3-boyutlu Kenmotsu manifoldunda Ricci soliton
degismeyendir ancak ve ancak H (£, X) S = 0 dir (Nagaraja and Premalatha,
2012).



36

BOLUM 4

f-KENMOTSU MANIFOLD VE RICCI
SOLITONLAR

Bu boliimde, f-Kenmotsu manifoldlar1 ve bu manifoldlar iizerinde Ricci
solitonlar incelenmigtir. ~ Ayrica bunlarla ilgili temel tanim ve kavramlar
verilerek manifold {izerinde baz1 egrilik sartlar1 ispatlanmigtir. Daha sonra

f-Kenmotsu manifoldunda bir ¢rnek incelenmigtir.

4.1 f-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kisimda f-Kenmotsu manifoldlar ile ilgili baz1 tanimlar verilmig ve bir-
takim sonuclar ile teoremler incelenmisgtir. Bunun yani sira f-Kenmotsu

manifoldlarinda egrilik tensorleri verilmigtir.

Tanim 4.1.1. M bir (2n + 1)-boyutlu tiirevlenebilir (¢, &, 7, g) hemen
hemen degme metrik yapisina sahip hemen hemen degme manifoldu olsun.

Her X, Y € x (M), f € C*®(M,R) ve df An =0 olmak iizere

(Vx@)Y = f(g (X, Y)E—n(Y)¢X) (4.1)

artim saglayan (M, ¢, &, n, g) yapist f-Kenmotsu manifold olarak adlandirihr

$
(Calin and Crasmareanu, 2010).

Tanim 4.1.2. f = « =sabit ve sifirdan farkl ise manifold a«—Kenmotsu
olarak adlandirilir. f = 1 olmasi halinde manifold 1—Kenmotsu bir bagka

deyisle Kenmotsu manifold olarak adlandirihir (Calin and Crasmareanu, 2010).
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Tanim 4.1.3. M bir (2n + 1)-boyutlu f-Kenmotsu manifold olmak tizere

f = 0 6zel durumunda manifold kosimplektik olarak adlandirilir (Yildiz, et

al., 2013).

Tamim 4.1.4. M bir (2n + 1)-boyutlu f-Kenmotsu manifold ve f* = ¢f

olmak tizere

P+ #0

oldugunda manifold regiiler olarak adlandirilir (Yildiz, et al., 2013).

Yardimc1 Teorem 4.1.1. M bir (2n + 1)-boyutlu f-Kenmotsu mani-

foldunda
Vx§=f(X—n(X)¢)

olur (Calin and Crasmareanu, 2010).

Ispat (2.23) ifadesi (4.1) esitliginde kullanilirsa

VxoY —o(VxY) = (g (X, Y)E—n(Y)9X)

(4.2)

(4.3)

elde edilir. (4.3) ifadesinde Y = ¢ degisikligi yapilip (2.17), (2.18) ve (2.19)

ifadeleri kullanilirsa

—0(Vx§) = [f(n(6X)E—oX)

bulunur. (4.4) denkleminde (2.18) esitligi ele alinirsa

¢(Vx§) = [(oX)
yazilir. (4.5) denkleminin iki tarafina da ¢ operatorii uygulanirsa
¢’ (Vx&) = [f(¢*X)
olur. (2.17) ifadesi (4.6) esitliginde kullanilirsa

~Vx&+n(Vx) = f (=X +n(X)E)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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yazilir.  (4.7) denkleminde bulunan 7 (Vx&)¢ ifadesi (2.17) esitligi kul-

lanilarak

n(Vx&)§=9g(Vx¢E 6§ (4.8)

seklinde yazilabilir. (4.8) ifadesi koneksiyonun 6zelligi yardimiyla

n(Vx§) €= Xg(£8)E—9(&Vx)E (4.9)

bigiminde ifade edilebilir. (4.9) denkleminde metrigin simetrik olma ozelligi

ve (2.17) ifadesi kullanilirsa

2n(Vx€)§ = X [1]¢

olur.

X[1]=0
oldugundan
n(Vx§)§=0 (4.10)
elde edilir. (4.10) esitligi (4.7) denkleminde kullanilirsa
Vx¢ = f(X=n(X)¢)

bulunur.

Yardimc1 Teorem 4.1.2. M bir (2n + 1)-boyutlu f-Kenmotsu mani-
foldu ve i 1-form olsun. Her X,Y € x(M) igin

(Vxn)Y = fg(oX, ¢Y) (4.11)

seklinde yazihir (Yildiz, et al., 2013).
Ispat (2.23) ve (2.19) ifadeleri yardimiyla

(Vxn)Y = Vxg(Y,§) —g(VxY,€) (4.12)
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yazilir. (4.12) denklemi koneksiyonun lineerlik 6zelligi kullanilarak
(Vxn)Y =g(VxY, &) +g(Y,VxE) — g(VxY.¢) (4.13)
olur. (4.13) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
(Vxn)Y = g(Y,Vx¢) (4.14)
elde edilir. (4.2) egitligi (4.14) denkleminde kullanilirsa
(Vxn)Y = g, f(X =n(X)¢)) (4.15)
olur. (4.15) ifadesinde metrigin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
(Vxn)Y = flg(X,Y)=n(X)n )]

veya
(Vxn)Y = fg(¢X,0Y)

elde edilir.

Yardimci Teorem 4.1.3. M bir (2n + 1)-boyutlu f-Kenmotsu mani-
foldu, n 1-form ve d diferensiyel operator olsun. Herhangi bir X € x(M)

vektor alani icin
df A\ =0 = df = f'nve X (f) = f'n(X) (4.16)
sonucu ortaya ¢ikar (Olszak and Rosca, 1991).

Yardimci Teorem 4.1.4. M bir 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldunda

R Riemann egrilik tensorii
RXY)E== (4 ) n0)X —n(X)V] (4.17)

seklinde ifade edilir (Calin and Crasmareanu, 2010).
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Ispat (2.6) esitliginde bulunan VxVy¢ terimi (4.2) ifadesi yardimiyla
ViUye = Vx(f (Y —n(¥)6) (418)
seklinde yazilir. (4.18) esitligi koneksiyonun 6zelligi geregi
VxVyE =X ()Y =X(f)n(YV)E+ fVxY = fVxn(Y)¢§ (4.19)

olur. (4.19) denkleminde bulunan fV xn (Y') ¢ ifadesi koneksiyonun 6zelligin-

den faydalanarak

fVxn(Y)§ = [Xn(Y)E+n(Y) fVxE (4.20)
seklinde bulunur. (4.20) ifadesinde (4.2) esitligi kullamlirsa
fVxn(Y)E=fXn(Y)E+n(Y) f(f (X —n(X)E)
veya
fVxn(Y)E= fXn(YV)E+n (V) fPX —n(Y)n(X)f%€ (4.21)
elde edilir. (4.21) esitligi (4.19) ifadesinde yerine yazilirsa

VxVyl = X(f)Y =X (f)n(Y)E+ fVxY — fXn(Y)§

(4.22)
—n(Y) f2X +n(Y)n(X) f%
bulunur. Bu durumda
VYA = Y (DX Y (DUOOE- TN e

+n (X) f2Y =0 (V)0 (X) f%¢
eklinde ifade edilir. Son olarak (2.6) esitliginde bulunan —V[xy){ terimi

E
(4.2) ifadesi kullamlarak

Vg = XY =X, Y]))¢} (4.24)

seklinde yazilir. (4.24) denklemi koneksiyonun &zelligi geregi

—Vixyil = —f{VxY = Vy X —n(VxY){+n(Vy X))
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veya
—Vixyi§ = —fVxY + fVy X + fn(VxY)§ — fn(VyX) € (4.25)

olur. (4.25) esitliginde fn (VxY')¢ ifadesi (2.23) denklemi kullanilarak

m(VxY)& = f(Vxn(Y))E—f(Vxn)YE (4.26)

seklinde ifade edilir. (4.26) denklemi koneksiyonun ozelligi ve (4.11) esitligi
yardimiyla

I(VXY)E = fXp(Y)€~ 29 (X, 0Y)€ (4.27)

bigiminde yazilir. (4.27) esitligine X =Y ve Y = X degisiklikleri uygulanirsa

—f(VyX) €= —fYn(X) €+ f2g (60X, 0Y) € (4.28)

olur. (4.27) ve (4.28) ifadeleri (4.25) denkleminde yerine konulursa

—Vixyié = — VXY + [Vy X+ fXn(Y)E— fPg(oX,9Y)¢
—fYn(X)E+ fPg (X, 0Y)¢E

veya
~Vixyil=—fVxY + fVy X + fXn(Y){— fYn(X)€ (4.29)

ifadesi blunur.  (4.22), (4.23) ve (4.29) esitlikleri (2.6) ifadesinde yerine

yazilirsa

R(X,)Y)E = X(NH)Y =X()n(Y)E+ fVxY = fXn(Y)E—- (V)X
+n (Y)n(X) fPE =Y ()X +Y (f)n(X)€— fVyX
+fYn(X)E+ P (X)Y —n(Y)n(X) f26 = fVxY

+fVy X + fXn(Y)§— fYn(X)§
(4.30)

olur. (4.30) ifadesinde gerekli iglemler yapilirsa

RX,Y)E = X(HY =X ()n(¥V)E-Y (/)X

(4.31)
Y (H)n(X)E+ Pn(X)Y = (V) X
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elde edilir. (4.16) ifadesi (4.31) esitliginde kullanilirsa

R(X,Y)¢ = [nX)Y = fnX)n(¥V)E— fn(Y)X
+f(X)n(YV)E+ FPr(X)Y - (V)X
veya
RX.Y)E==(f"+f)(n(Y)X —n(X)Y)
bulunur.

Bunun yam sira (4.17) egitliginde X = ¢ degisikligi yapilirsa
REY)E=—(fP+f)n(¥V)E-Y) (4.32)
elde edilir. (4.17) ifadesinin iki tarafi da Z ile i¢ garpilirsa
J(RXY)EZ) == (+[) (V) g(X,2) —n(X)g(Y.Z)) (4.33)
bulunur.

Yardimci Teorem 4.1.5. M bir 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldu ve
¢ M manifoldunda karakteristik vektor alani olsun. Her X € x(M) igin S

Ricci egrilik tensorii
S(X,€) = =2 (4 f)n(X) (4.34)
esitligini saglar (Yildiz, et al., 2013).
Ispat (4.33) ifadesinde Riemann metriginin 6zelligi kullamlarak
gRY.X)62) == (FF+f)m(X)g(Y.2) -n(Y)g (X, 2))  (4.35)

yazihr.  (4.35) denkleminde Y = Z = ¢; degisikligi uygulanir ve (2.11)

ifadesinde yerine konulursa

S(X,¢) :Z (f2+ 1) (X)) g (e ei) —nle;)g(X,e;))
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veya

n

S(X, &) =—(*+71) Z (n(X) g (e, e,) —nle,)g (X, e)) (4.36)

i=1

esitligi bulunur. (4.36) esitliginde gerekli iglemler yapilirsa
S(X,8) = =2(f*+ f)n(X)
elde edilir.

Sonug 4.1.1. Yapilan hesaplamalar sonucu elde edilen (4.34) denkle-
minde X = ¢ degisikligi yapilirsa (2.17) ifadesi yardimiyla

S8 =-2("+r) (4.37)
bulunur (Calin and Crasmareanu, 2010).

Yardimci Teorem 4.1.6. M bir 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldunda

¢ karakteristik vektor alan1 olmak tizere () Ricci operatorii

Q¢=-2(f"+f)¢ (4.38)

dir (Calin and Crasmareanu, 2010).
Ispat (4.34), (2.9) ve (2.19) ifadeleri kullamlarak

va da
9(Q6X)=g(=2(f*+1)¢&X) (4.39)
elde edilir. (4.39) esitligi uygun diizenlemeyle
g(QE+2(fP+f)&6X)=0 (4.40)

seklinde ifade edilir. (4.40) ifadesinde

X 40
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oldugundan

Q¢+2(f*+f)€E=0 (4.41)
olur. (4.41) denkleminde Q¢ yalmiz birakihirsa

Q¢=-2(f+1)¢
bulunur.

Yardimci Teorem 4.1.7. M bir 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldu ve
7 skaler egrilik olsun. Her X,Y € x (M) vektor alanlari i¢in S (X,Y) Ricci

egrilik tensorii

S(X,Y) = (%+f2+f’)g(X,Y) . (%+3f2+3f’> D (X)) (V) (4.42)

ifadesine esittir (Yildiz, et al., 2013).

Ispat (4.17) esitligine Y = ¢ degisikligi uygulanirsa

R(X, )&=~ ("+[) (X -n(X)¢) (4.43)

bulunur. (4.43) ifadesinin iki tarafi da Y ile i¢ ¢arpilirsa

g(R(X,&EY) =~ (f*+[) (g(X,Y) = n(X)n(Y)) (4.44)

olarak hesaplanir. Metrigin ¢zelliginden yararlanarak

g(R(X,6)&Y) =g(R(§X)Y,§) = R(£,X,Y.€)

yazilir. (2.13) esitliginde X = &, Y = X ve Z =Y degigiklikleri uygulanip
esitligin iki tarafi da ¢ ile i¢ carpilirsa

g(R(X,6)&Y) = g(§8)S5(X,Y)—g(&Y)S (X, 8 +g (Y, X)5 (&)

~9(X.OS(EY) = 3lg(X.V)g(6.6) — g(X.&) 9 (V.€)
(4.45)
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olur. (4.45) egitliginde (2.17) ve (2.19) ifadeleri kullanilirsa

JR(X,OEY) = S(X,Y)=n(Y)S(X.8)+g(¥.X)S ()
0 (Y)S(&Y) = S (X.Y) = (X)n(Y)]

bulunur. (4.34) ve (4.37) ifadeleri (4.46) denkleminde yerine yazilirsa

(4.46)

g(R(X,0&Y) = SXY)+2(f+f)n(X)n¥)-2(f*+f)g(Y.X)

£2(£2+ ) n(X)n (V) = 5 (9(X.Y) = n(X)n (V)
(4.47)

bulunur. (4.44) denklemi ile (4.47) ifadesi birbirine esitlenirse

—(PH+ N @XY)=n(X)n)) = SXY)+4(2+F)n(X)n(Y)
—2(f2+ ) gV, X)

—5 (@(X.Y) = n(X)n (V)
(4.48)

elde edilir. (4.48) egitliginde S (X, Y) yalniz birakilirsa

S(X,Y) = (f*+ [)[=3n(X)n(Y) + g (Y, X)] + % (g (X,Y) =n(X)n(Y))
(4.49)
bulunur. (4.49) ifadesi diizenlenirse
S(XY) = (5 + 4 g(XY) = (5 +3£ 43 (X))
elde edilir.

Yardimc1 Teorem 4.1.8. M bir 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldu
olsun. Her XY € x (M) vektor alanlar1 i¢in QX Ricci operatorii

QX = (5 + 7+ /)X = (5 +3/2+3/ m(X)¢ (4.50)

seklinde hesaplanir (Yildiz, et al., 2013).
Ispat (2.19) ve (4.42) ifadeleri yardimiyla

S(0Y) = g(G++ )X = (G+3243f (N EY) = 9 (QX,Y) (451)
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olarak yazilabilir. (4.51) esitligi uygun diizenlemeyle

9(QX.Y) = g(G+ 7+ )X = (5 +3£ +3f ME)EY) =0 (452)

seklinde ifade edilir. (4.52) esitliginde metrigin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
T ’ T ’
GQX ~[(G+ 72+ fIX ~ G +32 43/ m(X)EY) =0 (453
yazilir. (4.53) ifadesinde Y # 0 oldugundan

QX — G+ 2+ )X~ (G437 +3/ m(X) ¢ =0 (4.54)

olur. (4.54) denkleminde QX yalmz birakilirsa

QX = (5 + 12+ /)X — (5 +3/* +3f ) (X)¢

bulunur.

Yardimci Teorem 4.1.9. M bir 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldu ol-
sun. Her XY, Z € x(M) igin R (X,Y’) Z Riemann egrilik tensorii

R(X,Y)Z = (%+2f2+2f’) (XAY) Z

T ’
(0487437 {0 (X) (6AY) Z 4 (V) (XA) Z)
(4.55)
seklinde ifade edilir (Yildiz, et al., 2013).
Ispat (4.42) ve (4.50) ifadeleri (2.13) esitliginde yerine konulursa

RIXY)Z = (G+ 2+ gV 2)X = (54372431 )g (Y, Z)n(X) ¢

~G XY+ (5432439 (X, Z)n (V)€
HG+ P49 (ZY)X — (43243 m(Z)n (V) X
~G PG ZX)Y + (5432430 m(2) g (X0)Y

T

—5{9(Y,Z)X—9(X,Z)Y}
(4.56)
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esitligi elde edilir. (4.56) esitliginde gerekli iglemler yapilir ve esitlik diizen-
lenirse
T ’
RXYV)Z = S+ 2)X —g(X.2)Y)
T /
—(5+3/7 431 [ (V. 2)n (X) € =0 (Z)n(X)Y]
T )
—(5+3243f)n(Z2)n (V) X — g (X, Z)n(Y){]

2
(4.57)
bulunur. (2.5) esitligi kullamlarak
gV, 2)X —g(X,2)Y = (XAY)Z
g, 2)E=n(2)Y = (EAY)Z (4.58)

n(2)X -g(X,2)¢ = (XA Z
elde edilir. (4.57) esitliginde (4.58) ifadesi kullanilirsa

R(X.Y)Z = (%+2f2+2f')(XAY)Z

(5 +3£2+3f) {1 (X) (EAY) Z + (V) (XAS) 2}

sonucu ortaya cikar.
3-boyutlu f-Kenmotsu Manifoldu igin Bir Ornek

(z,y,2) R? icin standart koordinatlar olmak {izere
M = {(m,y,z) eR3 z# 0}

3—boyutlu f—Kenmotsu manifoldu olsun. M manifoldu tizerinde

0 0 0

e1= 22—, eg =2 —, e3 = —
x oy 0z

(4.59)

seklinde tanimlanan vektor alanlari her noktada birbirinden lineer bagim-

sizdir. ¢ Riemann metrigi

g(er,es) = glez,e3) =g(er,e2) =0

g (61761) - 9(62762) =49 (63,63) =1



olacak sekilde tammlanmr. VZ € T'(M) igin 1 1-form

n(Z)=g(Z,e3)

bigimindedir. ¢ (1, 1)-tensor alani

¢(€1) = —¢€y, ¢(€2) = €1, ¢(€3) =0
seklinde tamimlanir. O halde
[61762] = €162 — €2€;
0 0 0 0
o 2Y 00y U 5O
- F 5’x(z 5’y) : Gy(z 83:>
0 0 0 0 0 0
_ 29 U 9 O A I N
- 8x8x( )8y+z oz 8y<z>8x -
0 0
o4 Y 49
T fer dy
=0
bulunur. Benzer sekilde
[62,63] = €263 — €362
0, 0 0 0
29, 0y U n0
- 8y(az) 82'(2 8y)
0 0 0 0,60
_ 2 7 2N 22
- dy 0z (2 )8y - 5’,2(5’1/)
0
— —2 R
zay
2
= ——62
z
olarak hesaplanir. Ayrica
[61763] = €163 — €36
0 0 0 0
_ 29,0, J, 50
- c 890(82) 8z(z 81:)
0 0 0 0,0
_ 2 7 T2 2
- c ox 0z (= )8x : 5’2(5’95
0
= —2 R —
Zax
2
= ——61
z

48

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)
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elde edilir. (2.4) egitliginde X =e;,Y = e3 ve Z = 3 i¢in

29 (Ve e3,e2) = e1g(es, ez) +esg (e, e1) — eag (e, e3)
—g (61, [63, 62]) —4g (637 [61, 62]) +9 (627 [61, 63])
2 2
= =9 (e1,e2) — g (es3,0) — 29 (e2,€1)
-0

sonucuna ulagilir. Bu durumda
Veleg = 0, Veleg = =+e; Veya v6163 = teg <464)
sonucu bulunur. X =e1,Y =e3 ve Z = e3 i¢in

29 (Ve,es,e3) = eig(es,es) +esg(es,e1) — esg(er,es)
—g (1, [es, es]) — g (es, [e1, e3]) + g (€3, [e1, €3])
= e (1) —g(e,0) + %9 (es,e1) — %g (e3,e1)
= 0
olur. O halde

Veleg 7’é +es; Ve v61€3 = 0 veya Veleg = =+ (465)
verilir. X =e1,Y =e3, 7 = e i¢gin

29 (Vees,er) = eig(es,er) +esg(er,er) —erg(er,es)
—g (617 [63, 61]) -9 (637 [61761]) + g (e1, [617 63])

2 2
= €3 (1) - ;9 (61761) - 49 (63,0) - ;9 (61761)
4

z

sonucu bulunur. Boylece

2
Veleg 7& 0 ve v61€3 = —261 (466)

bulunur. (2.4) denkleminde X = e;,Y = ey ve Z = e3 igin
29 (Ve,ea,e3) = e1g(ez,es) + eag(es, e1) — esg(er, e2)
—g (e1, [e2, e3]) — g (ea, [e1, e3]) + g (es, [e1, €2])
2 2
= +;9 (e1,e2) + 29 (e2,e1) +g(e3,0)
=0
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olur. O halde
Veea = 0, Veey = Hep veya V,ey, = e (4.67)
vazilir. X =e1,Y = ey ve Z = e5 igin

29 (Ve ea,62) = e1g(eq,e2) 4 eag(e2,e1) — eag (€1, €2)
—g (€1, [e2, €2]) — g (ea, [e1, e2]) + g (€2, [e1, €2])
= e (1) —g(e1,0) — g (e2,0) + g (e2,0)
=0

olarak bulunur. Buradan

Veleg 7é +ey, Ve Veleg = (0 veya Veleg = Z4e (468)
sonucuna ulagihir. X =e;,Y =ey ve Z = ¢; igin

29 (Veea,e1) = erg(es,e1) +exg(er,er) —erg(er,er)
—g(e1,[ez,e1]) — g ez, [e1, e1]) + g (e1, [e1, e2])
= €2 (1> -9 (617 O) -9 (627 0) + g (617 O)
=0
olur. Boylece
Vel €9 7& :t@l ve Vel €y = 0 (469)
bulunur. Ayrica (2.4) denkleminde X = e, Y = e3 ve Z = e; igin
29 (Veye3,61) = eag(es,er) +esg(er,ea) —eig(es, ez)
—g (e, les, e1]) — g (es, [ea, e1]) + g (€1, [e2, €3])

2 2
= -9 (e2,61) — g (es,0) — 29 (e1,€2)
=0

olarak bulunur. Bu durumda

Vezeg = 07 Vezeg - :|:€2 veya Vezeg == :|:€3 (470)
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seklinde yazilir. X = e5,Y =e3 ve Z = €5 icin
29 (Vey,e3,62) = eag(es, es) + e3g(e2,e2) — eag (€3, €2)
—g (€2, [e3, €2]) — g (€3, [e2, e2]) + g (€2, [e2, €3])
= e (1) = 2g(e2,02) ~ 9 (65,0) ~ g (e2,¢2)

4
oz
elde edilir. Boylece
2
Vees # 0, Ve,es # tez ve Vees = —e (4.71)

bulunur. Benzer sekilde (2.13) ifadesinde X = e3,Y = e3, Z = e i¢in

29 (Ve3€3> 61) = €39 (63761) + esg (617 63) — €19 (63, 63)
—g (637 [63, 61]) —4g (637 [63, 61]) +g (61, [63, 63])

2 2
= —e(l) - 29 (e3,e1) — 29 (es,e1) +g(e1,0)
=0
olur. O halde
Ve363 — 0 9 V€3€3 == :i:€2 Veya ve3€3 = :i:63 (472)

seklinde ifade edilir. X =e3,Y =e3 ve Z = ey igin

29 (Veses,e2) = esg(es,ez) +ezg(e2,e3) — eag (€3, e3)
—g (e, [es, e2]) — g (es, [es, ea]) + g (e, [es, e3])
2 2

= —ey(l)— 29 (e3,e9) — 29 (es,e2) + g (e2,0)
= 0

olur. Bu durumda

Vees # +ey Ve Vees = 0 veya Vies = e (4.73)
yazilir. X =e3,Y = e3 ve Z = e3 icin
29 (Veses,e3) = esg(es, es) +esg(es, e3) — esg (e, es)

—g (es, les, e3]) — g (es, [es, es]) + g (es, [es, e3])

= e3(1) +e3(1) —e3(1) — g (e3,0) —g(es,0) + g (e3,0)
~ 0
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bulunur. Boylece
Veses # fes ve Vees = 0 (4.74)
sonucu ortaya ¢ikar. (2.4) ifadesi X = e9,Y = ey ve Z = €3 igin

29 (V@eg, 63) = €29 (627 63) + €29 (63, 62) — €39 (62, 62)
—9g (627 [627 63]) —4g (627 [627 63]) + g (637 [62’ 62])
2 2
= —e3(1l)+ 29 (€2,€2) + 29 (e2,€2) + g (es,0)

4
= 4-
z

olarak yazilir. Bu durumda

2
Vegeg = ;63 (475)

seklinde ifade edilir. Ote yandan (2.4) ifadesi X = ¢;,Y = ¢; ve Z = e i¢in

29 (Ve e1,€3) e1g (e1,e3) +e1g(es,er) —esg(er,er)

—g (€1, [e1,es]) — g (e, [er, es]) + g (es, [e1, e1])
2 2

= —e3(l)+ 29 (e1,e1) + 29 (e1,e1) + g (es,0)

4
= +4-
z

olur. O halde
2

Velel = ;63 (476)

bulunur. (2.4) ifadesi X = e3,Y = ey ve Z = ¢ igin
29 (Veg,@z, 61) = €39 (627 81) + eag (€1, 63) —e1g (63, 62)
—g (es, ez, e1]) — g (e2, [es, e1]) + g (e1, [es, e2])
2 2
= —g(es3,0) — 29 (€2,€1) + 29 (e1,€2)
=0

seklinde verilir. Bu durumda

ves €y = 0 9 V63 €y = j:€2 Veya! ve3 €y = :i:€3 (477)
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sonucu ortaya gikar. X =e3, Y = ey ve Z = ey igin

29 (Ve3€27 62) = €39 (62, 62) + e2g (62, 63) — €29 (63, 62)
—g (637 [@2, 62]) -9 (627 [63, 62]) +9 (627 [@3, 62])
2 2
= €3 (1) - g (63; 0) - ;9 (627 62) + ;g (62, 62)
=0

yazilir. Bu dogrultuda

V63€2 7’é +ey, Ve ve3€2 = 0 veya ve3€2 = ej (478)
ifade edilir. X =e3,Y = ey ve Z = e3 i¢in

29 (Vesea,e3) = e3g(ea, e3) + eag (€3, e3) — ezg (e, €2)

—9g (s, [e2, €3]) — g (€2, [es, es]) + g (€3, [e3, €2])
= (1) g les,en) — g (62,0) + g (es,€2)
=0

olur. Boylece

V5362 # :l:€3 ve ve3€2 =0 (479)

bulunur. Yine (2.4) ifadesi X = e5,Y = e; ve Z = e3 igin

29 (Ve,e1,e3) = eag(er,e3) +e1g(es, ex) —esg(e2,er)
—g (e, [e1,€3]) — g (€1, [e2, e3]) + g (€3, [e2, €1])
2 2
= +;9 (e2,€1) + 29 (e1,€2) + g (es,0)
=0

seklinde yazilir. Bu durumda
Veer = 0, Ve,eg = Feg veya Ve = Zey (480)
olur. X =e5,Y =€ ve Z = e i¢in

29 (Ve,e1,62) = eag(er,e2) +e1g (e, e3) — eag(ea,e1)
—g (€2, [e1, e2]) — g (en, [e2, ea]) + g (ea, [e2, €1])
= €1 (1) —g(e2,0) —g(e1,0) + g (es,0)
=0
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elde edilir. Buradan

v62€1 7’é +ey, Ve v62€1 = 0 veya ve2€1 = =+ (481)
sonucuna ulagilir. X =e9,Y =e¢; ve Z = ¢; igin

29 (Ve,e1,61) = eag(er,er) +eig(er,ex) —eig(ez,en)
—g (e, [e1, e1]) — g (e, [e2, e1]) + g (€1, [e2, e1])
= ex(1) —g(e2,0) —g(e1,0) + g (e3,0)
-0

seklinde ifade edilir. Boylece
V6261 7£ +e; Ve V6261 = 0 (482)
olur. Bunun yam sira (2.4) ifadesi X = e3,Y = e; ve Z = e, igin

29 (Vese1,e2) = esg(er,ez) +e1g(ea, e3) — eag (es,er)
—g (637 [61, 62]) -9 (‘317 [63, 62]) +9 (627 [63, 61])
2 2
= —g(e3,0) — 29 (e1,62) + 29 (e2,€1)
-0

olur. O halde
Veer = 0, Veer = dep veya Ve = e (4.83)
yazilir. X =e3, Y =e; ve Z = e; icin

29 (Ve3€1, 61) = €39 (61, 61) +eg (61; 63) — €19 (63, 61)
—g (637 [61, 81]) -9 (617 [637 81]) + g (e1, [63’ 61])
2 2
= €3 (1)_9(6&0)_;9 (61761)+;g (61761)
=0

sonucuna ulagilir. Bu durumda

Ve3€1 7é +e; Ve v63€1 = (0 veya Vegel = ej <484)
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olur. X =e3,Y =e; ve Z = e3 icin

29 (Veser,e3) = esg(er,es) +erg(es, e3) —esg(es, er)
—g(es, [e1,es]) — g (eq, [es, e3]) + g (es, [es, e1])
2 2
= e (1)+ 29 (es,€1) — g (e1,0) + 29 (e3,€1)
= 0

yazilir. Boylece

V33€1 # :l:€3 ve ve3€1 =0 (485)

bulunur.
Sonug olarak yaptigimiz hesaplamalar dogrultusunda

2

Velel = —es3, v62€1 = O, V6361 = 0,
z
2
v61€2 = 0, v€262 - 2637 v6362 = 0, (486)
2 2
vel€3 = ——€, v62€3 = ——e€, v6363 = 0
z z

esitlikleri elde edilir. (2.6) esitliginde (4.86) ifadesi kullanilirsa

R (617 62) €3 = ve1 v62€3 - v62v€163 - v[61,62]€3

2 2

- __v6162 + _vezel
z z
2 2

= —Z0+20
z z

=0

(4.87)

bulunur. Benzer sekilde (4.87) esitliginde ey, e5 ve eg iin dondiiriilmesi ile

R (617 62) €y = v61 v62€2 - VezveleQ - v[61,62]€2

2
= Ve — V0 (4.88)

4
= ——617
z



R (62, 61) €1

R(ea,e3) €3

R (63, 62) (&)

R (62, 63) €1

v62ve161 - velvezel - v[eg,e1]€1

2
—Ve,e3 — V0
p 2€3 1
4
—— €2,
z

v52V6363 - Vegveze.?) - V[€2,63]63

2 2
VGQO -+ Ves(;eg) -+ ;Vezeg

2 2 2
63(;)62 + ;V%eg + ;VEzeg

2 2 2, 2
et —(0) + —(—=e2)

V4 ¥4 V4
6
_5627
v63v6262 - v62v63€2 - v[63,62]62
2 2
v63(263) — VeSO — ;V@eg
2 2 2
- _ve - _ve
63(2)63 + > 3€3 2 5 €2
2 2 2 2
_ —(0) — —(—
2263+z( ) z(ze?’)
6
—;63,

vegvegel - Ve;;VeQel - v[ez,eg]el

2
V.,0—V,,0+ =V,.e
z
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(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)



R (61, 63) €3

R(e1,e3) €2

R (637 61) €1

v€1 v6363 - vegveleS - v[61,€3]63

2 2
Velo — V%(—;el) + ;Veleg
2 2 2. 2
—63(—;)61 + ;Ve3€1 + ;(—261)
2 2 2 2
et (0) Z(;ez’))
6

——5°C1
»2

vel v63€2 - veg,vel €2 — v[el,53]62

2
Vi = V0 + ~Viyen

vegve1€1 - vel vegel - v[63,61]61

veg(ze?,) V.0 2v e
2.2
es(D)es — 2(2es)
2 4
—;63—§€3
6
—;63

57

(4.93)

(4.94)

(4.95)

elde edilir. ¢ # j iken S(e;,e;) = 0 oldugundan (2.8) ifadesinde (4.88) ve

(4.93) esitlikleri kullanilirsa

S(er,e1) = g(R(er,e)ea er)+g(R(er,e3)es, er)

6

= —;g(elael) ~ 9 (e1,e1)

(4.96)
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olur. (2.8) ifadesinde (4.89) ve (4.90) esitlikleri kullamlirsa
S(ex,e2) = g(R(e2,€1)e1,€2) + g (R (€2, €3) €3, €2)

4 6
= Y (e2,€2) — 29 (€2, €2) (4.97)

bulunur. Ayrica (2.8) ifadesinde (4.91) ve (4.95) esitlikleri kullanilirsa
S(es,e3) = g(R(es,e1)er,e3) + g (R (es,€2)e2,€3)

6 6
Y (e3,€3) — 29 (e3,e3) (4.98)

bulunur. (4.87) ifadesi (2.14) esitliginde kullanmlirsa
P(ej,en)es = R(ep,ez)es — %{S (e9,e3)e1 — S (e1,€3) €2}
= 0- %{061 — Oez} (4.99)
— 0
bulunur. (4.93) ve (4.98) esitlikleri (2.14) ifadesinde kullanilirsa

1
P(€1,€3) €3 = R(€1,€3) €3 — _{S(€37€3) €1 — 5(61763) 63}

6 12

L
= —Sea+ e
22 22

(4.100)

=0

olur. Son olarak (4.90) ve (4.98) esitlikleri (2.14) ifadesinde kullanilirsa

1
P(eg,e3)es = R(eq e3)es — —{S (es,€3) €3 — S (ea,e3) ez}

6 12
= ) €y — {——62 — 063}

z (4.101)
6 6
= —262 + ;62

= 0
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seklinde bulunur.

Buna gore elde edilen bu hesaplar yardimiyla asagidaki sonug ifade edilir.

Sonug 4.1.1. M, 3-boyutlu f—Kenmotsu manifoldu her kogulda £ —projektif
flattir (Yildiz, et al., 2013).

4.2 Ricci-semisimetrik 3-boyutlu f-Kenmotsu

Manifoldlari

Bu kisimda 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldlarimin Ricci-semisimetrik olma
kogullar1 incelenmis ve bu kogullar altinda ayni zamanda Einstein manifold

olduklar1 gosterilmigtir.

Tanim 4.2.1. M bir f-Kenmotsu manifoldu olsun. R (X,Y) M iize-
rinde herhangi iki X, Y tanjant vektoriiniin tiirevi, S de M {izerinde tanimh

Ricci tensor olmak tizere eger
R(X,Y).5=0 (4.102)

arti saglanirsa M f-Kenmotsu manifoldu Ricci-semisimetrik olarak adlandirilir

E
(Yildiz, et al., 2013).

Kabul edelim ki M f-Kenmotsu manifoldu (4.102) sartin saglamig olsun.
O halde
S(R(X, YU, V)+ S(UR(X,Y)V)=0 (4.103)

yazilir. (4.103) denkleminde X = U = ¢ degisikligi gergeklestirilirse
SREY)EV)+S(EREY)V) =0 (4.104)
olur. (4.104) esitliginde (4.16) ifadesi kullanilirsa

S+ ) mY)E=Y), V) +SE (P + ) g (V. V)E=Yn(V) =0
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veya
0 = —PHNISEV - M)SEV) (4105)
—(P+ ) I(V)S(EY) —g (Y. V) S(8,8)]
bulunur. (4.105) ifadesi diizenlenirse
0 = (PHBMSEV) =SV -

+(2H ) [g(VV)S (€€ —n(V)S(€Y)]

seklinde yazilir. (4.106) esitliginde (4.34) ve (4.37) ifadeleri yerine yazilirsa

0 = (FP+F) 2L+ )n¥)n(V)=SY, V)]
+(2+ )22+ ) g V) +2(2+ ) n(V)n(Y)]

(4.107)
elde edilir. (4.107) ifadesinde gerekli iglemler yapilirsa
—(Parf)swvy=s2(r2+f) (12+f)av)
veya
S V) ==2(f+1)g(v,V) (4.108)
bulunur.

Buna gore Tanim 1.2.3., (2.10) ifadesi ve elde edilen bu hesaplar yardimiyla

su teorem ifade edilir.

Teorem 4.3.1. 3-boyutlu f—Kenmotsu manifold M eger Ricci semi-

simetrik ve regiiler ise bir Einstein manifolddur (Yildiz, et al., 2013).

4.3 f-Kenmotsu Manifoldunda Ricci Soliton-
lar

Bu kisimda 3-boyutlu f-Kenmotsu manifoldlarinda Ricci solitonlar incelenmis

ve A sabit degerinin f fonksiyonu cinsinden ifadesi hesaplanmigtir. Ayrica
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A sabitinin alacag1 degere gore f-Kenmotsu manifoldunun Einstein manifold
olma durumu verilmistir.

Herhangi bir b fonksiyonu igin (2.34) esitliginde V' = b¢ alinirsa
(Lyeg + 28 + 20g) (X,Y) = 0

veya

Lie (g (X,Y)) 425 (X,Y) +2Xg(X,Y) =0 (4.109)

yazilir. (4.109) ifadesi Lie tiirev tanimu kullanilarak
g(VxbE,Y) +g(X,Vybs) +25(X,Y) 4+ 29 (X,Y) =0 (4.110)

bi¢iminde ifade edilir. (4.110) esitligi metrigin lineerlik zelligi ve koneksiyon

geregi
0 = bg(Vx&Y) + (Xb)n (V) +bg (X, VyE) (4.111)
+(Yb)n(X)+25(X,Y)+2\g (X,Y)
olur. (4.2) ifadesi (4.111) esitliginde yerine konulursa
0 = WX SOV B0 )
+og(X, fAY =0 (Y)&}) +25(X,Y) +2M9 (X, Y)
bulunur. (4.112) denklemi metrigin lineerlik zelligi kullanilarak
0 = bfg(X,Y)=0fn(X)n(Y)+ (X0)n(Y)+ (Yb)n(X)
veya
0 = 2l (X.Y) =2/ ()0 () + (XY + V(X)L
+25 (X,Y) +2Xg (X,Y)
seklinde yazilir. (4.113) ifadesine Y = ¢ degisikligi uygulanirsa
0 = 2 (X -2 (X)) + KDn© + @)

+25(X,€) +2M9 (X, €)
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olur. (4.114) esitliginde (4.34) ifadesi kullanilirsa

0 = 2fbn(X) —2fbn (X) + (Xb) + (£b) 1 (X)

(4.115)
—4(f*+ ) n(X) + 22 (X)
bulunur. (4.115) esitligi diizenlenirse
(X) + (D) n(X) =4 (£ + F)n(X)+22(X) = 0 (4116)
elde edilir. (4.116) ifadesine X = ¢ degisikligi uygulanirsa
(€0) + (D) n (&) =4 (f*+ f)n(&) +2M (&) = 0 (4.117)
olur. (4.117) denklemi diizenlenirse
2(6b) —4(f2+f)+2x = 0 (4.118)
bi¢iminde yazilir. (4.118) esitliginde £ ifadesi yalniz birakilirsa
8 = 2(2+ ) - A (4.119)

bulunur. (4.119) ifadesi (4.116) denkleminde yerine konulursa
(X0)+ 2(f2+ ) = Nn(X) =42+ ) n(X)+2M(X) = 0

veya

(X0) + (=2 (f2+ )+ N)n(X) = 0 (4.120)
elde edilir. (2.2) ifadesi (4.120) denkleminde kullanilirsa

db(X)+ (=2(f2+ f)+A)n(X) = 0 (4.121)
olur. (4.121) esitligi

(db+ (=2(f2+F)+X)n) (X) = 0 (4.122)
seklinde yazilabilir. (4.122) ifadesinde

X 40
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oldugundan
db+ (=2(f*+f)+N)n = 0 (4.123)
bulunur. (4.123) denkleminde db ifadesi yalniz birakilirsa
db = [2(f2+f)=An (4.124)
elde edilir. (4.124) esitliginin iki tarafina da d operatérii uygulanirsa
@b = 2(f2+f)—Ady (4.125)

bulunur. (2.3) esitligi (4.125) denkleminde kullanilirsa

[2 (f2 + f’) - )\] dn =0 (4.126)
olur. (4.126) ifadesinde
dn # 0
oldugundan dolay1
2(f2+ ) -A=0 (4.127)
ve
A=2(12+f) (4.128)

esitlikleri bulunur.  (4.127) ifadesi (4.124) esitliginde kullamlirsa db = 0
bulunur. Bu durumda b sabit degerli bir fonksiyondur. b fonksiyonunun

sabit olma ozelligi (4.113) ifadesinde kullanilirsa
2fbg (X, V) — 2fbn (X) 7 (V) + 25 (X,Y) +20g (X,Y) = 0  (4129)
seklinde bulunur. (4.129) denkleminde S (X,Y) ifadesi yalniz birakilirsa
25 (X,Y) = —2fbg (X,Y) + 2y (X) 5 (V) — 2\ (X,Y) =0  (4.130)
olur. (4.130) esitliginde gerekli iglemler gergeklestirilirse

S(X,Y) = (=fo =) g (X, Y) + fon (X)n (V)
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veya

SX,Y)=—=(fb+N)g(X,Y)+ fon(X)n(Y) (4.131)

bulunur.
Buna gore Tamim 1.2.3., (2.10) ifadesi ve elde edilen bu hesaplar yardimiyla

agagidaki sonug ve teorem ifade edilir.

Sonug 4.3.1. 3-boyutlu f—Kenmotsu manifoldu M ayrica p—FEinstein
manifolddur (Yildiz, et al., 2013).

Teorem 4.3.1. 3-boyutlu f—Kenmotsu manifoldunda V, ¢ karakteristik
vektor alani ile lineer ise V, & nin bir sabit kati, g bir ;—FEinstein manifold ve
A =2(f?+ f') kosulu saglandig1 takdirde Ricci soliton genigleyendir (Yildiz,
et al., 2013).
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BOLUM 5

SEMI-SIMETRIK METRIK OLMAYAN
KONEKSIYONLU f-KENMOTSU

MANIFOLD VE RICCI SOLITONLAR

Bu boliimde, semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu ma-
nifoldlar ve bu manifoldlar iizerinde Ricci solitonlar1 incelenmistir. Daha
sonra bunlarla ilgili temel tanim ve kavramlar verilerek manifold {izerinde
bazi egrilik sartlari ispatlanmigtir.  Ayrica semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldunda bir ¢rnek incelenmistir.

5.1 Semi-simetrik Metrik Olmayan Koneksi-
yonlu f-Kenmotsu Manifoldlar

Bu kisimda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu mani-

foldlar ile ilgili baz1 tanim ve teoremler incelenmistir.

Tanim 5.1.1. M bir (2n + 1)-boyutlu tiirevlenebilir (¢, £, 7, g), hemen
hemen degme metrik yapisina sahip hemen hemen degme manifold olsun.

Her X, Y € T (M), f € C® (M) ve df An =0 olmak iizere
(Vx0) Y = f(9(6X, V)€~ 29(Y) 6X) (5.1)
sartin saglayan (M, ¢, &, n, g) yapist f-Kenmotsu manifold olarak adlandirilir.

Tanim 5.1.2. M bir (2n + 1)-boyutlu semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyonlu f-Kenmotsu manifold olmak tizere eger f = 0 6zel durumunda

ise manifold kosimplektik olarak adlandirilir.
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Tanim 5.1.3. M bir (2n + 1)-boyutlu semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyonlu f-Kenmotsu manifold ve f = ¢f olmak tizere

P+ f+2f 40

oldugunda manifold regiiler olarak adlandirilir.

Yardimci Teorem 5.1.1. M bir (2n + 1)-boyutlu semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldu olsun. ¢ karakteristik vektor
alan icin

Vxé=f2X —n(X)€) (5.2)

olur.

Ispat (2.23) ifadesinde (5.1) esitligi kullanilirsa
VoV =6 (VaY) = £ (9 (6X.Y) €~ 20(Y) 6X) (5.3)
seklinde ifade edilir. (5.3) denkleminde Y = £ degisikligi yapildiginda
Vot =0 (Vx) = Flo(6X,€)€~20(8)6X) (5.4)
yazilir. (5.3) denkleminde (2.17), (2.18) ve (2.19) ifadeleri kullanilirsa
6 (Vx¢) = 2/ (6X) (5.5)
bulunur. (5.5) ifadesinin iki tarafina da ¢ operatorii uygulanirsa
o (Vx€) = 2f (6X) (5.6)
seklinde yazilir. (5.6) esitliginde (2.17) ifadesinden yararlamlirsa
~Vx€+1(Vx€) €= f (=2X +20(X)§) (5.7)

olur. (5.7) denkleminde bulunan 7 (6 X§> ¢ ifadesi (2.35) ifadesi kullanilarak

n(Vx€)€ = n(f(Vxg+n(0)¢ (5.8)
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seklinde yazilir. (5.8) denklemi diizenlenirse
n(Vx€) € = (V&) €+ fn(X)¢ (5.9)
bulunur. (5.9) ifadesinde (4.10) esitligi kullanilirsa
n(Vx€) €= fn(X)¢ (5.10)
elde edilir. (5.10) egitligi (5.7) ifadesinde yerine yazilirsa
bt fr(X)E = —f@X —2(X)0) (5.11)
olur. (5.11) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
Vxé = f2X —n(X)¢)
bulunur.

Yardimci Teorem 5.1.2. M bir (2n + 1)-boyutlu semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldu, ¢ — (1, 1) tipinde tensor alam

ve 1) 1-form olsun. Her X,Y € x(M) igin

(Vxn) Y = fg(6x,0Y) (5.12)

yazilir.

Ispat (2.23) ifadesinde (2.35) esitligi kullanilirsa
(Van)Y = Van () +n@ ()X =n(VaY) = n(n(¥Y) X (513)
olur. (5.13) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
(%Xn) Y =V (Y) — 5 (VxY) (5.14)
bulunur. (5.14) esitliginde (2.23) ve (4.11) ifadeleri kullanilirsa

(Van) Y = fg (06X, 0Y)
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elde edilir.

Yardimci Teorem 5.1.3. M bir (2n + 1)-boyutlu semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldu, n 1-form ve d diferensiyel ope-

rator olsun. Herhangi bir X € y (M) vektor alani i¢in
A AN=0 = df = f' ve X (f) = f'n(X) (5.15)
sonucu ortaya gikar.

Yardimci Teorem 5.1.4. M bir 3-boyutlu semi-simetrik metrik ol-

mayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldunda R Riemann egrilik tensorii
RX,Y)E=—(fP+f+2f) (V)X —n(X)Y) (5.16)

seklinde ifade edilir.
Ispat (2.6) esitliginde bulunan Vx Vy€ terimi (2.35) ifadesi kullanilarak

6){6)/{ = VX (6)/6) + n (6)/{) X (517)
seklinde yazilir. (5.17) denklemi (5.2) esitligi ve koneksiyonun 6zelligi yardimiyla

VaVyé = X (f)2Y —n(Y)) + [Vx (2Y —n(¥)¢)

(5.18)
+n (f(2Y —n(Y)§) X
seklinde ifade edilir. (5.19) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
VaVyé = X(N2Y = X(N)n(Y)E+2fVxY — fVxn (V)¢ (519)
+2fn(Y)X = fn(Y)X
bulunur. (5.19) denkleminde (4.21) esitligi yerine konulursa
ViVyE = X (N)2Y =X (N)n(Y)E+2fVxY — fXn(Y)¢ (5.20)

—n (V) [2PX +n(YV)n(X) f2+ fn(Y) X
elde edilir. (5.20) ifadesinde X =Y ve Y = X degisiklikleri yapilirsa
“VyVx€ = =Y (£2X +Y (f)n(X)€ = 2fVyX + f¥n(X)¢

(5.21)
+n(X) f2Y = (Y)n(X) f26 = fn(X)Y
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bulunur. Son olarak (2.6) esitliginde bulunan —%[X,y]f terimi (5.2) ifadesi

kullanilarak
~Vixy€ = —f{2[X,Y] -9 (X, V])¢} (5.22)
seklinde yazilir. (5.22) ifadesinde Lie tiirev tanimi kullanilirsa
Vil = —f{2VyY —2Vy X — ) (%XY) £+ (%YX) €} (5.23)

olur. (5.23) esitliginde (2.35) denklemi kullanilirsa

—VixyiE = —2fVxY —=2fn(Y)X +2fVyX +2fn(X)Y
+(VxY)E+ (V) X)E = fn(VyX)E—fn(n(X)Y)¢
(5.24)
seklinde ifade edilir. (5.24) esitligi diizenlenirse
~Vixvé = —2fVxY =2fn(Y) X +2fVyX +2fn(X)Y 5.25)
+fn(VxY)&— fn(VyX)¢
bulunur. (5.25) denkleminde (4.27) ve (4.28) ifadeleri kullanilirsa
—Vixy€ = —2fVxY —2fn(Y) X +2fVyX +2fn(X)Y
+fXn(YV)E = P9 (0X,0Y) € — fYn(X) &+ 29 (6X,0Y) €
(5.26)
olur. (5.26) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
Vv = —2fVxY —2fn(Y) X +2fVyX +2fn(X)Y (5.27)

TfXn(Y)E— fYn(X)€
elde edilir.  (5.20), (5.21) ve (5.27) ifadeleri (2.6) denkleminde yerine konu-
lursa
R(X,Y)§ = X(£)2Y =X (H)n(Y)E+2fVxY — fXn(Y)§
—n(Y) PX +nY)n(X) 24+ (V)X
—Y ([)2X+Y (f)n(X)=2fVyX + fYn(X)¢ (5.28)
0 (X) f2Y —=n(Y)n(X) f26 - fn(X)Y
—2fVxY —2fn(Y) X +2fVy X +2fn(X)Y
+fXn(Y)E— fYn(X)€
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bulunur. (5.28) denkleminde gerekli sadelegtirmeler yapilir ve esitlik diizen-

lenirse
R(X,Y)§ = X(f2Y =X (fHin(¥V)E-Y (f)2X
+HY () n(X)E+ P (X)Y — f(Y) X (5.29)
+f(X)Y — fn(Y)X

elde edilir. (5.15) ifadesi (5.29) esitliginde kullanilirsa

RX,Y)E = 2f'n(X)Y = f'p(X)n(Y)E=2fn(Y) X + f'n(X)n(Y)¢E
+(X)Y - (V)X + f(X)Y — fn(Y)X

veya
R(XY)E=~(f+F+2f) (V)X =n(X)Y)
elde edilir.
(5.16) ifadesinde X = ¢ degisikligi yapihirsa

REY)E=—(P+f+2f)(n(Y)E-Y) (5.30)

bulunur. Ayrica (5.16) ifadesinde Y = £ degisikligi yapilirsa

R(X,6)6=—(f2+ [ +2/) (X —n(X)¢€) (5.31)

olur. Bunun yam sira (5.16) ifadesinin iki tarafi da Z ile i¢ ¢arpilirsa

g (RIXY)EZ) == (24 +27) (V) g (X, Z) = n(X) g (Y, 2)
(5.32)
elde edilir.

Yardimci Teorem 5.1.5. M bir 3-boyutlu semi-simetrik metrik ol-

mayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldunda S Ricci egrilik tensorii
S(X,==2(f+f+2f)n(X) (5.33)

seklinde tanimlanir.
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Ispat (5.32) ifadesinde Riemann metriginin lineerlik 6zelligi kullamhrsa

g (ROYX)E2Z) == (24 f+20) (1(X) g (Y, 2) = n (V) (X, 2))
(5.34)
yazilabilir.  (5.34) esitliginde Y = Z = e; degisikligi uygulanir ve (2.11)

ifadesinde yerine konulursa

SX, = —(fP+f+2f)(X)g(V.2) —n(Y)g(X.Z)) (5.35)

=1

bulunur. (5.35) denklemi diizenlenirse

S(X,€) = —(f2+f+2f)

2

‘ (n(X)g(ei,e) —nle)g (X e))
(5.36)

3

olur. (5.36) ifadesinde gerekli iglemler yapilirsa
S(X.0) = =2(f* + f +2f)n(X)
elde edilir.

Sonug 5.1.1. Yapilan hesaplamalar sonucu elde edilen (5.33) denkle-
minde X = ¢ degisikligi yapilirsa

S(E,6) = =2 (f*+ f+2f) (5.37)
bulunur.

Yardimci Teorem 5.1.6. M bir 3-boyutlu semi-simetrik metrik ol-

mayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldunda @ Ricci operatorii

Q¢ =—2(f*+f+2f)¢ (5.38)

seklinde ifade edilir.
Ispat (5.33) esitliginde (2.9) ve (2.19) ifadeleri kullanilarak

g(Q6X) =—2(2+ f+2f) g (6 X)
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veya
g (cﬁjg, X) —g(=2(f2+ f+2f) & X) (5.39)

seklinde yazilabilir. (5.39) ifadesinde metrigin lineerlik zelligi kullanilirsa

g(Qc+2(+f+20)6X) =0 (5.40)
olur. (5.40) esitliginde
X #0
oldugundan
QE=—2(f+f+2f)¢

elde edilir.

Yardimci Teorem 5.1.7. M bir 3-boyutlu semi-simetrik metrik ol-
mayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldu ve 7 skaler egrilik tensorii olsun.

Her X,Y € y(M) vektor alanlar i¢in S (X,Y) Ricci egrilik tensorii

S(X.Y) = (G++ 4209 (X.Y) = (G+32 43/ 161 ) (X)n (V) (5.41)

olarak verilir.

Ispat (5.31) ifadesinin her iki tarafi Y ile i¢ carpilirsa

g(RIXOEY) == (F+f+2) (g(X.Y) =n(X)n(Y))  (5.42)

hesaplanir. (2.13) esitliginde X =¢,Y = X, Z =Y degisiklikleri uygulanir

ve esitligin iki tarafi da £ ile i¢ carpilirsa

REX,Y,E) = 96X, Y)—g(&Y)S(X,)+g(V,X)S(£¢)

—9(X,85(EY) — 59X, Y)g(£,€) — 9 (X, £) g (Y, E)]
(5.43)

olur. (5.43) egitliginde (2.17) ve (2.19) ifadeleri kullanilirsa

R(EX,Y,E) = S(XY)=n(Y)S(X,8) +g(Y,X)5(6¢) (5.44)

—n(X)S(&Y) = 519 (X.Y) =n(X)n(¥)]
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bulunur. (5.33) ve (5.37) esitlikleri (5.44) denkleminde yerine konulursa

R(EX,Y,E) = SOCY)+2(f2+ f+2f) n(X)n(Y)
=2(fP+f+2f)gYV. X)+2(fP+ f+2f)n(X)n(Y)

—S (g(X.Y) =n(X)n ()

(5.45)
elde edilir. (5.42) denklemi ile (5.45) ifadesi birbirine esitlenirse

— (P4 f+2f)(g(X,Y)=n(X)n(Y)) = S(X.Y)
(P2 (X)n(Y)
=2(f*+f+2f)g(V,X)

TgXY) = (X)n (V)

’ (5.46)
bulunur. (5.46) ifadesinde S (X,Y) yalmz birakihrsa
SXY) = =B+ f+2f)nX)n )+ (2 + [ +2f)g (V. X)
+5 (9 (X.Y) =0 (X)n (V)
(5.47)

yazilir. (5.47) esitligi diizenlenirse

~ T T

SEOY) = (F+ 12+ F+2f) g (XY) = (F+3£2+3f +6f ) () n(Y)
elde edilir.

Yardimci Teorem 5.1.8. M bir 3-boyutlu semi-simetrik metrik ol-
mayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldu olsun Her XY € x (M) vektor

alanlar1 icin @X Ricci operatorii

QX = (G + P+ )X = (G +3/7+3/ (V)¢ (5.48)

seklinde hesaplanir.

Ispat (5.41) ifadesi metrigin lineerlik 6zelligi kullanilarak

L343 6/ (X)€Y

SV =g (G+ £+ F+20)X — (5
(5.49)
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bigiminde yazilir. (5.49) ve (2.9) ifadeleri yardimiyla

g (QXY) =g (G+ 1+ +20)X = (5+3f2+3f + 6 (X)) =0

2
(5.50)
bulunur. (5.50) ifadesi metrigin lineerlik 6zelliginden
~ T T
g (QX — G+ 2+ F+2/)X = (G+3/2+3f +6/m(X)€,Y) =
(5.51)

seklinde yazihir. (5.51) esitliginde
Y #£0
oldugundan

QX —[(G+ 2+ +2f)X = (5 +3£ +3f + 6/ mM(X) =0 (5.52)

bulunur. (5.52) esitligi diizenlenirse
QX = (5 + P41 +2/)X = (5 +3f7 +3f +6/ I (X)¢

elde edilir.
3-boyutlu Semi-simetrik Metrik Olmayan f-Kenmotsu Manifoldu
icin Bir Ornek (Yildiz, et al., 2013).

(7,9, 2) R? icin standart koordinatlar olmak {izere
M = {(x,y,z) eR3, 2 +#£ 0}

3—boyutlu semi-simetrik metrik olmayan f—Kenmotsu manifoldunu diigiine-

lim. M manifoldu {izerinde

9 L0 0
, C2 =2 5, €3

o dy R

seklinde tanimlanan vektor alanlari her noktada birbirinden lineer bagim-

(5.53)

61:212

sizdir. ¢ Riemann metrigi

9(81763) = 9(62’63) :9(61,62) =

gler,er) = glez,e2) =g(es,e3) =1
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olacak sekilde tammlanmr. VZ € T'(M) igin 1 1-form
n(Z) =g(Z,es)
bigimindedir. ¢-(1,1) tensor alan
¢ (e1) = —e2, ¢ (ez) =e1, d(e3) =0 (5.54)
seklinde tanimlanir. O halde (2.35) ve (4.86) ifadeleri kullanilarak
~ 2
Vaer = Vaert+n(e)e = —es,

6@162 = Vea+n(ex)er =0,

~ 2

V61€3 = V61€3+77(€3) €1 = —;61+€1,
66261 = Vee1+n(er)es =0,

- 2
Veea = Veea+n(e) ey = ;63,

~ 2
V6263 = V62€3 + Ui (63) €9 = —;62 + eo,

Ve,er = Veer +n(er)es =0,
Ve,ea = Vesea+n(ez)es =0,

ve son olarak

Veses = Vees+n(es)es =es

bulunur. Yapilan hesaplar sonucunda

~ 2 ~ ~
velel = —€3, v62€1 = 07 v6361 = 07
z
~ ~ 2 ~
Veer = 0, Ve,e2 = Pt Ve,e2 = 0, (5.55)

- 2 ~ 2 =
Ve s = —;61—|—61, Ve,€3 = —;62—|—€2, Ve,€3 = €3



esitlikleri elde edilir.

R (61, 62) €3

(2.6) esitliginde (5.55) ifadesi kullanilirsa

- Vel Veze?) - V62V61€3 - V[el,eg]ei‘a

2 ~ ~ ~
= —;Veleg + Veleg + ;V6261 — Vezel

2 2
= —20+0+°0
z z

= 0
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(5.56)

bulunur. Benzer sekilde (5.56) esitliginde e;, e5 ve eg iin dondiiriilmesi ile

R (el7 62) €y = V61 v€262 - VezveleQ - 6[61,62]62

2~
= —Veleg — V820
z

= ;(-;614-61)
4 2
= gty

R (62) 61) €1 = vezvelel - velvegel - 6[62,51]61

R (62, 63) €3 = V€2V6363 — V63ve2€3 — V[627e3}€3

2 2 2~
= T3 + ez +e3(=)ex + ;V53€2

I

~ 2. 2
_ve N —
362+z( z€2+62)

2 2 2 2
= ——C€2 + €y — —262 + —<——€2 -+ 62)
z z ¥4 ¥4

= —Gete,
z

(5.57)

(5.58)

(5.59)
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R <e37 62) €y = 66366262 - v62v€362 - 6[63,62]62

~ 92 — 92~
= V%(;@g) — VESO — ;ve2€2
2 2= ~
= 63(;)63 + ;V6363 - ;Ve2€2 (5.60)

2 2 2.2
= ——63+—€3——(—63)
z Z

22 z
2

= ——63+t —e3,
z z

R <627 63) €1 = V52V6361 - vey,vezel - v[eg,eg]el

5 (5.61)
= 20
~(0)
= O,
ﬁ (617 63) €3 = 66166363 - 66366163 - %[61763]63
~ ~ 2 2~
= Veleg — v%(—;el + 61) + ;Veleg
2 2 2~
= ——€1 + €1 -+ 63(—)61 + —Ve3€1
z z z
2. 2 (5.62)
+—(——€1 + 61)
z z
2 2 2. 2
= ——€ + €1 — —261 + —(——61 + €1>
z z z z
- _;el + €1,

5 (5.63)
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ve

R (637 61) €1 = %6368161 - velve;’,el - 6[(33,61]61

~ 2 ~ 2~

= v53(;€3) — V610 — ;velel

2 2~ 2.2
= es(D)est —Vees — —(Ces) (5.64)

2 2 4
= —;63 + ;63 — ;63

6 2
= —363t €3

z z

elde edilir. i # j iken S(e;, e;) = 0 Ozelliginden faydalanarak (2.8) ifadesinde
(5.57) ve (5.62) esitlikleri kullanihirsa

S(e,e1) = g (E (61,62)62,€1> +g (ﬁ (e1,€3) 63,61)

4 2 6
= (5t Dg(ene) + (-5 +Dgleren) (5.65)
— _1_(2) + 2 1
z z

bulunur. (2.8) ifadesinde (5.58) ve (5.59) esitlikleri kullanilirsa

§(€2:€2) =9 (E (62761)617€2> +9 (E (€2, €3) 63,€2>
4 2 6

= (—; + ;)g (€2, €2) + (—; +1)g (e2,e2) (5.66)
— _1_8 _|_2 1
22z

olarak hesaplanir.  Ayrica (2.8) ifadesinde (5.60) ve (5.64) esitlikleri kul-

lanilirsa
§(€3,€3) =g (E (es,€1) 61763) +9 (E (e3,€2) 627€3>

= (—% + 2)9 (e3,es) + (—% + %)9 (es,€3) (5.67)
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elde edilir. (5.56) ifadesi (2.14) esitliginde kullanilirsa

1 ~ _

P(e1,es)es = Rep,es) ez — 5{5 (e9,e3)e1 — S (e1,€3) €2}
= 0— %{0«31 — 0es} (5.68)
-0

bulunur. (5.62) ve (5.67) ifadeleri (2.14) esitliginde kullamlirsa

1 ~
P(ei,e3)es = Re,e3)es; — 5{5 (e3,e3) €1 — S (er,e3)es}
6 1 12 4

= T 2a +er— 5{(—; + ;)61 — Oes}
66 +
= —— —e; — —¢€
2 1T ettt
2
fry ——61
z

olur. Son olarak (5.59) ve (5.67) ifadeleri (2.14) esitliginde kullanilirsa

1 ~
P (62, 63) €3 = R (62, 63) €3 — §{S (63, 63) €y — S (62, 63) 63}

6 1 12 4
= —;62—{—62—5 (—§+;)€2—0€3}
6 L 6 2
= ——ey+ —ey— —e€
22 et
2
= ——62
z

seklinde bulunur.

Buna gore elde edilen bu hesaplar yardimiyla asagidaki sonug ifade edilir.

Sonug 5.1.1. M, semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu 3-boyutlu

f—Kenmotsu manifoldu genellikle £ —projektif flat degildir.
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5.2 Ricci-semisimetrik 3-boyutlu Metrik Ol-
mayan Koneksiyonlu f-Kenmotsu Mani-

foldlar:

Bu kisimda Ricci-semisimetrik metrik olmayan koneksiyonlu 3-boyutlu f-
Kenmotsu Manifoldlar: incelenmis ve bu kogullar altinda ayni zamanda Ein-

stein manifold olduklar1 gosterilmistir.

M bir semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldu

olsun. R (X,Y) M iizerinde herhangi iki X,Y tanjant vektériiniin tiirevi, S

M {izerinde tanimli Ricci tensor olmak {izere eger

R(X,Y).S=0 (5.69)

sart1 saglanirsa M semi-simetrik metrik olmayan f-Kenmotsu manifoldu Ricci-

semisimetrik olarak adlandirihir. (5.69) ifadesi

S(R(X.Y)U,V)+S(U,R(X,Y)V)=0 (5.70)
seklinde yazilir. (5.70) esitliginde X = U = £ degisikligi gerceklestirilirse
S(R(EY)EV)+S(ER(EY)V) =0 (5.71)
olur. (5.71) denkleminde (5.30) ve (5.31) ifadeleri kullanilirsa

0 = S(—(fP+f+2f)(n(Y)E-Y),V)
+S (&= (24 f+2f) (9(Y,V)E=Yn(V)))

veya
0 = —(P+f+2/)n()5(EV) =S, V)] (572
—(P++2f) g (V) S (68 —n(V) S (6 Y)]
bulunur. (5.72) esitligi diizenlenirse
0 = (P42 0)EEY) -5 V) -

H(2 29 (Y, V) S (€6 —n(V)S(EY))
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olur. (5.33) ve (5.37) esitlikleri (5.73) ifadesinde yerine konulursa

0 = (fP+rf+2f) 2+ f+2f)n¥)n(V) - S (Y. V)]
(P2 20+ f+2f) g (V) (5.74)
+2(f2+ f+2f)n(V)n(Y)]

elde edilir. (5.74) denkleminde gerekli sadelestirmeler yapilirsa
—(PHf2f)SYV)=2(f + f+2f) g (V. V)
veya
SY,V)=-2(f2+ f+2f)g(Y,V) (5.75)
bulunur.

Buna gore Tamim 1.2.3., (2.10) ifadesi ve elde edilen bu hesaplar yardimiyla

su teorem ifade edilir.

Teorem 5.2.1. M, 3-boyutlu semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu
f—Kenmotsu manifoldu eger Ricci semi-simetrik ve diizenli (regular) ise bir

Einstein manifolddur.

5.3 Semi-simetrik Metrik Olmayan Koneksi-
yonlu f-Kenmotsu Manifoldunda Ricci Soli-
tonlar

Bu kisimda 3-boyutlu semi-simetrik metrik olmayan f-Kenmotsu manifold-
larinda Ricci solitonlar incelenmis ve A sabit degerinin f fonksiyonu cinsinden
ifadesi hesaplanmigtir. Ayrica \ sabitinin alacag1 degere gore f-Kenmotsu

manifoldunun Einstein manifold olma durumu verilmistir.
Herhangi bir b fonksiyonu igin (2.34) esitliginde V' = b¢ alinirsa

(Lyeg + 25 4 2Xg) (X,Y) =0
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veya

Lye (9 (X, Y)) +25(X,Y) + 209 (X,Y) =0 (5.76)

olur. (5.76) ifadesi Lie tiirev tanimi kullamlarak
g (%{bg, Y)+g (X, %bf) 1S (X, Y) 4200 (X,Y)=0  (5.77)
yazilir. (5.77) esitligi metrigin lineerlik zelligi ve koneksiyon geregi

0 = by (Vx&¥) + (X0 (¥) + by (X, Vye)

- (5.78)
+(Y0)n(X)+25(X,Y)+2)\g (X,Y)
seklinde ifade edilir. (5.2) ifadesi (5.78) denkleminde kullanilirsa
0 = WX -0 (0G V) X))
by (X, f{2Y = (Y)€}) +25 (X,Y) + 229 (X, Y)
bulunur. (5.79) esitligi metrigin lineerlik 6zelliginden yararlanilarak
0 = g (XY) b X))+ KD+ 0D (X)L
+20fg (X.Y) = 0fn (X)n(Y) +25(X,Y) + 219 (X.Y)
bi¢iminde yazilir. (5.80) esitligi diizenlenirse
0 = g (X.¥) =2y (X) (V) 4 (XD () 4 (D) (X)
+25 (X, Y) +2\g (X, Y)
elde edilir. (5.81) ifadesine Y = ¢ degisikligi uygulamrsa
0 = 4bfg(X,&) = 2bfn(X)n (&) + (Xb)n (§) + (£b) 1 (X) (5.82)
+25 (X, €) +2)g (X, )
olur. (5.82) denkleminde (5.33) ifadesi kullanlirsa
0 = W00 =B D @)

—4(f*+ f+2f)n(X) +2M (X)
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bulunur. (5.83) esitligi diizenlenirse

0 = (Xb)+ () n(X)+2bfn(X)

(5.84)
—4(f*+ f+2f)n(X)+2xn (X)

hesaplanir. (5.84) ifadesinde X = ¢ degisgikligi uygulanirsa

(Eb) + (b (&) +20fn () =4 (f*+ f+2f)n (&) +2 () = 0 (5:85)
yazilir. (5.85) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa
2(8b) +2bf —4(fP+ f+2f)+20 = 0 (5.86)
elde edilir. (5.86) esitligi diizenlenirse
6 = 2(f°+f+2f)—bf =X (5.87)
hesaplanir. ¢4 ifadesi (5.84) egitliginde yerine konulursa

0 = (Xb)+@(fP+f+2f)—bf = N)n(X)+2bfn(X)
—4(f*+ f+2f)n(X) + 22 (X)
veya
(Xb)+ (=2(f*+ f+2f)+bf+Nn(X) = 0 (5.88)
bulunur. (2.2) ifadesi (5.88) denkleminde kullanilirsa

(db+ (=2(fP+ f+2f)+bf+X)n)(X) = 0 (5.89)

elde edilir. (5.89) ifadesinde
X 40

oldugundan
db+ (=2(f2+ f+2f)+bf+N)n = 0 (5.90)

olur. (5.90) denklemi diizenlenirse

db = [2(f2+f+2f")—bf —ANn (5.91)
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olarak hesaplanir. (5.91) esitliginin iki tarafina da d operatorii uygulanirsa
Bh = (/24 f+2f)—bf — Nd (5.92)

bulunur. (2.3) ifadesi (5.92) esitliginde kullanilirsa
2(f2+f+2f)=bf —Aldnp=0 (5.93)

yazilir. (5.93) ifadesinde

dn # 0
oldugundan
2(f2+f+2f)=bf=A] =0 (5.94)
ve
A=2(f"+f+2f)—bf (5.95)

esitlikleri elde edilir.  (5.94) esitligi (5.91) ifadesinde kullanilirsa db = 0
bulunur. Bu durumda b sabit degerli bir fonksiyondur. b fonksiyonunun

sabit olma ozelligi (5.81) denkleminde kullanilirsa
4bfg (X,Y) = 2fbn(X)n (V) +25 (X, V) +2)g(X,Y) = 0  (5.96)

bulunur. (5.96) esitliginde S (X,Y) ifadesi yalmz birakilirsa

25 (X,Y) = —4bfg (X,Y) +2bfn (X)n (V) —2Xg(X,Y) =0  (5.97)

olur. (5.76) denkleminde gerekli iglemler yapilirsa

S(X,Y) =(=20f =N g (X,Y) +bfn(X)n(Y)

veya

SX,Y)=—2bf+N)g(X,Y)+bfn(X)n(Y) (5.98)

olarak hesaplanir.
Buna gore Tamim 1.2.3., (2.10) ifadesi ve elde edilen bu hesaplar yardimiyla

su sonug ve teorem ifade edilir.
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Sonug 5.3.1.  3-boyutlu semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu

f—Kenmotsu manifoldu M ayni zamanda p—Einstein manifolddur.

Teorem 5.3.1. 3-boyutlu semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu
f—Kenmotsu manifoldunda herhangi bir b € C*°(M,R) olsun. V| ¢ karak-
teristik vektor alani ile lineer ise V, & nin bir sabit kati, ¢ bir y—Einstein
manifold ve A = 2 (f2 + f + 2f') — bf kosulu saglandig1 takdirde Ricci soliton

genigleyendir.
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada, f-Kenmotsu manifoldlar1 iizerinde Ricci solitonlarin in-
celenmesi, siiflandirilmasi ve bazi egrilik sartlarina gore Ricci solitonlarin
adlandirilmas1 yapildi. Ik olarak Kenmotsu manifoldlarda Ricci soliton
hesaplamalar1 gerceklestirildi ve Kenmotsu manifoldlar iizerinde bazi egri-
lik sartlar1 caligildi. Ardindan Kenmotsu manifoldunda yapilan bu hesapla-
malarin f-Kenmotsu manifoldlarinda nasil oldugu incelendi. f-Kenmotsu
manifoldlar iizerinde yapilan c¢aligmalarla Ricci solitonlar i¢in bazi hesaplar
verildi. Daha sonra koneksiyondaki degisiklik ile f-Kenmotsu manifoldunda
gercgeklestirilen Ricci soliton hesaplamalar: ve baz1 egrilik sartlar: semi-simetrik
metrik olmayan koneksiyonlu f-Kenmotsu manifoldlarina uygulandi ginda ne
gibi sonuglarla karsilagilabilecegi arastirildi. Burada A ve f fonksiyonuna
bagh olarak Ricci solitonlarin genisleyen, daralan veya degismeyen olma du-
rumlari incelendi.

Uc boyutlu Kenmotsu ve f-Kenmotsu manifoldlarda Ricci Solitonlar ile
ilgili baz1 egrilik sartlarinin 6zellikleri iizerine incelemeler yapilarak metrik ve
koneksiyonun degistirilmesi halinde yapilacak hesaplamalar ile ilgili baz1 agik
problemler bulunabilir. Ayrica manifold ve koneksiyon degisimi yapildi ginda
kargimiza ¢ikabilecek problemlerin ¢oziimii halinde ilgili baz1 sinifflandirmalara

ve geometrik yorumlara ulagilabilir.
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