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OZET

Bu calismada Oklidyen Diizlem iizerinde tammli Evritim (inversion) doniisiimii
incelenmistir.

Ik béliimde Evritimin tanimi ve genel 6zellikleri verildikten sonra bir noktanin evrigi
sentetik ve analitik olarak gosterilmistir. Daha sonra sirasiyla dogrularin, ¢emberlerin ve
acilari evrikleri incelenip bunlarla ilgili baz1 6nemli teoremlere yer verilmistir. Son olarak
Cifte Oran kavrami iizerinde durulmustur.

Ikinci béliimde ise oncelikle gerekli bazi tanimlara yer verilmistir. Ardindan Oklidyen
diizlemdeki evritim ile ilgili kavramlarin, Taksi diizlemi igin karsiliklar1 T-evritim adi altinda
aragtirilmistir. Oklidyen diizlemde bir noktanin evrigini insa ederken kullanilan sentetik
yontem, Taksi diizleminde kullanilamamistir. Bu sebeple yeni bir yontem belirlenmis ve bir
noktanin T-evrigi ayrintili olarak incelenmistir. Son olarak ise dogrularin T-evrigi lizerinde
calisilmustir.

Taksi Diizleminde Oklid diizlemine gére daha ayrintili bir inceleme yapmak
gerektiginden ikinci boliimde nokta ve dogrunun T-evrigini incelemekle yetinilmistir.

Anahtar Kelimeler: Evritim, T-evritim
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SUMMARY

In this thesis, inversion which is defined in the Euclidean plane was examined.

In the first chapter after definition and general properties of inversion are given, inverse
of a point was synthetically and analytically examined. Then respectively inverse of lines,
circles and angles were searched and some important theorems related with these subjects
were mentioned. At last cross ratio was emphasized.

In the second chapter firstly some necessary definitions were given. Then concepts of
inversion which are defined in The Euclidean plane were investigated in Taxicab plane and
denoted by T-inversion. Sythetic method used for building inverse of a point on Euclidean
plane couldn’t be used on Taxicab plane. Thus, a new method was designated and analysed T-
inverse of a point in deed. Finally, T-inverse of line was studied.

According to Euclidean plane, on Taxicab plane subjects must be examined detailed.
Therefore in the second chapter , only inverse of point and line was studied.

Keywords: Inversion, T-inversion
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Xii

GIRIS

Oklidyen Diizlem iizerinde tanimli Evritim (Inversion) doéniisiimii bu calismanin
konusunu olusturmaktadir.

[k boliimde Oklidyen Diizlem igin Evritimin tanimi ve genel dzellikleri verildikten sonra
noktanin, dogrunun, c¢emberin ve agmin evrigi verilip, ardindan uzaklikla evritimin
iliskisinden bahsedilmistir. Ik boliim varligi bilinen kavramlarin arastirilmasi ve belli bir
diizen i¢inde sunulmasindan ibarettir.

Ikinci boliim ise Oklidyen Diizlem igin Evritim ile ilgili bilinen kavramlarm Taksi
Diizlemine aktarilmaya calisilmasidir. Bunun i¢in gerekli bazi tanimlara yer verilecektir.
Taksi diizleminde evritim T-evritim adi altinda arastinlmistir. Oklidyen diizlemde bir
noktanin evrigini insa ederken kullanilan sentetik yOontem, Taksi diizleminde
kullanilamamustir. Bu sebeple yeni bir yontem belirlenmis ve bir noktanin T-evrigi ayrintili
olarak incelenmistir. Son olarak ise dogrularin T-evrigi lizerinde ¢alisilmistir.



1.0KLIDYEN DUZLEMDE EVRITIM (INVERSION)

1.1 Evritim

Evritim (Evirtim), Inversive Geometri igerisindeki Inversion kavramimm Tiirkce
karsihigidir. Oklid Diizlemindeki doniigiimlerin bir tiir calismasi olan Evritim, cem-
ber iizerinde tamimli oldugundan "Cemberlerde Evritim" olarak da adlandirilir.
Evritim ¢embere gore yansima olarak da diisiiniilebilir. Evritim acgilar1 ve cifte
oran1 korudugu gibi cemberi cembere, ¢emberi dogruya ya da dogruyu gembere
doniigtiirebilir. Daha once calisilmis konulardan farkli doniisiim 6rneklerine sahip
olan evritimi, geometrideki bir ¢ok problemin ¢oziimiinde uygulamak miimkiindiir.

Notasyon: O merkezli r yaricapli gember C = C(O, r) olsun. Diger ¢emberlerden
ayirt edilebilmesi igin Evritim Cemberi C ile gosterilmektedir. Diger ¢emberler «,
B, ... olarak adlandirilmaktadir.

Tanim 1.1.1: C = C(O,r) ¢emberine gore Euvritim, o, ile gosterilsin. Her
P # O igin, dg (O, P)dg (O, P") = r? kogulunu saglayan OoP g1 iizerindeki P’
noktasina P nin evrigi denir ve o, (P) = P’ seklinde gosterilir. O noktasina evritim
merkezi (kutbu), C gemberine evritim ¢emberi, r yarigapma evritim yarigapi, >

saywisina da evritim kuvveti denir (Yager, 2006) (Sekil 1.1).



Sekil 1.1. C evritim ¢cemberi, P noktas: ve evrigi olan

P’ noktas:

Bir P noktasimin evrigi P’ oldugunda, P’ noktasinin evriginin de P olmas1 gerek-
tigi dg (O, P)dg (O, P') = r* kosulundan kolayca goriilebilir. Bu da yar1 dénme ve
simetrilere benzer olarak evritim déniistimiiniin involusyonun da 2 oldugunu gosterir.

P noktas1 eger C nin i¢ boélgesinde ise dg (O, P) < r dir.
dE (OaP)dE<O7P/) :T2

olmasi i¢in dg (O, P’) > r olmalidir. Bu sebeple evritim gemberinin i¢inde bulunan
noktalarin evrikleri cemberin diginda olur. Benzer sekilde evritim ¢emberinin diginda
kalan noktalarin evriklerinin ¢cemberin iginde yer aldig1 soylenebilir.

Eger P noktasi C nin iizerinde ise dg (O, P) = r dir. dg (O, P)dg (O, P") = r?
kogulunun saglanmasi igin dg (O, P') = r olmasi gerekir. Boylelikle P = P’ olur.
Yani evritim cemberi tizerinde bulunan bir noktanin evrigi yine kendisi olmaktadir.
Bu 6nermenin tersi de saglamr. P = P’ olsun. Buradan (dg (O, P))* = r? ve
dolayisiyla dg (O, P) = r elde edilir. Bu da P noktasimin evritim ¢emberi iizerinde
bulundugunun bir gostergesidir.

Evritim O noktasinda tanimli degildir. Dolayisiyla tanim kiimesi diizlemin tamamini
icermez. Ayrica evritim 6rten de degildir. Ciinkii Ip,(P) = O olacak sekilde bir P

noktasi yoktur. Bu tiir eksiklikleri gidermek igin diizleme oo noktasi (sonsuzdaki bir

nokta) ilave edilerek diizlem genigletilmektedir. 1o ,(O) = oo ve Ip,(00) = O sek-



linde tanimlandiginda O ve oo noktalar1 birbirine kargilik gelmektedir. Dolayisiyla

Evritim genisletilmis diizlemin bir doniisiimii olur.
1.2 Bir Noktanin Evrigi

Evritim ¢emberi iizerinde bulunan noktalar ile O noktasinin evrigi daha 6nce
incelendiginden, bu kisimda evritim ¢emberi i¢indeki O dan farkl noktalar ile cem-

berin digindaki noktalarin evrikleri aragtirilmaktadir.
1.2.1. P noktasinin C nin iginde olmasi halinde evriginin insasi

P noktasi C nin iginde O dan farkh bir nokta olsun. OP 1sinina P noktasinda
dik olacak sekilde bir dogru ¢izilsin. Bu dogrunun evritim ¢emberini kestigi noktalar
T ve U olsun. C ¢emberine T" ve U noktalarindaki tegetler ¢izilsin. Bu iki tegetin

—

OP 151 iizerindeki kesigtikleri nokta, P’ noktasidir (Sekil 1.2.).

Sekil 1.2. C nin i¢indeki bir P noktasinin evrigi

1.2.2. P noktasinin C nin disinda olmasi halinde evriginin ingasi

C nin disinda bir nokta P ve OP dogru parcasimin orta noktast A/ olsun. o, M

merkezli dg (M, P) yarigaph bir cember olsun. C ile ov gemberi iki noktada kesigecek-



tir. Bu iki noktaya da T ve U denilsin. TU dogru parcasiyla OP dogru parcasinin
kesigtigi nokta, P’ noktasidir (Sekil 1.3.).

Sekil 1.3. C nin digindaki bir P noktasinin evrigi

1.3 Bir Noktanin Evriginin Analitik Olarak Incelenmesi

Ip, bir evritim ve bir P noktasinin evrigi P’ olmak tizere P’ noktasinin koor-
dinatlar1, evritim yaricap1 ve P nin koordinatlar1 cinsinden analitik olarak belir-
lenebilir. O = (x¢, o), P = (x1,y1) ve P’ = (22, y2) noktalar1 evritimin tanimindan

dogrudagtir (Sekil 1.4.).

O(Xo,y.) P'(xzy P(x1,y1)

Sekil 1.4. O, P ve P’ noktalarinin koordinatlar:



Analitik diizlemde bir dogru parcasini belli oranda bélen noktalarin koordinatlar

ile parcalarin uzunluklar: arasinda

To — X dE(O,Pl)

T, — To B dg(O, P) (1)

Ya2 — Yo _ dE(O, PI) (2)
Y1 — %o dE(O7 P)

esitlikleri mevcuttur. Buradan birinci egitlik diizenlenerek

To —To dE(O7P,)dE(07P)

Ir1 — X dE(O,P)dE(O,P)

yazilabilir. Daha sonra iglem siirdiiliirse

oo @(0, P)dp(0, P)(21 — o)
o (ds(0, P))? ’

r?(x1 — x0)
(z1—20)% 4 (y1 — 40)*’

To — To =

r?(xy — x0)
(r1 — 20)? + (11 — yo)?
elde edilir. Ikinci esitlikte de benzer islem uygulandiginda

To = + Zo,

T2<y1 - yo)
1 — x9)? + (11 — Yo)?

Z/2=< + Yo

elde edilir. Dolayisiyla

7”2(951 - mo) . 7“2(y1 - yo)
0,
(21— 20)? + (Y1 — %0)? (1 —20)% + (Y1 — %0)?

sonucuna ulagihr. O = (0,0) baglangig noktas: secilirse

P'(x9,12) = ( + Yo)

rizy 51

(21)% + (11)?" (21)? + (y1)?

Pl($2,y2) = ( )

olur.



1.4 Dogrularin Evrigi

Evritim doniigtimiinden dogrularin nasil etkilendigi bu kisimda incelenmektedir.
Ancak ilk olarak ispatlarda kullamilmakta olan énemli bir yardimci teorem verile-

cektir.

Yardimeci Teorem 1.4.1: [, bir evritim ve P, () noktalarinin evrikleri sirastyla
P, @Q olsun. P ve @ noktalar1 O merkezi ile dogrudag degilse, AOPQ iiggeni
AOQ'P' iiggeni ile benzerdir.

Ispat: Evritim tanimindan P,  noktalar: ve evrikleri olan P, Q" noktalar icin,
dr (0, P)dg (O, P") = r* ve dg (0,Q)dg (0,Q') = r? esitlikleri yazilir. Buradan
dg(O,P)/dg(0,Q) = dr(0,Q")/dr(O, P") orantis1 elde edilir. Ayrica OP = OP
ve O—Cj = (7@ oldugundan, ZPOQ = ZP'OQ esitligi mevcuttur. AOPQ iiggeni
ve AOQ'P’ iiggeninin bir agilar egit, ayrica bu esit aginin bulundugu kenarlarda
birbiriyle orantilidir. Bu da kenar-agi-kenar benzerlik kriterine gore AOP(Q) ii¢geni
ve AOQ'P’ ii¢geninin benzer olmasi demektir. Bu teorem igin miimkiin olan iki

durum agagida gosterilmektedir (Sekil 1.5.(a), Sekil 1.5.(b)).00

Sekil 1.5.(a) P ve Q noktalarinin Sekil 1.5.(b) P ve @ noktalarinan biri
her ikisi de C nin i¢inde ise AOPQ  C nin i¢inde digeri disinda ise AOPQ)
ve AOQ'P’ diggenlerinin benzerligi ve AOQ'P’ tiggenlerinin benzerligi

Artik dogrularin evritim altinda nasil sekillenecegi incelenebilir.



Teorem 1.4.2: Evritim ¢emberinin merkezinden gegmeyen herhangi bir dogru-

nun evrigi, evritim ¢emberinin merkezini iceren bir cemberdir.

Ispat: O noktasindan ¢ dogrusuna bir dik cizilsin ve dogruyu kestigi nokta P
olsun. OP’ cap olacak sekilde ¢izilen gember de a olsun. Ip (£ U{co}) = a oldugu
gosterilmelidir.

Q, ¢ iizerinde bir nokta olsun. Eger ) = P ise, )’ noktasinin « ¢emberi
tizerinde oldugu aciktir. O halde Q # P olsun. Yardimci Teorem 1.4.1 den dolay1
AOPQ = AOQ'P’ oldugundan, ZOPQ = Z0Q'P' = 90° dir. ZOQ'P" acis1, OP'
capini gordiigiinden ve 90° oldugundan a ¢emberi iizerinde bir ¢evre acidir. Ayrica
Ip+(00) = O oldugundan, /o, altinda (¢U{oco}) nin o gemberine doniistiigii goriiliir.
Ispat1 tamamlamak igin o gemberi tizerindeki her noktann (¢ U {co}) nin bir nok-
tasimin goriintiisii oldugu gosterilmelidir. R, « iizerindeki bir nokta olsun. R = O
ise, R =0 = Ip,(c0) dir. R # O ise, ZORP' ve ZOPR' birer dik ag1 olusturur
(Yardimer Teorem 1.4.1). Bundan dolay1 R’ ¢ {izerindedir ve () = R’ oldugundan
R = Ip,(Q) olur.J

Agagida ¢ ve C nin birbirine gore farkli konumlar igin sekiller gosterilmektedir

(Sekil 1.6.(a), Sekil 1.6.(b), Sekil 1.6.(c)).



Sekil 1.6.(a) C ile ayrik olan ¢ dogrusunun evrigi Sekil 1.6.(b) C ye teget olan ¢

dogrusunun evrig:

c
0
!g

Sekil 1.6.(c) C yi iki noktada kesen ¢ dogrusunun

evrigi

Sekillerden de goriilecegi iizere evrigi aliman bir dogruyla evritim gemberinin
kesisim noktalar1 varsa bu noktalarin evrikleri kendileri olur. Ayrica dogru C nin
digindaysa evrigi olan ¢ember C nin iginde olur. Teorem 1.4.2 den yola ¢ikarak

asagidaki sonuca ulagilir.



Sonug 1.4.3: Ip, bir evritim ve av O noktasindan gecen bir ¢gember ise o gem-

berinin evrigi O noktasindan gegmeyen bir dogrudur (Venema, 2012).

Yardimci Teorem 1.4.4: Iy, bir evritim olsun. O noktasimndan gegen bir

dogrunun evrigi kendisidir.

Teorem 1.4.5: Iy, bir evritim olsun. Bir ¢ dogrusu a cemberine O nok-
tasinda teget ise @ gemberinin I, evritimine gore goriintiisii ¢ dogrusuna paralel

bir dogrudur.

Ispat: ¢ dogrusu O noktasindan gectigi icin evrigi, Yardimec: Teorem 1.4.4 geregi
kendisidir. Yine Sonug 1.4.3 geregi O noktasindan gegen bir ¢gemberin evrigi O nok-
tasindan ge¢meyen bir dogru olacagindan, o cemberinin goriintiisii O noktasindan
gecmeyen bir k£ dogrusudur. ¢ dogrusu ile o gemberi sadece O noktasinda kesisirler.
O noktasi ise evrigi sonsuzda olan bir noktadir. Dolayisiyla [ ve k& dogrulari an-
cak sonsuzda kesigir. Bu da 6klid diizlemi i¢in diisiiniildiigiinde [ ve k dogrulariin

paralel olmasi anlamina gelir (Sekil 1.7.).03
K
!

{ k

Sekil 1.7. a cemberine O noktasinda teget olan

¢ dogrusunun evrigi
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1.5 Cemberlerin Evrigi

Evritim dontigimiine gore dogrular ve cemberler arasinda siki bir iligki vardir. «
bir cember ya da dogru ise, o nin evrigi de ancak bir cember ya da dogru olabilir.
Yani « bir cember iken ya bir cembere, ya da bir dogruya doniisebilecegi gibi v nin
bir dogru olmas1 durumunda da ya bir dogruya ya da bir cembere doniigebilir. Bu da
evritimin cemberler ve dogrulari korudugunun, bagka bir sekle doniistiirmediginin
bir gostergesidir. Dogrularin evrigi incelenirken Sonug 1.4.3 de ¢emberlerin evriti-
minden de bahsedilmigti. Bu sonuca gore, O noktasindan gegen bir ¢gemberin evrigi
O noktasindan ge¢cmeyen bir dogru idi. Bu kisimda ise ¢emberlerin evrigi ile ilgili

diger durumlar incelenmektedir.

Teorem 1.5.1: Iy, bir evritim ve o, O noktasimdan ge¢meyen bir cember olsun.

I (a) da O noktasindan gegmeyen bir cemberdir.

Ispat: o nin merkezi A, yaricap: ise s olsun. A = O ise, Io, (o) nn da O
merkezli ve r?/s yarigapl bir gember oldugunu gérmek kolaydir. A # O olsun. Bu
durumda (<)—z>4 dogrusu a y1 @ ve R diye adlandirilabilecek iki noktada kesecektir. )
ve R noktalariin goriintiileri Q' ve R’ ise capr Q'R’ dogru parcasi olan cember 3
olsun. Gosterilmesi gereken Ip . («) =  oldugudur. Bunun gosterilmesi demek ")
ve R den farkl olan bir P noktasinin « iizerinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart evrigi
olan P’ noktasinin 3 iizerinde olmasidir." ifadesinin dogrulugunun gosterilmesidir.
Ispatta pu(ZQPR) ifadesi ZQPR agisiin olciimiinii, o(AOPR) ifadesi de AOPR
tiggeninin i¢ acilar toplamini gostermek icin kullanilmigtir.

(=) P, « iizerinde @@ ve R den farkh olan bir nokta olsun. ZQPR acisi
gapt goren bir gevre aci oldugundan pu(ZQPR) = 90° dir. Yardimci Teorem 1.4.1
araciligiyla AOPQ ~ AOQ'P' ve AORP ~ AOP'R benzerliklerinden sz edilebilir.
Dolaywsiyla ZOPQ = Z0Q'P', ZORP = Z/OP'R' ve /ZPOR = /P'OQ) eslikleri
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yazilabilir. Buradan ac1 dl¢iimleri hesaplanirsa;

W(ZQPR) = o(AOPR)— u(LORP) — (Z0OPQ) — u(/POR),
= o(AOP'Q) — n(LOP'R) — n(£L0Q'P’) — p(£P'0Q'),
= p(ZR'P'Q) =90° dir.

ZR'P'Q) agis1 bir dik ag1 oldugundan (5 gemberinin gapini géren bir ¢evre agidir.
Dolayisiyla P’, 3 iizerindedir.

(<) B iizerinde @)’ ve R’ noktalarindan farkh olan ve Ip,(P) = P’ kosulunu
saglayan bir nokta P’ olsun. p(ZR'P'Q') = 90° dir. Yardimc Teorem 1.4.1
araciigiyla AOPQ ~ AOQ'P' ve AORP ~ AOP'R' benzerlikleri vardir. Dolayisiyla
Z0PQ = Z0Q'P', ZORP = ZOP'R ve ZPOR = /P'OQ’ eglikleri yazilabilir.

Buradan

w(£ZR'P'Q") = o(AOP'Q") — u(LOP'R") — n(£LOQ'P") — u(LP'0Q"),
= 0(AOPR) — n(£ZORP) — u(£OPQ) — u(£POR),
= wu(ZQPR) =90° dir.
ZQPR acis1 S ¢cemberinin ¢apini goren bir gevre agidir ve P, « iizerindedir. O

halde @) ve R den farkli olan bir P noktasiin « iizerinde olmasi igin gerek ve yeter

sart evrigi olan P’ noktasinin [ iizerinde olmasidir (Sekil 1.8.).0

Sekil 1.8. O noktasindan ge¢gmeyen bir ¢cemberin evrigi
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Teorem 1.5.1 i¢in evrigi alinan a gemberi hareket ettirilirse veya boyutu degisti-
rilirse 8 goriintii cemberi i¢in farkli durumlar ortaya ¢ikar. Bu durumlardan bazilari

asagida gosterilmektedir.

|

Sekil 1.9.(a) C ye teget olan « gemberinin evrigi Sekil 1.9.(b) C ile iki noktada

kesisen o cemberinin evrigi

Sekil 1.9.(c) C ye dik olan « ¢emberinin evrigi ~ Sekil 1.9.(d) C ile ayni merkeze sahip

olan o ¢cemberinin evrigi

Simdi ise bir noktanin kuvveti ve iki cemberin diklik sartini iceren tanimlara yer

verilecektir.
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Tanmim 1.5.2: § bir cember ve O, 3 iizerinde olmayan bir nokta olsun. O dan
gecen ve [ y1 kesen herhangi bir ¢ dogrusu segilsin. ¢, 5 y1 () ve R gibi iki noktada
kesiyor ise O noktasinin kuvveti dg(O, Q)dg(O, R) ¢arpimi olarak tanimlanir. ¢ nin
3 ya P noktasinda teget olmasi halinde ise O noktasinin kuvveti (dg(OP))? olarak
ifade edilir (Venema, 2012).

Tanmim 1.5.3: « ve 3 iki ¢gember olsun. Bu c¢emberler iki noktada kesigiyor ve
teget dogrular1 kesisim noktalarinda birbirine dik ise o ve 3 ¢emberler: birbirine

diktir denir (Venema, 2012).

Teorem 1.5.4: Iy, bir evritim ve 3, C den farkh bir cember olsun. /3, C ye dik
ise Ip,(B) =  dir (Teorem /5 nin noktalarmin /o, evritimine gore sabit kaldigin
ileri siirmez. Aslinda § nin C nin icinde kalan pargasinin, C nin digindaki parcasina

doniigtiigiinii belirtir. ).

Ispat: 3 nn evritim cemberini kestigi iki nokta P ve T olsun. Teget ve cemberin
yaricapi dik oldugundan OP ve OT 5 ya tegettir. Ayrica O merkezi $ nin disindadir
ve iizerinde degildir. Ip,(P) = P ve Ip,(T) = T oldugu bilinmektedir. 5 nmn bir
diger noktasi1 () ise O<_>Q [ y1 iki noktada kesen ve ikinci noktasit R olan bir sekant
dogrusudur. O noktasinin 3 ya gore kuvveti dg(O, Q)dg(O, R) = (dg(O, P))? = r?
olarak tammlamr. Buradan Ip,(Q) = R ve Ip,.(R) = @ elde edilir. Boylelikle 3
daki her noktanin goriintiisii  daki diger bir noktadir ve 3 daki her nokta § nin
diger bir noktasimn goriintiisiidiir. Diger bir deyisle, Ip () = § dir (Sekil 1.10.)
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Sekil 1.10. C ye dik olan ¢emberin evrigi

Teorem 1.5.5: [p, bir evritim ve 3, C den farkl bir gember olsun. /o ,(Q) = @’
ve ) # @' olmak iizere @, [ iizerinde iken @)’ de [ iizerinde ise C, [ ya diktir.

Ispat: Q ve Q' C nin kars: taraflarinda oldugundan, 5 cemberi C yi P ve T gibi iki
noktada kesmelidir. P noktasi C iizerinde oldugundan (dg(OP))? = r? dir. Ayrica
dr(0,Q)dr(0,Q") = r? esitligi de mevcuttur. 3 ya gore O noktasinin kuvveti iyi
tanimhidir. Bu sebeple OP dogrusu f ya teget olmalidir. C nin bir yarigapinin 3 ya

teget olmasi, C nin S ya dik olmasini gerektirir.[]

Teorem 1.5.4 e karsilik Teorem.1.5.5 daha giicliidiir. Bu iki teoremden ise agagi-

daki sonuca ulagilir.

Sonug 1.5.6: Ip, evritim ve 3 bir ¢cember olsun. C nin 5 ya dik olmasi igin
gerek ve yeter sart I, (8) = 5 olmasidir (Venema, 2012).

Dik ¢emberler insa edilmek istendiginde ise izleyen sonug¢ énemli olmaktadir.

Sonug 1.5.7: C = C(O,r) olmak tiizere /o, bir evritim olsun. R ve S, C nin
icinde ancak C nin aymi c¢api iizerinde olmayan iki nokta ise R ve S nin iizerinde

oldugu C ye dik olan bir tek v ¢cemberi vardir (Venema, 2012).
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Ispat: R ve S aym cap iizerinde olmadigindan, hicbiri O noktasina esit degildir.
Bunu R, S ve S’ = Ip,(S) noktalarmin dogrusal olmamasi takip eder. Ug nokta
bir tek cember belirteceginden bu ¢ember v olsun. Teorem 1.5.5 ten 7 ¢emberi C

evritim ¢emberine diktir (Sekil 1.11.).0

Sekil 1.11. Sonug 1.5.7

Teorem 1.5.8: C = C(O,r) olmak iizere o, bir evritim ve P, C nin iginde O
dan farkli bir nokta olsun. O noktasindan ge¢gmeyip P den gecen her ¢ dogrusu igin,

t ye P de teget ve C ye dik olan bir tek a cemberi vardir.

Ispat: ¢, P den gecen ve t ye dik bir dogru olsun. Buna gore O noktasmm /
tizerinde oldugu ve olmadigr iki durum incelenecektir. O noktasi ¢ iizerinde olsun.
Io,(P) = P’ noktast da ¢ iizerindedir. PP’ dogru pargasinin orta noktasi M ve
M merkezli, dg(M, P) yaricaph gember « olsun. Teorem 1.5.5 geregi o, C evritim
¢emberine diktir. Dolayisiyla olusturulan yapidan agikca goriiliir ki ¢ dogrusu a ya

P de tegettir (Sekil 1.12.).
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Sekil 1.12. O noktasinin ¢ dizerinde oldugu durum

O noktas1 ¢ iizerinde olmasimn. Ip,(P) = P’ noktasi da ¢ tizerinde degildir. P’
noktasinin ¢ dogrusuna gore yansimasi () = p,(P’) olarak tammmlansin. P, P’ ve Q)
noktalar1 dogrusal degildir. Bu ii¢ noktadan bir tek cember gececeginden bu cember
a olsun. P ve P’ noktalarimin « iizerinde olmasi, o nin C ye dik olmasin gerektirir
(Teorem 1.5.5). P’ ve @) noktalarinin « tizerinde olmasi ise o nin merkezinin ¢
tizerinde olusunu gosterir. P nin « {izerinde ve a nin merkezinin de ¢ ye P de dik
olan ¢ dogrusu iizerinde olmasindan dolayi, ¢ nin P de « ya teget oldugu goriiliir.

Boylelikle ispat tamamlanmig olur (Sekil 1.13.)0
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Sekil 1.13. O noktasinin ¢ dizerinde olmadige durum

1.6 Acgilarin Evrigi

Evritimin korudugu 6zelliklerden biri de acilardir. Agilarin gemberler veya dogru-
lar arasinda olmasi bu gercegi degistirmez. Tiim durumlarda bir ac1 ile evrigi olan
agl birbirine esittir. Bunu gostermeden once aci kavraminin ne anlama geldiginin
tanmimlanmasi gerekir. Ancak cemberler s6z konusu oldugunda cember yaylar: ile

calisilacagindan oncelikli olarak ¢ember yaylar: ifade edilmektedir.

Notasyon: -+, merkezi A ve iizerindeki bir nokta P olan bir ¢ember olsun.
A merkezine gore P nin tam karsisinda olmayacak sekilde ~ iizerinde ikinci bir
U noktasi segilsin. v iizerinde P den U ya ¢ember yayim gostermek igin (P, U)
notasyonu kullanilacaktir.

v(P,U)={P,U}UA{Q | Q, 7 iizerinde ve ZPAU ags! igindedir}

v ya P noktasinda teget dogru ¢ olsun. U ve U* AP nin ayni tarafinda olacak
sekilde ¢ tizerinde bir U* noktasi secilsin. Buradan PU* isin1 P noktasinda (P, U)

yayma teget olur. Boylelikle ¢cember yay1 P noktasinda bir teget i1smi belirlemis
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olur. Cember yay1 olan acilar incelenirken bu teget 1sinlarindan faydalanilmaktadir

(Sekil 1.14.).

v

Sekil 1.14. Cember yayina P noktasinda teget olan 1sin

Tanim 1.6.1: (P, U) ¢ember yay1 ve P—Cj 1gin1 arasindaki agi ZU* PQ agisidir
(Sekil 1.15.).

Sekil 1.15. v(P,U) ¢ember yayr ve P—Cj 11 arasindaki act
+' bir ikinci gember ve D, «/' iizerinde bir nokta ise v(P,U) ve +'(P, D) ¢ember
yaylary arasindaki agy ZU* PD* agisidir (Venema, 2012) (Sekil 1.16.).
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Sekil 1.16. v(P,U) ve ~'(P, D) ¢ember yaylar

arasindaki act

Artik agilarin evritim ile olan iligkisi incelenebilir.

Teorem 1.6.2: [, bir evritim ve 7 merkezi A olan bir gember olsun. v tizerinde
A merkezine gore tam kargilikli olmayacak gekilde P ve U noktalar: segilsin. (P, U)

_—_) . _—% . . .
ve PP’ arasindaki agi, 7/(P’,U’) ve P'P arasindaki agiya esittir.

Ispat: A = O ise, v ve C cemberleri ya 6zdes ya da ayriktirlar. Birinci durumda
sonug anlamsiz bir sekilde gikar. Tkinci durumda ise o ,(7), v ve C ile es merkezli bir
¢emberdir. Buradan incelenen iki aginin da dik ve dolayisiyla esit oldugu goriiliir.

O halde A # O olsun. OA dogrusunun 7 c¢emberini kestigi noktalar R ve S,
R’ ile S de swrasiyla bu noktalarin evrikleri olsun. Ip,(vy) = «' ise 4/ niin bir
gember oldugu Teorem 1.5.1 den stylenebilir. 4/ ¢emberinin merkezi B ile ve U nun
evrigi de D ile gosterilsin. Burada U nun evrigi U’ ile gosterilmeyerek karigikliktan
kaginmak amaclanmaktadir. Artik gosterilmesi gereken /PP'D* = /P'PU* dir.
ZBP'D* ve ZAPU* agilarinin birer dik ag1 oldugu Sekil 1.17. den gozlemlenebilir.
Istenilen sonuca ulasmak icin /BP'R' = /RPP' ve /ZR'P'P = /APR oldugu
gosterilmelidir. Yardimcr teorem 1.4.1 geregi AOP'R’ iiggeni ile AORP ii¢geni
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benzerdir. Dolayisiyla /BR'P' =2 /RPP' ve ZOP'R' = /ORP dir. Buradan
ZR'P'P =2 ZARP esitligi bulunur. ABP'R' ve AARP iiggenleri ikizkenar tiggen
oldugundan /BR'P' = /BP'R' ve /ZARP = /APR vardir.

Sonug olarak /BR'P =2 /APP’ egitligine ulagilir. Bu da /PP'D* = /P'PU*

olmasini gerektirir. Boylelikle ispat tamamlanir.[]

Sekil 1.17. ~(P,U) wve PP arasindaki aginan,
~'(P',U") ve PP arasindaki aciya esitligi

Gelecek iki teorem de Teorem 1.6.2 ile benzer bir yol takip edilerek ispatlanabilir.

Teorem 1.6.3: Iy, bir evritim ve ¢ O dan gegmeyen bir dogru olsun. ' ¢
nin evrigi olan bir ¢ember, P ve U da ¢ iizerinde farkh iki nokta ise ZP'PU agist
¥ (P, U") ve P'P arasmdaki aclya esittir (Venema, 2012).

Agilarin evritim tarafindan korunmasi demek her biri bir dogru veya c¢ember
olan iki egri ele alindiginda, bir noktadaki egriler arasindaki aginin o noktanin evrigi
olan noktadaki egriler arasindaki aciya es olmasi demektir. Bir ¢ok ¢zel durumdan
kurtulmak i¢in her biri bir dogru veya ¢cember olan egrilerin evriklerinin de bir dogru
veya cember olmasina bagh olarak cemberler tizerindeki yaylarla birlikte dogrular

tizerindeki yaylar igin de (P, U) notasyonu kullanilmaktadir.
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Teorem 1.6.4: I, bir evritim, v, ve vy, her biri bir dogru ya da bir ¢cember
olsun. U; ve U, sirasiyla v, ve v, tizerinde, P ise her ikisi {izerinde bir nokta ise
v1(P,Uy) ve v4( P, Us) arasindaki a1, v} (P', U;) ve v4(P’, U}) arasindaki agiya esittir
(Venema, 2012) (Sekil 1.18.).

Sekil 1.18. ~,(P,Uy) ve v4(P,Us) arasindaki aginin,

V(P U7) ve v4(P',Uj) arasindaki agrya esitlig

Bu teoremler sonucunda artik kesin olarak evritimin acilar1 korudugu yani anti-
conformal oldugu belirtilebilir. Bu 6zellik ise evritimin dikkate deger bir doniisiim

oldugunu gosterir.

1.7 Evritimin Uzaklik ile Iliskisi

Oklidyen uzakhgmn evritim tarafindan korunmadig aciktir. Bu yiizden evritim
bir izometri olugturmaz. Ancak uzakligin kendisi korunmasa da c¢ifte oran olarak
adlandirilan uzakliklarin bir kombinasyonu korunur. Bu sebeple evritimde uzaklik

s6z konusu oldugunda tizerinde durulmasi gereken kisim ¢ifte orandir. Cifte orandan



22

bahsedilmeden ¢nce oklidyen uzakligin evritim altinda nasil sekillendigini inceleyen

bir teorem agagida verilmektedir.

Teorem 1.7.1: Ip, bir evritim olsun. A ve B noktalarinin evrikleri sirasiyla A’

ve B’ ise

Tsz(Aa B)

dg(A',B") =

dg(0,A)dg(O, B)

dir (Yagci, 2006).

ispat:

Sekil 1.19. Iki nokta arasindaki Oklidyen uzakligin evrigi

Yardimci teorem 1.4.1 geregi AOAB iiggeni ile AOB’ A’ {iggeni benzerdir. Buna

gore;

dp(A, B dp(0, A')

dp(A,B)  dg(O,B)

vardir. Egitligin sag tarafi
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dE(O,A>dE(O,A/> 7’2
dp(0, A)dp(0,B)  dp(0, A)dp(O, B)

seklinde diizenlenirse,

dE(A/, B/) 7"2

dE(Aa B) B dE(O> A)dE(Ov B)

elde edilir. Buradan

7’2dE(A, B)
dp(0,A)dr(O, B)

dp(A',B") =

sonucuna ulagilir[]

Tamim.1.7.2: A, B, P ve @ birbirinden farkli doért nokta olsun. Bu dort nok-

tanin belirttigi cifte oran

dp(A, P)dp(B, Q)

[AB, PQ| =

seklinde tanimlanir (Yagci, 2006).

Teorem 1.7.3: Ip, bir evritim ve O dan farkhi dort nokta A, B, P, () olsun.
Bu noktalarin evrikleri sirasiyla A’ B/, P’ @)’ ise [AB, PQ| = [A'B’, P')'] dir.

ispat:

dr(A', PYdg(B', Q')
dE(A/, Q/)dE(B’, P/)

[A/B,7 PIQ/] —



TQdE(Aa P) TQdE(B> Q)

dg(0,A)dr(O, P)dg(O,B)dg (0, Q)

TQdE(A, Q) T’2dE(B,P)

dg(0, A)dp(0, Q) de(0, B)dp(O, P)

dg(A, P)dg(B, Q)

— [4B, PQ)

dir.O

Bu teorem acikga gosterir ki evritim doniistimii altinda cifte oran korunur.

24
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2.TAKSI DUZLEMINDE EVRITIM (INVERSION)

Boliim.1 de Oklidyen diizlemin déniisiimlerinden biri olan evritim, ana hatlariyla
incelendi. Bu boliimde ise Evritimin Taksi diizlemindeki kargiligi veya diger bir de-
yisle aktarihs: incelenmektedir. Ancak Oklidyen diizlemle karsilastirildiginda, Taksi
diizleminde daha ayrintili inceleme yapmak gerektiginden burada nokta ve dogru-
larin inversiyonunu incelemekle yetinilmigtir. Taksi diizleminde uzaklik fonksiyonu
degiseceginden burada Oklidyen Diizlem icin kullanilan argiimanlarm, Taksi Dii-
zlemi icin gegerli karsiliklar: kullanilmaktadir.

Ornegin analitik diizlemde alman P = (x1,1;) ve Q = (3,%2) noktalar1 arasm-

daki Oklidyen Uzaklik

dp(P,Q) = \/(z1 — 22)> + (1 — 12)°

seklinde tammbh idi (Sekil 2.1.).

0=(xzy2)

1 P=(x1,y1)

0 x1 xz x

Sekil 2.1. Iki nokta arasindaki Oklidyen uzaklik
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H. Minkowski tarafindan tanimlanan P = (x1,y;) ve @@ = (z2,y2) noktalari
arasindaki Taksi Uzakhgr ise

dr : R? x R? — [0, 00) olmak iizere

dr (P, Q) = |x1 — z2| + |y1 — y2|

seklinde gosterilen dr taksi uzaklik fonksiyonu ile ifade edilir (Sekil 2.2.). K. Menger
ve E. F. Krause daha sonra bu uzaklik fonksiyonunu kullanarak Taksi Geometriyi

geligtirmiglerdir. (Krause, E.F., 1975)

y A
3 0=(xzy2)
Yz
lyz-y:l 2
1
Y[ :
P=(x1,51)
0 x1 xZ 'x
|x2 - x4l

Sekil 2.2. Iki nokta arasindaki Taksi uzakhin
dr taksi uzaklik fonksiyonu analitik diizlemde bir metrik belirtir. Ayrica P = (x1,y;)
ve (Q = (x2,y2) noktalarindan gegen dogrunun egimi m ise, dg ve dr arasinda

1+ |m|

dT(PaQ>:\/ﬁ

esitligi mevecuttur (Kaya, 2006).
m = (ya —v1) / (2 — 1) oldugundan burada eger x; = x5 veya y; = ys ise

dr (P,Q) = dg (P,Q) oldugu agiktir. Yani P ile @) noktalar1 ayni yatay veya aymn
dikey bir dogru iizerinde iken Taksi ve Oklidyen uzakliklar birbirine esittir.
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Evritim ¢emberler iizerinde tanimli oldugundan Taksi Diizlemindeki cemberlerin
durumu da énem arz eder. Bir Taksi C'emberi sabit bir noktaya esit taksi uzakliktaki
noktalarin geometrik yeridir. M = (my,msa), r € R ve r > 0 olmak tizere M

merkezli, r yaricapli Taksi Cemberi
Cr =A{P [dr(P,M) =7, r>0} ={(2,y) | [x —ma| + |y —ma| =7, >0}
seklinde ifade edilir. Ozel olarak M = O = (0,0) segilirse
Cr =A{(z,y) | [z[ + [yl = r, 7> 0}

olur. O merkezli r yarigaph bir taksi cemberi Sekil 2.3. de gosterilmektedir.

Sekil 2.3. O merkezli v yaricaply bir taksi cemberi

Analitik diizlemde dogrular ise su sekilde simiflandirilir. Bir [...ax +by+c¢ =0

o - a o .. o .
dogrusu verilsin. m = —— ve m egim olmak iizere [ dogrusuna, |m| = 0 ise, yatay

b

dogru; |m| = oo ise, dikey dogru; |m| > 1 ise, dikeysel dogru; |m| < 1 ise, yataysal

dogru ve |m| =1 ise, ayira¢ dogru denir (Krause, 1975;Ekmek¢i,2001) (Sekil 2.4.).
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Dikey Yo
Dikeysel | Dikeysel

Ayrag Ayrag

S
>

X

Yataysal Yataysal

Yatay

Sekil 2.4. Analitik diizlemde dogru cegitleri

2.1 Taksi Evritim (T-evritim)

Gosterim kolayligr acisindan Oklidyen Diizlemde evritim cemberi icin kullanilan
notasyona benzer bir notasyon Taksi Diizlemi i¢in de kullanilmaktadir.

Notasyon: O merkezli 7 yarigaph taksi ¢gemberi Cr = Cr(O,ry) olsun. Crp,
Taksi Diizleminde Evritim Cemberini ifade etmektedir.

Tanim 2.1.1: Cp = Cr(O, rr) taksi evritim ¢emberi olmak tizere Taksi Diizle-
minde evritim I, ile gosterilsin. Her P # O icin, dr (O, P) dr (O, P') = (r7)?
kosulunu saglayan OP g1 {izerindeki P’ noktasia P nin Taksi Fvrigi ya da kisaca
T-evrigi denir. It )(P) = P’ seklinde gosterilir. O noktasma T-evritim merkezi
(kutbu), Cr gemberine T-evritim ¢emberi, r¢ yaricapma T-evritim yarigapr, (rr)?
sayisina da T-evritim kuvvet: denir.

Oklidyen Diizleme benzer sekilde bir P noktasinin evrigi P’ noktas: ise, P’ nok-
tasinin evrigi de P dir. Dolayisiyla Taksi Evritim doniigtimiiniin involusyonu da 2
dir. Yine agik olarak goriilebilir ki T-evritim ¢emberinin i¢inde kalan noktalarin T-
evrikleri cemberin disinda, disinda kalan noktalarin T-evrikleri de gemberin iginde
olur.

P noktasimin Cr iizerinde olmasi halinde ise, dy (O, P) = rp olur. Buradan

dr (O, P)dr (O, P") = (rr)? kogulunun saglanmas1 igin dr (O, P’) = ry olmalidir.
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Bu da P = P’ olmasim gerektirir. Tersine P = P’ olmasi durumu formiilde yerine
yazilacak olursa, (dr (O, P))? = (rr)? ve dolaysiyla dr (O, P) = ry olur. Bu ise

T-evrigine egit olan noktalarin Cr iizerinde olmasi anlamina gelir.

Oklidyen Diizlemde tamm kiimesini diizlemin tamami yapmak ve doniisiimii
orten yapmak i¢in sonsuzdaki bir nokta(co noktasi) ilave edilerek diizlem genigletilmisti.
Taksi Diizleminde de I7(0,;)(0) = o0 ve Ir,,)(00) = O olacak bi¢imde O nok-
tasina karsilik gelen co noktasi ilave edilerek benzer islem gerceklestirilsin. Dolayisiyla

O noktasi1 ve T-evritim ¢emberi {izerindeki noktalarin T-evrikleri tamamlanmaig olur.

Cr nin i¢indeki O dan farkl noktalar ile Cr nin diginda kalan noktalarin T-
evrikleri incelenmeden ¢nce Oklidyen Diizlemde bir noktanm evrigi insa edilirken
kullanilan sentetik yontemin, Taksi Diizleminde bir noktanin T-evriginin ingas1 igin
uygulanabilir olup olmadigimin gosterilmesi gerekir.

Taksi cemberinde tegetler kiosesel tegetler ve kenarsal tegetler olmak iizere ikiye
ayrilir. Diizlemde bir C taksi ¢emberi ile bir d dogrusu verilsin. " d, C ye kédgesel
tegettir<= dNC ={A},C nin bir kogesidir." Yani dogru ile taksi gemberi, gemberin
bir tek kose noktasinda kesisiyorsa dogru taksi cembere kdsesel tegettir denir.

"d, C ye kenarsal tegettir<= d N C =a : a, C nin bir kenaridir." Yani dogru
ile taksi ¢gemberi, cemberin bir tek kenari boyunca kesisiyorsa dogru taksi ¢cembere
kenarsal tegettir denir. (Ekmekci,2001)

Asagida yapilan incelemede sadece kosesel tegetler incelenmektedir. Bahsedilen

yontemin Taksi Diizlemi i¢in kisa bir hatirlatmasi su sekildedir:

Cr nin diginda herhangi bir P noktasi alinsin. P noktasindan Cr ye tegetler
¢izilsin. Cizilen bu tegetlerin cembere degme noktalarindan OP isinina dikler inilsin.
inilen bu dikmelerin OP s kestigi nokta dy (O, P) dr (O, P') = (rr)? kosulunu
saglayan P’ noktasi olmaldir.

OP dogrusunun egimine bagh olacak sekilde P noktasinin farkli konumlar: icin
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P’ noktalar1 bu yonteme gore belirlenerek yontemin dogru olup olmadigi asagida

incelenmektedir.

I. Durum: O<—}>7 yatay bir dogru olsun. Bu dogru iizerinde Cr nin digindaki P
noktalarindan Cr ye tegetler cizildikten sonra tegetlerin degme noktalarindan OP
isinina dikler inilsin. Dikler O—fD iginin1 O noktasinda kesmektedir (Sekil 2.5.). Bu
durumdaki her bir nokta i¢gin P’ = O olur. Oysaki O noktasi tanimda oo noktasina
karsilik tutulmustu. Ayrica dr (O, P') = dr (O,0) = 0 olacagindan rr = 0 olur.
Bu ise bir celigkidir. OP nin dikey bir dogru olmasi halinde de benzer durum
sz konusudur. Dolayisiyla bu durumda oklidyen diizlemdeki nokta evriginin taksi

karsiligi dogru degildir.

>

[Daj
v

R

Sekil 2.5. 1. Durum: OP yatay bir dogru iken

Cr nin digindakt bir P noktasinin T-evrigi

II. Durum: OP ayira¢ dogrularindan biri olsun. Bu dogru iizerinde Cr nin
disindaki P noktalar icin tegetler cizilerek metot uygulandiginda bu noktalarin T-
evrikleri Cr iizerinde bir tek noktadir (Sekil 2.6.). Bu durumda dr (O, P') = ry olur
ve dr (O, P) = rp olmasim gerektirir. Oysaki P noktalar1 Cr nin diginda segilmisti.
Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla yine evritim icin bilinen sentetik yontemin taksi

karsiligi uygulanabilir degildir.
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v

Sekil 2.6. 2. Durum: <O—>P ayrra¢ dogrusu tken

Cr nin disindaki bir P noktasinin T-evrigi

III. Durum: <O—1>D yataysal bir dogru olsun. Bu dogru iizerinde Cy nin digindaki
bir P noktasi i¢in benzer iglem tekrarlandiginda bu noktanin T-evrigi P| ve P} gibi
farkl iki noktadir (Sekil 2.7.). Bu ise fonksiyon tanimiyla geligmektedir. OP nin
dikeysel bir dogru olmasi halinde de benzer durum s6z konusudur. Boylece bu durum

icin de yine uygun bir taksi kargilik bulunamamaktadir.
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Sekil 2.7. 8. Durum: (<)—>P yataysal bir dogru iken

Cr nin disindaki bir P noktasinin T-evrign

Bilindigi tizere bir énermenin yanhghgmin ispat1 icin bir 6rnek yeterlidir. Incele-
nen bu ii¢ durum Taksi diizleminde bir noktanin T-evrigini inga ederken kullanilan
sentetik yontemin, Oklidyen Diizlem icin kullanilan metot ile ayni olamayacagini
gosterir. Dolayisiyla Taksi Diizlemi icin yeni bir yontemin gerekliligi ortaya gikar.
Calisgmanin bu kisminda yeni bir yontem belirlenmekte ve ayrintili olarak incelen-

mektedir. Artik bir noktanin T-evrigi arastirilirken bu yontem kullanilmaktadir.
2.2 Bir Noktanin T-evrigi

Bu kisimda Cr nin igindeki O dan farkhi noktalar ile C7 nin diginda kalan nok-
talarin T-evrikleri incelenmektedir. Yatay veya dikey bir dogru iizerinde bulunan
herhangi iki nokta arasindaki taksi uzakhiginin oklidyen uzakliga esit oldugu daha
once ifade edilmisti. Bu durum goz 6éniinde bulundurularak yatay veya dikey dogru
tizerinde bulunup bulunmamas: haline gére P noktasimin T-evrigi aragtirilmaktadir.

Oncelikli olarak arastirma esnasinda kullanilmakta olan benzerlik kavramindan

bahsedilmektedir.
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Tanim 2.2.0.1: Karsilikli agilar es ve karsilikli kenarlar: orantili olan ticgenlere

benzer ticgenler denir. Oklidyen Diizlemdeki AABC ve ADEF iicgenleri icin

iken

dg(B,C)  dp(A,C)  dg(A,B)
dp(E,F)  dg(D,F) dg(D,E)

ise AABC ve ADEF iiggenleri benzerdir denir (Thales). AABC ~ ADEF geklinde
gosterilir (Yazgan vd., 2012) (Sekil 2.8.).

k

A

B C E F

Sekil 2.8. Iki ticgenin benzerligi

Taksi Diizleminde ise ticgenlerde benzerlik tam anlamiyla saglanmaz. Ornegin,
Sekil 2.9. daki iki tiggenin kargilikli acilar: egit olmasina kargin tiim kenarlar: orantili

degildir.
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Sekil 2.9. Taksi Diizleminde benzer olmayan ki ii¢gen

Yani AABC ve ADEF iiggenleri igin,

oldugu halde

dr(B,C)  dr(A,B)

dr(A,C)

dr(E,F)  dr(D,E)

dr(D, F)

dir. Bu da benzerligin bu iicgenler arasinda saglanmadigini gosterir.

34

Ancak bu calismada gelistirilen yeni yontemde de kullanilan bir 6zel durum i¢in

Taksi Diizleminde benzerlikten soz edilebilir.

Yardimci Teorem 2.2.0.2: Taksi Diizlemindeki dik iiggenlerin eger dik ke-

narlar1 yatay ve dikey dogrular {izerinde ve diger agilar1 da karsilikli olarak esit ise

bu iiggenler arasinda benzerlik saglanir.
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Ispat: AABC ve ADEF dik kenarlar yatay ve dikey dogrular iizerinde olan
herhangi iki dik tiggen olsun. Ayrica

esitligi mevcut olsun.

——————>

-——- -——— -

cC FE

Sekil 2.10. Taksi Diizleminde benzer iki ti¢gen

Gosterilmesi gereken

dr(B,C)  dr(A,B)  dp(A,C)
dr(E,F) dp(D,E) dp(D,F)

k

dir. Ucgenlerin dik kenarlar: yatay ve dikey dogrular iizerinde oldugundan bu ke-

narlarin uzunluklar: 6klidyen uzakhiga esittir. Bu sebeple dik kenarlar arasinda

dr(B.C) _ dr(A,B) _
dr(E,F) dp(D,E)

egitligi yazilabilir. Orant1 kuralindan
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dr(B,C)  dp(A,B)  dp(B,C)+dr(A,B)  dr(AC)
dr(E,F) dp(D,E) dp(E,F)+dp(D,E) dp(D,F)

sonucuna ulagilir. Bu da AABC ~ ADEF olmasi anlamina gelir.[]

k

Artik bir noktanin t-evrigi incelenebilir.

2.2.1 P noktasmin C; nin disinda ve O merkezinden gegen yatay veya

dikey dogru iizerinde olmasi halinde T-evriginin insasi

P noktas1 Cy nin diginda bulunan ve O merkezinden gegen yatay dogru iizerinde
olan bir nokta olsun. Dikey dogru iizerinde bulundugunda da aym o6zellikler gecerli
oldugundan buradaki se¢im 6nemsizdir ve bu hallerden birini incelemek yeterlidir. P
noktasindan Cr ye tegetler ¢izilsin. Cizilen tegetler (<)—>P dogrusuna gore simetriktir.
Tegetlerden herhangi birinin Cr ye degme noktasi T olsun. ZOPT = ZOT P’ olacak
sekilde OP 1511 tizerindeki P’ noktasi alinsim. Ardindan TP’ dogru parcasi olustu-
rulsun. Yardimci Teorem 2.2.0.2 geregi AOPT ~ AOT P’ benzerligi mevcuttur. O

halde bu iki iiggen arasinda

dr(O,P)  dr(0,T)
dr(0,T) — dr(O, P)

bagmtisi yazilabilir. dr(O,T) = rr oldugundan

dT(O,Pl) o rr
rT N dT(O,P)

olur. Buradan dr (O, P)dr (O, P') = (rr)? sonucuna ulagilir. Bu da P’ noktasimin

P nin T-evrigi olmasi anlamima gelir (Sekil 2.11.).
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Sekil 2.11. P, Cp nin disinda ve O merkezinden gegen

yatay dogru tizerinde bir nokta ise T-evriginin insast

2.2.2 P noktasmin C; nin disinda ve O merkezinden gegen yatay veya

dikey dogru iizerinde olmamasi halinde T-evriginin insasi

P noktasi, Cr nin diginda ve O merkezinden gegen yatay veya dikey dogru ii-
zerinde bulunmayan bir nokta olarak segilsin. O merkezli, dr(O, P) yarigaph bir
taksi cemberi a olsun. P, Py ve Pp dogrusal olacak sekilde o nin O merkezinden
gecen yatay dogruyu kestigi nokta Py, dikey dogruyu kestigi nokta ise Pp olsun.
P, Py ve Pp noktalariin T-evrikleri de sirasiyla P, P}, ve P}, olsun. P, Py ve
Pp « iizerinde oldugundan dr(O, P) = dr(O, Py) = dr(O, Pp) dir. Dolayisiyla
Py veya Pp noktalarindan herhangi biri segilip 2.2.1 inga etme yontemiyle T-evrigi
bulunabilir. Secilen noktanin Py olmasi halinde bu noktanin T-evrigi olan P, bu-
lunur. Daha sonra O merkezli dr(O, Py,) yaricaph bir taksi ¢emberi ¢izilerek
ile gosterilsin. dr(O,P) = dr(O, Py) = dr(O, Pp) esitligi mevcut oldugundan
dr (O, P)dr (O, P") = (rr)? kosulu geregi dr(O,P') = dr(O,P) = dr(O, P})
esitligi de vardir. Dolayisiyla S gemberi ile 073 igininin kesistigi nokta P nin T-
evrigi olan P’ noktasidir (Sekil 2.12.).
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Sekil 2.12. P, Cy nin disinda ve O merkezinden gegen yatay veya

dikey dogru tizerinde bulunmayan bir nokta ise T-evriginin ingasi

2.2.3 P noktasimin C; nin iginde ve O merkezinden gecen yatay veya

dikey dogru iizerinde olmasi halinde T-evriginin insasi

P noktasinin Cr nin diginda oldugu duruma benzer sekilde burada da P nin O
merkezinden gecen yatay veya dikey dogru iizerinde bulundugu hallerden birini in-
celemek yeterlidir. O halde P noktasi Cr nin i¢inde bulunan ve O merkezinden gegen
dikey dogru iizerinde olan bir nokta olsun. P dikey dogru iizerinde oldugundan bu
nokta Cr nin O dan gegen yatay dogru tizerindeki koseleri ile birlegtirilsin.(P yatay
dogru iizerinde olsaydi Cr nin dikey dogru iizerindeki koseleri ile birlegtirilecekti.)
Bu koselerden herhangi biri R olsun. ZOPR = ZORP' olacak sekilde OP 151101
tizerindeki P’ noktasi alinsin. Yardimc Teorem 2.2.0.2 geregi AOPR ~ AORP’

benzerligi mevcuttur. Buradan
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dr(O,P)  dr(O,R)

dT(OaR) dT(Oapl)
esitligi yazilabilir. dy(O, R) = r7 oldugundan

dT(O7P) _ rr
rr - dT(O,P’)

olur ve buise dr (O, P) dr (O, P") = (r1)? kosulunun gerceklendigini gosterir. Dolayisiyla

P’ noktasmin P nin T-evrigi oldugu sonucuna ulagihr (Sekil 2.13.).

v

Sekil 2.13. P, Cp nin i¢inde ve O merkezinden gegen dikey

dogru tizerinde bir nokta ise T-evriginin insas

2.2.4 P noktasinin Cr nin iginde ve O merkezinden gecen yatay veya

dikey dogru iizerinde olmamasi halinde T-evriginin insasi

P noktasi, Cr nin iginde olan ve O merkezinden gecen yatay veya dikey dogru

iizerinde bulunmayan bir nokta olarak belirlensin. O merkezli dr(O, P) yarigapl bir
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taksi cemberi a olsun. P, Py ve Pp dogrusal olacak sekilde o nin O merkezinden
gecen yatay dogruyu kestigi nokta Py, dikey dogruyu kestigi nokta ise Pp olsun.
P, Py ve Pp noktalarimin T-evrikleri de sirasiyla P, P|, ve P}, olsun. P, Py ve
Pp « iizerinde oldugundan dr(O, P) = dr(O, Py) = dr(O, Pp) dir. Dolayisiyla
Py veya Pp noktalarindan herhangi biri segilip 2.2.3 inga etme yontemiyle T-evrigi
bulunabilir. Secilen noktanin Py olmasi halinde bu noktanin T-evrigi olan P, bu-
lunur. Daha sonra O merkezli dr(O, Py,) yaricaph bir taksi ¢emberi ¢izilerek S
ile gosterilsin. dr(O,P) = dr(O, Py) = dr(O, Pp) esitligi mevcut oldugundan
dr (O, P)dr (O, P") = (rr)? kosulu geregi dr(O,P') = dr(O,P) = dr(O,P})
esitligi de vardir. Dolayisiyla S gemberi ile O—]>3 igininin kesistigi nokta P nin T-
evrigi olan P’ noktasidir (Sekil 2.14.).

&I

Sekil 2.14. P, Cr nin i¢inde ve O merkezinden gegen yatay veya

dikey dogru tizerinde bulunmayan bir nokta ise T-evriginin ingasi
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2.3 Bir Noktanin T-evriginin Analitik Olarak incelenmesi

It(0,rp) bir T-evritim ve bir P noktasinin T-evrigi P’ olmak tizere P’ noktasimin
koordinatlari, T-evritim yaricap:r ve P nin koordinatlar1 cinsinden analitik olarak
belirlenebilir.

O = (z0,%), P = (z1,y1) ve P’ = (x2,y,) koordinatlarima sahip noktalar ol-
sun. Analitik diizlemde Oklidyen uzaklik icin bir dogru parcasim belli oranda bélen

noktalarin koordinatlari ile parcalarin uzunluklar: arasinda

To — X _ dE(O,P/) (1)
1 — X dE(O,P)

Y2 — Yo _ dE(OJ P,) (2)
yi—y%  de(O,P)

esitlikleri vardir. (1) ve (2) de kullamlan koordinatlar ayni eksenler iizerinde

oldugundan Oklidyen uzaklik Taksi uzakhigma esittir. Dolayisiyla bu esitlikler Taksi
uzunlugu ic¢in de gegerlidir. O halde

To — X _ dT(O,Pl) (1)
1 — X dT(O, P)

y2 - yO _ dT(O7 P/)
i —Y%  dr(O,P)

dir. Birinci esitlik diizenlenecek olursa

(2)

o — X . dT(O7PI)dT<O,P)

1 — X dT(O, P)dT(O, P)

yazilabilir. Buradan
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dT(O,P,)dT(O,P)(l’l - ZL’())

o (dr(0, P))? |
r%(ml — x0)
Lo — IO N N 27
(|21 =20 [+ 91— w0 )
r2(x, —x
To = T( ! 0) 2 +$0,

(|21 =20 [+ 91— w0 l)

elde edilir. Benzer durum ikinci esitlik yoluyla v, icin de tekrarlandiginda

2
(Y1 — Yo)
Y2 = + Y
T (w—molHly—wl)?
elde edilir. Dolayisiyla
r7(z1 — 20) (1 — vo)

Pl:(x27y2):( +[L’0, 2+y0)

(|21 =20 [+ 91— w0 |)? (|21 =20 [+ 9y —20 1)

sonucuna ulagihr. O = (0,0) baglangig noktas: secilerek

7’%331 T%yl
(oo [+ Ty D* (o0 [+ o ])?

pP'= (72,12) = (

ozel durumu bulunur.

2.4 Bir Noktanmin T-evrigini Inga Ederken Kullamilan Sentetik Y&6n-

temin Analitik Olarak incelenmesi

Bu kisimda bir noktanin T-evrigini bulmak icin gelistirilen sentetik yontemin
dogrulugu analitik yonden aragtirilmaktadir.

Iy bir T-evritim ve P’ noktasi P nin T-evrigi olmak tizere O = (x0,%0),
P = (z1,y1) ve P = (29,y2) koordinatlarina sahip noktalar olsun. P noktasi O
dan farklh ve Cr tizerinde olmayan herhangi bir nokta olarak secilsin. O merkezli

dr (O, P) yarigaph taksi ¢cemberi ¢izilsin ve « ile gosterilsin. o nin denklemi

|z =20 [+ |y —yo|=lz1—20 |+ |11 — w0 |
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dir. o ¢emberi O merkezinden gegen yatay ve dikey dogrular ile toplam dort nok-
tada kesigir. O merkezinden gecen yatay dogru y = o, dikey dogru x = z( dir.

Dolayisiyla o nin denklemi ve x = z( ortak ¢oziiliirse

ly—yo|=lx1—x0 |+ | y1— 0|

olur.

1.Durum: y > 1, olmas1 halinde
Y=y = |1 —x0|+ |11 —wo|
y = lz—zol+ |y —vol+wo

dir. Coziim Pp = (xo, | 1 — 2o | + | ¥1 — Yo | + o) noktasidir.

2.Durum: y < gy, olmasi halinde

y—vo = —(Jzi—20]+ ]y —w0l)

y = —(lzi—x0|+|vi—w|)+ v

dir. Buradan ¢oztim Pp = (2o, —(| 21 — 2o | + | y1 — %o |)+ yo) noktasi elde edilir.

a nin denklemi ve y = yo ortak ¢oziiliirse
|z =0 |=[ 21—z |+ |v1 — w0 |

olur.

1.Durum: z > x( olmasi halinde

r—xy = |z —xo|+ |y —yol

Tr = ]xl—a:0|—|—\y1—yg]+a:0

dir. Py = (|21 — o | + | v1 — yo | + %0, yo) noktasi elde edilir.

2.Durum: z < x( olmasi halinde

r—z9 = —(|xi—xo|+|th—y|)

v = —(lzi—wo|[+[y1—wl)+ To

dir. Buradan da sonug olarak Py = (—(| 21 —xo | + | y1 — %o |)+ %o, yo) noktasi

bulunur.



44

Bulunan bu dort noktadan herhangi biri secilerek isleme devam edilebileceginden
buradaki segim énemsizdir. Segilen nokta Pp = (zg, —(| z1 — o | + | 1 — %o |)+ %o)
olsun. Pp den Cr ye tegetler ¢izilip Yardimc1 Teorem 2.2.0.2 geregi benzer iiggenler
olugturulsun. Buna gore; AOPpT ~ AOT Py, benzerligi mevcuttur. O halde

dr(0,T) _ dr(O, Pp)
dr(O,PL) — dr(O,T)

yazilabilir. Buradan

e lwo—zol+ | —(zi—zo [+ 1 =% )+ % — vl
dT<O>P,D) rr
olur ve
2
dr(O, Pp) = L

Clmi—m |+ v —wo |

elde edilir. Yarigap: dr(O, P},)) uzunlugunda ve O merkezli bir taksi gemberi ¢izilerek
[ ile gosterilsin. § min denklemi
|21 =20 |+ y1— 0 |

|2 —zo |+ |y —yo|=

dir. Tanim 2.1.1 e gore P nin T-evrigi olan nokta OP 15101 tizerinde olmasi gerek-

tiginden O<—]>3 dogrusunun denklemi bulunmalidir. Buna gore <O—>P nin denklemi

(=) (@ — 71)
y= (@1 — 70) + U

dir. P/ = O—>P A [ oldugundan bu iki denklem ortak ¢oziiliir.

(Y1 — yo) (7 — 71) i
T —xo | + + W1 — o) |= ’
| o+ (&1 — 70) (1= %0) | |21 — 20 |+ | y1 — Yo |
(.I—Il) :| T%
r—x |+ - =+l = ’
| ol + 1 (n yo)[(m‘l—xo) |21 —20 |+ | y1— 0 |
T — T+ T — To ry
T —xg | + - - ’
| ol +1(mn yo){ T, — 7o ]’ |21 =20 |+ |11 — w0 |
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(x — z9) T
| x—xo|+|(yl—yo)<x1_mo) S mi—xo |+l —w |
| x—$0‘+|y1_y0||x_x0| — T% ’
| 2y — | | z1 — 20 |+ | Y1 — o |
| x_x0|{1+]y1—yo|]|: i ’
|21 — 20 | |1 — 2o |+ [ y1 — %o |
B (o1 —ao |+ —wl) i
| = — x| | 21 — o | |_]acl—330|+|yl_y0|7
= r%|£1—$0|

(|21 =20 |+ 11— w0 [)?

Buradan

r2 | 1 — g |
(ley =0 [+ 91— w0 |)?
elde edilir. O, P ve P’ noktalar1 incelenecek olursa; konumlar1 O—P—P’', O— P'— P,

P— P —0O ve P"— P — O durumlarindan biri geklinde olacag: goriiliir. Ciinkii O, P

| 22 — 20 |=

ve P’ noktalar ﬁ)’ 1511 iizerindedir ve O noktasi bu 1g1nin baglangi¢ noktasidir. Bu
da O noktasimin P ve P’ arasinda olamayacagim gosterir. Dolayisiyla O = (xo, o),
P = (z1,11) ve P’ = (x9,y2) koordinatlarina sahip noktalar olmak iizere; bu

noktalarin koordinatlar: i¢cin miimkiin olan tiim durumlar

x koordinatlar: icin  y koordinatlar: icin

To < 21 < T Yo <1 < Y2
Ty < Ty < T1 Yo < Y2 <Y1
T < To < o Y1 < Y2 < Yo
To <1 < To Y2 <Y1 < Yo

seklindedir. Yani z; ve x2, xy m aym tarafindadir. Dolayisiyla | 1 — zq | ve

| £ — xo | mutlak deger disina aym igaretle ¢ikar. O halde

r2.(x1 — x0)
(|1 =20 [+ 91— w0 |)?

T = + Zy
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elde edilir. # nin denkleminde x5 yerine yazilarak y, bulunur.

G
|21 —20 | + | v1 — 0 |

| r2(zy — o)

(|zy —x0 |+ | y1 — %0 |)2+$0_$0|+|y_y0 I=

- |- ' _rhlm—a)
|z =20 |+l —w | (o1 —20|+ ]y —w0l)?
|y y|_7“%’$1—330|+T%|y1—y0‘—7’%|$1—x0‘
— oy |=
(|zr =20 |+ | y1 — w0 |)?
2
3 |y — Yo |
Y—%Yo |=
R L (P pry py
Buradan
2
TT|yl—yo|
Y2 — Yo |=
v =00 1= e T T — w2

elde edilir.
x koordinat1 i¢in bahsedilen durumlara benzer gekilde y koordinati i¢in de ayni
seyler soylenebilir. Yani | yo — yo | ve | y1 — yo | mutlak deger digina aym isaretle

gikar. yo koordinat1 da

(11 — Yo)
|21 =20 |+ | y1 —vo |)?
seklinde bulunur. Sonug olarak

yQ:( + Yo

(w1 — 20) 3 (y1 — Yo)
2+ZL‘Q,
(|21 =20 [+ ]y — w0 ) (|r1 =20 | +]v1—w0l)

P’ = (19,92) = ( 5+ Yo)

bulunur. Analitik incelemede bulunan formiile burada da ulagilmig oldu. Burada

ozel olarak O = (g, o) = (0,0) olarak secilirse

7“2]31 7”2y1
PI:(:E%yQ):( L ) L )
Iz [+ o )? (o [+ [0 ])?

seklinde bulunur. Boylelikle sentetik yontemin dogrulugu analitik olarak da ispat-

lanmig oldu. Bu konuyla ilgili birkag ¢rnek agagida incelenmektedir.
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Ornek 2.4.1: Merkezi O = (2, —1) noktasi, yaricapi 2 cm olan bir C7 gemberine

gore T-evritim I7(o ) olarak tanimlansm. P = (4, 1) noktasimin T-evrigini bulunuz.

Coziim: P noktasindan gegen O merkezli taksi cemberi ¢izilsin ve « ile goste-

rilsin. a nin yarigap uzunlugu dr(O, P) dir.

dr(O,P) =[2 =4 |+ [ 1= (=) [=] =2 | + | 2[=4

a nn denklemi | x — 2 | + | y + 1 |= 4 tiir. O merkezinden gegen yatay dogru
y = —1, dikey dogru z = 2 dir. « c¢emberi ile bu dogrulardan herhangi birinin

kesisimi olan bir nokta alinir. z = 2 ile a min kesigimi bulunsun.

|2-2|+|y+l|=4=]y+1|=14

Bu durumda yay +1 =4 ya da y + 1 = —4 tiir. Dolayisiyla y = 3 ve y = —5 elde
edilir. O halde z = 2 dogrusu ile a ¢emberi (2, 3) ve (2, —5) noktalarinda kesisir. Bu
iki noktadan herhangi biri secilerek Pp ile isimlendirilsin. Pp = (2, —5) olsun. Pp
noktasindan Cr ye tegetler ¢izilip Yardimci Teorem 2.2.0.2 geregi benzer iki ticgen
olugturulsun. Buna gore tegetin degme noktasi1 7" ve Pp nin T-evrigi P, olmak iizere

AOPpT ~ AOT Py, benzerligi mevcuttur. Buradan
dr(0,T) _ dr(O,Pp)

dr(O, P}) dr(0,T)

yazilabilir. dr(O,T) = rr =2 ve dr(O,Pp) =[2—-2| + | =1 — (=5) |= 4 tiir.
Bulunan degerler denklemde yerine yazildiginda

2 4
dT(O7PID) 2 T( ’ D)

elde edilir. dr(O, P})) uzunlugunu yarigap kabul eden O merkezli bir taksi ¢em-
beri ¢izilerek [ ile isimlendirilsin. P}, noktasimin £ iizerinde oldugu agiktir. 5 nin

denklemi |z —2 | + |y + 1 |= 1 dir. Ayrica oP dogrusunun denklemi

y_(1_<(;1_>)2(>x_4)+1:>y—:c—3
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tir. P’ = O—fD/\B oldugundan | x —2 | 4+ | y+ 1 |= 1 ve y =  — 3 denklemleri ortak

¢oziiliir. Buna gore
1
|x—2|—|—|x—3+1|:1:>|a:—2|:§

dir. Buradan x = 5/2 ve = 3/2 elde edilir. Dolayisiyla (5/2,—1/2) ve (3/2,—3/2)
noktalarina ulagiir. (3/2,-3/2) ¢ oP oldugundan P" = (5/2,—1/2) dir (Sekil
2.15.).

ya x=2
3

2

P

D

Sekil 2.15. P = (4,1) noktasiun T-evriginin insast

Ayni sonuca verilen degerler formiilde yerine yazilarak da ulagilabilir.

'~ (g _ ri(z1 — o) " r# (Y1 — ¥o)

Pro= o) = e T i — o 2 T Tar—ao |+ T g0 17 T %
o 44— 2) 41— (-1)) )
Pr= ) = (e P A i cope T oY
P = ($2,y2):<%+27%+(_1))

P = (fz,?/Q):(ga_?l)-

Ornek 2.4.2: Merkezi O = (0,0) noktasy,yaricapi 3 cm olan bir Cr cemberine
gore T-evritim Ip(o,,) olarak tammlansm. P = (—1,—1/2) noktasiin T-evrigini

bulunuz.
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Coziim: dp(O,P) =] 0—(-1)|+|0—(=1/2) |=| 1| + | 1/2 |= 3/2 olmak
tizere P noktasimndan gegen O merkezli o gemberinin denklemi | x | + | y |= 3/2
dir. O merkezinden gecen yatay dogru x ekseni, dikey dogru da y eksenidir. Bu
sebeple o nin z ekseninde kestigi noktalar | z | + | y |= 3/2 denkleminde y = 0
icin elde edilen sonugtur. O halde y = 0 i¢in, | | + | 0 |= 3/2 =] = |= 3/2
oldugundan x = 3/2 ve x = —3/2 dir. Buradan (3/2,0) ve (—3/2,0) noktalar elde
edilir. Py = (—3/2,0) noktas: olsun. Py noktasi yatay eksende oldugundan, Cr
nin dikey eksendeki koseleriyle Py arasinda dogru parcasi olusturulsun ve Yardimci
Teorem 2.2.0.2 geregi benzer iki {iggen meydana getirilsin. Buna gére Cr nin dogru
pargasi gizilen kogesi T ve Py nin T-evrigi Py, olmak tizere AOPyT ~ AOTP;,
benzerligi vardir. Buradan

dr(0,T)  dr(O, Py)
dr(0, Py~ dr(O,T)

yazilabilir. dr(O,T) = rp = 3 ve dp(O,Py) =] 0— (=3/2) | + | 0—0 |= 3/2 dir.

Bu degerler denklemde yerine yazilirsa

3 32

_— = = dr(O,P}) =6
dT(O, P}I/) 3 T( ’ Y)
elde edilir. 3, dr(O, Py) yaricaph ve O merkezli bir taksi gemberi olsun. Buna gore

S nin denklemi | z | + | y |= 6 dir. Ayrica oP dogrusunun denklemi

= ST RS

dir. P' = OP A B oldugundan | z | + | y |= 6 ve y = x/2 denklemleri ortak ¢oziiliir.

Buna gore

| x|+|m/2|:6:>|$|+%=6

1 3
= |zr|=4d=ax=4vexr=—4
tiir. Bu z degerleri y = x/2 denkleminde yerine yazildiginda y = 4/2 = 2 ve

y = —4/2 = —2 degerleri elde edilir. Yani bu noktalar (4,2) ve (—4,—2) dir.
(4,2) ¢ oP oldugundan P’ = (—4, —2) noktasidir (Sekil 2.16.).
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Sekil 2.16. P = (=1, —1/2) noktasinin T-evriginin insas

Ayni sonuca verilen degerler formiilde yerine yazilarak da ulagilabilir.

"= (x9,1y0) = 7“%1‘1 r%y1
o= (22,1 ((|x1\+!y1’)2’<‘$1‘+|91D2)
() — 8(-1) F1/2)
P= (mm) = L[+ =12 (-1 +]-1/2 ?
P = (z9,10) = (_Tg’%)
P = (x2,12) = (—4,-2).

Ornek 2.4.3: Merkezi O = (0,0) noktasy,yaricap1 4 cm olan bir Cr ¢emberine

gore T-evritim igin P = (-5, 2) noktasimuin T-evrigini bulunuz.
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Coziim:
"= (29,19) = Ty Ty
Pr= ) = o e T + [0 P
NP ), i)
P = (33,9) ((|_5|+,2|>2’(|—5|+|2|>2)
P = (I2792)—(16ig5)’%(92))
P = (xz,yz):(;_zo’%)'

Ornek 2.4.4: Merkezi O = (—2, —2) noktasi,yaricap1 5 cm olan bir C cemberine

gore T-evritim igin P = (3,4) noktasimin T-evrigini bulunuz.

Coziim:
P () = (i e TSIy
Pr= (1) = (3 3—(—5;3;;(\;21)(—2) et 2 (13—(—5254|1<|_421)(—2) )
P = (xg,yQ):((Si(?)z+(—2),(§i<66))2+(—2))
P= (o) = (15010

2.5 Dogrularin T-Evrigi

Oklidyen diizlemde evritim incelenirken dogrular egimden bagimsiz bir bicimde
degerlendirilmigti. Taksi Diizleminde eger dogru T-evritim ¢cemberinin merkezinden
geciyor ise benzer durum sz konusudur. Ciinkii tamimdan da ulagilacag: tizere T-
evritim ¢emberinin merkezinden gegen dogrunun evrigi kendisidir ve dolayisiyla egim
onemsizdir. Ancak dogru T-evritim ¢emberinin merkezinden ge¢miyor ise dogru-
lar egimlerine gore farkli ozellikler gostermektedir. Bu dogrularin T-evrikleri in-

celenirken egime gore bir simiflandirma yapilmaktadir. Ayrica dogrulari sentetik
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yonden inceleme ¢ok zaman alic1 ve karmasik oldugundan analitik yonden inceleme
yapilmig ve ayni egim grubunda olan dogrularin benzer sekillere sahip oldugu gozlem-
lenmigtir. Bu sebeple her egim grubu i¢in sembolik bir dogru alinarak bu dogrularin
T-evrigi gosterilmistir. Asagida gosterilmekte olan her sekil, secilen dogru iizerinde
alinan 2000 noktanin program yardimi ile T-evriklerinin koordinatlar1 bulunduktan

sonra, yine bilgisayar programiyla koordinat kullanarak sekil cizdirme yontemiyle

meydana gelmistir.

2.5.1 |m| = 0 veya |m| = co olmas1 halinde dogrunun T-evrigi

Im| = 0 ise dogru yatay, |m| = oo ise dogru dikeydir. Ip(o,,) bir T-evritim ve
d dogrusunun T-evrigi d’ olmak iizere dikey bir dogrunun T-evrigi farkli konumlar
icin agagida gosterilmektedir (Sekil 2.17.),(Sekil 2.18.),(Sekil 2.19.). Yatay dogrunun

T-evrigi ise bu sekil dondiiriildiigiinde elde edilen gekle benzer bir sekildir.

T
S
R
% 0] N
: 7
P X
U
C
T
v
7z

Sekil 2.17. Cr ile ayrk dikey dogrulardan biri olan

d dogrusunun T-evrigi
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Q
=V

Sekil 2.18. Cr ye teget dikey dogrulardan biri olan

d dogrusunun T-evrigi

AN
/7
x

/

Sekil 2.19. Cr yi iki noktada kesen dikey dogrulardan
biri olan d dogrusunun T-evrigi

Gosterilen bu ii¢ durum, dikey bir dogrunun yatay diizlemde ttelenmesiyle olug-



54

mustur. Tiim durumlarda dogrularin T-evriklerinin sekilleri aym1 kalmig sadece
boyutu degismistir.

2.5.2 |m| = 1 olmas1 halinde dogrunun T-evrigi

|m| = 1 ise dogru bir ayira¢ dogrudur. Ir .y bir T-evritim ve d dogrusunun T-
evrigi d’ olmak tizere m = 1 olan bir dogrunun T-evrigi farkli konumlar i¢in agagida
gosterilmektedir (Sekil 2.20.),(Sekil 2.21.),(Sekil 2.22.). m = —1 olan bir dogrunun
T-evrigi ise bu sekil dondiiriildiigiinde elde edilen gekle benzer bir sekildir.

Y/\/d

\ 4

Sekil 2.20. Cr ile ayrik ve ayra¢ dogrularindan

biri olan d dogrusunun T-evrig:
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vy /N
d
d/
N\
0 7
v
Cr T

Sekil 2.21. Cr nin bir kenar tizerinde bulunan ve ayirac
dogrularindan biri olan d dogrusunun T-evrigi

Ny

)

N\

Sekil 2.22. Cr yi ki noktada kesen ve ayirag dogrularindan
birt olan d dogrusunun T-evrigi
Bu kisim icin de ayira¢ dogrularindan biri baz alinmig ve 6telenerek olugturulan
tic durum incelenmistir. Incelenen durumlarda T-evriklerin sekilleri aym kalarak

sadece boyut degismistir.
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2.5.3 |m| < 1 veya |m| > 1 olmas1 halinde dogrunun T-evrigi

|m| < 11ise dogru yataysal, |m| > 1 ise dogru dikeyseldir. Ir(o .y bir T-evritim ve
d dogrusunun T-evrigi d’ olmak iizere, dikeysel bir dogrunun T-evrigi farkli konumlar
icin agagida gosterilmektedir (Sekil 2.23.),(Sekil 2.24.),(Sekil 2.25.). Yataysal bir

dogrunun T-evrigi ise bu gekil dondiiriildiigiinde elde edilen sekle benzer bir sekildir.

Sekil 2.23. Cr ile ayrik dikeysel dogrulardan

birt olan d dogrusunun T-evrigi
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N\

Sekil 2.24. Cr ye teget dikeysel dogrulardan

birt olan d dogrusunun T-evrigi

Q
\2

d

Sekil 2.25. Cr yi ki noktada kesen dikeysel dogrulardan

birt olan d dogrusunun T-evrig

Son kisimda da dikeysel bir dogrunun o6telenmesiyle meydana gelen durum-
lar incelenmigtir. Diger egim gruplarina benzer sekilde burada da dogrularin T-

evriklerinin sekilleri korunarak sadece boyutu degismistir.



o8

SONUC VE ONERILER

Tezde ilk boliimde Oklidyen Diizlemde bir noktanin, dogrunun, cemberin ve
acinin evriginin yamsira evritimle uzakhgimn iligkisinden bahsedildi. Ikinci boliimde
ise Taksi Diizleminde evritim T-evritim adi altinda incelendi. Oklidyen Diizlemde
kullanilan sentetik yontem, Taksi Diizleminde kullanilamadigindan yeni bir yontem
belirlendi ve ayrintili olarak incelendi. Taksi Diizleminde Oklid diizlemine gore daha
ayrintili bir inceleme yapmak gerektiginden ikinci boliimde nokta ve dogrunun T-
evrigini incelemekle yetinildi. Bir taksi cemberin, acinin ve baz1 geometrik gekillerin
T-evriklerinin incelenmesi ise cok daha kapsamli ve zaman alan bir ¢aligma gerek-

tirdiginden bir bagka calisma konusu olabilecegi diistiniilmektedir.
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