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ÖZET 

 

       Bu çalışmada Öklidyen Düzlem üzerinde tanımlı Evritim (İnversion) dönüşümü 

incelenmiştir.  

       İlk bölümde Evritimin tanımı ve genel özellikleri verildikten sonra bir noktanın evriği 

sentetik ve analitik olarak gösterilmiştir. Daha sonra sırasıyla doğruların, çemberlerin ve 

açıların evrikleri incelenip bunlarla ilgili bazı önemli teoremlere yer verilmiştir. Son olarak 

Çifte Oran kavramı üzerinde durulmuştur. 

       İkinci bölümde ise öncelikle gerekli bazı tanımlara yer verilmiştir. Ardından Öklidyen 

düzlemdeki evritim ile ilgili kavramların, Taksi düzlemi için karşılıkları T-evritim adı altında 

araştırılmıştır. Öklidyen düzlemde bir noktanın evriğini inşa ederken kullanılan sentetik 

yöntem, Taksi düzleminde kullanılamamıştır. Bu sebeple yeni bir yöntem belirlenmiş ve bir 

noktanın T-evriği ayrıntılı olarak incelenmiştir. Son olarak ise doğruların T-evriği üzerinde 

çalışılmıştır. 

       Taksi Düzleminde Öklid düzlemine göre daha ayrıntılı bir inceleme yapmak 

gerektiğinden ikinci bölümde nokta ve doğrunun T-evriğini incelemekle yetinilmiştir.  

       

 

Anahtar Kelimeler: Evritim, T-evritim 
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SUMMARY 

 

        In this thesis, inversion which is defined in the Euclidean plane was examined. 

        In the first chapter after definition and general properties of inversion are given, inverse 

of a point was synthetically and analytically examined. Then respectively inverse of lines, 

circles and angles were searched and some important theorems related with these subjects 

were mentioned. At last cross ratio was emphasized. 

        In the second chapter firstly some necessary definitions were given. Then concepts of 

inversion which are defined in The Euclidean plane were investigated in Taxicab plane and 

denoted by T-inversion. Sythetic method used for building inverse of a point on Euclidean 

plane couldn’t be used on Taxicab plane. Thus, a new method was designated and analysed T-

inverse of a point in deed. Finally, T-inverse of line was studied. 

        According to Euclidean plane, on Taxicab plane subjects must be examined detailed. 

Therefore in the second chapter , only inverse of point and line was studied. 

 

 

Keywords: Inversion, T-inversion 
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GİRİŞ 

 

       Öklidyen Düzlem üzerinde tanımlı Evritim (İnversion) dönüşümü bu çalışmanın 

konusunu oluşturmaktadır.  

       İlk bölümde Öklidyen Düzlem için Evritimin tanımı ve genel özellikleri verildikten sonra 

noktanın, doğrunun, çemberin ve açının evriği verilip, ardından uzaklıkla evritimin 

ilişkisinden bahsedilmiştir. İlk bölüm varlığı bilinen kavramların araştırılması ve belli bir 

düzen içinde sunulmasından ibarettir. 

       İkinci bölüm ise Öklidyen Düzlem için Evritim ile ilgili bilinen kavramların Taksi 

Düzlemine aktarılmaya çalışılmasıdır. Bunun için gerekli bazı tanımlara yer verilecektir. 

Taksi düzleminde evritim T-evritim adı altında araştırılmıştır. Öklidyen düzlemde bir 

noktanın evriğini inşa ederken kullanılan sentetik yöntem, Taksi düzleminde 

kullanılamamıştır. Bu sebeple yeni bir yöntem belirlenmiş ve bir noktanın T-evriği ayrıntılı 

olarak incelenmiştir. Son olarak ise doğruların T-evriği üzerinde çalışılmıştır. 
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1.ÖKL·IDYEN DÜZLEMDE EVR·IT·IM (·INVERS·ION)

1.1 Evritim

Evritim (Evirtim), ·Inversive Geometri içerisindeki ·Inversion kavram¬n¬n Türkçe

kaŗs¬l¬¼g¬d¬r. Öklid Düzlemindeki dönüşümlerin bir tür çal¬̧smas¬olan Evritim, çem-

ber üzerinde tan¬ml¬ oldu¼gundan "Çemberlerde Evritim" olarak da adland¬r¬l¬r.

Evritim çembere göre yans¬ma olarak da düşünülebilir. Evritim aç¬lar¬ ve çifte

oran¬ korudu¼gu gibi çemberi çembere, çemberi do¼gruya ya da do¼gruyu çembere

dönüştürebilir. Daha önce çal¬̧s¬lm¬̧s konulardan farkl¬dönüşüm örneklerine sahip

olan evritimi, geometrideki bir çok problemin çözümünde uygulamak mümkündür.

Notasyon: O merkezli r yar¬çapl¬çember C = C(O; r) olsun. Di¼ger çemberlerden

ay¬rt edilebilmesi için Evritim Çemberi C ile gösterilmektedir. Di¼ger çemberler �;

�; ::: olarak adland¬r¬lmaktad¬r.

Tan¬m 1.1.1: C = C(O; r) çemberine göre Evritim, IO;r ile gösterilsin. Her

P 6= O için, dE (O;P ) dE (O;P 0) = r2 koşulunu sa¼glayan
�!
OP ¬̧s¬n¬üzerindeki P 0

noktas¬na P nin evri¼gi denir ve IO;r(P ) = P 0 şeklinde gösterilir. O noktas¬na evritim

merkezi (kutbu), C çemberine evritim çemberi, r yar¬çap¬na evritim yar¬çap¬, r2

say¬s¬na da evritim kuvveti denir (Ya¼gc¬, 2006) (Şekil 1.1).
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Şekil 1.1. C evritim çemberi, P noktas¬ve evri¼gi olan

P 0 noktas¬

Bir P noktas¬n¬n evri¼gi P 0 oldu¼gunda, P 0 noktas¬n¬n evri¼ginin de P olmas¬gerek-

ti¼gi dE (O;P ) dE (O;P 0) = r2 koşulundan kolayca görülebilir. Bu da yar¬dönme ve

simetrilere benzer olarak evritim dönüşümünün involusyonun da 2 oldu¼gunu gösterir.

P noktas¬e¼ger C nin iç bölgesinde ise dE (O;P ) < r dir.

dE (O;P ) dE (O;P
0) = r2

olmas¬için dE (O;P 0) > r olmal¬d¬r. Bu sebeple evritim çemberinin içinde bulunan

noktalar¬n evrikleri çemberin d¬̧s¬nda olur. Benzer şekilde evritim çemberinin d¬̧s¬nda

kalan noktalar¬n evriklerinin çemberin içinde yer ald¬¼g¬söylenebilir.

E¼ger P noktas¬C nin üzerinde ise dE (O;P ) = r dir. dE (O;P ) dE (O;P 0) = r2

koşulunun sa¼glanmas¬için dE (O;P 0) = r olmas¬gerekir. Böylelikle P = P 0 olur.

Yani evritim çemberi üzerinde bulunan bir noktan¬n evri¼gi yine kendisi olmaktad¬r.

Bu önermenin tersi de sa¼glan¬r. P = P 0 olsun. Buradan (dE (O;P ))2 = r2 ve

dolay¬s¬yla dE (O;P ) = r elde edilir. Bu da P noktas¬n¬n evritim çemberi üzerinde

bulundu¼gunun bir göstergesidir.

EvritimO noktas¬nda tan¬ml¬de¼gildir. Dolay¬s¬yla tan¬m kümesi düzlemin tamam¬n¬

içermez. Ayr¬ca evritim örten de de¼gildir. Çünkü IO;r(P ) = O olacak şekilde bir P

noktas¬yoktur. Bu tür eksiklikleri gidermek için düzleme1 noktas¬(sonsuzdaki bir

nokta) ilave edilerek düzlem geni̧sletilmektedir. IO;r(O) = 1 ve IO;r(1) = O şek-
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linde tan¬mland¬¼g¬nda O ve 1 noktalar¬birbirine kaŗs¬l¬k gelmektedir. Dolay¬s¬yla

Evritim geni̧sletilmi̧s düzlemin bir dönüşümü olur.

1.2 Bir Noktan¬n Evri¼gi

Evritim çemberi üzerinde bulunan noktalar ile O noktas¬n¬n evri¼gi daha önce

incelendi¼ginden, bu k¬s¬mda evritim çemberi içindeki O dan farkl¬noktalar ile çem-

berin d¬̧s¬ndaki noktalar¬n evrikleri araşt¬r¬lmaktad¬r.

1.2.1. P noktas¬n¬n C nin içinde olmas¬halinde evri¼ginin inşas¬

P noktas¬C nin içinde O dan farkl¬bir nokta olsun.
�!
OP ¬̧s¬n¬na P noktas¬nda

dik olacak şekilde bir do¼gru çizilsin. Bu do¼grunun evritim çemberini kesti¼gi noktalar

T ve U olsun. C çemberine T ve U noktalar¬ndaki te¼getler çizilsin. Bu iki te¼getin
�!
OP ¬̧s¬n¬üzerindeki kesi̧stikleri nokta, P 0 noktas¬d¬r (Şekil 1.2.).

Şekil 1.2. C nin içindeki bir P noktas¬n¬n evri¼gi

1.2.2. P noktas¬n¬n C nin d¬̧s¬nda olmas¬halinde evri¼ginin inşas¬

C nin d¬̧s¬nda bir nokta P ve OP do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬M olsun. �, M

merkezli dE (M;P ) yar¬çapl¬bir çember olsun. C ile � çemberi iki noktada kesi̧secek-
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tir. Bu iki noktaya da T ve U denilsin. TU do¼gru parças¬yla OP do¼gru parças¬n¬n

kesi̧sti¼gi nokta, P 0 noktas¬d¬r (Şekil 1.3.).

Şekil 1.3. C nin d¬̧s¬ndaki bir P noktas¬n¬n evri¼gi

1.3 Bir Noktan¬n Evri¼ginin Analitik Olarak ·Incelenmesi

IO;r bir evritim ve bir P noktas¬n¬n evri¼gi P 0 olmak üzere P 0 noktas¬n¬n koor-

dinatlar¬, evritim yar¬çap¬ ve P nin koordinatlar¬ cinsinden analitik olarak belir-

lenebilir. O = (x0; y0), P = (x1; y1) ve P 0 = (x2; y2) noktalar¬evritimin tan¬m¬ndan

do¼grudaşt¬r (Şekil 1.4.).

Şekil 1.4. O;P ve P 0 noktalar¬n¬n koordinatlar¬
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Analitik düzlemde bir do¼gru parças¬n¬belli oranda bölen noktalar¬n koordinatlar¬

ile parçalar¬n uzunluklar¬aras¬nda

x2 � x0
x1 � x0

=
dE(O;P

0)

dE(O;P )
(1)

y2 � y0
y1 � y0

=
dE(O;P

0)

dE(O;P )
(2)

eşitlikleri mevcuttur. Buradan birinci eşitlik düzenlenerek

x2 � x0
x1 � x0

=
dE(O;P

0)dE(O;P )

dE(O;P )dE(O;P )

yaz¬labilir. Daha sonra i̧slem sürdülürse

x2 � x0 =
dE(O;P

0)dE(O;P )(x1 � x0)
(dE(O;P ))2

;

x2 � x0 =
r2(x1 � x0)

(x1 � x0)2 + (y1 � y0)2
;

x2 =
r2(x1 � x0)

(x1 � x0)2 + (y1 � y0)2
+ x0;

elde edilir. ·Ikinci eşitlikte de benzer i̧slem uyguland¬¼g¬nda

y2 =
r2(y1 � y0)

(x1 � x0)2 + (y1 � y0)2
+ y0

elde edilir. Dolay¬s¬yla

P 0(x2; y2) = (
r2(x1 � x0)

(x1 � x0)2 + (y1 � y0)2
+ x0;

r2(y1 � y0)
(x1 � x0)2 + (y1 � y0)2

+ y0)

sonucuna ulaş¬l¬r. O = (0; 0) başlang¬ç noktas¬seçilirse

P 0(x2; y2) = (
r2x1

(x1)2 + (y1)2
;

r2y1
(x1)2 + (y1)2

)

olur.



6

1.4 Do¼grular¬n Evri¼gi

Evritim dönüşümünden do¼grular¬n nas¬l etkilendi¼gi bu k¬s¬mda incelenmektedir.

Ancak ilk olarak ispatlarda kullan¬lmakta olan önemli bir yard¬mc¬teorem verile-

cektir.

Yard¬mc¬Teorem 1.4.1: IO;r bir evritim ve P; Q noktalar¬n¬n evrikleri s¬ras¬yla

P 0; Q0 olsun. P ve Q noktalar¬O merkezi ile do¼grudaş de¼gilse, �OPQ üçgeni

�OQ0P 0 üçgeni ile benzerdir.

·Ispat: Evritim tan¬m¬ndan P; Q noktalar¬ve evrikleri olan P 0; Q0 noktalar¬için,

dE (O;P ) dE (O;P
0) = r2 ve dE (O;Q) dE (O;Q0) = r2 eşitlikleri yaz¬l¬r. Buradan

dE(O;P )=dE(O;Q) = dE(O;Q
0)=dE(O;P

0) orant¬s¬elde edilir. Ayr¬ca
�!
OP =

��!
OP 0

ve
�!
OQ =

��!
OQ0 oldu¼gundan, \POQ = \P 0OQ0 eşitli¼gi mevcuttur. �OPQ üçgeni

ve �OQ0P 0 üçgeninin bir aç¬lar¬eşit, ayr¬ca bu eşit aç¬n¬n bulundu¼gu kenarlarda

birbiriyle orant¬l¬d¬r. Bu da kenar-aç¬-kenar benzerlik kriterine göre �OPQ üçgeni

ve �OQ0P 0 üçgeninin benzer olmas¬demektir. Bu teorem için mümkün olan iki

durum aşa¼g¬da gösterilmektedir (Şekil 1.5.(a), Şekil 1.5.(b)).�

Şekil 1.5.(a) P ve Q noktalar¬n¬n

her ikisi de C nin içinde ise �OPQ

ve �OQ0P 0 üçgenlerinin benzerli¼gi

Şekil 1.5.(b) P ve Q noktalar¬n¬n biri

C nin içinde di¼geri d¬̧s¬nda ise �OPQ

ve �OQ0P 0 üçgenlerinin benzerli¼gi

Art¬k do¼grular¬n evritim alt¬nda nas¬l şekillenece¼gi incelenebilir.
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Teorem 1.4.2: Evritim çemberinin merkezinden geçmeyen herhangi bir do¼gru-

nun evri¼gi, evritim çemberinin merkezini içeren bir çemberdir.

·Ispat: O noktas¬ndan ` do¼grusuna bir dik çizilsin ve do¼gruyu kesti¼gi nokta P

olsun. OP 0 çap olacak şekilde çizilen çember de � olsun. IO;r(` [ f1g) = � oldu¼gu

gösterilmelidir.

Q, ` üzerinde bir nokta olsun. E¼ger Q = P ise, Q0 noktas¬n¬n � çemberi

üzerinde oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde Q 6= P olsun. Yard¬mc¬Teorem 1.4.1 den dolay¬

�OPQ �= �OQ0P 0 oldu¼gundan, \OPQ = \OQ0P 0 = 90� dir. \OQ0P 0 aç¬s¬, OP 0

çap¬n¬gördü¼günden ve 90� oldu¼gundan � çemberi üzerinde bir çevre aç¬d¬r. Ayr¬ca

IO;r(1) = O oldu¼gundan, IO;r alt¬nda (`[f1g) nin � çemberine dönüştü¼gü görülür.
·Ispat¬tamamlamak için � çemberi üzerindeki her noktan¬n (` [ f1g) nin bir nok-

tas¬n¬n görüntüsü oldu¼gu gösterilmelidir. R, � üzerindeki bir nokta olsun. R = O

ise, R = O = IO;r(1) d¬r. R 6= O ise, \ORP 0 ve \OPR0 birer dik aç¬oluşturur
(Yard¬mc¬Teorem 1.4.1). Bundan dolay¬R0 ` üzerindedir ve Q = R0 oldu¼gundan

R = IO;r(Q) olur.�
Aşa¼g¬da ` ve C nin birbirine göre farkl¬konumlar¬için şekiller gösterilmektedir

(Şekil 1.6.(a), Şekil 1.6.(b), Şekil 1.6.(c)).
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Şekil 1.6.(a) C ile ayr¬k olan ` do¼grusunun evri¼gi Şekil 1.6.(b) C ye te¼get olan `

do¼grusunun evri¼gi

Şekil 1.6.(c) C yi iki noktada kesen ` do¼grusunun

evri¼gi

Şekillerden de görülece¼gi üzere evri¼gi al¬nan bir do¼gruyla evritim çemberinin

kesi̧sim noktalar¬varsa bu noktalar¬n evrikleri kendileri olur. Ayr¬ca do¼gru C nin

d¬̧s¬ndaysa evri¼gi olan çember C nin içinde olur. Teorem 1.4.2 den yola ç¬karak

aşa¼g¬daki sonuca ulaş¬l¬r.
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Sonuç 1.4.3: IO;r bir evritim ve � O noktas¬ndan geçen bir çember ise � çem-

berinin evri¼gi O noktas¬ndan geçmeyen bir do¼grudur (Venema, 2012).

Yard¬mc¬Teorem 1.4.4: IO;r bir evritim olsun. O noktas¬ndan geçen bir

do¼grunun evri¼gi kendisidir.

Teorem 1.4.5: IO;r bir evritim olsun. Bir ` do¼grusu � çemberine O nok-

tas¬nda te¼get ise � çemberinin IO;r evritimine göre görüntüsü ` do¼grusuna paralel

bir do¼grudur.

·Ispat: ` do¼grusu O noktas¬ndan geçti¼gi için evri¼gi, Yard¬mc¬Teorem 1.4.4 gere¼gi

kendisidir. Yine Sonuç 1.4.3 gere¼gi O noktas¬ndan geçen bir çemberin evri¼gi O nok-

tas¬ndan geçmeyen bir do¼gru olaca¼g¬ndan, � çemberinin görüntüsü O noktas¬ndan

geçmeyen bir k do¼grusudur. ` do¼grusu ile � çemberi sadece O noktas¬nda kesi̧sirler.

O noktas¬ ise evri¼gi sonsuzda olan bir noktad¬r. Dolay¬s¬yla l ve k do¼grular¬an-

cak sonsuzda kesi̧sir. Bu da öklid düzlemi için düşünüldü¼günde l ve k do¼grular¬n¬n

paralel olmas¬anlam¬na gelir (Şekil 1.7.).�

Şekil 1.7. � çemberine O noktas¬nda te¼get olan

` do¼grusunun evri¼gi
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1.5 Çemberlerin Evri¼gi

Evritim dönüşümüne göre do¼grular ve çemberler aras¬nda s¬k¬bir ili̧ski vard¬r. �

bir çember ya da do¼gru ise, � n¬n evri¼gi de ancak bir çember ya da do¼gru olabilir.

Yani � bir çember iken ya bir çembere, ya da bir do¼gruya dönüşebilece¼gi gibi � n¬n

bir do¼gru olmas¬durumunda da ya bir do¼gruya ya da bir çembere dönüşebilir. Bu da

evritimin çemberler ve do¼grular¬korudu¼gunun, başka bir şekle dönüştürmedi¼ginin

bir göstergesidir. Do¼grular¬n evri¼gi incelenirken Sonuç 1.4.3 de çemberlerin evriti-

minden de bahsedilmi̧sti. Bu sonuca göre, O noktas¬ndan geçen bir çemberin evri¼gi

O noktas¬ndan geçmeyen bir do¼gru idi. Bu k¬s¬mda ise çemberlerin evri¼gi ile ilgili

di¼ger durumlar incelenmektedir.

Teorem 1.5.1: IO;r bir evritim ve �, O noktas¬ndan geçmeyen bir çember olsun.

IO;r(�) da O noktas¬ndan geçmeyen bir çemberdir.

·Ispat: � n¬n merkezi A, yar¬çap¬ ise s olsun. A = O ise, IO;r(�) n¬n da O

merkezli ve r2=s yar¬çapl¬bir çember oldu¼gunu görmek kolayd¬r. A 6= O olsun. Bu

durumda
 !
OA do¼grusu � y¬Q ve R diye adland¬r¬labilecek iki noktada kesecektir. Q

ve R noktalar¬n¬n görüntüleri Q0 ve R0 ise çap¬Q0R0 do¼gru parças¬olan çember �

olsun. Gösterilmesi gereken IO;r(�) = � oldu¼gudur. Bunun gösterilmesi demek "Q

ve R den farkl¬olan bir P noktas¬n¬n � üzerinde olmas¬için gerek ve yeter şart evri¼gi

olan P 0 noktas¬n¬n � üzerinde olmas¬d¬r." ifadesinin do¼grulu¼gunun gösterilmesidir.

·Ispatta �(\QPR) ifadesi \QPR aç¬s¬n¬n ölçümünü, �(�OPR) ifadesi de �OPR

üçgeninin iç aç¬lar toplam¬n¬göstermek için kullan¬lm¬̧st¬r.

()) P; � üzerinde Q ve R den farkl¬ olan bir nokta olsun. \QPR aç¬s¬

çap¬gören bir çevre aç¬oldu¼gundan �(\QPR) = 90� dir. Yard¬mc¬Teorem 1.4.1

arac¬l¬¼g¬yla�OPQ � �OQ0P 0 ve�ORP � �OP 0R0 benzerliklerinden söz edilebilir.

Dolay¬s¬yla \OPQ �= \OQ0P 0, \ORP �= \OP 0R0 ve \POR �= \P 0OQ0eşlikleri
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yaz¬labilir. Buradan aç¬ölçümleri hesaplan¬rsa;

�(\QPR) = �(�OPR)� �(\ORP )� �(\OPQ)� �(\POR);

= �(�OP 0Q0)� �(\OP 0R0)� �(\OQ0P 0)� �(\P 0OQ0);

= �(\R0P 0Q0) = 90� dir.

\R0P 0Q0 aç¬s¬bir dik aç¬oldu¼gundan � çemberinin çap¬n¬gören bir çevre aç¬d¬r.
Dolay¬s¬yla P 0; � üzerindedir.

(() � üzerinde Q0 ve R0 noktalar¬ndan farkl¬ olan ve IO;r(P ) = P 0 koşulunu

sa¼glayan bir nokta P 0 olsun. �(\R0P 0Q0) = 90� dir. Yard¬mc¬ Teorem 1.4.1

arac¬l¬¼g¬yla�OPQ � �OQ0P 0 ve�ORP � �OP 0R0 benzerlikleri vard¬r. Dolay¬s¬yla

\OPQ �= \OQ0P 0, \ORP �= \OP 0R0 ve \POR �= \P 0OQ0 eşlikleri yaz¬labilir.
Buradan

�(\R0P 0Q0) = �(�OP 0Q0)� �(\OP 0R0)� �(\OQ0P 0)� �(\P 0OQ0);

= �(�OPR)� �(\ORP )� �(\OPQ)� �(\POR);

= �(\QPR) = 90� dir.

\QPR aç¬s¬� çemberinin çap¬n¬gören bir çevre aç¬d¬r ve P; � üzerindedir. O
halde Q ve R den farkl¬olan bir P noktas¬n¬n � üzerinde olmas¬için gerek ve yeter

şart evri¼gi olan P 0 noktas¬n¬n � üzerinde olmas¬d¬r (Şekil 1.8.).�

Şekil 1.8. O noktas¬ndan geçmeyen bir çemberin evri¼gi
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Teorem 1.5.1 için evri¼gi al¬nan � çemberi hareket ettirilirse veya boyutu de¼gi̧sti-

rilirse � görüntü çemberi için farkl¬durumlar ortaya ç¬kar. Bu durumlardan baz¬lar¬

aşa¼g¬da gösterilmektedir.

Şekil 1.9.(a) C ye te¼get olan � çemberinin evri¼gi Şekil 1.9.(b) C ile iki noktada

kesişen � çemberinin evri¼gi

Şekil 1.9.(c) C ye dik olan � çemberinin evri¼gi Şekil 1.9.(d) C ile ayn¬merkeze sahip

olan � çemberinin evri¼gi

Şimdi ise bir noktan¬n kuvveti ve iki çemberin diklik şart¬n¬içeren tan¬mlara yer

verilecektir.
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Tan¬m 1.5.2: � bir çember ve O, � üzerinde olmayan bir nokta olsun. O dan

geçen ve � y¬kesen herhangi bir ` do¼grusu seçilsin. `, � y¬Q ve R gibi iki noktada

kesiyor ise O noktas¬n¬n kuvveti dE(O;Q)dE(O;R) çarp¬m¬olarak tan¬mlan¬r. ` nin

� ya P noktas¬nda te¼get olmas¬halinde ise O noktas¬n¬n kuvveti (dE(OP ))2 olarak

ifade edilir (Venema, 2012).

Tan¬m 1.5.3: � ve � iki çember olsun. Bu çemberler iki noktada kesi̧siyor ve

te¼get do¼grular¬kesi̧sim noktalar¬nda birbirine dik ise � ve � çemberleri birbirine

diktir denir (Venema, 2012).

Teorem 1.5.4: IO;r bir evritim ve �, C den farkl¬bir çember olsun. �, C ye dik

ise IO;r(�) = � d¬r (Teorem � n¬n noktalar¬n¬n IO;r evritimine göre sabit kald¬¼g¬n¬

ileri sürmez. Asl¬nda � n¬n C nin içinde kalan parças¬n¬n, C nin d¬̧s¬ndaki parças¬na

dönüştü¼günü belirtir.).

·Ispat: � n¬n evritim çemberini kesti¼gi iki nokta P ve T olsun. Te¼get ve çemberin

yar¬çap¬dik oldu¼gundan
 !
OP ve

 !
OT � ya te¼gettir. Ayr¬ca O merkezi � n¬n d¬̧s¬ndad¬r

ve üzerinde de¼gildir. IO;r(P ) = P ve IO;r(T ) = T oldu¼gu bilinmektedir. � n¬n bir

di¼ger noktas¬Q ise
 !
OQ � y¬iki noktada kesen ve ikinci noktas¬R olan bir sekant

do¼grusudur. O noktas¬n¬n � ya göre kuvveti dE(O;Q)dE(O;R) = (dE(O;P ))2 = r2

olarak tan¬mlan¬r. Buradan IO;r(Q) = R ve IO;r(R) = Q elde edilir. Böylelikle �

daki her noktan¬n görüntüsü � daki di¼ger bir noktad¬r ve � daki her nokta � n¬n

di¼ger bir noktas¬n¬n görüntüsüdür. Di¼ger bir deyi̧sle, IO;r(�) = � d¬r (Şekil 1.10.)�
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Şekil 1.10. C ye dik olan çemberin evri¼gi

Teorem 1.5.5: IO;r bir evritim ve �, C den farkl¬bir çember olsun. IO;r(Q) = Q0

ve Q 6= Q0 olmak üzere Q, � üzerinde iken Q0 de � üzerinde ise C, � ya diktir.

·Ispat: Q veQ0 C nin kaŗs¬tara�ar¬nda oldu¼gundan, � çemberi C yi P ve T gibi iki

noktada kesmelidir. P noktas¬C üzerinde oldu¼gundan (dE(OP ))2 = r2 dir. Ayr¬ca

dE(O;Q)dE(O;Q
0) = r2 eşitli¼gi de mevcuttur. � ya göre O noktas¬n¬n kuvveti iyi

tan¬ml¬d¬r. Bu sebeple
 !
OP do¼grusu � ya te¼get olmal¬d¬r. C nin bir yar¬çap¬n¬n � ya

te¼get olmas¬, C nin � ya dik olmas¬n¬gerektirir.�

Teorem 1.5.4 e kaŗs¬l¬k Teorem.1.5.5 daha güçlüdür. Bu iki teoremden ise aşa¼g¬-

daki sonuca ulaş¬l¬r.

Sonuç 1.5.6: IO;r evritim ve � bir çember olsun. C nin � ya dik olmas¬için

gerek ve yeter şart IO;r(�) = � olmas¬d¬r (Venema, 2012).

Dik çemberler inşa edilmek istendi¼ginde ise izleyen sonuç önemli olmaktad¬r.

Sonuç 1.5.7: C = C(O; r) olmak üzere IO;r bir evritim olsun. R ve S, C nin

içinde ancak C nin ayn¬çap¬üzerinde olmayan iki nokta ise R ve S nin üzerinde

oldu¼gu C ye dik olan bir tek  çemberi vard¬r (Venema, 2012).



15

·Ispat: R ve S ayn¬çap üzerinde olmad¬¼g¬ndan, hiçbiri O noktas¬na eşit de¼gildir.

Bunu R, S ve S 0 = IO;r(S) noktalar¬n¬n do¼grusal olmamas¬takip eder. Üç nokta

bir tek çember belirtece¼ginden bu çember  olsun. Teorem 1.5.5 ten  çemberi C

evritim çemberine diktir (Şekil 1.11.).�

Şekil 1.11. Sonuç 1.5.7

Teorem 1.5.8: C = C(O; r) olmak üzere IO;r bir evritim ve P , C nin içinde O

dan farkl¬bir nokta olsun. O noktas¬ndan geçmeyip P den geçen her t do¼grusu için,

t ye P de te¼get ve C ye dik olan bir tek � çemberi vard¬r.

·Ispat: `, P den geçen ve t ye dik bir do¼gru olsun. Buna göre O noktas¬n¬n `

üzerinde oldu¼gu ve olmad¬¼g¬iki durum incelenecektir. O noktas¬` üzerinde olsun.

IO;r(P ) = P 0 noktas¬da ` üzerindedir. PP 0 do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬M ve

M merkezli, dE(M;P ) yar¬çapl¬çember � olsun. Teorem 1.5.5 gere¼gi �, C evritim

çemberine diktir. Dolay¬s¬yla oluşturulan yap¬dan aç¬kça görülür ki t do¼grusu � ya

P de te¼gettir (Şekil 1.12.).
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Şekil 1.12. O noktas¬n¬n ` üzerinde oldu¼gu durum

O noktas¬` üzerinde olmas¬n. IO;r(P ) = P 0 noktas¬da ` üzerinde de¼gildir. P 0

noktas¬n¬n ` do¼grusuna göre yans¬mas¬Q = �`(P
0) olarak tan¬mlans¬n. P , P 0 ve Q

noktalar¬do¼grusal de¼gildir. Bu üç noktadan bir tek çember geçece¼ginden bu çember

� olsun. P ve P 0 noktalar¬n¬n � üzerinde olmas¬, � n¬n C ye dik olmas¬n¬gerektirir

(Teorem 1.5.5). P 0 ve Q noktalar¬n¬n � üzerinde olmas¬ ise � n¬n merkezinin `

üzerinde oluşunu gösterir. P nin � üzerinde ve � n¬n merkezinin de t ye P de dik

olan ` do¼grusu üzerinde olmas¬ndan dolay¬, t nin P de � ya te¼get oldu¼gu görülür.

Böylelikle ispat tamamlanm¬̧s olur (Şekil 1.13.)�
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Şekil 1.13. O noktas¬n¬n ` üzerinde olmad¬¼g¬durum

1.6 Aç¬lar¬n Evri¼gi

Evritimin korudu¼gu özelliklerden biri de aç¬lard¬r. Aç¬lar¬n çemberler veya do¼gru-

lar aras¬nda olmas¬bu gerçe¼gi de¼gi̧stirmez. Tüm durumlarda bir aç¬ile evri¼gi olan

aç¬birbirine eşittir. Bunu göstermeden önce aç¬kavram¬n¬n ne anlama geldi¼ginin

tan¬mlanmas¬gerekir. Ancak çemberler söz konusu oldu¼gunda çember yaylar¬ ile

çal¬̧s¬laca¼g¬ndan öncelikli olarak çember yaylar¬ifade edilmektedir.

Notasyon: , merkezi A ve üzerindeki bir nokta P olan bir çember olsun.

A merkezine göre P nin tam kaŗs¬s¬nda olmayacak şekilde  üzerinde ikinci bir

U noktas¬seçilsin.  üzerinde P den U ya çember yay¬n¬göstermek için (P;U)

notasyonu kullan¬lacakt¬r.

(P;U) = fP;Ug [ fQ j Q;  üzerinde ve \PAU aç¬s¬içindedirg
 ya P noktas¬nda te¼get do¼gru t olsun. U ve U�

 !
AP nin ayn¬taraf¬nda olacak

şekilde t üzerinde bir U� noktas¬seçilsin. Buradan
��!
PU� ¬̧s¬n¬P noktas¬nda (P;U)

yay¬na te¼get olur. Böylelikle çember yay¬P noktas¬nda bir te¼get ¬̧s¬n¬belirlemi̧s



18

olur. Çember yay¬olan aç¬lar incelenirken bu te¼get ¬̧s¬nlar¬ndan faydalan¬lmaktad¬r

(Şekil 1.14.).

Şekil 1.14. Çember yay¬na P noktas¬nda te¼get olan ¬̧s¬n

Tan¬m 1.6.1: (P;U) çember yay¬ve
�!
PQ ¬̧s¬n¬aras¬ndaki aç¬\U�PQ aç¬s¬d¬r

(Şekil 1.15.).

Şekil 1.15. (P;U) çember yay¬ve
�!
PQ ¬̧s¬n¬aras¬ndaki aç¬

0 bir ikinci çember ve D, 0 üzerinde bir nokta ise (P;U) ve 0(P;D) çember

yaylar¬aras¬ndaki aç¬\U�PD� aç¬s¬d¬r (Venema, 2012) (Şekil 1.16.).
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Şekil 1.16. (P;U) ve 0(P;D) çember yaylar¬

aras¬ndaki aç¬

Art¬k aç¬lar¬n evritim ile olan ili̧skisi incelenebilir.

Teorem 1.6.2: IO;r bir evritim ve  merkezi A olan bir çember olsun.  üzerinde

A merkezine göre tam kaŗs¬l¬kl¬olmayacak şekilde P ve U noktalar¬seçilsin. (P;U)

ve
��!
PP 0 aras¬ndaki aç¬, 0(P 0; U 0) ve

��!
P 0P aras¬ndaki aç¬ya eşittir.

·Ispat: A = O ise,  ve C çemberleri ya özdeş ya da ayr¬kt¬rlar. Birinci durumda

sonuç anlams¬z bir şekilde ç¬kar. ·Ikinci durumda ise IO;r();  ve C ile eş merkezli bir

çemberdir. Buradan incelenen iki aç¬n¬n da dik ve dolay¬s¬yla eşit oldu¼gu görülür.

O halde A 6= O olsun.
 !
OA do¼grusunun  çemberini kesti¼gi noktalar R ve S,

R0 ile S 0 de s¬ras¬yla bu noktalar¬n evrikleri olsun. IO;r() = 0 ise 0 nün bir

çember oldu¼gu Teorem 1.5.1 den söylenebilir. 0 çemberinin merkezi B ile ve U nun

evri¼gi de D ile gösterilsin. Burada U nun evri¼gi U 0 ile gösterilmeyerek kar¬̧s¬kl¬ktan

kaç¬nmak amaçlanmaktad¬r. Art¬k gösterilmesi gereken \PP 0D� �= \P 0PU� d¬r.
\BP 0D� ve \APU� aç¬lar¬n¬n birer dik aç¬oldu¼gu Şekil 1.17. den gözlemlenebilir.
·Istenilen sonuca ulaşmak için \BP 0R0 �= \RPP 0 ve \R0P 0P �= \APR oldu¼gu

gösterilmelidir. Yard¬mc¬ teorem 1.4.1 gere¼gi �OP 0R0 üçgeni ile �ORP üçgeni
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benzerdir. Dolay¬s¬yla \BR0P 0 �= \RPP 0 ve \OP 0R0 �= \ORP dir. Buradan

\R0P 0P �= \ARP eşitli¼gi bulunur. �BP 0R0 ve �ARP üçgenleri ikizkenar üçgen

oldu¼gundan \BR0P 0 �= \BP 0R0 ve \ARP �= \APR vard¬r.
Sonuç olarak \BR0P �= \APP 0 eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Bu da \PP 0D� �= \P 0PU�

olmas¬n¬gerektirir. Böylelikle ispat tamamlan¬r.�

Şekil 1.17. (P;U) ve
��!
PP 0 aras¬ndaki aç¬n¬n,

0(P 0; U 0) ve
��!
P 0P aras¬ndaki aç¬ya eşitli¼gi

Gelecek iki teorem de Teorem 1.6.2 ile benzer bir yol takip edilerek ispatlanabilir.

Teorem 1.6.3: IO;r bir evritim ve ` O dan geçmeyen bir do¼gru olsun. 0 `

nin evri¼gi olan bir çember, P ve U da ` üzerinde farkl¬iki nokta ise \P 0PU aç¬s¬

0(P 0; U 0) ve
��!
P 0P aras¬ndaki aç¬ya eşittir (Venema, 2012).

Aç¬lar¬n evritim taraf¬ndan korunmas¬ demek her biri bir do¼gru veya çember

olan iki e¼gri ele al¬nd¬¼g¬nda, bir noktadaki e¼griler aras¬ndaki aç¬n¬n o noktan¬n evri¼gi

olan noktadaki e¼griler aras¬ndaki aç¬ya eş olmas¬demektir. Bir çok özel durumdan

kurtulmak için her biri bir do¼gru veya çember olan e¼grilerin evriklerinin de bir do¼gru

veya çember olmas¬na ba¼gl¬olarak çemberler üzerindeki yaylarla birlikte do¼grular

üzerindeki yaylar için de (P;U) notasyonu kullan¬lmaktad¬r.
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Teorem 1.6.4: IO;r bir evritim, 1 ve 2 her biri bir do¼gru ya da bir çember

olsun. U1 ve U2 s¬ras¬yla 1 ve 2 üzerinde, P ise her ikisi üzerinde bir nokta ise

1(P;U1) ve 2(P;U2) aras¬ndaki aç¬, 
0
1(P

0; U 01) ve 
0
2(P

0; U 02) aras¬ndaki aç¬ya eşittir

(Venema, 2012) (Şekil 1.18.).

Şekil 1.18. 1(P;U1) ve 2(P;U2) aras¬ndaki aç¬n¬n,

01(P
0; U 01) ve 

0
2(P

0; U 02) aras¬ndaki aç¬ya eşitli¼gi

Bu teoremler sonucunda art¬k kesin olarak evritimin aç¬lar¬korudu¼gu yani anti-

conformal oldu¼gu belirtilebilir. Bu özellik ise evritimin dikkate de¼ger bir dönüşüm

oldu¼gunu gösterir.

1.7 Evritimin Uzakl¬k ·Ile ·Ili̧skisi

Öklidyen uzakl¬¼g¬n evritim taraf¬ndan korunmad¬¼g¬aç¬kt¬r. Bu yüzden evritim

bir izometri oluşturmaz. Ancak uzakl¬¼g¬n kendisi korunmasa da çifte oran olarak

adland¬r¬lan uzakl¬klar¬n bir kombinasyonu korunur. Bu sebeple evritimde uzakl¬k

söz konusu oldu¼gunda üzerinde durulmas¬gereken k¬s¬m çifte orand¬r. Çifte orandan
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bahsedilmeden önce öklidyen uzakl¬¼g¬n evritim alt¬nda nas¬l şekillendi¼gini inceleyen

bir teorem aşa¼g¬da verilmektedir.

Teorem 1.7.1: IO;r bir evritim olsun. A ve B noktalar¬n¬n evrikleri s¬ras¬yla A0

ve B0 ise

dE(A
0; B0) =

r2dE(A;B)

dE(O;A)dE(O;B)

dir (Ya¼gc¬, 2006).

·Ispat:

Şekil 1.19. ·Iki nokta aras¬ndaki Öklidyen uzakl¬¼g¬n evri¼gi

Yard¬mc¬teorem 1.4.1 gere¼gi �OAB üçgeni ile �OB0A0 üçgeni benzerdir. Buna

göre;

dE(A
0; B0)

dE(A;B)
=
dE(O;A

0)

dE(O;B)

vard¬r. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬
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dE(O;A)dE(O;A
0)

dE(O;A)dE(O;B)
=

r2

dE(O;A)dE(O;B)

şeklinde düzenlenirse,

dE(A
0; B0)

dE(A;B)
=

r2

dE(O;A)dE(O;B)

elde edilir. Buradan

dE(A
0; B0) =

r2dE(A;B)

dE(O;A)dE(O;B)

sonucuna ulaş¬l¬r�

Tan¬m.1.7.2: A, B, P ve Q birbirinden farkl¬dört nokta olsun. Bu dört nok-

tan¬n belirtti¼gi çifte oran

[AB;PQ] =
dE(A;P )dE(B;Q)

dE(A;Q)dE(B;P )

şeklinde tan¬mlan¬r (Ya¼gc¬, 2006).

Teorem 1.7.3: IO;r bir evritim ve O dan farkl¬dört nokta A, B, P , Q olsun.

Bu noktalar¬n evrikleri s¬ras¬yla A0, B0, P 0, Q0 ise [AB;PQ] = [A0B0; P 0Q0] dir.

·Ispat:

[A0B0; P 0Q0] =
dE(A

0; P 0)dE(B
0; Q0)

dE(A0; Q0)dE(B0; P 0)
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r2dE(A;P )

dE(O;A)dE(O;P )

r2dE(B;Q)

dE(O;B)dE(O;Q)

= � � � � � � � � � � � � � � �
r2dE(A;Q)

dE(O;A)dE(O;Q)

r2dE(B;P )

dE(O;B)dE(O;P )

=
dE(A;P )dE(B;Q)

dE(A;Q)dE(B;P )

= [AB;PQ]

d¬r.�

Bu teorem aç¬kça gösterir ki evritim dönüşümü alt¬nda çifte oran korunur.
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2.TAKS·I DÜZLEM·INDE EVR·IT·IM (·INVERS·ION)

Bölüm.1 de Öklidyen düzlemin dönüşümlerinden biri olan evritim, ana hatlar¬yla

incelendi. Bu bölümde ise Evritimin Taksi düzlemindeki kaŗs¬l¬¼g¬veya di¼ger bir de-

yi̧sle aktar¬l¬̧s¬incelenmektedir. Ancak Öklidyen düzlemle kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda, Taksi

düzleminde daha ayr¬nt¬l¬inceleme yapmak gerekti¼ginden burada nokta ve do¼gru-

lar¬n inversiyonunu incelemekle yetinilmi̧stir. Taksi düzleminde uzakl¬k fonksiyonu

de¼gi̧sece¼ginden burada Öklidyen Düzlem için kullan¬lan argümanlar¬n, Taksi Dü-

zlemi için geçerli kaŗs¬l¬klar¬kullan¬lmaktad¬r.

Örne¼gin analitik düzlemde al¬nan P = (x1; y1) ve Q = (x2; y2) noktalar¬aras¬n-

daki Öklidyen Uzakl¬k

dE(P;Q) =
p
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2

şeklinde tan¬ml¬idi (Şekil 2.1.).

Şekil 2.1. ·Iki nokta aras¬ndaki Öklidyen uzakl¬k
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H. Minkowski taraf¬ndan tan¬mlanan P = (x1; y1) ve Q = (x2; y2) noktalar¬

aras¬ndaki Taksi Uzakl¬¼g¬ ise

dT : R2 � R2 ! [0;1) olmak üzere

dT (P;Q) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j

şeklinde gösterilen dT taksi uzakl¬k fonksiyonu ile ifade edilir (Şekil 2.2.). K. Menger

ve E. F. Krause daha sonra bu uzakl¬k fonksiyonunu kullanarak Taksi Geometriyi

geli̧stirmi̧slerdir. (Krause, E.F., 1975)

Şekil 2.2. ·Iki nokta aras¬ndaki Taksi uzakl¬¼g¬

dT taksi uzakl¬k fonksiyonu analitik düzlemde bir metrik belirtir. Ayr¬ca P = (x1; y1)

ve Q = (x2; y2) noktalar¬ndan geçen do¼grunun e¼gimi m ise, dE ve dT aras¬nda

dT (P;Q) =
1 + jmjp
1 +m2

dE (P;Q)

eşitli¼gi mevcuttur (Kaya, 2006).

m = (y2 � y1)� (x2 � x1) oldu¼gundan burada e¼ger x1 = x2 veya y1 = y2 ise

dT (P;Q) = dE (P;Q) oldu¼gu aç¬kt¬r. Yani P ile Q noktalar¬ayn¬yatay veya ayn¬

dikey bir do¼gru üzerinde iken Taksi ve Öklidyen uzakl¬klar birbirine eşittir.
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Evritim çemberler üzerinde tan¬ml¬oldu¼gundan Taksi Düzlemindeki çemberlerin

durumu da önem arz eder. Bir Taksi Çemberi sabit bir noktaya eşit taksi uzakl¬ktaki

noktalar¬n geometrik yeridir. M = (m1;m2), r 2 R ve r > 0 olmak üzere M

merkezli, r yar¬çapl¬Taksi Çemberi

CT = fP j dT (P;M) = r; r > 0g = f(x; y) j jx�m1j+ jy �m2j = r; r > 0g

şeklinde ifade edilir. Özel olarak M = O = (0; 0) seçilirse

CT = f(x; y) j jxj+ jyj = r; r > 0g

olur. O merkezli r yar¬çapl¬bir taksi çemberi Şekil 2.3. de gösterilmektedir.

Şekil 2.3. O merkezli r yar¬çapl¬bir taksi çemberi

Analitik düzlemde do¼grular ise şu şekilde s¬n¬�and¬r¬l¬r. Bir l : : : ax+ by + c = 0

do¼grusu verilsin. m = �a
b
ve m e¼gim olmak üzere l do¼grusuna, jmj = 0 ise, yatay

do¼gru; jmj = 1 ise, dikey do¼gru; jmj > 1 ise; dikeysel do¼gru; jmj < 1 ise, yataysal

do¼gru ve jmj = 1 ise, ay¬raç do¼gru denir (Krause, 1975;Ekmekçi,2001) (Şekil 2.4.).
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Şekil 2.4. Analitik düzlemde do¼gru çeşitleri

2.1 Taksi Evritim (T-evritim)

Gösterim kolayl¬¼g¬aç¬s¬ndan Öklidyen Düzlemde evritim çemberi için kullan¬lan

notasyona benzer bir notasyon Taksi Düzlemi için de kullan¬lmaktad¬r.

Notasyon: O merkezli rT yar¬çapl¬ taksi çemberi CT = CT (O; rT ) olsun. CT ,

Taksi Düzleminde Evritim Çemberini ifade etmektedir.

Tan¬m 2.1.1: CT = CT (O; rT ) taksi evritim çemberi olmak üzere Taksi Düzle-

minde evritim IT (O;rT ) ile gösterilsin. Her P 6= O için, dT (O;P ) dT (O;P 0) = (rT )2

koşulunu sa¼glayan
�!
OP ¬̧s¬n¬üzerindeki P 0 noktas¬na P nin Taksi Evri¼gi ya da k¬saca

T-evri¼gi denir. IT (O;rT )(P ) = P
0 şeklinde gösterilir. O noktas¬na T-evritim merkezi

(kutbu), CT çemberine T-evritim çemberi, rT yar¬çap¬na T-evritim yar¬çap¬, (rT )2

say¬s¬na da T-evritim kuvveti denir.

Öklidyen Düzleme benzer şekilde bir P noktas¬n¬n evri¼gi P 0 noktas¬ise, P 0 nok-

tas¬n¬n evri¼gi de P dir. Dolay¬s¬yla Taksi Evritim dönüşümünün involusyonu da 2

dir. Yine aç¬k olarak görülebilir ki T-evritim çemberinin içinde kalan noktalar¬n T-

evrikleri çemberin d¬̧s¬nda, d¬̧s¬nda kalan noktalar¬n T-evrikleri de çemberin içinde

olur.

P noktas¬n¬n CT üzerinde olmas¬ halinde ise, dT (O;P ) = rT olur. Buradan

dT (O;P ) dT (O;P
0) = (rT )

2 koşulunun sa¼glanmas¬ için dT (O;P 0) = rT olmal¬d¬r.
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Bu da P = P 0 olmas¬n¬gerektirir. Tersine P = P 0 olmas¬durumu formülde yerine

yaz¬lacak olursa, (dT (O;P ))2 = (rT )
2 ve dolay¬s¬yla dT (O;P ) = rT olur. Bu ise

T-evri¼gine eşit olan noktalar¬n CT üzerinde olmas¬anlam¬na gelir.

Öklidyen Düzlemde tan¬m kümesini düzlemin tamam¬ yapmak ve dönüşümü

örten yapmak için sonsuzdaki bir nokta(1 noktas¬) ilave edilerek düzlem geni̧sletilmi̧sti.

Taksi Düzleminde de IT (O;rT )(O) = 1 ve IT (O;rT )(1) = O olacak biçimde O nok-

tas¬na kaŗs¬l¬k gelen1 noktas¬ilave edilerek benzer i̧slem gerçekleştirilsin. Dolay¬s¬yla

O noktas¬ve T-evritim çemberi üzerindeki noktalar¬n T-evrikleri tamamlanm¬̧s olur.

CT nin içindeki O dan farkl¬ noktalar ile CT nin d¬̧s¬nda kalan noktalar¬n T-

evrikleri incelenmeden önce Öklidyen Düzlemde bir noktan¬n evri¼gi inşa edilirken

kullan¬lan sentetik yöntemin, Taksi Düzleminde bir noktan¬n T-evri¼ginin inşas¬ için

uygulanabilir olup olmad¬¼g¬n¬n gösterilmesi gerekir.

Taksi çemberinde te¼getler köşesel te¼getler ve kenarsal te¼getler olmak üzere ikiye

ayr¬l¬r. Düzlemde bir C taksi çemberi ile bir d do¼grusu verilsin. " d, C ye köşesel

te¼gettir() d\C =fAg; C nin bir köşesidir." Yani do¼gru ile taksi çemberi, çemberin

bir tek köşe noktas¬nda kesi̧siyorsa do¼gru taksi çembere köşesel te¼gettir denir.

" d, C ye kenarsal te¼gettir() d \ C =a : a; C nin bir kenar¬d¬r." Yani do¼gru

ile taksi çemberi, çemberin bir tek kenar¬boyunca kesi̧siyorsa do¼gru taksi çembere

kenarsal te¼gettir denir. (Ekmekçi,2001)

Aşa¼g¬da yap¬lan incelemede sadece köşesel te¼getler incelenmektedir. Bahsedilen

yöntemin Taksi Düzlemi için k¬sa bir hat¬rlatmas¬şu şekildedir:

CT nin d¬̧s¬nda herhangi bir P noktas¬ al¬ns¬n. P noktas¬ndan CT ye te¼getler

çizilsin. Çizilen bu te¼getlerin çembere de¼gme noktalar¬ndan
�!
OP ¬̧s¬n¬na dikler inilsin.

·Inilen bu dikmelerin
�!
OP ¬̧s¬n¬n¬kesti¼gi nokta dT (O;P ) dT (O;P 0) = (rT )2 koşulunu

sa¼glayan P 0 noktas¬olmal¬d¬r.

 !
OP do¼grusunun e¼gimine ba¼gl¬olacak şekilde P noktas¬n¬n farkl¬konumlar¬için
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P 0 noktalar¬bu yönteme göre belirlenerek yöntemin do¼gru olup olmad¬¼g¬aşa¼g¬da

incelenmektedir.

I. Durum:
 !
OP yatay bir do¼gru olsun. Bu do¼gru üzerinde CT nin d¬̧s¬ndaki P

noktalar¬ndan CT ye te¼getler çizildikten sonra te¼getlerin de¼gme noktalar¬ndan
�!
OP

¬̧s¬n¬na dikler inilsin. Dikler
�!
OP ¬̧s¬n¬n¬O noktas¬nda kesmektedir (Şekil 2.5.). Bu

durumdaki her bir nokta için P 0 = O olur. Oysaki O noktas¬tan¬mda 1 noktas¬na

kaŗs¬l¬k tutulmuştu. Ayr¬ca dT (O;P 0) = dT (O;O) = 0 olaca¼g¬ndan rT = 0 olur.

Bu ise bir çeli̧skidir.
 !
OP nin dikey bir do¼gru olmas¬ halinde de benzer durum

söz konusudur. Dolay¬s¬yla bu durumda öklidyen düzlemdeki nokta evri¼ginin taksi

kaŗs¬l¬¼g¬do¼gru de¼gildir.

Şekil 2.5. 1.Durum:
 !
OP yatay bir do¼gru iken

CT nin d¬̧s¬ndaki bir P noktas¬n¬n T-evri¼gi

II. Durum:
 !
OP ay¬raç do¼grular¬ndan biri olsun. Bu do¼gru üzerinde CT nin

d¬̧s¬ndaki P noktalar¬için te¼getler çizilerek metot uyguland¬¼g¬nda bu noktalar¬n T-

evrikleri CT üzerinde bir tek noktad¬r (Şekil 2.6.). Bu durumda dT (O;P 0) = rT olur

ve dT (O;P ) = rT olmas¬n¬gerektirir. Oysaki P noktalar¬CT nin d¬̧s¬nda seçilmi̧sti.

Bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla yine evritim için bilinen sentetik yöntemin taksi

kaŗs¬l¬¼g¬uygulanabilir de¼gildir.
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Şekil 2.6. 2.Durum:
 !
OP ay¬raç do¼grusu iken

CT nin d¬̧s¬ndaki bir P noktas¬n¬n T-evri¼gi

III. Durum:
 !
OP yataysal bir do¼gru olsun. Bu do¼gru üzerinde CT nin d¬̧s¬ndaki

bir P noktas¬için benzer i̧slem tekrarland¬¼g¬nda bu noktan¬n T-evri¼gi P 01 ve P
0
2 gibi

farkl¬ iki noktad¬r (Şekil 2.7.). Bu ise fonksiyon tan¬m¬yla çeli̧smektedir.
 !
OP nin

dikeysel bir do¼gru olmas¬halinde de benzer durum söz konusudur. Böylece bu durum

için de yine uygun bir taksi kaŗs¬l¬k bulunamamaktad¬r.
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Şekil 2.7. 3.Durum:
 !
OP yataysal bir do¼gru iken

CT nin d¬̧s¬ndaki bir P noktas¬n¬n T-evri¼gi

Bilindi¼gi üzere bir önermenin yanl¬̧sl¬¼g¬n¬n ispat¬için bir örnek yeterlidir. ·Incele-

nen bu üç durum Taksi düzleminde bir noktan¬n T-evri¼gini inşa ederken kullan¬lan

sentetik yöntemin, Öklidyen Düzlem için kullan¬lan metot ile ayn¬olamayaca¼g¬n¬

gösterir. Dolay¬s¬yla Taksi Düzlemi için yeni bir yöntemin gereklili¼gi ortaya ç¬kar.

Çal¬̧sman¬n bu k¬sm¬nda yeni bir yöntem belirlenmekte ve ayr¬nt¬l¬olarak incelen-

mektedir. Art¬k bir noktan¬n T-evri¼gi araşt¬r¬l¬rken bu yöntem kullan¬lmaktad¬r.

2.2 Bir Noktan¬n T-evri¼gi

Bu k¬s¬mda CT nin içindeki O dan farkl¬noktalar ile CT nin d¬̧s¬nda kalan nok-

talar¬n T-evrikleri incelenmektedir. Yatay veya dikey bir do¼gru üzerinde bulunan

herhangi iki nokta aras¬ndaki taksi uzakl¬¼g¬n¬n öklidyen uzakl¬¼ga eşit oldu¼gu daha

önce ifade edilmi̧sti. Bu durum göz önünde bulundurularak yatay veya dikey do¼gru

üzerinde bulunup bulunmamas¬haline göre P noktas¬n¬n T-evri¼gi araşt¬r¬lmaktad¬r.

Öncelikli olarak araşt¬rma esnas¬nda kullan¬lmakta olan benzerlik kavram¬ndan

bahsedilmektedir.
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Tan¬m 2.2.0.1: Kaŗs¬l¬kl¬aç¬lar¬eş ve kaŗs¬l¬kl¬kenarlar¬orant¬l¬olan üçgenlere

benzer üçgenler denir. Öklidyen Düzlemdeki �ABC ve �DEF üçgenleri için

�( bA) = �( bD)
�( bB) = �( bE)
�( bC) = �( bF )

iken

dE(B;C)

dE(E;F )
=
dE(A;C)

dE(D;F )
=
dE(A;B)

dE(D;E)
= k

ise�ABC ve�DEF üçgenleri benzerdir denir (Thales). �ABC � �DEF şeklinde

gösterilir (Yazgan vd., 2012) (Şekil 2.8.).

Şekil 2.8. ·Iki üçgenin benzerli¼gi

Taksi Düzleminde ise üçgenlerde benzerlik tam anlam¬yla sa¼glanmaz. Örne¼gin,

Şekil 2.9. daki iki üçgenin kaŗs¬l¬kl¬aç¬lar¬eşit olmas¬na kaŗs¬n tüm kenarlar¬orant¬l¬

de¼gildir.
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Şekil 2.9. Taksi Düzleminde benzer olmayan iki üçgen

Yani �ABC ve �DEF üçgenleri için,

�( bA) = �( bD)
�( bB) = �( bE)
�( bC) = �( bF )

oldu¼gu halde

dT (B;C)

dT (E;F )
=
dT (A;B)

dT (D;E)
6= dT (A;C)

dT (D;F )

dir. Bu da benzerli¼gin bu üçgenler aras¬nda sa¼glanmad¬¼g¬n¬gösterir.

Ancak bu çal¬̧smada geli̧stirilen yeni yöntemde de kullan¬lan bir özel durum için

Taksi Düzleminde benzerlikten söz edilebilir.

Yard¬mc¬Teorem 2.2.0.2: Taksi Düzlemindeki dik üçgenlerin e¼ger dik ke-

narlar¬yatay ve dikey do¼grular üzerinde ve di¼ger aç¬lar¬da kaŗs¬l¬kl¬olarak eşit ise

bu üçgenler aras¬nda benzerlik sa¼glan¬r.
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·Ispat: �ABC ve �DEF dik kenarlar¬yatay ve dikey do¼grular üzerinde olan

herhangi iki dik üçgen olsun. Ayr¬ca

�( bA) = �( bD)
�( bB) = �( bE)
�( bC) = �( bF )

eşitli¼gi mevcut olsun.

Şekil 2.10. Taksi Düzleminde benzer iki üçgen

Gösterilmesi gereken

dT (B;C)

dT (E;F )
=
dT (A;B)

dT (D;E)
=
dT (A;C)

dT (D;F )
= k

d¬r. Üçgenlerin dik kenarlar¬yatay ve dikey do¼grular üzerinde oldu¼gundan bu ke-

narlar¬n uzunluklar¬öklidyen uzakl¬¼ga eşittir. Bu sebeple dik kenarlar aras¬nda

dT (B;C)

dT (E;F )
=
dT (A;B)

dT (D;E)
= k

eşitli¼gi yaz¬labilir. Orant¬kural¬ndan
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dT (B;C)

dT (E;F )
=
dT (A;B)

dT (D;E)
=
dT (B;C) + dT (A;B)

dT (E;F ) + dT (D;E)
=
dT (A;C)

dT (D;F )
= k

sonucuna ulaş¬l¬r. Bu da �ABC � �DEF olmas¬anlam¬na gelir.�

Art¬k bir noktan¬n t-evri¼gi incelenebilir.

2.2.1 P noktas¬n¬n CT nin d¬̧s¬nda ve O merkezinden geçen yatay veya

dikey do¼gru üzerinde olmas¬halinde T-evri¼ginin inşas¬

P noktas¬CT nin d¬̧s¬nda bulunan ve O merkezinden geçen yatay do¼gru üzerinde

olan bir nokta olsun. Dikey do¼gru üzerinde bulundu¼gunda da ayn¬özellikler geçerli

oldu¼gundan buradaki seçim önemsizdir ve bu hallerden birini incelemek yeterlidir. P

noktas¬ndan CT ye te¼getler çizilsin. Çizilen te¼getler
 !
OP do¼grusuna göre simetriktir.

Te¼getlerden herhangi birinin CT ye de¼gme noktas¬T olsun. \OPT �= \OTP 0 olacak
şekilde

�!
OP ¬̧s¬n¬üzerindeki P 0 noktas¬al¬ns¬n. Ard¬ndan TP 0 do¼gru parças¬oluştu-

rulsun. Yard¬mc¬Teorem 2.2.0.2 gere¼gi �OPT � �OTP 0 benzerli¼gi mevcuttur. O

halde bu iki üçgen aras¬nda

dT (O;P
0)

dT (O; T )
=
dT (O; T )

dT (O;P )

ba¼g¬nt¬s¬yaz¬labilir. dT (O; T ) = rT oldu¼gundan

dT (O;P
0)

rT
=

rT
dT (O;P )

olur. Buradan dT (O;P ) dT (O;P 0) = (rT )2 sonucuna ulaş¬l¬r. Bu da P 0 noktas¬n¬n

P nin T-evri¼gi olmas¬anlam¬na gelir (Şekil 2.11.).
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Şekil 2.11. P , CT nin d¬̧s¬nda ve O merkezinden geçen

yatay do¼gru üzerinde bir nokta ise T-evri¼ginin inşas¬

2.2.2 P noktas¬n¬n CT nin d¬̧s¬nda ve O merkezinden geçen yatay veya

dikey do¼gru üzerinde olmamas¬halinde T-evri¼ginin inşas¬

P noktas¬, CT nin d¬̧s¬nda ve O merkezinden geçen yatay veya dikey do¼gru ü-

zerinde bulunmayan bir nokta olarak seçilsin. O merkezli, dT (O;P ) yar¬çapl¬bir

taksi çemberi � olsun. P; PY ve PD do¼grusal olacak şekilde � n¬n O merkezinden

geçen yatay do¼gruyu kesti¼gi nokta PY ; dikey do¼gruyu kesti¼gi nokta ise PD olsun.

P; PY ve PD noktalar¬n¬n T-evrikleri de s¬ras¬yla P 0; P 0Y ve P
0
D olsun. P; PY ve

PD � üzerinde oldu¼gundan dT (O;P ) = dT (O;PY ) = dT (O;PD) dir. Dolay¬s¬yla

PY veya PD noktalar¬ndan herhangi biri seçilip 2.2.1 inşa etme yöntemiyle T-evri¼gi

bulunabilir. Seçilen noktan¬n PY olmas¬halinde bu noktan¬n T-evri¼gi olan P 0Y bu-

lunur. Daha sonra O merkezli dT (O;P 0Y ) yar¬çapl¬ bir taksi çemberi çizilerek �

ile gösterilsin. dT (O;P ) = dT (O;PY ) = dT (O;PD) eşitli¼gi mevcut oldu¼gundan

dT (O;P ) dT (O;P
0) = (rT )

2 koşulu gere¼gi dT (O;P 0) = dT (O;P
0
Y ) = dT (O;P

0
D)

eşitli¼gi de vard¬r. Dolay¬s¬yla � çemberi ile
�!
OP ¬̧s¬n¬n¬n kesi̧sti¼gi nokta P nin T-

evri¼gi olan P 0 noktas¬d¬r (Şekil 2.12.).
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Şekil 2.12. P , CT nin d¬̧s¬nda ve O merkezinden geçen yatay veya

dikey do¼gru üzerinde bulunmayan bir nokta ise T-evri¼ginin inşas¬

2.2.3 P noktas¬n¬n CT nin içinde ve O merkezinden geçen yatay veya

dikey do¼gru üzerinde olmas¬halinde T-evri¼ginin inşas¬

P noktas¬n¬n CT nin d¬̧s¬nda oldu¼gu duruma benzer şekilde burada da P nin O

merkezinden geçen yatay veya dikey do¼gru üzerinde bulundu¼gu hallerden birini in-

celemek yeterlidir. O halde P noktas¬CT nin içinde bulunan ve O merkezinden geçen

dikey do¼gru üzerinde olan bir nokta olsun. P dikey do¼gru üzerinde oldu¼gundan bu

nokta CT nin O dan geçen yatay do¼gru üzerindeki köşeleri ile birleştirilsin.(P yatay

do¼gru üzerinde olsayd¬CT nin dikey do¼gru üzerindeki köşeleri ile birleştirilecekti.)

Bu köşelerden herhangi biri R olsun. \OPR �= \ORP 0 olacak şekilde �!OP ¬̧s¬n¬

üzerindeki P 0 noktas¬al¬ns¬n. Yard¬mc¬Teorem 2.2.0.2 gere¼gi �OPR � �ORP 0

benzerli¼gi mevcuttur. Buradan
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dT (O;P )

dT (O;R)
=
dT (O;R)

dT (O;P 0)

eşitli¼gi yaz¬labilir. dT (O;R) = rT oldu¼gundan

dT (O;P )

rT
=

rT
dT (O;P 0)

olur ve bu ise dT (O;P ) dT (O;P 0) = (rT )2 koşulunun gerçeklendi¼gini gösterir. Dolay¬s¬yla

P 0 noktas¬n¬n P nin T-evri¼gi oldu¼gu sonucuna ulaş¬l¬r (Şekil 2.13.).

Şekil 2.13. P , CT nin içinde ve O merkezinden geçen dikey

do¼gru üzerinde bir nokta ise T-evri¼ginin inşas¬

2.2.4 P noktas¬n¬n CT nin içinde ve O merkezinden geçen yatay veya

dikey do¼gru üzerinde olmamas¬halinde T-evri¼ginin inşas¬

P noktas¬, CT nin içinde olan ve O merkezinden geçen yatay veya dikey do¼gru

üzerinde bulunmayan bir nokta olarak belirlensin. O merkezli dT (O;P ) yar¬çapl¬bir
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taksi çemberi � olsun. P; PY ve PD do¼grusal olacak şekilde � n¬n O merkezinden

geçen yatay do¼gruyu kesti¼gi nokta PY ; dikey do¼gruyu kesti¼gi nokta ise PD olsun.

P; PY ve PD noktalar¬n¬n T-evrikleri de s¬ras¬yla P 0; P 0Y ve P
0
D olsun. P; PY ve

PD � üzerinde oldu¼gundan dT (O;P ) = dT (O;PY ) = dT (O;PD) dir. Dolay¬s¬yla

PY veya PD noktalar¬ndan herhangi biri seçilip 2.2.3 inşa etme yöntemiyle T-evri¼gi

bulunabilir. Seçilen noktan¬n PY olmas¬halinde bu noktan¬n T-evri¼gi olan P 0Y bu-

lunur. Daha sonra O merkezli dT (O;P 0Y ) yar¬çapl¬ bir taksi çemberi çizilerek �

ile gösterilsin. dT (O;P ) = dT (O;PY ) = dT (O;PD) eşitli¼gi mevcut oldu¼gundan

dT (O;P ) dT (O;P
0) = (rT )

2 koşulu gere¼gi dT (O;P 0) = dT (O;P
0
Y ) = dT (O;P

0
D)

eşitli¼gi de vard¬r. Dolay¬s¬yla � çemberi ile
�!
OP ¬̧s¬n¬n¬n kesi̧sti¼gi nokta P nin T-

evri¼gi olan P 0 noktas¬d¬r (Şekil 2.14.).

Şekil 2.14. P , CT nin içinde ve O merkezinden geçen yatay veya

dikey do¼gru üzerinde bulunmayan bir nokta ise T-evri¼ginin inşas¬
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2.3 Bir Noktan¬n T-evri¼ginin Analitik Olarak ·Incelenmesi

IT (O;rT ) bir T-evritim ve bir P noktas¬n¬n T-evri¼gi P 0 olmak üzere P 0 noktas¬n¬n

koordinatlar¬, T-evritim yar¬çap¬ve P nin koordinatlar¬ cinsinden analitik olarak

belirlenebilir.

O = (x0; y0), P = (x1; y1) ve P 0 = (x2; y2) koordinatlar¬na sahip noktalar ol-

sun. Analitik düzlemde Öklidyen uzakl¬k için bir do¼gru parças¬n¬belli oranda bölen

noktalar¬n koordinatlar¬ile parçalar¬n uzunluklar¬aras¬nda

x2 � x0
x1 � x0

=
dE(O;P

0)

dE(O;P )
(1)

y2 � y0
y1 � y0

=
dE(O;P

0)

dE(O;P )
(2)

eşitlikleri vard¬r. (1) ve (2) de kullan¬lan koordinatlar ayn¬ eksenler üzerinde

oldu¼gundan Öklidyen uzakl¬k Taksi uzakl¬¼g¬na eşittir. Dolay¬s¬yla bu eşitlikler Taksi

uzunlu¼gu için de geçerlidir. O halde

x2 � x0
x1 � x0

=
dT (O;P

0)

dT (O;P )
(1)

y2 � y0
y1 � y0

=
dT (O;P

0)

dT (O;P )
(2)

d¬r. Birinci eşitlik düzenlenecek olursa

x2 � x0
x1 � x0

=
dT (O;P

0)dT (O;P )

dT (O;P )dT (O;P )

yaz¬labilir. Buradan
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x2 � x0 =
dT (O;P

0)dT (O;P )(x1 � x0)
(dT (O;P ))2

;

x2 � x0 =
r2T (x1 � x0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
;

x2 =
r2T (x1 � x0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ x0;

elde edilir. Benzer durum ikinci eşitlik yoluyla y2 için de tekrarland¬¼g¬nda

y2 =
r2T (y1 � y0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ y0

elde edilir. Dolay¬s¬yla

P 0 = (x2; y2) = (
r2T (x1 � x0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ x0;

r2T (y1 � y0)
(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

+ y0)

sonucuna ulaş¬l¬r. O = (0; 0) başlang¬ç noktas¬seçilerek

P 0 = (x2; y2) = (
r2Tx1

(j x1 j + j y1 j)2
;

r2Ty1
(j x1 j + j y1 j)2

)

özel durumu bulunur.

2.4 Bir Noktan¬n T-evri¼gini ·Inşa Ederken Kullan¬lan Sentetik Yön-

temin Analitik Olarak ·Incelenmesi

Bu k¬s¬mda bir noktan¬n T-evri¼gini bulmak için geli̧stirilen sentetik yöntemin

do¼grulu¼gu analitik yönden araşt¬r¬lmaktad¬r.

IT (O;rT ) bir T-evritim ve P 0 noktas¬P nin T-evri¼gi olmak üzere O = (x0; y0),

P = (x1; y1) ve P 0 = (x2; y2) koordinatlar¬na sahip noktalar olsun. P noktas¬O

dan farkl¬ve CT üzerinde olmayan herhangi bir nokta olarak seçilsin. O merkezli

dT (O;P ) yar¬çapl¬taksi çemberi çizilsin ve � ile gösterilsin. � n¬n denklemi

j x� x0 j + j y � y0 j=j x1 � x0 j + j y1 � y0 j
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d¬r. � çemberi O merkezinden geçen yatay ve dikey do¼grular ile toplam dört nok-

tada kesi̧sir. O merkezinden geçen yatay do¼gru y = y0, dikey do¼gru x = x0 d¬r.

Dolay¬s¬yla � n¬n denklemi ve x = x0 ortak çözülürse

j y � y0 j=j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

olur.

1.Durum: y > y0 olmas¬halinde

y � y0 = j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

y = j x1 � x0 j + j y1 � y0 j + y0

d¬r. Çözüm PD = (x0; j x1 � x0 j + j y1 � y0 j + y0) noktas¬d¬r.

2.Durum: y < y0 olmas¬halinde

y � y0 = �(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)

y = �(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j) + y0

d¬r. Buradan çözüm PD = (x0;�(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)+ y0) noktas¬elde edilir.

� n¬n denklemi ve y = y0 ortak çözülürse

j x� x0 j=j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

olur.

1.Durum: x > x0 olmas¬halinde

x� x0 = j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

x = j x1 � x0 j + j y1 � y0 j + x0

d¬r. PY = (j x1 � x0 j + j y1 � y0 j + x0; y0) noktas¬elde edilir.

2.Durum: x < x0 olmas¬halinde

x� x0 = �(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)

x = �(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j) + x0

d¬r. Buradan da sonuç olarak PY = (�(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)+ x0; y0) noktas¬

bulunur.
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Bulunan bu dört noktadan herhangi biri seçilerek i̧sleme devam edilebilece¼ginden

buradaki seçim önemsizdir. Seçilen nokta PD = (x0;�(j x1�x0 j + j y1� y0 j)+ y0)

olsun. PD den CT ye te¼getler çizilip Yard¬mc¬Teorem 2.2.0.2 gere¼gi benzer üçgenler

oluşturulsun. Buna göre; �OPDT � �OTP 0D benzerli¼gi mevcuttur. O halde

dT (O; T )

dT (O;P 0D)
=
dT (O;PD)

dT (O; T )

yaz¬labilir. Buradan

rT
dT (O;P 0D)

=
j x0 � x0 j + j �(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j) + y0 � y0 j

rT

olur ve

dT (O;P
0
D) =

r2T
j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

elde edilir. Yar¬çap¬dT (O;P 0D) uzunlu¼gunda ve O merkezli bir taksi çemberi çizilerek

� ile gösterilsin. � n¬n denklemi

j x� x0 j + j y � y0 j=
r2T

j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

dir. Tan¬m 2.1.1 e göre P nin T-evri¼gi olan nokta
�!
OP ¬̧s¬n¬üzerinde olmas¬gerek-

ti¼ginden
 !
OP do¼grusunun denklemi bulunmal¬d¬r. Buna göre

 !
OP nin denklemi

y =
(y1 � y0)(x� x1)

(x1 � x0)
+ y1

dir. P 0 =
�!
OP ^ � oldu¼gundan bu iki denklem ortak çözülür.

j x� x0 j + j
(y1 � y0)(x� x1)

(x1 � x0)
+ (y1 � y0) j=

r2T
j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

;

j x� x0 j + j (y1 � y0)
�
(x� x1)
(x1 � x0)

+ 1

�
j = r2T

j x1 � x0 j + j y1 � y0 j
;

j x� x0 j + j (y1 � y0)
�
x� x1 + x1 � x0

x1 � x0

�
j= r2T
j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

;
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j x� x0 j + j (y1 � y0)
(x� x0)
(x1 � x0)

j= r2T
j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

;

j x� x0 j +
j y1 � y0 jj x� x0 j
j x1 � x0 j

j= r2T
j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

;

j x� x0 j
�
1 +
j y1 � y0 j
j x1 � x0 j

�
j= r2T
j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

;

j x� x0 j
(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)

j x1 � x0 j
j= r2T
j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

;

j x� x0 j=
r2T j x1 � x0 j

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
;

Buradan

j x2 � x0 j=
r2T j x1 � x0 j

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

elde edilir. O, P ve P 0 noktalar¬incelenecek olursa; konumlar¬O�P�P 0, O�P 0�P ,

P �P 0�O ve P 0�P �O durumlar¬ndan biri şeklinde olaca¼g¬görülür. Çünkü O, P

ve P 0 noktalar¬
�!
OP ¬̧s¬n¬üzerindedir ve O noktas¬bu ¬̧s¬n¬n başlang¬ç noktas¬d¬r. Bu

da O noktas¬n¬n P ve P 0 aras¬nda olamayaca¼g¬n¬gösterir. Dolay¬s¬yla O = (x0; y0),

P = (x1; y1) ve P 0 = (x2; y2) koordinatlar¬na sahip noktalar olmak üzere; bu

noktalar¬n koordinatlar¬için mümkün olan tüm durumlar

x koordinatlar¬için y koordinatlar¬için

x0 < x1 < x2 y0 < y1 < y2

x0 < x2 < x1 y0 < y2 < y1

x1 < x2 < x0 y1 < y2 < y0

x2 < x1 < x0 y2 < y1 < y0

şeklindedir. Yani x1 ve x2, x0 ¬n ayn¬taraf¬ndad¬r. Dolay¬s¬yla j x1 � x0 j ve

j x2 � x0 j mutlak de¼ger d¬̧s¬na ayn¬i̧saretle ç¬kar. O halde

x2 =
r2T (x1 � x0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ x0
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elde edilir. � n¬n denkleminde x2 yerine yaz¬larak y2 bulunur.

j r2T (x1 � x0)
(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

+ x0 � x0 j + j y � y0 j=
r2T

j x1 � x0 j + j y1 � y0 j

j y � y0 j=
r2T

j x1 � x0 j + j y1 � y0 j
� r2T j x1 � x0 j
(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

j y � y0 j=
r2T j x1 � x0 j +r2T j y1 � y0 j �r2T j x1 � x0 j

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

j y � y0 j=
r2T j y1 � y0 j

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

Buradan

j y2 � y0 j=
r2T j y1 � y0 j

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

elde edilir.

x koordinat¬için bahsedilen durumlara benzer şekilde y koordinat¬için de ayn¬

şeyler söylenebilir. Yani j y2 � y0 j ve j y1 � y0 j mutlak de¼ger d¬̧s¬na ayn¬i̧saretle

ç¬kar. y2 koordinat¬da

y2 =
r2T (y1 � y0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ y0

şeklinde bulunur. Sonuç olarak

P 0 = (x2; y2) = (
r2T (x1 � x0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ x0;

r2T (y1 � y0)
(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

+ y0)

bulunur. Analitik incelemede bulunan formüle burada da ulaş¬lm¬̧s oldu. Burada

özel olarak O = (x0; y0) = (0; 0) olarak seçilirse

P 0 = (x2; y2) = (
r2Tx1

(j x1 j + j y1 j)2
;

r2Ty1
(j x1 j + j y1 j)2

)

şeklinde bulunur. Böylelikle sentetik yöntemin do¼grulu¼gu analitik olarak da ispat-

lanm¬̧s oldu. Bu konuyla ilgili birkaç örnek aşa¼g¬da incelenmektedir.
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Örnek 2.4.1: Merkezi O = (2;�1) noktas¬, yar¬çap¬2 cm olan bir CT çemberine

göre T-evritim IT (O;rT ) olarak tan¬mlans¬n. P = (4; 1) noktas¬n¬n T-evri¼gini bulunuz.

Çözüm: P noktas¬ndan geçen O merkezli taksi çemberi çizilsin ve � ile göste-

rilsin. � n¬n yar¬çap uzunlu¼gu dT (O;P ) dir.

dT (O;P ) =j 2� 4 j + j 1� (�1) j=j �2 j + j 2 j= 4

:

� n¬n denklemi j x � 2 j + j y + 1 j= 4 tür. O merkezinden geçen yatay do¼gru

y = �1, dikey do¼gru x = 2 dir. � çemberi ile bu do¼grulardan herhangi birinin

kesi̧simi olan bir nokta al¬n¬r. x = 2 ile � n¬n kesi̧simi bulunsun.

j 2� 2 j + j y + 1 j= 4 =)j y + 1 j= 4

Bu durumda ya y + 1 = 4 ya da y + 1 = �4 tür. Dolay¬s¬yla y = 3 ve y = �5 elde

edilir. O halde x = 2 do¼grusu ile � çemberi (2; 3) ve (2;�5) noktalar¬nda kesi̧sir. Bu

iki noktadan herhangi biri seçilerek PD ile isimlendirilsin. PD = (2;�5) olsun. PD
noktas¬ndan CT ye te¼getler çizilip Yard¬mc¬Teorem 2.2.0.2 gere¼gi benzer iki üçgen

oluşturulsun. Buna göre te¼getin de¼gme noktas¬T ve PD nin T-evri¼gi P 0D olmak üzere

�OPDT � �OTP 0D benzerli¼gi mevcuttur. Buradan

dT (O; T )

dT (O;P 0D)
=
dT (O;PD)

dT (O; T )

yaz¬labilir. dT (O; T ) = rT = 2 ve dT (O;PD) =j 2 � 2 j + j �1 � (�5) j= 4 tür.

Bulunan de¼gerler denklemde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

2

dT (O;P 0D)
=
4

2
=) dT (O;P

0
D) = 1

elde edilir. dT (O;P 0D) uzunlu¼gunu yar¬çap kabul eden O merkezli bir taksi çem-

beri çizilerek � ile isimlendirilsin. P 0D noktas¬n¬n � üzerinde oldu¼gu aç¬kt¬r. � n¬n

denklemi j x� 2 j + j y + 1 j= 1 dir. Ayr¬ca  !OP do¼grusunun denklemi

y =
(1� (�1))(x� 4)

(4� 2) + 1 =) y = x� 3
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tür. P 0 =
�!
OP ^� oldu¼gundan j x� 2 j + j y+1 j= 1 ve y = x� 3 denklemleri ortak

çözülür. Buna göre

j x� 2 j + j x� 3 + 1 j= 1 =)j x� 2 j= 1

2

dir. Buradan x = 5=2 ve x = 3=2 elde edilir. Dolay¬s¬yla (5=2;�1=2) ve (3=2;�3=2)

noktalar¬na ulaş¬l¬r. (3=2;�3=2) =2 �!OP oldu¼gundan P 0 = (5=2;�1=2) dir (Şekil

2.15.).

Şekil 2.15. P = (4; 1) noktas¬n¬n T-evri¼ginin inşas¬

Ayn¬sonuca verilen de¼gerler formülde yerine yaz¬larak da ulaş¬labilir.

P 0 = (x2; y2) = (
r2T (x1 � x0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ x0;

r2T (y1 � y0)
(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

+ y0)

P 0 = (x2; y2) = (
4(4� 2)

(j 4� 2 j + j 1� (�1) j)2 + 2;
4(1� (�1))

(j 4� 2 j + j 1� (�1) j)2 + (�1))

P 0 = (x2; y2) = (
4:2

42
+ 2;

4:2

42
+ (�1))

P 0 = (x2; y2) = (
5

2
;
�1
2
):

Örnek 2.4.2: Merkezi O = (0; 0) noktas¬,yar¬çap¬3 cm olan bir CT çemberine

göre T-evritim IT (O;rT ) olarak tan¬mlans¬n. P = (�1;�1=2) noktas¬n¬n T-evri¼gini

bulunuz.
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Çözüm: dT (O;P ) =j 0 � (�1) j + j 0 � (�1=2) j=j 1 j + j 1=2 j= 3=2 olmak

üzere P noktas¬ndan geçen O merkezli � çemberinin denklemi j x j + j y j= 3=2

dir. O merkezinden geçen yatay do¼gru x ekseni, dikey do¼gru da y eksenidir. Bu

sebeple � n¬n x ekseninde kesti¼gi noktalar j x j + j y j= 3=2 denkleminde y = 0

için elde edilen sonuçtur. O halde y = 0 için, j x j + j 0 j= 3=2 =)j x j= 3=2

oldu¼gundan x = 3=2 ve x = �3=2 dir. Buradan (3=2; 0) ve (�3=2; 0) noktalar¬elde

edilir. PY = (�3=2; 0) noktas¬olsun. PY noktas¬yatay eksende oldu¼gundan, CT
nin dikey eksendeki köşeleriyle PY aras¬nda do¼gru parças¬oluşturulsun ve Yard¬mc¬

Teorem 2.2.0.2 gere¼gi benzer iki üçgen meydana getirilsin. Buna göre CT nin do¼gru

parças¬ çizilen köşesi T ve PY nin T-evri¼gi P 0Y olmak üzere �OPY T � �OTP 0Y

benzerli¼gi vard¬r. Buradan

dT (O; T )

dT (O;P 0Y )
=
dT (O;PY )

dT (O; T )

yaz¬labilir. dT (O; T ) = rT = 3 ve dT (O;PY ) =j 0 � (�3=2) j + j 0 � 0 j= 3=2 dir.

Bu de¼gerler denklemde yerine yaz¬l¬rsa

3

dT (O;P 0Y )
=
3=2

3
=) dT (O;P

0
Y ) = 6

elde edilir. �; dT (O;P 0Y ) yar¬çapl¬ve O merkezli bir taksi çemberi olsun. Buna göre

� n¬n denklemi j x j + j y j= 6 d¬r. Ayr¬ca  !OP do¼grusunun denklemi

y =
(�1=2� 0)(x� (�1))

(�1� 0) + (�1=2) =) y = x=2

dir. P 0 =
�!
OP ^ � oldu¼gundan j x j + j y j= 6 ve y = x=2 denklemleri ortak çözülür.

Buna göre

j x j + j x=2 j= 6 =)j x j + j x j
2
= 6

=) (1 +
1

2
) j x j= 6 =) 3

2
j x j= 6

=) j x j= 4 =) x = 4 ve x = �4

tür. Bu x de¼gerleri y = x=2 denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda y = 4=2 = 2 ve

y = �4=2 = �2 de¼gerleri elde edilir. Yani bu noktalar (4; 2) ve (�4;�2) dir.

(4; 2) =2 �!OP oldu¼gundan P 0 = (�4;�2) noktas¬d¬r (Şekil 2.16.).
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Şekil 2.16. P = (�1;�1=2) noktas¬n¬n T-evri¼ginin inşas¬

Ayn¬sonuca verilen de¼gerler formülde yerine yaz¬larak da ulaş¬labilir.

P 0 = (x2; y2) = (
r2Tx1

(j x1 j + j y1 j)2
;

r2Ty1
(j x1 j + j y1 j)2

)

P 0 = (x2; y2) = (
32(�1)

(j �1 j + j �1=2 j)2 ;
32(�1=2)

(j �1 j + j �1=2 j)2 )

P 0 = (x2; y2) = (
�9
9
4

;
�9
2
9
4

)

P 0 = (x2; y2) = (�4;�2):

Örnek 2.4.3: Merkezi O = (0; 0) noktas¬,yar¬çap¬4 cm olan bir CT çemberine

göre T-evritim için P = (�5; 2) noktas¬n¬n T-evri¼gini bulunuz.
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Çözüm:

P 0 = (x2; y2) = (
r2Tx1

(j x1 j + j y1 j)2
;

r2Ty1
(j x1 j + j y1 j)2

)

P 0 = (x2; y2) = (
42(�5)

(j �5 j + j 2 j)2 ;
42(2)

(j �5 j + j 2 j)2 )

P 0 = (x2; y2) = (
16(�5)
49

;
16(2)

49
)

P 0 = (x2; y2) = (
�80
49
;
32

49
):

Örnek 2.4.4: MerkeziO = (�2;�2) noktas¬,yar¬çap¬5 cm olan bir CT çemberine

göre T-evritim için P = (3; 4) noktas¬n¬n T-evri¼gini bulunuz.

Çözüm:

P 0 = (x2; y2) = (
r2T (x1 � x0)

(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2
+ x0;

r2T (y1 � y0)
(j x1 � x0 j + j y1 � y0 j)2

+ y0)

P 0 = (x2; y2) = (
52(3� (�2))

(j 3� (�2) j + j 4� (�2) j)2 + (�2);
52(4� (�2))

(j 3� (�2) j + j 4� (�2) j)2 + (�2))

P 0 = (x2; y2) = (
25(5)

(5 + 6)2
+ (�2); 25(6)

(5 + 6)2
+ (�2))

P 0 = (x2; y2) = (�
117

121
;� 92
121

):

2.5 Do¼grular¬n T-Evri¼gi

Öklidyen düzlemde evritim incelenirken do¼grular e¼gimden ba¼g¬ms¬z bir biçimde

de¼gerlendirilmi̧sti. Taksi Düzleminde e¼ger do¼gru T-evritim çemberinin merkezinden

geçiyor ise benzer durum söz konusudur. Çünkü tan¬mdan da ulaş¬laca¼g¬üzere T-

evritim çemberinin merkezinden geçen do¼grunun evri¼gi kendisidir ve dolay¬s¬yla e¼gim

önemsizdir. Ancak do¼gru T-evritim çemberinin merkezinden geçmiyor ise do¼gru-

lar e¼gimlerine göre farkl¬ özellikler göstermektedir. Bu do¼grular¬n T-evrikleri in-

celenirken e¼gime göre bir s¬n¬�and¬rma yap¬lmaktad¬r. Ayr¬ca do¼grular¬ sentetik
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yönden inceleme çok zaman al¬c¬ve karmaş¬k oldu¼gundan analitik yönden inceleme

yap¬lm¬̧s ve ayn¬e¼gim grubunda olan do¼grular¬n benzer şekillere sahip oldu¼gu gözlem-

lenmi̧stir. Bu sebeple her e¼gim grubu için sembolik bir do¼gru al¬narak bu do¼grular¬n

T-evri¼gi gösterilmi̧stir. Aşa¼g¬da gösterilmekte olan her şekil, seçilen do¼gru üzerinde

al¬nan 2000 noktan¬n program yard¬m¬ile T-evriklerinin koordinatlar¬bulunduktan

sonra, yine bilgisayar program¬yla koordinat kullanarak şekil çizdirme yöntemiyle

meydana gelmi̧stir.

2.5.1 jmj = 0 veya jmj =1 olmas¬halinde do¼grunun T-evri¼gi

jmj = 0 ise do¼gru yatay, jmj = 1 ise do¼gru dikeydir. IT (O;rT ) bir T-evritim ve

d do¼grusunun T-evri¼gi d0 olmak üzere dikey bir do¼grunun T-evri¼gi farkl¬konumlar

için aşa¼g¬da gösterilmektedir (Şekil 2.17.),(Şekil 2.18.),(Şekil 2.19.). Yatay do¼grunun

T-evri¼gi ise bu şekil döndürüldü¼günde elde edilen şekle benzer bir şekildir.

Şekil 2.17. CT ile ayr¬k dikey do¼grulardan biri olan

d do¼grusunun T-evri¼gi
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Şekil 2.18. CT ye te¼get dikey do¼grulardan biri olan

d do¼grusunun T-evri¼gi

Şekil 2.19. CT yi iki noktada kesen dikey do¼grulardan

biri olan d do¼grusunun T-evri¼gi

Gösterilen bu üç durum, dikey bir do¼grunun yatay düzlemde ötelenmesiyle oluş-
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muştur. Tüm durumlarda do¼grular¬n T-evriklerinin şekilleri ayn¬ kalm¬̧s sadece

boyutu de¼gi̧smi̧stir.

2.5.2 jmj = 1 olmas¬halinde do¼grunun T-evri¼gi

jmj = 1 ise do¼gru bir ay¬raç do¼grudur. IT (O;rT ) bir T-evritim ve d do¼grusunun T-

evri¼gi d0 olmak üzere m = 1 olan bir do¼grunun T-evri¼gi farkl¬konumlar için aşa¼g¬da

gösterilmektedir (Şekil 2.20.),(Şekil 2.21.),(Şekil 2.22.). m = �1 olan bir do¼grunun

T-evri¼gi ise bu şekil döndürüldü¼günde elde edilen şekle benzer bir şekildir.

Şekil 2.20. CT ile ayr¬k ve ay¬raç do¼grular¬ndan

biri olan d do¼grusunun T-evri¼gi
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Şekil 2.21. CT nin bir kenar¬üzerinde bulunan ve ay¬raç

do¼grular¬ndan biri olan d do¼grusunun T-evri¼gi

Şekil 2.22. CT yi iki noktada kesen ve ay¬raç do¼grular¬ndan

biri olan d do¼grusunun T-evri¼gi

Bu k¬s¬m için de ay¬raç do¼grular¬ndan biri baz al¬nm¬̧s ve ötelenerek oluşturulan

üç durum incelenmi̧stir. ·Incelenen durumlarda T-evriklerin şekilleri ayn¬kalarak

sadece boyut de¼gi̧smi̧stir.
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2.5.3 jmj < 1 veya jmj > 1 olmas¬halinde do¼grunun T-evri¼gi

jmj < 1 ise do¼gru yataysal, jmj > 1 ise do¼gru dikeyseldir. IT (O;rT ) bir T-evritim ve

d do¼grusunun T-evri¼gi d0 olmak üzere, dikeysel bir do¼grunun T-evri¼gi farkl¬konumlar

için aşa¼g¬da gösterilmektedir (Şekil 2.23.),(Şekil 2.24.),(Şekil 2.25.). Yataysal bir

do¼grunun T-evri¼gi ise bu şekil döndürüldü¼günde elde edilen şekle benzer bir şekildir.

Şekil 2.23. CT ile ayr¬k dikeysel do¼grulardan

biri olan d do¼grusunun T-evri¼gi
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Şekil 2.24. CT ye te¼get dikeysel do¼grulardan

biri olan d do¼grusunun T-evri¼gi

Şekil 2.25. CT yi iki noktada kesen dikeysel do¼grulardan

biri olan d do¼grusunun T-evri¼gi

Son k¬s¬mda da dikeysel bir do¼grunun ötelenmesiyle meydana gelen durum-

lar incelenmi̧stir. Di¼ger e¼gim gruplar¬na benzer şekilde burada da do¼grular¬n T-

evriklerinin şekilleri korunarak sadece boyutu de¼gi̧smi̧stir.
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SONUÇ VE ÖNER·ILER

Tezde ilk bölümde Öklidyen Düzlemde bir noktan¬n, do¼grunun, çemberin ve

aç¬n¬n evri¼ginin yan¬s¬ra evritimle uzakl¬¼g¬n ili̧skisinden bahsedildi. ·Ikinci bölümde

ise Taksi Düzleminde evritim T-evritim ad¬alt¬nda incelendi. Öklidyen Düzlemde

kullan¬lan sentetik yöntem, Taksi Düzleminde kullan¬lamad¬¼g¬ndan yeni bir yöntem

belirlendi ve ayr¬nt¬l¬olarak incelendi. Taksi Düzleminde Öklid düzlemine göre daha

ayr¬nt¬l¬bir inceleme yapmak gerekti¼ginden ikinci bölümde nokta ve do¼grunun T-

evri¼gini incelemekle yetinildi. Bir taksi çemberin, aç¬n¬n ve baz¬geometrik şekillerin

T-evriklerinin incelenmesi ise çok daha kapsaml¬ve zaman alan bir çal¬̧sma gerek-

tirdi¼ginden bir başka çal¬̧sma konusu olabilece¼gi düşünülmektedir.
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