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ÖZET 

 

Bu yüksek lisans tezinde, diferensiyel denklemlerin çözümlerinde kullanılan Lie 

nokta simetrilerine dayanarak elde edilen  Q-koşullu simetriler incelenmiştir. Q[u]=0 

şartı eklenerek denklemin tanımlandığı manifoldun değiştirilmesi esasına dayanan  bu 

yaklaşım ile bazı kısmi diferensiyel denklemler için Q-koşullu simetrileri araştırılmıştır. 

Lie simetrileri ile elde  edilemeyen yeni simetriler  bulmayı amaçlayan  bu yaklaşımda 

bazı diferansiyel kısıtlar kullanılır.   

  Çalışmanın ilk bölümü olan giriş bölümünde konu hakkında genel bilgiler 

verilmiştir. Literatürden ve bu tezde neler yapıldığından söz edilmiştir 

Bu çalışmanın ikinci bölümünde, diğer bölümlerde gerekli olan bazı tanımlar 

verilmiştir. Bu tanımlar  uygulamalı matematiğin temeli olarak bilinir. 

Çalışmanın üçüncü bölümünde ise Lie simetri dönüşümleri ve onların bazı 

özellikleri verilmiştir. Örnek olarak, ısı iletim ve Burger denkleminin Lie simetrileri 

verilmiştir.  

Çalışmanın son bölümünde ise Q-koşullu simetriler ile ilgili tanımlamalar 

yapılmıştır ve farklı tipteki diferensiyel denklemler için bu yöntem uygulanmıştır. Bu 

bölümde sabit katsayılı bir diferensiyel denklem olan Burger denkleminin Q- koşullu 

simetrilerini bulunmuştur ve ayrıca  Burger denkleminin bilinen klasik Lie simetrileri 

ile karşılaştırma yapılmıştır. Ayrıca sabit katsayılı Kolmogorov Petrovski denklemi ve 

Reaksiyon-Difüzyon denklemi, değişken katsayılı Bond Princing denklemi ve 

Dispersive Long dalgasına benzer bir diferensiyel denklem sisteminin Q- koşullu 

simetrilerini araştırılmıştır.  

  
Anahtar Kelimeler: Lie simetrisi, Q-koşullu simetri, klasik olmayan simetri, kısmi 

diferansiyel denklem  
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SUMMARY 

 

This master thesis deals with Q-conditional symmetries which are based on 

classical Lie point symmetries using to solve the differential equations. The manifold of 

the defining equation change due to Q[u]=0 condition. Q-conditional symmetries for 

some partial differential equations will be examined. New symmetries which are not 

found in classical Lie symmetries may  be obtained with differential constrictions. 

The first chapter is introduction where general information are given. In this 

part, we mentioned literature and what we will do. 

In the second chapter, basic definitions for the next chapters are given.  These 

definitions are known as the fundamentals of applied mathematics.  

In the third chapter, Lie symmetry transformations and some of their properties 

are given. Also, this method is applied for the well-known heat equation and Burger 

equation.  

In the final chapter, Q-conditional symmetries which are different from the 

classic Lie point symmetries are introduced. Also, giving method are employed the 

differential equations in different types.  

           Conditional symmetries  are  searched for some equations. Some of them are 

constant coefficients; Burger equation, Kolmogorov Petrovski equation, Reaction- 

Diffusion equation, others are non-constant coefficient; Bond Princing equation. Also,  

Conditional symmetries of Burger equation are  compared its classical Lie symmetries 

of  Burger  equations. Moreover, we get Q-conditional symmetries for the equation 

system that resemble Dispersive Long wave. 

 

 

 

Keywords: Lie symmetries, Q-conditional symmetries, nonclassical symmetries, partial 

differential equations 
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B÷L‹M 1

G(IR(I+S

Uygulamal¨ matematik; matematik ve ilgili bilim dallar¨nda bilim ve teknoloji

alan¨na katk¨ saºglamay¨ amaÁlayan temel ve teknolojik-m¸hendislik problemlerinin

Áˆz¸m¸ aÁ¨s¨ndan ara?st¨rmalar yapan bir bilim dal¨d¨r. Uygulamal¨ matematiºgin

insanl¨k tarihine katk¨s¨ y¸zy¨llard¨r devam etmektedir. AInsanlar¨n g¸nl¸k hayatta

kar?s¨la?st¨ºg¨ problemlere cevap verme isteºgiyle ortaya Á¨km¨?s bir bilim dal¨d¨r. ÷rneºgin,

uygulamal¨ matematiºgin ˆnemli bir alan¨ olan ak¨?skanlar dinamiºgi; okyanuslarda,

atmosferde, yer kabuºgunda ve yeralt¨ndaki fosil yak¨tlar gibi birÁok farkl¨ alandaki

Áal¨?smalarla ilgilenmektedir. Bu Áal¨?smalar sayesinde ak¨?skanlar¨n ve hareketlerinin

anla?s¨lmas¨ ile evrendeki varl¨ºg¨m¨z ˆnem kazan¨r. Ba?ska bir ˆrnek daha verilmek

istenirse, lineer olmayan sistemlerin ˆnceden tahmin edilemeyen davran¨?slar¨n¨ in-

celeyen kaotik dinamik alan¨ robotik, uÁak m¸hendisliºgi ve biyomedikal ara?st¨r-

malar¨yla ilgilenir.

Matematiºgin ˆnemli bir dal¨ olan uygulamal¨ matematikte diferensiyel denk-

lemler oldukÁa ˆnemli bir yer tutmaktad¨r. AIlk defa diferensiyel denklemler, Isaac

Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz taraf¨ndan 17. y¸zy¨lda Áal¨?s¨lmaya ba?slan-

m¨?st¨r. Euler, hesaplamalar ile ilgili Áal¨?smalar yapm¨?st¨r. 18. y¸zy¨l¨n sonunda

ve 19. y¸zy¨l¨n ba?s¨nda diferensiyel denklemlerin Áˆz¸mlerinin varl¨ºg¨ ve tekliºgi

tart¨?s¨lm¨?st¨r. Peano ve Picard bu konu ile ilgili Áal¨?smalar yaparak matematiksel

Özikte ˆnemli ad¨mlar atm¨?slard¨r. Baz¨ diferensiyel denklemlerin analitik Áˆz¸m-

lerinin bulunamamas¨ sebebi ile 19. y¸zy¨lda ki?sileri n¸merik Áˆz¸mler elde etmeye

yˆnlendirmi?stir. O y¸zy¨llarda teknolojinin fazla ilerlememi?s olmas¨ ve hesapla-

man¨n ilkel metodlarla yap¨lmas¨ bu konuda ilerlemeyi yava?slatm¨?st¨r. Son y¨llarda,

geometri ve topoloji alanlar¨nda da diferensiyel denklemler kullan¨larak Áal¨?smalar

yap¨lmaya ba?slanm¨?st¨r.

Diferensiyel denklemlerden ˆzellikle k¨smi diferensiyel denklemler ve diferensi-

yel denklem sistemleri, doºga bilimleri olarak da adland¨r¨lan temel bilimlerde ve

m¸hendisliºgin her dal¨nda pek Áok uygulamas¨ vard¨r. K¨smi diferensiyel denklemler
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genellikle Öziksel olaylar¨n yorumlanmas¨nda ve analizinde ortaya Á¨km¨?st¨r. Mesela

bir telin titre?simi, elektrik devresindeki ak¨m, cisimdeki ¨s¨n¨n yay¨l¨m¨, dalgalar¨n

yay¨l¨m¨, pop¸lasyondaki deºgi?sim ve daha birÁok problemde diferensiyel denklemler

kullan¨l¨r. Fiziksel bir olayda, kimyasal hesaplamalarda yada biyolojide ki Áal¨?s-

malarda da ihtiyaÁ duyulan Öziksel model, matematiksel ifadelerle elde edilirken

k¨smi diferensiyel denklemlere ihtiyaÁ duyulur. Matematiksel modelde ki k¨smi di-

ferensiyel denklemler Áˆz¸ld¸ºg¸nde, problem analiz edilebilir ve yorumlanabilir.

Bir diferensiyel denklemin Áˆz¸m¸n¸n bulunmas¨ Áoºgu zaman diferensiyel denk-

lemin elde edilmesinden daha zordur. Bir diferensiyel denklemin Áˆz¸m¸ bazen bir

yada birkaÁ integral alarak Áˆz¸lebilir iken bazen bu kadar kolay olmayabilir. B¸t¸n

diferensiyel denklemleri Áˆzebilen bir yˆntem yoktur. Bu sebep ile diferensiyel denk-

lemlerin tiplerine gˆre uygun Áˆz¸m metodlar¨ geli?stirilmi?stir. Kimi zaman birkaÁ

metodu arka arkaya uygulamak gerekebilir, kimi zaman uygun dˆn¸?s¸mler yap¨larak

Áˆz¸me ula?s¨labilir, kimi zaman da analitik Áˆz¸m bulunamayabilir.

1870 y¨llar¨nda Sophus Lie, adi diferensiyel denklemleri ve Áˆz¸mlerini incelemek

amac¨yla Lie grup tan¨m¨n¨ ortaya koymu?stur (Kiraz, 2007). Lie, adi diferensiyel

denklem, eºger bir parametreli Lie grup dˆn¸?s¸m¸ alt¨nda deºgi?smez (invaryant) kal¨y-

orsa onun mertebesinin indirgenebileceºgini gˆstermi?stir. Bu bilgi integral dˆn¸?s¸m-

leri ile geni?sletilmi?s ve birle?stirilmi?stir. Emmy Noether ve Lieínin bu alandaki Áal¨?s-

malar¨ bu alan¨n temelini olu?sturmaktad¨r. Daha sonraki y¨llarda …lie Cartan da bu

alan da Áal¨?smalar yapm¨?s bir matematikÁidir.

Genel olarak, bir sistemin Lie nokta simetrisi, bir sistemin her bir Áˆz¸m¸n¸

yine ayn¨ sistemin diºger Áˆz¸mleriyle e?sle?stiren yerel grup dˆn¸?s¸m¸d¸r. Ba?ska bir

deyi?sle sistemin Áˆz¸mler k¸mesini kendi kendine dˆn¸?st¸r¸r (Turgay, 2006).

Q!ko?sullu simetri alan¨ndaki ilk Áal¨?smalar Bluman ve Coleía aittir (Hashemi

and Nucci, 2013). Klasik Lie simetrilerinden farkl¨ olarak bir diferensiyel denklem

¸zerine baz¨ k¨s¨tlar koyarak diferensiyel denklemin Lie simetrilerini bulmay¨ amaÁlar

(Foursov and Vorobíev, 1996). Bu sebeble, klasik Lie simetrilerinin genelle?stirilmi?s

hali olarak d¸?s¸n¸lebilir. Bu konudaki ilk Áal¨?sma lineer ¨s¨ denkleminin klasik

olmayan simetrilerini bulmak iÁin yap¨lm¨?st¨r (Chernia, 2010). Daha sonra ise lineer
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olmayan ¨s¨ denklemi iÁin benzer Áal¨?smalar yap¨lm¨?st¨r. Bu konuya Fushchich, Serov

ve Chopik Áal¨?smalar¨yla katk¨ saºglam¨?slard¨r.

÷zellikle, Lie yˆntemi uygulanamayan k¨smi diferensiyel denklemlerin tam Áˆz¸m-

lerini elde edebilmek ve n¸merik hesaplamalar ile sonuÁlara ula?sabilmek iÁin Q!ko-

?sullu simetrilerini kullanmak oldukÁa kullan¨?sl¨d¨r (Chernia, 2010). «¸nk¸, Q!ko-

?sullu simetriler diferensiyel denklemin tan¨mland¨ºg¨ manifoldun tamam¨nda Áˆz¸m

aramak yerine bu manifoldun alt manifoldlar¨nda deºgi?smez b¨rakan simetri gruplar¨

ile Áˆz¸m aramay¨ amaÁlamaktad¨r. Alt manifold baz¨ diferensiyel ko?sullar (k¨s¨tlar)

yard¨m¨yla olu?sturulduºgu iÁin Q!ko?sullu simetri ad¨ verilmi?stir.

Klasik Lie simetrilerininin bulunmas¨ i?sleminden farkl¨ olarak klasik olmayan

simetriler bulunurken kar?s¨la?s¨lan belirleyici denklemler lineer olmayabilir (Turgay,

2006).

Bundan sonraki bˆl¸mde Q-ko?sullu simetrilerin uygulama alan¨ndaki diferensi-

yel denklem kavram¨yla ilgili genel tan¨mlamalar verilmi?stir. ÷zet niteliºginde olan

bu bilgiler sonraki bˆl¸mlerde s¨kl¨kla ad¨ geÁecek tan¨mlard¨r.

«al¨?sman¨n ¸Á¸nc¸ bˆl¸m¸nde, Lie taraf¨ndan ortaya at¨lan klasik Lie simetri-

leri hat¨rlat¨lm¨?st¨r. Klasik simetri metodunun iyi kavranm¨?s olunmas¨ bir sonraki

bˆl¸mde verilen yˆntemin kavranmas¨ aÁ¨s¨ndan ˆnem ta?s¨r. Lie yakla?s¨m¨n¨n uygu-

lanabilmesi iÁin gerekli tan¨mlamalar¨n ve teoremlerin verildiºgi bu bˆl¸mde yˆntemin

uygulamas¨ olarak ˆrnekler verilmi?stir.

«al¨?sman¨n dˆrd¸nc¸ bˆl¸m¸nde ise hemen hemen her denkleme uygulanabilen

g¸Ál¸ bir teori olan Lie teorisinin Áok yˆnl¸ olduºgunun bir kan¨t¨ olan Q!ko?sullu

simetri yˆnteminden bahsedilmi?stir. Bu yˆntem kullan¨larak sistematik bir Áˆz¸m

algoritmas¨n¨n ¸retilmesi iÁin gerekli olan tan¨mlamalar verilmi?stir. Literat¸rdeki

Áal¨?smalardan baz¨lar¨ incelenip ˆrnek olarak al¨nm¨?st¨r. Ayr¨ca bu bˆl¸mde, bu

konu ile ilgili Áal¨?s¨lan denklemlerin d¨?s¨nda farkl¨ tipteki diferensiyel denklemler in-

celenerek Q!ko?sullu simetrileri elde edilmi?stir. Daha sonras¨nda bu teorinin diferen-

siyel denklem sistemlerine geni?slitilebildiºginin uygulamas¨ olarak mevcut Áal¨?smalara

ek olarak baz¨ sistemlere yˆntem uygulanarak Q!ko?sullu simetriler bulunmu?stur.
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B÷L‹M 2

TEMEL KAVRAMLAR

Temel bilimler, m¸hendislik ve ekonomi alanlar¨nda kullan¨lan, fonksiyon veya

fonksiyonlar¨n bir veya birden fazla deºgi?skene gˆre t¸revlerini iÁeren matematiksel

ifadelere diferensiyel denklem denilmektedir. Diferensiyel denklemler teorisi bir ve

daha Áok deºgi?skenli fonksiyonlarla ilgili matematiksel modellerin analizini ve Áˆz¸m

yˆntemlerini kapsamaktad¨r. AIlk olarak, bu kavram 1676 y¨l¨nda Leibniz taraf¨n-

dan kullan¨lm¨?st¨r. BirÁok bilimsel alanda problemlerin ifade edilmesi ve prob-

lemlerin deºgi?skenlerinin, diºger deºgi?skenlere gˆre deºgi?siminin incelenmesi aÁ¨s¨ndan

oldukÁa ˆnemlidir. Bu deºgi?skenlerdeki deºgi?simlerin hesaplamalara kat¨lmas¨ daha

genel ve daha hassas sonuÁlar elde edilmesini saºglamaktad¨r. Bu sebeble b¸t¸n fen

ve m¸hendislik bilim dallar¨ndaki Áe?sitli problemlerde diferensiyel denklemlerin geni?s

bir uygulama alan¨ bulunmaktad¨r.

Bu bˆl¸mde diferensiyel denklem teorisi ile ilgili genel bilgiler ve tan¨mlamalar

verilecektir. Bu bilgiler Lie ve Q!ko?sullu simetri teorisi iÁin ˆnemlidir.

Tan¨m 2.1: Bir denklemde belirli bir deºgi?skene gˆre t¸rev varsa, bu deºgi?skene

baºg¨ms¨z deºgi,sken, denklemde t¸revi bulunan deºgi?skene ise baºg¨ml¨ deºgi,sken ad¨ ver-

ilir (÷zer ve Eser, 1996).

Tan¨m 2.2: Bir yada daha Áok baºg¨ml¨ deºgi?skenin, bir yada daha Áok baºg¨ms¨z

deºgi?skene gˆre t¸revlerini iÁinde bulunduran denkleme diferensiyel denklem denir

(÷zer ve Eser, 1996).

Tan¨m 2.3: Bir diferensiyel denklemde eºger bir tek baºg¨ms¨z deºgi?sken varsa

denkleme adi diferensiyel denklem, birden fazla baºg¨ms¨z deºgi?sken varsa k¨smi dife-

rensiyel denklem denir (÷zer ve Eser, 1996).

÷rnek 2.1:

y
00
! y2y

0
! 12yx = 0

denklemi adi diferensiyel denklemdir; Á¸nk¸ y baºg¨ml¨ deºgi?skeni sadece x baºg¨ms¨z

deºgi?skenine baºgl¨d¨r.
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÷rnek 2.2:

utt + aut ! c2uxx = 0; a; c; sabit

sˆn¸ml¸ dalga denklemi k¨smi diferensiyel denkleme bir ˆrnektir; Á¸nk¸ burada u

baºg¨ml¨ deºgi?skeni, x ve t baºg¨ms¨z deºgi?skenlerine baºgl¨d¨r.

Tan¨m 2.4: Diferensiyel denklem, baºg¨ml¨ deºgi?skene ve baºg¨ms¨z deºgi?skenin

t¸revlerine gˆre bir polinom ?sekline getirilebiliyorsa, denklemde bulunan en y¸ksek

mertebeden t¸revin kuvvetine (derecesine) diferensiyel denklemin derecesi denir.

Tan¨m 2.5: Bir diferensiyel denklemde bulunan en y¸ksek mertebeden t¸revin

mertebesine diferensiyel denklemin mertebesi denir (÷zer ve Eser, 1996).

Genel olarak x baºg¨ms¨z, y baºg¨ml¨ deºgi?skenli n-inci mertebeden bir adi diferen-

siyel denklem

F (x; y; y0; :::; y(n)) = 0 yada y(n) = F (x; y; y0; :::; y(n"1)) (2.1)

?seklinde yaz¨l¨r (÷zer ve Eser, 1996).

Tan¨m 2.6: Bir k¨smi t¸revli denklemde gˆr¸len en y¸ksek mertebeden k¨smi

t¸revin mertebesine denklemin mertebesi denir (Koca, 2001).

Tan¨m 2.7: Bir k¨smi diferensiyel denklemde baºg¨ml¨ deºgi?sken ve bunlar¨n denk-

lemdeki b¸t¸n k¨smi t¸revleri birinci dereceden ve denklem, baºg¨ml¨ deºgi?sken ile

onun t¸revleri parantezinde yaz¨ld¨ºg¨nda katsay¨lar yaln¨zca baºg¨ms¨z deºgi?skenlerin

fonksiyonlar¨ndan olu?suyorsa (yani lineer ise) bu denkleme lineer diferensiyel denk-

lem, aksi takdirde lineer olmayan diferensiyel denklem denir.

AIki baºg¨ms¨z ve bir baºg¨ml¨ deºgi?skene sahip birinci ve ikinci mertebeden lineer

k¨smi diferensiyel denklemlerin genel formlar¨ s¨ras¨yla a?saºg¨daki gibidir (Koca, 2001).

p(x; y)ux + q(x; y)uy + r(x; y)u = s(x; y)

A(x; y)uxx +B(x; y)uxy + C(x; y)uyy +D(x; y)ux + E(x; y)uy + F (x; y)u = G(x; y):

÷rnek 2.3:
x2ux ! y2uy = (x! y)u;

uxx + uyy + uzz = 0;
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denklemleri birer lineerdiferensiyel denklem iken,

(ux)
3 + uy = 0;

uxuxx + uyuyy + u2 = 0;

denklemleri de lineer olmayan diferensiyel denklemlerdir.

Tan¨m 2.8: Bir k¨smi diferensiyel denklem, denklemde gˆr¸len en y¸ksek mer-

tebeden t¸revlere gˆre lineer ise bu denkleme yar¨ lineer denklem denir («aºglayan

ve «elebi, 2010).

AIki baºg¨ms¨z ve bir baºg¨ml¨ deºgi?skene sahip birinci ve ikinci mertebeden yar¨ lineer

k¨smi diferensiyel denklemlerin genel formlar¨ s¨ras¨yla a?saºg¨daki gibidir (Koca, 2001)

p(x; y; u)ux + q(x; y; u)uy = r(x; y; u)

A(x; y; u; ux; uy)uxx+B(x; y; u; ux; uy)uxy+C(x; t; u; ux; uy)uyy+D(x; y; u; ux; uy)u = 0:

÷rnek 2.4:
uxuxx + xuuy = sin y;

uyux ! 3x3uuxy + 2ux ! x3yu = 0;

denklemleri yar¨ lineer diferensiyel denklemlere ˆrnek olarak verilmi?stir. Her lineer

denklem yar¨ lineerdir fakat her yar¨ lineer denklem, lineer olmayabilir.

Tan¨m 2.9: Yar¨ lineer bir denklemde, en y¸ksek mertebeden t¸revlerin kat-

say¨lar¨ sadece baºg¨ms¨z deºgi?skenlerin fonksiyonlar¨ ise, bu yar¨ lineer denkleme

hemen hemen lineer denklem denir («aºglayan ve «elebi, 2010).

AIki baºg¨ms¨z ve bir baºg¨ml¨ deºgi?skene sahip birinci ve ikinci mertebeden hemen

hemen lineer k¨smi diferensiyel denklemlerin genel formu a?saºg¨daki gibidir (Koca,

2001)

A(x; y)uxx +B(x; y)uxy + C(x; y)uyy +D(x; y; u; ux; uy) = 0:

÷rnek 2.5:

x@
2u
@t2
+ y @

2u
@y2
+ u3

!
@u
@x

"2
= t+ 1;

3xuxx + 4xyuyy + 5xz
3uzz + 2zuxy + u2ux = xyez;

denklemleri hemen hemen lineer diferensiyel denklem ˆrnekleridir.

Tan¨m 2.10:

Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu = G(x; y) (2.2)
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denkleminde G(x; y) = 0 ise bu k¨smi diferensiyel denkleme homojen denklem,

G(x; y) 6= 0 ise homojen olmayan denklem denir (Koca, 2001).

÷rnek 2.6:
x2ux ! y2uy + u = 0;

uxx ! 3x2uyy + xyux = 0;

denklemleri birer homojen diferensiyel denklem iken,

ux + uy = xy;

uuxx + uy + u2uxy = (x! y)exy;

denklemleri de homojen olmayan diferensiyel denklemlerdir.

Tan¨m 2.11: Eºger (2.2) diferensiyel denklemindeki A;B;C;D;E ve F fonk-

siyonlar¨ sabit veya sadece u deºgi?skenine baºgl¨ fonksiyonlar ise bu denkleme sabit

katsay¨l¨ diferensiyel denklem denir, aksi takdirde bˆyle diferensiyel denklemlere

deºgi,sken katsay¨l¨ diferensiyel denklem denir (Koca, 2001).

÷rnek 2.7:

uxx ! uyy ! ux + uuy = 2 cos (3x+ 3y)

sabit katsay¨l¨ diferensiyel denklem iken

uxx ! (tan x) ux + uxx =
2y + 1

cos3 x
; x 6=

<

2
+ k<; k 2 Z

deºgi?sken katsay¨l¨ diferensiyel denklemdir.

Tan¨m 2.12: n: mertebeden bir diferensiyel denklem verilsin. Herhangi bir

y = f(x) fonksiyonu gˆz ˆn¸ne al¨nd¨ºg¨nda, bu fonksiyon x in bir I aral¨ºg¨nda

verilmi?s reel bir fonksiyon olsun ve b¸t¸n x 2 I deºgerleri iÁin bu fonksiyonun n:

mertebeden ve daha d¸?s¸k mertebelerden t¸revleri bulunsun. Eºger f(x) fonksiyonu

verilen diferensiyel denklemde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda denklem saºglan¨yorsa y = f(x)

fonksiyonuna diferensiyel denklemin Áˆz¸m¸ denir (Ayd¨n ve diºgerleri, 2005).

Adi diferensiyel denklemlerin genel Áˆz¸mleri, diferensiyel denklemin mertebesi

kadar keyÖ sabit iÁerir ve bunlar her noktas¨ndan teºget doºgrular¨n Áizilebildiºgi xy

d¸zlemindeki eºgri aileleridir.

Tan¨m 2.13: Bir k¨smi diferensiyel denklemi ˆzde?s olarak saºglayan ve keyÖ

fonksiyon veya keyÖ parametre kapsamayan bir fonksiyona k¨smi diferensiyel denk-
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lemin bir ˆzel Áˆz¸m¸ denir. Diºger taraftan bir k¨smi diferensiyel denklemin mer-

tebesi kadar (s¸rekli t¸retilebilir) keyÖ fonksiyon kapsayan ve denklemi ˆzde?s olarak

saºglayan bir y¸zey ailesine bu k¨smi t¸revli denklemin genel Áˆz¸m¸ denir (Koca,

2001).

K¨smi diferensiyel denklemlerin genel Áˆz¸mleri ise denklemin mertebesi kadar

keyÖ fonksiyon iÁerir ve her noktas¨ndan teºget doºgrular¨n Áizilebildiºgi eºgri aileleridir.

Tan¨m 2.14: F : Rm !! Rn fonksiyon olsun. Eºger b¸t¸n mertebeden t¸revi

var ve s¸rekli ise F d¸zg¸n (smooth) fonksiyondur (Debnath, 2004).



B÷L‹M 3
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B÷L‹M 3

L(IE GRUP D÷N‹+S‹MLER(I

Dˆn¸?s¸m gruplar¨ ile ilgili ilk Áal¨?smalar 19. y¸zy¨lda Sophus Lie taraf¨ndan

ba?slat¨lm¨?st¨r. Lie, 1870 y¨l¨nda diferensiyel denklemler iÁin teºget dˆn¸?s¸mleri temel

alan bir teori geli?stirmi?stir. Bu teori, 1960 y¨llar¨nda diferensiyel denklemlerin

Áˆz¸mlerinin beirlenmesinde uygulanmaya ba?slanm¨?st¨r. Lie yakla?s¨m¨, denklemin

tan¨mland¨ºg¨ manifoldu deºgi?smez b¨rakan, yerel dˆn¸?s¸m gruplar¨n¨n bulunmas¨yla

diferensiyel denklemin yeni Áˆz¸mlerinin sistematik bir ?sekilde olu?sturulmas¨na daya-

nan bir teoridir (Kiraz, 2007).

Lieínin yakla?s¨m¨nda, s¸rekli gruplar sonsuz k¸Á¸k dˆn¸?s¸mler ile belirlenir ve

bir sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁ verildiºginde grup dˆn¸?s¸mleri, nokta dˆn¸?s¸mlerinde olduºgu

gibi Áˆz¸m¸n¸n varl¨ºg¨ sadece d¸zg¸n noktalar¨n k¸Á¸k kom?suluklar¨nda garanti

olan Lie denklemleri ile bulunur. Bu kavram simetri grubu kavram¨yla diferensiyel

denklemlere geni?sletilebilir ve diferensiyel denklemlerin simetri grubu, t¸revlerdeki

geni?sleme ile deºgi?smez b¨rakan dˆn¸?s¸m gruplar¨ olarak ele al¨n¨r (Kiraz, 2007).

Verilen k¨smi diferensiyel denklem, dˆn¸?s¸mlerin Lie gruplar¨ alt¨nda deºgi?smez

(invaryant) kal¨yorsa bu gruba k¨smi diferensiyel denklemin Lie simetri grubu yada

Lie simetrisi denir. Bir Lie simetri grubu, t¸m baºg¨ml¨ ve baºg¨ms¨z deºgi?skenlere

baºgl¨ olarak verilen dˆn¸?s¸mler alt¨nda diferensiyel denklemi deºgi?smez b¨rakan bir

sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁle tan¨mlan¨r. Bu ¸reteÁ, k¨smi t¸revli diferensiyel denklemlerin

Lie grubuna kar?s¨l¨k gelen Lie cebirini ¸reten bir taban¨n¨n lineer kombinasyonudur.

Bu taban kullan¨larak bulunan benzerlik dˆn¸?s¸mlerinden grup alt¨nda deºgi?smez

Áˆz¸mler elde edilir. (Kiraz, 2007). Lieínin ˆnerdiºgi bu yˆntemle, Lie simetrileri

yard¨m¨yla g¸n¸m¸ze kadar birÁok Öziksel problemin sonucu olan diferensiyel denk-

lemlerin yeni Áˆz¸mleri elde edilmi?stir (Turgay, 2006).

Lie, bir adi diferensiyel denklemin bir parametreli dˆn¸?s¸m grubu alt¨nda deºgi?s-

mez kalmas¨ halinde diferensiyel denklemin mertebesinin bir derece d¸?s¸r¸lebileceºgi-

ni gˆstermi?stir. Mertebesi bir derece azalt¨lm¨?s denklemin Áˆz¸mlerinden orjinal

denklemin Áˆz¸mlerine geÁmek m¸mk¸n olmaktad¨r. Bir diferensiyel denklemin
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Áok parametreli simetri gruplar¨na sahip olmas¨ durumunda bu durum mertebenin

daha Áok azalt¨lmas¨na olanak tan¨nmas¨ anlam¨na gelmekle birlikte, diferensiyel

denklemin sahip olduºgu dˆn¸?s¸m grubu Áˆz¸mlenebilen grup ?sartlar¨na sahip ol-

mad¨ºg¨ m¸ddetÁe mertebesi d¸?s¸r¸lm¸?s denklemin Áˆz¸mlerinden orjinal denklemin

Áˆz¸mlerine geÁi?s m¸mk¸n olmayabilir (Yakut, 2012).

Lie simetri teorisine, zamanla ilgi artm¨?s ve Bluman ve Cole (1974), Clarkson

ve Kruskal (1989), Bluman ve Kumei (1989), AIbragimov (1985) , Olver (1986),

taraf¨ndan yap¨lan Áal¨?smalarla ˆnemli sonuÁlar elde edilmi?s ve Áe?sitli uygulamalar

geli?stirilmi?stir. Daha sonraki y¨llarda diferensiyel cebir hesaplamalar¨ kullan¨larak

bu uygulama bilgisayarlara aktar¨lm¨?s ve bu konu ile ilgili birÁok bilgisayar program

yaz¨lm¨?st¨r. Mathematica program¨ kullan¨larak bu sistematik Áˆz¸m prosed¸r¸n¸n

bilgisayara uygulanmas¨ da Hereman (1994), Baumann (2000) taraf¨ndan yap¨lm¨?st¨r

(Kiraz, 2007).

G¸n¸m¸zde simetri analizi, tamamen algoritmik bir yolla diferensiyel denk-

lemlerin Áˆz¸mlerininin t¸retildiºgi nadir teorilerden biridir ve ters saÁ¨l¨m (inverse

scattering) teorisi ve Hirota tekniºgi gibi diºger Áˆz¸m i?slemleri aras¨nda seÁkin bir

konuma sahiptir. Lie teorisi diferensiyel denklemlerin hemen hemen t¸m¸ne uygu-

lanabilmesine raºgmen diºger teoriler genellikle tam olarak integrallenebilir denk-

lemlerin Áˆz¸mlerinde veya diºger baz¨ k¨s¨tlamalar alt¨nda sonuÁ verirler (Kiraz,2007).

Bu aÁ¨dan Lieínin teorisi g¸Ál¸ ve Áok yˆnl¸d¸r. Simetri gruplar yard¨m¨yla,

s¨n¨r deºger problemlerinin deºgi?smez Áˆz¸mlerine gˆt¸ren sistematik prosed¸rle yeni

Áˆz¸mlere ula?s¨labileceºgi gibi, adi diferensiyel denklemin mertebesinin d¸?s¸r¸lmesi,

k¨smi diferensiyel denklemlerin deºgi?sken say¨s¨n¨n azalt¨lmas¨ ve adi diferensiyel

denkleme indirgenmesi m¸mk¸n olmaktad¨r (Kiraz, 2007).

Bu bˆl¸mde, Lie simetrileri iÁin temel bilgiler, yerel dˆn¸?s¸m gruplar¨, ¸reteÁler,

uzan¨m form¸lleri hakk¨nda bilgiler verilmi?stir. Ayr¨ca, iki tane denklemin klasik

Lie simetrilerinin bulunu?su da eklenmi?stir.



11

3.1 Grup

Tan¨m 3.1: G, bo?s olmayan herhangi bir k¸me ve A, G nin elemanlar¨ ¸zerinde

ikili i?slem olsun. Eºger a?saºg¨daki ˆzellikleri saºgl¨yorsa G ye grup denir.

1) Kapal¨l¨k ˆzelliºgi: G nin her a ve b elemanlar¨ iÁin A (a; b) 2 G dir.

2) Birle,sme ˆzelliºgi: G nin her a; b ve c elemanlar¨ iÁin

A (a; A (b; c)) = A (A (a; b) ; c) : (3.1)

3) Birim eleman ˆzelliºgi: G nin her a eleman¨ iÁin tek bir e birim eleman¨ vard¨r.

Sembolik olarak;

A (a; e) = A (e; a) = a: (3.2)

4) Ters eleman ˆzelliºgi: G nin her bir a eleman¨ iÁin buna kar?s¨l¨k gelen tek bir

a"1 ters eleman¨ vard¨r. Sembolik olarak;

A
!
a; a"1

"
= A

!
a"1; a

"
= e: (3.3)

Tan¨m 3.2: Eºger G deki her a; b eleman¨ iÁin

A (a; b) = A (b; a) (3.4)

e?sitliºgi saºglan¨yorsa G ye deºgi,smeli (abelyan) grup denir.

Tan¨m 3.3: Eºger G nin herhangi bir alt k¸mesindeki elemanlar A i?slemi ile grup

olu?sturuyorsa bu alt k¸meye G nin bir alt grubu denir (Bluman and Kumei, 1989).

3.2 Dˆn¸+s¸m Gruplar¨

Tan¨m 3.4: x = (x1; x2; :::; xn) , D % Rn bˆlgesinde bir nokta olsun. Her x 2 D

iÁin dˆn¸?s¸m¸n k¸mesi

x# = X (x; ") (3.5)

?seklinde ve S % R bˆlgesinde A ("; E) dˆn¸?s¸m¸ ile " parametresine baºgl¨ olmak

¸zere , S bˆlgesindeki " ve E parametreleri yard¨m¨yla tan¨ml¨ olsun. Eºger a?saºg¨daki

?sartlar saºglan¨yorsa D bˆlgesi ¸zerindeki A dˆn¸,s¸m grubu denir.
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1) S bˆlgesindeki her bir " parametresi iÁin dˆn¸?s¸mler D bˆlgesi ¸zerinde bire-

bir olmal¨ ve ˆzellikle x#, D bˆlgesinde olmal¨,

2) S bˆlgesi, A dˆn¸?s¸m¸n¸n kurallar¨ ile G grup formunu almal¨,

3) Eºger " = e ise x# = x olmal¨d¨r. Matematiksel gˆsterimi;

X (x; ") = x: (3.6)

4) Eºger x# = X (x; ") ; x## = X (x#; E) ise

x## = X (x;A ("; E)) (3.7)

d¨r (Bluman and Kumei, 1989).

3.3 Bir Parametreli Lie Grup Dˆn¸+s¸mleri

Tan¨m 3.5: Dˆn¸?s¸m gruplar¨n¨ tan¨mlarken verilen aksiyomlara ek olarak a?saºg¨da

verilen aksiyomlar saºglan¨yorsa A dˆn¸?s¸m¸ne bir parametreli Lie grup dˆn¸,s¸m¸

denir.

5) " s¸rekli bir parametre yani; S bˆlgesi R de bir aral¨k olsun. Genelliºgi boz-

maks¨z¨n, e birim eleman¨na kar?s¨l¨k " = 0 olmal¨,

6) X, D bˆlgesinde xíe gˆre sonsuz defa t¸revlenebilmeli ve S bˆlgesinde " un

analitik fonksiyonu olmal¨,

7) " 2 S ve E 2 S olmak ¸zere A ("; E), " ve E un analitik fonksiyonu olmal¨d¨r

(Bluman and Kumei, 1989).

3.4 Sonsuz K¸Á¸k Dˆn¸+s¸mler

Tan¨m 3.6: Bir parametreli (") Lie grup dˆn¸?s¸m¸, A i?slemiyle " = 0 da tan¨ml¨

olsun.

x# = X (x; ") (3.8)

" = 0 kom?suluºgunda (3.8) e?sitliºgi Taylor serisine aÁ¨ld¨ºg¨nda

x# = x+ "

#
@X (x; ")

@"
j

"=0

$
+
1

2
"2
#
@2X (x; ")

@"2
j

"=0

$
+ :::

= x+ "

#
@X (x; ")

@"
j

"=0

$
+ o ("2)

(3.9)
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elde edilir. Burada

G (x) =
@X (x; ")

@"
j

"=0

(3.10)

olsun. x+ "G (x) dˆn¸?s¸m¸ne (3.8) ile verilen Lie grup dˆn¸?s¸m¸n¸n sonsuz k¸Á¸k

dˆn¸,s¸m¸ ve G (x) bile?senine grup dˆn¸?s¸m¸n¸n sonsuz k¸Á º̧g¸ denir.

Yard¨mc¨ Teorem 3.1:

X (x; "+6") = X
!
X (x; ") ;A

!
""1; "+ "6

""
(3.11)

(Ispat:

X (X (x) ;A (""1; "+ "6)) = X (x;A("; A (""1; "+ "6))

= X (x;A(A ("; ""1); "+ "6))

= X (x;A("+ "6)

= X (x; "+ "6)

Teorem 3.1: (Lie Birinci Temel Teoremi) (3.8) ile verilen Lie grup dˆn¸?s¸m¸

1. mertebeden diferensiyel denklem sistemi iÁin ba?slang¨Á deºger probleminin Áˆz¸m¸

Lie grup dˆn¸?s¸m¸ne e?sdeºger olacak ?sekilde H(") parametrizasyonu ile yap¨l¨r.

H = 0 iken x# = x (3.12)

ile
dx#

dH
= G (x#) : (3.13)

÷zellikle

H (") =
"R

0

7
&
"
0
'
d"

0
(3.14)

?seklindedir ve burada

7 (") =
@A (a; b)

@b
j

(a;b)=(""1 ;")
(3.15)

ve

7 (0) = 1 (3.16)

dir. Ayr¨ca ""1, " nun ters eleman¨n¨ gˆsterir (Bluman and Kumei, 1989).
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3.5 Sonsuz K¸Á¸k ‹reteÁ

Tan¨m 3.7:

X = X (x) = G (x)r =
nP
i=1

Gi (x)
@

@xi
(3.17)

operatˆr¸ne (3.8) ile verilen bir parametreli Lie grup dˆn¸?s¸m¸n¸n sonsuz k¸Á¸k

¸reteci denir. Burada r gradient operatˆr¸d¸r ve

r =
#

@

@x1
;
@

@x2
; :::;

@

@xn

$
(3.18)

?seklinde gˆsterilir (Bluman and Kumei, 1989).

Her diferensiyellenebilen F (x) = F (x1; x2;::; xn) fonksiyonu iÁin

XF (x) = G(x):rF (x) =
nX

i=1

Gi(x)
@F (x)

@xi

?seklindedir. Ayr¨ca Xx = G(x) tir.

3.6 Deºgi+smez ((Invaryant) Fonksiyon

Tan¨m 3.8: F (x) her mertebeden t¸revlenebilen bir fonksiyon olmak ¸zere (3.8)

ile verilen Lie grup dˆn¸?s¸m¸n¸n deºgi,smez fonksiyonu olmas¨ iÁin gerek ve yeter

?sart (3.8) ile verilen herhangi bir Lie grup dˆn¸?s¸m¸ iÁin

F (x#) = F (x)

olmas¨d¨r (Bluman and Kumei, 1989).

Eºger (3.8) ile verilen Lie grup dˆn¸?s¸m¸n¸n deºgi?smez fonksiyonu F (x) ise F (x)íe

bu dˆn¸,s¸m¸n deºgi,smezi denir ve F (x); (3.8) ile verilen Lie dˆn¸?s¸m¸ alt¨nda de-

ºgi,smezdir denir.

Teorem 3.2: F (x); (3.8) alt¨nda deºgi?smezdir ancak ve ancak

XF (x) ( 0:
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3.7 deºgi+smez Y¸zeyler, Deºgi+smez Eºgriler ve De-

ºgi+smez Noktalar

Tan¨m 3.9: (3.8) ile verilen bir parametreli Lie grup dˆn¸?s¸m¸ alt¨nda F (x) = 0

y¸zeyi deºgi,smez y¸zeydir ancak ve ancak F (x) = 0 iken F (x#) = 0 olmal¨d¨r.

Tan¨m 3.10: F (x; y) = 0 eºgrisi,

x# = X(x; y; ") = x+ "G(x; y) +O("2)

y# = Y (x; y; ") = y + "L(x; y) +O("2)
(3.19)

bir parametreli Lie grup dˆn¸?s¸m¸ alt¨nda ve

X = G(x; y)
@

@x
+ L(x; y)

@

@y
(3.20)

sonsuz k¸Á¸k ¸reteci ile deºgi,smez eºgridir ancak ve ancak F (x; y) = 0 iken F (x#; y#) =

0 olmal¨d¨r.

Teorem 3.3: (i)Eºger y¸zey F (x) = xn ! f(x1; x2; ::: xn"1) formunda yaz¨lm¨?s

ise verilen Lie grup dˆn¸?s¸m¸ iÁin deºgi?smez y¸zeydir ancak ve ancak

F (x) = 0 iken XF (x) = 0

(ii)Eºger eºgri F (x; y) = y! f(x) = 0 formunda yaz¨lm¨?s ise (3.19) dˆn¸?s¸m¸ iÁin

deºgi?smez eºgridir ancak ve ancak

XF (x; y) = L(x; y)! G(x; y)f
0
(x) = 0 (3.21)

olmal¨d¨r.

Tan¨m 3.11: Verilen Lie grup dˆn¸?s¸m¸ iÁin x noktas¨ deºgi,smez noktad¨r ancak

ve ancak (3.8) ile verilen dˆn¸?s¸m alt¨nda x# ( x olmal¨d¨r.

Teorem 3.4: Verilen Lie grup dˆn¸?s¸m¸ iÁin x noktas¨ invaryant noktad¨r ancak

ve ancak

G(x) = 0:

3.8 Total (Tam) T¸rev

Tan¨m 3.12: A?saºg¨daki tan¨mlanan operatˆre,

D

Dx
=

@

@x
+ y1

@

@y
+ y2

@

@y1
+ :::+ yn+1

@

@yn
+ ::: (3.22)
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total t¸rev operatˆr¸ denir. F (x; y; y1; y2; :::; y`) diferensiyellenebilen bir fonksiyon

olmak ¸zere

D

Dx
F (x; y; y1; y2; :::; y`) = Fx + y1Fy + y2Fy1 + y3Fy4 + :::+ y`+1Fy` (3.23)

?seklindedir(Bluman and Kumei, 1989).

3.9 Uzan¨m (Prolongasyon) Form¸lleri

Tan¨m 3.13:

L0 = L (x; y)

olmak ¸zere

L(k) = DkL !
kP
j=1

k!

(k ! j)!j!
yk"j+1D

jG; k ) 1

?seklinde olu?sturulan

X(k) = G (x; y)
@

@x
+ L (x; y)

@

@y
+ L(1) (x; y; y1)

@

y1
+ :::

:::+ L(k) (x; y; y1; :::; yk)
@

@yk

(3.24)

deºgerine bir baºg¨ml¨, bir baºg¨ms¨z deºgi?sken iÁin k: uzan¨m ad¨ verilir (Bluman and

Anco, 2002).

3.9.1 Bir daºg¨ml¨ ve bir baºg¨ms¨z beºgi+sken iÁin uzan¨m for-

m¸lleri

Teorem 3.5: x baºg¨ms¨z deºgi?sken ve y baºg¨ml¨ deºgi?sken olmak ¸zere y = y (x)

olsun. (3.19) ile tan¨mlanan bir parametreli Lie grup dˆn¸?s¸mlerinin (x; y; y1; :::; yk)
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uzay¨ndaki k: uzan¨mlar¨

y#1 = Y1 (x; y; y1; ")

... =
...

y#k = Yk (x; y; y1; :::; yk; ")

=

@Yk"1
@x

+ y1
@Yk"1
@y

+ :::+ yk
@Yk"1
@yk"1

@X (x; ")

@x
+ y1

@X (x; ")

@y

?seklinde bulunur, burada

y#1 = Y1 = Y1 (x; y; y1; ")

=

@Y (x; ")

@x
+ y1

@Y (x; ")

@y
@X (x; ")

@x
+ y1

@X (x; ")

@y

ve

Yk"1 = Yk"1 (x; y; y1; :::; yk"1; ")

?seklindedir.

(3.19) dˆn¸?s¸m¸n¸n, G (x; y) ve L (x; y) sonsuz k¸Á¸kleri ve (3.20) sonsuz k¸Á¸k

¸reteci olmak ¸zere; k: uzan¨m¨

x# = X (x; y; ") = x+ "G (x; y) + o
!
"2
"

y# = Y (x; y; ") = y + "L (x; y) + o
!
"2
"

y#1 = Y1 (x; y; y1; ") = y1 + "L(1) (x; y; y1) + o
!
"2
"

...
...

y#k = Yk (x; y; y1; :::; yk; ") = yk + "L(k) (x; y; y1; :::; yk) + o
!
"2
"

?seklinde verilir, burada k: uzan¨m¨n sonsuz k¸Á¸kleri

G (x; y) ; L (x; y) ; L(1) (x; y; y1) ; :::; L
(k) (x; y; y1; :::; yk)
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olur iken sonsuz k¸Á¸k ¸retecide

X(k) = G (x; y)
@

@x
+ L (x; y)

@

@y
+ L(1) (x; y; y1)

@

@y1
+ :::

:::+ L(k) (x; y; y1; :::; yk)
@

@yk

?seklinde olur. k = 1; 2; ::: iÁin uzan¨m¨n L(k) ile gˆsterilen sonsuz k¸Á¸kleri

L(0) = L (x; y)

olmak ¸zere

L(k) (x; y; y1; :::; yk) =
DL(k"1)

Dx
! yk

DG (x; y)

Dx

form¸l¸ ile bulunur (Bluman and Anco, 2002).

÷rnek: x baºg¨ms¨z deºgi?sken ve y baºg¨ml¨ deºgi?sken olmak ¸zere L(1)1 ; L
(1)
2 ; L(3)

sonsuz k¸Á¸kleri

L(1) = Lx +
!
Ly ! Gx

"
y1 ! Gy (y1)

2

L(2) = Lxx +
!
2Lxy ! Gxx

"
y1 +

!
Lyy ! 2Gxy

"
(y1)

2

!Gyy (y1)
3 +

!
Ly ! 2Gx

"
y2 ! 3Gyy1y2

L(3) = Lxxx +
!
3Lxxy ! Gxxx

"
y1 + 3

!
Lxyy ! Gxxy

"
(y1)

2

+
!
Lyyy ! 3Gxyy

"
(y1)

3 ! Gyyy (y1)
4 + 3

!
Lxy ! Gxx

"
y2

+3
!
Lyy ! 3Gxy

"
y1y2 ! 6Gyy (y1)

2 y2 ! 3Gy (y2)
2

+
!
Ly ! 3Gx

"
y3 ! 4Gyy1y3

?seklindedir.

3.9.2 Bir baºg¨ml¨ ve n baºg¨ms¨z deºgi+sken iÁin uzan¨m for-

m¸lleri

u baºg¨ml¨ deºgi?sken, x = (x1; x2; :::; xn) baºg¨ms¨z deºgi?skenler ve u = u (x) olmak

¸zere bir parametreli Lie grup dˆn¸?s¸mleri

x#i = Xi (x; u; ") = xi + "Gi (x; u) + o
!
"2
"

(3.25)
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u# = U (x; u; ") = u+ "L (x; u) + o
!
"2
"

(3.26)

?seklinde verilsin. Burada i = 1; 2; :::; n olmak ¸zere (x; u) uzay¨nda sonsuz k¸Á¸k

¸reteÁ

X = Gi (x; u)
@

@xi
+ L (x; u)

@

@u

?seklindedir.

(3.25) ve (3.26) dˆn¸?s¸mlerinin k: uzan¨m¨

x#i = Xi (x; u; ") = xi + "Gi (x; u) + o
!
"2
"

u# = U (x; u; ") = u+ "L (x; u) + o
!
"2
"

u#i = Ui (x; u; @u; ") = ui + "L
(1)
i (x; u; @u) + o

!
"2
"

... =
...

u#i1i2:::ik = Ui1i2:::ik
!
x; u; @u; :::; @ku; "

"

= ui1i2:::ik + "L
(k)
i1i2:::ik

!
x; u; @u; :::; @ku

"
+ o

!
"2
"

?seklinde olur. Burada i = 1; 2; :::; n ve l = 1; 2; :::; k iÁin il = 1; 2; :::; n ?seklindedir

ayr¨ca k ) 1 dir. @ku, u deºgi?skeninin, x deºgi?skenine gˆre b¸t¸n k: mertebeden k¨smi

t¸rev bile?senlerini gˆsterir. k: uzan¨m¨n sonsuz k¸Á¸kleri

G (x; u) ; L (x; u) ; L(1) (x; u; @u) ; :::; L(k)
!
x; u; @u; :::; @ku

"

olur iken sonsuz k¸Á¸k ¸reteci de

X(k) = Gi
@

@xi
+ L

@

@u
+ L

(1)
i

@

ui
+ :::+ L

(k)
i1i2:::ik

@

ui1i2:::ik
; k ) 1

?seklinde olur.

k ) 2 iÁin uzan¨m¨n L(k)i1i2:::ik sonsuz k¸Á¸kleri

L
(1)
i = DiL !

!
DiGj

"
uj; i = 1; 2; :::; n

L
(k)
i1i2:::ik

= DikL
(k"1)
i1i2:::ik"1

!
!
DikGj

"
ui1i2:::ik"1j

?seklinde bulunur ve l = 1; 2; :::; k iÁin il = 1; 2; :::; n ?seklindedir (Bluman and Anco,

2002).

÷rnek: x1 ve x2 baºg¨ms¨z deºgi?skenler ve u baºg¨ml¨ deºgi?sken olmak ¸zere L
(1)
1 ; L

(1)
2 ; L

(2)
11 ;

L
(2)
12 ; L

(2)
22 sonsuz k¸Á¸kleri
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L
(1)
1 =

@L

@x1
+

*
@L

@u
!
@G1

@x1

+
u1 !

@G2

@x1
u2 !

@G1

@u
(u1)

2 !
@G2

@u
u1u2 (3.27)

L
(1)
2 =

@L

@x2
+

*
@L

@u
!
@G2

@x2

+
u2 !

@G1

@x2
u1 !

@G2

@u
(u2)

2 !
@G1

@u
u1u2 (3.28)

L
(2)
11 =

@2L

@x21
+

*
2
@2L

@x1@u
!
@2G1

@x21

+
u1 !

@2G2

@x21
u2

+

*
@L

@u
! 2

@G1

@x1

+
u11 ! 2

@G2

@x1
u12 ! 2

@2G2

@x1@u
u1u2

+

*
@2L

@u2
! 2

@2G1

@x1@u

+
(u1)

2 !
@2G1

@u2
(u1)

3

!3
@G1

@u
u1u11 !

@G2

@u
u2u11 ! 2

@G2

@u
u1u12 !

@2G2

@u2
(u1)

2 u2

(3.29)

L
(2)
12 = L

(2)
21

=
@2L

@x1@x2
+

*
@2L

@x1@u
!

@2G2

@x1@x2

+
u2 +

*
@2L

@x2@u
!

@2G1

@x1@x2

+
u1

!
@G2

@x1
u22 +

*
@L

@u
!
@G1

@x1
!
@G2

@x2

+
u12 !

@G1

@x2
u!

@2G2

@x1@u
(u2)

2

+

*
@2L

@u2
!

@2G1

@x1@u
!

@2G2

@x2@u

+
u1u2 !

@2G1

@x2@u
(u1)

2

!
@2G2

@u2
u1 (u2)

2 !
@2G1

@u2
(u1)

2 u2 ! 2
@G2

@u
u2u12

!2
@G1

@u
u1u12 !

@G1

@u
u2u11 !

@G2

@u
u1u22

(3.30)

L
(2)
22 =

@2L

@x22
+

*
2
@2L

@x2@u
!
@2G2

@x22

+
u2 !

@2G1

@x22
u1 ! 2

@G1

@x2
u12

+

*
@L

@u
! 2

@G2

@x2

+
u22 +

*
@2L

@u2
! 2

@2G2

@x2@u

+
(u2)

2

!2
@2G1

@x2@u
u1u2 !

@2G2

@u2
(u2)

3 !
@2G1

@u2
u1 (u2)

2

!3
@G2

@u
u2u22 !

@G1

@u
u1u22 ! 2

@G1

@u
u2u12

(3.31)

?seklinde olur, burada

ui =
@u
@xi

ui j =
@2u

@xi@xj

i; j = 1; 2

dir.
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3.9.3 m baºg¨ml¨ ve n baºg¨ms¨z deºgi+sken iÁin uzan¨m form¸l-

leri

u = (u1; u2; :::; um) baºg¨ml¨ deºgi?skenler, x = (x1; x2; :::; xn) baºg¨ms¨z deºgi?skenler

olmak ¸zere u = u (x) ve m ) 2; n ) 2 olsun.

x#i = Xi (x; u; ") = xi + "Gi (x; u) + o
!
"2
"

(3.32)

(u3)# = U3 (x; u; ") = u3 + "L3 (x; u) + o
!
"2
"

(3.33)

bir parametreli Lie grup dˆn¸?s¸mleri verilsin.

(3.32) ve (3.33) dˆn¸?s¸mlerinin k: uzan¨m¨

x#i = Xi (x; u; ") = xi + "Gi (x; u) + o
!
"2
"

(u3)# = U3 (x; u; ") = u3 + "L3 (x; u) + o
!
"2
"

(u3i )
# = U3

i (x; u; @u; ") = u3i + "L
(1)3
i (x; u; @u) + o

!
"2
"

... =
...

!
u3i1i2:::ik

"#
= U3

i1i2:::ik

!
x; u; @u; :::; @ku; "

"

= u3i1i2:::ik + "L
(k)3
i1i2:::ik

!
x; u; @u; :::; @uk

"
+ o

!
"2
"

?seklindedir. Burada O = 1; 2; :::;m; i = 1; 2; :::; n ve l = 1; 2; :::; k iÁin il = 1; 2; :::; n

ayr¨ca k ) 2 dir. @ku, u nun x e gˆre b¸t¸n k: mertebeden k¨smi t¸rev bile?senlerini

gˆsterir. k: uzan¨m¨n sonsuz k¸Á¸k ¸reteci

X(k) = Gi
@

@xi
+ L3

@

@u3
+ L

(1)3
i

@

u3i
+ :::+ L

(k)3
i1i2:::ik

@

u3i1i2:::ik
; k ) 1

?seklinde olur.

k ) 2 iÁin uzan¨m¨n L(k)3i1i2:::ik
?seklindeki sonsuz k¸Á¸kleri

L
(1)3
i = DiL

3 !
!
DiGj

"
u3j (3.34)

L
(k)3
i1i2:::ik

= DikL
(k"1)3
i1i2:::ik"1

!
!
DikGj

"
u3i1i2:::ik"1j (3.35)

?seklindedir burada l = 1; 2; :::; k iÁin il = 1; 2; :::; n dir.

n: mertebeden diferensiyel denkleme sonsuz k¸Á¸k ¸reteci uygulayabilmek iÁin

n: uzan¨ma ihtiyaÁ vard¨r (Bluman and Kumei, 1989).
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÷rnek: x , y iki baºg¨ms¨z deºgi?sken ve u; v iki baºg¨ml¨ deºgi?sken olduºgu durumdaki

uzan¨m form¸llerini elde edilmi?stir. Buna gˆre x iÁin total t¸rev

Dx =
@

@u
+ ux

@

@u
+ vx

@

@v
+ uxx

@

@ux
+ uxy

@

@uy
+ vxx

@

@vx
+ vxy

@

@vy
+ :::

olur. Sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁ ise

X = G1
@

@x
+ G2

@

@y
+ L1

@

@u
+ L2

@

@v

olarak bulunur. Terimlerin kar¨?smamas¨ iÁin G1 yerine G; G2 yerine H ; L1 yerine L; L2

yerine A al¨nm¨?st¨r. Buna gˆre ¸retecin birinci uzan¨m¨

X(1) = X + L(1)x
@

@ux
+ L(1)y

@

@uy
+ A(1)x

@

@vx
+ A(1)y

@

@vy

?seklindedir. denklem (3.34) kullan¨larak L(1)x ve A(1)x a?saºg¨daki ?sekilde bulunur

L
(1)
x = DxL ! ux (DxG)! uy (DxH)

= (Lx + uxLu + vxLv)! ux (Gx + uxGu + vxGv)! uy (Hx + uxHu + vxH v)

A(1)x = DxA! ux (DxG)! uy (DxH)

= (Ax + uxAu + vxAv)! ux (Gx + uxGu + vxGv)! uy (Hx + uxHu + vxH v) :

(3.36)

?Simdi de denklem (3.35) kullan¨larak L(2)x hesaplanm¨?s ve a?saºg¨da verilmi?stir

L
(2)
x = Dx(L

(1)
x )! uxx (DxG)! uxy (DxH)

=
Dx(Lx + uxLu + vxLv ! uxGx ! u2xGu ! uxvxGv ! uyHx ! uyuxHu ! uyvxH v)

!uxx (DxG)! uxy (DxH)

=

Lxx + uxLxu + vxLxv + ux(Lux + uxLuu + vxLuv) + uxxLu+

+vx(Lvx + uxLvu + vxLvv) + vxxLv ! ux (Gxx + uxGux + vxGvx)

!uxxGx ! u2x (Gux + uxGuu + vxGvu)! 2Guuxuxx ! Gv(vxxux + vxuxx)

!vxux (Gvx + uxGuv + vxGvv)! uy (Hxx + uxHxu + vxHxv)! uxyHx

!uyux (Hux + uxHuu + vxHuv)! Hu(uyxux + uyuxx)

!vxuy (H vx + uxH vu + vxH vv)! H v(vxxuy + vxuxy)

!uxx (Gx + uxGu + vxGv)! uxy (Hx + uxHu + vxH v)

(3.37)
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3.10 ÷rnekler

Uygulamal¨ matematikte ˆnemli iki denklem olan ¨s¨ iletim denklemi ve Burger denk-

lemi iÁin klasik Lie simetri teorisinin uygulamas¨ verilmi?stir ve bu denklemlerin son-

suz k¸Á¸k ¸reteÁleri bulunmu?stur.

3.10.1 Is¨ (Iletim Denklemi iÁin Klasik Lie Simetrileri

Matematiksel Öziºgin ˆnemli bir denklemi olan ¨s¨ iletim denklemi

ut = kuxx

¨s¨n¨n nesne ¸zerinde belli bir konumda ve zamanda nas¨l daºg¨lacaºg¨n¨ gˆsteren dife-

rensiyel denklemdir. Bu denklemin klasik Lie simetrileri bulunmu?stur. Bu diferen-

siyel denklem 2. mertebeden olduºgu iÁin 2. uzan¨m alt¨nda

X(2) fut ! uxx = 0g = 0

deºgi?smezdir, yani;

L
(1)
t ! L(2)xx = 0

olur. L(1)t ; L
(2)
xx terimleri (3.28) ve (3.29) e?sitliklerine gˆre d¸zenlenip ve ut gˆr¸len

yerlere uxx yaz¨ld¨ºg¨nda

Lt + (Lu ! H t)uxx ! Gtux ! Guuxuxx ! Huu
2
xx ! Lxx ! (2Lxu ! Gxx)ux

+Hxxuxx ! (Luu ! Gxu)u
2
x + 2Hxuuxuxx + Guuu

3
x + Huuu

2
xuxx

!(Lu ! 2Gx)uxx + 2Hxutx + 3Guuxuxx + Huuxutx = 0

e?sitliºgi elde edilir.
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u nun k¨smi t¸revlerinin katsay¨lar¨n¨n kar?s¨la?st¨r¨lmas¨yla

uxuxt Hu = 0

uxt Hx = 0

u2xx Hu = Hu

u2xuxx Huu = 0

uxuxx Gu = 2Hxu + 3Gu

uxx H t ! Lu = Hxx ! Lu + 2Gx

u3x Guu = 0

u2x Luu = 2Gxu

ux Gt = Gxx ! 2Lxu

1 Lt = Lxx

(3.38)

belirleyici denklemleri elde edilir. Bu belirleyici denklem sistemindeki ilk iki denk-

lemden H sonsuz k¸Á¸ºg¸n¸n sadece t deºgi?skenine baºgl¨ olduºgu gˆr¸l¸r. Sistemin 5.

denkleminden Gu = 0 olarak bulunur. Bˆylece sistemdeki 6. denklemden

G(x; t) =
1

2
H t x+ c(t) (3.39)

elde edilir, burada c(t) integral sabitidir. Sistemin 8. denkleminden

Luu = 0

L(x; t; u) = a(x; t)u+ b(x; t)

elde edilir. Sistemdeki 6.ve 9. denklemden ve (3.39) ile verilen sonsuz k¸Á¸k

yard¨m¨yla

a(x; t) = !
1

8
H tt x

2 !
1

2
xct + d(t) (3.40)

olarak bulunur. Sistemdeki son denklemden at = axx ve bt = bxx e?sitlikleri elde

edilir. (3.40) denklemi yard¨m¨yla

at = axx

@
@t

!
!1
8
H tt x

2 ! 1
2
xct + d(t)

"
= @2

@x2

!
!1
8
H tt x

2 ! 1
2
xct + d(t)

"

!1
8
H ttt x

2 ! 1
2
xctt + dt(t) = !1

4
H tt

H ttt = 0; ctt = 0; 4dt(t) = !H tt
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elde edilir. Bulunan fonksiyonlar¨n Áˆz¸mleri G; H ve L sonsuz k¸Á¸klerinde yerine

yaz¨ld¨ºg¨nda ve katsay¨lar d¸zenlendiºginde c1; :::; c6 sabit katsay¨lar olmak ¸zere

G = c1 + c4x+ 2c5t+ 4c6xt

H = c2 + 2c4t+ 4c6t
2

L = (c3 ! c5x! 2c6t! c6x
2)u+ b(x; t)

elde edilir. Bulunan sonsuz k¸Á¸kler X simetri ¸retecinde yerine yaz¨l¨r ve ci kat-

say¨lar¨na baºgl¨ olarak Xi simetri ¸reteÁleri

X1 = @x; X2 = @t; X3 = u@u;

X4 = x@x+ 2t@t; X5 = 2t@x! xu@u;

X6 = 4tx@x+ 4t2@t! (x2 + 2t)u@u

olarak belirlenir (San, 2011).

3.10.2 Burger Denklemi iÁin Klasik Lie Simetrileri

Is¨ denklemine Áok benzeyen fakat lineer olmayan bir boyutlu Burger denklemi

ut = uxx + u2x (3.41)

olarak verilir. Bu denklemin klasik Lie simetrileri bulunmu?stur. 2. mertebeden

diferensiyel denklem olduºgu iÁin 2. uzan¨m alt¨nda deºgi?smezdir. deºgi?smezlik ?sart¨

Burger denklemine uygulan¨r. Elde edilen bu denklemde uygun uzan¨mlar ve ut

yerine uxx+u2x yaz¨lm¨?st¨r. Daha sonra u deºgi?skeninin k¨smi t¸revlerinin katsay¨lar¨

ile
Hu = Hx = 0

Gu + Hxu + Hx = 0

Hxx ! H t + 2Gx = 0

!Lu ! H t + Hxx ! Luu + 2Gxu + 2Gx = 0

!Gt ! 2Lxu + Gxx ! 2Lx = 0

Lt ! Lxx = 0

(3.42)

belirleyici denklemleri elde edilmi?stir. Bu sistemdeki ilk denklemden H sonsuz k¸Á¸ºg¸n¸n

u ve x deºgi?skenlerine, 2. denklemden ise G sonsuz k¸Á¸ºg¸n¸n u deºgi?skenine baºgl¨
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olmad¨ºg¨ gˆr¸l¸r. Sistemdeki 3.ve 4. denklemden

G(x; t) = 1
2
H t x+ c(t)

L(x; t; u) = a(x; t)e"u + b(x; t)
(3.43)

olur. Sistemdeki 5. denklemden ise

b = !
1

8
H ttt x

2 !
1

2
ct(t)x+ dt(t)

bulunur. Son olarak sistemdeki son denklemden

Lt = Lxx

at(x; t)e
"u + bt(x; t) = axx(x; t)e

"u + bxx(x; t)

at(x; t) = axx(x; t); bt(x; t) = bxx(x; t)

bulunur. ve buradan b(x; t) fonksiyonunun Áˆz¸m¸

bt(x; t) = bxx(x; t)

@
@t

!
!1
8
H tt x

2 ! 1
2
xct + d(t)

"
= @2

@x2

!
!1
8
H tt x

2 ! 1
2
xct + d(t)

"

!1
8
H ttt x

2 ! 1
2
xctt + dt(t) = !1

4
H tt

H ttt = 0; ctt = 0; dt(t) = !1
4
H tt

?seklindedir. Elde edilen son denklem sistemi Áˆz¸ld¸ºg¸nde sonsuz k¸Á¸kler

G = c1 + c4x+ 2c5t+ 4c6xt

H = c2 + 2c4t+ 4c6t
2

L = a(x; t)eu + (c3 ! c5x! 2c6t! c6x
2)

olarak bulunur. Bulunan sonsuz k¸Á¸kler yard¨m¨yla ci katsay¨lar¨na gˆre Xi ¸reteÁ-

leri

X1 = @x; X2 = @t; X3 = @u;

X4 = x@x+ 2t@t; X5 = 2t@x! x@u;

X6 = 4tx@x+ 4t2@t! (x2 + 2t)@u

?seklindedir (San, 2011).
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B÷L‹M 4

Q-KO+SULLU S(IMETR(I

Genel olarak, ko?sullu simetri, bir diferensiyel denklemin Áˆz¸mlerinin belirli bir

alt k¸mesindeki simetrilerine kar?s¨l¨k gelir. ko?sullu simetrileri in?sa edebilmek iÁin Áok

daha fazla detaya ve tan¨mlamaya ihtiyaÁ vard¨r. Bu klasik Lie simetrilerindeki t¸m

Áˆz¸mlerin k¸mesinden daha geni?s ˆzelliklere sahip olan alt k¸meyi seÁme Áal¨?smas¨

alt¨nda, denklemin Áˆz¸m k¸mesi iÁin ?sartlar¨n yada k¨s¨tlar¨n analitik tan¨m¨n¨n

verilmesi anlam¨na gelir.

Euler, Bateman, Lie, Smirnov, Sobolev (1932) ve daha birÁok bilim insan¨, lineer

díAlembert ve Laplace denklemlerinin tam Áˆz¸mlerini in?sa etmek iÁin Áˆz¸mlerin

alt k¸melerinin simetrilerini kullanm¨?slard¨r. Bluman ve Cole, lineer ¨s¨ denklemi

iÁin grup alt¨nda Áˆz¸mlerin klasik olmayan metodunun invaryant olduºgundan bah-

setmi?slerdir. Olver ve Rosenau (1986), Lie yˆntemiyle elde edilemeyen bir boyutlu

lineer olmayan akustik dalga denklemi iÁin bunu in?sa etmi?stir. Clarkson ve Kruskal

ise Boussinesqu denklemi iÁin deºgi?smez indirgenmesi iÁin yeni yˆntem ˆnermi?stir

(Fushchych, 2002).

Bluman ve Cole, 1969 da ¨s¨ iletim denkleminin genel Áˆz¸m¸n¸ bulmak iÁin yap-

t¨ºg¨ Áal¨?smalarda, k¨smi diferensiyel denklemler iÁin deºgi?smez grup yard¨m¨yla Áˆz¸m-

lerin bulunabildiºgi yeni bir yˆntem uygulad¨lar. Bu yˆntem yazarlar taraf¨ndan,

klasik Lie indirgeme metodu ile aralar¨nda farkl¨l¨k olduºgunu ve simetrilerinin farkl¨

olduºgunu vurgulamak iÁin "klasik olmayan" diye adland¨r¨lm¨?st¨r. AIlk kez kesin ve

aÁ¨k tan¨mlamalar "Lie deºgi?smezlik tan¨mlar¨n¨n genelle?stirilmesi" olarak Fushchych

taraf¨ndan 1987 y¨l¨nda form¸le edilmi?stir. Sonraki y¨llarda klasik olmayan de-

ºgi?smezlik ?sart¨n¨ kar?s¨lamak iÁin farkl¨ yazarlar taraf¨ndan klasik olmayan simetri,

ko?sullu simetri, Q!ko?sullu simetri ve indirgeme operatˆr¸ olarak adland¨r¨lm¨?st¨r.

Q!ko?sullu simetrilerin indirgeme ile baºglant¨s¨ ve uyumluluºgu uzun s¸re tart¨?s¨lm¨?st¨r.

G¸n¸m¸zdeQ!ko?sullu simetri teorisinde her?sey tam olarak ke?sfedilmemi?stir. Genel-

likle sabit olmayan dif¸zyon terimleri ile genel iki bile?senli reaksiyon dif¸zyon denk-

lemleri iÁin Q!ko?sullu simetriler Áal¨?s¨lm¨?st¨r.
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4.1 Giri+s

Bu bˆl¸mde k¨smi diferensiyel denklemler ve denklem sistemleri iÁin Q!ko?sullu

simetri Áesitleri ve tan¨mlar¨ verilmi?stir.

L diferensiyel denklemi, t ve x baºg¨ms¨z deºgi?skenlerinden ve u baºg¨ml¨ deºgi?skenin-

den olu?smak ¸zere r: mertebeden k¨smi t¸revli denklem

L = L(t; x; u(r)) (4.1)

olsun. Burada u(r) , u fonksiyonunun t ve x deºgi?skenlerine gˆre ríinci mertebeden

t¸revidir. (4.1) denkleminin sonsuz k¸Á¸k ¸reteci

Q ( H(t; x; u)@t + G(t; x; u)@x + L(t; x; u)@u (4.2)

formunda ifade edilebilir. Burada (H ; G) 6= (0; 0) d¨r. Bu ?sart ile iki farkl¨ durum

ortaya Á¨kar, bu durumlar

1!) H 6= 0 ise genelliºgi bozmaks¨z¨n H = 1 al¨n¨r,

2!) H = 0 ve G 6= 0 ise yine genelliºgi bozmaks¨z¨n G = 1 al¨n¨r.

A?saºg¨daki denklem birinci mertebeden k¨smi diferensiyel denklem

Q[u] ( L(t; x; u)! H(t; x; u)ut ! G(t; x; u)ux (4.3)

olup Q operator¸n¸n karakteristiºgi olarak adland¨r¨l¨r. Q[u] = 0 karakateristik k¨smi

diferensiyel denklemine de deºgi,smez y¸zey ,sart¨ denir.

Tan¨m 4.1: Q(r)L(t; x; u(r))jM = 0 ise L(t; x; u(r)) formundaki L k¨smi diferensi-

yel denkleminin Q operatˆr¸ne gˆre ko?sullu deºgi?smezdir. Buna kosullu deºgi,smezlik

,sart¨ (kriteri) ve Q operatˆr¸ne de L denkleminin ko,sullu simetri operatˆr¸ denir.

BuradaM = fL; #(r)g ve #(r); Q[u] = 0 kararteristik denkleminin b¸t¸n diferensiyel

sonuÁlar¨n¨n k¸mesi taraf¨ndan tan¨mlanan manifoldu gˆstermektedir. Ayr¨ca, Q(r)

sembol¸ Q operatˆr¸n¸n r: uzan¨m¨d¨r (Ivanova, 2010).

Tan¨m 4.2: (t; x) baºg¨ms¨z ve u = (u1; u2; :::; um) (m ) 2) baºg¨ml¨ deºgi?sken

olmak ¸zere denklem sistemi ele al¨nd¨ºg¨nda bu denklem sisteminin k: (k ) 2) mer-

tebeden olduºgu varsay¨m¨ ile

uit = F i(t; x; u; ux; :::; u
(ki)
x ); i = 1; 2; :::;m (4.4)
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t ve x baºg¨ms¨z deºgi?skenler olmak ¸zere < % R2 de tan¨ml¨ olsun. Burada F i fonksi-

yonu deºgi?skenlere kar?s¨l¨k gelen d¸zg¸n (smooth) fonksiyonlard¨r. Ayr¨ca uit ve u
(j)
x

k¨smi t¸revleri a?saºg¨daki gibidir

uit =
@ui
@t

ve u(j)x =
@ju

@xj
=

#
@ju1
@xj

;
@ju2
@xj

; :::;
@jum
@xj

$
; j = 1; 2; :::; ki: (4.5)

Bilindiºgi gibi, deºgi?smezlik ?sart¨n¨ uygulayabilmek iÁin gerekli olan manifold (M =

fS1 = 0; S2 = 0; :::; Sm = 0g) ?seklindedir ve

Si = uit ! F i(t; x; u; ux; :::; u
(ki)
x ) = 0; i = 1; 2; :::;m (4.6)

fonksiyonu, deºgi?skenleri t; x; u; u1 ; :::;
u
k
uzan¨mlar uzay¨ndad¨r. Burada k = maxfki =

1; :::;mg ve u
j
; (j = 1; 2; :::; k) t ve x deºgi?skenlerine gˆre j. mertebeden total t¸revdir.

Ayr¨ca, sonsuz k¸Á¸k operatˆr

Q ( G0(t; x; u)@t + G1(t; x; u)@x + L(1)(t; x; u)@u1 + :::+ L(m)(t; x; u)@um (4.7)

?seklindedir. Daha ˆnceden bahsedildiºgi gibi (4.6) denklemi sonsuz k¸Á¸k operatˆr

alt¨nda deºgi?smezdir. deºgi?smezlik ?sart¨ bu denklem sistemine uygulan¨rsa

Qk Si ( Qk (u
i
t ! F i(t; x; u; ux; :::; u

(ki)
x ))jM = 0; i = 1; 2; :::;m (4.8)

olur. Burada Qk operatˆr¸ Q operatˆr¸n¸n k. uzan¨m¨ olup katsay¨lar¨ uzan¨m

form¸lleri arac¨l¨ºg¨ ile hesaplan¨r.

÷rnek olarak Q2 operatˆr¸

Q2 ( Q+ L
(1)
t

@

@ut
+ L(1)x

@

@ux
+ L(2)xx

@

@uxx
+ :::

?seklindedir.

Tan¨m 4.3: (4.6 ) formundaki sistemler iÁin

Qk Si ( Qk (u
i
t ! F i(t; x; u; ux; :::; u

(ki)
x ))jM1 = 0; i = 1; 2; :::;m; (4.9)

deºgi?smezlik ?sart¨ saºglan¨rsa, (4.8) operatˆr¸ne 1. tip Q!ko,sullu simetri ad¨ verilir,

burada M1 manifoldu, i1 sabit ve i1, 1 - i1 - m olmak ¸zere fS1 = 0; S2 =

0; :::; Sm = 0; Q [ui1 ] = 0g ?seklindedir (Chernia, 2010).
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Tan¨m 4.4: (4.6) formundaki sistemler iÁin

Qk Si ( Qk (u
i
t ! F i(t; x; u; ux; :::; u

(ki)
x ))jMp = 0; i = 1; 2; :::;m; (4.10)

deºgi?smezlik ?sart¨ saºglan¨rsa, (4.8) operatˆr¸ne p. tip Q!ko,sullu simetri ad¨ verilir,

burada Mp manifoldu i1;:::; ip sabit ve i1;:::; ip, 1 - p - i1 - m olmak ¸zere

fS1 = 0; S2 = 0; :::; Sm = 0; Q [ui1 ] = 0; :::; Q
,
uip
-
= 0g ?seklindedir (Chernia,

2010).

Tan¨m 4.5: (4.6) formundaki sistemler iÁin

Qk Si ( Qk (u
i
t ! F i(t; x; u; ux; :::; u

(ki)
x ))jMm = 0; i = 1; 2; :::;m; (4.11)

deºgi?smezlik ?sart¨ saºglan¨rsa, (4.8) operatˆr¸ne Q!ko,sullu simetri (klasik olmayan

simetri) ad¨ verilir, burada Mm manifoldu, fS1 = 0; S2 = 0; :::; Sm = 0; Q [u1] =

0; :::; Q [um] = 0g ?seklindedir (Chernia, 2010)..

Bundan sonraki i?slemlerde, i?slem kolayl¨ºg¨ aÁ¨s¨ndan, sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁleri

G0 = H ve G1 = G ?seklinde kullan¨lacakt¨r. Q [u] = 0 olmas¨ Hut + Gux = L olmas¨na

kar?s¨l¨k gelirken, diºgerleride benzer olarak yaz¨l¨r.

AÁ¨kÁa gˆr¸l¸r ki m = 1 durumunda yukardaki tan¨mlar ˆrt¸?s¸r ve tek olu?sum

denklemine kar?s¨l¨k gelir. Eºger m > 1 ise ko?sullu simetri operatˆrlerinin hiyera?sisi

elde edilir. Kolayca gˆr¸lebilir ki; Mm % Mp % M1 % M olur bu durum ilerde bir

ˆrnek ile daha ayr¨nt¨l¨ olarak gˆsterilecektir. 1. tip Q!ko?sullu simetri operatˆr¸,

p. tip Q! ko?sullu simetri operatˆr¸ olurken, herbir Lie simetri operatˆr¸ otomatik

olarak 1.tip ve p. tip Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ olur.

Bir denklemin Q-ko?sullu simetrileri bulunur iken izlenecek algoritma: Algorit-

man¨n ilk ad¨m¨; verilen k¨smi diferensiyel denklem sistemi iÁin ara?st¨r¨lmak iste-

nen manifold ¸zerinde deºgi?smezlik ?sart¨ uygulan¨r. AIkinci ad¨mda ise, deºgi?smezlik

?sart¨ uyguland¨ºg¨nda kar?s¨la?s¨lan Ut; Ux ve Vxx gibi uzan¨mlar, olu?san yeni denk-

lem sisteminde yerlerine yaz¨l¨r. Algoritman¨n ¸Á¸nc¸ ad¨m¨nda, olu?san denklem

uxíin kuvvetlerine gˆre d¸zenlenir ve bu kuvvetlere kar?s¨l¨k gelen katsay¨lar¨n her-

biri s¨f¨ra e?sitlenerek lineer ve lineer olmayan denklemlerden olu?san denklem sistemi

elde edilir ve bu denklem sistemine belirleyici denklem sistemi denir. Algoritman¨n

son ad¨m¨nda ise belirleyici denklem sisteminin Áˆz¸mleri bulunarak Q!ko?sullu
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simetri operatˆrleri elde edilir. Yukar¨daki algoritmay¨ baz¨ k¨smi diferensiyel denk-

lemlerin Q!ko?sullu simetri operatˆrlerini bulmak iÁin kullan¨lm¨?st¨r. Literat¸rdeki

Áal¨?smalar genellikle reaksiyon dif¸zyon denklemleri ve dif¸zyon konveksiyon denk-

lemleri iÁin yap¨lm¨?st¨r ve burada algoritman¨n uygulamas¨ ˆrnekler ile incelenmi?stir.

Ayr¨ca, bu algoritmay¨, biz uygulamal¨ matematiºgin ˆnemli denklemlerinden olan

Kolmogorav Petrovski, Bond Princing ve Dispersive Long denklemleri iÁin uygulan-

m¨?st¨r.

4.2 Sabit Katsay¨l¨ K¨smi Diferensiyel Denklemler

iÁin Q-Ko+sullu Simetriler

÷rnek 4.1: Sabit katsay¨l¨ bir k¨smi diferensiyel denklem olan Burger denkleminin

(Samokhin, 2014) Q!ko?sullu simetrilerini bulunacakt¨r.

ut = uxx + Wuux (4.12)

Burger denklemi iÁin M1 manifoldu M1 = fS = 0; Q[u] = 0g ?seklinde seÁilir ve

burada S denklemi

S ( (ut ! uxx ! Wuux = 0) (4.13)

olarak ifade edilir. Ayr¨ca Q [u] = 0 ?sart¨nda genelliºgi bozmaks¨z¨n H = 1 al¨nd¨ºg¨nda

ut + Gux = L (4.14)

elde edilir. ut ifadesi G; uxve L cinsinden S denkleminde yerine yaz¨l¨r. 2. mertebeden

olan bu diferensiyel denkleme Q2 operatˆr¸ uygulan¨r

Q2SjM1 ( Q2(L ! Gux ! uxx ! Wuux = 0)jM1 ( 0: (4.15)

ve bu denklem aÁ¨k formda yeniden yaz¨ld¨ºg¨nda

Lt + GLx + LLu ! GL(1)x ! ux(Gt + GGx + LGu)! L(2)xx ! WLux ! WuL(1)x = 0 (4.16)

ifadesi elde edilir.
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(3.36) ve (3.37) deki uzan¨m form¸llerinde sonsuz k¸Á¸kler G1 = H = 1 ve G2 = G

?seklinde seÁilerek yaz¨ld¨ºg¨nda

L
(1)
t =

@L

@t
+
@L

@u
ut !

@G

@t
ux !

@G

@u
utux

L
(1)
x =

@L

@t
+
@L

@u
ut !

@G

@t
ux !

@G

@u
utux

(4.17)

L
(2)
tt =

@2L

@t2
+ 2

@2L

@t@u
ut !

@2G

@t2
ux +

@L

@u
utt ! 2

@G

@t
utx ! 2

@2G

@t@u
utux

+
@2L

@u2
(u1)

2 !
@G

@u
uxutt ! 2

@G

@u
ututx !

@2G

@u2
(ut)

2 ux

L
(2)
xt =

@2L

@t@x
+

*
@2L

@t@u
!

@2G

@t@x

+
u2 +

@2L

@x@u
ut +

*
@L

@u
!
@G

@x

+
utx ! 2

@G

@u
uxutx

+

*
@2L

@u2
!

@2G

@x@u

+
utux !

*
@2G

@t@u
+ ut

@2G

@u2

+
(ux)

2 !
*
@L

@t
+ ut

@G

@u

+
uxx

L
(2)
xx =

@2L

@x2
+

*
2
@2L

@x@u
!
@2G

@x2

+
ux +

*
@L

@u
! 2

@G

@x

+
uxx

+

*
@2L

@u2
! 2

@2G

@x@u

+
(ux)

2 !
@2G2

@u2
(ux)

3 ! 3
@G

@u
uxuxx

(4.18)

ifadeleri elde edilir. S denkleminden elde edilen ve uxx ifadesinin e?siti (4.16) denk-

leminde yaz¨l¨r. Olu?san denklemde u0x; u
1
x; u

2
x ve u

3
x terimlerinin herbirinin katsay¨s¨

0 a e?sitlenir ve bˆylece a?saºg¨daki belirleyici denklem sistemi olu?sur.

Guu = 0

2GGu ! 2Gxu + Luu + 2WuGu = 0

2GGx ! 2LGu + 2Lxu ! Gxx + WL + Gt + WuGx = 0

Lxx ! Lt ! 2LGx + WuLx = 0

(4.19)

Bu belirleyici denklem sisteminin ilk denkleminden G sonsuz k¸Á¸ºg¸ a(x; t) ve b(x; t)

fonksiyonlar¨ keyÖ fonksiyonlar olmak ¸zere

G = a(x; t)u+ b(x; t) (4.20)

?seklindedir. Elde edilen bu ifade belirleyici denklem sisteminin 2. denkleminde

yaz¨l¨r ve denklem d¸zenlendiºginde

!u(2a2(x; t) + 2Wa(x; t))! 2b(x; t)a(x; t) + 2a(x; t)x = Luu (4.21)

bulunur. Basitlik olmas¨ iÁin,

A = !(2a2(x; t) + 2Wa(x; t)) (4.22)

B = 2a(x; t)x ! 2b(x; t)a(x; t): (4.23)
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olmak ¸zere A ve B k¨saltmalar¨ yap¨larak, (4.21) denkleminin c = c(x; t) ve d =

d(x; t) integral sabitleri olmak ¸zere Áˆz¸m¸

Lu = A
u2

2
+Bu+ c

L = A
u3

6
+B

u2

2
+ cu+ d:

(4.24)

?seklindedir.

L ve G sonsuz k¸Á¸kleri iÁin bulunan sonuÁlar, (4.19) ile verilen belirleyici denk-

lem sistemindeki 3.denklemde yerine yaz¨l¨r. Olu?san denklemde uínun kuvvetlerine

gˆre d¸zenlenerek Áˆz¸m ara?st¨r¨l¨r. Bir tak¨m hesaplamalardan sonra a(x; t) = 0

deºgeri bulunur. Dolay¨s¨yla A ve B fonksiyonlar¨ a(x; t) fonksiyonunu iÁerdiºgi iÁin

A(x; t) = 0 , B(x; t) = 0 olur ve

b(x; t)x = !c

b(x; t) = !
R
c(x; t)dx

(4.25)

ifadesi bulunur. Ayr¨ca,

2b(x; t)c(x; t)! 3c(x; t)x ! Wd(x; t)! b(x; t)t = 0 (4.26)

denklemi elde edilir. Bulunan cebirsel ifadeler, son belirleyici denklemde yaz¨larak

uínun derecelerine gˆre katsay¨lar tekrar 0ía e?sitlenir ve yeni bir denklem sistemi

c(x; t)x = 0

c(x; t)t + 2b(x; t)xc(x; t)! Wd(x; t)x = 0

!d(x; t)xx + d(x; t)t + 2d(x; t)b(x; t)x = 0

(4.27)

bulunur. (4.27) sistemindeki son denklemde d = 0 s¨n¨rlamas¨ yap¨l¨rsa (4.27) siste-

mindeki ikinci denklemden

c(x; t)t = !2b(x; t)xc(x; t) (4.28)

ifadesi bulunur. Bu ifadede b(x; t)x in (4.25) denklemindeki e?siti yaz¨l¨r ise,

c(x; t)t = 2c(x; t)
2 (4.29)

ifadesi elde edilir. c(x; t) fonksiyonun Áˆz¸m¸ iÁin, her iki taraf t ye gˆre integre

edildiºginde

c(x; t) = !
1

2t
; b(x; t) = !

x

2t
(4.30)
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bulunur. SonuÁ olarak, (4.20) ve (4.24) denklemlerinden, sonsuz k¸Á¸kler

G =
x

2t
; L = !

u

2t
(4.31)

olarak bulunur. Bulunan deºgerlere kar?s¨l¨k yaz¨lan ¸reteÁ klasik Lie simetrilerinde

bulunan ¸reteÁlerden biridir, ayn¨ zamanda bu ¸reteÁ Q!ko?sullu simetri ¸retecidir

Q =
x

2
@x+ t@t!

u

2
@u: (4.32)

÷rnek 4.2: Bˆl¸m 3 de klasik Lie simetrileri bulunan Burger denkleminin (San,

2011) Q!ko?sullu simetrilerini bulunarak kar?s¨la?st¨rma yap¨lacakt¨r.

ut = uxx + u2x (4.33)

?seklindeki Burger denkleminin Q[u] = 0 ?sart¨ ile Q2 operatˆr¸ alt¨nda deºgi?smezdir.

deºgi?smezlik ?sart¨ uyguland¨ktan sonra elde edilen denklemde uxx yerine L! Gux!u2x
yaz¨ld¨ºg¨nda ve ux terimlerinin derecelerine gˆre d¸zenlendiºginde

Guu ! Gu = 0

2Gxu ! 2GGu ! Lu ! Luu = 0

Gxx + 4GuL ! 2Lxu ! 2GGx ! 2Lx + Gt = 0

!Lxx + Lt + 2GxL = 0

(4.34)

belirleyici denklemleri elde edilir.

Bu belirleyici denklemler, (3.42) de verilen belirleyici denklemlerden say¨ca daha

azd¨r. Ayr¨ca bu denklemlere bak¨ld¨ºg¨nda klasik Lie simetrilerini bulmak iÁin elde

edilen denklemler lineer iken, Q- ko?sullu simetrilerini bulmak iÁin elde edilen denk-

lemlerden baz¨lar¨ lineer deºgildir.

Bu belirleyici denklem sistemindeki ilk denkleme gˆre

G = a(t; x)eu + b(t; x)

olur. Buna gˆre diºger ¸Á denklem yeniden yaz¨ld¨ºg¨nda

2ax ! 2(aeu + b)aeu ! Lu ! Luu = 0

(axxe
u + bxx) + 4ae

uL ! 2Lxu ! 2(axeu + bx)(ae
u + b)! 2Lx + (ateu + bt) = 0

!Lxx + Lt + 2(axe
u + bx)L = 0

(4.35)



35

elde edilir. Gˆr¸ld¸ºg¸ gibi bu denklemerin Áˆz¸mlerini doºgrudan bulmak Áok zordur.

Bu ¸Á denklemi saºglayan sonsuz k¸Á¸kler iÁin sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁ

Q = @t+ (aeu + b)@x+ L@u:

?seklindedir. Bu denklem iÁin 6 tane Lie simetrisi bulunabilirken, Áok daha fazla ko-

?sullu simetrisi bulunur. Genelliºgi bozmaks¨z¨n H = 1 al¨nd¨ºg¨ iÁin bulunan ¸reteÁler

X1, X3 veX5 ile farkl¨ olur. X4 ¸retecindeki sonsuz k¸Á¸kler G = x
2t
ve L = 0 ?seklinde

yaz¨l¨r ve (4.34) denklemlerinde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda denklemleri saºglad¨ºg¨ gˆr¸l¸r

yani (4.34) sisteminin Áˆz¸mlerinden biridir. O haldeX4 ¸reteci ayn¨ zamanda ko?sul-

lu simetri ¸reteÁlerinden biridir. X6 ¸retecindeki sonsuz k¸Á¸klerde benzer ?sekilde

yaz¨lduºg¨nda ise (4.34) sisteminin denklemlerinden baz¨lar¨n¨ saºglamad¨ºg¨ gˆr¸l¸r.

Bu X6 ¸retecinin Q!ko?sullu simetri yˆntemi ile bulunamayacaºg¨ anlam¨na gelir.

Bu denklem iÁin k¨s¨tlar koyarak ¸reteÁler bulmak m¸mk¸nd¸r. Bu y¸zden

varsayal¨m ki Lu = 0 olsun. Bu durumda (4.35) denklem sistemindeki ilk denk-

lemden a(t; x) = 0 bulunur. Bˆylece, 2. ve 3. denklemlerden

bxx ! 2bxb! 2Lx + bt = 0

!Lxx + Lt + 2bxL = 0

bulunur. Burada yine bir varsay¨mla (bx = 0) devam edildiºginde

2Lx = bt

Lt = 0

olarak bulunur ve bu denklemler Áˆz¸ld¸ºg¸nde sonsuz k¸Á¸kler

G = 2Xt; L = Xx

olur ve ¸reteÁ

Q =
@

@t
+ 2Xt

@

@x
+ Xx

@

@u
:

?seklinde bulunur.

SonuÁ olarak, baz¨ ¸reteÁlerin klasik Lie simetrileri ile ayn¨ olduºgu gˆr¸l¸rken

baz¨lar¨n¨n farkl¨ olduºgu gˆr¸lm¸?st¸r.
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÷rnek 4.3: Bu ˆrnekte u ya baºgl¨ sabit katsay¨l¨ bir k¨smi diferensiyel denklemin

Q!ko?sullu simetrileri ara?st¨r¨lm¨?st¨r.

uxx = F0(u)ut + F1(u)ux + F2(u) (4.36)

F0(u); F1(u) ve F2(u) keyÖ fonksiyonlar olmak ¸zere lineer olmayan dif¸zyon denk-

leminin ˆzel bir hali incelenmi?stir (Chernia and Serov, 1997).

S ( (uxx ! F0(u)ut ! F1(u)ux ! F2(u) = 0) (4.37)

olmak ¸zere ve Q [u] = 0 ko?sulu ile M1 manifoldu ¸zerinde bu k¨smi diferensiyel

denklemin Q!ko?sullu simetri operatˆr¸n¸ bulmak iÁin Q2SjM1 = 0 deºgi?smezlik

ko?sulu uygulanm¨?st¨r.

Q2SjM1 = Q2(uxx ! F0(u)(L ! Gux)! F1(u)ux ! F2(u) = 0) = 0 (4.38)

(4.38) e?sitliºginin aÁ¨k formu

L2xx = F
0

0(u)L(L ! Gux) + F0(u)(LxG + Lt + LuL !

!(GxG + Gt + GuL)ux ! GL1xx) + F
0

1(u)Lux + F1(u)L
0

x + F
0

2(u)L (4.39)

?seklindedir. ÷nceki ˆrneklerde yap¨lan i?slemlere benzer i?slemler yap¨larak bu k¨smi

diferensiyel denklemin belirleyici denklem sistemi

Guu = 0

Luu ! 2Gu(F1 ! GF0)! 2Gxu = 0

L(F1 ! GF0)u ! (Gt + 2GGx ! 3GuL)F0 + GxF1 + 3GuF2 ! 2Lxu + Gxx = 0

L(LF0 + F2)u ! (2Gx ! Lu)(LF0 + F2) + LtF0 + LxF1 ! Lxx = 0:

(4.40)

olarak elde edilir. Lineer ve lineer olmayan denklemlerden olu?san sistemin Áˆz¸m¸

yap¨ld¨ktan sonra

G = u+ W4

L = P3(u)

F1 = (u+ W4)F0 + 3W3u+ W2

F2 = !P3(u)(F0 + W3)

ifadeleri elde edilir, burada

P3(u) = W0 + W1u+ W2u
2 + W3u

3 , Wi 2 R
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ve F0(u) keyÖ d¸zg¸n fonksiyondur. Bulunan sonsuz k¸Á¸klerle ¸reteÁ

Q = (u+ W4)
@

@x
+
@

@t
+ P3(u)

@

@u

olarak yaz¨l¨r. H = 0 ve genelliºgi bozmaks¨z¨n G = 1 al¨nd¨ºg¨nda belirleyici denklem

L(Lx+ LLu! LF1!F2) F
$
0 = (Lxx+2LLxu+ L

2Luu! L
2F $1! LF

$
2+ LuF2)F0+ L+ LtF

2
0

?seklindedir. Bu belirleyici denklem Áˆz¸ld¸ºg¸nde

L =
1

t
H(u)

F0 = W0 H

F1 = W1 H
$ + W0H

$
R du

H(u)

F2 = W2 HH
$

Áˆz¸mleri elde edilir ve burada H = H(u) keyÖ d¸zg¸n fonksiyon olup bulunan

¸reteÁ a?saºg¨daki gibidir.

Q =
@

@x
+
1

t
H(u)

@

@u

÷rnek 4.4: Lineer olmayan reaksiyon-dif¸zyon iletim denklemi (RD)

ut = [A(u)ux]x +B(u)ux + C(u)

?seklinde olup burada A(u); B(u) ve C(u) d¸zg¸n fonksiyonlard¨r ve u = u(t; x) d¨r.

Bu denklemde baz¨ s¨n¨rlamalar yap¨larak elde edilen

ut = uxx + Wuux + C(u); W 2 R (4.41)

denklemin Q!ko?sullu simetrileri incelenecektir (Chernia, 2007).

(4.41) denklemi,

Q = @t + G(t; x; u)@x + L(t; x; u)@u (4.42)

operatˆr¸ alt¨nda deºgi?smezdir. deºgi?smezlik ?sart¨, denkleme uygulanmadan ˆnce

ut = L ! Gux e?sitliºgi denklemde yaz¨l¨r ve daha sonra bu ?sart uygulan¨r. Bulunan

denklemde uxx yerine (4.42) denkleminden ve Q(u) = 0 k¨s¨t¨ndan elde edilen uxx =
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L ! Gux ! Wux ! C(u) e?siti yerine yaz¨larak

Guu = 0

2GGu ! 2Gxu + Luu + 2WuGu = 0

2GGx ! 2LGu + 2Lxu ! Gxx + WL + Gt + WuGx + 3GuC(u) = 0

Lxx ! Lt ! 2LGx + WuLx ! LLu ! LC
0
(u)! 2GxC(u) + LuC(u) = 0

(4.43)

belirleyici denklem sistemi elde edilir. Bu belirleyici denklem sisteminin ilk denk-

leminden

G = a(t; x)u+ b(t; x) (4.44)

elde edilir. G sonsuz k¸Á¸ºg¸n¸n e?siti, (4.43) denklem sistemindeki ikinci denklemde

yerine yaz¨l¨r ve bu diferensiyel denklem Áˆz¸ld¸ºg¸nde

L = !
1

3
a(a+ W)u3 + (ax ! ab)u2 + d(t; x)u+ e(t; x) (4.45)

bulunur. Burada a(t; x); b(t; x) ; d(t; x) ve e(t; x) keyÖ d¸zg¸n fonksiyonlard¨r. Bu-

rada a(t; x) fonksiyonu iÁin iki farkl¨ durum sˆz konusudur. Bu durumlar s¨ras¨ ile

incelenecektir.

. a 6= 0 =) L sonsuz k¸Á¸ºg¸ (4.43) e?sitliºgindeki 3. denklemde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda;

C(u) fonksiyonunu u íya gˆre maksimum k¸bik (3. dereceden denklem) olabileceºgi

gˆr¸lmektedir, yani;

C(u) = W0 + W1u+ W2u
2 + W3u

3 (4.46)

?seklindedir, burada Wi ,i = 0; :::3 sabitleri a(t; x); b(t; x) ; d(t; x) ve e(t; x) fonk-

siyonlar¨ taraf¨ndan belirlenir. Eºger W3 6= 0 iken elde edilen bilgiler ile belirleyici

denklem sistemindeki 3. denklem d¸zenlendiºginde

2a2 + aW! 9W3 ! W2 = 0;

b(W! 2a) = 3W2;

d(W! 2a) = !3aW1;

e(W! 2a) = !3aW0

(4.47)

ili?skileri elde edilir. Eºger W3 = 0 ise (4.47) ile verilen ili?skilerdeki ilk denklemden

a = !W yada a = 1
2
W olarak bulunur. a = !W deºgeri (4.47) denklem sisteminde

yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

W0 = !e; W1 = !d; W2 = Wb;
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bulunur. Bˆylece, RDC denklemi

ut = uxx + Wuux ++W0 + W1u+ W2u
2

formunda iken sonsuz k¸Á¸kler

G = !Wu+ 82
8

L = W0 + W1u+ W2u
2

ve sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁ

Q ( @t+

#
!Wu+

W2
W

$
@x+

!
W0 + W2u

2
"
@u (4.48)

olur.

Eºger a = 1
2
W ise (4.47) denklemlerinden W2 = 0 olmas¨ gerektiºgi gˆr¸l¸r, bu

y¸zden C(u) fonksiyonu lineerdir. Bˆylece reaksiyon dif¸zyon denklemi

ut = uxx + Wuux (4.49)

Burger denklemi olarak bilinen denkleme yada

ut = uxx + Wuux + W1u (4.50)

denklemine indirgenebilir. (4.49) denkleminde a = 1
2
W veC(u) = 0 yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

Q! ko?sullu simetrileri kolayca elde edilir. Belirleyici denklem sisteminde G ve L son-

suz k¸Á¸kleri yerlerine yaz¨l¨r. Bir tak¨m hesaplamalar ve d¸zenlemelerle

at = axx ! 2aqx

pt = bxx ! 2bqx + Wax

qt = qxx ! 2qqx ! 2bx

(4.51)

elde edilen ¸Ál¸ denklem sisteminin genel Áˆz¸m¸ ile Q!ko?sullu simetri operatˆr¸

Q = @t+

#
W

2
u+ q

$
@x +

#
a+ bu!

Wq

2
u2 !

W2

4
u3
$
@u (4.52)

elde edilir. Benzer i?slemler (4.50) denklemi iÁin uygulan¨r ve sadece klasik Lie op-

eratˆrleri elde edilir.
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Eºger W3 6= 0 ise (4.47) cebirsel denklem sistemi a; b; d ve e ye gˆre Áˆz¸ld¸ºg¸nde

ve G ile L deºgerleri belirleyici denklem sisteminde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

ut = uxx + Wuux ++W0 + W1u+ W2u
2 + W3u

3 (4.53)

formundaki RDC denkleminin

G = pu! 382
2p"8

L = 3p
2p"8(W3u

3 + W2u
2 + W1u+ W0)

(4.54)

genel Áˆz¸m¸ne ula?s¨l¨r, burada p sabiti, 2p2 + pW + 9W3 ! W2 = 0 kuadratik denk-

leminin Áˆz¸m¸d¸r. O halde Q!ko?sullu simetri operatˆr¸

Q = @t+

#
pu!

3W2
2p! W

$
@x +

#
3p

2p! W
(W3u

3 + W2u
2 + W1u+ W0)

$
@u (4.55)

?seklindedir.

. a = 0 =) (4.47) e?sitliklerinin ilkinden 9W3 + W
2 = 0 ve bW = 3W2 elde edilirken

W0 ve W1 ile ilgili bir?sey sˆylenemez. Bu durumda W0W1W3 = 0 ve W0W1W3 6= 0

durumlar¨n¨ ayr¨ ayr¨ incelemek gerekir. W0W1W3 = 0 olduºgu durumda sadece klasik

Lie simetrileri ¸retilirken, W0W1W3 6= 0 durumunda belirleyici denklemlerden
&
82

383
! 3
'
bxx + 2bbx + bt = 0

bxxx ! bbxx + W1bx = 0

82

383
bxxx + b2x + 3W1bx +

8083
8
b = c0

(4.56)

denklemleri elde edilir, burada c0 2 R dir. Bu denklemlerin Áˆz¸m¸ olan b(t,x)

fonksiyonu yard¨m¨yla elde edilen ¸reteÁ

Q = @t+ b@x +

#
W

W3
bxx ! bxu

$
@u (4.57)

?seklindedir.

÷rnek 4.5: Kolmogorov Petrovski denklemi

ut = uxx + u(1! u)(u! a); !1 - k - 1; (4.58)

olarak bilinen bu denklemi Q!ko?sullu simetrileri ara?st¨ral¨m. Bu denklem 2. mer-

tebeden olduºgu iÁin 2. uzan¨m alt¨nda ve M = fS = 0; Q [u] = 0g manifoldu ¸z-
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erinde deºgi?smezdir. Bu denklem iÁin elde edilen belirleyici denklemler

Guu = 0

2Gxu ! 2GGu ! Luu = 0

!3Guu2k + 3Guu3 ! 2GGx ! 3Guu2 ! 2Lxu + 3Guuk + 2LGu ! Gt + Gxx = 0

!Lxx + Lt + Lk ! 2Luk + 3Lu2 ! 2Gxu2k + 2Gxuk ! Luuk + Luu
2k + 2GxL

+2Gxu
3 + Luu

2 ! 2Lu! 2Gxu2 ! Luu
3 = 0

(4.59)

?seklindedir. Bu sistemin ilk iki denkleminden sonsuz k¸Á¸kler

G = a(t; x)u+ b(t; x)

L = (ax ! ab)u2 ! a2

3
u3 + c(t; x)u+ d(t; x)

(4.60)

bulunur. Sonsuz k¸Á¸kler yard¨m¨yla diºger (4.59) belirleyici denklem sistemindeki

diºger iki denklem u deºgi?skenin katsay¨lar¨na gˆre d¸zenlendiºginde

3a! 2
3
a3 = 0

!3ak ! 3a+ 2a(ax ! ab) + 2aax = 0

2(abx + bax) + 3ak ! at + axx + 2ac! 4axx = 0

!2bbx ! bt + bxx + 2ad! 2cx = 0

(ax ! ab)! a2

3
(2ax ! 2k ! 2)! a2(k + 1) + 2ax = 0

2
3
a2x +

2
3
aaxx ! 2

3
aat + (ax ! ab)2ax ! 1

3
(k + 2bx) + 2c

+a2k ! 2axk + 2bx ! 2ax = 0

!axxx + axxb+ 2axbx + abxx + axt! atb! abt + (ax ! ab)

(2bx ! k)! (2bx + c)(k + 1) + 3d+ 2axk = 0

cxx + ct + 2bx(k + c) + 2d(ax ! k ! 1) = 0

dxx + dt + d(k + 2bx) = 0

(4.61)

diferensiyel denklemleri elde edilir. Buradaki ilk denklemden iki farkl¨ durum ((i) a =

0 ve (ii) a = 0 3p
2
) ortaya Á¨kar.
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(i) durumu a(t; x) = 0 deºgeri (4.61) sisteminde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

!2bbx ! bt + bxx ! 2cx = 0

!2c+ 2bx = 0

!(2bx + c)(k + 1) + 3d = 0

cxx + ct + 2bx(k + c)! 2d(k + 1) = 0

dxx + dt + d(k + 2bx) = 0

denklemlerine indirgenir. Burada genel Áˆz¸m¸ bulabilmek iÁin ilk olarak k = !1

durumunda Áˆz¸m yap¨lm¨?st¨r. Bˆylece 3. denklemden d(t; x) = 0 bulunur iken

5. denklem yok olur. Ayr¨ca burada bt = 0 varsay¨m¨yla devam edildiºginde 2.

denklemden c(t; x) = !bx ve ct = 0 bulunur. Bilinenler yard¨m¨yla denklemler

Áˆz¸ld¸ºg¸nde

Q ( @t+
3
p
2

(1 + e
p
2x)

(1! e
p
2x)

@x ! 6
e
p
2x

(1! e
p
2x)2

u@u

¸reteci bulunur. k = 1 olarak seÁildiºginde ise d = 2bx olarak bulunur, bu durumda

¸reteÁ

Q ( @t+
3
p
2

(1 + e
p
2x)

(1! e
p
2x)

@x ! 6
e
p
2x

(1! e
p
2x)2

(u+ 2)@u

olarak bulunur.

(ii) durumu Eºger a = 0 3p
2
olarak al¨n¨r ve (4.61) sisteminde yaz¨l¨rsa 2. denk-

lemden b(t; x) = ! 1p
2
(k + 1), 3. denklemden c = !3

2
k ve 4. denklemden ise d = 0

deºgerleri bulunur. Bˆylece bu durumda Q!ko?sullu simetri ¸reteci

Q ( @t+
1
p
2
(3u! a! 1)@x +

3

2
u(1! u)(u! a)@u

olarak bulunur.

÷rnek 4.6: Reaksiyon dif¸zyon denkleminin ˆzel bir hali olan

ut = uxx +B(u)ux (4.62)

denklemi iÁin Q! ko?sullu simetrileri ara?st¨r¨lm¨?st¨r. Burada B(u) = W0+W1u+W2u
2

olduºgu durumda inceleme yap¨lm¨?st¨r. (4.62) 2. mertebeden diferensiyel denklem

olduºgu iÁin 2. uzan¨m alt¨nda ve M = fS = 0; Q[u] = 0g manifoldu ¸zerinde deºgi?s-
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mezdir. deºgi?smezlik ?sart¨ uyguland¨ºg¨nda elde edilen belirleyici denklemler

Guu = 0

!2W2Guu2 ! 2GGu + 2Gxu ! Luu ! 2W1Guu! 2W0Gu = 0

!W1Gxu! 2W2Lu! W0Gx ! W2Gxu
2 ! 2GGx ! W1L + 2LGu ! 2Lxu ! Gt + Gxx = 0

!Lxx + Lt ! W1Lxu! W2Lxu
2 + 2GxL ! W0Lx = 0

(4.63)

?seklindedir. Bu denklem sistemindeki 1. ve 2. denklemden sonsuz k¸Á¸kler

G = a(t; x)u+ b(t; x)

L = !1
6
aW2u

4 ! 1
3
a(W1 + a)u3 ! (ab+ aW1 ! ax)u

2 + c(t; x)u+ d(t; x)
(4.64)

bulunur. Bulunan sonsuz k¸Á¸kler 3 denklemde yaz¨ld¨ºg¨nda ve u deºgi?skeninin dere-

celerine gˆre d¸zenlendiºginde
1

3
W22a = 0

bulunur, yani W3 6= 0 iken a(t; x) = 0 ?seklindedir. Bˆylece diºger denklemler

G = b(t; x)

L = c(t; x)u+ d(t; x)
(4.65)

sonsuz k¸Á¸klerine gˆre yeniden yaz¨l¨lr ve d¸zenlenir ise

bx + 2c = 0

!W2bx ! 2W3d! W2c = 0

!W0bx ! 2bbx ! W1d! bt + bxx ! 2cx = 0

ct + 2bxc = 0

dt + 2bxd = 0

(4.66)

denklemleri elde edilir. Elde edilen bu sistemdeki 3. denklem hariÁ diºgerlerinden

c = !
1

4(t+ k(x))
; d =

W1
2W2

1

4(t+ k(x))
; bx =

1

2(t+ k(x))

bulunur. Bˆylece ¸retilen Q!ko?sullu simetri ¸reteci

Q ( @t+ b@x!
#

u

4(t+ k(x))
!

W1
2W2

1

4(t+ k(x))

$
@u

?seklindedir ve burada b(x; t) fonksiyonu

!W0bx ! 2bbx +
W1W2
4W3

bx ! bt ! bxx = 0 (4.67)
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denklemini saºglamal¨d¨r. Burada ˆzel olarak k(x) = X (X sabit) seÁildiºginde

b =
x

4(t+ X)
+ [(t)

olarak bulunur ve (4.67) denklemi kullan¨larak

!
#
W0 !

W1W2
4W3

$
1

2(t+ X)
! 2

#
x

4(t+ X)
+ [(t)

$
1

2(t+ X)
=

x2

2(t+ X)2
+ [t(t)

elde edilir. Bu adi diferensiyel denklem Áˆz¸ld¸ºg¸nde ise

[(t) = !
#
W0 !

W1W2
4W3

$
t

2(t+ X)

olarak bulunur. Bˆylece Q! ko?sullu simetri ¸reteci

Q ( @t+

#
x

4(t+ X)
!
#
W0 !

W1W2
4W3

$
t

2(t+ X)

$
@x!

#
u

4(t+ X)
!

W1
2W2

1

4(t+ X)

$
@u

?seklindedir.

4.3 Deºgi+sken Katsay¨l¨ K¨smi Diferensiyel Denk-

lemler iÁin Q-Ko+sullu Simetriler

÷rnek 4.7 Genelle?stirilmi?s Huxley denklemi olarak bilinen a?saºg¨daki denklemin

klasik Lie simetrilerinden farkl¨ olan Q!ko?sullu simetrileri bulunmu?stur (Ivanova

and Sophocleous, 2010 ).

ut = uxx + k(x)u2(1! u) (4.68)

H 6= 0 olduºgu durumda genelliºgi bozmaks¨z¨n H = 1 olarak al¨n¨labileceºginden

bahsedilmi?sti, bu y¸zden, (4.68) denklemi iÁin aranan Q!ko?sullu simetri operatˆr¸

Q = @t+ G@x+ L@u (4.69)

formundad¨r.

Manifold ¸zerindeki Q[u] = 0 ?sart¨ ve H = 1 varsay¨m¨yla ut = L ! Gux olarak

yaz¨labilir. Bˆylece

L ! Gux ! uxx ! k(x)u2 + k(x)u3 = 0 (4.70)
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denklemi elde edilir. Bu denklem, deºgi?smezlik ?sart¨ alt¨nda

Q(2)(L ! Gux ! uxx ! k(x)u2 + k(x)u3) = 0 (4.71)

yaz¨l¨r ve (4.71) denkleminin aÁ¨k formu

(Lt + GLx + LLu)! (Gt + GGx + LGu)! GL
(1)
x ! L

(2)
xx

!Gk0(x)(1! u2)! 2k(x)Lu+ 3k(x)Lu2 = 0

?seklindedir, buradaki L(1)x ve L(2)xx terimleri s¨ras¨yla ux ve uxx terimlerinin uzan¨m-

lar¨d¨r. Bu uzan¨mlar (H = 1 ?sart¨ alt¨nda) form¸ller yard¨m¨yla hesaplanarak denk-

lemde yerine konulduºgunda ve uxíin bir polinomu elde edilir. Bu polinom dere-

celerine gˆre d¸zenlendiºginde belirleyici denklem sistemi elde edilir. Bu denklem

sistemi

Guu = 0

Luu + 2GGu ! 2Gxu = 0

Gt + 3kGuu
2 ! 3kGuu3 ! Gxx + 2GGx + Gxx ! 2LGu

!kLuu2(1! u) + 2kGxu
2(1! u) + Lxx ! 2GxL = 0

3kLu2 ! Lt + k
0
Gu2(1! u) + 2kLu = 0

(4.72)

?seklindedir. Bu denklem sistemi Áˆz¸lerek Q!ko?sullu simetriler elde edilmi?stir.

(4.72) sisteminin ilk denklemin Áˆz¸m¸ A(x; t) ve  (x; t) keyÖ fonksiyon olmak ¸zere

Guu = 0

Gu = A(x; t)

G = A(x; t)u+  (x; t)

(4.73)

?seklinde bulunur. G fonksiyonu iÁin bulunan e?sitlik (4.72) sistemindeki 2.denklemde

yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

2(Au+  )A! Ax + Luu = 0

denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin Áˆz¸m¸ ise

Luu = 2Ax ! 2A
2u! 2A 

Lu = 2Axu! A2u2 ! 2A u+ A(x; t)

L = Axu
2 ! 1

3
A2u3 ! A u2 + A(x; t)u+B(x; t)

(4.74)



46

?seklindedir. (4.72) sistemindeki diºger iki denklem, elde edilen L ve G fonksiyonlar¨n¨n

e?sitlikleri yard¨m¨yla yeniden yaz¨l¨r ve uínun kuvvetlerine gˆre d¸zenlendiºginde

a?saºg¨daki denklem sistemi elde edilir.

2
3
A3 ! 3kA = 0

4AAx ! 2A
2 ! 3kA = 0

2Ax ! At + 2A x + 2AA! 3Axx = 0

2  x ! 2AB + 2Ax !  xx +  t = 0

kA ! 2
3
A2Ax +

1
3
kA2 ! 3kAx ! k

0
A = 0

2 xB !Bxx +Bt = 0

Axx ! 2 xA! At ! 2AxB + 2kB = 0

Axxx ! 2AxA+ 2A  x + kA! Axx ! 4Ax x

!A xx + 2k x ! Atx + A t + At ! 3kB = 0

2
3
A2 x !

2
3
AAxx +

2
3
AAt !

8
3
A2x ! 2k x

!2kA+ 2AAx + 2kAx + k
0
A! k

0
 = 0

(4.75)

Bu belirleyici denklem sistemi incelendiºginde ilk denklemden iki farkl¨ durum

ortaya Á¨kt¨ºg¨ kolayl¨kla gˆr¸l¸r. Bunlar A = 0 veya At = 0; k =
2
9
A2 durumlar¨d¨r.

1.Durum: A(t; x) = 0 =) (4.75) sistemi

2Ax !  xx + 2  x +  t = 0

!2k x ! 2kA!  kx = 0

2k x + kA+ kx ! 3kB = 0

Axx ! 2A x + 2kB ! At = 0

Bxx ! 2B x !Bt = 0

(4.76)

denklem sistemine indirgenir. (4.76) denklem sistemindeki 2. ve 3.denklemlerden

A = !3B olarak bulunur ve bu e?sitlik elde edilen sistemde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

2  x ! 6Bx !  xx +  t = 0

kx + 2k x ! 6kB = 0

!3Bxx ! 2B x + 2kB + 3Bt = 0

Bxx ! 2B x !Bt = 0

(4.77)

sistemine dˆn¸?s¸r. Bu denklem sisteminin son iki denkleminden B = 0 bulunur ve
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Bí nin deºgeri son denklem sisteminde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda denklem sistemi,

2  x !  xx +  t = 0

kx + 2k x = 0
(4.78)

sistemine indirgenir. Bu diferensiyel denklem sisteminin genel Áˆz¸m¸ yap¨l¨r ise;

. Eºger k = c (sbt:)=)  = sabit

Bu durumda klasik Lie simetrilerindeki ¸reteÁler ile ayn¨ ¸reteÁler bulunur.

. Eºger  t = 0 =) kx + 2k x = 0 =) k = c
 2
ve  2 =  

0
+ a elde edilir.

Burada  fonksiyonu ˆzel olarak bu ?sart¨ saºglayacak ?sekilde  = "1
x
ve a = 0

olarak seÁildiºginde G = "1
x
ve L = 0 bulunur ve bˆylece Q!ko?sullu simetri operatˆr¸

Q ( @t !
1

x
@x

olarak bulunur. Ayr¨ca,  fonksiyonu, s¨ras¨yla ! cot x; ! coth x ve ! tanh x olarak

seÁilirse s¨ras¨yla

Q ( @t ! cot x@x

Q ( @t ! coth x@x

Q ( @t ! tanh x@x

Q!ko?sullu simetri ¸reteÁleri bulunur.

. Eºger  xx = 0 =) k = c
(ax+b)2

ve  = ax+b
2at+m

.

Bu durumdaki Q! ko?sullu simetriler, klasik Lie simetrileri ile ayn¨d¨r.

2.Durum: At = 0; k =
2
9
A2 =) (4.75) denklem sisteminde A ve k fonksiyonlar¨n¨n

yerine e?sitlikleri yaz¨ld¨ºg¨nda (4.75) sisteminden

 t = At = Bt = 0
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deºgerleri ve a?saºg¨daki denklem sistemi bulunur

!4Ax + 2A +
2
3
A2 = 0

!2Ax ! 2A x ! 2AA+ 3Axx = 0

2 x ! 2AB + 2Ax !  xx = 0

2
9
A2 x !

2
3
AAxx !

8
3
A2x !

4
9
A2A+ 14

9
A Ax +

8
9
A2Ax = 0

Axxx +
4
9
A2 x !

2
3
A2B + 2

9
A2A! A xx ! Axx 

!4Ax x ! 2AxA+ 2A  x +
4
9
AxA ! A t = 0

Axx ! 2 xA+
4
9
A2B ! 2AxB ! At = 0

Bxx ! 2 xB !Bt = 0:

(4.79)

(4.79) denklem sistemindeki 1., 2. ve 6. denklemlerinden e?sitlikler

B =
9(2 xA! Axx)

2(2A2 ! 9Ax)
;  =

6Ax ! A2

3A
; A =

4AAx ! 3Axx
6A

(4.80)

elde edilir. Bu e?sitlikler yard¨m¨yla denklem sistemindeki denklemlerden

!Lxx ! 2LLxu ! L2Luu + kLuu
2 ! kLuu

3 + Lt + kxu
3 ! kxu

2 ! 2kLu+ 3kLu2 = 0

3A2x + A2Ax = 0 (4.81)

denklemleri bulunur ve 2. denklemin genel Áˆz¸m¸

A = c; A =
3

x+ c

?seklindedir. A = c durumunda c > 0 olmak ¸zere c sabiti c olarak seÁildiºginde

k = 2
9
c2 olur. (4.73) ve (4.74) denklemlerinden sonsuz k¸Á¸kler

G = cu! c
3

L = ! c2

3
u2(u! 1)

bulunur ve sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁ

Q ( @t +
c

3
(3u! 1)@x !

c2

3
u2(u! 1)@u

olarak yaz¨l¨r. Eºger A = 3
x
olarak seÁilirse k = 2

x2
olur ve bu durumda sonsuz k¸Á¸kler

G = 3
x
u! 3

x

L = ! 3
x2
u2 ! 3

x2
u
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ve sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁ

Q ( @t +
3

x
(u! 1)@x !

3

x2
u(u! 1)@u

olarak bulunur.

Bˆylece, Huxley denklemi iÁin standart Lie simetrilerinden farkl¨ olarak alt¨ tane

Q!ko?sullu simetri bulunmu?stur. k(x) fonksiyonuna uygun olacak ?sekilde benzer

elementer fonksiyonlar yaz¨labilir, burada sadece birkaÁ tanesinden bahsedilmi?stir.

÷rnek 4.8: ÷rnek 4.3 de bahsedilen Huxley denkleminin Q! ko?sullu simetrileri

ara?st¨r¨l¨r iken H = 1 olarak seÁilmi?sti. ?Simdi de H = 0 iken Q!ko?sullu simetrileri

ara?st¨r¨lm¨?st¨r. H = 0 olarak seÁildiºgi iÁin aranan Q! ko?sullu simetri operatˆr¸

Q ( @x + L(t; x; u)@u

?seklindedir ( G = 1 iken). deºgi?smez y¸zey ?sart¨ ux = L olur iken uxx = Lx+ LLu olur.

Bu e?sitlikler Huxley denkleminde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

ut = Lx + LLu + k(x)u2(1! u)

ifadesi elde edilir. Bu denkleme deºgi?smezlik ?sart¨ uyguland¨ºg¨nda ve uygun uzan¨mlar

denklemde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

!Lxx!2LLxu!L
2Luu+kLuu

2!kLuu
3+Lt+kxu

3!kxu2!2kLu+3kLu2 = 0 (4.82)

denklemi elde edilir. Bu denklem incelendiºginde L sonsuz k¸Á¸ºg¸n¸n uíya gˆre

polinom fonksiyonu olduºgu gˆr¸lmektedir. Bu y¸zden L fonksiyonu

L(t; x; u) =
nX

p="m

Ap(x; t)u
p

?seklinde seÁilebilir ve burada m ve n pozitif tamsay¨lar ve Ap(x; t) bilinmeyen fonk-

siyonlard¨r. Burada, ˆzel olarak m = 1 ve n = 2 durumunu incelenmi?stir ve aranan

L fonksiyonu

L(t; x; u) = A1(x; t)u+ A2(x; t)u
2
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?seklindedir. L(t; x; u) fonksiyonu (4.82) ile verilen belirleyici denklemde yerine ya-

z¨ld¨ºg¨nda ve u nun kuvvetlerine gˆre olu?sturulan katsay¨lardan

(A2)xx + 4A1(A2)x + 2A2(A1)x + 6A
2
1A2 + 4A2(A2)x = 0

2A32 ! kA2 = 0

(A1)xx + 2A1(A1)x = 0

(4.83)

denklemlerine ula?s¨l¨r. Bu denklem sistemindeki son denklemin birden fazla Áˆz¸m¸

vard¨r, A1 = ! tan x; bu Áˆz¸mlerden biridir. denklem sisteminin 2. denkleminden

ise k = 2A22 olduºgu bulunur. Bˆylece

L = A2(x)u
2 ! tan x u

iken buradaki A2 fonksiyonunun

(A2)xx ! 4 tan x (A2)x ! 2A2 ! 2A
2
2 tan x+ 4A2 (A2)x = 0

?sart¨n¨ saºglamas¨ gerekmektedir. Bu ?sart¨ saºglayan fonksiyonlardan biri A2 = tan x

fonksiyonu olduºguna gˆre elde edilen ko?sullu simetri ¸reteci

Q ( @x + (tan x u
2 ! tan x u)@u

?seklindedir. Eºger A1 = ! tanh x olarak seÁilirse, benzer i?slemler yap¨ld¨ºg¨nda elde

edilen ¸reteÁ

Q ( @x + (! tanh x u2 + tanh x u)@u

?seklindedir. Eºger A1 =
1
x
olarak seÁilir ise elde edilen ¸reteÁ

Q ( @x + (!
1

x
u2 +

1

x
u)@u

?seklindedir. (4.83) denklem sistemini saºglayacak ?sekilde seÁilecek A1 ve A2 fonksi-

yonlar¨na gˆre benzer Q!ko?sullu simetri ¸reteÁleri elde edilir.

÷rnek 4.9: Bond Princing denklemi

ut = Wxuxx + Oux (4.84)

?seklinde olup deºgi?sken katsay¨l¨ bir diferensiyel denklemdir. Bu ikinci mertebeden

olan bu diferensiyel denklemin Q[u] = 0 k¨s¨t¨ ile 2.uzan¨m alt¨nda deºgi?smezdir. O



51

halde Q [u] = 0 ?sart¨ ile ut yerine L ! Gux yaz¨larak elde edilen yeni denklem 2.

uzan¨mda yaz¨l¨r. Elde edilen denklemde uxx yerine

uxx =
L ! Gux ! Oux

Wx

e?siti yaz¨l¨r. Daha sonra elde edilen bu denklemden ux in derecelerine gˆre belirleyici

WxGuu = 0

2WxGxu + OGu ! WxLuu ! 3Gu(G + O) + GGu = 0

2GuL ! GLu + (G + O)Lu ! Gt ! 2(G + O)Gx + WxGxx + OGx +
;(;+3)
x

! 2WxLxu ! OLu = 0

Lt ! WxLxx ! OLx !
;<
x
+ 2LGx = 0

(4.85)

denklemleri elde edilir. Belirleyici denklem sistemindeki ilk denklemden

G = a(t; x)u+ b(t; x)

bulunur. Bulunan sonsuz k¸Á¸k 2. denklemde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

L =

#
ax !

Oa

Wx
!
ab

Wx

$
u2 !

a2

3Wx
u3 + c(t; x)u+ d(t; x)

sonsuz k¸Á¸ºg¸ bulunur. Bulunan bu sonsuz k¸Á¸kler 3. denklemde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

elde edilen e?sitlik u nun derecelerine gˆre d¸zenlendiºginde u3 l¸ terim

a2

3Wx
= 0

?seklinde bulunur. Buradan a(t; x) = 0 olur. Bˆylece sonsuz k¸Á¸kler

G = b(t; x)

L = c(t; x)u+ d(t; x)
(4.86)

olur.Bu durumda 3. ve 4. denklemlerde sonsuz k¸Á¸kler yaz¨ld¨ºg¨nda ve u nun

derecelerine gˆre d¸zenlendiºginde

!bt ! (2b+ O)bx + Wxbxx +
b(b+3)
x

! 2Wxcx = 0

ct ! Wxcxx ! Ocx ! bc
x
+ 2bxc = 0

dt ! Wxdxx ! Odx ! bd
x
+ 2bxd = 0

(4.87)

denklemleri elde edilir. Bu denklemleri saºglayan b,c,d fonksiyonlar¨ yard¨m¨yla Q!

ko?sullu simetri ¸reteÁleri

Q ( @t + b@x + (cu+ d)@v



52

4.4 K¨smi Diferensiyel Denklem Sistemleri iÁin Q-

Ko+sullu Simetriler

Bu konuda yap¨lan Áal¨?smalar Áoºgunlukla diferensiyel denklem sistemlerin Q!ko?sul-

lu simetrileri ¸zerinedir. Sistemlerin ko?sullu simetrilerini bulmak tek denklemden

olu?san k¨smi diferensiyel denklemlerin ko?sullu simetrilerini bulmaktan daha kar-

ma?s¨kt¨r. Bilimsel Áal¨?smalarda s¨kl¨kla kullan¨lan diferensiyel denklem sistemleri iÁin

Q!ko?sullu simetrilerini bulmak denklemlerin Áˆz¸m¸ ve analizi aÁ¨s¨ndan ˆnemlidir.

Bu bˆl¸mde, bilim d¸nyas¨nda s¨kl¨kla kar?s¨m¨za Á¨kan baz¨ diferensiyel denklem sis-

temlerinin Q!ko?sullu simetrileri incelenmi?stir.

÷rnek 4.10: Dispersive long dalgas¨n¨n ˆzel bir durumu olan

ut = 2uux ! uxx + 2vx

vt = 2vux + 2uvx + vxx

dalga denkleminin Q!ko?sullu simetrilerini ara?st¨ral¨m. Bu sistemin belirleyici denk-

lem sistemi

Guu = Gvv = Guv = 0

!2Gv + Lvv = 0

!Gxv + Luv ! 2Gu = 0

!2Gxu ! 4uGu ! 2GGu + Luu + 2Gvv = 0

Lt ! 2Ax + Lxx + 2GxL + 2ALv ! 2uLx = 0

2GvL ! 2Gx + 2Lxv ! 2Av + 2Lu ! 4uLv ! 2GLv = 0

!Gxx ! 2AGv ! 2Au ! 2L ! 2GGx + 2LGu ! 2uGx ! Gt + 2Lxu ! 2Lvv = 0

At ! Axx + 2GxA! 2vLx ! 2uAx + 2LAu = 0

!2LGu ! 2Au ! Gt ! 2L + Gxx ! 2Axv ! 2GGx + 2AGv ! 2Lvv ! 2uGx = 0

!2vLu ! 2AuG ! 4Auu+ 2Avv + 2GuA! 2Axu ! 2Gxv ! 2A = 0

2Gu ! Avv + 2Gxv ! 4Gvu! 2GvG = 0

!Auv + Gxu ! 2Gvv = 0

!2Guv ! Auu = 0

(4.88)

?seklindedir. Belirleyici denklem sistemindeki ilk denklemden G sonsuz k¸Á¸ºg¸

G = a(x; t)u+ b(x; t)v + c(x; t)
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bulunur iken sistemdeki ikinci denklemden

Lvv = 2b

Lv = 2bv + d(x; t; u)

L = bv2 + d(x; t; u)v + e(x; t; u)

bulunur, burada a(x; t); b(x; t); c(x; t); d(x; t; u) ve e(x; t; u) bilinmeyen d¸zg¸n fonk-

siyonlard¨r. Bir sonraki denklemden d1(x; t) keyÖ fonksiyon olmak ¸zere

!Gxv + Luv ! 2Gu = 0

!bx + du(x; t; u)! 2a = 0

d(x; t; u) = (bx + 2a)u+ d1(x; t)

(4.89)

elde edilir. 4. denklemden

!2ax ! 4ua! 2(au+ bv + c)a+ 2bv = !euu (4.90)

bulunur. Sistemdeki son denklemden, k(t; x; v) vem(t; x; v) keyÖ fonksiyonlar olmak

¸zere

A = !a(t; x)vu2 + k(t; x; v)u+m(t; x; v)

?seklinde bulunur. 12. denklemden ise

ax ! 2bv + 2au = kv

elde edilir, burada k fonksiyonu x, t, ve v ye baºgl¨ olduºgu iÁin a(t; x) = 0 ve

axv ! bv2 + k1(t; x) = k

olur. 11. denkleme gˆre

2(bx ! bc)! 2bu! 2b2v = mvv

olur, burada e?sitliºgin saºg taraf¨ u ya baºgl¨ olmad¨ºg¨ iÁin b(t; x) = 0 ve mvv = 0 olur,

yani;

m(x; t; v) = m1(t; x)v +m2(t; x)

dir.Ayr¨ca, (4.90) denkleminden euu = 0 olur, yani;

e(x; t; v) = e1(t; x)u+ e2(t; x)
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dir. Buradaki ei(t; x) ve di(t; x) fonksiyonlar¨ i = 1; 2 iÁin keyÖ bilinmeyen fonksi-

yonlard¨r. Bˆylece sonsuz k¸Á¸kler

G = c

L = d1(t; x)v + e1(t; x)u+ e2(t; x)

L = k1(t; x)u+m1(t; x)v +m2(t; x)

?seklinde olur. Bu durumda diºger belirleyici denklemlerde sonsuz k¸Á¸kler yaz¨ld¨ºg¨nda

ve d¸zenlendiºginde; 5. denklemden

d1x = 0; e1x = 0;

6. denklemden
!2d1 ! e2 = 0

!cx !m1 + e2 = 0;

7. denklemden

d1 = 0; e2 = 0; k1x = 0; m1x = 0;

8. denklemden

e1 = !cx; !2k1 ! ct ! 2ccx = 0;

ve 9. denklemden

k1 = 0; m1 = 0

bulunur. Buna gˆre bu denklemler Áˆz¸ld¸ºg¸nde

c =
x

2t+ X
+ [; m1 = e1 =

1

2t+ X
; X; [ = sbt

olarak bulunur ve bu durumda sonsuz k¸Á¸k ¸reteÁ

Q ( @t+

#
x

2t+ X
+ [

$
@x+

1

2t+ X
u@u+

1

2t+ X
v@v

?seklinde bulunur.

÷rnek 4.11: AIki tane Burger tipi denklemden olu?san lineer olmayan iletim

denklemlerinden biri olan dif¸zyon iletim sisteminin 2. tip Q! ko?sullu simetrileri

incelenecektir (Chernia, 2002).

ut = (A(u)ux)x +B(u)ux (4.91)
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u = u(t; x) bilinmeyen fonksiyon ve A(u), B(u) keyÖ d¸zg¸n fonksiyonlar olmak

¸zere DC sisteminin ˆzel bir hali olan

ut = W1uxx + uux + F1(u; v)vx

vt = W2vxx + vvx + F2(u; v)ux
(4.92)

denklem sistemininin 2. tip Q!ko?sullu simetrileri bulunacakt¨r.

Q ( @t + G(t; x; u; v)@x + L(t; x; u; v)@u + A(t; x; u; v)@v (4.93)

operatˆr¸ alt¨nda ve M2 manifoldu ¸zerinde Q [u] = 0 ve Q [v] = 0 ile (4.92) denk-

lem sistemi deºgi?smezdir. ut = L ! Gux ve vt = A ! Gvx ?sartlar¨ denklemde yerine

yaz¨l¨d¨ºg¨nda

(L ! Gux)! W1uxx ! uux ! F1(u; v)vx = 0

(A! Gux)! W2vxx ! vvx ! F2(u; v)ux = 0
(4.94)

olur. Bu denklem sistemindeki herbir denkleme deºgi?smezlik ?sart¨ uygulan¨r ve (4.94)

denklemleri yard¨m¨yla uxx ve vxx elde edilen e?sitlikleri yerine yaz¨l¨r.
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Olu?san denklem sistemi ux íin kuvvetlerine gˆre d¸zenlendiºginde

Guu = Gvv = Guv = 0

W1Lvv + F1Gv = 0

W2Auu + F2Gv = 0

W1Luu ! 2W1Gxu + 2(G + u)Gu +
82
81
F2Gv = 0

W2Avv ! 2W2Gxv + 2(G + v)Gv +
82
81
F1Gu = 0

2W1Luv ! 2W1Gxv +
1
82
(W2u+ W1v + (W1 + W2)G)Gv + 2F1Gu = 0

2W2Auv ! 2W2Gxu +
1
81
(W2u+ W1v + (W1 + W2)G)Gu + 2F2Gv = 0

W1Lxx ! Lt ! 2GxL + (
81
82
! 1)ALv + uLx + F1Ax = 0

W2Axx ! At ! 2GxA+ (
82
81
! 1)LAu + vAx + F2Lx = 0

W1(2Lxu ! Gxx) + (2G + u)Gx ! 2LGu + (1!
81
82
)AGv

!81
82
F2Lv + F1Au + Gt + L = 0

W2(2Axv ! Gxx) + (2G + v)Gx ! 2AGv + (1!
82
81
)LGu

!82
81
F1Au + F2Lv + Gt + A = 0

2W1Lxv + (Gx ! Lu + Av)F1 ! 2LGv +
1
82
[(W2 ! W1)G

+W2u! W1v]Lv + LF1u + F1vA = 0

2W2Axu + (Gx ! Av + Lu)F2 ! 2AGu +
1
81
[(W2 ! W1)G

+W2u! W1v]Au + AF2v + F2uL = 0

(4.95)

belirleyici denklem sistemi bulunur. Bu denklemler oldukÁa karma?s¨k olduºgu iÁin

genel Áˆz¸m¸ bulmak zordur. Bu y¸zden, Q! ko?sullu simetri operatˆr¸n¸n¸n kat-

say¨lar¨n¨ bulmak iÁin baz¨ k¨s¨tlar ile genel Áˆz¸m ara?st¨r¨lm¨?st¨r. Bu durumda

Q!ko?sullu simetri operatˆr¸

Q ( @t + G(t; x; u; v)@x + L(u; v)@u + A(u; v)@v; GuGv 6= 0 (4.96)

?seklinde ara?st¨r¨ld¨ºg¨nda (4.95) denklem sistemindeki ilk denklemden

G(t; x; u; v) = a(t; x)u+ b(t; x)v + c(t; x) (4.97)

elde edilir ve burada a(t; x); b(t; x) ve c(t; x) d¸zg¸n fonksiyonlar ve a:b 6= 0

d¨r. Belirleyici denklem sistemindeki 2. ve 3. denklemlerde G fonksiyonunun e?siti

yaz¨ld¨ºg¨nda

F1 = !
W1
b
W1Lvv; F2 = !

W2
a
Auu (4.98)
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elde edilir. Burada F1 ve F2 fonksiyonlar¨ u ve v nin fonksiyonlar¨ olduºgu iÁin a(t; x)

ve b(t; x) fonksiyonlar¨ x ve t nin fonksiyonlar¨ olamaz ve a ve b sabit olup a 6= 0

ve b 6= 0 d¨r. (4.97) ve (4.98) e?sitlikleri (4.95) denklem sistemindeki 4.ve 5. denk-

lemlerde yaz¨ld¨ºg¨nda

(aL ! bA)uu = !2
a2

W1
((a+ 1)u+ bv + c) (4.99)

(aL ! bA)vv = 2
b2

W2
(au+ (b+ 1)v + c)

bulunur. Burada dikkat edilirse denklemin sol taraf¨ sadece u ve v deºgi?skenlerine

baºgl¨d¨r; bu y¸zden c(t; x) = X0 olmal¨d¨r.

Bu bilgiler ile (4.95) sistemindeki 8. ve 9. denklemlerden

(W1 ! W2)ALv = 0 (4.100)

(W1 ! W2)LAu = 0

bulunur. Burada bu e?sitliklerin saºglanabilmesi iÁin L = A = 0 yada Lv = Au = 0

al¨n¨rsa F1 = F2 = 0 olur ve bu Burger denklemlerinin yap¨s¨n¨n bozulmas¨ anlam¨na

gelir. Bu y¸zden bu e?sitliºgin saºglanabilmesi iÁin W1 = W2 olmal¨d¨r, burada genelliºgi

bozmaks¨z¨n W1 = W2 = 1 al¨nabilir. Bˆylece (4.95) denklem sistemindeki 12. ve 13.

denklemlerden

1

b
AuLvv !

1

a
LvAuu = !(2a! 1)L (4.101)

1

b
AuLvv !

1

a
LvAuu = (2b! 1)A

denklemleri bulunur. Bu denklemlerin sol taraáar¨ e?sit olduºgu iÁin saºg taraáar¨ e?sit

olmak zorundad¨r, dolay¨s¨yla

(2a! 1)L + (2b! 1)A = 0 (4.102)

olur. Bu e?sitliºgin saºglanabilmesi iÁin a = b = 1
2
olmas¨ gerekmektedir. Aksi taktirde

yine L = A = 0 olursa F1 = F2 = 0 olur. Bulunan a ve b deºgerleri (4.99) denkleminde

yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

(L ! A)uu = !
#
u+ v

2
+ u+ X0

$
(4.103)

(L ! A)vv =
u+ v

2
+ u+ X0
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bulunur. denklem sistemindeki 6. ve 7. denklemlerde bilinenler yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

ise

(Lu ! Lv)v = !
1

2
(u+ v + X0) (4.104)

(Au ! Av)v =
1

2
(u+ v + X0)

denklemleri bulunur. (4.101), (4.103) ve (4.104) denklemlerinin genel Áˆz¸m¸ yap¨l-

d¨ºg¨nda sonsuz k¸Á¸kler

L = !
1

4

,
(u+m1)!

2 + (m2 !m1)u
2
-
+ [1u+ ^1 (4.105)

A = !
1

4

,
(v +m2)!

2 + (m1 !m2)v
2
-
+ [2v + ^2

?seklinde bulunur, burada ! = u + v + X0 ve X0; [1; [2; ^1 ve ^2 keyÖ sabitlerdir.

(4.98) ve (4.105) denklemlerinden F1 ve F2 fonksiyonlar¨n¨n genel Áˆz¸mleri ise

F1 = u+m1; F2 = v +m2

olarak elde edilir. Belirleyici deklem sisteminin Áˆz¸m¸n¸ tamamlamak iÁin (4.95)

sistemindeki son iki denklemde, (4.105) ile verilen sonsuz k¸Á¸kler ve F1 ve F2 fonk-

siyonlar¨ yerine yaz¨l¨rsa

[1 ! [2 =
m1 !m2

2
X0

bulunur. Bˆylece,

[1 = [0 +
m1 !m2

4
X0; [2 = [0 +

m2 !m1

4
X0;

elde edilir, burada [0 keyÖ sabittir. Bˆylece, Q!ko?sullu simetri operatˆr¸n¸n sonsuz

k¸Á¸kleri

G =
1

2
(u+ v)X0 (4.106)

L = !
1

4

,
(u+m1)(u+ v + X0)

2 + (m2 !m1)u(u+ X0)
-
+ [1u+ ^1

A = !
1

4

,
(v +m2)(u+ v + X0)

2 + (m1 !m2)v(v + X0)
-
+ [2v + ^2

?seklindedir. Buradaki bulunan operatˆr m1 ve m2 deºgerlerine gˆre yeniden ince-

lendiºginde;
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. Eºger m1 = m2 = m ise ˆzel olarak m = 0 durumunu incelendiºginde (4.106)

da bulunan sonsuz k¸Á¸kleri yeniden yaz¨l¨r ise

G =
1

2
(u+ v)X0 (4.107)

L = !
1

4
u(u+ v + X0)

2 + [0u+ ^1

A = !
1

4
v(u+ v + X0)

2 + [0v + ^2

olur ve bu e?sitlikte [0 !
>20
4
! [0 dˆn¸?s¸m¸ yap¨ld¨ºg¨nda Q!ko?sullu simetri

¸reteÁinin bile?senleri

G =
1

2
(u+ v)X0 (4.108)

L = !
1

4

,
u(u+ v)2 + 2X0u(u+ v)

-
+ [0u+ ^1

A = !
1

4

,
v(u+ v)2 + 2X0v(u+ v)

-
+ [0v + ^2

?seklinde bulunur.

. Eºger m1 6= m2 ise (4.106) sisteminde ve burada x# = x ! >0
2
t; t# = t; u# =

u + >0
2
ve v# = v + >0

2
dˆn¸?s¸mleri yap¨ld¨ºg¨nda (bu dˆn¸?s¸m¸n yap¨lmas¨ gerekli

deºgildir, burada sadece (4.106) ile verilen sonsuz k¸Á¸klerin farkl¨ bir gˆsterimle

yaz¨labildiºgini gˆstermek iÁin yap¨lm¨?st¨r) ayr¨ca sabitler m1 ! >0
2
! m1; m2 ! >0

2

! m2; ^1 ! (m2 !m1)
>20
4
! ^1 ve ^2 ! (m1 !m2)

>20
4
! ^2 olacak ?sekilde yeniden

adland¨r¨ld¨ºg¨nda

G =
1

2
(u+ v) (4.109)

L = !
1

4

,
(u+m1)(u+ v)2 + (m2 !m1)u

2
-
+ [0u+ ^1

A = !
1

4

,
(v +m2)(u+ v)2 + (m1 !m2)v

2
-
+ [0v + ^2

sonsuz k¸Á¸kler bulunmu?s olur. Bˆylece, (4.108) ve (4.109) da verilen e?sitlik-

ler (4.96) operatˆr¸nde yerine konulduºgunda (4.92) denklemi iÁin ¸reteÁler elde

edilmi?stir.

÷rnek 4.12: Bu ˆrnekte lineer olmayan reaksiyon-dif¸zyon (RD) sisteminin

ˆzel bir hali olan Lotka-Volterra dif¸zyon (LVD) sisteminin Q!ko?sullu simetrilerini

bulunmu?stur. AIki denklemli bir diferensiyel denklem sistemi iÁin iki tip Q ko?sullu
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simetri bulunabileceºginden bahsedilmi?sti. 1.tip Q ko?sullu simetriler iÁin ya Q [u] = 0

yada Q [v] = 0 durumlar¨ndan herhangi birisi iÁin Lie simetrileri ara?st¨r¨l¨r iken, 2.

tip Q ko?sullu simetriler iÁin Q [u] = 0 ve Q [v] = 0 durumunda denklemin Lie

simetrileri ara?st¨r¨l¨r. Lineer olmayan RD denklemi

W1ut = uxx + F (u; v)

W2vt = vxx +G(u; v)
(4.110)

formunda olup birÁok matematiksel modellemede s¨kl¨kla kullan¨lmaktad¨r. Bu di-

ferensiyel denklem sistemindeki F (u; v) ve G(u; v) d¸zg¸n fonksiyonlar, u(t; x) ve

v(t; x), t ve x deºgi?skenlerine gˆre bilinmeyen fonksiyonlard¨r. Bilimsel Áal¨?smalarda

yayg¨n olarak kullan¨lan LVD sistemi a?saºg¨daki gibidir

W1ut = uxx + u(a1 + b1u+ c1v)

W2vt = vxx + v(a2 + b2u+ c2v):
(4.111)

LVD sistemi ikinci mertebeden bir denklem sistemi olduºgu iÁin ¸reteÁler ara?st¨r¨l¨r

iken ikinci uzan¨m¨ iÁeren Q2 operatˆr¸ kullan¨lmas¨ gerekmektedir.

Q ( G0(t; x; u; v)@t + G1(t; x; u; v)@x + L(t; x; u; v)@u + A(t; x; u; v)@v (4.112)

Q2 ( Q+ L
(1)
t

@

@ut
+ L(1)x

@

@ux
+A

(1)
t

@

@vt
+A(1)x

@

@vx
+ L(2)xx

@

@uxx
+A(2)xx

@

@vxx
::: (4.113)

burada L(1)t ; L
(1)
x ; A

(1)
t ; A(1)x ; L

(2)
xx ve A(2)xx katsay¨lar¨ G

0; G1; L ve A fonksiyonlar¨ aracal¨ºg¨

ile yaz¨l¨r. Bu kapsaml¨ olarak bˆl¸m (3.9) da bahsedilmi?stir. M2 manifoldu

M2 = fS1 = 0; S2 = 0; Q2 [u] = 0; Q2 [v] = 0g (4.114)

¸zerinde 2.tipQ!ko?sullu simetriler ara?st¨r¨lm¨?st¨r. K¨smi diferensiyel denklemlerdeki

i?slemlere benzer olarak ut + Gux = L ve vt + Gvx = A e?sitlikleri kullan¨larak LVD

sisteminin klasik olmayan (Q!ko?sullu) simetrileri bulunur. (4.111) denklemi M2

manifoldu ¸zerinde (4.113) operatˆr¸ alt¨nda deºgi?smezdir. Bir tak¨m hesaplamalarla
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diferensiyel denklem sisteminin belirleyici denklemleri

Guu = Gvv = Guv = 0

Lvv = Auu = 0

2W1GGu + Luu ! 2Gxu = 0

2W2GGv + Avv ! 2Gxv = 0

(W1 + W2)GGv + 2Luv ! 2Gxv = 0

(W1 + W2)GGu + 2Auv ! 2Gxu = 0

(W1 ! W2)GLv + 2Lxv + 2u(a1 + b1u+ c1v)Gv ! 2W1GvL = 0

(W1 ! W2)GAu + 2Axu + 2v(a2 + b2u+ c2v)Gu ! 2W2GuA = 0

W1(2GuL ! Gt ! GvA! 2GGx) + W2GvA! 3Guu(a1 + b1u+ c1v)

!Gvv(a2 + b2u+ c2v)! 2Lxu + Gxx = 0

W2(2GvH ! Gt ! GuL ! 2GGx) + W2GuL ! 3Gvv(a2 + b2u+ c2v)

! Guu(a1 + b1u+ c1v)! 2Axv + Gxx = 0

W1(Lt + ALv + 2GxL)! W2ALv ! L(a1 + b1u+ c1v)! c1Au+ Luu(a1 + b1u+ c1)

!2Gxu(a1 + b1u+ c1v) + Lvv(a2 + b2u+ c2v)! Lxx = 0

W2(At + ALu + 2GxA)! W1LAu ! A(a2 + b2u+ c2v)! b2Lv + Auu(a1 + b1u+ c1v)

!2Gxv(a2 + b2u+ c2v) + Avv(a2 + b2u+ c2v)! Axx = 0

(4.115)

?seklindedir.

Belirleyici denklem sistemindeki 5. ve 6. denklemlerde s¨rayla v ye ve u ya gˆre

k¨smi t¸revleri al¨nd¨ktan sonra 1.ve 2. denklemlerdeki e?sitlikler kullan¨larak

(W1 + W2)G
2
v = 0 ; (W1 + W2)G

2
u = 0 (4.116)

elde edilir. W1 ve W2 katsay¨lar¨ s¨f¨rdan farkl¨ olduºgu iÁin Gu = Gv = 0 olur. Bˆylece G

sonsuz k¸Á¸ºg¸ u ve v deºgi?skenlerine baºgl¨ deºgildir, yani; G = G(t; x) olur. Bulunan G

fonksiyonunu ile (4.115) denklem sistemindeki 2. ve 7. denklemleraras¨ndaki denk-

lemlerden

Luu = Luv = Lvv = 0

Auu = Auv = Avv = 0
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elde edilir. Bu e?sitliklerden sonsuz k¸Á¸kler

L = q1(t; x)v + r1(t; x)u+ p1(t; x)

A = q2(t; x)u+ r2(t; x)v + p2(t; x)
(4.117)

olur.

Bˆylece aranan ¸reteÁ

Q = @t + G@x + (q
1v + r1u+ p1)@u + (q

2u+ r2v + p2)@v (4.118)

?seklindedir ve burada qk; rk ve pk (k = 1; 2) iÁin diºger denklemler yard¨m¨yla bulun-

abilen fonksiyonlard¨r. Gu = Gv = 0 sonucu ve L ve A e?sitlikleri belirleyici denklem

sistemindeki t¸m denklemlerde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda ve u; v; u2 ve v2 li terimlerin

her birinin katsay¨lar¨ s¨f¨ra e?sitlendiºginde

(c1 ! c2)q
1 = 0

(b1 ! b2)q
2 = 0

c1q
2 + b1(r

1 + 2Gx) = 0

b2q
1 + c2(r

2 + 2Gx) = 0

(2b1 ! b2)q
1 + c1(r

2 + 2Gx) = 0

(2c2 ! c1)q
2 + b2(r

1 + 2Gx) = 0

(W1 ! W2)Gq
1 + 2q1x = 0

(W2 ! W1)Gq
2 + 2q2x = 0

W1(Gt + 2GGx) + 2r
1
x ! Gxx = 0

W2(Gt + 2GGx) + 2r
2
x ! Gxx = 0

W1(r
1
t + 2r

1Gx) + (W1 ! W2)q
1q2 ! c1p

2 ! 2b1p1 ! 2a1Gx ! r1xx = 0

W2(r
2
t + 2r

2Gx) + (W2 ! W1)q
1q2 ! b2p

1 ! 2c2p2 ! 2a2Gx ! r2xx = 0

W1(q
1
t + 2q

1Gx) + (W1 ! W2)q
1r2 ! (a1 ! a2)q

1 ! c1p
1 ! q1xx = 0

W2(q
2
t + 2q

2Gx) + (W2 ! W1)q
2r1 + (a1 ! a2)q

2 ! b2p
2 ! q1xx = 0

W1(p
1
t + 2p

1Gx) + (W1 ! W2)q
1p2 ! a1p

1 ! p1xx = 0

W2(p
2
t + 2p

2Gx) + (W2 ! W1)q
2p1 ! a2p

2 ! p2xx = 0

(4.119)

belirleyici denklemleri elde edilir.

Belirleyici denklem sistemini Áˆzerken baz¨ k¨s¨tlamalar ile Áˆz¸m yap¨lm¨?st¨r. AIlk

olarak ut ve vt nin katsay¨lar¨ ya W1 = W2 yada W1 6= W2 dir. W1 = W2 durumu bu
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sistem iÁin oldukÁa basittir, burada sadece klasik Lie simetrileri elde edilir. Daha

genel bir durum olan W1 6= W2 durumunda (4.119) belirleyici denklem sistemindeki

ilk iki denklem incelendiºginde ¸Á farkl¨ durum ortaya Á¨kmaktad¨r

1:1!) b1 6= b2 ve/ veya c1 6= c2

1:2!) b1 = b2 = b 6= 0; c1 = c2 = c = 0

1:3!) b1 = b2 = b 6= 0; c1 = c2 = c 6= 0:

1.1 durumu;

Burada LVD sistemi iÁin (4.119) denklem sistemindeki 2. ve 3. e?sitliklerden

q1 = 0; q2 = 0 (4.120)

k¨s¨tlar¨ yap¨labilir. «¸nk¸ b1 = b2 = b ve c1 6= c2 ise (4.119) sistemindeki 1.

e?sitlikten q1 = 0 bulunur iken (4.119) sistemindeki 3. ve 6. e?sitliklerden (c1!c2)q2 =

0 () q2 = 0 ( b1 6= b2 ve c1 = c2 = c durumu ile benzer) elde edilir.

(4.120) deki k¨s¨tlar ile (4.119) belirleyici denklemler sistemindeki 13. ve 14.

denklemlerden c1p1 = 0 ve b2p2 = 0 bulunur. Eºger c1b2 6= 0 ise

p1 = p2 = 0 (4.121)

olur. Eºger c1b2 = 0 ise c1 = 0; b2 6= 0 (c1 6= 0; b2 = 0 durumu ile benzer) iken p2 = 0

olur. LVD sistemi bir tanesi ile Fisher denklemi olan otonom sisteme indirgenmi?s

olur. Burada genelliºgi bozmaks¨z¨n b2 = 1 al¨nd¨ºg¨nda

W1ut = uxx + u(a1 + u); a1 6= 0 (4.122)

olur. ?Simdi varsayal¨m ki sistem (4.118) formundaki operatˆr alt¨nda

Q = @t + X@x; X = sabit (4.123)

Q!ko?sullu deºgi?smezdir.Yine de Fisher denklemi Q!ko?sullu simetri olarak kabul

edilmez (Chernia, Serov, 2010) ama Lie simetrisidir.(4.119) sistemindeki belirleyici

denklemler Áˆz¸ld¸ºg¸nde G = X ve (4.121) bulunur. (4.122) operatˆr¸nde ˆzel olarak

a1 = 0 al¨n¨rsa ek bir Lie simetri

Q = 2t@t + x@x ! 2u@u
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bulunur ama bu da Q!ko?sullu simetri deºgildir (Chernia and Serov, 2010). Bu

y¸zden (4.121) ile verilen s¨n¨rlamalar geÁerlidir.

(4.120) ve (4.121) deki veriler ile (4.119) sistemindeki belirleyici denklemler

tekrar yaz¨l¨r ise

b1(r
1 + 2Gx) = 0

b2(r
1 + 2Gx) = 0

c1(r
2 + 2Gx) = 0

c2(r
2 + 2Gx) = 0

W1(Gt + 2GGx) + 2r
1
x ! Gxx = 0

W2(Gt + 2GGx) + 2r
2
x ! Gxx = 0

W1(r
1
t + 2r

1Gx)! 2a1Gx ! r1xx = 0

W2(r
2
t + 2r

2Gx)! 2a2Gx ! r2xx = 0

(4.124)

denklemleri elde edilir.

Bu denklemler yard¨m¨yla elde edilen Q! ko?sullu simetri operatˆrleri, Lie simetri

operatˆrlerine e?sittir. Bunlar kolayl¨kla gˆr¸lebilir. ÷rneºgin c1b2 6= 0 durumu ince-

lendiºginde (4.124) sistemindeki 2. ve 3. e?sitliklerden

r1 = r2 = !2Gx (4.125)

olur. W1 6= W2 olmas¨ sebebiyle ve (4.125) e?sitliºgi kullan¨larak (4.124) sistemindeki

5. ve 6. denklemlerden
Gt + 2GGx = 0

Gxx = 0

denklemleri elde edilir. Bu diferensiyel denklem sisteminin genel Áˆz¸m¸

G(t; x) =
x+ X1
2t+ X2

?seklindedir. Son olarak, eºger a1 = a2 = 0 ise (4.125) e?sitliºgi ve (4.124) sisteminin

son iki denklemden L bulunur ve buna gˆre Q!ko?sullu simetri operatˆr¸

Q = @t +
x+ X1
2t+ X2

@x !
2

2t+ X2
(u@u + v@v)

?seklindedir. Eºger a21+ a
2
2 6= 0 ise (4.123) Lie simetri operatˆr¸ bulunur. Bˆylece 1-1

durumu tamamen incelenmi?stir.
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1.2 durumu;

(4.111) sisteminde, bu! u; v ! exp( a2
82
t) nokta dˆn¸?s¸m¸ uygulan¨larak

W1ut = uxx + u(a1 + u)

W2vt = vxx + vu
(4.126)

sistemine indirgenir, Á¸nk¸ c1 = c2 = 0 d¨r. Buradaki ilk denklem Fisher denk-

lemi olup yukar¨daki ile ayn¨ yakla?s¨m kullan¨labilir. Bˆylece (4.122) operatˆr¸

kullan¨larak yani G = X olarak al¨nd¨ºg¨nda (4.119) sistemindeki denklemlerden q1 =

p1 = r1 = 0 s¨n¨rlamalar¨ ile (4.118) operatˆr¸

Q = @t + X@x + (q
2u+ r2v + p2)@v (4.127)

olur. Ayr¨ca, (4.119) sistemindeki belirleyici denklemler tekrar yaz¨l¨r ise

r2x = r2t = 0

(W2 ! W1)Gq
2 + 2q2x = 0

W2q
2
t + a1q

2 ! p2 ! q2xx = 0

W2p
2
t ! p2xx = 0

(4.128)

bulunur ve bu sistemin genel Áˆz¸m¸.

r2 = X2

q2 = c(t) exp(>
2
(W1 ! W2)x)

p2 = exp(>
2
(W1 ! W2)x)(W2c

0(t) + a1c(t)! (>12 (W1 ! W2))
2)

?seklindedir, burada

c(t) = X3 exp(
X2

4W2
(W1 ! W2)

2t) + X4 exp(
1

W2
(!a1 +

X2

4
(W1 ! W2)

2)t)

Xk; k = 2; 3; 4 keyÖ sabitlerdir. Son olarak X = 2
81"82

X1 notasyonunu kullan¨larak ve

r2; q2; p2 fonksiyonlar¨ (4.127) operatˆr¸nde yaz¨l¨r ise

Q = @t+
2X1

W1 ! W2
@x+

*
exp

#
X1x+

X21
W2
t

$##
X3 + X4 exp

#
!
X1
W2
t

$$
u+ X3a1

$
+ X2v

+
@v

Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ne ula?s¨l¨r.

1.3 durumu;
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Burada (4.111) sistemi, bu ! u; cv ! v nokta dˆn¸?s¸m¸ uyguland¨ºg¨nda ve

genelliºgi bozmaks¨z¨n b = c = 1 al¨nd¨ºg¨nda

W1ut = uxx + u(a1 + u+ v)

W2vt = vxx + v(a2 + u+ v)
(4.129)

sistemine ingirgenir. q1x = q2x = 0 s¨n¨rlamas¨ ile belirleyici denklem sistemi

(W1 ! W2)Gq
1 = 0

(W2 ! W1)Gq
2 = 0

q1 + r2 + 2Gx = 0

q2 + r1 + 2Gx = 0

W1(Gt + 2GGx) + 2r
1
x ! Gxx = 0

W2(Gt + 2GGx) + 2r
2
x ! Gxx = 0

W1(r
1
t + 2r

1Gx) + (W1 ! W2)q
1q2 ! p2 ! 2p1 ! 2a1Gx ! r1xx = 0

W2(r
2
t + 2r

2Gx) + (W2 ! W1)q
1q2 ! p1 ! 2p2 ! 2a2Gx ! r2xx = 0

W1(q
1
t + 2q

1Gx) + (W1 ! W2)q
1r2 ! (a1 ! a2)q

1 ! p1 = 0

W2(q
2
t + 2q

2Gx) + (W2 ! W1)q
2r1 + (a1 ! a2)q

2 ! p2 = 0

W1(p
1
t + 2p

1Gx) + (W1 ! W2)q
1p2 ! a1p

1 ! p1xx = 0

W2(p
2
t + 2p

2Gx) + (W2 ! W1)q
2p1 ! a2p

2 ! p2xx = 0

(4.130)

?seklinde olur.

Eºger q1 = q2 = 0 olursa; sadece 1-1 durumunda elde edilen operatˆr tekrar elde

edilirken, (q1)2 + (q2)2 6= 0 iken farkl¨ operatˆrler elde edilebilir. Bu s¨n¨rlamalar

alt¨nda (4.130) denklem sistemindeki ilk iki denklemden G = 0 bulunur. Bˆylece,

(4.130) denklem sistemindeki 3. ile 6. denklemler aras¨ndaki e?sitliklerden

q1 = !r2 = ! (t)

q2 = !r1 = !'(t)
(4.131)

elde edilir, burada '(t) ve  (t) keyÖ d¸zg¸n fonksiyonlarlard¨r. q1 ve q2 fonksiyonlar¨

(4.130) denklem sistemindeki 9. ve 10. e?sitliklerde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda

p1 = (a1 ! a2) (t) + (W1 ! W2) 
2(t)! W1 

0(t)

p2 = (a1 ! a2)'(t) + (W1 ! W2)'
2(t)! W1'

0(t)
(4.132)
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bulunur. (4.131) ve (4.132) denklemlerini kullanarak (4.130) denklem sistemindeki

7. ve 8. denklemler '(t) ve  (t) fonksiyonlar¨na gˆre adi diferensiyel denklem

'0(t) = ! 1
(81"82)2

(a2 ! a1 + (W1 ! W2)('+  ))((3W1 ! W2)'+ 2W2 )

 0(t) = ! 1
(81"82)2

(a2 ! a1 + (W1 ! W2)('+  ))((2W1'+ (3W2 ! W1) )
(4.133)

olarak yaz¨labilir.

Son olarak (4.131) -(4.133) ile verilen form¸ller kullan¨larak, (4.130) denklem

sistemindeki son iki denklemden '(t) ve  (t) yi bulmak iÁin iki cebirsel denklem

yaz¨l¨r. Burada Áˆz¸m¸n olabilmesi iÁin bu cebirsel denklem sisteminin katsay¨lar

determinant¨ s¨f¨ra e?sit olmal¨d¨r.

(a1 ! a2 ! (W1 ! W2)('+  ))(W1'+ W2 )(a1(4W1 + 5W2)! a2(5W1 + 4W2)

!4(W1 ! W2)((2W1 + W2)'+ (W1 + 2W1W2) )) = 0

(4.134)

Bu determinant¨n s¨f¨r olmas¨ ancak a?saºg¨daki ¸Á farkl¨ durumla m¸mk¸nd¸r

1.3.1-)' = ! + a1"a2
81"82

1.3.2-)' = !82
81
 

1.3.3-)' = 1
4(81"82)(281+82)

((4a1!5a2)W1+(5a1+4a2)W2!4(W1!W2)(W1+2W2) ):

1.3.1 alt durumu

Bu durumda, (4.129) ve (4.130) denklemlerinin her ikiside a?saºg¨daki denkleme

(a1 ! (W1 ! W2) ) (a1 ! a2 ! (W1 ! W2) ) = 0 (4.135)

e?sit olur.

Eºger  = a1
81"82

ise ' = ! a2
81"82

olur ve (4.131) - (4.132) kullan¨larak

Q ( (W1 ! W2)@t ! (a1v + a2u+ a1a2)(@u ! @v); a21 + a22 6= 0

Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ elde edilir.

Eºger  = 0 ise ' = a1"a2
81"82

olur ve benzer i?slemler yap¨larak

Q ( (W1 ! W2)@t + (a1 ! a2)u(@u ! @v); a1 6= a2

Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ elde edilir.
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Eºger  = a1"a2
81"82

ise ' = 0 olur ve

Q ( (W1 ! W2)@t ! (a1 ! a2)v(@u ! @v); a1 6= a2

Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ elde edilir.

Not: a1 6= a2 s¨n¨rlamas¨ ile Lie operatˆr¸ olmamas¨ garanti edilmi?stir

1.3.2 alt durumu

Bu durumda (4.130) daki son iki denklemden

 (t)(a1 ! a2)(a1W2 ! a2W1) = 0 (4.136)

denklemine e?sit olur.

Eºger  (t) 6= 0 (aksi taktirde Q ( @t Lie operatˆr¸ne ula?s¨l¨r) ise iki ihtimal

vard¨r: a1 = a2 ve a1 = 81
82
a2:

Eºger a1 = a2 ise (4.133) denkleminden

 (t) =
W1

(W1 ! W2)t+ W1X
; X = sbt (4.137)

bulunur ve burada genelliºgi bozmaks¨z¨n X = 0 al¨nabilir p1; p2 fonksiyonlar¨ (4.132)

denkleminden bulunur. Bˆylece

Q ( (W1 ! W2)t@t + (W1v + W2u)(@u ! @v)

operatˆr¸ elde edilir. Eºger a1 = a2 = a olarak seÁilirse, (4.111) sistemi,

W1ut = uxx + u(a+ u+ v)

W2vt = vxx + v(a+ u+ v)

sistemine indirgenir ve Q! ko?sullu simetri operatˆr¸

Q ( (W1 ! W2)@t ! a(v + u+ a)(@u ! @v); a 6= 0

?seklindedir.

Eºger a1 = 81
82
a2 (burada a2 6= 0 d¨r, aksihalde X = 0 durumuna kar?s¨l¨k gelir) ise

(4.133) denkleminden

 (t) = !
X0a2W1

exp(!
a2
W2
t)! X0(W1 ! W2)W2

(4.138)
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elde edilir, burada X0 yok olmayan sabittir. (4.132) denklemleri ve a2 = aW2; W2X0 =

X notasyonlar¨ kullan¨larak elde edilen sistem

W1ut = uxx + u(aW1 + u+ v)

W2vt = vxx + v(aW2 + u+ v); a 6= 0

?sekinde olup

Q ( (W1 ! W2)@t ! a(W1v + W2u+ aW1W2)(@u ! @v); a 6= 0

operatˆr¸ elde edilir.

1.3.3 alt durumu

Bu durum incelendiºginde herhangi bir yeni operatˆr ¸retmediºgi gˆr¸lm¸?st¸r.

Not: Uygun dˆn¸?s¸mler yap¨larak yeni operatˆrler elde edilebilir. ÷rneºgin

W1ut = uxx + u(a1 + u+ v)

W2vt = vxx + v(a2 + u+ v)

sisteminden
Q ( (W1 ! W2)@t + (a1 ! a2)u(@u ! @v); a1 6= a2

Q ( (W1 ! W2)@t ! (a1 ! a2)v(@u ! @v); a1 6= a2

operatˆr¸ elde edilmi?sti burada a2 = aW2; W2X0 = X dˆn¸?s¸mleri yap¨l¨rsa

W1ut = uxx + u(aW1 + u+ v) (4.139)

W2vt = vxx + v(aW2 + u+ v); a 6= 0

sistemi elde edilir ve operatˆrler

Q ( @t + au(@u ! @v)

Q ( @t ! av(@u ! @v)

?seklinde bulunur.

Daha ˆnce, ˆrnek (4:6) incelenmi?s olan ikili Lotka Voltera denkleminin ¸Ál¸ sis-

temde ki Q!ko?sullu simetrileri ara?st¨r¨lm¨?st¨r.

÷rnek 4.13: Lotka-Voltera denklemi, ¸Á bile?senli Reaksiyon-Dif¸zyon (RD)

denklemi s¨n¨f¨ndan olup genel formu

W1ut = uxx + C1(u; v; w)

W2vt = vxx + C2(u; v; w)

W3wt = wxx + C3(u; v; w)

(4.140)
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?seklindedir. Burada, bu denklem sistemine gˆre belirleyici denklemler verilmi?stir.

Daha sonra, genel formdaki C1(u; v; w); C2(u; v; w) ve C3(u; v; w) d¸zg¸n fonksi-

yonlar¨ iÁin a?saºg¨daki gibi uygun e?sitlikler verilerek Lotka Volterra denklem sistem-

inin Q!ko?sullu simetrileri ara?st¨r¨lm¨?st¨r.

W1ut = uxx + u(a1 + b1u+ c1v + d1w)

W1vt = vxx + v(a2 + b2u+ c2v + d2w)

W1wt = wxx + w(a3 + b3u+ c3v + d3w)

(4.141)

Burada, yar¨- birle?smi?s denklemleri ˆnlemek istenildiºgi iÁin (yani otonom denklemleri

iÁerir) baz¨ k¨s¨tlar¨n olduºgu varsay¨lm¨?st¨r

c21 + d21 6= 0; b
2
2 + d22 6= 0; b

2
3 + c23 6= 0: (4.142)

Bu sistemin Lie deºgi?smez opetratˆrlerini bulnak iÁinM1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 =

0g ?seklinde tan¨mlanan bir manifolda ihtiyaÁ vard¨r ve burada

S1 ( W1ut ! uxx ! C1(u; v; w)

S2 ( W1vt ! vxx ! C2(u; v; w)

S3 ( W1wt ! wxx ! C3(u; v; w)

(4.143)

ve geni?sletilmi?s uzaydaki deºgi?skenler t; x; u; v; w; ut; vt; wt; ux; vx; wx; uxx;

vxx; wxx; uxt; vxt; wxt; utt; vtt; wtt ?seklindedir. Bilindiºgi gibi, (4.140) sistemi

Q = H(t; x; u; v; w)@t+ G(t; x; u; v; w)@x+ L(t; x; u; v; w)@u+

A(t; x; u; v; w)@v +  (t; x; u; v; w)@w
(4.144)

Q operatˆr¸ alt¨nda deºgi?smezdir. O halde, Lie deºgi?smezlik ?sartlar¨n¨

Q2(S1) ( Q2(W1ut ! uxx ! C1(u; v; w))jM = 0

Q2(S2) ( Q2(W1vt ! vxx ! C2(u; v; w))jM = 0

Q2(S3) ( Q2(W1wt ! wxx ! C3(u; v; w))jM = 0

(4.145)

saºglamal¨d¨r ve burada Q2 operatˆr¸, Q operatˆr¸n¸n 2.uzan¨m¨d¨r.

Tan¨m 4.5: RD sistemi (4.140), a?saºg¨da verilen deºgi?smezlik ?sartlar¨n¨ saºgl¨yorsa

Q2(S1) ( Q2(W1ut ! uxx ! C1(u; v; w))jM1 = 0

Q2(S2) ( Q2(W1vt ! vxx ! C2(u; v; w))jM1 = 0

Q2(S3) ( Q2(W1wt ! wxx ! C3(u; v; w))jM1 = 0

(4.146)
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(4.144) operatˆr¸ne, RD sistemi iÁin 1. tip Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ denir,

buradaM1 manifoldu yaM1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 = 0; Q(u) = 0g yaM
(2)
1 = fS1 =

0; S2 = 0; S3 = 0; Q(v) = 0g yada M
(3)
1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 = 0; Q(w) = 0g

?seklindeki manifoldlardan biridir. Yani, bu sistem iÁin ¸Á farkl¨ 1. tip Q-ko?sullu

simetri elde edilebilir.

Tan¨m 4.6: (4.140) RD sistemi , a?saºg¨da verilen deºgi?smezlik ?sartlar¨n¨ saºgl¨yorsa

Q2(S1) ( Q2(W1ut ! uxx ! C1(u; v; w))jM3 = 0

Q2(S2) ( Q2(W1vt ! vxx ! C2(u; v; w))jM3 = 0

Q2(S3) ( Q2(W1wt ! wxx ! C3(u; v; w))jM3 = 0

(4.147)

(4.144) operatˆr¸ne, RD sistemi iÁin Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ denir, buradaM3

manifoldu M3 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 = 0; Q [u] = 0; Q [v] = 0; Q [w] = 0g

?seklindedir.

Kolayca gˆr¸ld¸ºg¸ gibi manifoldlar aras¨nda M3 % M1 % M ili?skisi vard¨r. Her

1. tip Q! ko?sullu simetri Q!ko?sullu simetri iken, her bir Lie simetrisi otomatik

olarak 1. tip Q!ko?sullu simetridir.

Not: Q1; 1.tip Q!ko?sullu simetri iken (yani M1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 =

0; Q [u] = 0g manifoldu kullan¨larak elde edilen Lie simetrisi), h2 ve h3 verilen

fonksiyonlar olmak ¸zere

X1 = h2(t; x; u; v; w)@v + h3(t; x; u; v; w)@w

RD sistemi iÁin Lie simetrisi olduºgunu varsayal¨m. Bu durumda, c1X1 + c2Q1 íin

her bir lineer kombinasyonu (c1 ve c2 keyÖ sabitler) olmak ¸zere farkl¨ 1.tip Q!ko-

?sullu simetri operatˆrleri ¸retir. Bu durum, keyÖ verilen her Q!ko?sullu simetri iÁin

geÁerli deºgildir.

?Simdi, LVD sistemi iÁin (4.140) de verilen operatˆr alt¨nda deºgi?smezliºgini kulla-

narak, 1. tip Q!ko?sullu simetrilerini (H 6= 0 iken) elde edilecektir.

Standart Q!ko?sullu simetrilerin aksine yani ˆnceki yap¨lan ˆrneklerden farkl¨

olarak bu ˆrnekte H 6= 0 alarak i?slem yap¨lm¨?st¨r. «¸nk¸, i?slemleri basitle?stirmek iÁin

ald¨ºg¨m¨z H = 1 baz¨ operatˆrleri bulunamamas¨na neden olmaktad¨r. Tan¨m 4.5 de,

¸Á farkl¨ 1. tip Q!ko?sullu simetri bulunabileceºginden bahsedilmi?sti. LVD sisteminin
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simetrik yap¨da olmas¨ sebebiyle sadece tek bir manifold ¸zerinde yap¨lan i?slemler

yerel dˆn¸?s¸mler sayesinde diºger manifoldlar iÁin de kolayl¨kla elde edilebilir. Yani,

manifoldlar aras¨nda geÁi?s yapmam¨za izin veren ayr¨k iki dˆn¸?s¸m u ! v; v !

u; w ! w ve u! w; v ! v; w ! u ?seklindedir.

AIlk ad¨m olarak, tan¨m 4.5 de verilen M1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 = 0; Q [u] = 0g

manifold alt¨nda H 6= 0 ile Q operatˆr¸n¸ bulmak iÁin deºgi?smezlik ?sart¨ uygulan¨r ve

a?saºg¨daki belirleyici denklem sistemi elde edilir. Ayr¨ca, 1. tip Q!ko?sullu simetrileri

bulmak iÁin elde edilen belirleyici denklemler ile Lie simetrilerini bulmak iÁin elde

edilen belirleyici denklemler oldukÁa benzerdir, bunu gˆstermek iÁin bu belirleyici

denklemlerden bahsedilecektir. LVD sistemi iÁin klasik Lie simetrilerini elde ederken

kullan¨lan belirleyici denklemler

Hx = Hu = H v = Hx = Gx = Gu = Gv = Gw = 0

Luu = Luv = Lvv = Lww = Luw = Lvw = 0

Auu = Auv = Avv = Aww = Auw = Avw = 0

Lxv = Lxw = Axw =  xv = 0

(W1 ! W2)Au = (W1 ! W3) u = 0

(W1 ! W2)Lv = (W2 ! W3) v = 0

(W1 ! W2)Lw = (W2 ! W3)Aw = 0

2Gx ! H t = 0

2HAxu + (W2 ! W1)GAu = 0

2H xu + (W3 ! W1)G u = 0

2Lxu + W1Gt = 0

2Axv + W2Gt = 0

2 xw + W3Gt = 0

LC1u + AC1u +  C1u + Lxx ! W1Lt + (2Gx ! Lu)C1 ! LvC2 ! LwC3 = 0

LC2u + AC2v +  C2w + Axx ! W2At + (2Gx ! Av)C2 ! AuC1 ! AwC3 = 0

LC3u + AC3v +  C3w +  xx ! W3 t + (2Gx !  w)C3 !  uC1 !  vC2 = 0

(4.148)

?seklindedir. Bu denklem sistemi ile 1.tip Q- ko?sullu simetriler elde edilirken kul-

lan¨lan belirliyici denklem sistemi aras¨ndaki farklardan biri (4.148) sistemindeki 5.

denklemin 1.tip Q- ko?sullu simetrilerin belirleyi denklemleri aras¨nda bulunmamas¨
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ve de (4.148) sistemindeki 15. ve 16. denklemler yerine

LC2u + AC2v +  C2w + (W1 ! W2)
<
@
Au + Axx ! W2At + (2Gx ! Av)C2 ! AuC1 ! AwC3 = 0

LC3u + AC3v +  C3w + (W1 ! W3)
<
@
 u +  xx ! W3 t + (2Gx !  w)C3 !  uC1 !  vC2 = 0

(4.149)

denklemlerin olmas¨d¨r. Bu denklemleri dikkatlice incelediºgimizde W1 = W2 = W3

olduºgu durumda LDV sistemindeki (4.141) her biri 1. tip Q!ko?sullu simetri olarak

kabul edilir ve onlar Lie simetrileri ile ˆrt¸?s¸r. Bu y¸zden, (4.141) sistemini en az

iki farkl¨ lamda deºgeri iÁin d¸?s¸n¸lmesi gerekmektedir.

AIkinci ad¨m olarak, bu belirleyici denklem sisteminin Áˆz¸m¸ elde edilir. Ayr¨ca,

elde edilen b¸t¸n Q-ko?sullu simetriler, not kullan¨larak daha basit formlar iÁin in-

dirgenmi?stir. Bu yap¨ld¨ºg¨nda, ˆzel katsay¨lar ile LVD sisteminin 1. tip Q!ko?sullu

simetrilerine ula?s¨l¨r. Dif¸zyon katsay¨lar¨na baºgl¨ olarak ¸Á farkl¨ durum incelen-

melidir. Bu y¸zden

(i) Wk keyÖ pozitif sabit olmas¨,

(ii) ya W1 = W2 yada W1 = W3 olmas¨,

(iii) W2 = W3 olmas¨ durumlar¨ incelenmelidir.

Son ad¨m ise M1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 = 0; Q [u] = 0g iÁin ˆnceki ad¨mlarda

elde edilen operatˆrleri kullanarak M
(2)
1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 = 0; Q [v] = 0g ve

M
(3)
1 = fS1 = 0; S2 = 0; S3 = 0; Q [w] = 0g manifoldlar¨ iÁin yukar¨da bahsedilen

yerel dˆn¸?s¸mler ile b¸t¸n 1. tip Q!ko?sullu simetri operatˆrlerini elde etmektir.

?Simdi (i) durumu incelenecektir. RD sisteminin ˆzel bir hali olan LVD sistemi

iÁin yap¨lan i?slemlerde

C1(u; v; w) = u(a1 + b1u+ c1v + d1w)

C2(u; v; w) = v(a1 + b1u+ c1v + d1w)

C3(u; v; w) = w(a1 + b1u+ c1v + d1w)

(4.150)

Ck (k = 1; 2; 3) fonksiyonlar¨ yukardaki gibi seÁilmi?stir. (4.148) sistemindeki 5.

denklem hariÁ ve son iki denklem yerine (4.149) daki denklemlerin 1. tip Q!ko?sul-

lu simetri operatˆr¸ iÁin belirleyici denklemler olduºgundan bahsedilmi?sti. (4.148)
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sistemindeki ilk 5 denklemden sonsuz k¸Á¸kler

H = H(t)

G = G(t; x)

L = r1(t; x)u+ q1(t)v + h1(t)w + p1(t; x)

A = r2(t; x)v + q2(t; x)u+ h2(t)w + p2(t; x)

 = r3(t; x)w + q3(t; x)u+ h3(t)v + p3(t; x)

(4.151)

bulunur.( 4.150) ve (4.151) da verilen fonksiyonlar ile (4.148) ve (4.149) da bulunan

sonsuz k¸Á¸kler diºger denklemlerde yerine yaz¨ld¨ºg¨nda, (4.148) sistemindeki 6. ve 7.

denklemlerden q1 = hk = 0; (k = 1; 2; 3) bulunur iken diºgerleri a?saºg¨daki denklem

sisteminde verilmi?stir

c1p
1 = d1p

1 = d2p
2 = c3p

3 = 0;

(b1 ! b2)q
2 = 0;

(d1 ! d2)q
2 = 0;

(b1 ! b3)q
3 = 0;

(c1 ! c3)q
3 = 0;

2Gx ! H t = 0;

2rkx + WkGt = 0;

ck(r
2 + 2Gx) = 0;

dk(r
3 + 2Gx) = 0;

c1q
2 + d1q

3 + b1(r
1 + 2Gx) = 0;

(2c2 ! c1)q
2 + d2q

3 + b2(r
1 + 2Gx) = 0;

c3q
2 + (2d3 ! d1)q

3 + b3(r
1 + 2Gx) = 0;

(Wj ! W1)Gq
j + 2Hqjx = 0;

r1xx ! W1r
1
t + 2a1Gx + 2b1p

1 + c1p
2 + d1p

3 = 0;

r2xx ! W2r
2
t + 2a2Gx + b2p

1 + 2c2p
2 + d2p

3 = 0;

r3xx ! W3r
3
t + 2a3Gx + b3p

1 + c3p
2 + 2d3p

3 = 0;

qjxx ! Wjq
j
t + (aj ! a1)q

j + bjp
j +

81"8j
@

qjr1 = 0;

pkxx ! Wkp
k
t + akp

k + 81"8k
@

qkp1 = 0;

(4.152)

burada k = 1; 2; 3 ve j = 2; 3 ?seklindedir. AIlk olarak, (4.152) sistemindeki 2. ve 5.
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denklemler aras¨ndaki denklemlerden

!
q2
"2
+
!
q3
"2 6= 0

olmas¨ gerektiºgi gˆr¸l¸r, aksi takdirde Lie simetrileri ara?st¨r¨l¨rken ki denklemlerle

ˆrt¸?s¸r. Bu y¸zden burada iki farkl¨ alt durumun incelenmesi gerekir. (i:i) q2 6=

0; q3 = 0; (i:ii) q2 6= 0; q3 6= 0 asl¨nda (i:iii) q2 = 0; q3 6= 0 olduºgu durumda sˆz

konusudur fakat bunu yine de ayr¨ incelemeye gerek yoktur. «¸nk¸, (i) durumuna

ayr¨k dˆn¸?s¸mler

u$ w; a2 $ a3; b2 $ b3; c2 $ c3; d2 $ d3

uygulanarak (i:iii) durumu elde edililir. ?Simdi (i:i) alt durumunu incelenecektir.

(4.142) deki k¨s¨ttan dolay¨, (4.152) sistemindeki ilk denklemden p1 = 0 olur.(4.152)

sistemindeki 6-8 denklemlerinden

Gxx = rkx = Gt = 0; (k = 1; 2; 3) (4.153)

elde edilir. (4.152) sistemindeki 2., 10. ve 11. denklemler yard¨m¨yla katsay¨lar ile

ilgili b1 = b2 = b, c1 = c2 = c ve d1 = d2 = d k¨s¨tlar¨ bulunur. Dahas¨, (4.152)

sistemindeki j = 3 konulduºgunda 17. denklemden b3p3 = 0 =) p3 = 0; b3 6= 0

(eºger b3 = 0 olursa (4.152) sistemindeki 12. denklemde yerine konulduºgunda c3 = 0

bulunur ki buda (4.142) da verilen k¨s¨t ile Áeli?sir). Biz art¨k b3 6= 0 olduºgunu bilerek,

ayr¨ca c3 6= 0 varsay¨m¨yla devam edeceºgiz. (4.152) sistemindeki 12. denklem x e

gˆre t¸revlenediºginde (4.153) yard¨m¨yla q2x = 0 bulunur. q
2
x = 0 olduºgundan dolay¨

j = 2 ile sistemdeki 12. denklem yaz¨ld¨ºg¨nda G = 0 bulunur ve 8. denklemden r2 = 0

bulunur. Sistemdeki 15. denklemden cp2 = 0 cebirsel ?sart¨na indirgenir, bu y¸zden

sistemin 1. denkleminden p1 = p2 = 0 bulunur. Bˆylece denklem sistemindeki son

denklem yok olur.

Son olarak, sistemdeki 10. ve 12. denklemlerden q2 = ! b3
c3
r1; b = b3

c3
c ; j = 2 ile

sistemdeki 17. denklem ile 14. denklemden r1 = a1"a2
81"82

ve sistemdeki 16. denk-

lemden r3 = [ = sabit bulunur. Bˆylece (i:i) alt durumu iÁin belirleyici denklem
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sistemi Áˆz¸lm¸?st¸r. SonuÁ olarak LVD sistemi,

W1ut = uxx + u
&
a1 +

b3
c3
cu+ cv + dw

'

W2vt = vxx + v
&
a2 +

b3
c3
cu+ cv + dw

'

W3wt = wxx + w (a3 + b3u+ c3v + d3w)

(4.154)

?seklinde olur ve bunun iÁin 1. tip Q!ko?sullu simetri operatˆr¸

Q ( @t +
a1 ! a2
W1 ! W2

u

#
@u !

b3
c3
@v

$
+ [w@w (4.155)

dir.

Sistemdeki 8. ve 9. denklemlerdeki katsay¨lar ile ilgili k¨s¨t ya d = d3 = 0 yada

[ = 0 ?seklindedir. Yinede, d = d3 = 0 durumunda, Q = [w@w operatˆr¸ (4.154)

denkleminin klasik Lie simetrilerinden biridir. Genelliºgi bozmaks¨z¨n , (4.155) oper-

atˆr¸nde [ = 0 al¨n¨rsa

Q ( @t+
a1 ! a2
W1 ! W2

u

#
@u!

b3
c3
@v

$
(4.156)

olur. (4.154) ve (4.156) yard¨m¨yla, yani burada b3u !! u; c3v !! v ve c !! c3b

dˆn¸?s¸mleri yap¨larak

Q ( @t+
a1 ! a2
W1 ! W2

u (@u! @v)

1. tip Q!ko?sullu simetri operatˆr¸ elde edilir. Ayr¨ca bu ¸reteÁler bulunurken

c 6= 0 varsay¨m¨ yap¨lm¨?st¨. c = 0 olduºgunda ¸retec bulunup bulunmad¨ºg¨ kontrol

edilmelidir. Benzer ?sekilde (i:ii) durumu incelenmelidir.

Bˆylece (4.154) de elde edilen ¸reteÁ (i:i) durumunda elde edilmi?stir, uygun

dˆn¸?s¸mlerlerle (i:iii) durumundaki denklem

W1ut = uxx + u
&
a1 +

b2
d2
cu+ cw + dv

'

W3vt = vxx + v (a2 + b2u+ c2v + d2w)

W2wt = wxx + w
&
a3 +

b2
d2
cu+ cw + dv

'

?seklinde olur ve ¸reteÁ

Q ( @t+
a1 ! a2
W1 ! W2

u

#
@u!

b2
d2
@w

$
(4.157)

?seklindedir.
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M
(1)
1 manifoldu ¸zerinde bulunan bu ¸reteÁleri uygun dˆn¸?s¸mlerle M (2)

1 ve

M
(3)
1 manifoldlar¨ ¸zerinde yazal¨m. (4.156) ve (4.157) ¸retecleri s¨ras¨yla M (2)

1 ve

M
(3)
1 manifoldlar¨ ¸zerindeki ¸reteÁlerdir

Q ( @t+ a1"a2
81"82

v
&
@v ! b3

c3
@u
'
; Q ( @t+ a1"a2

81"82
v
&
@v ! b3

c3
@u
'

Q ( @t+ a1"a2
81"82

w
&
@w ! b3

c3
@v
'
; Q ( @t+ a1"a2

81"82
w
&
@w ! b2

d2
@u
'
:

Bu ¸reteÁler (i) durumunda bulunan ¸reteÁlerdir. B¸t¸n ¸reteÁlerin bulunmas¨ iÁin

diºger iki durumda incelenmelidir (Chernia and Davydovych, 2013) .
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B÷L‹M 5

SONU« VE ÷NER(ILER

Bu tez Áal¨?smas¨nda klasik Lie simetrilerinden farkl¨ olarak denkleme ilave edilen

diferensiyel ?sartlar yard¨m¨yla bulunan Q-ko?sullu simetriler incelenmi?stir. ÷ncelikle

bu diferensiyel k¨s¨tlar ile denklemin en genel hali iÁin Áˆz¸mler yap¨lm¨?st¨r. Daha

sonra ise ˆzel seÁimlerle farkl¨ ko?sullu simetriler bulunabildiºgi gˆsterilmi?stir. Bu yˆn-

temin ¸st¸nl¸ºg¸ Lie simetrileriyle elde edilemeyen bir Áok ¸retecin bulunmas¨ iken

bu yˆntemin denklemlerin tam Áˆz¸mlerinin bulunmas¨nda ve denklemlerin indirgen-

mesinde b¸y¸k avantaj saºglad¨ºg¨ bilinmektedir. Ayr¨ca bulunan ko?sullu simetrilerin

uygun dˆn¸?s¸mlerle geni?sletilebilmesi de oldukÁa ˆnemli bir sonuÁtur. Bu yˆntemin

dezavantajlar¨ndan biri daha az belirleyici denkleme sahip olunmas¨ iken diºgeri lineer

olmayan denklemlerle kar?s¨la?s¨lmas¨d¨r.

Bu yˆntemdeki k¨s¨tlardan birisi de G0 sonsuz k¸Á¸ºg¸n¸n genelliºgi bozmaks¨z¨n

G0 = 1 olarak al¨nmas¨d¨r. Bu, denklemin standart (a?sikar) ¸reteÁlerinden farkl¨

¸reteÁler bulunmas¨na imkan saºglar iken, bu k¨s¨t¨n G0 = 0 al¨nd¨ºg¨nda genelliºgi

bozmaks¨z¨n G1 = 1 olarak al¨nmas¨d¨r.

SonuÁ olarak biz bu Áal¨?smada birinci mertebeden olu?sum denklemleri olan Kol-

mogorav Petrovski, Bond Princing ve Dispersive Long dalgas¨ iÁin Lie simetrilerinden

farkl¨ olan ko?sullu simetriler bulunmu?stur.

Literat¸rde yap¨lan Áal¨?smalar genellikle t ye gˆre birinci mertebeden t¸rev bu-

lunduran olu?sum denklemleri (ut iÁeren denklemler) ile ilgilidir. Bunun sebebi

utx; utt iÁeren denklemlerde daha karma?s¨k olan lineer olmayan denklemlerin or-

taya Á¨kmas¨d¨r.

AIleriki Áal¨?smalarda t ye gˆre birinci mertebeden t¸rev bulunduran 3. mertebeden

diferensiyel denklemlere bu yˆntem uygulanarak Q- ko?sullu simetriler elde edilecek-

tir. Yˆntemin uygulanmas¨nda teorik aÁ¨dan bir s¨k¨nt¨ ile kar?s¨la?s¨lmaz, fakat elde

edilen denklemlerde uygun k¨s¨tlar ile i?slemler yapmak gerekebilir. Ayr¨ca, 2. mer-

tebeden olu?sum denklemleri iÁin Áal¨?smalar yap¨labilir.
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