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OZET

Bu doktora tezi, kiibik trigonometrik B-spline en kii¢iik kareler yontemini kullanarak
AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini bulmaya odaklanan
9 boliimden olusmaktadir.

Giris boliimiinde, dalgalarin ve dalga denklemlerinin bilimdeki 6nemi ve bu
denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir ¢ok analitik yontem bulunmasina ragmen sayisal ¢6ziim
yontemlerine neden gereksinim duyuldugu, ¢6ziim yonteminde trigonometrik B-spline
fonksiyonlarinin kullanilmasinin nedenleri ifade edilerek, tezin kapsami ve amaci aci

klanmustir.

Tezin ikinci boliimiinde ¢o6ziilecek denklemlerin literatiir taramasi ile ¢oziim
yontemi ile ilgili bilgi verilmistir. Ardindan {izerinde ¢alisilan dalgalar ile bu dalgalarin
kullanim alanlar1 konularina deginildikten sonra agirlikli rezidiiler yontemi, sonlu elemanlar
yontemleri, spline fonksiyonlar ve trigonometrik B-spline fonksiyonlar hakki ve NLS

denklemleri ile ilgili tanimlama yapilmstir.

Sonraki boliimlerde sirasiyla kiibik trigonometrik B-spline en kii¢iik kareler yontemi
kullanilarak AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemlerinin sayisal ¢éziimleri, daha
once yapilan calismalar ile kiyaslama yapilabilmesi amaciyla, ¢esitli test problemleri
iizerinde ¢aligilarak yontemin yeterliligi sinanmistir. Ayrica elde edilen sonuglar grafikler

ve cizelgeler yardimiyla yorumlanmustir.

Son iki boliimiinde ise ¢alismada elde edilen veriler 6zetlenerek tartisilmis ve sonraki

arastirmalar i¢in Onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Kismi diferensiyel denklem, soliton, solitary dalga,
trigonometrik B-spline, sonlu elemanlar yontemi, en kiigiik kareler yontemi, AD denklemi,
RLW denklemi, Burgers denklemi, Fisher denklemi, NLS denklemi.
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SUMMARY

This doctoral dissertation consists of nine chapters, focusing on the finding the
numerical solutions of AD, RLW, Burgers, Fisher and NLS equations by using the
trigonometric B-spline least squares method.

In the introduction part, the importance of waves and wave equations in science,
why there are many analytical methods for solving these equations, why numerical solution
methods are needed, and the reasons for using trigonometric B-spline functions in the

solution method are explained, and the scope and purpose of the thesis are explained.

In the second part of the thesis, information about the solution method with literature
review of the equations to be solved is given. Then, after mentioning the waves studied and
the areas of use of these waves, basic information about the weighted residual method, finite
element methods, spline functions and trigonometric B-spline functions are given. Finally, a
definition has been made for AD, RLW, Burgers, Fisher and NLS equations.

In the following chapters, numerical solutions of AD, RLW, Burgers, Fisher and NLS
equations using the trigonometric B-spline least squares method, respectively, in order to
make comparisons with previous studies, by working on various test problems. The adequacy
and validity of the method has been tested. In addition, the results obtained were interpreted

with the help of graphics and charts.

In the last two sections, the data obtained in the study were summarized and discussed,
and suggestions were made for further studies.

Keywords: Partial differential equation, soliton, solitary wave, trigonometric
B-spline, finite element method, least squares method, AD equation, RLW equation,

Burgers equation, Fisher equation, NLS equation.
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1. GIRIS VE AMAC

Bilimsel ¢alismalar genellikle dogada kargilagtigimiz olay ve olgulari anlamlandirma
¢abasin icerir. Bu amacla deney, gozlem ve modelleme gibi yontemler kullanmakta
ve bunlarin sonucunda anlamlandirilmas: gereken pek cok veri ortaya ¢ikmaktadir.
Bilimsel calismalardan elde edilen verilerin analiz edilmesi ve gegerliliginin kontrolii
ancak sayisal olarak ifade edilmesi ile miimkiindiir. Bir bilimsel ¢aligmanin sayisal
verilere dayanmasi gerekliligi, tiim bilimlerin matematige olan ihtiyacim1 ortaya
cgikarmaktadir. Matematik bilimi bu anlamda pozitif bir bilim olmamas ile birlikte
diger bilim dallarina kullanmalari igin enstriimanlar saglamaktadir.  Doga da
kargilagilan degigsimin modellenmesi agsamasinda yararlanilan adi ve kismi tiirevli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri bu anlamda 6nem kazanmaktadir. Bu asamada
elde edilen diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin karmagiklig1 arttikca analitik
¢oziim elde etmek zorlagsmakta, hatta bazi durumlarda miimkiin olamamaktadir. Bu
durumlarda ¢oziim icin yaklagik sonuclarin bulunabilecegi niimerik yontemler 6n plana
gikmaktadir. Bu amacla pek ¢ok yontem gelistirilmis olup, son yillarda oldukca genis
uygulama alani bulan sonlu elemanlar yontemi énem kazanmaktadir. Baslica sonlu
elemanlar yontemleri olarak; Galerkin, Petrov-Galerkin, Kolokasyon, Subdomain ve
En Kiigiik Kareler sayilabilir. Bu anlamda iizerinde ¢alismak i¢in bes farkli dalga

denklemi segilmistir.

Dalgalar ve dalga denklemleri konusu; Pisagorun (M.O. 560-480) miizik
aletlerindeki teller ve tel uzunluklar1 arasindaki iligkiyi incelemesinden baglayarak
giiniimiize kadar siiren ve fizik, miihendislik ve uygulamali matematik gibi bilimsel
alanlarin oldukca yogun bir sekilde iizerinde g¢alisageldikleri bir konu olmustur. Dalga,
enerjinin taginimini saglayan titregim olarak, matematiksel denklemlerle ifade edilebilir.
Dalgalar; bir ortam araciligiyla yayilan mekanik dalgalar ve yayilmak icin bir ortama
gereksinim duymayan elektromanyetik dalgalar olmak iizere, iki temel cegit icermekle
birlikte farkli 6zelliklerine gore de simiflandirilabilir. Bunun yaninda dalga hareketleri;
hiperbolik kismi diferensiyel denklemlerle ifade edilen hiperbolik dalga hareketi ve
hareket denklemi yerine ¢oziimiin karakteristigi ile ifade edilen dispersif dalga hareketi

olmak iizere iki ana tiir olarak ele almabilir (Whitham, 1974).



Dalga hareketlerini modellemek icin kullamilan denklemlerin elde edilmesi ve bu
denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi oldukca zor ve karmasik prosediirler icermektedir.
Denklemlerin ¢oziimii ile ulagilmak istenen , hareket halindeki dalganin belirli
bir andaki konumunu bulmaktan ibarettir. Bu caligmada test problemi olarak;
AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemleri kullanilacaktir. Bu denklemlerin
yaklagik c¢oziimleri icin orjinal denklem ile yaklagik ¢oziim arasindaki farkin
minimuma indirilmesini amaclayan, agirlikli reziidiilerin kullanildigi sonlu elemanlar
yontemleri konusunda bilgi verilecektir. Agirlikli reziidiiler kullanan sonlu elemanlar
yontemlerinden, asil denklemin analitik ¢oziimii ile yaklagik sonucu arasindaki farkin
karesinin minimize edilmesini amaclayan en kiiciik kareler yontemi, c¢aligmamizda
iizerinde durulucak ana konudur. Ayrica yontem igerisinde kullanilan, agirhik ve
deneme fonksiyonlarinin se¢imi belirleyici bir faktordiir. Bu anlamda hesaplamada
kolaylik saglayan spline fonksiyonlarimin kullanimi avantajlidir. Spline fonksiyonlar
diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica sonlu baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
Belirli derece ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon, ayni derece ve diizgiinliikteki
B-spline fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu ile gosterilebilir (De Boor, 1978).
Bu sebeple de B-spline fonksiyonlar, spline fonksiyonlar icin birer taban olustururlar.
Dolayisiyla kullanilacak olan trigonometrik B-spline’lar, trigonometrik Spline’lar igin

bir taban olustururlar.

Sonlu elemanlar yontemleri ile trigonometrik B-splinelerin kullanildigi ¢aligmalar
bulunmasina ragmen, en kiigiik kareler yontemiyle birlikte kullanimina yapilan literatiir
taramasi neticesinde rastlanmamigtir. Bu calismada ele alinan test problemlerinden
elde edilen sonuclar cizelgeler halinde diizenlenmistir. Bu cizelgelerde yaklagik
sonuclar ile onceki calismalarda elde edilen analitik c¢oziimler karsilagtirilmigtir. Bu
karsilagtirmalardan elde edilen veriler 1g1¢1nda; sonuclar ve bulgular kisminda yontemin

etkinligi ile ilgili degerlendirmelerde bulunulmustur.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Bu boliimde, spline, B-spline ve trigonometrik B-spline fonksiyonlar: ile tizerinde
caligilacak olan denklemler olan AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemleri ile ilgili
literatiirde yapilmis bazi caligmalardan bahsedilecektir. Ardindan, ¢calismada kullanilan
temel kavramlar hakkinda kisa bilgi verilecek ve denklemlerin sayisal ¢oziimiinde

kullanmlacak yontem ile ilgili baz1 aciklamalar yapilacaktir.

Sayisal yontemlerde, parcali fonksiyonlar ve polinom yaklagimlar: siklikla
kullanilagelmistir. Ilk olarak Schoenberg (1946) makalesinde parcali polinom yaklagimi
olarak spline fonksiyonlardan bahsetmistir. Bilgisayar teknolojisinin zamanla gelismesi,
spline fonksiyonlarin kullanim alaninin geniglemesini saglamigtir. Zaman iginde
polinom interpolasyonunun da yerine kullanilan spline fonksiyonlar1 iizerine yapilan
calismalar ile belli bir derecedeki bir spline fonksiyonunun, aymi dereceye sahip
B-spline’larin lineer bilegimi olarak yazilabilecegi ifade edilmigtir (De Boor, 1978).
Bununla birlikte, Schoenberg (1964) trigonometrik B-spline ve McCartin (1981) iistel

B-spline gibi baz1 B-spline cesitleri iizerine ¢aligmalar yapmiglardir.

Sayisal yontemlerde ve egri tasariminda kullanmilan trigonometrik spline
fonksiyonlar: ilk olarak Schoenberg (1964) galismasinda goriilmektedir. Koch (1988)
caligmasinda trigonometrik B-spline fonksiyonlarini, polinom B-spline fonksiyonlarini
kullanarak elde etmistir. Lyche ve Winter (1979) trigonometrik B-spline fonksiyonlarini
trigonometrik boliinmiis farklar yontemi yardimiyla elde etmiglerdir.  (Nikolos,
2004) galhismasinda kuadratik trigonometrik spline fonksiyonlarimi kullanarak bir
baglangi¢ deger problemini sayisal olarak ¢ozmiigtiir. (Nikolos ve Seimenis, 2005),
trigonometrik spline fonksiyonlar yardimiyla lineer olmayan dinamik sistemler icin
¢oziim onerisinde bulunmuglardir. (Hamid vd. 2010) ikinci dereceden lineer siir
deger problemini kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini kullanarak interpolasyon
yontemi ile ¢ozmiistiir. (Abbas vd., 2014 a,b) kiibik trigonometrik B-spline yaklagimi
ile hiperbolik problemler, dalga denklemi ve klasik olmayan difiizyon problemleri
iizerine yaptiklar1 caligmalarda, zaman ayrigtirmasini Crank-Nicolson yontemi ile

yaparak kolokasyon metodunu uygulamiglardir. (Dag vd., 2014) Burgers denklemini



kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlari ile kolokasyon metodu kullanarak sayisal
¢Oziimiinii elde etmiglerdir. (Ay vd., 2015) quadratik trigonometrik B-spline subdomain
Galerkin yontemiyle Burgers denklemini yaklagik olarak ¢ozmiiglerdir. (Alshomrani
vd., 2016) Modifiye trigonometrik B-spline kullanarak kolokasyon metodu ile hiperbolik
tip dalga denklemlerinin modellemesi iizerine ¢aligmiglardir. (Nazir vd., 2016) yeni
kiibik trigonomerik B-spline yaklagimi ile adveksiyon-difiizyon problemlerinin sayisal
¢Oziimii tizerine gahigsmiglardir. (Ersoy ve Dag, 2016) lineer olmayan Burgers denklem
sistemini kiibik trigonometrik B-spline sonlu elemanlar metodu ile sayisal ¢oziimii
tizerine caligmuglardir. (Yaseen vd. 2017 a) Kesir zamanh difiizyon dalga denklemi
i¢in kiibik trigonometrik B-splinelara dayali sonlu fark semasimi vermiglerdir. (Yaseen
vd. 2017 b) kesir tiirevli sub-difiizyon denklemlerine kiibik trigonometrik B-spline
kolokasyon yaklagimini uygulamiglardir. Galerkin sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
RLW denkleminin sayilasal ¢oziimii, kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (Irk
ve Keskin, 2016), kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (Irk ve Keskin,
2017) ve kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (Irk vd., 2019), yardimiyla
elde edilmigtir. (Onarcan vd., 2018) reaksiyon-difiizyon denklem sistemini kiibik
trigonometrik B-spline kolokasyon metodunu kullanarak sayisal olarak cozmiisler
ve lineerlegtirme i¢in Rubin-Graves yontemini kullanmiglardir. (Jiwari vd., 2019)
kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini lineer olmayan parabolik problemlerin
simiilasyonu i¢in kullanmiglardir. (Yousaf vd., 2020) yeni kiibik trigonometrik B-spline
yaklagimina dayali Hermite formiilii ile konveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal
¢oziimiin elde etmiglerdir. Ayrica trigonometrik spline’lar egri dizaym ve goriintii
enterpolasyonu icin de kullamlmiglardir (Koch vd., 1995; Walz, 1997; Han, 2003, 2006;
Hussain vd., 2017).

AD denklemi akigkanlar dinamiginde bir c¢ok siirecin modellenmesi icin
kullanilmistir. Ornegin, havada ve suda kirletici maddelerin hareketlerinin tanimlamak
amaciyla kullamlmigtir (Zlatev vd., 1984), (Chatwin ve Allen, 1985). Baslangi¢ ve
siir gartlarmin karigik olmas ile yatay akim (advection) teriminin baskin olmasindan
dolay1 AD denkleminin analitik ¢éziimiiniin bulunmasi kolay degildir. Bu nedenle AD
denklemini ¢ozmek icin cesitli niimerik metotlar gelistirilmigtir. Bu niimerik metotlarin

bircogunda AD denkleminin sayisal ¢oziimleri i¢in spline fonksiyonlar: kullanilmigtir.



Pepper vd. (1979) ve Okamato vd. (1998) tek boyutlu bir AD denkleminin sayisal
¢oziimiinii Quasi-Lagrange kiibik spline metodu kullanarak aragtirmiglardir. Ahmet
(2000) ile Ahmad ve Kothyari (2001) tek boyutlu AD denklemini, adveksiyon terimi
icin Crank-Nicolson yontemini kullanarak g¢ozmiiglerdir. Gardner ve Dag (1994)
AD denklemini c¢ozmek ic¢in kiibik B-spline Galerkin metodunu kullanmiglardir.
Ayrica kiibik B-spline kollakasyon metodu da AD denkleminin sayisal ¢oziimii igin
onerilmisgtir (Goh vd., 2010, 2012), (Dag vd., 2006) ¢alismasinda AD denkleminin
sayisal ¢oziimii i¢in en kiiciik kareler B-spline sonlu elemanlar metodu kullanilmigtir.
Kapoor ve Dhawan (2010) ile (Dhawan vd. 2011, 2012) AD denkleminin sayisal
¢oziimiinii kiibik /kuadratik B-spline en kiigiik kareler sonlu elemanlar kullanarak
yapmiglardir. Kiibik ve kuadratik B-spline Taylor/Galerkin metotlar1 ile denklemin
saywisal ¢oziimii (Dag vd., 2011) ¢alsmasinda verilmigtir. AD denklemini ¢tzmek
icin spline fonksiyonlariyla karakteristik metotlar onerilmigtir. Szymkiewicz (1993),
sonlu elemanlar ve spline fonksiyonlarimi kullanarak AD denkleminin ¢oziimiinii
bulmugtur. Funara ve Pontrelli (1999) kolokasyon diigiimlerinin ¢oziimiine yonelik
spline tahminiyle AD denklemin ¢ozmiiglerdir. (Zoppou vd., 2000) ¢alismasinda AD
denklemi spline interpolasyonu yoéntemi ile ¢ozmiigtiir. Olugturulan AD denkleminin
niimerik ¢oziimleri kiibik B-spline diferansiyel kuadrature metotla Korkmaz ve Dag
(2012)’nin ¢aligmasinda verilmigtir. Kuadratik Galerkin sonlu elemanlar metodu ile
AD denkleminin ¢oziimii (Bulut. vd, 2013) ¢ahismasinda verilmigtir. AD denkleminin
niimerik ¢oziimii genisletilmis B-spline fonksiyonlar: iizerinde kolokasyon metodu ile

(Irk vd., 2014) yayminda ¢oziilmiigtiir.

RLW denklemi iizerinde pek ¢ok calisma yapilmigtir. Siklikla niimerik caligmalarda
kullanilan denklem, ilk olarak tek yonlii zayif dogrusal olmayan ve zayif dispersif
su dalgalarinin yayilmasimi modellemek igin Peregrine (1966) tarafindan onerilmis
olup, ¢alismasinda sonlu farklar metodu kullanarak ilk niimerik ¢oziimii de vermistir.
Benjamin vd.  (1972) RLW denkleminin KdV (Korteveg-de Vries) denklemine
benzerligini belirterek bu denklemin bir alternatifi olarak ele almistir. FEilbeck ve
McGuire (1975) (1977) RLW denkleminin niimerik ¢oziimii igin birinci ve ikinci
mertebeden ii¢ adimli sonlu fark metotlar: iizerinde caligmiglar ve bu metotlar

ayrintilandirmiglardir.  Padam ve Iskandar (1979) sonlu farklar metodu kullanarak



denklemin ¢oziimiinii elde etmislerdir. Alexander ve Morris (1979) RLW denkleminin
niimerik ¢oziimiinii kiibik spline kullanarak Galerkin metodu ile bulmuslar ve Fourier
analizi yardimiyla stabilize analizi yapmislardir. Gardner L.R.T ve Gardner G.A
(1990) kiibik spline sekil fonksiyonlari ile Galerkin sonlu elemanlar metodu yardimuyla
denklemi ¢ozmiiglerdir. Gardner vd. (1995) RLW denkleminin, kuadratik B-spline
fonksiyonlari ile sonlu elemanlar metodu yardimiyla ¢oziimiinii arastirmiglardir. Bona
ve Bryant (1972) denklem iizerinde yaptiklar1 ayrintih galigmada ¢oziimiin varhg ve
tekligini vermiglerdir. Chang vd. (1991) dispersif dalgalar i¢in korunumlu fark semasi
vermislerdir, ayrica yontemin yakinsama ve kararlilik durumlarini incelemislerdir. Jain
vd. (1993) denklemi pargalayarak kiibik spline fonksiyonlar: ile sonlu farklar metodu
kullanarak ¢oziimii aragtirmiglardir. Gardner vd. (1996) RLW denklemini lineer
konum-zaman sonlu elemanlar1 kullanarak en kiiciik kareler yontemiyle niimerik olarak
¢ozmiig ve dogrulugunu kiibik spline sonlu fark ve kuadratik B-spline sonlu elemanlar
metotlar ile kiyaslamiglardir. Gardner vd. (1997) kuintik B-spline fonksiyonlar ile
Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak RLW denkleminin ¢oziimiinii elde
etmiglerdir. Bhardwaj ve Shankar (2000) RLW denklemini parcalayarak kuintik spline
fonksiyonlar1 ile sonlu farklar metodunu kullanarak c¢oziimiinii arastirmislar, ayrica
hata ve stabilize analizi de yapmglardir. Dag (2000) kuadratik B-spline fonksiyonlari
ile en kiiciik kareler sonlu elemanlar metodu kullanarak denklemi ¢ozmiigtiir. Dag
ve Ozer (2001) kiibik B-spline fonksiyonlar1 ile en kiigiik kareler sonlu elemanlar
metodu ile denklemin ¢oziimii iizerinde galigmiglardir. Zaki (2001) RLW denklemini
parcalayarak kiibik B-spline sekil fonksiyonlar1 ile Bubnov-Galerkin sonlu elemanlar
metodu kullanarak ¢oziimii aragtirmigtir. Dogan (2001, 2002) galismalarinda kuadratik
B-spline fonksiyonlar1 ile Petrov-Galerkin ve lineer sekil fonksiyonlar ile Galerkin
metotlarin1 kullanarak RLW denklemi igin niimerik ¢oziimler dnermigtir. Soliman
ve Raslan (2001) kuadratik B-spline gekil fonksiyonlarimi béliinme noktalarmin orta
noktalarinda kullanmak suretiyle kolokasyon metodu ile ¢coziim ¢nermiglerdir. Dag vd.
(2003) RLW denklemini pargalayarak diferensiyel denklem sistemi elde etmisler ve bu
sisteme kuadratik ve kiibik B-spline fonksiyonlar1 ile kolokasyon metodu uygulayarak
niimerik ¢oziim elde etmiglerdir. Dag vd. (2004) RLW denklemini ¢ozmek igin kiibik
B-spline fonksiyonlar1 ile kolokasyon metodunu kullanmuglardir. Saka vd. (2004)

RLW denklemini kuadratik B-spline fonksiyonlar: ile Galerkin sonlu elemanlar metodu



araciligl ile ¢ozmiiglerdir. Irk vd. (2005) kiibik spline kolokasyon metodu ile denklemi
¢ozmiiglerdir. Soliman ve Hussien (2005) septik spline fonksiyonlar ile kolokasyon
metodu kullanarak denklemin ¢oziimiinii elde etmislerdir. Raslan (2005) kiibik B-spline
sekil fonksiyonlari ile kolokasyon metodu kullanarak ¢oziimii arastirmistir. Saka ve Dag
(2005) RLW denklemini pargalamiglar ve kiibik B-spline fonksiyonlar: ile kolokasyon
metodunu kullanarak ¢oziimii elde etmiglerdir. Esen ve Kutluay (2006) kuadratik
B-spline fonksiyonlar1 ile Lumped Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak RLW
denkleminin ¢oziimiinii aragtirmiglardir.  Dag vd. (2006) kuintik B-spline sekil
fonksiyonlar: ile Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak ¢oziimii bulmuslardir,
ayrica zaman parcalanmasi iginde ayni metodu kullanmay1 onermislerdir. Saka ve
Dag (2007, 2008) kuartik B-spline fonksiyonlar: ile kolokasyon metodunu ve Galerkin
sonlu elemanlar metodunu kullanarak denklemin ¢6ziimii iizerinde caligmiglardir.
Saka vd. (2008) kuintik B-spline fonksiyonlar ile kolokasyon metodunu kullanarak
RLW denkleminin ¢oziimiinii elde etmislerdir. Saka vd. (2011) RLW denkleminin
¢oziimii icin septik ve sektik B-spline fonksiyonlar1 kullanarak kolokasyon metodu
ile aragtirmugtir.  Irk (2012) konum ayrigtirmasim kuintik B-spline fonksiyonlar
ile kolokasyon metodunu kullanarak yapmis, ayrica zaman ayristirmasi i¢in Adams
Moulton metodunu 6nermigtir.  Gorgiilii vd.  (2015) RLW denkleminin sayisal
¢oziimiinii Galerkin metodu ile elde etmigler ve gekil fonksiyonu olarak iistel B-spline
kullanmiglardir.  Keskin (2016) yaptigr doktora tez galigmasinda RLW denkleminin
¢oziimil icin trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanarak Galerkin metodu ile elde
etmistir. Sun ve Wang (2017) RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii Galerkin metodu

ile elde etmigler ve hata analizini yapmislardir.

Burgers denklemi ilk olarak Bateman (1915) akigkanlarin hareketleri ile ilgili
makalesinde deginilmistir. Denklemin yayginlagsmasi ise tiirbiilansin modellenmesi
icin kullanilmas: ile olmugtur (Burgers, 1948). Bununla birlikte 1s1 iletimi (Cole,
1951), sayilar teorisi (Van der Pol, 1951), gazlarim dinamigi, aerodinamik, ses yayilimi
(Lighthill, 1952), elastikiyet (Pospedov, 1966) gibi alanlarda gesitli problemlerin
modellenmesinde kullanilmigtir. Lineer olmayan terimden dolayr Burgers denklemi,
denkleme ismini veren J.M. Burgers (1939), Navier-Stokes denkleminin sadelegtirmesini

iceren calismalarda bu denklemden yararlanmigtir.



Burgers denklemi lineer olmayan bir denklem olmasina ragmen analitik ¢oziimii
mevcut olan az sayida diferensiyel denklemden biridir. Ayrica Navier-Stokes denklemi
gibi ¢oziimii olduk¢a karigik olan bir denkleme benzerligi, denklemin niimerik
calismalarda calisilan metodun kararlilik ve dogrulugunun test edilmesine yardimci

olmasi gibi sebeplerden, denklem ile ilgili pek cok calisma mevcuttur.

Hopf (1950) ve Cole (1951) birbirinden ayr1 ayr1 denklemi lineer difiizyon denklemi
seklinde ifade etmek suretiyle analitik ¢oziim elde etmislerdir. Fakat kiiciik viskozite
degerleri icin sonsuz seriler icermesi, analitik ¢oziimiin yavag yakinsamasina neden
olmaktadir. Bu nedenle denklemin, etkili niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesi 6nem

kazanmaktadir.

Burgers denkleminin ¢oziimii icin pek ¢ok niimerik metot kullanilmistir. Bunlarin
baglicalar1 sonlu farklar, sonlu elemanlar, agirlikhi rezidii, Chebychev ve Legendre
spektral yontemleri olarak sayilabilir. Rubin ve Khosla (1976) Burgers denkleminin
kiibik spline fonksiyonlari ile kolokasyon metodu kullanarak ¢oziimiinii aragtirmiglardir.
Jain ve Holla (1978) kiibik spline fonksiyonlar1 ile sonlu farklar metodu kullanarak bir
ve iki boyutlu Burgers denkleminin ¢oziimiinii aragtirmiglardir. Jain ve Lohar (1979)
Burgers denklemini iki parcaya ayirmak suretiyle ¢oziimii kiibik spline fonksiyonlar:
ile sonlu farklar metodu kullanarak aragtirmiglardir. Varoglu ve Finn (1980) agirhikh
rezidii formiilasyonuna dayali sonlu elemanlar metodunu kullanmistir. Christie vd.
(1981) kuadratik sekil fonksiyonlar1 ile Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodu
kullanarak Burgers denklemini ¢ozmiigtiir. Caldwell vd. (1981) Galerkin sonlu
elemanlar metodu ile niimerik ¢oziimii aragtirmiglardir. Herbest vd. (1982) lineer
ve kiibik gekil fonksiyonlari ile Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak
Burgers denkleminin ¢oziimii iizerinde ¢ahigsmigtir. Fletcher (1983) ¢aligmasinda lineer,
kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlar: ile sonlu elemanlar ve ii¢, bes ve yedi noktal
sonlu farklar metotlarim kullanarak Burgers denklemini ¢ozmiis ve elde ettigi sonuclar
kargilagtirmigtir.  Evans ve Abdullah (1984) Burgers denkleminin ¢oziimiinii sonlu
farklar metoduna dayali agik grup metodunu kullanarak yapmuislardir. Nyugen ve
Reymann (1982) lineer gekil fonksiyonlar ile en kiigiik kareler metodu kullanarak
¢oziimii elde etmiglerdir. Ali vd. (1992) kiibik spline fonksiyonlar1 ile kolokasyon

metodunu, (1990) kuadratik B-spline fonksiyonlar: ile Galerkin metodunu kullanarak



¢oziim {izerine galigmalar vermiglerdir. Kakuda ve Tosaka (1990) genellestirilmis
sinir elemanlar1 yaklagimi ile Burgers denkleminin niimerik ¢oziimiinii aragtirmiglardir.
Iskandar ve Mohsen (1992) Burgers denklemini iki pargaya ayrarak ve sonlu farklar
metodu ile ¢oziim Onermiglerdir. Jain vd. (1995) Burgers denklemini ii¢ parcaya
ayirmig ve kiibik spline ile sonlu farklar metodunu kullanarak c¢oziim iizerinde
caligmiglardir. Dang-Vu ve Delcarte (1995) Chebyshev pseudospektral ve tau spektral
coziimii aragtirmuglardir. Ozis ve Ozdes (1996) direkt varyasyonel metotlarin Burgers
denklemine uygulamasini vermiglerdir. Kutluay vd. (1999) agik ve tam agik sonlu
farklar yaklagimu ile ¢oziimii aragtirmigtir. Gardner vd. (1997) kuadratik B-spline
fonksiyonlar: ile Petrov-Galerkin metodunu kullanarak ¢oziim onermistir. Katsuhiro
(1997) farkli bir sonlu fark metodu kullanarak ¢oziim elde etmistir. Hon ve Mau (1998)
Multi kuadrik metot ile yiiksek mertebeden sonlu elemanlar metotlarina gore daha hizh
yakinsayan bir niimerik ¢oziim 6nermigtir. Lin ve Zhou (2001) katsay1 baglantilari
ve interpolasyon yontemi aracihigi ile denklemin c¢oziimiini arastirmustir. Ozis vd.
(2003) Galerkin sonlu elemanlar yaklagimi ile ¢oziimii aragtirmigtir. Aksan (2005)
zaman ayrigtirmasina dayali sonlu elemanlar metodu kullanarak c¢oziimii bulmustur.
Abdou ve Soliman (2005) varyasyonel iterasyon yontemi ile denklemi ¢ozmiiglerdir.
Darvishi ve Javidi (2005) pseudospektral metot ile ¢oziim elde etmiglerdir. Abbasbandy
ve Darvishi (2005) Burgers denkleminin ¢oziimii i¢in modifiye Adomian metodunu
kullanmglardir. Ozis ve Aslan (2005) Burgers denkleminin biiyiik Reynolds sayilarim
iceren yani ¢ok kiiciik viskozite sabiti degeri i¢in niimerik ¢oziimii arastirmiglardir.
Bahadir ve Saglam (2005) sonlu farklar ve simir eleman yaklagimlarinin birlegimi bir
yontem ile bir boyutlu Burgers denkleminin ¢oziimiinii vermiglerdir. Dag vd. (2005)
kiibik B-spline fonksiyonlar: ile kolokasyon metodu kullanarak denklemi ¢ozmiiglerdir.
Giilsu ve Ozis (2005) Burgers denkleminin niimerik ¢oziimiinii kisith Taylor acilimi
metodu kullanarak gerceklegtirmiglerdir. Hassanien vd. (2005) dérdiincii mertebeden
sonlu fark metodu ile denklemin ¢oziimiinii aragtirmigtir.  Kutluay vd.  (2004)
kuadratik B-spline fonksiyonlari ile en kiiciik kareler sonlu elemanlar metodunu
onermiglerdir.  Kutluay ve Esen (2004) yigilmali Galerkin metodunu kullanarak
¢oziimii bulmustur. Aksan ve Ozdes (2004) zaman ayristirmasi tizerine kurulu olan
varyasyonel metot ile Burgers denkleminin ¢oziimii iizerinde calismiglardir. Dag vd.

(2005) kuadratik ve kiibik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin metodunu kullanarak
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denklemi ¢ozmiislerdir. Ozis vd. (2005) kuadratik B-spline fonksiyonlar ile Galerkin
sonlu elemanlar metodunu kullanarak ¢oziim elde etmiglerdir. Ramadan vd. (2005)
septik B-spline fonksiyonlar: ile kolokasyon metodu ile ¢oziimii arastirmistir. Aksan
(2006) zaman ayrigtirmasina dayal kuadratik B-spline ile sonlu elemanlar metodunu
kullanarak ¢oziimii aragtirmugtir.  Giilsu (2006) sonlu fark metoduna kisith Pade
yaklagimini adapte ederek ¢oziim énermigtir. Kadalbajoo vd. (2005) bir parametreli
diizgiin kapal fark semasi ile, Kadalbajoo ve Awasthi (2006) Hopf-Cole doéniigiimii
uygulayarak Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi ile Burgers denkleminin ¢oziimii
iizerinde caligmiglardir. Ramadan vd. (2007) polinom olmayan spline yaklagimi
ile ¢oziimii aragtirmiglardir.  Saka ve Dag (2008) kuintik B-spline fonksiyonlar
ile kolokasyon metodunu kullanarak Burgers ve modifiye Burgers denklemlerinin
¢oziimiinii elde etmislerdir. Inc (2008) homotopi analiz metodu kullanarak denklemin
¢Ozlimiinii vermistir. Sar1 ve Giirarslan (2009) altinci dereceden kompakt sonlu fark
semalar1 yardimiyla ¢oziim elde etmiglerdir. Zhu ve Wang (2009) kiibik B-spline
fonksiyonlari ile quasi-interpolasyon metodunu kullanarak c¢oziimii bulmuslardir. Irk
(2009) sektik B-spline fonksiyonlar: ile kolokasyon metodu kullanarak modifiye Burgers
denkleminin ¢dziimiinii bulmustur. Khalifa vd. (2010) Burgers denkleminin ¢tziimiinii
Chebychev ve Legendre polinomlarina dayali spektral metotlar ile arastirmiglardir.
Asaithambi (2010) Taylor seri agilimma dayali otomatik farklhlagtirma metodunu
¢oziim igin Onermistir. Abazari ve Borhanifar (2010) diferensiyel transformasyon
metodu ile Burgers ve coupled Burgers denklemlerini ¢ozmiiglerdir.  Altiparmak
ve Ozis (2011) carpanlara ayrilmis kosegen Pade yaklasimimm kullanarak Burgers
denkleminin niimerik ¢oziimiinii yapmglardir. Dag vd. (2011) B-spline fonksiyonlar
ile Taylor-Galerkin ve Taylor-kolokasyon metotlarin1 kullanarak niimerik c¢oziim
elde etmiglerdir. Korkmaz ve Dag (2011) polinom tabanh diferensiyel kuadrature
metodu ile Burgers denklemini ¢ozmiiglerdir. Korkmaz ve Dag (2011) Burgers
denklemini Sinc diferensiyel kuadrature metodu kullanarak c¢ozmiiglerdir. Mittal
ve Jain (2012) modifiye kiibik B-spline kolokasyon metodu kullanarak denklemin
¢Oziimiinii aragtirmiglardir. Soliman (2012) kiibik B-spline ile Galerkin sonlu elemanlar
metodunu kullanarak ¢oziimii elde etmigtir. Zhang ve Wang (2012) kompakt sonlu fark
semalar1 yardimiyla ¢oziim onermigtir. Jiwari (2013) Burgers denkleminin ¢oziimii

icin agirlikli ortalama diferensiyel kuadrature yontemiyle sayisal bir sema vermistir.
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Korkmaz ve Dag (2013) kiibik B-spline ile diferensiyel kuadrature metodu kullanarak
denklemin ¢oziimiinii vermigler ve kararlilik analizi yapmiglardir. Mittal vd. (2013)
Burgers denklemi igin diferensiyel kuadrature metoduna dayali sayisal bir sema
vermiglerdir. Inan ve Bahadir (2014) Crank-Nicolson {istel sonlu fark metodu ile

¢oziimii aragtirmiglardir.

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) istatistiksel prosediirlerin bilimsel deneylerin
tasarimina uygulanmasina onciilitk eden ingiliz istatistik¢i ve genetikcidir. Matematik
ve astronomi egitimi olmasina ragmen, asil caligmalarimi istatistik ve biyoloji
alanlarinda gerceklestirmistir.  Istatistik alaninda yeterlilik, yardimc istatistik,
maksimum olabilirlik, varyanslar analizi, ayirici analiz ve Fisher biligimi gibi bircok
temel kavram ve konuyu ortaya atmistir. 1928’de yayimnladigi makale ile niifus icinde
gen cokluluk dagiliminin hesaplanmasi icin difiizyon denklemlerini kullanmasi modern
niceliksel genetik biliminin dogumu sayilmaktadir. Bu anlamda Fisher’in "Hemen
hemen tek bagina modern istatistigin temellerinin kurucusu" oldugu iddia edilir (Hald,

1998).

Fisher 1936 yilindaki caligmasinda, denklemi avantajhi bir se¢cim yogunluguna sahip
bir mutant genin yayilmasi i¢in bir model olarak ¢nermigtir. Ayni denklem alev
yayilhiminda dallanan Brownian hareket siirecinde ve niikleer reaktor teorisinde de
ortaya gikar (Canosa, 1969). Ablowitz ve Zepetella (1979) ¢aligmalarinda denklemin
ozel dalga hizlar: i¢in ¢oziimiinii vermislerdir. Denklemin sayisal ¢oziimleri iizerine de
pek ¢ok galisma yapilmigtir. Al-Khaled (2001) galigmasinda Sinc kolokasyon metodu
kullanmigtir.  Zhao ve Wei (2003) galigmalarinda ayrik singiiler déniisiim yontemi
kullanmiglar ve bunu ii¢ farkli metot ile kargilagtirmiglardir. Qiu ve Sloan (1998)
hareketli ag metodu kullanarak denklemin sayisal ¢oziimiinii bulmusglardir. Sahin
vd. (2008) Fisher denklemini kuartik B-spline kullanarak ¢ozmiiglerdir. Dag vd.
(2010) kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kullanarak Galerkin yontemiyle denklemin
¢oziimiinii galigmiglardir. Dag ve Ersoy (2016) denklemin ¢oziimii igin iistel kiibik
B-spline algoritmas1 kullanmiglardir. Chandraker vd. (2015) galismalarinda sonlu
farklar yontemi kullanarak Fisher denkeminin sayisal ¢6ziimiinii bulmuslardir. Mehnaz
(2016) agsiz ¢izgi metodu kullanarak denklemin ¢oziimii iizerine galigmigtir. Dag

ve Gorgiilii (2017) iistel B-spline Galerkin yontemiyle denklemin ¢oziimiinii elde
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etmiglerdir. Balyan vd. (2020) ¢aligmalarinda pseudospectral metodunu kullanmuglar,

ayrica yontemin kararhlik analizini yaparak yiiksek dogrulukta ¢oziim elde etmislerdir.

Bilim adamlar1 NLS denklemi ile de oldukga ilgilenmiglerdir. Bunun nedeni
fizik, kimya, biyoloji, ekonomi gibi pek cok alandaki durumlarin bu denklemler
ile modellenebilmesidir. Denklemi ilk bulan Avusturyali bilim adami Erwin
Schrodinger’dir. 1967 yilinda da ilk defa Benney ve Newell tarafindan zayif dalga
paketleri i¢in bu denklem verilmigtir ve 1968’de Zakhorav tarafindan Benney ve
Newell’den bagimsiz olarak bu denklem zayif dalga paketleri icin tekrar iiretilmistir.
Dalga fonksiyonunun konum ve zamana bagh degisimini gosteren NLS denklemi; optik
titresimlerin yayilmasi, su ve plazma ortamindaki dalgalarin yayilmasi, tek bir dalganin
kendi kendine modiilasyonunda, lineer olmayan optiklerin kendi kendine tuzaklanma
olaylarinda, bir katida nabiz 1sisinin yayilmasinda, siiper iletkenligin Ginzberg-Landau
denklemi ile tanimlanmasi gibi pek ¢ok konuda kullanilmaktadir. Ayrica bazi kesin
durumlar i¢in bu denklemin ¢oziimleri atomik, niikleer, yogunlagmis ve yiiksek enerjili
fizik ile pargacik fiziginde 6nemli uygulamalara sahiptir (Tezcan ve Sever, 2008).
NLS denkleminin coziimiinde yeterince biiyiik x’ler icin tiirevleri goz ardi edilen bir
u(x,tg) ve onun baglangic kogulu kullamlarak ters sagilma metodu geligtirilmis ve
denklem analitik olarak ¢oziilmiigtiir (Karpman vd.,1969; Zakharov vd., 1972; Scott
vd., 1973). Bu metot kompakt destek baslangi¢ verileri i¢in uygulanabilir oldugundan
NLS denkleminin teorik ¢oziimii genel baglangic kosullari i¢in bilinmez. Bu yiizden
gesitli metotlarla NLS denklemi i¢in yaklagik analitik ¢oziimler bulunmaya galigilmigtir.
(Tezcan ve Sever, 2008) makalesinde Nikiforov-Uvarov metodu kullanilarak NLS
denkleminin kesin ¢oziimii i¢in genel bir yaklagim sunmugtur. Gardner vd. (1993),
NLS denkleminin kararliligr igin Leap Frog algoritma ¢aligmalar: yapmigtir. Adomian
ayrisma metodu, varyasyonel iterasyon metodu ve tanh fonksiyon metodu kullanilarak
NLS denklemi i¢in yaklagik analitik ¢oziim (Khuri, S.A. , 2004; El-Sayed, S.m. ve
Kaya, D. 2006; Wazwaz, A.M., 2008) cgaligmalarinda verilmigtir. NLS denklemini
¢ozmek icin cegitli sayisal metotlar kullanmilmigtir. Bu amagla farkli derecelerden
spline fonksiyonlar, tesirli ve dogru bir sekilde sayisal yontemler gelistirilerek NLS
denkleminin ¢oziimlerini bulmak i¢in kullamlmigtir.  Gardner vd. (1993), spline

fonksiyonlarini kullanarak sonlu elemanlar metoduyla ¢alismalar yapmigtir. (Robinson,
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1997), ortogonal spline kolokasyon metodu kullanarak NLS denkleminin ¢oziimiine
gitmigtir. Dag (1999), kuartik B-spline sonlu elemanlar metodu ile NLS ¢oziimiinii
yapmistir.  Sheng vd. (2001), kuartik spline yaklagimi ile genellegtirilmis NLS
¢oziimii yapmusglardir. (Saka, 2012) caligmasinda ise kuintik B-spline sonlu elemanlar
ile NLS ¢oziimii yapilmigtir. Bu yontemler Taha ve Ablowitz (1984) tarafindan
kargilagtirlmigtir. (Fairweather ve Khebchareon, 2002) makalesinde NLS denkleminin
niimerik metotlar: hakkinda aktiiel ve genig bir aragtirma verilmistir. (Korkmaz ve Dag,
2009) ¢ahsmasinda diferansiyel kuadrature metotla ve (Dereli, Irk, Dag, 2009; Dereli,
2012) galigmalarinda dogrularin meshless gekirdek-tabanlh metotla NLS denkleminin
sayisal ¢oziimlii yapilmigtir.  (Aksoy, Irk, Dag, 2013) galismasinda kiibik B-spline
fonksiyonlarimi kullanarak Taylor-Kolokasyon metodu ile NLS denkleminin niimerik
¢oziimiine gitmiglerdir. (Saka, 2015) ¢alismasinda NLS denkleminin niimerik ¢oziimii
icin kuartik B-Spline kolokasyon metodu kullamilmigtir.. Kaplan ve Dereli (2017),
calismalarinda hareketli en kiigiik kareler yontemine dayanan agsiz metot kullanarak
elde ettikleri algoritma ile NLS denkleminin sayisal ¢oziimiinii yapmiglardir. Baghan
vd. (2018), NLS denkleminin sayisal ¢oziimii igin modifiye kuintik B-spline diferensiyel

kuadrature metodunu kullanmisglardir.
2.1. Dalgalar Hakkinda Genel Bilgi

Dalga enerjinin taginimini saglayan ve bir ortam igerisinde veya boslukta hareket
eden titregim olarak ifade edilebilir. Dalgalar hi¢ madde taginimi olmadan veya ¢ok az
madde taginimi ile hareket ederler. Sabit konumda titresim hareketi yapan dalgalar,
zamanla konumlarinin degisimini gosteren denklemlerle gosterilirler. Bu denklemler
dalganin cesidine gore farklilik gosterir. Bununla birlikte tiim dalgalarin sahip olduklar
ortak baz1 ozellikler vardir. Dalgalar bu ozellikler yardimiyla matematiksel olarak

modellenirler.

Bir enerji sonucunda olusan dalganin ulastigi en iist konum dalga tepesi olarak
isimlendirilir. Ardigik iki tepe noktasi arasindaki minimum uzaklhigi (\) dalga boyu
denir. Bir noktadan gegen ardigik dalgalarin aym sekilde tekrar etmesi icin gecen
siireye (s) periyot adi verilir. Frekans ise, periyodun ¢arpmaya gore tersi olup, birim

zamanda belli bir noktadan gecen tepe, ¢ukur veya herhangi bir noktanin sayisidir.
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Dalganin herhangi bir anda titresim dogrultusu iizerinde bulundugu konuma (z)
uzanim, uzammin maksimum degerine (x,) genlik adi verilir. Basit bir dalga profili
Sekil 2.1’de gosterildigi gibidir.  Dalga, bu ortak o6zellikler kullanilarak, bir zaman
degiskeni ve bir ya da daha fazla boyutlu konum degiskenini iceren kismi tiirevli

diferensiyel denklemler ile matematiksel olarak ifade edilir.

Dalgaboyu (A)

1 n
I - o
i ]

Dalga yiksekligl
(Gug)

o

Zaman

Bir tam dewir
(Frekans = 1 saniyvedeki devir sayis!)

Sekil 2.1. Basit bir dalga profili

Dalgalar1 simiflandirirken bir ¢ok farkli ayirt edici 6zelligi goz 6niinde bulundurmak
gerekir.  Temel olarak dalgalar, mekanik ve elektromanyetik olmak tizere ikiye
ayrilabilir. Mekanik dalgalar, bir ortam icerisinde, ortamdaki madde molekiillerinin
birbirine enerji aktarmasi ile yayilan dalgalardir. Ortamin yogunlugu ve dalganin
tirtine gore farklh hizlarda hareket ederler. Elekromanyetik dalgalar ise yayilim igin
herhangi bir ortama gereksinim duymazlar. Isik, x-151lari, mikrodalgalar, radyo
dalgalar1 boslukta (c) 151k hizinda hareket eden elekromanyetik dalgalardir. Ayrica
dogrusal dalgalar, dogrusal diferensiyel denklemlerle, dogrusal olmayan dalgalarda
dogrusal olmayan diferensiyel denklemlerle ifade edilirler. Duran ve ilerleyen dalgalar
olarak ele alinirsa, duran dalgalar sabit konumda kalirken bulundugu ortam ters yonde

hareket eder veya hareketsiz bir ortamda zit yonlii dalgalarin girigimi s6z konusu
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olabilir. Ilerleyen dalgalar ise bir yerden bagka bir yere enerji taginimi saglayan
dalgalardir. Titresim dogrultusu, dalganin ilerleme yoniine dik olan dalgalar enine
dalga, paralel olan dalgalar ise boyuna dalga olarak isimlendirilir. Elektromanyetik
dalgalar enine, ses dalgalar1 boyuna, su, yay ve deprem dalgalarida hem enine hem
boyuna dalgalara 6rnek olarak verilebilir. Cok genis kapsamli olan dalgalar konusu ile

ilgili ayrintih bilgi igin (Crawford, 1968) incelenebilir.
2.2. Soliton ve Solitary Dalgalar

Solitary ve soliton dalgalar dogrusal olmayan sistemlerin davraniglarinin incelenmesi
kapsaminda pek ¢ok bilim dalinin ¢aligma alani icerisinde olmustur. Solitary dalgalar
tizerine ilk gozlem ve deney calismalarimi Iskocyali miihendis John Scott Russell 1834
yilinda gergeklestirmigtir. Russell Edinburg ile Glasgow’u birbirine baglayan Union
kanalinda at sirtinda gergeklegtirdigi gozlemini su sekilde ifade etmektedir (Russell,
1844).

"[ki cift at tarafindan dar bir kanal boyunca hizla cekilen bir botun hareketini
gozlemliyordum. Bot aniden durdugunda, boya hareket saglayan kanaldaki su kiitlesi
durmadi ve su kiitlesi siddetli bir calkalanma seklinde botun ug¢ kismi tarafindan
toplandi ve aniden botu arkasinda birakarak biiyiik bir hizla harekete gecti. Biiyiik
bir solitary dalga yiiksekligine sahip olarak diisiindiigiim formdaki dairesel ve diizgiin
bir su kiitlesinin kanal boyunca sekil ve hizin1 bozmadan yoluna devam ettigini gérdiim.
Bu dalga formunu at iizerinde takip ettim ve yaklagik 30 feet mesafe sonunda 8 veya
9 mil/saat hizinda ilk bagtaki orjinal gekilde ve yar1 yiiksekliginde yuvarlanir halde
gordiim. Yiiksekligi kademeli olarak azaldi ve yaklagik 1 veya 2 mil takip sonunda,
kanalin kenarinda kayboldugunu gordiim. Iste 1834 yilinin Agustos ay1, ilk kez 6telenme

dalgasi olarak adlandirdigim bu ilging ve giizel olay1 gozleme sans1 buldugum zamandi."

Russell gozlemleri sonucunda gergeklestirdigi bu kegfi neticesinde su iki sonucu

ortaya koymugtur (Wadati, 2001).

1) Yerlesik (lokalize) bir dalga sekil ve hiz gibi ozelliklerinde degisim olmaksizin

yayilir.
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2) Yerlegik (lokalize) dalgalar karsilikli ¢arpigsma neticesinde kararli bir gekilde

ozelliklerini korur.

[k olarak Russell tarafindan ortaya konulan birinci madde, solitary dalga 6zelligidir.
Ikinci madde dalganin parcacik ézelligine sahip oldugu anlamima gelmektedir. Zabusky
ve Kruskal (1965) solitary dalganin pargacik ozelligini vurgulamak igin "soliton"

terimini kullanmisglardir.

"Solitary dalga" ifadesini icat eden Russell bu yeni fenomeni aragtirmak igin
kapsamli laboratuvar deneyleri yapti. Bir su tankinin bir ucuna biraktigr agirlik

vasitasiyla ve bolmelerin cikarilmasiyla su birikintilerini serbest birakarak solitary

dalgalar tiretti (Sekil 2.2).

Sekil 2.2. Russell’in solitary dalga tiretimi deneyi

Yer degistiren su miktarina baglh olarak bir veya birkag solitary dalga olisabilecegini
buldu. Her iki durumda da bir artik dalga katari olusabilir veya olusmayabilir. Russell
ayrica solitary dalgalarin yiikselti olusturabildigini fakat cukur olusturmadiginida
kesfetti. Boyle bir dalga olusturma girisimleri her zaman kademeli azalan genlige
sahip bir salinimh dalga dizisinin olugsmasina neden olur. Deneylerinden, solitary dalga

yayihm hizim (v),

v=1/g(h+k) (2.1)

olarak elde etmistir. Burada ¢ yercekimi ivmesi A durgun haldeki suyun derinligi ve
k da dalga yiiksekligini ifade etmektedir. Buradan, daha biiyiik genlikli dalgalarin
daha hizli hareket ettigi anlasilmaktadir. Dolayisiyla, daha biiyiik genlikli bir dalga
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baglangicta daha kiiciik genlikli bir dalganin arkasindaysa, birincisi sonunda yakalanir
ve ikinci ile garpisir. Boyle bir ¢arpigma gercgeklestikten sonra her iki dalgada orjinal

sekli ve hiz ile yoluna devam eder (Remoissenet, 1999).

O zamanki mevcut teorinin, dalgalarin dagiliminin, dalgalarin diklesmesini 6nleme
egiliminde olmasini ihmal etmesi tartigmalara neden olmustur. Bunun iizerine,
1871’de Joseph Boussinesq ve 1876’da Lord Rayleigh tarafindan bagimsiz olarak
yapilan ¢alismalarda lineer olmama ve dagilimin etkilerinin dalgalarin sekil degisikligi

olmadan yayilacagi sekilde birbirini destekleyecegini gostermislerdir. Russell’in kegfini

destekleyen bu ¢aligmalariyla dalga denkleminin «v > 0 ve k/n < 1 i¢in § = 5- (;’To‘k)
olmak tizere,
z = &(x,t) = a.sech? [B(z — vt)] (2.2)

oldugunu bulmuglardir. Kullanilan parametre ve degiskenler Sekil 2.3’de verilmistir

(Shahrill vd., 2015).

0 :t’

Sekil 2.3. Solitary dalgalar i¢in kullanilan parametre ve degiskenler

1895’de Hollandali bilim insanlar1 Diedrik Korteweg ve 6grencisi Gustav de Vries
s1g bir kanalin yiizeyindeki dalgalarin yayilmasimi agiklayan ve daha sonra isimleriyle
anilan KdV denklemini elde etmislerdir. Kanalin derinligi [ ve n de denge seviyesine

gore dalganin yiiksekligi olmak tizere dalganin hareketini gosteren denklemi

on 3 [g 0 (2 1, 1.0%
ot 2\[1'81- (30””277 392 (2:3)
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seklinde bulmuglardir. Burada p suyun yogunlugu, 7" yiizey gerilimi, @ keyfi sabit ve

3 T

0=7%5— p—é dir Denklemi basitlestirmek icin
2 203 2
n=-3a (6u+1),7= —?;lg,f: Ta$ (2.4)
olarak alinirsa, denklem
Ur — 6uu§ + Ugee = 0 (25)

olarak yazilabilir. Bu sekilde, Korteweg ve de Vries, Russell tarafindan kesfedilen
solitary dalgalarin hareketini modelleyen KdV denkleminin lokalize, hareketli dalga
¢oziimiinii bulmusglardir.  Fakat, caligmalarinda dalgalarin kararli olup olmadig:
ve carpisma sonucunda sgeklinin degigsip degismedigi gibi konularda bir cevap

sunmamiglardir (Irk, 2007).

Martin Zabusky ve Norman Kruskal, 1965 yilinda KdV denkleminin sonlu farklar
metodu ile sayisal ¢oziimii iizerine ¢alismalar yapmiglardir. Bu ¢aligmalar sonucunda
solitary dalgalarin ¢arpigma sonucunda sekil degistirmedigini ve bu durumun parcacik
davranigina benzedigini ifade etmiglerdir. Solitary dalgalarin bu durumunu goz 6niinde
bulundurarak Yunanca parcacik anlamina gelen "on" ekini kullanarak ilk defa soliton
dalga ifadesini kullanmiglardir (Zabusky ve Kruskal, 1965). Bu ¢aligmanin ardindan
soliton dalgalara olan ilgi artmig ve tizerine pek ¢ok caligma yapilmistir. Gardner
vd. 1967 yilinda KdV denkleminin analitik ¢oziimiinii ters sagilim doniigiimii yontemi

kullanarak elde etmiglerdir.

Hem parcacik, hem dalga ozelligi gosteren solitonlar fiziksel pek c¢ok sistemde
goriilmektedir. Bununla birlikte, soliton coziimlerinin analitik ve sayisal olarak elde
edilmesi, bu konu iizerindeki caligmalari arttirmistir. Fiber optik, pargacik fizigi,
niikleer fizik, manyetizma, biyofizik, biyoloji gibi bir ¢ok alanda soliton dalga yapisi

gozlenmekte ve solitonlar iizerine arastirmalar devam etmektedir.

2.3. Lineer Olmayan Olusum Denklemleri

Bir olusum denklemi genel olarak bagimsiz degiskenlerinden biri zaman (¢) olan
kismi tiirevli diferensiyel denklemlere denilmektedir. wu(x,t) denklemin bir ¢oziimii

olmak tizere,
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uy = K [u] (2.6)

seklinde ifade edilebilir. Burada K [u] ; u ve u'nun z’e gore tiirevlerini igeren tanimh
bir fonksiyondur. Eger K [u|, u terimine gore lineer ise bu tip denklemlere lineer
olusum denklemleri, diger taraftan, u’ya gore lineer degil ise bu tip denklemlere
de lineer olmayan olusum denklemleri denir. Ornegin ipin titresimini veya 1s1
iletimini tanimlayan lineer dalga denklemi veya lineer 1s1 denklemi birer lineer olusum
denklemidir. Bununla birlikte, fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik gibi bilim
dallarinda lineer olmayan olusum denklemleri {izerine bir ¢ok caligma yapilmaktadir.

Asagida bu tiir denklemlere ait bazi1 6rnekler verilmistir.

a) Difiizyon denklemleri: Dogrusal u, = Au, (A, = 68—122 + ...+ 83722, Laplace
1 n
operatorii) difiizyon denkleminin birgok lineer ve lineer olmayan genellemesi vardir.

Ornek olarak,

up = Au+ f(u), reaksiyon-difiizyon denklemi
u + f(u), = Au,  adveksiyon-difiizyon denklemi
u =</ [D(u) 7 u], lineer olmayan difiizyon matrisi
Reaksiyon-difiizyon denklemleri kimyasal reaksiyonlarin modellenmesinde ve
popiilasyon biyolojisinde ortaya cikar. Adveksiyon-difiizyon denklemleri kirleticilerin
taginiminin modellenmesinde ortaya c¢ikar ve viskoz akigkan hareketlerini tanimlayan
denklemlerle yakindan iligkilidir. Dogrusal olmayan difiizyon matrisleri gézenekli

ortamdan akig gibi alanlarda ortaya cikmaktadir.

b) Dalga denklemleri: Dogrusal olmayan hiperbolik denklemlerin en basit

siniflarindan biri dogrusal olmayan dalga denklemleridir.

uy — Au+ f(u) =0 (2.7)

Bu denklem, dogrusal olmayan klasik alan teorileri i¢in basit bir model saglar.

Hiperbolik kismi diferensiyel denklemlerin bir diger ¢nemli smifida simetrik

hiperbolik sistemlerdir:
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ug + A'(u)ug, =0 (2.8)

Burada A simetrik matrisleri gostermektedir.

¢) Schrodinger denklemi: Dogrusal olmayan Schrédinger denklemi:

iy + Au— f(Ju)u =0 (2.9)

Burada wu(z,t) kompleks degerli bir fonksiyondur. Adi, denklemin kuantum
mekiniginde lineer Schrodinger denklemi ile aynmi forma sahip olmasindan

kaynaklanmaktadir:

iug + Au—V(x,t) =0, (2.10)

ancak, ¢oziimiiniin kendisi V' = f(|Ju|*) potansiyel fonksiyonuna baghdir. Bir diger ¢zel

durumda lineer olmayan kiibik Schrodinger denklemidir (cNLS):

iy + Au— 6 ul>u =0 (2.11)

burada 0 = 41 dir. J 'min igaretinin se¢imi ¢nemlidir. Eger 6 = —1 ise, denkleme

odakli ¢cNLS, § = 1 ise odaksiz ¢NLS adi verilir.

cNLS denklemi, uygun bir asimptotik sinirda ¢ok genel dogrusal olmayan dagitici
dalga sistemlerinden kaynaklanmaktadir. Ornegin ¢cNLS denklemi, bir lazer 1smmm
fiber optik kablo ile dogrusal olmayan bir optik kablo ile dogrusal olmayan bir optik

ortamdan yayilmasini tarif eder.

Bunlarin disinda, Sine-Gordon denklemi, Klein-Gordon denklemi, KdV denklemi,

Burgers denklemi lineer olmayan olusum denklemlerine birer ¢érnek olarak verilebilir.
2.4. Sonlu Farklar ve Sonlu Elemanlar Yéntemleri

Diferensiyel denklemlerin c¢oziimii i¢in birgok analitik ve sayisal yontem
geligtirilmistir. Bazi durumlarda denklemlerin analitik ¢6z{imiini bulmak miimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle sayisal bir yéntemin kullanilmasi ve bu yontemin en az

hata ile sonuca gotiirmesi onem kazanmaktadir.
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Sonlu farklar ve sonlu elemanlar yontemleri hem adi diferensiyel denklemlerin
hem de kismi diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin bulunmasinda oldukga

kullamighidir. Bununla birlikte, aralarinda baz farklar mevcuttur.

*Sonlu farklar yonteminde iizerinde ¢ahigilan tanim araligi birbirinden farkl olan
noktalar kiimesi ile yer degistirirken, sonlu elemanlar metodunda, tanim bolgesi sonlu
elemanlar adi verilen alt tanim bolgelerine ayrilir.

*Sonlu elemanlar metodunda, bulunmak istenen ¢oziim fonksiyonu her bir sonlu
eleman iizerinde kendisi ve belirli bir dereceye kadar tiirevleri siirekli olan interpolasyon
polinomlari ile temsil edilir.

*Sonlu farklar metodunda, diferensiyel denklemdeki tiirev degerleri igin yaklagim
yapilirken, sonlu elemanlar metodunda ise denklemin ¢oziimiine yaklagim yapilir.

*Sonlu farklar metodunda, sinir gartlarinin diizensizligi ve ¢oziim bélgesinin diizgiin
geometrik sekiller olmamas1 ¢oziimiin bulunmasini zorlagtirmakta ve iyi sonuglar
alinamamaktadir. Diger taraftan, sonlu elemanlar metodu hem diizgiin, hem de diizgiin
olmayan karmagik geometriye sahip ¢oziimlerde daha iyi sonuclar vermektedir.

*Sonlu farklar metodunun uygulanmasi sonlu elemanlar metoduna gore daha
kolaydir.

*Sonlu farklar metodu ile boliinme noktalar: arasinda kalan herhangi bir deger igin
yaklagim yapilamaz. Fakat sonlu elemanlar metodunda her bir alt araliga karsilik bir
interpolasyon fonksiyonu tanimlandig: icin boliinme noktalar1 arasinda kalan degerler
icin de yaklagim yapilabilir.

*Problemin yapisina bagh olarak degismekle birlikte, genel olarak sonlu elemanlar
yaklagimi, sonlu farklar yaklagimindan daha iyi sonug vermektedir.

*Sonlu farklar metotlarimi kullanmak i¢in Taylor seri acililimlar yeterlidir, fakat

sonlu elemanlar metotlarim1 kullanmak daha karmasik islemler gerektirir.
2.4.1. Agirlikl rezidiiler yontemi

Agirlikl rezidiiler yontemi sonlu elemanlar metotlarinin temelini olusturmaktadir.

Genel sekliyle bir diferensiyel denklem

Lu—f=0 (2.12)
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olarak verilsin. Burada L lineer operator, f bilinen fonksiyon ve u aranan ¢oziim
fonksiyonudur. Agirlikhi rezidiiler yontemi kullanilarak, bulunmaya calisilan ¢oziim

fonksiyonu u(z,t) yerine,

u(z,t) =~ U(x,t) = Zajwj(:c) (2.13)

sekilde U sonlu yaklasim serisi kullanilir. (2.13) esitligindeki o,(x), j = 1,2,...,N
deneme fonksiyonu diferensiyel denklemin tamim bolgesi tizerinde tammhdir ve a;, j =
1,2,...,N, t" ye bagh bilinmeyen katsayilardir. Sonlu elemanlar metodunda, ¢;(z)
deneme fonksiyonlar1 problemde verilen simir sartlarim saglayacak sekilde belirlenir,

fakat genel olarak denklemi saglamazlar.

Agirlikli rezidiiler yonteminin temel amaci U yaklagik ¢oziimiinii ile orjinal

denklemde yerine yazildiginda olusan farki en aza indirgemektedir. Bu fark rezidii

ile ifade edilir.

R=LU-f (2.14)
W; lineer bagimsiz agirhk fonksiyonlar1 agsagidaki integrasyonu minimize edecek

sekilde tanimlanmig olan 6zel fonksiyonlar olmak iizere, (2.14) ile verilen rezidii ifadesi

W; agirhik fonksiyonlar ile ¢arpilarak €2 tanim bolgesi tizerinde integral aliirsa,

/WjR(x)drx =0,j=1,2..,N (2.15)
Q

formunda N bilinmeyenli N denklemden olugan denklem sistemi elde edilir. Bu
sistemden a; bilinmeyen katsayilar bulunarak (2.13)’de yerine yazildiginda U yaklagik
¢oziimii bulunmus olur.

Agirlik fonksiyonlarinin se¢imine gore, metotlarin farkl isimleri vardir.

2.4.1.1. Kolokasyon metodu

Bu metotta agirlik fonksiyonlar1 tanim bolgesi icerisindeki Dirac 0 fonksiyon

ailesinden segilir. Bu fonksiyonlar W;(x) = é(x — z;) seklinde olup,

1 =z
Sr—z)=4 e (2.16)

0, diger durumlar
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ozelligine sahiptir.
Bu sekilde, agirlikli rezidii ifadesinin integrasyonu ile rezidiiniin tanim bolgesindeki
belirli noktalarda sifir olmas: saglanir. (2.15) ifadesinde W;(z) = 6(z — z;) almarak

integrasyonu yapildiginda R(x;) = 0 oldugu goriiliir.

2.4.1.2. Sub-domain metodu

Bu metot agirhiklandirma faktorlerini kullanmaz, dolayisiyla tam olarak agirlikh
rezidiiler ailesinin bir tiyesi degildir. Bununla birlikte kolokasyon yonteminin bir
modifikasyonu olarak diisiiniilebilir. Buradaki fikir, agirlikl rezidiiyii sadece tanim
bolgesindeki sabit noktalarda degil, bolgenin gesitli alt boliimlerinde de sifir yapmaktir.
Bunu bagarmak i¢in agirlik fonksiyonlar: biitiinliik olugtururlar ve tiim bolge tizerindeki
integral bilinmeyen tiim parametreleri belirlemek icin yeterli olacak sekilde bir dizi alt

alana boliiniir.

/WiR(m)d:c = Z /R(a:)da: =0, j=1,2,...,N. (2.17)

Q

2.4.1.3. En kiiciik kareler metodu

Isminden de anlagilacag1 gibi rezidiilerin kareleri toplaminin minimize edilmesi

prensibine dayanmaktadir. Yani,

5= / R(z)R(x)dz — / R2(2)dz (2.18)

ifadesinin minimum olmas1 amacglanmaktadir. Bu skaler fonksiyonun minimum olmasi

icin S’nin bilinmeyen parametrelere gore tiirevlerinin sifir olmasi gerekir.

oS OR
90 Z/R(:p)aai dxr =0, (2.19)

Q

(2.15) ifadesi ile karsilagtirldiginda agirlik fonksiyonunun

OR

W; =2
8ai

(2.20)
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oldugu goriiliir. Burada "2" degeri atilabilir. Dolayisiyla en kiigiik kareler metodu igin

agirlik fonksiyonlar: sadece rezidiiniin bilinmeyen sabitlere gore tiirevleridir.

R

I/I/’Z =
8ai

2.4.1.4. Galerkin metodu

Bu metot en kiiciik kareler metodunun bir modifikasyonu olarak goriilebilir. Rezidii
tiirevini bilinmeyen a; katsayilarina gére kullanmak yerine, yaklasim fonksiyonunun
tiirevi kullanihir.  Yani, agirhk fonksiyonu olarak (2.13)’deki yaklagim fonksiyonu
alinirsa,

du

W, = —, i =1,2,...,N 2.21
90, i (2.21)

elde edilir. Bunlar (2.13)’deki orjinal baz fonksiyonlari ile aynidir.

ou :
W; = %0 ; (), i=1,2,..,N (2.22)

2.4.1.5. Petrov-Galerkin metodu

Bu metot, Galerkin metodu ile benzer prensipleri igerir, fakat Galerkin metodunda
agirlik fonksiyonu deneme fonksiyonu ile ayni olurken, Petrov-Galerkin metodunda bu

durum gerekli degildir. Yani,

Wi =V,(x) # ¢,(x), i=1,2,.,N (2.23)

olarak gekildi agirlik fonksiyonu secilebilir.

2.4.1.6 Momentler metodu

Bu metotta, agirlik fonksiyonlar: polinom ailesinden secilir. Yani agirlik fonksiyonu

Wi(z) = o', i=0,1,2,..,.N -1 (2.24)
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formundadir.  Yaklagimin baz fonksiyonlar1 (¢;(x) ler) polinom olarak segilmesi

durumunda momentler yontemi Galerkin metodu ile ayni olur.
2.5. Spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlardan ilk kez 1946 yilinda Schoenberg bahsetmistir ve spline
fonksiyonlar 1960’larin baginda teorikte ve pratikte oldukga gelisme gostermistir
(Schoenberg, 1946).  Spline fonksiyonlar interpolasyon, veri uydurma, egri ve
yiizey uydurma, diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri gibi bircok alanda sikca
kullanilmaktadir. Ciinkii Spline fonksiyonlar yapisal ozellikleri sebebiyle oldukca
kullanigh oldugu icin bilgisayar hesaplamalarinda bilim adamlarina biiyiik kolayliklar
saglamaktadir. Fakat yiiksek dereceli polinomlarla yapilan interpolasyonlarda
islem hatalarini arttirabilir.  Ayrica yaklasim yapilan fonksiyonun ozelliklerinden
interpolasyon formiillerinin [a,b] arahgmin bir kismunda hizh, bir kismuinda yavag
degistiginde fonksiyona tek bir egri ile yaklagsmak uygun sonuclar vermeyebilir. Bu
tiir sebeplerden birinci, ikinci veya {igiincii dereceden, derecesi yiiksek olmayan,
fonksiyonlar ile yaklagim yaparak spline interpolasyonu tanimh aralikta, sonlu

noktalarda birbirini 6rtmeyen alt araliklarda kiigiik dereceli polinom bulma yontemidir.

S (x), reel sayilarin monoton artan x,xss..zy 'ye bagl k.dereceden spline
fonksiyonu reel dogru iizerinde tanimhidir ve agagidaki sartlar1 saglar:

a) S (x), her [z, Tme1] araliginda k. veya daha kiigiik dereceden bir polinomdur.
(Burada z = —o0 ve xy = 0o olabilir)

b) S (z) ve kendisinin 1,2, ...,k — 1. basamaktan tiirevleri tanimlanan her aralikta

ve x,,, m = 1,2,..., N — 1, boliinme noktalarinda siireklidir.
Spline fonksiyonlar1 agagidaki ozelliklere sahiptir:

e Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri kolay hesaplanabilir.

e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar yardimi ile sadece fonksiyonlara degil ayn1 zamanda onlarin

tiirevlerine de ulagilabilir.
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e Niimerik analizde ve yaklagim teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi
durumunda matrisler ortaya c¢ikar. Bu matrislerin tersi kolayca alinabilir. Dolayisiyla
spline fonksiyonlar kullanildiginda elde edilecek denklem sistemleri rahatlikla
¢oziilebilir.

e Yeteri kadar alt bolmelere ayrilmig [a,b] araligr tizerinde tammli her stirekli
fonksiyon; k. dereceden spline fonksiyonu ile iyi bir sekilde temsil edilebilir.

e Diisiik dereceden spline fonksiyonlar ¢ok esnektir ve polinomlardaki gibi salinim

sergilemezler.
2.5.1. B-spline fonksiyonlar

B-spline fonksiyonlar ayni dereceye sahip spline fonksiyonlar icin bir tabandir.

B-spline fonksiyonlarin olugturulacagi noktalarin bir kiimesi --- < 7 < x5 <
o < 1 < x, < .-+ ve limz, = —limaz, = oo olmak iizere caliygmamizda
m—0o0 m—00

kullanacagimiz kiibik trigonometrik B-spline ve daha diigsiik dereceden B-spline

fonksiyonlarini inceleyelim.

2.5.1.1. Sifirinc1 dereceden B-spline fonksiyonlar:

Sifiriner dereceden B-spline fonksiyonlar1 BY ile gosterilir ve

1, T L < Ty,
B° (z) = - ! (2.25)
0, diger durumlar

seklinde tammhdir. {B? : m € Z} kiimesi B-spline formunun sonlu bir dizisi olmak

tizere onemli ozellikleri agagidaki gibidir:

* BY  fonksiyonun destegi [, Tpy1) arahigidir.
* Biitiin « ve m degerleri igin B? (x) > 0 esitsizligi vardir.
* BY fonksiyonu say1 dogrusu iizerinde sagdan siirekldir.

* Her x € R igin Z BY (z) = 0 esitligi vardir.

Verilen diigiim noktalar1 dizisi {izerinde sifirinci dereceden tiim spline fonksiyonlar

i¢in bir taban olustururlar.
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B? fonksiyonlar1 biitiin yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar1 tanimlamak igin
bir baglangic noktasidir. Yiiksek mertebeden B-spline fonksiyonlar agagidaki indirgeme

bagintist yardimiyla tiiretilebilir (Hollig, 2003):

Tm+k+1 — Tm+1

B ) = (S ) Bt (ST B ), (62 1) (220)

2.5.1.2. Lineer B-spline fonksiyonlar

xp'ler [a,b] arahigindaki boliimme noktalarimin koordinatlari olmak iizere, x,,

noktalarinda B! (z) lineer B-spline fonksiyonlar:

(Tma1 = Tm) = 2(@Tm — ), [Tm1, Tm]
B, (z) = % (Tmi1 — ), [Ty T 1] (2.27)
0, diger durumlar
olarak tamimlamr. Burada h = x,,.; — x, olarak tammlamr. [r,, 1, Z;,1]

arah@ B}, () ve Bl (z) gibi yukarida tammlanan ardigik iki B-spline fonksiyonlar:

tarafindan ortiiliir.

2.5.1.3. Kuadratik B-spline fonksiyonlar

xp’ler [a,b] araligindaki boliinme noktalarmin koordinatlari olmak tizere, .,

noktalarinda B2 (z) kuadratik B-spline fonksiyonlar:

( (Zmiz — )" =3 (Tms1 — ) + 3(Tm — ), [T, T
B (x) = % (T2 — w)z =3 (&mi1 — )7, [T, Tt (2.28)
(T2 — )7, [Tmt15 Tmro]
0, d.d.

\
olarak tanmimlanmir. Burada h = z,,,1 — =, 'dir. Kuadratik B-spline fonksiyonlari
ve onlarin birinci mertebeden tiirevleri [x,, 1, T,.2| arah@g diginda sifirdir. Sadece
arahktaki elemanlar goz oniine almdiginda [z, 4] araligy Br_,, B2, B2, gibi

yukarida tanimlanan ardigik ii¢ kuadratik B-spline fonksiyonlari tarafindan ortiiliir.
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2.5.1.4. Kiibik B-spline fonksiyonlar

xp'ler [a,b] arahgindaki boliimme noktalarimin koordinatlari olmak iizere, x,,

noktalarinda B2 (x) kiibik B-spline fonksiyonlar:

(z — 55m+2)3 ) [Tm—2; Tm—1]
B3+ 3h2 (2 — 1) + 3h (@ — T1)? =32 — Ti1)®, [Tmn1, Tm)
B3 () = % B3 + 302 Tyt — ) + 30 (Zmi1 — 2)° — 3 (Tms1 — )%, [T, Tog]
(T2 — 1’)3 J [T+, Trmo]
\ 0, d.d.
(2.29)

olarak tammlanir (Prenter, 1975). Burada h = z,,,1 — x,, ’dir. Kiibik B-spline
fonksiyonlar1 ve onlarin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri [z, o, %, 12] araligl
diginda sifirdir. Sadece araliktaki elemanlar goz oniine alindiginda [z,,, T,,+1] aralig

BS

m—1»

B, B3 ., ve B} ., gibi yukanida tammlanan ardigik dort kiibik B-spline

fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir.
2.5.2. Trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Trigonometrik spline fonksiyonlar1 ile interpolasyon yaklasimi, Schoenberg’in
(1964) ayrintii bir gekilde ele aldigi galigmasinda ilk olarak goriilmektedir. Bu
calismasinda ayni zamanda B-spline fonksiyonlarimin varligin1 ve bir trigonometrik
spline fonksiyonunun trigonometrik B-spline fonksiyonlarinin lineer bilegimi olarak elde
edilebilecegini de kamitlamigtir. Ayrica m = 2k + 1 (tek) boyutlu parcali fonksiyon

uzayl

T = L{1,sin(x), cos(x), ..., sin(kz), cos(kx) } (2.30)

olarak belirtilmis fakat, m = 2k boyutlu uzay1 daha sonra Lyche ve Winther (1979)

calismalarinda ele almiglardir.

T, = L{sin(g), cos(g), sin(’%x), cos(%")} (2.31)
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trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 i¢in genel bir yineleme formiilii gelistiren Lyche
ve Winther (1979) trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 boliinmiig farklar metodu ile

tanimlamisglar ve fonksiyonlarin tiirevlenebilirligini gostermislerdir.

Trigonometrik B-spline fonksiyonlarin iiretilmesi icin yineleme formiilii, sifirinci

dereceden B-spline fonksiyonu

1, r, <x<x
TO = ! (2.32)
0, diger durumlar
ve k=1,2,3,... olmak iizere,
sin (%% sin (L=
THw) = 2 ) ity ¢ ) ey 2.33)

sin (2 ) ’ sin(ZieHl =T ) i+1

seklinde ifade edilebilir (Walz, 1992). Eger [a, b] araligi her bir alt araligimin uzunlugu
h olacak gekilde diizgiin parcalanmug ise (2.33) yineleme bagintist
sin(£55)
7 ( ) Sln(k—2h) 1 ( )

olarak ifade edilebilir.

Ii+k+1*$)
2
2

T @) (230

2.5.2.1. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonu

Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonu bir [a, b] araliginda tanimh olmak {izere,

bu aralikta bir diizgiin par¢alanma

a=Tg< T <..<axn_1<zxNy=0D

seklinde olsun. Ayrica h = b_T“ = x; —xj_1, J = 1,..,N ve 2; = x9 + 1h,

i =0,1,..., N olmak iizere (2.34) yineleme bagntisini kullanarak 7' (z) trigonometrik

B-spline fonksiyonlarini £ = 1 igin

Ly — sin(*5%) 0(y
@ =" e +

T (2:5)

olarak yazabiliriz. Parcali fonksiyon olarak
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sin(*5*%), (i, Tiga]
T} (2) = S sin(%), [Tiv1, Tiyo] (2.36)
0, d.d

elde edilir. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlari [z,, 1, %,,.1] arahgindaki

boliinme noktalarina gore diizenlenirse,

sin(=52=1), [Tm_1, Tm)
T, (z) =5 sin(*=H—=), [ —— (2.37)
0, d.d.
seklinde bulunur. Burada
1
S pu—
' sin(%)

dir. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar:1 z,, boliinme noktalarinda siireklidir.

Bir w(x,t) fonksiyonuna yaklasgim yapilirsa U(z,t) fonksiyonu trigonometrik
B-spline yardimiyla,

N

u(a,t) m Uz, t) = > T} (x)p,(t) (2.38)

i=0
olarak tamimlamr. 7! lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlari, ,(t) zamana bagh
degiskeni gostermektedir. T lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlart [z, 1, Z;,11]
araliginda iki ardigik elemani ¢rter ve bu aralik disinda sifirdir. Lineer trigonometrik

B-spline’lar ile [z, x,,.1] arahginda yaklagim

u(z,t) = U(x,t) = Z T (2)@i(t) = T (@) () + T (2) i (8) (2.39)

olarak ifade edilebilir. =z = =z, noktasindaki yaklagim i¢in (2.37) deki lineer

trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 (2.39) yerine yazilirsa,

U(zm,t) = Up = T (2m)om (@) + T2 1 (0)Pmsn ()
Up = —Sysin(™2==2 ), () + Sysin(Z2322)p o (8) = ¢, (t)

(2.40)
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seklinde bulunur. [z, ;41| aralig nh = x — z,,, doniigiimii yardimiyla [0, 1] araligina

doniigtiiriilebilir. Bu durumda lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar:

m(7)
T -9 h=hn

() = Susin(25) o)
Ty ir(x) = Sysin(*=r=)
Tﬁm(n) =5 sin(%)

olur.

2.5.2.2. Kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonu

Kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 £ = 2 i¢in (2.34) daki yineleme

formiiliinden

12(0) = S i + o )

olarak bulunur. Buradan T?(z) trigonometrik B-spline fonksiyonu pargali olarak

(2.42)

sin®(£5%), i, Tita]
—sin(552) sin(F=522) — sin(==522) sin(%5L ), [T, 2
T2 (z) = S, R B e N CHE)
sin®(£552), [Tita, Tits)
0, d.d.

\

seklinde elde edilebilir. m = 0,1,..., N igin [x,,_1, o] arahigima gore diizenleme

yapilirsa
( Sinz(&;*l)’ [T, Ty
T2 (2) = S, — sin (2=t gin (STt )  gjn(Z-0ei2 ) gin (252m), [Zoms Trmgt]
Sin3(%)u [me’ me]
[ 0 d.d.

(2.44)

seklinde kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar: elde edilir. Burada

-
)sin(h)

sin(

Sy =

My
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dir. T?2(z) fonksiyonu ve birinci tiirevi z,,, ve x,,; boliinme noktalarimda siireklidir.

Bir w(z,t) fonksiyonuna yaklagim yapilirsa U(x,t) fonksiyonu kuadratik

trigonometrik B-spline yardimiyla,

ulz,t) = Ulz,t) = Y THa)p(t) (2.45)

=0
olarak tamimlanabilir. T2 kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlari, ¢, (¢) zamana
bagh degiskeni gostermektedir. 772 kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar:
[Tim—1, Tmaz| araliginda ii¢ ardigik elemani 6rter ve bu aralik diginda sifirdir. z,,,, T, 41
gibi ardigik iki diigiim noktasi i¢in [x,,, Z,, 11| arahgmdaki sonlu eleman T ,, T2, T2 41

kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir. Buradan (2.45)

yaklagimi

m—+1

u(e,t) 2 U t) = Y TAa)pit) =

Tr?m—l(‘r)(pmfl(t) + Tr?z(x)@m(t) + Tr?m+l($)(pm+1(t)

olur. (2.44) de bulunan T2 (z) trigonometrik B-spline fonksiyonu yardimiyla z = z,,

(2.46)

noktasinda u(z,,t) ve x’e gore birinci tiirevine yaklagim

m+1
Ulamt) = Un =Y TH(x)pi(t) (247)
i=m—1
AU (2, 1) L AT (z)
— L=y, = ! : 2.4
. Un, iZ;I =) (2.48)
seklinde olup,
.o h .o h
U, = Sosin (5)%0m—1(t) + Sy sin (5)@m(t) (2.49)
U = —Sysin(h)e,,_1(t) + Sasin(h)e,, (t) (2.50)

olarak bulunur. [z,,,Z,+1] aralig nh = x — x,, doniigiimii yardimiyla [0, 1] araligina

doniistiiriilebilir. Bu durumda trigonometrik B-spline fonksiyonlari
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Ty (n) = Spsin® ("),
T2 (n) = So[sin(25) sin(252) + sin(252) sin(%41)], (2.51)
Tr1(n) = Sysin (%)

olur.

2.5.2.3. Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlari

Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 & = 3 igin (2.34) daki yineleme

formiiliinden

) = T + T T 25

olarak bulunur. Buradan T?(z) trigonometrik B-spline fonksiyonu pargal olarak

sin®(25%), [zi, Zig]
— sin®(£5%) sin(£552)
— sin(%5%) sin (=522 ) sin (5 ) Tit1, | Tito
— sin®(55L ) sin (252 )

T?(x) = Ss 4 sin®(£552) sin (252 (2.53)

+sin(T55 ) sin (22 ) sin (S5 ) (@i, @it
+ sin® (T ) sin(F5H2)

— sin® (T, [i+s, Titd]

L 0, d.d.

seklinde elde edilebilir. m = 0,1,...,N igin [x,,_2, Tpyo] araliima gore diizenleme

yapilirsa
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sin® (£=52=2), (T2, Tm1]
— sin®(T=52=2) sin (£
— sin(E=2=2 ) sin () sin (=) [T, T
— sin®(£=52=L ) sin (S=m2)

T3 (v) = S3 sin® (=5 ) sin (S22 (2.54)

+ sin (S22 ) sin () sin(S2=) (@, Tt
+ sin® (T2 ) sin (£ )

— sin?’(%), [Tmt1s Ty

0, d.d.

\

seklinde kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin elde edilir. Burada

1
= (D) sin(h) sin(D)
sin(5) sin(h) sin(5
dir. T3(z) fonksiyonu, birinci tiirevi ve ikinci tiirevi @, 1, Zm, Tymy1 boliinme

noktalarinda stireklidir.

Bir wu(x,t) fonksiyonuna yaklagim yapilirsa Uy(z,t) fonksiyonu trigonometrik

B-spline yardimiyla,

N+1

uz,t) = Ulz,t) = ) THa)pi(t) (2.55)

i=—1

olarak tamimlanabilir. T3 kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlari, ¢, () zamana
bagh degigkeni gostermektedir. T3 kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar:
[Tm_2, Tmiao| araliginda dort ardigik elemam orter ve bu aralik diginda sifirdir. x,, 1,
Ty Tint1, Tmyo gibl ardigik dort diigiim noktasi i¢in |2y, Tyy1] araligindaki sonlu

T3, 13 .,,, T, kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar: tarafindan

3
eleman 7T, a1 Lo

m—1

ortiiliir. Buradan (2.55) yaklagim

m+2

ue,t) 2 Uz, t) = Y THa)pi(t)

= T 1 (@)1 (1) + T3, (@) (1) + 1511 (2)00 41 (8) + 1512 (2) 0145 (8)

olur. (2.54)’de bulunan 72 (z) trigonometrik B-spline fonksiyonu yardimiyla z = z,,

(2.56)

noktasinda u(z,,,t) ve x’e gore birinci ve ikinci tiirevine yaklagimlar
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m-+2
U@m,t) = Un = Z TP (), (t) (2.57)
i=m—1
AU Em, t) _ 1p i (2.58)
dx m Pl '
PU (2 t) 0 O3 BPT3(2)

seklinde olup, kiibik trigonometrik b-spline 77(x) nin [z, 2, Tpm1 2] araliginda boliinme

noktalarindaki birinci tiirevi 77 ve ikinci tiirevi 7! Cizelge 2.1’de verilmistir.

(izelge 2.1. Boliinme noktalarinda kiibik trigonometrik B-spline degerleri

T} (x) T (z) T} (x)
Xi—2 0 0 0
Ti_1 Sinz(%) csc(h) CSC(%) 3CSC4(%) 4(2?;:;) s(mz )))
T m 0 %
Tii1 | sin? (%) csc(h) CSC(%) - 3CSZ(%) 4(2?:(05) s(lnz )))
Tit2 0 0 0

Cizelge 2.1’deki degerlerden yararlanarak U,,, U’ , U, yaklasim fonksiyonlar:

Um - al(pm—l(t) + a290m(t> + algpm—l—l(t)
Uy, = —bpp,_1(t) + b, 14 (t) (2.60)

Um = Cl(pmfl<t) - CQ(pm(t) + C1¥m41 (t)
seklinde yazilabilir. Burada,

a; = sin (%) csc(h) csc(%), ay = m
3h
p= 2ol (2.61)
. 3(30082(%)—1) - 3cot2(%)
€1 = Ysin(h)sin(3R))’ C2 = (3 cos(h))

dir. [@,, Ty araligl nh = z—x,, doniisiimii yardimiyla [0, 1] araligina déniistiiriilebilir

Bu durumda kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

h — hn

T5-1(n) = Sy sin’( ) (2.62)
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Sil’l( 2h+h77 )

T3(n) =Ss | + SIEEL h”) sin(2£) sin (251) (2.63)

sin®(251)

+ sin(%) sin® (242 2h =)

sin( h— h”) sin? (—hgh”)
T3

m1(n) = Ss | 4 sin(25Mm) sin (") gin () (2.64)

—|—sm(3h 2210 sin? (1)

ok
T, 2(n) = Sysin () (2.65)

olur. Yerel koordinatlarda elde edilen (2.62), (2.63), (2.64) ve (2.65) fonksiyonlar:
yardimiyla (2.56) yaklagim fonksiyonu

Uy = 3. Ti) (5 +70¢;) (2.66)

seklinde elde edilir.

Denklemleri ¢ozmek icin en kiiciik kareler yaklagimi yapilirken kiibik trigonometrik
B-spline fonksiyonlar1 kullamlacagi icin bundan sonra 7% ifadesi yerine T ifadesi

kullanilacaktir.
2.6. AD Denklemi, Baglangi¢c ve Sinir Sartlar:

Miihendislik ve doga bilimlerinda sik¢a karsilasilan adveksiyon ve difiizyon
kavramlar1 akigkanlar dinamiginde énemli bir yere sahiptir. Adveksiyon, akis icerisinde
parcaciklarin yatay toplu hareketini ifade ederken, difiizyon ise parcaciklarin yiiksek

konsantrasyondan diigiik konsantrasyona dogru hareketi olarak tanimlanabilir.

AD denklemi

Up + Qg — fUgpy =0 (2.67)

seklinde kismi tiirevli lineer diferensiyel denklemdir.

AD denkleminin sayisal ¢oziimiinde,
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u(a,t) = ay(t), u(b,t) = as(t),
ug(a,t) =0, uz (b, t) =0, t>0 (2.68)
u(x,0) = folzr) a<z<b
sinir ve baglangic kosullari, test problemine goére degerler verilerek kullanilacaktir.
(2.67) denklemindeki wu, adveksiyon terimi, u,, difiizyon terimi, a ve p sabitleri de

sirastyla akig hizini ve difiizyon katsayisini belirtmektedir.

Boliim 3’de (2.67) denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler
yontemi ile sayisal ¢oziimii yapilacaktir. U sayisal ¢oziimii yerel koordinatlarda (2.66)
seklinde bulunacak ve kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilacak olup,
dort farkh test problemi ile cahsilacaktir. Onerilen yéntemin dogrulugunu test etmek
i¢in,

L- ortalama hata normu:

N
Ly = [hY |u; — U], (2.69)
j=0
L., maksimum hata normu:
Loo = |[u = Ull, = max|u; — U] (2.70)
j

degerleri hesaplanacak ve sonuclar cizelge ile verilecektir.
2.7. RLW Denklemi, Basglangi¢ ve Sinir Sartlar:

RLW denklemi

Up + Uy + EUy — PUpgr = 0 (2.71)

seklinde ifade edilebilir. Burada e ve p pozitif sabitlerdir. Ilk olarak Peregrine
tarafindan tek yonlii zayif lineer olmayan ve zayif dispersif su dalgalarinin yayilmasini
modellemek i¢in onerilmigtir (Peregrine, 1966). Daha sonra (Benjamin vd., 1972) RLW
denkleminin, bir ¢ok fiziksel fenomeni modellemek i¢in kullanilan (KdV) denklemine

bir alternatif olarak kullanilabilecegi belirtilmistir.
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(2.71) da verilen RLW denkleminin sayisal ¢oziimii boliim 4’de kiibik trigonometrik
B-spline en kiigiik kareler yontemiyle ¢oziilecektir. (2.71) denkleminin sayisal ¢ziimii

i¢in,

u(a,t) = ay, u(b,t) = s,
uz(a,t) =0, ug(b,t) =0, t>0 (2.72)
u(,0) = folw), a<z<h

sinir ve baslangic kosullari, test problemine gore degerler verilerek kullanilacaktir.

Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak U sayisal ¢oziimii yerel

koordinatlarda (2.66) seklinde elde edilecektir.

RLW denkleminin korunum degerleri sirasiyla kiitle, momentum ve enerji olmak

{izere

Ca= [ w2+ () do = by [(Un)?+ ()], (2.73)

seklinde verilmigtir. (Olver, 1979). Coziim igin &nerilen yéntemin dogrulugunu test
etmek igin ii¢ farkli test problemi ile g¢aligilacaktir. Korunum degerleri, L, ortalama
hata normu ve L., maksimum hata normunun degerleri hesaplanacak ve sonuglar tablo

ile verilecektir.
2.8. Burgers Denklemi, Baslangi¢ ve Sinir Sartlar:

Burgers denklemine ilk olarak Bateman’in (1915) akigkanlarin hareketleri ile ilgili
makalesinde deginilmigtir. Denklemin yayginlagmasi ise tiirbiilansin modellenmesi
icin kullanilmas: ile olmugtur (Burgers, 1948). Bununla birlikte 1s1 iletimi (Cole,
1951), sayilar teorisi (Van der Pol, 1951), gazlarin dinamigi, aerodinamik, ses yayilimi
(Lighthill, 1952), elastikiyet (Pospedov, 1966) gibi alanlarda g¢esitli problemlerin

modellenmesinde kullanilmigtir.



39

Burgers denklemi olarak bilinen lineer olmayan parabolik kismi tiirevli diferensiyel

denklem matematiksel olarak
U + Ugtt + Mgy = 0, (2.74)

u(a,t) = ar, u(b,t) = as

ug(a,t) =0, uz(byt) =0 t>0 (2.75)

uw(z,0) = fo(r) a<xz<b
siir kogullar ve baglangic sartlar: ile verilmigtir. Burada a,b € R, oy, ay ve fo(x)
bilinen fonksiyonlardir. Ayrica A > 0 degerine viskozite sabiti ad1 verilir, eger A =
0 ise viskoz olmayan Burgers denklemi, A\ > 0 ise viskoz Burgers denklemi olarak
isimlendirilir. Denklemde bulunan wu,, difiizyon terimi, u,u lineer olmayan terimi de
konveksiyon terimidir. Lineer olmayan terimden dolay1 Burgers denklemi, denkleme
ismini veren J.M. Burgers (1939), Navier-Stokes denkleminin sadelestirmesini iceren

calismalarda bu denklemden yararlanmigtir.

Bolim 5’de (2.74) denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler
yontemi ile sayisal ¢oziimii yapilacaktir. U sayisal ¢oziimii yerel koordinatlarda (2.66)
seklinde bulunacak ve kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilacak olup, 2
farkl test problemi ile caligilacaktir. Onerilen yéntemin dogrulugunu test etmek icin,

|le]|; hata normu

1 N-1

el =+ >

J=1

'LL]'—UJ'

€ = [61,62,63,...,€N_1]T (276)
Uj

Ly ortalama hata normu ve L., maksimum hata normu degerleri hesaplanacak ve

sonuclar tablo ile verilecektir.
2.9. Fisher Denklemi, Baslangi¢ ve Sinir Sartlar:

Reaksiyon-difiizyon denklemleri biyoloji, kimya, miihendislik gibi bircok alanda
karsilagilan fiziksel olaylarin modellenmesinde siklikla kullanilmaktadir. Bir boyutlu

reaksiyon-difiizyon denklemi genel sekliyle

U = gy + o) (2.77)
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formunda ifade edilebilir. ~Burada u = w(z,t) zamana bagh reel degerli bir
fonksiyondur. Ayrica u,, difiizyon terimi, A negatif olmayan sabit ve ¢(u) reaksiyon
terimini ifade etmektedir. Bu tip denklemlerin en énemlilerinden biri ¢oziimii tizerinde

calisilacak olan

U = Mgy + fu(l —u) (2.78)

formundaki Fisher denklemidir. Bu denklemin sayisal ¢oziimii aragtirilirken

u(a,t) = ay, u(b,t) = ay,

uz(a,t) =0, uz (b, t) =0 (2.79)

w(@,0) = fo(z), a<z<b
siir ve baglangic sartlart kullamlacaktir. Burada fo(x) fonksiyonu test problemlerine
bagh olarak daha sonra verilecektir. Boliim 6’de (2.78) denkleminin kiibik
trigonometrik B-spline en kiiciik kareler yontemi ile sayisal ¢oziimii yapilacaktir. U
sayisal ¢oziimii yerel koordinatlarda (2.66) seklinde bulunacak ve kiibik trigonometrik
B-spline fonksiyonlar1 kullanilacak olup, 2 farkli test problemi ile calisilacaktir.
Onerilen yéntemin dogrulugunu test etmek icin,

Ly ortalama hata normu ile L., maksimum hata normu ve Rel bagil hata normu

N

S|t —urf?
=0

- N

S juptp?

Jj=0

Rel =

(2.80)

degerleri hesaplanacak ve sonucglar tablo ile verilecektir.
2.10. NLS Denklemi, Basglangi¢c ve Sinir Sartlar:
NLS denklemi matematiksel formiil olarak;

i (t) + Use + qul>u =0 (2.81)

olarak tamimlanir. Bu denklemde x ve t indisleri sirasiyla konuma ve zamana gore

kismi tiirevleri gostermekte olup, ¢ = y/—1 ve ¢ reel birer parametredir. Burada u
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kompleks degerli bir fonksiyon olup derin bir sudaki dalgalar gibi dagilmayan sabit bir

sistemdeki yavag degisen dalga dizilerinin hareketi olarak tanimlanabilir.

Schrodinger denkleminin sayisal ¢oziimii aragtirilirken

u(a,t) = a, u(b,t) = as

ugz(a,t) =0, ug(b,t) =0 t>0 (2.82)

u(z,0) = fo(r) a<z<b
simir gartlar1 ve baglangic sartlari kullamlacaktir. Burada fo(x) fonksiyonu test
problemlerine bagh olarak daha sonra verilecektir. ~ Boliim 7’de (2.81) denkleminin
kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler yontemi ile sayisal ¢oziimii yapilacaktir.
U sayisal ¢oziimii yerel koordinatlarda (2.66) seklinde bulunacak ve kiibik trigonometrik
B-spline fonksiyonlar1 kullanilacak olup, 2 farkli test problemi ile calisilacaktir.

Onerilen yoéntemin dogrulugunu test etmek icin L., maksimum hata normu:

Loo = [[ul = [Ullloe = maxfu;| — |Uj] (2.83)

ve NLS denklemi i¢in korunum sabitleri

< N
O = / uf* de ~ by |Un|?,
S m=0
b N (2.84)
Cy = / (e - 1q \u|4] dr ~ h Z 1(Un)m|? = % ]Um|4] ,
m=0

a

degerleri hesaplanacak ve sonucglar tablo ile verilecektir.
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3. AD DENKLEMININ TRIGONOMETRIK B-SPLINE EN KUCUK
KARELER YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde AD denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en kiiciik kareler
metoduyla sayisal ¢coziimii yapilacaktir. Hesaplamalar neticesinde elde edilen sonuclar
gizelge ve sekiller ile ifade edilecektir. Ayrica, yontemin dogrulugunu kontrol etmek

amaciyla Lo ve L., hata normlar1 hesaplanacaktir.

3.1. AD Denkleminin Sayisal Coziimii I¢in Trigonometrik B-spline En
Kiigiik Kareler Metodu
Konum ve zaman smirlarina gore integral altinda (2.67) denklemi i¢in en kiigiik

kareler metodu
t b
5//(Ut + alU, — pUyzy)*dxdt = 0 (3.1)
0 a
denklemi ile verilir. dz, dt,U,,U; ve U,, icin

T =T, +nh, t=1t"+TAL

doniigiimleri kullanildiginda

dr = Axdn

dt = Atdr

Up= 5% = Ura; (3.2)
T = %—g% - UWALJ:

Uss = (Un)e = 2522000 — U, 51

elde edilir. Bu ifadeler (3.1) denkleminde yerel koordinatlarda yerine yazldiginda
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11

5//((]7& + aUyms — Uy iss ) *AxAtdndr =

%%
5//(§)2(Uf + O‘Un% - :“Unn%)QAxAtdndT =
% (3.3)
5[ [+ et — et aina -
00
11
5 / / (U, +aU, + bU,,)2dndr = 0
00
halini alir. Burada [z,, z;,11] sonlu elemamn iizerinde @ = aﬁ—; ve b = —/LAA;? olarak

alinmigtir. Leibniz integral kurali kullanilarak (Abramowitz ve Stegun, 1972),

11
5 / / (U, +aU, + bU,,)2dndr =
00

1 1
/ / (U, + U, + BU,)3(Uy + @, + U,y )dndr — (3.4)
0 0
11
/ / (U, + U, + bUy,)8(Uy + aU, + bU,,)dndr = 0
0 0

olarak yazildiginda en kiigiik kareler yontemi, agirlik fonksiyonu

m+2
oW = 3 Wby =6 (Up +aU, + Uy, ) (3.5)
j=m—1
olan Petrov-Galerkin metoduna doniistir. Kiibik trigonometrik B-spline

fonksiyonlar1 73(x) yerine kolaylik i¢in T'(z) olarak almmigtir. (2.66) kullamlarak U,

U, ve Uy, hesaplanirsa

9 Z T (n) (‘Pj + TA%’)
aU(n7 T) j=m—1
U T T o7
(3.6)
m—+2
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m+2
9 Z T (n) (Spj‘l‘TASOj)
U — 8U(777T) — j=m-—1
K an an (3.7)
m+2
= > Ti(m) (¢; +7Ag)),
Jj=m—1j
m+2
0 Y Ti) (¢ +70p))
G ey
m+2
= D T () (p; +7Ay))
j=m—1

olarak bulunur. (3.6), (3.7) ve (3.8) ifadeleri agirlik fonksiyonunda yerine yazilirsa,

oW =5 (Ur +aU, + Uy, ) =

m+2 m+2
5[2 Ty () Ag;+a > Ti(n) (¢; +7Ag;) +

=m-—1 j=m—1
. m—+2
b Y T () (9 +TAp) | =
= (3.9)
m+2 m+2 R m-+2
Sy ra Y T+ Y T ()=
j=m—1 Jj=m—1 j=m—1
m—+2 N
S |1 ) +art) (o) + b ()]
j=m—1

olarak elde edilir. Diger bir ifade ile agirlik fonksiyonu

wi =Ty (n) +@rT} (n) + 57T/ (), i =m—1,m,m+1,m+2 (3.10)

seklinde yazilabilir. (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.10) ifadeleri (3.4) da yerine yazilirsa

LT mae m+2 __ m+2
[[|E a0+ 8 nteema0) 45 5 11 700)
00 j=m—1 j=m—1 J=m-1

T, +arT! —|—67'Ti” ) dndr =



m—+2

j=m—1

T, +arT! + bTT”) dndr =

[e=]

m 11
QL//{TT+erT+TT)
0
a*T*T]T] + br (T, + T)'T;) +
abr? (TUTY + TVTY) + PrTITY | A+
AT+ QA TIT 4 DI

abr (T/T) + D)) + b 71T | o, } dndr =

Jj=m—17

m—+2

Z/ TT+ (LT + TUT) + STITI+
]ml
Ly 17T 4

|2

b (Ti/Tj(/ + Ti//TJ() 4 %QTi//Tj(/] A90j+
AnT + ST + 0T+

(0T + 1) + BTy o, dn =

1

M|§~)>

m+2

> {00+ 5 (1) + TUT3) +

j=m—1
a1y + 1Y)+
?i_b (T!T(/ + T;I/T() + ET;”T{I d?’]} A(,O]"’
m+2 7

{fo [aTT’+ STT; + VT T7 +

j=m—1
%b (TgTJ{/ + TZ-”T]{) + %Ti//T](/- dn} ;= 0

seklinde elde edilen denklem (3.11) matris formunda

4c+3 (B +
2 (Bt ()"

—~

BYY) + Zee+ L (Do (D)) +
+ EF] Apt+

[aBe + 20 45D + (E + (Ee)T) + %F} of =0
olarak yazilabilir. Burada (.) *

)v

1 olmak iizere

matrisin transpozunu gostermektedir. m = 0,1, ..., N —
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11
Z // TA(p]—i—aT’( —l—TAgoJ)—i-bT”( +TA§0])]
0

(3.11)

(3.12)
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0% = [0%_1, Doy Pt Popa] (3.13)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri Cizelge 2.1’deki degerler kullanilarak
1 1
mz%zfn@m<m=%=/ﬂwm
0 0

1 1
Wz%zAﬂWmE%&FAEHM

. . (3.14)
Ce=0y = /0 T[Ty F*=F; = /0 T} dn
,j=m—1mm+1m+2
olarak bulunmustur. Ornegin, A° eleman matrisinin elemanlari
1
A€ = Afj = /E'Z}dn =
0
! 1 1 1 7
/Tm—le—ldn /Tm—ledn /Tm—le+1d77 /Tm—le—l-QdT]
0 0 0 0
1 1 1 1
/Tme_ldn /Tmedn /Tme+1dn /Tme+2dn (3.15)
0 0 0 0
1 1 1 1
/Tm+1Tm1d77 /Tm+1de7] /Tm+1Tm+1d77 /Tm+1Tm+2d7]
0 0 0 0
1 1 1 1
/ T2 Tm—1dn / Tog2Thdn / T 2T ns1dn / Tong2T 5 2dn
L o 0 0 0 i

seklinde olup, diger eleman matrisleri de benzer sekilde hesaplanmigtir, daha sonra

(3.12) her bir eleman matrisi birlegtirilerek olugturulan matrisler cinsinden
[A+§(B+BT) +ZC4+ (D4 DY)+

%E(E+ET)+%2F] A+
[ZiB—l—%QC—i-ZD—I—%Z(E—i-ET)—i—%F}go:O

(3.16)

seklinde yazilabilir. Burada ¢= [go_l, Doy -y PNy PN +J T tiim diigiim parametrelerinin

birer vektorii ve

e=¢" Ap=p"tt— " (3.17)
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olarak tammlanarak (3.16) denkleminde yerine yazilarak tekrar diizenlenirse,

_A+§(B+BT)+%2C+§(D+DT)+%3(E+ET)+%2F] (o™ — ") +
@B+ 5C+ID+ % (B+E) + 5F|e" =0

A+ (B+BY) +ZC+E(D+ D)+ 2 (E+EY) + 5F| ¢ =
A3 B)-FC+E(D" - D) - B (B4 BT) - B
(3.18)
(N +3) x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada a= a£t,

b= —/;AAJQ dir. Son elde edilen denklem sistemi (3.18), (2.68)smur kogullar1 ve Cizelge
2.1’deki degerler kullanilarak,

a1 = sin®(%) csc(h) cse(2), ax = m o.i.
arp_y +azpg + a1py = @
P = (1 = aspy — arpy)/an
(3.19)
UWPN-1 T QPN T UPN = X2
Pon1 = (2 —arpy_y — azpy)/a
olacak sekilde ¢_; ve ¢y, elimine edilerek (/N + 1) x (N +1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine doniistiiriilmiigtiir.

3.2. Baslangi¢ Durumu

(3.18) denkleminde iterasyonu baglatmak igin baglangi¢ diigiim noktalarindaki
baglangic parametre vektoriiniin W = [¢%, 08, . 0%, O H}T hesaplanmasi
gerekmektedir. Bunun igin ¢t = 0 zamanminda [zg, x| araligl i¢in (2.55) yaklagim

fonksiyonu yeniden diizenlenerek agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

U(x,0)= Y T (x)on,

m=—1

(2.68) siir ve baglangic kogullar ile Cizelge 2.1 birlikte kullamldiginda
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—bp_1 + 0py + by =0
—bpn_1 + 0oy +bpy =0 (3.20)
U(Tm) = @101 + 20, + 01941 = f(Tm), m=0,1,.., N

elde edilir. (3.20) kullanmlarak

-b 0 b 02y 0
a Gy ot f (o)
ap a2 @ o f(z1)
= : (3.21)
ap a4 Y1 f(zn-1)
ar az ai Wi f(zn)
I —b 0 b _909v+1_ 0]

(N +3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (3.18) denkleminde iterasyona baglanir ve ¢ zamanina kadar iterasyon yapilir.
Bulunan  ¢" ler (2.55) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonunun degeri hesaplanir.

(3.18) ve (3.21) denklem sistemlerinin ¢oziimii igin MATLAB paket programi

kullanilmigtir.
3.3. Test Problemleri

Bu kisimda, lineer olmayan AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in bir onceki
kisimda tamimlanan sayisal yontemin giivenilirligi dort test problemi ile gosterilmeye

calisilmigtir.
3.3.1. Problem (1)

(2.67) denkleminde sinir kosulu olarak

w(0,0) =0, u(l,t)=0, >0 (3.22)
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ve basglangic kosulu olarak

u(z,0) =sin(rz), 0<z<1 (3.23)

alinmigtir. AD denkleminin tam ¢oziimii

u(z,t) = sin(rx) exp(—pur?t) (3.24)

olarak verilmistir . Burada p = 1 alinarak analitik ¢oziim,

u(z,t) = sin(rz) exp(—n°t) (3.25)

olarak alinmigtir. Konum araligi 0 < x <1, konum adimi A = 0.1, 0.05, 0.025, 0.01
olarak ve herbir konum adimi i¢in zaman aralhig sirasiyla At =0.1, 0.05, 0.025, 0.01

olarak alinarak L., hata normu ic¢in Cizelge 3.1’deki sonuglar elde edilmigtir:

(izelge 3.1. t = 1 anindaki hata normlar:

h At | Lo x10°| h At | Lo x 10°

0.1 0.1 | 8792515 | 0.025 | 0.1 | 2.662118

0.05 | 0.276703 0.05 | 0.227732
0.025 | 0,035312 0.025 | 0.028939
0.01 | 0.001007 0.01 | 0.001190

h At | Lo x10°| h At | Ly x 10°
0.05| 0.1 4.915011 | 0.01 0.1 1.494789

0.05 | 0.247381 0.05 | 0.213093
0.025 | 0.030048 0.025 | 0.028517
0.01 | 0.002115 0.01 | 0.000370

Buna gore, h = 0.05 ve At =0.05 i¢in U yaklagik ¢oziim ile w analitik ¢oziimiin
zaman ve konuma gore degigimi Jekil 3.1’de gosterilmis olup burada sayisal ¢oziim ile

analitik ¢oziimiin uyumlu oldugu goriillmektedir.
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Sekil 3.1. U ile w'nun konum ve zamana gore degisimi

3.3.2. Problem (2)

(2.67) denkleminde sinir kogulu olarak

u(0,t) =1, u(100,t)=0 , t>0 (3.26)

ve baglangic kosulu olarak

u(z,0) =0 (3:27)

alinacaktir. Problem (2) i¢in analitik ¢oziim, er fc(z) tamamlayici hata fonksiyonu

> T
erfe(r) = ﬁx/e dt (3.28)

olmak iizere

1 r —at 1 oz T+ at
£ = = - — ) erf 2
u(z,t) 2erfc < T > + 5 exp ( . ) er c( T ) (3.29)
olarak verilmigtir. Test probleminde o6nceki c¢aligmalarla uyum olmasi icin kanal

uzunlugu 100 m, diftizyon katsayisi g = 0.002 ve akig hiz1 a = 0.01 alinmistir.



Konum araligi 0 < z <100, h = 1, 0.5, 0.25, 0.1 konum adimlarinda ve
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At = 50,

25, 10, 5, 1 zaman artimlari i¢in program ¢ = 3000 zamanina kadar caligtirilmigtir.

Elde edilen hata normlar1 (izelge 3.2’de verilmistir.

Cizelge 3.2. t = 3000 anindaki hata normlar:

h | At Lo h | At Lo
1 | 50 | 0.040644 | 0.25 | 50 | 0.040693
25 1 0.017315 25 | 0.017507
10 | 0.006078 10 | 0.006279
5 | 0.002823 5 | 0.003017
1 1 0.000468 1 | 0.000584
h | At Lo h | At Lo
0.5 | 50 | 0.040693 | 0.1 | 50 | 0.040691
25 1 0.017438 25 | 0.017505
10 | 0.006267 10 | 0.006282
5 | 0.003008 5 | 0.003020
1 10.000574 1 | 0.000584

Problem (2) i¢in sayisal ¢dziimiin zaman ve konuma gore degigimi ¢t = 0, 300, 600,

900, 1200, 1500, 1800, 2100, 2400, 2700, 3000 zamanlarmda h = 1 ve At = 1 icin Sekil

3.2’de verilmistir. Cizelge 3.2’de hata degerlerinin kiiciik oldugu ve sayisal ¢oziimiin

analitik ¢oziim ile uyumlu oldugu goriilmektedir.



52

X

Sekil 3.2. U sayisal ¢oziimiin konum ve zamana gore degigimi

Hata normlar1 Ly ve Lo, degerlerinin ¢ € [0,3000] araliginda zamana gore degisimi
Sekil 3.3 (a)’da ve x € [0, 100] araliginda mutlak hata normunun konuma gore degisimi

Sekil 3.3 (b)’de verilmigtir. Buradan hatanin = 30 konumda olustugu goriilmektedir.
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t

Sekil 3.3. (a) Hata normlarini zamana gore degisimi

x10

0 20 40 60 80 100
X

Sekil 3.3. (b) Mutlak hatanin konuma gore degigimi

3.3.3. Problem (3) (Uzun bir kanalda adveksiyon)

(2.67) denkleminde p = 0 alinmigtir. AD denkleminin analitik ¢oziimii

w(, ) = 10 exp {—2%2 (z—%— at)Q] (3.30)

olarak alinmigtir. Burada ¢t = 0 aninda baglangi¢ kosulu

u(x,0) = 10exp {—2—22 (x — 53)2} (3.31)

olarak elde edilir. Siir kosullar1 da

w(0,8) =0 u(9,t) =0 (3.32)

seklinde alinmigtir. Analitik ¢oziimdeki standart sapma degeri p = 0.264 , dalganin en

yiiksek noktasi = 2 km uzaklika 10 birim ve o« = 0.0005 km/sn olarak alinarak test
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probleminde kullanilacaktir. Kanal uzunlugu kilometre cinsinden [0, 9] ve zaman aralig

tson = 9600 sn igin [0,9600] seklinde kullanilarak farkli 4 (metre cinsinden alinmigtir)

ve At degerleri i¢in elde edilen sonuglar Cizelge 3 3’de verilmistir.

(Qizelge 3 3. t = 9600 anindaki hata normlar

h | At Ly Lo h | At Ly Lo

100 | 100 | 0.919779 | 1.397077 | 25 | 100 | 0.919797 | 1.402078
50 | 0.250116 | 0.373222 50 | 0.0250079 | 0.378982
25 | 0.063470 | 0.094479 25 | 0.063417 | 0.094231
10 | 0.010233 | 0.015196 10 | 0.010177 | 0.015016
1 | 0.000209 | 0.000348 1 | 0.000102 | 0.000150

50 | 100 | 0.919796 | 1.397155 | 10 | 100 | 0.919797 | 1.404720
50 | 0.250079 | 0.373044 50 | 0.250079 | 0.378899
25 | 0.063417 | 0.094232 25 | 0.063417 | 0.094231
10 | 0.010177 | 0.015016 10 | 0.010177 | 0.015016
1 10.000102 | 0.000150 1 | 0.000102 | 0.000150

Dalganin t = 0, 2400, 4800, 7200, 9600 zamanlarinda hareketi Sekil 3.4’de

verilmigtir.

t = 9600 aninda x = 6.8 km konumunda olugtugu goriilmektedir.

Sekil 3.4. Farkli zamanlarda U sayisal ¢oziimiin hareketi

Buna gore dalganin tepe noktasinin ¢ = 0 aninda x = 2 km de iken
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Ly ve Ly hata normlar1 ¢ € [0,9600] zaman arahiginda degigimi Sekil 3.5 (a)’da
ve Ly hata normunun z € [0,9] konum arahgindaki degisimi Sekil 3.5 (b)’de
verimigtir. Buna gore hatanin sinir degerlerinden kaynaklanmadigi ve zaman icinde

arttigr goriilmektedir.

7><‘IO'4

| |—L

0 . . . . . . I I .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
t

Sekil 3.5. (a) Hata normlarinin zamana gore degigimi

%107

ERRREAT

Hata

051

R

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sekil 3.5. (b) Mutlak hatanin konuma goére degigimi

3.3.4 Problem (4)
(2.67) denkleminde smir kogullar:

w(0,8) =0 u(9,t)=0 (3.33)

ve basglangic kosulu olarak

(3.34)

u(z,t) =

1 (z — 7 — at)?
exp | —————
4t + 1 (4t +1)
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analitik ¢oziimiiniin (Sankaranarayanan vd., 1998) ¢ = 0 daki degeri

e |- =D
u(x,0) = p[ p ] (3.35)

olarak alinmigtir. Test probleminde parametre degerleri 7 = 1, u = 0.005 m?/sn ve
a = 0.8 m/s olarak alinmigtir. Buna gore sayisal ¢oziim konum arahg 0 < z < 9
zaman araligi 0 < ¢ < 5 ve zaman adimi At = 0.0125 olarak alimarak farkli konum
adimu (h) degerleri i¢in bulunarak, ¢ = 5 zamanindaki L., ve Lo degerleri hesaplanarak

Cizelge 3.4’de verilmistir.

Cizelge 3.4. At = 0.0125 i¢in ¢ = 5 anindaki hata normlar:
h Lo Lo
0.2 0.085925 0.132202
0.1 |2.634x 1073 |4.930 x 1073
0.05 | 1.055 x 1073 | 1.672 x 10?
0.025 | 1.055 x 1073 | 1.675 x 1073

Ayni1 parametre degerlerini, konum ve zaman araliklarini kullanarak zaman adimi
At = 0.005 degeri i¢in hata normlarinin degerleri Cizelge 3.5 ve U sayisal ¢oziimii

zaman ve konuma gore grafigi Sekil 3.6’da verilmistir.

—t=0
15 e $ =]
t=2
0.8 - —_1t=3
——t=4
0.6 =5
- |
04 —
0.2 - |
ot 5
0 -
0 2 4 6 8 0
X t

Sekil 3.6. Farkli zamanlarda U sayisal ¢oziimiin hareketi



Cizelge 3.5. At = 0.005 i¢in t = 5 anindaki hata normlari

h L, Le

0.2 0.085923 0.132577
0.1 |2.464x 1073 | 3.989 x 103
0.05 | 1.691 x 107 | 2.672 x 10~*
0.025 | 1.691 x 1074 | 2.671 x 1074

Hata normlarinin zamana gore degisimi ve L., hata normunun ¢ = 5 anindaki degeri

Sekil 3.7 de verilmigtir.

x 1073

15

Hata

Sekil 3.7. (a) Hata normlarinin zamana gore degisimi
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3

|

2t

Hata
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1,

0'5_../\.

0 ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Sekil 3.7. (b) Mutlak hatanin konuma goére degigimi
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4. RLW DENKLEMININ TRIGONOMETRIK B-SPLINE EN KUCUK
KARELER YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan RLW denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en
kiigiik kareler yontemi ile sayisal ¢oziimii calisilmigtir. Coziim icin uygulanan yontemin
ve algoritmanin dogrulugunu test etmek icin, ii¢ test problemi kullanilmig ve sonuclar

Ly ve Ly, hata normlar1 ve grafikler yardimiyla incelenmistir.

4.1. RLW Denkleminin Sayisal Coziimii I¢in Trigonometrik B-spline
En Kiigiik Kareler Metodu

Bu bolimde RLW denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler
metoduyla sayisal ¢oziimii yapilacaktir. konum ve zaman sinirlarina gore integral

altinda (2.71) denklemi i¢in en kiigiik kareler metodu

t b
5//(Ut + U, + eUU, — pUpy)?dadt = 0 (4.1)
0 a

ifadesi ile verilir. dx, dt, U,, U; ve U,, i¢in

T =x,+nh, t=t"+T1TAL

doniigtimleri kullanildiginda

dr = Axdn

dt = Atdr

U= 55 =Urn: (4.2)
U = %—Z% =Una;

Usat = (Uz)a = (ng_ﬁg_ZL - (Unﬂﬁ)t = Ung?ﬂ% = Uvmtﬁﬁ

elde edilir. (4.2) deki ifadeler (4.1)  denkleminde yerel koordinatlarda yerine
yazildiginda
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5// (U + Uy, + eUU, — plUyyt)*dzdt =
// Ura; + Upas —I—eUUALI— Unnr 53 37) Dz Atdndr =

5/ / 2 (Us + Uy AL + U AL — ulye 552)* A Atddr =
0o (4.3)
5//(U A+ e AT, — A Upr) A2 dpdr =

00
11

5//((/7 LA D), — Uy Rdydr =

00
11

5//(UT + aU, + U,y )?dndr = 0

00
halini alir. Burada U s [Tm, Tmy1] sonlu elemam iizerinde sabit olarak almmig olup,

a= %(14-8[7) ve 3 = —+ dir.

11
//5 (U, + aU, + BUy.)? dndr =
00
//2 (U; + aU, + BU,,.) 0 (Ur + U, + BU,y,. ) dndr = (4.4)

// (U, + aU, + BU,,;) 6 (U + aU, + BU,,.) dndt = 0

olarak yazildiginda en kiigiik kareler yontemi, agirlik fonksiyonu

m—+2
W =Y W;6; =0 (U:+al, + BUp.) (4.5)
j=m—1
olan bir Petrov-Galerkin yontemine doniistir. Kiibik trigonometrik B-spline’lar

kullamlarak U, U, ve U

- hesaplanirsa
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oU(n, ) j=m—1
or or

(4.6)

oU(n, 1) j=m—1

(4.7)

or or
(4.8)

m+2

0 Y T/ () (p;+ 7))

j=m—1

or

m-+2

= Y T/ (n) Ay

j=m—1

elde edilir. (4.6) , (4.7) ve (4.8) ifadeleri agirhk fonksiyonunda yerine yazilirsa

W =0 (U + aU, + BU,,.) =

m-+2 m+2 m+2
6[2 Ty () Apj+a Y T) (9 + 1) +8 Y T/ (1) Ap,

=m—1 j=m—1 j=m—1
m+2 m+2 ’ m+2 ’ (4.9)
STt +a Y Timr+8 Y, T/ ()=
j=m—1 j=m—1 j=m—1
m-+2
S° [T () + oT) ()7 + BT ()]
j=m—1

elde edilir. Boylece (4.4)
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11 m+2 m+2 m+2
[[|E 5000 3 nororman) o 3 mwas,
0 0

=m—1 j=m—1 j=m—1

[T5 (n) + T3 (n) 7+ BT (n)] dndr =

m—+42 1

Z // TAgoj—i-ozT( +TA90]) BT”AQOJ]

]mlo

T, + T + BT)") dndr =
( BT}") dn (4.10)

m+2

> // TT;A¢; + BTT Ap;+

J=m—17

BT/TY A, + T, + 0TI T} Mgyt
OzQTTi’T;goj + ozzTQTi'Tj(Agoj—i-

atTTiAp; + atTT]Ap; + BaTiT] p;+
BatT{T{ Ap; + BaTTT' Ap;)dndr =

m+2

> // (LT + BT,TY + BT T+

j=m—1
52Ti//TJ(/ + o TZTZ!T]( + OéTTZ'TJ{ + OATTjTi/
BarT{T} + ﬁaTTJfTi”) Ap,+
(0] + Q> TIT) + BaT{TY) ) ddr =
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m—+2 1

> | [T+ ATT) + BTy

j=m—1 0
+ASTITY + BSTIT!) Mg,
+ (BT + ST + aTyT) o, iy =

L (4.11)
> 8 [ s n ) +
j=m—1 0

ST+ 6 (0T + L)) + ST + T+

BTIT) ] dn}t Mg+

m+2 1

S. | [ (4§14 otz ) dn 0, =0

j=m—1 0

olarak diizenlenebilir. Elde edilen denklem sistemi matris formunda ifade edilirse,

A5 (Be+ (BYT) + 500+ 8 (D + (D)) + 5 (B + (B)T) + 2F| Aget
[ozBe + %CE +af (Ee)T} =0
(4.12)
yazilir, burada (.) T matrisin transpozunu gostermektedir ve m = 0,1, ..., N — 1 olmak
uzere

0° = [0501s Ps Porirs D) (4.13)

matrisi bir eleman iizerindeki parametreleri gostermektedir. (4.12) de elde edilen

matris formundaki denklem sisteminde bulunan elemanlar ise,

1

1
a =g, = [130n, D=y = [Ty,
0

T/Tdy,

7

\Ho

1
/ (4.14)

T/ dn,

(2

I
O\, o
=

0

t,j=m—1mm+1,m+42
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dir. Bir eleman iizerindeki A¢ matrisi

Tm—le—ldn

Tme,Idn

Terlefldn

TerZTmfldn

O\HO\HO\HO\H

D\HO\HO\HO\H

Tm_ledT]

T Tdn

Tm+1 Tm dT]

Tm+2de77

Trn—1Ts1dn

Tm Tm+ 1 dn

Tri1Tns1dn

T 2T ms1dn

S O O~ o~ o

O\HO\HO\HO\H

T—1Th42dn

Tme+2d77

L1 Tng2dn

T2 Tm42dn

(4.15)

matrisinin her bir elemanimi (2.62), (2.63), (2.64), (2.65) bagmtilar1 ve Cizelge

2.1 yardimiyla ifade edersek, her bir eleman matrisi birlegtirilerek elde edilen matrisler

cinsinden denklem sistemi

[A+%2C+B2F+%(B+BT)+Q—2’B(E+ET)+6(D+DT)} Ap+

(OéB + %20 + OZBET> =0 (4.16)

olarak gosterilebilir. Burada p= [90_1, D0y -y PNy PN +JT tim  digim
parametrelerinin bir vektoriidiir ve
p=¢" Ap=gt—y" (4.17)

bigiminde tanimlanabilir. (4.16) denklem sistemi buna goére diizenlenirse

[A+%(B+BT)+%QC+6(D+DT)+%(E+ET)+62F} ("t — ™) +
(&B—i—%CjLaBET) " =0

A+¢(B+B")+%C+p(D+ D7)
A+2(B"-B)-2C+8(D+D")

F(E+E") + 52 F| ot =

+ o+
S

SOn

Lo | ——

(4.18)
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(N 4+ 3) x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada « 'nin eleman
degeri

af, = 5 (1+e0) = & (1 eUn) =
0 (4.19)

ifadesinden hesaplanabilir.

(4.18) denklem sistemi (2.72) siur kosulu ile birlikte kullamldiginda

o>

)esc(h) esc(2), as = 52—, o..

12
ap = s ( (14+2cos(h))’

U(xo) = a1p_1 + aspy + a1 = aq
1 = (a1 — azpy — arpy)/ay

(4.20)
U(rn) = a1y 1 + a2y + a1pn, 1 = a2

PNyl — (g — a1y — azpy)/ax

olarak bulunur ve ¢_;, ¢y, elimine edilerek (N + 1) x (N + 1) boyutlu, 7 bant

matris denklem sistemi elde edilmis olur.
4.2. Baslangic Durumu

(4.18) denklem sisteminde iterasyona baglayabilmek icin baglangig diigim
noktalarimdaki basglangi¢ parametre vektorinin ¢ = [, 0, ..o, % +1]T
hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin ¢ = 0 zamaninda [xg, zx] araligi igin (2.55)

yaklagim fonksiyonu yeniden diizenlenerek agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

Ue,0)= 3 T (2) &),

m=—1

(2.72) sir ve baglangic kogullar ile Cizelge 2.1 birlikte kullamldiginda

B 3esc(2)

b= 1 o.1.

U'(zo) = —bp_; + 0py + by =0
Ulrn) = —bpy_ 1 + 00y +bpy, =0 (4.21)
U(‘Tm) = A1¥m + a2P,, + A1Pms1 = f(xm); m = 07 17 sy N
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elde edilir. (4.21) kullanmlarak

-b 0 b 02y 0
a; Qg aq 908 f(l“o)
ar as ap 90(1) f(z1)
= ; (4.22)
ap az P-1 flan-1)
apr Gz @ Wi f(zn)
I —b 0 b _909v+1_ 0

(N 4 3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (4.18) denklem sisteminde iterasyona baglanir ve ¢ zamanina kadar iterasyon
yapilir. Bulunan ¢ ler (2.55) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda

yaklagim fonksiyonunun degeri hesaplanir.

(4.18) ve (4.22) denklem sistemlerinin ¢oziimii igin MATLAB paket program

kullanilmigtar.
4.3. Test Problemleri

Bu kisimda, onceki kisimda tanimlanan RLW denkleminin sayisal ¢oziim

yonteminin giivenilirligini gorebilmek igin {i¢ test problemi ¢aligilmigtir.
4.3.1. Problem (1) (Tek dalga ¢bziimii)

RLW denkleminin tek dalga c¢oziimii igin baslangi¢ kosulu olarak

u(z,0) = 3csech? [k (z — o)) (4.23)
1
kullanilmigtir. RLW denkleminin tek dalga analitik ¢oziimii £ = — %% olmak
2\ p(1+ec)
uzere
u(z,t) = 3csech? [k (x — mg — vt)] (4.24)

ile verilir (Peregrine, 1966). Bu ¢oziim, v = 1 + ec hizyla saga dogru ilerleyen 3c
genlikli bir dalgay1 gosterir. Tek dalga ¢oziimiiniin simiilasyonu bazi sayisal yontemler

ile herhangi bir problem olmaksizin ¢alisilmigtir. Mevcut bazi calismalarla kiyaslama
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yapabilmek icin hesaplamalar, —40 < x < 60 ve 0 < t < 20 aralig) iginde € = pu =

1
1, 20 =0, k = 1T parametre degerleri ve a1 = as= 0 smir kogullar ile
c
yapilmigtir.
t = 0 ammndaki tek dalga ¢oziimii igin (2.73)’da verilen korunum degerlerinin,

parametrelere bagh olarak, analitik degerleri sirasiyla

Cl ~ %
12¢2 48y kc?
Oy ~ =2C ‘i_) ¢ (4.25)
o 36 . 1443
STk 5k

ile hesaplanabilir. Uygun parametre degerleri ile birlikte (4.25) kullanildiginda 3¢ =

0,09 genlikli tek dalga ¢oziimii i¢in korunum sabitlerinin analitik ve yaklagik degerleri

Cy = 2.1070468, Cy =~ 8 = 2.1094075
Cy = 0.1273013, () o 2 4 4Buke _ ) 1973017
Cy = 0.3888046, (g o 3 | M _ () 3888060

(4.26)

dir. Hesaplamalarda konum artimi h = 0.125 ve At = 0.1 alinmugtir. Sirasiyla 3¢ =
0.09 ve 3¢ = 0.3 genlikli tek dalga ¢oziimleri i¢in program ¢t = 20 zamanina kadar
caligtirilmis, elde edilen verilerle Ly ve L., hata normlar ile C;, Cs ve C3 korunum

sabitlerinin sayisal degerleri hesaplanip, Cizelge 4.1 ve Clizelge 4.2’de verilmistir.

Cizelge 4.1. Tek dalga ¢oziimii i¢in hata normlar1 ve korunum sabitleri

Genlik = 0.09, —40 < & < 60, h = 0.125, At = 0.1

t | Ly x10% | Lo x 10° o Cy Cs
010 0 2.107072 | 0.127301 | 0.388805
4 10.412933 | 0.230190 | 2.107130 | 0.127304 | 0.388814
8 | 0.512433 | 0.221349 | 2.106959 | 0.127308 | 0.388825
12 1 0.537472 | 0.212868 | 2.106642 | 0.127311 | 0.388835
16 | 0.546049 | 0.213871 | 2.106047 | 0.127315 | 0.388845
20 | 0.568452 | 0.431512 | 2.104750 | 0.127318 | 0.388854

Burada korunum degerlerinin sayisal degerleri ile analitik degerlerinin uyumlu

oldugu goriilmektedir.

3c = 0.09 genlik degeri icin sayisal ¢oziimiin t=0, 4, 8, 12,
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16, 20 zamanlarindaki hareketi Sekil 4.1’de verilmigtir. Sekil 4.2 (a)’da Ly ve Lo, hata
normlarinin zamana gore ve Jekil 4.2 (b)’de mutlak hatanin konuma gore degisimi

verilmigtir.

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05
0.04
0.03
0.02

0.01

Sekil 4.1. 3¢ = 0.09 genlik degeri icin tek dalga ¢oziimii
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4
x10
B
N
0 L L L i
0 &) 10 15 20
t
Sekil 4.2. (a) Hata normlarinin zamana gore degisimi
5 X 10
4 L
g’
©
E
2 L
'1 L
0 L L L
-40 -20 0 20 40 60

X
Sekil 4.2. (b) Mutlak hatanin  konuma gore degigimi

Sekil 4.2 de mutlak hatanin saga kayik oldugu goriilmektedir. Fakat beklenen
durum hatanin ortalarda olmasidir. Bu nedenle hatanin sinir sartlarindan kaynaklanip
kaynaklanmadigin1 gormek i¢in konum araligi genislerilerek —80 < x < 120 alinmig ve
tekrar hesaplama yapilmigtir. Sekil 4.3 de sayisal ¢oziimiin konuma gore durumu ve
Sekil 4.4 (a)’da hata normlarinin zamana ve Sekil 4.4 (a)’de mutlak hatanin konuma

gore degisimleri verilmigtir.



0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04 -

0.03

0.02 -

0.01

—t=0
—t=4
—t=8
—t=12
—t=16
— =20

-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Sekil 4.3. —80 < z < 120 konum araliginda tek dalga c¢oziimii

120
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x1 0?®

0 5 10 15 20
t

Sekil 4.4 (a) —80 < x < 120 i¢in hata normlarinin zamana goére degisimi

5
1510

Hata

05

O Il I 1 7N Il 3 1 1 It ]
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120
X

Sekil 4.4. (b) Mutlak hatanin konuma goére degisimi

Sekil 4.4’de mutlak hatanin beklenildigi gibi ortalarda oldugu goriilmektedir. Bu
da hatanin simir kogullarindan kaynaklandigimi gosterir. Ayrica t = 20 zamanindaki
Lo, hata normunun —40 < z < 60 araligina gore —80 < z < 120 araliginda daha
kiiciik degere sahip oldugu goriilmektedir. Bunun sebebi ise z — o0 i¢in u — 0
ve u, — 0 olmasi ve bu sekilde sinir sartlari ile daha uyumlu olmasini saglamasidir.
Ayrica 3¢ = 0.09 genlik degeri, —40 < x < 60 konum araliginda At = 0.1 zaman artimi
i¢in farkli A konum adimlari ile korunum degerleri Cy, C5, C3 ve hata normlar1 Ly ve

L, degerlerinin degisimi Cizelge 4.2 de incelenmigtir.



Cizelge 4.2. t = 20 anindaki hata ve korunum degerleri

h Ly x 103 | Ly x 10% 4 Cy Cs

0.05 | 0.562789 | 0.431512 | 2.104210 | 0.127261 | 0.388678
0.1 0.564429 | 0.431512 | 2.104571 | 0.127299 | 0.388795
0.125 | 0.568452 | 0.431512 | 2.104750 | 0.127318 | 0.388854
0.2 0.592472 | 0.431512 | 2.105284 | 0.127375 | 0.389029
0.25 | 0.617397 | 0.431512 | 2.105638 | 0.127414 | 0.389147
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Buradan h konum adiminin degerinin artmasi ile L, hata degerinin ¢ok az arttig

ve korunum degerlerinin biraz bozuldugu gozlemlenmistir.

Genlik degeri 3¢ = 0.3 alinarak uygun parametre degerleri kullanilarak tek dalga

¢Oziimii i¢in korunum sabitlerinin analitik ve yaklagik degerleri

Cy = 3.9799266, C ~ % — 3.9799497
Cy = 0.8104625, Cy o 12¢ 4 4Buke _ () 8104625

- k

Cy = 2.5790074, Cy ~ 36 4 14 _ 9 5790074

(4.27)

olarak bulunabilir.

Tek dalga ¢oziimii icin genlik degeri 3¢ = 0.3 almarak ¢t = 0, 4, 8, 12, 16, 20
zamanlarinda —40 < z < 60 konum araliginda A = 0.125 konum adimi At = 0.1
zaman adimi i¢in korunum degerleri C, Cs, C3 ve hata normlar1 Ly ve L., degerlerinin
degisimi Cizelge 4.3’de verilmigtir.

Cizelge 4.3. Tek dalga ¢oziimii i¢in hata normlar: ve korunum sabitleri

Genlik = 0.3, —40 <z <60, h = 0.125, At = 0.1

t | Ly x 10% | Lo x 10% o] Cy Cs
010 0 3.979927 | 0.810462 | 2.579007
4 1 0.130667 | 0.061138 | 3.980364 | 0.810611 | 2.579497
8 1 0.254326 | 0.116998 | 3.980797 | 0.810759 | 2.579987
12 1 0.370514 | 0.164646 | 3.981229 | 0.810908 | 2.580477
16 | 0.479368 | 0.204469 | 3.981655 | 0.811056 | 2.580966
20 | 0.581531 | 0.237706 | 3.982055 | 0.811204 | 2.581456
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Korunum sabitlerinin bulunan sayisal degerlerinin analitik degerlerle uyumlu
oldugu ve hata normlarmin 3¢ = 0,09 genlik degeri i¢cin bulunan sonuclara gore
daha iyi ¢iktigr goriilmiuistiir. Genlik degeri 0.3 degeri i¢in tek dalganin sayisal
¢oziimii Sekil 4.5 verilmigtir. Sekil 4.6 (a)’da Ly ve Lo,  degerlerinin zamana gore

degisimi ve Sekil 4.6 (b)’da mutlak hatanin konuma gore degisimi goriilmektedir.

03[
—t=0
0.25 —t=4
=8
02} —t=12
—1{=16
0.15| —t=20
=
0.1}
0.05
O -
-0.05 ' ' ' ' -
40 -20 0 20 40 60

X

Sekil 4.5. 3¢ = 0.3 genlik degeri i¢in tek dalga sayisal ¢oziimii
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x10

—_L

—L

0 5 10 15 20
t
Sekil 4.6. (a) Hata normlarinin zamana gore degisimi

4
55510

Hata

J

X

Sekil 4.6. (b) Mutlak hata normunun konuma goére degisimi

Buradan hatanin konum araligi icinde orta konumda olustugu goriilmektedir ve

hatanin sinir sartlarindan kaynaklanmadigr séylenebilir.
4.3.2. Problem (2) (iki tek dalganin garpismasi)

Bu test probleminde iki tek dalganin ¢arpigsmasi durumu igin sayisal ¢oziim {izerinde

calisilacaktir. Baglangic kosulu olarak

u(z,0) = 3cisech? [k (v — 7;)] (4.28)

1 i

alinacak olup, siir kosullar1 da oy = a9 = 0 dir. Burada k; = — G ,
2 v (1 + €Ci)

olarak alinmigtir. Parametre degerleri e = u =1, ¢; = 0.3, ¢ = 0.1, 1 = 40, 25 = 90

i=1,2
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seklinde alindiginda 0.9 ve 0.3 genlik degerlerine sahip ayni yonde hareket eden iki tek
dalga elde edilmistir. Program h = At = 0.1 i¢in konum aralig1 0 < x < 500 ve zaman

araligl 0 < ¢ < 300 alinarak caligtirilmigtir.

Buna gore korunum sabitleri

Cp = o 4 B2 o 1147394734,

C, = l,fff LT T % + Wb 551438714,

0, = % (1442 + % (1 + %) ~ 19.30561007

(4.29)

seklinde hasaplanmigtir. Sekil 4.7’de iki dalganin ayni yonlii harekete bagladiktan
sonra t = 200 zamaninda, genligi biiyiik olanin kiiciik genlikli dalgaya yetigerek sekli
bozulmadan yoluna devam ettikleri gorelmektedir. Cizelge 4.4’de 3¢; = 0.9, 3¢5 = 0.3,
h = At = 0.1 parametre degerleri i¢in ve 0 < z < 500 konum araliginda farkl

zamanlardaki korunum degerleri goriilmektedir.

Cizelge 4.4. 1ki dalganin carpigsmasi icin korunum degerleri

t Cy Cy Cs

0 | 11.473947 | 5.514397 | 19.305649
50 | 11.319621 | 5.359146 | 18.702120
100 | 11.175016 | 5.216624 | 18.150579
150 | 11.040981 | 5.086729 | 17.650065
200 | 10.936734 | 4.986634 | 17.266321
250 | 10.892723 | 4.950650 | 17.133121
300 | 10.802329 | 4.866211 | 16.813052

Buradan carpigsma probleminde, 6nerilen yontem ile sayisal ¢coziimiinden elde edilen

korunum degerlerinin zamanla bir miktar bozuldugu goriilmektedir.
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—t=0 —1t=50 =100 —t=150 — =200 —t=250 —t=300

1 —
0.8 J ’
0.6 \
- i 1 i-
55 ] . Vi T S 300
B 200
e
0 100 100
200 300
X
Sekil 4.7. 3¢y = 0.9, 3¢y = 0.3 genlikli iki dalganin ¢arpigsmasi
Diger bir ¢arpisma durumunda, parametre degerleri ¢; = 0.2,¢co = 0.1, z; = —177,
ry = —147, konum araligt —200 < x < 400 zaman aralhigi 0 < ¢ < 400, konum

adimi A = 0.12, zaman adimi At = 0.1 olarak alinmigtir. Sekil 4.8’de hizh
hareket eden dalganin yavas hareket eden kiiciik dalgay1 yakalayarak iki dalganin
girisiminin gergeklegtigi ve genliklerinde bir degisiklik yagsanmadan yollarina devam
ettikleri goriilmektedir. Cizelge 4.5'de 3¢; = 0.6, 3co = 0.3, h = 0.12, At = 0.1
parametre degerleri ve —200 < x < 400 konum araliginda farkl zamanlardaki korunum
sabirlerinin degerleri verilmis olup, ¢ = 0 ve ¢ = 400 zamanlar1 arasinda ciddi bir

farklilik olusmadig1 goriilmektedir.



Cizelge 4.5. Iki dalganin carpismasi icin korunum sabitlerinin degisimi

t

Ch

Cy

Cs

0

9.858245

3.244789

10.778329

40

9.861173

3.245718

10.781363

80

9.863986

3.246672

10.784461

120

9.866826

3.247725

10.787856

160

9.869922

3.249066

10.782212

200

9.873584

3.250865

10.798311

240

9.977215

3.252729

10.804944

280

9.880247

3.254160

10.810074

320

9.883036

3.255251

10.813842

360

9.885835

3.256203

10.817023

400

9.888674

3.257111

10.820011
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—t=0 ——t=50 t=100 —t=150 —t=200 ——1t=250 —t=300 ——t=350 ——t=400
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e, o = | S - I ——
— T - 400
0.2 - e R -/ \“*——* —
v — 300
. -~ 200
-200 100
a0 0 100 5o 0
300 400 t

Sekil 4.8.

3c; = 0.6, 3co = 0.3 genlikli iki dalganin ¢arpigsmasi
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4.3.3. Problem (3) (Dalga olusumu)

Bu test probleminde yatay bir kanaldaki durgun su alanina daha derin bir su akisi
sonucu olusan dalga olusumu olay1 (Peregrine, 1966) ele alinmigtir. Baglangig kogulu

olarak

u(z,0) = %UO {1 — tanh (I _Cl“;‘))] (4.30)

ve siir kosullar1 olarak

o = Uo, ay =0 (431)

degerleri alinmigtir. Durgun su ile derin su arasindaki gecig, yumusak bir egim ile
olugacaktir. w(z,0), t = 0 amndaki suyun denge yiizeyinin iizerindeki yiiksekligi
belirtir. Su seviyesindeki Uy degeri kadar degisim x = xy da dengelenir. d ise durgun
su ile derin su arasindaki degisimin dikligini belirtir ve d ne kadar kiiciik ise egim
o kadar diktir. Dalga olugumu ile ilgili 6nceden yapilmig ¢aligmalar ile karsilagtirma
yapabilmek igin parametre degerleri ¢ = 1.5, u = 1/6, Uy = 0.1, xy = 0 ve d = 2,
d = 5 olarak alinmigtir. Fiziksel sinir kosullar1 z — oo igin v — 0 ve x — —o0 i¢in
u — Uy olmakla birlikte, sayisal ¢oziim icin smirlar a = —36, b = 300 olarak alinmigtir.
Dalga olugumlarint modellemek igin konum adimi A = 0.24 ve zaman adimi1 At = 0.1,
d = 2 ve d = 5 degerleri alinarak program 0 < ¢ < 250 zaman araliginda ¢aligtirilarak

sirasiyla Sekil 4.9 ve Sekil 4.10’da gosterilmistir.
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—t=0 —t=50 -1=100 —1=150 —1=200 —1=250
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Sekil 4.9. d = 2 i¢in ardigik dalga olusumu

—t=0 —t=50 t=100 —t=150 —t=200 — t=250

0.25

0.2 H

015 =

01—

0.05 —
200

50 100
190200 50 07 0 i
X

Sekil 4.10. d = 5 i¢in ardigik dalga olusumu

Grafiklerden kiiciik d degeri i¢in egimin daha dik oldugu ve daha ¢ok ardigik dalga
olusumu oldugu goriilmiistiir. Cizelge 4.6 ve Cizelge 4.7'de sirasiyla d = 2 ve d = 5

egim degerleri i¢in farkli zamanlar i¢in korunum degerleri verilmigtir. Cizelge 4.8’de ise



t = 250 zamaninda olusan ardisik ilk dort dalganin tepe noktalarinin konumu ve genlik

degerleri goriilmektedir.

(Cizelge 4.6. d = 2 i¢gin ardigik dalga olusumu korunum degerleri

h=0.24, At =0.1, =36 < z < 300

t

G

Co

Cs

0

3.612000

0.351478

1.088220

20

9.003660

0.904083

2.801426

100

14.417869

1.461623

4.529996

150

19.861990

2.025953

6.279976

200

25.341728

2.598785

8.056975

250

30.862565

3.182127

9.867581

Cizelge 4.7.

d =5 igin ardigik dalga olusumu korunum degerleri

h=0.24, At =0.1, —36 <z < 300

t

Ch

Cs

Cs

0

3.612000

0.336311

1.040970

20

8.991939

0.886865

2.748178

100

14.379779

1.438873

4.459683

150

19.785814

1.994757

6.183117

200

25.219573

2.556907

7.926240

250

30.687662

3.127215

9.695266

Cizelge 4.8. t = 250 aninda ardigik dalgalarin konum ve genlikleri

d=2 d=5
Konum | Genlik | Konum | Genlik
l.dalga | 267.8 | 0.2193 | 266.2 | 0.1995
2.dalga | 255.4 | 0.1724 | 254.4 | 0.1569
3.dalga | 244.6 | 0.1454 | 244.3 | 0.1315
4.dalga | 235.2 | 0.1293 235 0.1167

Ardigik dalga olusumu simiilasyonunda fiziksel sinir kogullarinda korunum sabitleri
C1, Oy, C5 degerleri sabit kalmazlar. Bu yiizden i¢in korunum sabitlerinin zamana gore

degisiminin analitik degerleri



Ms =

80

o0

=40 = %/de = U+ 50U = 0.1075

—00
e}

dt

=40,=4 / (U% + w(U,)?) do = UZ + £U§ = 0.0110

—00
o0

405 = %/ (U3 + 3U?) dv = 3U¢ + 3U§ + U4 = 0.0331125

—00

seklinde hesaplanmigtir. Cizelge 4.9 ve Cizelge 4.10’da ¢ = 50, 100, 150, 200, 250

zamanlarinda My, Ms, M3 degerleri d = 2 ve d = 5 i¢in Cizelge 4.6 ve Cizelge 4.7

yardimiyla sayisal olarak hesaplanarak verilmigtir.

Cizelge 4.9. d =2, Uy =0.1, ¢ = 1.5, up = 1/6 igin My, My, M3 degerleri

t M, M, M;
50 | 0.1078 | 0.0110 | 0.0342
100 | 0.1080 | 0.0110 | 0.0344
150 | 0.1083 | 0.111 | 0.0346
200 | 0.1086 | 0.112 | 0.0348
250 | 0.1090 | 0.113 | 0.0351

Cizelge 4.10. d =5, Uy = 0.1, e = 1.5, p = 1/6 igin My, My, M3 degerleri

13 M, M, Ms
50 | 0.1075 | 0.0110 | 0.0341
100 | 0.1076 | 0.0110 | 0.0341
150 | 0.1078 | 0.110 | 0.0342
200 | 0.1080 | 0.111 | 0.0344
250 | 0.1083 | 0.111 | 0.0346
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5. BURGERS DENKLEMININ TRIGONOMETRIK B-SPLINE EN
KUCUK KARELER YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan Burgers denkleminin kiibik trigonometrik B-spline
en kiiciikk kareler yontemi kullanilarak sayisal ¢oziimii aragtirilmigtir.  Yontem
uygulandiktan sonra, elde edilen algoritmanin dogrulugu, Lo, L. ve |le;]| hata

normlar1 ve grafikler yardimiyla incelenmistir.

5.1. Burgers Denkleminin Sayisal Coziimii I¢in Trigonometrik B-spline

En Kiigiik Kareler Yontemi

Bu boliimde Burgers denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler
metoduyla sayisal ¢oziimii yapilacaktir. Konum ve zaman araliklarina gore integral

altinda (2.74) denklemi i¢in en kiigiik kareler metodu
t b
5 / / (U, + UU, — AUsa)2dadt = 0 (5.1)
0 a

denklemi ile verilir. dz, dt, U,, U, ve U,, i¢in

T =Ty +nh, t=1t"+T1At (5.2)

doniigiimleri kullanildiginda

dr = Axdn
dt = Atdr
_oUdr _ 7 1
_ U9y _ 1
Up = a_na_z — YnAz
AUy 2= Unn 5oz
Use = (Ur)o = ( énM)% - U?mﬁ - néflz - Uﬁnﬁ

elde edilir. Bu ifadeler ilk denklemimizde yerine yazildiginda
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/ / (Uy + UU, — AU )?dwdt =
// r 2+ UUyas — AUy sz )?AxAtdndr =

5 / / (X)2(U, + UU,AL — \U,, ALY Az Atdnpdr = (5.4)
11
5//(UT + ALY, — AAL U, A dpdr =

00
11

5//(UT + aU, — BU,,)dndr =0

00
elde edilir. Burada [7 [T, Tm1] sonlu eleman iizerinde sabit olarak alinmis olup,
a = AT ve f = AAL dir. Leibniz integral kurali (Abramowitz ve Stegun, 1972)

kullanilarak

11
/ / 5 (U, + aU, — BU,,)* dndr =
00
/ / 2(U, + aU, — BU,,) 8 (U, + aU, — BU,,) dndr = (5.5)

// (U, + alU, — BU,) 8 (U, + alU, — BU,,) dndr = 0

olarak yazildiginda en kiigiik kareler yontemi, agirlik fonksiyonlar:

m-+2
W =Y W;b; =0(Us +al, — BU,,) (5.6)

j=m—1
olan bir Petrov-Galerkin yontemine doniigiir. B-spline fonksiyonlarim1 kullanarak

[T, Tmo1] sonlu elemant iizerinde yerel koordinatlarda u(n,7) fonksiyonunun sayisal

¢ozimu,
m—+2
Uln,m)= Y T;i(m) (p; + 70¢;) (5.7)
j=m—1
bi¢iminde verilebilir. Burada ¢, 1, @m: Pmi1 V€ @ie zaman adimlarmnin

baslangi¢larinin diigiim parametreleri ve Ay, 1, Ag,,, Ap,, ., ve Ay, , bir At zaman

adiminda diigiim parametrelerindeki artiglar: gostermektedir. (5.7) kullanilarak U, U,



ve U, hesaplanirsa

oU(n, )
or

oU(n, )

0 Y T;(n) (¢ +7Ag;)
. j=m—1
N or

m+2
= > Ti(n) Ay,

j=m—1

m+2

0 Z T; (n) (@j"‘TASOj)
. j=m—1

m—+2

m+2

= Z T}’(n) ASDJ'

j=m-—1

elde edilir. (5.8),(5.9) ve (5.10) kullanildiginda agirlik fonksiyonu

W =6 (Ur + aU, — pU,,) =

m+2

5[2 Ty () Ap;+a > Tj(n) (p;+7Ap;) —

=m—1
m+2

j=m—1

B> T/ (n) (s0j+TA90j)] =

j=m—1
771]+2 m+2 m+2
Yo T +a Y, Timr—5 Y T/n)r=
j=m—1 j=m—1 Jj=m—1
m-+2

S° [T () + arT! (n) — BT (n)]

j=m-—1

83

(5.10)

(5.11)
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haline doniigiir. Burada agirlik fonksiyonu kisaca
w; =T; (n) +arT] (n) = 7T (n), i=m—1mm+1,m+2 (5.12)

olarak yazilabilir. Indis karigiklig1 olmamasi icin agirhik fonksiyonlarmimn indisi i olarak
alinmigtir. (5.8), (5.9), (5.10) ve (5.12) degerleri (5.5) denkleminde yerlerine yazilir ve

denklem diizenlenirse

m+2 m+2 m—+2

//[Z Tidg;+a 3 Tj(e;+70¢,) =B 3 T (p;+74¢)
=m—1 j=m—1 j=m—1

(T; + arT! — BrT!") dndr =

m—+2 L

> // [Ti8¢; + aTj () + 7Ap;) = BT} (0, + TA))]

j=m—1

(T; + arT! — BrT!") dndr =

3
+
[\

11
//{TT+@TTT+TT)
100

TQTiITJ{ _ BT (TZT]" + T;//Tj) _
0467'2 (TZ-/T]{’ + Ti”TD 4 627—2T{ITJ{,} AQOj—f‘
o T] + 7T T] — BTT] —
0467' (1—;/1—:’7{, + Tz‘”T]{) + 527_7;//7—;(/9%} dnd’l' —

- 1
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m-+2 1

S AT+ 5 (T + TT;) +

j=m—1%
FOL - § (LI + T1'T) -

T (T + TV + STVTY| Mgyt
ol T+ §TIT] = STTY -

Y (TT) + TT) + 5T oy iy =

o (5.13)
> /[TiTjJr%(TiT;JrT;Tj)Jr
j=m—1 0

FOT) — 5 (TT) +T'T))
m+2

1
>, [or;+ g - priay-

j=m—1 0
T (LT + TVT)) + § T/ T dne; =0

denklem sistemi elde edilir. (5.13) denklem sistemi bir matris formunda

[Ae +4 (Be + (BE)T> +2Lce -8 (De + (DG)T> -
of <E + (Ee)T) + %ZF] Age+ (5.14)
[aBeJr ol e _ gpe — 28 (Ee+ (EE)T> n %2};@] of = 0
olarak yazabilir. Burada (.) T matrisin transpozunu gostermektedir vem = 0,1, ..., N —
1 olmak tizere
@ = [5r1s P Ponsts Pinra) (5.15)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri

1 1
e L
0 0
1 1
Ce =y = / T'T'dy, D¢ =D = / T dn,
! ’ ’ ’ (5.16)
0 0
1 1
pe— gy = [Trpa, Fo- = [T,
0 0

L,j=m—1mm+1,m+2
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dir. A¢ eleman matrisinin elemanlar:

Tm—le—ldn

Tme—ldn

Tm+1Tm— 1d77

Tm+2Tm— 1d77

O'\HO\HO\HO\H

Tm_ledn

T Tndn

Tm+1Tm d’r]

Tm+2Tm dlr]

o O O O~

Tm+ 1 Tm+ 1 dn

Tm+2Tm+ 1 dn

ok\\SHok\\\Hok\\ﬁHok\\ﬁH

Tm—le-i-an

Tme+2d77

Tm+1Tm+2d77

Tont2Timr2dn

(5.17a)

seklinde kiibik trigonometrik B-spline’lar yardimiyla hesaplanabilir. Diger eleman
matrisleride benzer sekilde hesaplanmigtir.
(5.14) denklem sistemi, herbir eleman matrislerinin birlegtirilmesi ile elde edilen

matrisler cinsinden

[A+%(B+BT)+%2C—§(D+DT)—
a5 (E + ET) +%2F} Ap+
(aB+5C-BD - (E+E") +5F|p=0

(5.18)

olarak gosterilebilir. Burada ¢ = [go_l, Doy -y PNy PN +J " tiim diigiim parametrelerinin

birer vektoriidiir ve

e=¢", Ap=p"tt— " (5.19)

bigiminde tamimlanabilir. (5.18) denklem sistemi buna gore diizenlenirse

'A+g(B+BT)+°§O—§(D+DT)—%(E+ET)+%2F} (" — o) +
—@B+§C—5D—°‘2—B(E+ET)+B—2F] o =0

(5.20)
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(N 4+ 3) x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada « 'nin eleman

degeri

9

o

At
Az
At
Ar [(a190m_1 + axp,, + a190m+1)]

olarak hesaplanabilir. Burada
a1 = sin®(%) csc(h) csc(2L), ax = m, o.il.

dir. (5.20) denklem sistemi, (2.75) smur kogullar1 ve kiibik trigonometrik B-spline
degerleri birlikte kullanildiginda

U(zo) = a1p_1 + a2py + a1 = o
w1 = (a1 — azpy — arpy)/ay

(5.21)
Ulrn) = arpn_1 + a2y + a1y, = Q2

PN+1 — (042 — PN — GQQON)/CLI

olacak sekilde p_; ve ¢y, elimine edilerek, (N + 1) x (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine dontigtiiriiliir.
5.2. Baslangi¢c Durumu

(5.20) denklem sisteminde iterasyona baglayabilmek icin baglangig diigim
noktalarmmdaki baslangic parametre vektoriinin ¢° = [, 00, .., 0%, % +1]T
hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin ¢ = 0 zamaninda [zg, 2| aralig) igin (2.55)
yaklagim fonksiyonu yeniden diizenlenerek agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

U(z,0) = > Tul(x)ed, (5.22)

m=—1
(2.75) smur ve baglangig kogullar ile Cizelge 2.1 birlikte kullanildiginda

B 3csc(2)

b= 1 , O.1.
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U'(xg) = —bp_1 + 0py +bp; =0
Ulxy) = =bpy_1 +0py + by, =0 (5.23)
Ulxp) = a1, + a2, + 019,01 = f(2m), m=0,1,...,N

elde edilir. (5.22) ve (5.23) kullanilarak

~b 0 b ¢, 0
ap Q2 a 908 f(xo)
ap az @y o1 f(z1)
= : (5.24)
ar az a1 -1 f(zn-1)
ar az ar| | ¥y f(zn)
] b 0 b _909V+1_ 0

(N +3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (5.20) denklem sisteminde iterasyona baglanir ve ¢t zamanina kadar iterasyon
yapilir. Bulunan ¢" ler (2.55) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonlarinin degerleri hesaplanir.

(5.20) ve (5.24) denklem sistemlerinin ¢oziimii igin MATLAB paket programi

kullanilmigtar.
5.3. Test Problemleri

Bu kisimda, lineer olmayan Burgers denkleminin sayisal c¢oziimii, trigonometrik
B-spline en kiigiik kareler metodunun dogrulugunu test etmek igin iki problem ile

caligilmigtir.
5.3.1. Problem (1)
(2.74) denkleminde sinir kogulu olarak
w(0,t) = wu(l,t)=0, t>0 (5.25)
ve basglangic kosulu olarak

u(z,0) =sin(rx), 0<z<1 (5.26)
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alinacaktir. Problem (1) i¢cin bir Fourier serisi (analitik) ¢oziimii Cole (1951) tarafindan

olarak verilmigtir. Burada Fourier katsayilar:

ag =

u(x,t) =

2T A

oo
Z jaje ™ Msin (jrx)

=1

[e.o]

ap + g aje= 7 ™M cos ()

j=1

1 cos(mx) — 1
e 2w dz

0

1 cos(m
2/@ 27\

0

x)—1

cos (jmx) dz,

j=1,2,3,..

(5.27)

(5.28)

bigimindedir. Problem (1) i¢in 0 < z < 1 konum arahginda A = 1 ve ¢t =0, ¢t = 0.1
zaman araliginda At = 0.01, At = 0.001, At = 0.0001 ve At = 0.00001 seklinde dort

farkli zaman adimi i¢in ve

hi = 0.1, hy = 0.05, hg = 0.01, hy = 0.005, hs = 0.001

beg farkli konum artimi igin ¢ = 0.1 zamamndaki ||e||; hata normlar: hesaplanmgtir.

Bulunan sayisal degerlerle analitik degerlerin karsilagtirilmas1 Cizelge 5.1, Cizelge 5.2,

Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4’de verilmistir.

Cizelge 5.1. At = 0.01 ve farkli konum adimlar: i¢in sayisal ¢oziimler

Sayisal Analitik

x| hy=0.1|hy=0.05| hg =0.01 | hy =0.005 | hs = 0.001
0.1 0.11145| 0.11038 | 0.10946 0.10933 0.10923 | 0.10954
0.2 ] 0.21296 | 0.21125 | 0.20967 0.20946 0.20928 | 0.20979
0.3 | 0.29586 | 0.29380 | 0.29184 0.29156 0.29134 | 0.29190
0.4 | 0.35237 | 0.35021 0.34807 0.34776 0.34750 | 0.34792
0.5 | 0.37639 | 0.37424 | 0.37203 0.37171 0.37144 | 0.37158
0.6 | 0.36410 | 0.36200 | 0.35982 0.35949 0.35923 | 0.35904
0.7 | 0.31491 0.31293 | 0.31087 0.31057 0.31032 | 0.30990
0.8 | 0.23212 0.23044 0.22873 0.22848 0.22828 | 0.22781
0.9 | 0.12336 0.12228 0.12125 0.12111 0.12099 | 0.12068

llell; | 0.014329 | 0.008329 | 0.001965 | 0.001786 | 0.001780




Cizelge 5.2. At = 0.001 ve farkli konum adimlari i¢in sayisal ¢oziimler

Sayisal Analitik

x| hy=0.1| hy=0.05| hg =0.01 | hy =0.005 | hs = 0.001
0.1 | 0.11148 | 0.11050 | 0.10970 0.10960 0.10952 | 0.10954
0.2 | 0.21298 | 0.21139 | 0.21007 0.20990 0.20977 | 0.20979
0.3 | 0.29573 | 0.29384 | 0.29224 0.29204 0.29188 | 0.29190
0.4 | 0.35201 0.35003 | 0.34832 0.34810 0.34792 | 0.34792
0.5 | 0.37572 | 0.37376 | 0.37201 0.37179 0.37160 | 0.37158
0.6 | 0.36316 | 0.36125 | 0.35951 0.35928 0.35910 | 0.35904
0.7 0.31384 | 0.31203 | 0.31037 0.31015 0.30998 | 0.30990
0.8 | 0.23119 0.22963 0.22822 0.22804 0.22789 | 0.22781
0.9 | 0.12280 0.12183 0.12094 0.12082 0.12073 | 0.12068

llel]x | 0.012563 | 0.007067 | 0.001512 | 0.000746 | 0.000171

Cizelge 5.3. At = 0.0001 ve farkli konum adimlar: i¢in sayisal ¢oziimler

Sayisal Analitik

x| hy=0.1| hy =0.05| hg =0.01 | hy =0.005 | hs = 0.001
0.1 0.11149 | 0.11052 | 0.10973 0.10963 0.10955 | 0.10954
0.2 | 0.21300 0.21142 0.21011 0.20994 0.20981 | 0.20979
0.3 | 0.29575 | 0.29387 | 0.29228 0.29208 0.29193 | 0.29190
0.4 | 0.35202 | 0.35004 | 0.34834 0.34813 0.34796 | 0.34792
0.5 | 0.37571 0.37374 | 0.37201 0.37179 0.37161 | 0.37158
0.6 | 0.36127 | 0.36121 0.35949 0.35926 0.35909 | 0.35904
0.7 0.31379 | 0.31197 | 0.31033 0.31012 0.30995 | 0.30990
0.8 0.23114 0.22958 0.22818 0.22800 0.22785 | 0.22781
0.9 | 0.12277 0.12179 0.12091 0.12080 0.12071 | 0.12068

llel]ly | 0.012512 | 0.007021 | 0.001502 | 0.000755 | 0.000149
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Cizelge 5.4. At = 0.00001 ve farkli konum adimlar igin sayisal ¢oziimler

Sayisal Analitik

x| hy=0.1| hy=0.05| hg =0.01 | hy =0.005 | hs = 0.001
0.1 | 0.11150 | 0.11052 | 0.10973 0.10963 0.10955 | 0.10954
0.2 | 0.21300 0.21142 0.21011 0.20995 0.20982 | 0.20979
0.3 | 0.29576 | 0.29387 | 0.29228 0.29209 0.29193 | 0.29190
0.4 | 0.35202 | 0.35005 | 0.34834 0.34813 0.34796 | 0.34792
0.5 | 0.37571 0.37374 | 0.37201 0.37179 0.37162 | 0.37158
0.6 | 0.36312 | 0.36121 0.35949 0.35926 0.35909 | 0.35904
0.7 0.31378 | 0.31197 | 0.31033 0.31011 0.30994 | 0.30990
0.8 | 0.23113 | 0.22958 | 0.22818 0.22799 0.22785 | 0.22781
0.9 ] 0.12276 | 0.12178 | 0.12091 0.12080 0.12070 | 0.12068

lle]x | 0.012510 | 0.007021 | 0.001502 | 0.000757 | 0.000152
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Problem (1) i¢in ikinci olarak konum araligi 0 < x < 1, zaman araligi 0 <t < 3, h =

0.0125 ve At = 0.0001 alinarak farkli A degerleri icin sayisal sonuclar elde edilmistir.

Bu sonuglar ii¢ farkli konum ve beg farkli zaman igin Cizelge 5.5’de verilmigtir.



92

(izelge 5.5. Farkl viskozite degerleri i¢in sayisal ¢oziimler

x t | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik

0.25 | 0.4 | 0.01360 | 0.01357 | 0.31219 | 0.30889 | 0.34825 | 0.34191
0.6 | 0.00189 | 0.00189 | 0.24362 | 0.24074 | 0.27542 | 0.26896
0.8 | 0.00026 | 0.00026 | 0.19816 | 0.19568 | 0.22756 | 0.22148
1] 0.00004 | 0.00004 | 0.16473 | 0.16256 | 0.19378 | 0.18819
31 0.00000 | 0.00000 | 0.02770 | 0.02720 | 0.07753 | 0.07511

0.50 | 0.4 | 0.01928 | 0.01924 | 0.57299 | 0.56963 | 0.66548 | 0.66071
0.6 | 0.00267 | 0.00267 | 0.45092 | 0.44721 | 0.53528 | 0.52942
0.8 | 0.00037 | 0.00037 | 0.36289 | 0.35924 | 0.44528 | 0.43914
1] 0.00005 | 0.00005 | 0.29534 | 0.29192 | 0.38049 | 0.37442
3 1 0.00000 | 0.00000 | 0.04097 | 0.04021 | 0.15362 | 0.15018

0.75 | 0.4 | 0.01366 | 0.01363 | 0.63044 | 0.62544 | 0.91206 | 0.91026
0.6 | 0.00189 | 0.00189 | 0.49274 | 0.48721 | 0.77135 | 0.76724
0.8 | 0.00026 | 0.00026 | 0.37917 | 0.37392 | 0.65246 | 0.64740
1] 0.00004 | 0.00004 | 0.29207 | 0.28747 | 0.56159 | 0.55605
3|1 0.00000 | 0.00000 | 0.03037 | 0.02977 | 0.22874 | 0.22481

Bununla birlikte, bu test problemi ic¢in analitik ¢oziim A < 0.01 degeri i¢in ¢ok
yavag yakinsadigindan iyi sonuglar elde edilememektedir. Dolayisiyla vizkosite degeri
A = 0.001 alinarak, 0 < x < 1 konum aralhigi, 0 < ¢t < 3 zaman arahginda h =
0.005 ve At = 0.125 alimarak sayisal ¢oziim elde edilmistir. Coziimiin dalga hareketini

modelledigi Sekil 5.1’den goriilebilir.
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Sekil 5.1. Vizkozite degeri A = 0.001 i¢in U’'nun konuma goére degisimi

5.3.2. Problem (2)

(2.74) denkleminde sinir kogulu olarak

u(a,t) = wu(bt)= 0,t>1 (5.29)

ve basglangic kosulu olarak ¢ = 1 zamani i¢in

T

u(z, 1) = (5.30)

1 1
1+emn@—7)

1
alimacaktir. Problem (2) i¢in analitik ¢oziim to = 8\ olmak {izere

t
z/ t>1

1‘2 !
|+ /iem (5.31)
to

olarak verilmigtir (Nguyen ve Reynen, 1982).

u(z,t) =

Problem (2) i¢in konum aralig: [a,b] = [0, 8], zaman aralig1 1 < ¢ < 3.75, A =0.5
degerleri ile hy = 0.1, ho = 0.05, h3 = 0.01, hy = 0.005 konum artimi ve At = 0.1,

At = 0.05, At = 0.01 zaman artim1 degerleri i¢in ii¢ farkli zamandaki sayisal ¢oziim
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bulunmusg ve bu degerler Cizelge.5.6, Cizelge.5.7, Cizelge.5.8, Cizelge.5.9, Cizelge.5.10,
CQizelge.5.11, Cizelge.5.12, (izelge.5.13, Cizelge.5.14’de verilmistir.

Bulunan sayisal

degerler ve analitik ¢oziim arasinda tatmin edici bir uyum goézlenmistir.

Cizelge 5.6. hy = 0.1, At = 0.1 i¢in farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

t1 =1.75 ta =25 ts = 3.75
x Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0.8 0.19776 | 0.19698 | 0.12542 | 0.12374 | 0.07646 | 0.07584
1.6 0.27421 | 0.27335 | 0.19323 | 0.19228 | 0.12807 | 0.12721
24 0.19543 | 0.19441 | 0.17839 | 0.17726 | 0.13909 | 0.13809
3.2 0.07751 | 0.07719 | 0.10914 | 0.10831 | 0.11221 | 0.11126
4.0 0.01837 | 0.01834 | 0.04571 | 0.04541 | 0.06927 | 0.06863
4.8 0.00279 | 0.00279 | 0.01368 | 0.01362 | 0.03339 | 0.03309
5.6 0.00028 | 0.00028 | 0.00303 | 0.00302 | 0.01286 | 0.01276
6.4 0.00001 | 0.00001 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00402 | 0.00401
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00100 | 0.00103
Ly x 103 1.447144 1.690695 1.691323
Ly x 103 1.092253 1.128402 1.016599




Cizelge 5.7. hy = 0.1, At = 0.05 igin farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

t1 = 1.75 ta =25 ts = 3.75

x | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik

0.8 0.19148 | 0.19034 | 0.12478 | 0.12374 | 0.07532 | 0.07456
1.6 0.26781 | 0.26686 | 0.19344 | 0.19228 | 0.12638 | 0.12533
24 0.19555 | 0.19445 | 0.17850 | 0.17726 | 0.13780 | 0.13664
3.2 0.08084 | 0.08030 | 0.10928 | 0.10831 | 0.11200 | 0.11090
4.0 0.02017 | 0.02007 | 0.04583 | 0.04541 | 0.06990 | 0.06613
4.8 0.00325 | 0.00324 | 0.01373 | 0.01362 | 0.03417 | 0.03378
5.6 0.00035 | 0.00035 | 0.00304 | 0.00302 | 0.01337 | 0.01323
6.4 0.00002 | 0.00002 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00426 | 0.00423
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00108 | 0.00111
Loy x 10? 1.754095 2.017411 2.002820
Lo x 103 1.152960 1.235508 1.163278

Cizelge 5.8. hy = 0.1, At = 0.01 igin farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

ty = 1.75 to = 2.5 t3 = 3.75
x Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0.8 0.19175 | 0.19034 | 0.12498 | 0.12374 | 0.07544 | 0.07456
1.6 0.26790 | 0.26686 | 0.19362 | 0.19228 | 0.12655 | 0.12533
2.4 0.19563 | 0.19445 | 0.17860 | 0.17726 | 0.13794 | 0.13664
3.2 0.08097 | 0.08030 | 0.10940 | 0.10831 | 0.11212 | 0.11090
4.0 0.02021 | 0.02007 | 0.04592 | 0.04541 | 0.07001 | 0.06613
4.8 0.00326 | 0.00324 | 0.01376 | 0.01362 | 0.03423 | 0.03378
5.6 0.00035 | 0.00035 | 0.00305 | 0.00302 | 0.01340 | 0.01323
6.4 0.00002 | 0.00002 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00427 | 0.00423
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00108 | 0.00111
Ly x 103 2.083576 2.302875 2.270165
Lo, x 10% 1.482503 1.347946 1.300774
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Cizelge 5.9. hy = 0.05, At = 0.1 igin farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

ty = 1.75 to = 2.5 t3 = 3.75
x Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0.8 0.19693 | 0.19698 | 0.12383 | 0.12374 | 0.07597 | 0.07584
1.6 0.27363 | 0.27335 | 0.19247 | 0.19228 | 0.12740 | 0.12721
2.4 0.19481 | 0.19441 | 0.17765 | 0.17726 | 0.13838 | 0.13809
3.2 0.07718 | 0.07719 | 0.10855 | 0.10831 | 0.11156 | 0.11126
4.0 0.01831 | 0.01834 | 0.04544 | 0.04541 | 0.06881 | 0.06863
4.8 0.00276 | 0.00279 | 0.01361 | 0.01362 | 0.03315 | 0.03309
5.6 0.00028 | 0.00028 | 0.00302 | 0.00302 | 0.01277 | 0.01276
6.4 0.00001 | 0.00001 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00400 | 0.00401
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00100 | 0.00103
Ly x 103 0.447656 0.452897 0.468941
Lo, x 10° 0.483839 0.394093 0.313116

Cizelge 5.10. hy = 0.05, At = 0.05

i¢in farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

t1 =175 ty =25 ts = 3.75
x Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0.8 0.19070 | 0.19034 | 0.12411 | 0.12374 | 0.07485 | 0.07456
1.6 0.26725 | 0.26686 | 0.19272 | 0.19228 | 0.12573 | 0.12533
2.4 0.19494 | 0.19445 | 0.17779 | 0.17726 | 0.13711 | 0.13664
3.2 0.08049 | 0.08030 | 0.10871 | 0.10831 | 0.11136 | 0.11090
4.0 0.02009 | 0.02007 | 0.04556 | 0.04541 | 0.06944 | 0.06913
4.8 0.00324 | 0.00324 | 0.01365 | 0.01362 | 0.03393 | 0.03378
5.6 0.00035 | 0.00035 | 0.00303 | 0.00302 | 0.01328 | 0.01323
6.4 0.00002 | 0.00002 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00423 | 0.00423
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00107 | 0.00111
Loy x 103 0.790677 0.676097 0.806094
Lo x 103 0.527318 0.511179 0.477075




Cizelge 5.11. hy = 0.05, At = 0.01 igin farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

t1 = 1.75 to =25 t3 =3.75
x Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0.8 0.19100 | 0.19034 | 0.12433 | 0.12374 | 0.07498 | 0.07456
1.6 0.26736 | 0.26686 | 0.19292 | 0.19228 | 0.12591 | 0.12533
2.4 0.19502 | 0.19445 | 0.17791 | 0.17726 | 0.13727 | 0.13664
3.2 0.08062 | 0.08030 | 0.10884 | 0.10831 | 0.11149 | 0.11090
4.0 0.02013 | 0.02007 | 0.04565 | 0.04541 | 0.06955 | 0.06913
4.8 0.00325 | 0.00324 | 0.01368 | 0.01362 | 0.03400 | 0.03378
5.6 0.00035 | 0.00035 | 0.00303 | 0.00302 | 0.01331 | 0.01323
6.4 0.00002 | 0.00002 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00424 | 0.00423
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00107 | 0.00111
Ly x 103 0.960653 1.100685 1.092235
Lo, x 10° 0.663218 0.651429 0.625284

Cizelge 5.12. hs = 0.01, At = 0.1

i¢in farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

t1 = 1.75 te =25 ts = 3.75

x | Saywsal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik

0.8 0.19623 | 0.19698 | 0.12327 | 0.12374 | 0.07558 | 0.07584
1.6 0.27314 | 0.27335 | 0.19185 | 0.19228 | 0.12685 | 0.12721
2.4 0.19430 | 0.19441 | 0.17705 | 0.17726 | 0.13780 | 0.13809
3.2 0.07692 | 0.07719 | 0.10808 | 0.10831 | 0.11103 | 0.11126
4.0 0.01826 | 0.01834 | 0.04523 | 0.04541 | 0.06844 | 0.06886
4.8 0.00278 | 0.00279 | 0.01355 | 0.01362 | 0.03326 | 0.03309
5.6 0.00028 | 0.00028 | 0.00301 | 0.00302 | 0.01270 | 0.01276
6.4 0.00001 | 0.00001 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00398 | 0.00401
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00099 | 0.00103
Loy x 103 0.742458 0.659311 0.569907
Lo x 103 0.746963 0.526467 0.358840




Cizelge 5.13. hy = 0.01, At = 0.05 igin farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

t1 = 1.75 to =25 t3 =3.75
x Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0.8 0.19006 | 0.19034 | 0.12357 | 0.12374 | 0.07447 | 0.07456
1.6 0.26678 | 0.26686 | 0.19213 | 0.19228 | 0.12521 | 0.12533
2.4 0.19444 | 0.19445 | 0.17721 | 0.17726 | 0.13656 | 0.13664
3.2 0.08021 | 0.08030 | 0.10825 | 0.10831 | 0.11085 | 0.11090
4.0 0.02003 | 0.02007 | 0.04535 | 0.04541 | 0.06908 | 0.06913
4.8 0.00324 | 0.00324 | 0.01359 | 0.01362 | 0.03374 | 0.03378
5.6 0.00035 | 0.00035 | 0.00302 | 0.00302 | 0.01321 | 0.01323
6.4 0.00002 | 0.00002 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00421 | 0.00423
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00107 | 0.00111
Ly x 103 0.274224 0.659311 0.210002
Lo, x 10° 0.282153 0.526467 0.245641

(Cizelge 5.14. hg = 0.01, At = 0.01_i¢in farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

t1 =175 ty =25 ts = 3.75
x Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0.8 0.19040 | 0.19034 | 0.12381 | 0.12374 | 0.07461 | 0.07456
1.6 0.26693 | 0.26686 | 0.19236 | 0.19228 | 0.12541 | 0.12533
2.4 0.19454 | 0.19445 | 0.17736 | 0.17726 | 0.13673 | 0.13664
3.2 0.08034 | 0.08030 | 0.10836 | 0.10831 | 0.11099 | 0.11090
4.0 0.02007 | 0.02007 | 0.04544 | 0.04541 | 0.06919 | 0.06913
4.8 0.00324 | 0.00324 | 0.01363 | 0.01362 | 0.03381 | 0.03378
5.6 0.00035 | 0,00035 | 0.00302 | 0.00302 | 0.01324 | 0.01323
6.4 0.00002 | 0.00002 | 0.00050 | 0.00050 | 0.00422 | 0.00423
7.2 0.00000 | 0.00000 | 0.00006 | 0.00006 | 0.00107 | 0.00111
Loy x 103 0.124000 0.148035 0.193753
Lo x 103 0.095728 0.099113 0.245641
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(izelgelerdeki veriler incelendiginde konum ve zaman adimlarimin kiigiik
secilmesinin sonuglar: olumlu yonde etkiledigi goriilmektedir. Bununla birlikte A = 0.5

degeri icin sayisal simiilasyon farkl ¢ zamanlari i¢in Sekil 5.2’de verilmistir.

=)

Sekil 5.2. Vizkozite degeri A = 0.5 i¢in U’nun konuma gore degigimi

Problemin sayisal ve analitik ¢oziimiinii ayn1 anda resmetmek amaciyla A = 0.005,

h = 0.012, At = 0.05 degerleri i¢in grafik Sekil 5.3’de ¢izilmistir.
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—--- Sayisal

- - = = Analitik

—_—t=1

e L.
t=3

b

== i

- —t=2

et=3

= f=y

o

Sekil 5.3. Vizkozite degeri A = 0.005 i¢in U ve u'nun konuma gore degisimi

Incelenen iki test problemine gore, lineer olmayan Burgers denkleminin sayisal
¢oziimiinii elde etmek ic¢in 6nerdigimiz kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler

yonteminin tatmin edici sonuglar verdigi soylenebilir.
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6. FISHER DENKLEMININ TRIGONOMETRIK B-SPLINE EN
KUCUK KARELER YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu bolimde, lineer olmayan  Fisher denkleminin kiibik trigonometrik B-spline
en kiiciikk kareler yontemi kullanilarak sayisal ¢oziimii aragtirilmigtir.  Yontem
uygulandiktan sonra, elde edilen algoritmanin dogrulugu, L, ve L ., hata normlari ve

grafikler yardimiyla incelenmigtir.

6.1. Fisher Denkleminin Sayisal Céziimii I¢in Trigonometrik B-spline En

Kiigiik Kareler Yontemi

Bu boliimde Fisher denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en kiiciik kareler
metoduyla sayisal ¢oziimii yapilacaktir. Konum ve zaman araliklarina gore integral

altinda (2.78 ) denklemi i¢in en kiigiik kareler metodu

5 O/ / U, — AUsy — BU(1 — U)Pdadt = 0 (6.1)

denklemi ile verilir. dx, dt, U,, U; ve U,, icin

T =Ty +nh, t=1t"+T7At (6.2)

yerel koordinatlarda doniigtimleri kullanildiginda

dr = Axdn
dt = Atdr
_ U ar _ 1
__90UO9n _ 1
Up = a_na_z - YnAz
AUy == Unnxaz
Ua;;r: = (Ux)x = ( gnm)% = Unnﬁ = Tmaﬁﬂ = Uﬁﬁﬁ

olarak elde edilir. Bu ifadeler (6.1 ) denklemin yerine yazildiginda
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m+2 2

5// Ura; — AUpyzez — 8 ( Z T; (n) (@, +7Agpj)> Ul AzAtdndr =
00 j=m—1

11 o 2
(5//(%}5)2 U, — U,WAAZ At@U ( Z T; (n cpj —i—TAgoj)) AxAtdndr =
00 j=m-1

1 1r m+2 2
5// Uy — A\25U,, — AtBU ( Z T; () (¢, + TAgpj)> dndr =

o0 L j=m-1

1 1r m—+2 2
5// UT_EUW_M< > Tj(n)(¢j+7A¢j)) dndr =0

oo L j=m-—1

(6.4)
elde edilir. Burada U s [Tm, Tmi1] sonlu eleman iizerinde sabit olarak alinmis olup,

e =A A2 ve [ = AtSU dir. Leibniz integral kurali (Abramowitz ve Stegun, 1972)

kullanilarak

11 r m+2 12
//5 Ur—eUp — ( Z T (n) (@j + TAgoj)> dndt =
oo L j=m-—1 .

Lior m+2 7
//2 UT 6U7777 - ,LL ( Z I—YJ (77) (90] + TA@]))

L i=m—1 |
m+2]

5 (U, —eUyy — p ( > T (v + rAgoj))] dndr = (6.5)

Jj=m—1

O\H
O\H

4]

m+2
Ur—eUy —p ( Z T; (n) (SOj + TA@]-)>] dndt =0
J

j=m—1

olarak yazildiginda en kiigiik kareler yontemi, agirlik fonksiyonu

m+2 m+2
oW = Z Wioj =0 |Ur —eUpy — b ( Z T; (n) (p; + TA%‘)) (6.6)
j=m—1 j=m—1

olan bir Petrov-Galerkin yontemine doniigiir. B-spline fonksiyonlarim1 kullanarak
[, Tm1] sonlu elemant iizerinde yerel koordinatlarda u(n,7) fonksiyonunun sayisal

¢Ozimu,



103

m+2

Un,m)= Y Ti(n) (p; + 7Ag;) (6.7)
j=m—1
bi¢iminde verilebilir. Burada ¢, 1, @ @Pmi1 V€ @nie zaman adimlarinin

baslangi¢larinin diigiim parametreleri ve Ay, 1, Ag,,, A, ., ve Ap,,  , bir At zaman

adiminda diigiim parametrelerindeki artiglar1 gostermektedir.

(6.7 ) kullamlarak U, U, ve U,,, hesaplanirsa

m+2
0 ) Ti(n) (¢, +7Ay;)
oo oUmT) _ =ma
or ar (6.9)
m+2
= Y Ti(n) Ay,
j=m-—1
m+2
9 Z T (n) (‘Pj‘I'TASOj)
U oU(n, 1) __g=m-1
g an on (6.9)
m+2
= > Ty (¢ +7Ap))
j=m—1j
m—+2
0 Y Ti(n) (p; +7Ap))
U. — 8U77 _ j=m—1
o o (6.10)
m—+2
= Z T} (n) (05 + 7Ap;)
j=m—1

elde edilir. (6.8), (6.9), (6.10) kullanildiginda agirlik fonksiyonu
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W =9

Ur —eUpy — b ( Z T; () (¢ +7—A90j)>

j=m—1

m+2 m+2
5 LZ T;(n) Ap,; — ¢ Z T3 (n) (90j+TAS0j) -
jI=m—1 j=m—

m—1
m+2 !
p ( > T (e +TA%)> = (6.11)
i=m—1
m+% m+2 m+2
YTy —er Y T () —pr Y Ti(n) =
m—+2
> [0 =pn) T3 () = erT7 (m)]
j=m—1
haline doniigiir.  Burada agirlik fonksiyonu kisaca
wi=1—pr)Tj—erT!, i=m—1mm+1m+?2 (6.12)

olarak yazlabilir. Indis karigiklig1 olmamas: icin agirlik fonksiyonlarmin indisi 4 olarak
alinmigtir.(6.8), (6.9), (6.10) ve (6.12) degerleri (6.4) denkleminde yerlerine yazilir ve

denklem diizenlenirse

1 1
[ 10=un 1380, ~ (- ur) LTy, -
00

j
(1= pr)erTiTy Ap; — (1 — p7) pIiTp;—
(1 = pr) wrTiTjAp; — e7T] T Ap; 4 27T T] ¢+

eI T Mgy + eTpT Tip; + eruT{ T; Ay, | ddr =
(6.13)



m+2

j=m—1 0

erT}'T; + T T} + er uT}'T)) Ap;+
(= (1= pr) eI} — (1 — pr) p T T+
1T T} p; + eTuT'T;) ;ldndr =

/1/1 (1= pr)* TT; = (1 = pr) er BT} +

J

(67’ — 1) T)'T) + 27T T} ) A+
((u7 = D) pLT + (ur = 1) eLT]+
eruTy'Ty + e*rT'T}') ¢;ldndr =

(5_ %) T//T 4 £ T//T”)AQDJ

3
(5 = ) W+ (5 = 1) Ty + 27T, + 57777 oy = 0

M1

m+2
3 /((1—u+ C) Ty - (5 - &) LT+
g=m=117
% =) TV + ST )l A+
m+2 1
[ (=1 urzy+ (5 -y ermy
g=m=117

%7‘;//7} + %TIITN) dn] 90‘] — 0

denklem sistemi elde edilir.(6.15) denklem sistemi bir matris formunda

(1—n+ ) A= (G =5)eB + (2 -5) (B) + 509 A¢"+

3
(5= 1) ps + (5 = 1) eBe + % (B + 50| ¢ =0

olarak yazabilir. Burada (.)* matrisin transpozunu gostermektedir ve m = 0, 1, ..

olmak {izere

Z// (1= pr) Ty — (1 — pr)erTTY — (1 — pr) prTiTy—
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(6.14)

(6.15)

(6.16)

LN-1
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e e e e e T
¥ = [@m—l? Pms (pm-l—l? 90m+2] (617)
eleman parametreleridir. Eleman matrisleri
1
~ [13an
0
1
— [ d,
/ ’ (6.18)
0
/7_;// //
0
Lj=m—1mm+1m+2
olarak alimmustir. Ornek olarak A® eleman matrisinin elemanlar:
1
0
-1 1 1 1 .
/Tm—le—ldn /Tm—ledn /Tm—le—l—ldT/ /Tm—le+2dn
0 0 0 0
1 1 1 1
/Tme_ldn /Tmedn /Tme+1dn /Tme+2dn (6.19)
0 0 0 0
1 1 1 1
/Tm+1Tm—1d77 /Tm+1deTl /Tm+1Tm+1d77 /Tm+1Tm+2d77
0 0 0 0
1 1 1 1
/Tm+2Tm1d77 /Tm+2de7] /Tm+2Tm+1d77 /Tm+2Tm+2d77
L 0 0 0 0 i

seklinde kiibik trigonometrik B-spline’lar yardimiyla hesaplanabilir. Diger eleman

matrisleride benzer sekilde hesaplanmigtir.
(6.16 ) denklem sistemi, tiim eleman matrislerinin olugturdugu matrisler cinsinden
(1-nrg)a—(
1

[CRRVZECE

olarak gosterilebilir. Burada ¢ = [gp_l, Doy - PN PN +J ! tiim diiglim parametrelerinin

1
2

(6.20)
)eB+%(B) +5C| =0

birer vektoriidiir ve
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e=¢" Ap=p"tt—" (6.21)

bigiminde tanimlanabilir.(6.20) denklem sistemi buna gore diizenlenirse

(1-nr§)A-(G-9es F-H B +500 -+

[(g_1 MA+(g—1)gB+%(B)T+§C}@":o '
(1-nr§)A-G-9eB-(G-pe@ 500
[(1—%2>A+(1—%)%B—§(1+§)(B)T+%C]go”:() '

(N 4 3) x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada p eleman
degeri

pe, = BALT = BAL(1 = Uy,) =

(6.24)
BAt [(algpm—l + a2Pm + a’lgpm-‘rl)]
olarak hesaplanabilir. Burada
a1 = sin®(%) csc(h) esc(2L), ax = m, o.ii. (6.25)

dir. (6.23) denklemi, (2.79) smur kogullar ile kiibik trigonometrik B-spline degerleri
birlikte kullanildiginda

U(zo) = a1p_1 + aspy + a1
p_1 = (U(zo) — azipy — ar¢p1)/an
(6.26)
Ulry) = arpy—y + a2y + 0195 14
oni1 = (Ulan) —apy 4 — azpy)/a
olacak sekilde ¢_; ve ¢y, elimine edilerek (/N 4 1) x (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemi elde edilir.
6.2. Baslangic Durumu

(6.23) denklem sisteminde iterasyonu baglatmak i¢in baglangig diigim

noktalarmmdaki baslangic parametre vektoriinin ¢° = [, 0, .., o, 0% +1]T
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hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin ¢ = 0 zamaninda [zo, 2| aralig) igin (2.55)

yaklagim fonksiyonu yeniden diizenlenerek agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

U(z,0) = Y T()el,- (6.27)

m=—1

(2.79), smur ve baglangig kogullar ile Cizelge 2.1 birlikte kullanildiginda

3 3h
L2
U,(JEO) = —bp_1 + 0y + byp; = 0,
U/(JfN) = —bpy_1 + 0py + b<PN+1 =0, (6.28)

U(@m) = 0191 + 20y, + 01041 = fTm), m=0,1,... N
elde edilir. (6.27) ve (6.28) kullanilarak

-b 0 b 02, 0
ar a2 @ 0 f (o)
ar a2 a1 o1 f(z1)
= : (6.29)
ay ay @ i1 flzn1)
ap a2 @ O f(zn)
I —b 0 b_ _%09v+1_ 0]

(N +3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (6.23) denklem sisteminde iterasyona baglanir ve ¢t zamanina kadar iterasyon
yapilir. Bulunan ¢" ler (2.55) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonlarinin degerleri hesaplanir.

(6.23) ve (6.29) denklem sistemlerinin ¢oziimii igin MATLAB paket programi

kullanilmigtar.
6.3. Test Problemleri

Bu kisimda, kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler yonteminin Fisher
denklemine uygulanmasi sonucunda elde edilen sonuclarin giivenirligini kontrol etmek

amaciyla iki test problemi {izerinde calisilmigtir.
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6.3.1. Problem (1)
Fisher denkleminin 6zel bir analitik ¢oziimii Ablowitz ve Zepetella (1979) tarafindan

w(z,t) = [1 + exp(v/B/6x — (55/6)@} (6.30)
olarak verilmistir. Bu ¢oziim v = 5\/6_/6 sabit hizla hareket eden bir dalga ¢oziimiidiir.
[ parametresi biiyiidiikce bu dalga sok dalgasi halini alir.

Sayisal ¢oziimiin baglangic kosulu olarak, analitik ¢oziimiin t=0 anindaki degeri

aliirsa

—2
u(z,0) = [1 + exp(4/5/6 } (6.31)
elde edilir. Sinir kogullar:

u(a,t) =1,u(bt)=0 (6.32)
olarak alinmigtir. Daha 6nceden yapilmig bazi caligmalar ile karsilagtirma yapabilmek
amaciyla, konum araligi —0.2 < z < 0.8, zaman aralig1 0 < ¢ < 0.007 olarak alinmigtir.
Bu aralik degerleri igerisinde zaman artimi At = 10™4, konum artimi h = 1/40, 1/120,

A = 0.1, g = 2000, 5000, 10000 parametre degerleri alinarak yapilan ¢oziimden elde
edilen degerler Sekil 6.1, Sekil 6.2 ve Sekil 6.3’de gosterilmistir.

1 —
——=0.001
——1=0.002
0.8 t=0.003
——t=0.004
A ——1=0.005
0.6 t=0.006
= —=0.007
0.4
0.2 \
D | = = i §
0.2 0 0.2 04 0.6 08

X

Sekil 6.1. h = 1/40, 8 = 2000 igin U’nun konuma gore degisimi



-0.2 0 0.2 04 0.6 0.8
X

Sekil 6.2. h = 1/40, = 5000 igin U’nun konuma gore degisimi

—1=0.001
—1=0.0015
~t=0.002
—1=0.0025
—t=0.003
0.6 ' —1t=0.0035
2
0.4
0.2
D L L 2 2 i |
-0.2 0 0.2 04 0.6 0.8

X

Sekil 6.3. h = 1/120, 5 = 10000 i¢in U’'nun konuma gore degisimi
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Problem (1) i¢in, A = 1, 8 = 10, konum arahigi —0.2 < z < 0.8, zaman aralig:
0 <t < 0.0035 ve At = 5 x 1075, h = 1/64, 1/150, 1/250 parametre degerleri
kullanilarak, farkli zamanlarda Ls ve L., hata normlar: hesaplanmig ve sonuclar Cizelge

6.1’de gosterilmistir.

(izelge 6.1. Farkli zamanlarda Lo ve L., hata normlari

h t Ly x 10? | Ly x 102
1/64 | 0.005 | 2.116590 | 8.313321
0.0015 | 2.457509 | 9.513104
0.0025 | 2.480878 | 9.700409

0.0035 | 2.496035 | 9.770077

1/150 | 0.005 | 0.840793 | 3.397110
0.0015 | 0.965320 | 3.877288
0.0025 | 0.982372 | 3.937503
0.0035 | 0.988474 | 3.947813

1/250 | 0.005 | 0.447752 | 1.825246
0.0015 | 0.514088 | 2.081232

0.0025 | 0.523655 | 2.118827
0.0035 | 0.527504 | 2.133479

Ayrica At =5 x 107% alinarak h = 1/64 ve h = 1/150 degerleri i¢in elde edilen L.,

hata normlarimin grafikleri Sekil 6.4 ve Sekil 6.5’de verilmistir.
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01 1 ——
—1=0.001
—1=0.001%
0.08 p —1=0.002
—1=0.0025
= {=0.003
R.06 ~——i=0.0045|
bl
©
e
0.04
0.02
U i
-0.2 0 0.2 04 0.8 0.8
X
Sekil 6.4. h = 1/64 ve 3 = 10* i¢in mutlak hata
—t=0.001
0.04 —i=0.0015
—1=0.002
=—{=0.0025
0.03 r |—t=0.003
—t=0.0035
@ o .
®
I n.o2
0.01¢
D |
-0.2 086 0.8

Sekil 6.5. h = 1/150 ve 3 = 10* i¢in mutlak hata
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6.3.2. Problem (2) (Baslangig titresim profili)

(2.78 ) dekleminde sinir kogullar: olarak

u(a,t) =u(b,t) =0 (6.33)
ve baglangic kosulu olarak

u (x,0) = sech?(10x) (6.34)
almmugtir. Test probleminde konum araligi [a, b] = [—50, 50|, zaman aralig1 0 < ¢t < 40

olarak, parametreler A = 0.1, § = 1, At = 0.05 ve konum artim1 A = 0.025 olarak
alinmigtir. Ayrica konum aralig) [a,b] = [—2,2], zaman aralig) 0 < ¢ < 0.5 alinarak,

baglangic anina yakin zamanlarda ¢oziimler yapilmig ve Sekil 6.6’da verilmistir.

A -
p —t=0
—t=0.1
0.8 t=0.2
—t=0.3
—t=04
06 t=0.5
=)
04r
02r
D |
K 2

Sekil 6.6. Baslangic anina yakin zamanda U’nun konuma gore degisimi

Buradan, baglangic aninda difiizyon teriminin reaksiyon terimine gore kuvvetli

oldugu ve bu etkinin zamanla azaldig1 goriilmektedir. Kisa zaman araligi 0 < ¢ < 5,
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la,b] = [—6,6] ve uzun zaman araligi 0 < ¢ < 40, [a,b] = [—50,50] degerleri i¢gin

¢oziimler sirasiyla Sekil 6.7 ve Sekil 6.8’de verilmigtir.

1 [ 1\ =
. 'Ww —-
i E=
I =
: ! h —t=40
0.2 * 1'
1 U

Sekil 6.8. Uzun zaman araligi i¢in U'nun konuma gore degigimi



115

Buradan goriilmektedir ki tepe noktasi yaklagik olarak 0.33’e kadar diigtiikten sonra
zamanla reaksiyon terimleri difiizyon terimini etkilemeye baglar ve U = 1 maksimum

degerine ulastig1 ve diiz bir hale geldigi ve difiizyonun baskin hale geldigi goriilmektedir.

Test problemi (2) i¢in analitik ¢dziim bulunmadig: igin sayisal ¢éziimden elde edilen
degerleri kontrol etmek amaciyla bagil hata normu (2.80) kullanilmigtir. Parametre
degerleri A\ = 0.1, 8 = 1, At = 0.05 ve konum artimi A = 0.025 ve konum aralig
[a,b] = [-50,50] alimarak farkli zamanlarda hesaplanan bagil hata normlarmm (2.80)

degerleri Cizelge 6.2 de verilmistir.

(izelge 6.2. Farkli zamanlar i¢in Rel hata normu

Zaman Rel

t=>5 | 1.3855 x 1072
t=10 | 7.859 x 1073
t=15 | 6.0535 x 1073
t =20 | 5.0894 x 1073

t =40 | 3.4341 x 1073

Fisher denklemi, kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar: ile en kiigiik kareler
yontemi kullanilarak sayisal olarak c¢oziimler yapilmistir. Hesaplanan degerlerin daha
onceden yapilmig ¢alismalarda elde edilen sonucglar ile uyumlu oldugu goriilmiigtiir.
Bu nedenle kiibik trigonometrik B-spline en kiiciik kareler yonteminin makul sonuclar

verdigi soylenebilir.
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7. NLS DENKLEMININ TRIGONOMETRIK B-SPLINE EN KUCUK
KARELER YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan  NLS denkleminin kiibik trigonometrik B-spline
en kiiciikk kareler yontemi kullanilarak sayisal ¢oziimii aragtirilmigtir.  Yontem
uygulandiktan sonra, elde edilen algoritmanin dogrulugu, L., L., hata normlar1 ve

grafikler yardimiyla incelenmigtir.

7.1. NLS Denkleminin Sayisal Coziimii I¢in Trigonometrik B-spline En

Kiigiik Kareler Yontemi

Bu boliimde NLS denkleminin kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler
metoduyla sayisal ¢oziimii yapilacaktir. Konum ve zaman araliklarina gore integral
altinda (2.81 ) denklemi i¢in en kiigiik kareler metodu

t b
5//ﬁw+vﬁ+qwﬁm%mﬁ:o (7.1)
0 a

denklemi ile verilir. dx, dt,U,,U; ve U,, icin

T =Ty +nh, t=1t"+T7At (7.2)
doniigtimleri kullanildiginda
dr = Axdn
dt = Atdr
ouU or
U, = %o —y, L (7.3)
__90UO9n _ 1
Us = oo = Unas 1
O(Uu==) Unn 502
Use = (Usz)a = gnA % - Unnﬁ = maf = Unnﬁ

elde edilir. Bu ifadeler (7.1 ) denklemde yerel koordinatlarda yerine yazldiginda
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11

5// (iU, + Upyks + ¢ U U] AzAtdndr =
00
11
3 [ [ (2 [0, + U s + Ata U U AoAtdndr =
00
11
5// (iU, + 2LU,, + Atq U U] dydr =
0 O1

1
5// [iU, + U,y + cn U dndr = 0
00

elde edilir. Burada a,, [, Zme1] sonlu eleman iizerinde sabit olarak alinmig olup,
B=£L vepu=Atq|U * dir. Leibniz integral kurali (Abramowitz ve Stegun, 1972)

kullanilarak

11
//5 iU, + BU,, + a,nUT? dndr =
00
11
/ / 2[iU, + BUyy + a8 [iU; + BUyy + anml] didr — (75)
00

11
// [iUr + BUyy + U6 [iU; 4 Uy, + o, Ul dndr = 0
00

olarak yazildiginda en kiigiik kareler yontemi, agirlik fonksiyonu

m+2
OW =Y W;b; =0 [Us + BUp, + U] (7.6)

j=m—1

olan bir Petrov-Galerkin yontemine doniigiir. B-spline fonksiyonlarin1 kullanarak

[, Tm1] sonlu elemani iizerinde yerel koordinatlarda u(n,7) fonksiyonunun sayisal

¢Ozumi,
m+2
Un,r)= > T;(n) (p; +7Ap)) (7.7)
j=m—1
biciminde verilebilir. Burada ¢, 1, ©m @Pme1 V€ ©pie zaman adimlarmin

baglangiclarinin diigiim parametreleri ve Ay, 1, Ap,,, Ap,, ., ve Ap,, ., bir At zaman

adiminda diigiim parametrelerindeki artiglar1 gostermektedir.

. ullanilarak U, U, ve - hesaplanirsa
(7.7 ) kullanilarak U, U, Uppr h |



m+2
9 Z T} (77) (Spj + TA%‘)
U aU(n7 T) j=m—1
T or N or
m+2
= > Ti(n) Ay,
j=m-—1
m—+2
9 Z T} (n) (‘Pj + TASOJ')
U aU(/'% T) _ j=m—1
oo n
m—+2
= Z T (n) (‘Pj + TA%‘)
Jj=m—1j
m—+2
0 Y Ti(n) (p;+7Ap))
U. — 8Un . j=m-—1
nn 87] - 877
m+2
= ) T/ () (¢, + 7Ap))
j=m—1

elde edilir. (7.8), (7.9), (7.10) kullamildiginda agirhik fonksiyonu

SW =8 [Uy + BUyy + U] =

m+2 m+2
5[i YT A +8 Y T (0) (o0 +7Ap;) +

j=m—1 j=m—1
m+2
am( > T (%HA%)> =
Jj=m—1
m+2 m—+2 m+2
iy Ty +BT Y T +ant Y Ti(n) =
j=m—1 Jj=m—1 j=m—1
m+2
> [iTy (n) + BTTY (n) + Ty ()]
j=m—1

haline doniigiir. Burada agirlik fonksiyonu kisaca

w; = iT; (n) + BTy (n) + amtTi(n), i=m—1,mm+1m+2
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(7.10)

(7.11)

(7.12)
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olarak yazilabilir. Indis karisikligi olmamasi icin agirhk fonksiyonlarinin indisi 4 olarak
alinmigtir. (7.8), (7.9), (7.10) ve (7.12) degerleri (7.4) denkleminde yerlerine yazilir ve

denklem diizenlenirse

11 m—+2 m-+2 m—+2
// [Z Y LA +8 Y T (¢ +780)) +aw Y Tj (0, +7Ap))
0 0 Jj=m—1 j=m—1 j=m—1

m—+2

Z // zTAgoj—l—ﬁT( —i—TAgo])—i-amT( +TA(p])]

jmlo

[iT; (n) + BT (n) + o 7T ()] dndr =

m-+2

> //{ ~T;T; + BT T + 2ice, TjT; + iBrTI T+

Jj=m— 10
ﬁZTQTJ(/Ti// BamTQTJ{,Ti + 501m72TjT,-” + 043”7'2TjTi]A90j
[ZBTJNTZ +B27—T]{,Ti” +5OémTTJ{,Ti+

Bou, 71T + i, T5T; + ozfnTTjTi]gpj} dndr =
(7.13)

1
+
2 / (ST + BoanT'T; + fanTyT) + o}, TiT:)

+1 (5T T) + 200, T;T; + BT)'T;) — T;T;] Ay, (7.14)
3 (BT + BanT)Ti + BanTyT{ + of, T,T:)
+i (BTT + anTyT))] ¢} dn =

m—+2 1

2 / 5 (BPTYTY + Ban )T + Bon DT} + g, TiT) +
j=m—1 0
3 (T TY + 200 T;T + PTYT) — L] dn} Ayt

1

(7.15)

m+2
> 8 BT + f0nT) T+ fonTT! + 02 TT) +

j=m—1 0
i (BL)T; + 0 TiT;) ] dn} p; = 0

denklem sistemi elde edilir. (7.15) denklem sistemi eleman matrisleri cinsinden
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[% (6206 + Bay, (Be + (Be)T) + aane> +
i (5 (B 4 2a,,A° + ﬁBe> - Ae} Age+
[% (5206 + Bay, (Be + (Be)T) + a%nA€> +
i (BB 4+ anA®)| ¢ =0

olarak yazabilir. Burada (.)T matrisin transpozunu gostermektedir vem = 0, 1,..., N—1

(7.16)

olmak iizere

0° = [Poas1s Wor Oonrts Pnra) (7.17)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri
1
XyzA%:/ﬂﬂm
0

1
B =B, = [1/Tdn
’ / ’ (7.18)
1

11 11

co=cy= [1/7an,
0
L,j=m—1mm+1m+2

olarak almmustir. Ornek olarak A® eleman matrisinin elemanlar

— O O O~

L O

seklinde kiibik trigonometrik B-splineler yardimiyla hesaplanabilir.

Tmfl Tmfl d77

Tme—ldn

Tm+le—1d77

Tm+2Tm— 1 d77

Tmfl ¢md77

T Tmdn

Tm+1Tm dn

Tm+2de77

o O O o~

Tm Tm+1 dn

Trt1Tmadn

Tnt2Tinradn

matrisleride benzer sekilde hesaplanmigtir.

O\HO\HO\JHO\H

T 1Tmy2dn

Tme+2d77

L1 Thr2dn

Tm+2Tm+2 d?]

(7.19)

Diger eleman



121

(7.16) denklemi, tiim eleman matrislerinin olugturdugu matrisler cinsinden
1 (520 + Bay, <B v (B)T> n a;A> +

(7.20)

olarak gosterilebilir. Burada ¢ = [go_l, Doy - PNy PN +J " tiim diiglim parametrelerinin

birer vektoriidiir ve

e=¢" Ap=p"tt— " (7.21)

bigiminde tanimlanabilir. (7.20) denklemi buna gore diizenlenirse

[% (620 + Bam (B + (B)T) + aan) +
5 (ﬂ ((B)T - B) + QamA) — Al (" — o) + (7.22)
[% </520 + Ban, (B + (B)T> + a?nA> +i (BB + ozmA)} o =0

Q

BC + Baw (B + (B)') + a2 A+ (B((B) + B) +20,4) = A) "1+
o4 ((B)T —|—B> +2amA) — % (5204_50% (B+ (B)T> —l—oz%lA) B
A—i(BB+ anA)]¢" =0
(7.23)
(N +3) x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada c,,, eleman

degeri

at, = Atq|U|” = Atq a1y + @@ + 10|’ (7.24)
olarak hesaplanabilir. Burada

ar = sin®(%) csc(h) ese(2L), ax = m, o.ii. (7.25)

dir. (7.23) denklemi, (2.82) simr kogullar ve trigonometrik B-spline degerleri ile birlikte
kullanildiginda
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U(zo) = a1p_1 + azpy + a1
1 = (Ulzo) — anpg — arepy)/an,
(7.26)
Uzn) = a1py_1 + 2oy + a1y 41
o1 = (Ulzn) —apy_y — azpy)/a
olacak sekilde p_; ve ¢, elimine edilerek, (N + 1) x (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine doniigtiiriiliir.

7.2. Baslangic Durumu

(7.23) denklem sisteminde iterasyonu baglatmak i¢in baglangic diigim
noktalarindaki baslangic parametre vektoriiniin ¢ = [@gl,gog, . +1]T
hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin ¢ = 0 zamaninda [zo, 2| araligl igin (2.55)

yaklagim fonksiyonu yeniden diizenlenerek asagidaki gibi yazilabilir:

U(z,0) = Y T(z)¢), (7.27)

m=—1

(2.82) simir ve baglangic kosullar ile Cizelge 2.1 birlikte kullanildiginda

3 3h
b= %, o.1i.
U/(.T()) = —bQO_l + OQOO + bg@l = O
Ulrn) = —bpy_1 + 00y +bpy, =0 (7.28)

U('Im) = A1¥m— + a2P, + A1Pmy1 = f(xm)a m = 07 17 ceey N
elde edilir. (7.27) ve (7.28) kullamlarak

= 0 b 1T ¥, ] i 0 ]
a; Qg Gy 908 f(%)
a, as ap 90(1) f(z1)
= : (7.29)
ayp az a Y1 flan-1)
ar ay ar| | ¥y f(zn)
I b 0 b] _‘P9V+1_ 0
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(N +3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (7.23) denkleminde iterasyona baglanir ve ¢ zamanina kadar iterasyon yapilir.
Bulunan ¢" ler (2.55) ifadesinde yerine yazlarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonlarinin degerleri hesaplanir.

(7.23) ve (7.29) denklem sistemlerinin ¢oziimii igin MATLAB paket programi

kullanilmigtir.
7.3. Test Problemleri

Bu kisimda, kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler yonteminin NLS
denklemine uygulanmasi sonucunda elde edilen sonuclarin giivenirligini kontrol etmek

amaciyla iki test problemi {izerinde calisilmigtir.
7.3.1. Problem (1) (Tek soliton ¢dziimii)

Schrodinger denkleminin tek soliton ¢oziimii

2 1 1
Uz, t) = a\/jexpi {§Sx ~ 1 (5% —a?) t} sech (a (x — St)) (7.30)
q
ile verilir. Buradaki coziimde, solitonun hizi S ve biiyiikliigii de o parametresi
ile belirtilmektedir. Sonuglarin kargiligtirilmasi amaciyla 6nceki bazi galigmalarda
kullanilan degerler kullanilacaktir. Buna gore, —20 < x < 20 konum araliginda, ¢ = 2,
S=4,a=1vea=2, At =0.005 h = 0.05 parametreleri kullanilarak hesaplamalar

yapimugtir. Kompleks degerli U fonksiyonunun modiilii o = 1 igin,

|U| = sech(x — 4t) (7.31)

dir ve bu ifade 4 hiziyla saga dogru sabit hizla ilerleyen solitonu belirtmektedir.
Program t = 2.5 zamanina kadar ¢alistirilarak elde edilen L., ve korunum sabitlerinin
degerleri Cizelge 7.1 de verilmigtir. ¢ = 0 ve t = 2.5 zamanlarinda solitonun modiiliiniin
ilerlemesi Sekil 7.1 de gosterilmigtir. L., hata grafigi de Sekil 7.2 de, (yaklagik
sonug-tam sonug) icin hata degerleri Sekil 7.3 de verilmistir. Buradan, hatanin x = 10

civarinda oldugu ve sinir degerlerinden kaynaklanmadig1 goriilmektedir.



Cizelge 7.1. At = 0.005,h = 0.05 i¢in L., hata normlar1 ve korunum sabitleri

t o Coy Lo
0 2 7.333317 0
0.5 | 1.999995 | 7.397310 | 0.005959
1 | 1.999989 | 7.461297 | 0.014132
1.5 | 1.999984 | 7.525253 | 0.024599
2 11.999978 | 7.589189 | 0.038165
2.5 | 1.999973 | 7.653129 | 0.055368
1 - ——t=0
ﬁ ﬁ e =7
0.8
— 086 -
=
04 -
Q.2 -
G i i i i
-20 -10 0 10 20

X

Sekil 7.1. h = 0.05 ve At = 0.005 igin t = 0 ve t = 2.5 zamanlarindaki |U|
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0.06 r

-20 -10 0 10 20

Sekil 7.2. h = 0.05 ve At = 0.005 igin ¢ = 2.5 zamanlarindaki mutlak hata

0.06
0.04 |

0.02}

Hata
o]

-0.02 ¢

-0.04 |

-0.06 ' ' '
-20 -10 0 10 20

X

Sekil 7.3. h = 0.05 ve /At = 0.005 i¢in ¢ = 2.5 zamanlarindaki hata

Bununla birlikte A ¢ = 0.005, h = 0.02 degerleri i¢in hesaplama yapildiginda yéntem
icin en iyi sonuglarin elde edildigi goriilmektedir (Cizelge 7.2). ¢ = 0 ve t = 2.5
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zamanlarinda solitonun modiiliiniin ilerlemesi Sekil 7.4’de, L., hata grafigi de Sekil

7.5'de, (yaklagik sonug-tam sonug) igin hata degerleri de Sekil 7.6’da gosterilmigtir.

Cizelge 7.2. At = 0.005, h = 0.02 i¢in L., hata normlar1 ve korunum sabitleri

t & Cy L
0 2 7.333333 0
0.5 | 1.999994 | 7.333275 | 3 x 107°
1 [1.999989 | 7.333218 | 5 x 107°
1.5 | 1.999984 | 7.333161 | 6.4 x 10~*
2 11.999978 | 7.333103 | 7.3 x 1074
2.5 1 1.999973 | 7.333046 | 9.1 x 107
1.2
—t=0
1 L ﬂ —1t=25
0.8 -
206"
04 -
0.2 -
C' i L L j
-20 -10 0 10 20

X

Sekil 7.4. h = 0.02 ve At =0.005 igin t = 0 ve t = 2.5 zamanindaki |U|
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Sekil 7.5. h = 0.02 ve At = 0.005 i¢in ¢ = 2.5 zamaninda mutlak hata

%1078

Hala
L]

Sekil 7.6. h = 0.02 ve At = 0.005 icin ¢ = 2.5 zamaninda hata
Daha 6nceden yapilan bazi sayisal ¢oziim ¢aligmalar ile kargilagtirma yapabilmek

icin Cizelge 7.3 ve (izelge 7.4’de genlik=1 ve genlik=2 i¢in farklh konum ve zaman

Cl—Clo ~ — 02—020
c ve Cg =

adimlarinda Lo, ve 6’\1 ve 6’; degerleri verilmisgtir. Burada 6’\1 = == o

olarak alinmigtir. C'y ve Cy, t = 1 zamanindaki korunum degerlerini, Cy ve Cyy degerleri

de t = 0 zamanindaki korunum degerlerini gostermektedir.



Cizelge 7.3. t = 1 zamaninda genlik=1 igin sonuglar

h At Lo Cy s

0.05 | 0.005 | 0.014132 | —0.00001 | 0.01745
0.3125 | 0.02 | 0.104141 | 0.00024 | 0.13101
0.02 | 0.005 | 0.000050 | —0.00001 | —0.00002
0.05 | 0.001 | 0.021765 | 0.00000 | 0.02696
0.08 | 0.002 | 0.019854 | 0.00000 | 0.02458
0.3125 | 0.0026 | 0.134831 | 0.00025 | 0.171161

(izelge 7.4. t = 1 zamaninda genlik=2 i¢in sonuglar

ho| At Lo Ci Cs

0.1 | 0.05 |1.115394 | —0.00772 | -0.72020
0.02| 0.05 |0.131335 | —0.00394 | —0.09976
0.01 | 0.005 | 3.268353 | —0.00660 | —1.02942
0.02 | 0.005 | 0.000388 | —0.00002 | —0.00032
0.02 | 0.0001 | 0.341420 | 0.000001 | 0.25980
0.05 | 0.0012 | 0.029885 | -0.00024 | 0.01903

7.3.2. Problem (2) (iki soliton dalganin g¢arpigmasi)

71t yonde hareket eden iki solitonun carpigsmasi ¢ = 0 baglangi¢ aninda,

U(z,0) = al\/gexpi((% (x — xl)) sech (aq (x — 1)) +
ag\/gexpi((% (x — xg)) sech (ag (x — x3))

Burada tepe noktalar1 x; ve z3, [a,b] konum araliginda genlikleri al\/g

(7.32)

ile verilir.

27 ) =

degerleri ile belirtilmektedir. Iki soliton carpismasi test probleminde ¢ =

1, Oy = 1, Sl = —4, SQ

=4, r;1 = 10, xo —10 parametre degerleri

alinarak —20 < z < 20 konum araliginda ¢ = 5 zamanina kadar program c¢aligtirilarak

hesaplama yapilmigtir.

Soliton dalgalar1 baglangic konumlarindan birbirlerine zit yoénde harekete

bagladiktan bir siire sonra carpisarak sekillerinde herhangi bir degisiklik olmadan
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yollarina devam etmektedirler. Dalga hareketleri ve ¢arpigma modellemesi 2 = 0.02,

At = 0.005 degerleri i¢in Sekil 7.7’de verilmigtir. Korunum degerlerinin zaman

Cizelge 7.5'de h = 0.1, At = 0.01
degerleri igin, Cizelge 7.6’de h = 0.01, At = 0.01 degerleri i¢in ve Cizelge 7.7’de

icerisinde degismeden kalmasi beklenmektedir.

h = 0.01, At = 0.01 degerleri i¢in korunum degerlerinin farkli zamanlardaki degigimi

verilmigtir.

Cizelge 7.5. h = 0.1, At = 0.01 i¢in korunum sabitleri

t 4 Cy t 4 Cy

0 | 4.000000 | 14.666150 | 3 | 4.000553 | 14.563420
0.5 | 3.999924 | 14.506014 | 3.5 | 4.000460 | 14.742422

1 ] 3.999851 | 14.355495 | 4 | 4.000338 | 15.037575
1.5 | 3.999779 | 14.213780 | 4.5 | 4.000189 | 15.392817

2 13.999710 | 14.079742 | 5 | 4.000022 | 15.748364
2.5 | 4.000119 | 14.125999

Cizelge 7.6. h = 0.01, At = 0.01 i¢in korunum sabitleri

t Cy Cy t Cy Cy

0 | 4.000000 | 14.666150 | 3 | 3.999477 | 13.559655
0.5 | 3.999902 | 14.497650 | 3.5 | 3.999398 | 13.403474

1 13.999807 | 14.330466 | 4 | 3.999321 | 13.252378
1.5 | 3.999715 | 14.164735 | 4.5 | 3.999247 | 13.252378

2 13.999626 | 13.998468 | 5 | 3.999175 | 12.955779
2.5 | 3.999548 | 13.773531

Cizelge 7.7. h = 0.02, At = 0.005 i¢in korunum sabitleri

t Cy Cy t Ch Cy

0 | 4.000000 | 14.666666 | 3 | 3.999954 | 14.143332
0.5 | 3.999988 | 14.582139 | 3.5 | 3.999943 | 14.076092

1 13.999976 | 14.498276 | 4 | 3.999932 | 14.014161
1.5 3.999964 | 14.414954 | 4.5 | 3.9999920 | 13.955311

2 13.999953 | 14.331028 | 5 | 3.999909 | 13.897685
2.5 1 3.999954 | 14.232133
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Sekil 7.7. Iki soliton dalganm carpismasi

(izelgelerden goriilmektedir ki, konum ve zaman adiminin 6zel se¢imi korunum

sabitlerinin yaklagik degeri analitik degere yakinlagmay:1 saglamakta fakat yontem

soliton dalgalarin ¢arpismadan sonra seklini degistirmeden yoluna devam ettigi durumu

az bir hata ile modelleyebilmektedir.
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NLS denklemi, kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 ile en kiiciik kareler
yontemi kullanilarak sayisal olarak coziilmiigtiir. Hesaplanan degerlerin daha énceden
yapilmig calismalarda elde edilen sonuglar ile uyumlu oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle
kiibik trigonometrik B-spline en kiigiik kareler yonteminin makul sonuclar verdigi

soylenebilir.
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8. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kisimda AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS gibi lineer ve lineer olmayan
bazi kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in 6énerilen trigonometrik

B-spline en kiiciik kareler metodu ile elde edilen sonuglar tartigilmistir.

Bu tez calismasinda kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar: kullanilarak, sonlu
elemanlar sayisal coziim yontemine dayanan en kiigiik kareler metodu onerilmistir.
Trigonometrik B-spline en kiiciik kareler metodu ile lineer AD, lineer olmayan RLW,
Burgers, Fisher ve NLS kismi diferansiyel denklemleri sayisal ¢oziilmiis, cesitli test
problemleri kullanilarak yontemin dogrulugu degerlendirilmigtir. Yontem uygulanirken
kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilmigtir. En kiigiik kareler yénteminin
yapisi geregi 6nce konum parcalanmasi ile ¢oziim algoritmasi olusturulmus ardindan
da zamana gore ayrigtirma yapilmigtir. Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri
¢ozerken lineerlestirme yaptigimiz i¢in sonuclar iyilestirebilmek amaciyla i¢ iterasyon
kullanilmig, fakat iterasyon sayisinin artmasi sonuclarin iyilesmesini saglamamis,
bazi durumlarda da sonuclarin bozulmasina neden olmustur. Bu nedenle ¢oziim
algoritmalarinda i¢ iterasyon kullanilmamigtir. Test problemlerinin ¢oziimii igin
problemin yapisina gore farkli zaman ve konum adimlar ile ¢alisilmigtir. Bulgular
cizelge ve sekiller ile gosterilmistir. Elde edilen algoritmalarin ¢oziilmesi icin MATLAB

paket programi kullanilmigtir.

AD denklemi, farkli difiizyon katsayilart "p" ve farkhi akis hizi "o" parametre
degerleri iceren dort test problemi ile sayisal coziimleri tizerine caligilmigtir. Birinci
ve ikinci test problemlerinde L., hata normu, {iciincii ve dérdiincii test problemlerinde
Ly ve L, hata normlar1 hesaplanmistir. Buna gore, konum ve zaman adimlarinin
kiiclik segilmesinin sonuclarin iyilesmesini sagladigy goriilmiistiir. Dahasi zaman
adimimin kiiciik olmasinin bu iyilesmede daha fazla etkili oldugu tespit edilmistir.
Kismi diferansiyel denklemin lineer olmasida yontemin dogrulugu iizerinde olumlu etki
gosterdigi diistiniilmiistiir. Uciincii test probleminde, literatiirde daha cok goriilen
konum aralig1 metre cinsinden olup, bu ¢aligmada konum adiminin kiigiik secilebilmesi

amaciyla kilometre cinsinden alinmistir.
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RLW denklemi {i¢ test problemi ile calisilmigtir. Birinci test probleminde RLW
denkleminin tek dalga hareketini modelleyen problemin sayisal ¢oziimii cahigilmigtir.
Iki farkh genlik degeri kullanilarak yapilan coziimlerde biiyiik genlik degeri icin hata
normlarinin daha kiigiitk oldugu gozlemlenmistir. Bunun sebebinin kiiciik genlik
kullandigimizda hatalarin u¢ kisimlarda gelmesinden kaynaklanmaktadir. Sinirlardaki
bu hatalar1 indirgemek icin ¢oziim araligi genisletilmistir. Her iki genlik degeri
icinde korunum degerinin analitik sonuclar ile sayisal sunuglarinin uyumlu oldugu

goriilmiigtiir.

Iki dalganmn carpismasi test problemi iki farkli durum icin incelenmistir. Dalga,
¢arpigmasi probleminin analitik ¢6ziimii mevcut olmadigi i¢in sadece korunum degerleri
hesaplanmigtir. Sayisal sonuglarin zaman igerisinde bir miktar bozulmaya ugradig
goriilmiigtiir. Sekil 4.7’de dalga ¢arpismasi simiilasyonu verilmig olup, genligi biiyiik
olan dalganin kiiciik genlikli dalgay1 yakalayarak carpigmanin gergeklestigi ve ardindan
sekilde bariz bir bozulma olmadan yollarmma devam ettigi goriilmektedir. Ikinci
durumda sonuclar daha iyi olmakla birlikte korunum degerlerinde kiiciik bozulmalar

gozlemlenmigtir.

Dalga olusumu test probleminde "d" parametresinin iki farkli degeri igin sayisal
¢oziim yapilmigtir. Sonuglart degerlendirmek igin korunum degerleri hesaplanmistir.
Farkli zamanlarda farkli korunum degerleri elde edilmesi degerlendirme yapilmasina
uygun olmadigindan lineer artig oranimi gosteren M; = dd—otl, My, = d%, M; =

% degerleri hesaplanarak Cizelge 4.9 ve 4.10’da verimistir. Bu sonuglarin 6nceki

calismalar ile uyumlu oldugu goriilmiustiir.

Burgers denklemi igin de iki farkli test probleminin sayisal ¢oziimii yapilarak elde
edilen veriler degerlendirilmistir. Birinci test problemi, farkli konum ve zaman adimlari
kullamlarak =z € [0,1] konum arahginda hesaplanmig, sayisal ve analitik degerler
kiyaslanmigtir. Yontemin dogrulugunu onceki c¢alismalar ile kargilagtirmak amaciyla
le]|; hata normu kullamilmigtir. Sonuglarn, kiiciikk konum va zaman adimlar igin

iyilestigi ve onceki ¢aligmalar ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Ikinci test probleminde farkli konum ve zaman adimlari icin hesaplama yapilmistir.

Ly ve Lo, hata normlar: hesaplanmig ve konum ve zaman adimlarinin kiigiik segilmesi ile
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hata degerlerinin de kiiciildiigii goriilmiigtiir. Sekil 5.3 de A = 0.005 gibi kiiciik viskozite
degeri icin sayisal ve analitik ¢6ziim bir arada gosterilmis ve ¢oziimlerin uyumlu oldugu

goriilmiigtiir.

Fisher denkleminin iki test problemi i¢in sayisal ¢oziimii yapilmistir. Birinci test
probleminde Ly ve L., hata normlar literatiirde sik karsilagilan parametre degerleri ve

konum ve zaman adimlar1 kullanilarak hesaplanmigtir.

Ikinci test problemi titresim profili baghg: ile verilmistir. Bu test probleminin
analitik ¢oziimii olmadig: icin sonuglarin degerlendirilmesi amaciyla bagil hata normu
(Rel) kullanilmigtir. Farkli konum araliklar i¢in ¢oziimler Cizelge 6.6, 6.7 ve 6.8’de
gosterilmigtir. Her iki test problemininde 6nceki caligmalar ile tatmin edici diizeyde

uyumlu oldugu goriilmiistiir.

NLS denklemi tek soliton ¢oziimii ve iki soliton dalganin ¢arpismasi bagliklar ile iki
farkli test probleminin sayisal ¢oziimii yapilarak incelenmigtir. Bu denklem kompleks
terim icerdigi icin, literatiirde genellikle sayisal ¢oziim bulunurken ¢oziim fonksiyonu
reel ve sanal kisimlara ayrilmaktadir. Fakat bu calismada U sayisal ¢oziimii sanal ve
reel terim ayristirmasi yapilmadan kullanilmistir. Tek soliton ¢oziimii test probleminde
Lo hata normu At = 0.005, h = 0.05, 0.02 degerleri i¢in hesaplanmigtir. h = 0.02

konum adimi i¢in hata normunun daha kiigiik oldugu gozlemlenmistir.

Iki solitonun carpismasi test problemi farkli konum ve zaman adimlar icin
¢oziilmiis ve korunum degerleri Cizelge 7.5, 7.6 ve 7.7’de verilmistir. Burada korunum
degerlerinin zaman icinde az da olsa bozulmaya ugradigi goriilmektedir. Sekil 7.7’de
z1t yonlii hareket eden iki soliton dalganin ¢arpisma anindan sonra genliklerinde ufak
bir degigiklik olusarak yollarina devam ettikleri goriilmektedir. Sonuglarin yiiksek

dogrulukda olmamakla birlikte kabul edilebilir oldugu sdylenebilir.
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9. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemlerinin
trigonometrik B-spline en kiigiik kareler metodu ile sayisal coziimii aragtirilmigtir.
Toplam 9 boéliimden olusan calismanin ikinci boliimiinde yontemin daha kolay

anlagilabilmesi i¢in bazi temel bilgi ve kavramlar hakkinda kisa agiklamalar yapilmistir.

Trigonometrik B-spline en kiiciik kareler metodu uygulanirken kiibik B-spline
fonksiyonlar: kullanilmigtir. Kullanilan yontem geregi zaman ayristirmasi yapilmadan,
oncelikle konum ayristirmasi uygulanmistir. Konum ayristirmasinda kullanilan "h"
konum adiminin uzunlugunun kiigiik secilmesi, ayni zamanda zaman adiminin da
kiictik secilmesi sonuglarin iyilesmesini saglamigtir. Konum adiminin 1’den biiyiik
oldugu durumlarda sonuglarda ciddi bozulmalar ile karsilasilmistir. Bu nedenle AD
denkleminin {i¢iincii test probleminde metre cinsinden olan konum araligi km cinsine

gevrilerek konum adiminin 1’den kiigiik alinabilmesi saglanmigtir.

AD denkleminin sayisal ¢oziimiinden elde edilen sonuclar, denklemin lineer olmasi
sebebiyle diger denklemlerden elde edilen sonuglardan daha iyi olarak gelmisgtir. Hatta
birinci test probleminde analitik ¢oziim trigonometrik oldugu icin B-spline fonksiyonlar
ile uyum gostermis ve sonuglara olumlu yonde etki etmistir. AD denklemi i¢in ¢oziimii

yapilan diger test problemlerinden de iyi sonuclar elde edilmigtir.

RLW denklemi icin caligilan ii¢ test probleminden birincisinde tek dalga ¢oziimii
sayisal olarak yapilmistir. Iki farkli genlik kullamlarak bulunan sonuclardan biiyiik
genlikli durumda elde edilen degerlerin daha iyi oldugu goriilmiistiir. Iki dalganin
carpismasi test probleminde korunum degerlerinde bir miktar bozulma gerceklegmistir.
Fakat kabul edilebilir sinirlar i¢cinde bir fark oldugu soylenebilir. Dalga olusumu test
probleminde ardigik dalga olusumunun bagari ile modellenebildigi ve 6nceki ¢alismalar

ile uyumlu oldugu goriilmiigtiir.

Burgers denklemi iki farkli test problemi ile incelenmigtir. Birinci problemde
bircok farkli zaman ve konum adimu icin ||e||; hata normu hesaplanmgtir. Hata
normu zaman ve konum adimlarinin kii¢iilmesine paralel olarak kiiciilmektedir, ayrica

farkl vizkozite degerleri icin yapilan hesaplamalarda sayisal ¢oziim ile analitik ¢oziim
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uyumludur. Burgers denkleminin analitik ¢oziimiin bozuldugu A < 0.01 vizkozite
degeri icin A = 0.001 alinarak bulunan sayisal ¢oziimiin dalga hareketini modelledigi
goriilmektedir (Bkz. Sekil 5.1). Ikinci test probleminde de benzer sekilde farkli konum
ve zaman adimlar ile ¢alisilmig ve A = 0.5 vizkozite degeri igin elde edilen sayisal
¢oziimlerden en iyi sonug h = 0.01 ve At = 0.01 degerleri i¢in bulunmustur. A = 0.005
icin yapilan sayisal ve analitik ¢oziimlerin birbiri ile uyumlu oldugu goriilmiistiir (Bkz.

Sekil 5.3).

Fisher denklemi igin iki test problemi ile yontemin uygulamasi yapilmigtir.
Literatiirdeki calismalar ile kargilagtirma yapabilmek amaciyla belirlenen parametre
degerleri ile calisilmistir. Buna goére birinci test probleminde ii¢ farkli 8 parametresi igin
iki farkli konum adimai ile hesaplamalar yapilmistir. Farkli zamanlar i¢in L, ve L., hata
normlar1 Cizelge 6.1’de verilmis olup sonuglarin, benzer caligmalar ile kiyaslandiginda
kabul edilebilir smirlar icinde oldugu goriilmiistiir. Ikinci test problemi baslangic
titresim profili baghg ile verilmistir. Farkli zaman araliklar1 icin sayisal ¢oziimler
Sekil 6.6, 6.7 ve 6.8’de gosterilmigtir. Problemin analitik ¢oziim olmadig: i¢in sonuglar
bagil hata (Rel) ile hesaplanmig ve Cizelge 6.2’de verilmistir. Sonuglarin literatiirdeki

¢alismalar ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.

NLS denklemi, tek soliton dalga ve iki soliton dalganin ¢arpigmasi bagliklar: ile
verilen iki test probleminin sayisal ¢oziimii ile ¢alisilmigtir. Tek soliton dalga ¢oziimii
icin iki farkli konum ve zaman adimi degeri ile hesaplamalar yapilmigtir. Korunum
degerleri ve L., hata normu verileri Cizelge 7.1 ve 7.2’de verilmigtir. Sekil 7.1 ve
7.2'de |U|'nun konuma goére degisimi gosterilmigtir. Elde edilen degerlerin makul
sinirlar icinde oldugu s6ylenebilir. Iki soliton dalganin carpigmasi test probleminde zit
yonlerde birbirine dogru hareket eden iki dalganin ¢arpigsmasi ve sonrasindaki durumlar:
modellenmigtir (Bkz. Sekil 7.7). Carpigmadan sonra iki dalganin yollarma devam
ettigi, fakat dalgalarin garpisma sonrasinda sekillerinde bir miktar bozulma oldugu
goriilmiigtiir. Farklh konum ve zaman adimlari igin hesaplanan korunum degerleri
Cizelge 7.5, 7.6 ve 7.7’de verilmigtir. h = 0.01 ve At = 0.01 degerleri i¢in korunum
degerlerinin en iyi oldugu goriilmiistiir. NLS denklemi ile yapilan ¢alismada sonuglarin

kabul edilebilir degerlerde oldugu soylenebilir.
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Sonug olarak, trigonometrik B-spline en kiigiik kareler metodu AD, RLW, Burgers,
Fisher ve NLS kismi diferensiyel denklemlerinin sayisal ¢oziimleri icin basari ile
uygulanmigtir. En kiiciik kareler yonteminde lineerlestirmeden kaynakli hatalar
indirgeyebilmek i¢in uyguladigimiz i¢ iterasyonun iyi sonuglar vermemesi sonuclarin
iyilesmesi anlaminda simirlayici etki gostermistir.  Bu nedenle algoritmalarda ig
iterasyon kullanilmamigtir. Zaman ve konum adimi degerleri degistirilerek bircok
kez hesaplama yapilmig ve kiiciik konum ve zaman adimlarinin se¢iminin sonuclarin
iyilesmesinde etkili oldugu goriilmiuigtiir. Fakat, bu durumda da islem maliyetinin
arttig1 ve bir yerden sonra da bigisayarda bellek agimi gerceklestigi tespit edilmistir. Bu
anlamda, ileride yapilacak ¢aligmalarda sonuclarin hata degerlerini kiiciiltmek amaciyla
en kiiciik kareler yontemi zaman parcalanmasi ile birlikte kullanilabilir. Trigonometrik
B-spline fonksiyonlari i¢in en iyi konum adimi stratejisi i¢in ¢alisma yapilabilir. Bu
calismada yalmzca kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar: ile ¢aligilmig olup, farkl

dereceden B-spline’lar ile caligilabilir.
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