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ÖZET

Bu doktora tezi, kübik trigonometrik Bspline en küçük kareler yöntemini kullanarak
AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemlerinin sayısal çözümlerini bulmaya odaklanan
9 bölümden oluşmaktadır.

Giriş bölümünde, dalgaların ve dalga denklemlerinin bilimdeki önemi ve bu
denklemlerin çözümü için bir çok analitik yöntem bulunmasına rağmen sayısal çözüm
yöntemlerine neden gereksinim duyulduğu, çözüm yönteminde trigonometrik Bspline
fonksiyonlarının kullanılmasının nedenleri ifade edilerek, tezin kapsamı ve amacı açı
klanmıştır.

Tezin ikinci bölümünde çözülecek denklemlerin literatür taraması ile çözüm
yöntemi ile ilgili bilgi verilmiştir. Ardından üzerinde çalışılan dalgalar ile bu dalgaların
kullanım alanları konularına değinildikten sonra ağırlıklı rezidüler yöntemi, sonlu elemanlar
yöntemleri, spline fonksiyonlar ve trigonometrik Bspline fonksiyonlar hakkı ve NLS
denklemleri ile ilgili tanımlama yapılmıştır.

Sonraki bölümlerde sırasıyla kübik trigonometrik Bspline en küçük kareler yöntemi
kullanılarak AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemlerinin sayısal çözümleri, daha
önce yapılan çalışmalar ile kıyaslama yapılabilmesi amacıyla, çeşitli test problemleri
üzerinde çalışılarak yöntemin yeterliliği sınanmıştır. Ayrıca elde edilen sonuçlar grafikler
ve çizelgeler yardımıyla yorumlanmıştır.

Son iki bölümünde ise çalışmada elde edilen veriler özetlenerek tartışılmış ve sonraki
araştırmalar için önerilerde bulunulmuştur.

Anahtar Kelimeler: Kısmi diferensiyel denklem, soliton, solitary dalga,
trigonometrik Bspline, sonlu elemanlar yöntemi, en küçük kareler yöntemi, AD denklemi,
RLW denklemi, Burgers denklemi, Fisher denklemi, NLS denklemi.
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In the following chapters, numerical solutions of AD, RLW, Burgers, Fisher and NLS
equations using the trigonometric Bspline least squares method, respectively, in order to
make comparisons with previous studies, by working on various test problems. The adequacy
and validity of the method has been tested. In addition, the results obtained were interpreted
with the help of graphics and charts.

In the last two sections, the data obtained in the studywere summarized and discussed,
and suggestions were made for further studies.

Keywords: Partial differential equation, soliton, solitary wave, trigonometric
Bspline, finite element method, least squares method, AD equation, RLW equation,
Burgers equation, Fisher equation, NLS equation.

In the second part of the thesis, information about the solution method with literature
review of the equations to be solved is given. Then, after mentioning the waves studied and
the areas of use of these waves, basic information about the weighted residual method, finite
element methods, spline functions and trigonometric Bspline functions are given. Finally, a
definition has been made for AD, RLW, Burgers, Fisher and NLS equations.

SUMMARY

This doctoral dissertation consists of nine chapters, focusing on the finding the
numerical solutions of AD, RLW, Burgers, Fisher and NLS equations by using the
trigonometric Bspline least squares method.

In the introduction part, the importance of waves and wave equations in science,
why there are many analytical methods for solving these equations, why numerical solution
methods are needed, and the reasons for using trigonometric Bspline functions in the
solution method are explained, and the scope and purpose of the thesis are explained.
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

kek1 A¼g¬rlaşt¬r¬lm¬̧s hata normu

h Konum ad¬m uzunlu¼gu

L2 Ortalama hata normu

L1 Maksimum hata normu

Rel Ba¼g¬l hata normu

�t Zaman ad¬m uzunlu¼gu

u Analitik çözüm

U Say¬sal çözüm

K¬saltmalar Aç¬klama

AD Advection-Di¤usion

RLW Regularized Long Wave (düzenli uzun dalga)

NLS Non-linear Schrödinger

xvi

Simgeler Aç¬klama

B-spline Basis-spline

C1; C2; C3 Korunum sabitleri
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1. G·IR·IŞ VE AMAÇ

Bilimsel çal¬̧smalar genellikle do¼gada kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z olay ve olgular¬anlamland¬rma

çabas¬n¬ içerir. Bu amaçla deney, gözlem ve modelleme gibi yöntemler kullanmakta

ve bunlar¬n sonucunda anlamland¬r¬lmas¬ gereken pek çok veri ortaya ç¬kmaktad¬r.

Bilimsel çal¬̧smalardan elde edilen verilerin analiz edilmesi ve geçerlili¼ginin kontrolü

ancak say¬sal olarak ifade edilmesi ile mümkündür. Bir bilimsel çal¬̧sman¬n say¬sal

verilere dayanmas¬ gereklili¼gi, tüm bilimlerin matemati¼ge olan ihtiyac¬n¬ ortaya

ç¬karmaktad¬r. Matematik bilimi bu anlamda pozitif bir bilim olmamas¬ ile birlikte

di¼ger bilim dallar¬na kullanmalar¬ için enstrümanlar sa¼glamaktad¬r. Do¼ga da

kaŗs¬laş¬lan de¼gi̧simin modellenmesi aşamas¬nda yararlan¬lan adi ve k¬smi türevli

diferensiyel denklemlerin çözümleri bu anlamda önem kazanmaktad¬r. Bu aşamada

elde edilen diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin karmaş¬kl¬¼g¬artt¬kça analitik

çözüm elde etmek zorlaşmakta, hatta baz¬durumlarda mümkün olamamaktad¬r. Bu

durumlarda çözüm için yaklaş¬k sonuçlar¬n bulunabilece¼gi nümerik yöntemler ön plana

ç¬kmaktad¬r. Bu amaçla pek çok yöntem geli̧stirilmi̧s olup, son y¬llarda oldukça geni̧s

uygulama alan¬bulan sonlu elemanlar yöntemi önem kazanmaktad¬r. Başl¬ca sonlu

elemanlar yöntemleri olarak; Galerkin, Petrov-Galerkin, Kolokasyon, Subdomain ve

En Küçük Kareler say¬labilir. Bu anlamda üzerinde çal¬̧smak için beş farkl¬ dalga

denklemi seçilmi̧stir.

Dalgalar ve dalga denklemleri konusu; Pisagor�un (M.Ö. 560-480) müzik

aletlerindeki teller ve tel uzunluklar¬ aras¬ndaki ili̧skiyi incelemesinden başlayarak

günümüze kadar süren ve �zik, mühendislik ve uygulamal¬matematik gibi bilimsel

alanlar¬n oldukça yo¼gun bir şekilde üzerinde çal¬̧sageldikleri bir konu olmuştur. Dalga,

enerjinin taş¬n¬m¬n¬sa¼glayan titreşim olarak, matematiksel denklemlerle ifade edilebilir.

Dalgalar; bir ortam arac¬l¬¼g¬yla yay¬lan mekanik dalgalar ve yay¬lmak için bir ortama

gereksinim duymayan elektromanyetik dalgalar olmak üzere, iki temel çeşit içermekle

birlikte farkl¬özelliklerine göre de s¬n¬�and¬r¬labilir. Bunun yan¬nda dalga hareketleri;

hiperbolik k¬smi diferensiyel denklemlerle ifade edilen hiperbolik dalga hareketi ve

hareket denklemi yerine çözümün karakteristi¼gi ile ifade edilen dispersif dalga hareketi

olmak üzere iki ana tür olarak ele al¬nabilir (Whitham, 1974).
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Dalga hareketlerini modellemek için kullan¬lan denklemlerin elde edilmesi ve bu

denklemlerin çözümlerinin bulunmas¬oldukça zor ve karmaş¬k prosedürler içermektedir.

Denklemlerin çözümü ile ulaş¬lmak istenen , hareket halindeki dalgan¬n belirli

bir andaki konumunu bulmaktan ibarettir. Bu çal¬̧smada test problemi olarak;

AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemleri kullan¬lacakt¬r. Bu denklemlerin

yaklaş¬k çözümleri için orjinal denklem ile yaklaş¬k çözüm aras¬ndaki fark¬n

minimuma indirilmesini amaçlayan, a¼g¬rl¬kl¬ rezüdülerin kullan¬ld¬¼g¬ sonlu elemanlar

yöntemleri konusunda bilgi verilecektir. A¼g¬rl¬kl¬rezüdüler kullanan sonlu elemanlar

yöntemlerinden, as¬l denklemin analitik çözümü ile yaklaş¬k sonucu aras¬ndaki fark¬n

karesinin minimize edilmesini amaçlayan en küçük kareler yöntemi, çal¬̧smam¬zda

üzerinde durulucak ana konudur. Ayr¬ca yöntem içerisinde kullan¬lan, a¼g¬rl¬k ve

deneme fonksiyonlar¬n¬n seçimi belirleyici bir faktördür. Bu anlamda hesaplamada

kolayl¬k sa¼glayan spline fonksiyonlar¬n¬n kullan¬m¬ avantajl¬d¬r. Spline fonksiyonlar

düzgün fonksiyonlard¬r. Ayr¬ca sonlu baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylard¬r.

Belirli derece ve düzgünlükteki her spline fonksiyon, ayn¬ derece ve düzgünlükteki

B-spline fonksiyonlar¬n bir lineer kombinasyonu ile gösterilebilir (De Boor, 1978).

Bu sebeple de B-spline fonksiyonlar, spline fonksiyonlar için birer taban oluştururlar.

Dolay¬s¬yla kullan¬lacak olan trigonometrik B-spline�lar, trigonometrik Spline�lar için

bir taban oluştururlar.

Sonlu elemanlar yöntemleri ile trigonometrik B-splinelerin kullan¬ld¬¼g¬çal¬̧smalar

bulunmas¬na ra¼gmen, en küçük kareler yöntemiyle birlikte kullan¬m¬na yap¬lan literatür

taramas¬neticesinde rastlanmam¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada ele al¬nan test problemlerinden

elde edilen sonuçlar çizelgeler halinde düzenlenmi̧stir. Bu çizelgelerde yaklaş¬k

sonuçlar ile önceki çal¬̧smalarda elde edilen analitik çözümler kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu

kaŗs¬laşt¬rmalardan elde edilen veriler ¬̧s¬¼g¬nda; sonuçlar ve bulgular k¬sm¬nda yöntemin

etkinli¼gi ile ilgili de¼gerlendirmelerde bulunulmuştur.
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2. L·ITERATÜR ARAŞTIRMASI

Bu bölümde, spline, B-spline ve trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ile üzerinde

çal¬̧s¬lacak olan denklemler olan AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemleri ile ilgili

literatürde yap¬lm¬̧s baz¬çal¬̧smalardan bahsedilecektir. Ard¬ndan, çal¬̧smada kullan¬lan

temel kavramlar hakk¬nda k¬sa bilgi verilecek ve denklemlerin say¬sal çözümünde

kullan¬lacak yöntem ile ilgili baz¬aç¬klamalar yap¬lacakt¬r.

Say¬sal yöntemlerde, parçal¬ fonksiyonlar ve polinom yaklaş¬mlar¬ s¬kl¬kla

kullan¬lagelmi̧stir. ·Ilk olarak Schoenberg (1946) makalesinde parçal¬polinom yaklaş¬m¬

olarak spline fonksiyonlardan bahsetmi̧stir. Bilgisayar teknolojisinin zamanla geli̧smesi,

spline fonksiyonlar¬n kullan¬m alan¬n¬n geni̧slemesini sa¼glam¬̧st¬r. Zaman içinde

polinom interpolasyonunun da yerine kullan¬lan spline fonksiyonlar¬ üzerine yap¬lan

çal¬̧smalar ile belli bir derecedeki bir spline fonksiyonunun, ayn¬ dereceye sahip

B-spline�lar¬n lineer bileşimi olarak yaz¬labilece¼gi ifade edilmi̧stir (De Boor, 1978).

Bununla birlikte, Schoenberg (1964) trigonometrik B-spline ve McCartin (1981) üstel

B-spline gibi baz¬B-spline çeşitleri üzerine çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r.

Say¬sal yöntemlerde ve e¼gri tasar¬m¬nda kullan¬lan trigonometrik spline

fonksiyonlar¬ ilk olarak Schoenberg (1964) çal¬̧smas¬nda görülmektedir. Koch (1988)

çal¬̧smas¬nda trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬n¬, polinom B-spline fonksiyonlar¬n¬

kullanarak elde etmi̧stir. Lyche veWinter (1979) trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬n¬

trigonometrik bölünmüş farklar yöntemi yard¬m¬yla elde etmi̧slerdir. (Nikolos,

2004) çal¬̧smas¬nda kuadratik trigonometrik spline fonksiyonlar¬n¬ kullanarak bir

başlang¬ç de¼ger problemini say¬sal olarak çözmüştür. (Nikolos ve Seimenis, 2005),

trigonometrik spline fonksiyonlar yard¬m¬yla lineer olmayan dinamik sistemler için

çözüm önerisinde bulunmuşlard¬r. (Hamid vd. 2010) ikinci dereceden lineer s¬n¬r

de¼ger problemini kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬n¬kullanarak interpolasyon

yöntemi ile çözmüştür. (Abbas vd., 2014 a,b) kübik trigonometrik B-spline yaklaş¬m¬

ile hiperbolik problemler, dalga denklemi ve klasik olmayan difüzyon problemleri

üzerine yapt¬klar¬ çal¬̧smalarda, zaman ayr¬̧st¬rmas¬n¬ Crank-Nicolson yöntemi ile

yaparak kolokasyon metodunu uygulam¬̧slard¬r. (Da¼g vd., 2014) Burgers denklemini



4

kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ ile kolokasyon metodu kullanarak say¬sal

çözümünü elde etmi̧slerdir. (Ay vd., 2015) quadratik trigonometrik B-spline subdomain

Galerkin yöntemiyle Burgers denklemini yaklaş¬k olarak çözmüşlerdir. (Alshomrani

vd., 2016) Modi�ye trigonometrik B-spline kullanarak kolokasyon metodu ile hiperbolik

tip dalga denklemlerinin modellemesi üzerine çal¬̧sm¬̧slard¬r. (Nazir vd., 2016) yeni

kübik trigonomerik B-spline yaklaş¬m¬ile adveksiyon-difüzyon problemlerinin say¬sal

çözümü üzerine çal¬̧sm¬̧slard¬r. (Ersoy ve Da¼g, 2016) lineer olmayan Burgers denklem

sistemini kübik trigonometrik B-spline sonlu elemanlar metodu ile say¬sal çözümü

üzerine çal¬̧sm¬̧slard¬r. (Yaseen vd. 2017 a) Kesir zamanl¬difüzyon dalga denklemi

için kübik trigonometrik B-splinelara dayal¬sonlu fark şemas¬n¬vermi̧slerdir. (Yaseen

vd. 2017 b) kesir türevli sub-difüzyon denklemlerine kübik trigonometrik B-spline

kolokasyon yaklaş¬m¬n¬uygulam¬̧slard¬r. Galerkin sonlu elemanlar yöntemi kullan¬larak

RLW denkleminin say¬lasal çözümü, kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (Irk

ve Keskin, 2016), kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (Irk ve Keskin,

2017) ve kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar (Irk vd., 2019), yard¬m¬yla

elde edilmi̧stir. (Onarcan vd., 2018) reaksiyon-difüzyon denklem sistemini kübik

trigonometrik B-spline kolokasyon metodunu kullanarak say¬sal olarak çözmüşler

ve lineerleştirme için Rubin-Graves yöntemini kullanm¬̧slard¬r. (Jiwari vd., 2019)

kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬n¬ lineer olmayan parabolik problemlerin

simülasyonu için kullanm¬̧slard¬r. (Yousaf vd., 2020) yeni kübik trigonometrik B-spline

yaklaş¬m¬na dayal¬ Hermite formülü ile konveksiyon-difüzyon denkleminin say¬sal

çözümün elde etmi̧slerdir. Ayr¬ca trigonometrik spline�lar e¼gri dizayn¬ ve görüntü

enterpolasyonu için de kullan¬lm¬̧slard¬r (Koch vd., 1995; Walz, 1997; Han, 2003, 2006;

Hussain vd., 2017).

AD denklemi ak¬̧skanlar dinami¼ginde bir çok sürecin modellenmesi için

kullan¬lm¬̧st¬r. Örne¼gin, havada ve suda kirletici maddelerin hareketlerinin tan¬mlamak

amac¬yla kullan¬lm¬̧st¬r (Zlatev vd., 1984), (Chatwin ve Allen, 1985). Başlang¬ç ve

s¬n¬r şartlar¬n¬n kar¬̧s¬k olmas¬ile yatay ak¬m (advection) teriminin bask¬n olmas¬ndan

dolay¬AD denkleminin analitik çözümünün bulunmas¬kolay de¼gildir. Bu nedenle AD

denklemini çözmek için çeşitli nümerik metotlar geli̧stirilmi̧stir. Bu nümerik metotlar¬n

birço¼gunda AD denkleminin say¬sal çözümleri için spline fonksiyonlar¬kullan¬lm¬̧st¬r.
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Pepper vd. (1979) ve Okamato vd. (1998) tek boyutlu bir AD denkleminin say¬sal

çözümünü Quasi�Lagrange kübik spline metodu kullanarak araşt¬rm¬̧slard¬r. Ahmet

(2000) ile Ahmad ve Kothyari (2001) tek boyutlu AD denklemini, adveksiyon terimi

için Crank-Nicolson yöntemini kullanarak çözmüşlerdir. Gardner ve Da¼g (1994)

AD denklemini çözmek için kübik B-spline Galerkin metodunu kullanm¬̧slard¬r.

Ayr¬ca kübik B-spline kollakasyon metodu da AD denkleminin say¬sal çözümü için

önerilmi̧stir (Goh vd., 2010, 2012), (Dag vd., 2006) çal¬̧smas¬nda AD denkleminin

say¬sal çözümü için en küçük kareler B-spline sonlu elemanlar metodu kullan¬lm¬̧st¬r.

Kapoor ve Dhawan (2010) ile (Dhawan vd. 2011, 2012) AD denkleminin say¬sal

çözümünü kübik/kuadratik B-spline en küçük kareler sonlu elemanlar kullanarak

yapm¬̧slard¬r. Kübik ve kuadratik B-spline Taylor/Galerkin metotlar¬ ile denklemin

say¬sal çözümü (Da¼g vd., 2011) çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. AD denklemini çözmek

için spline fonksiyonlar¬yla karakteristik metotlar önerilmi̧stir. Szymkiewicz (1993),

sonlu elemanlar ve spline fonksiyonlar¬n¬ kullanarak AD denkleminin çözümünü

bulmuştur. Funara ve Pontrelli (1999) kolokasyon dü¼gümlerinin çözümüne yönelik

spline tahminiyle AD denklemin çözmüşlerdir. (Zoppou vd., 2000) çal¬̧smas¬nda AD

denklemi spline interpolasyonu yöntemi ile çözmüştür. Oluşturulan AD denkleminin

nümerik çözümleri kübik B-spline diferansiyel kuadrature metotla Korkmaz ve Da¼g

(2012)�nin çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. Kuadratik Galerkin sonlu elemanlar metodu ile

AD denkleminin çözümü (Bulut. vd, 2013) çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. AD denkleminin

nümerik çözümü geni̧sletilmi̧s B-spline fonksiyonlar¬üzerinde kolokasyon metodu ile

(Irk vd., 2014) yay¬n¬nda çözülmüştür.

RLW denklemi üzerinde pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. S¬kl¬kla nümerik çal¬̧smalarda

kullan¬lan denklem, ilk olarak tek yönlü zay¬f do¼grusal olmayan ve zay¬f dispersif

su dalgalar¬n¬n yay¬lmas¬n¬ modellemek için Peregrine (1966) taraf¬ndan önerilmi̧s

olup, çal¬̧smas¬nda sonlu farklar metodu kullanarak ilk nümerik çözümü de vermi̧stir.

Benjamin vd. (1972) RLW denkleminin KdV (Korteveg-de Vries) denklemine

benzerli¼gini belirterek bu denklemin bir alternati� olarak ele alm¬̧st¬r. Eilbeck ve

McGuire (1975) (1977) RLW denkleminin nümerik çözümü için birinci ve ikinci

mertebeden üç ad¬ml¬ sonlu fark metotlar¬ üzerinde çal¬̧sm¬̧slar ve bu metotlar¬

ayr¬nt¬land¬rm¬̧slard¬r. Padam ve Iskandar (1979) sonlu farklar metodu kullanarak
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denklemin çözümünü elde etmi̧slerdir. Alexander ve Morris (1979) RLW denkleminin

nümerik çözümünü kübik spline kullanarak Galerkin metodu ile bulmuşlar ve Fourier

analizi yard¬m¬yla stabilize analizi yapm¬̧slard¬r. Gardner L.R.T ve Gardner G.A

(1990) kübik spline şekil fonksiyonlar¬ile Galerkin sonlu elemanlar metodu yard¬m¬yla

denklemi çözmüşlerdir. Gardner vd. (1995) RLW denkleminin, kuadratik B-spline

fonksiyonlar¬ile sonlu elemanlar metodu yard¬m¬yla çözümünü araşt¬rm¬̧slard¬r. Bona

ve Bryant (1972) denklem üzerinde yapt¬klar¬ayr¬nt¬l¬çal¬̧smada çözümün varl¬¼g¬ve

tekli¼gini vermi̧slerdir. Chang vd. (1991) dispersif dalgalar için korunumlu fark şemas¬

vermi̧slerdir, ayr¬ca yöntemin yak¬nsama ve kararl¬l¬k durumlar¬n¬incelemi̧slerdir. Jain

vd. (1993) denklemi parçalayarak kübik spline fonksiyonlar¬ile sonlu farklar metodu

kullanarak çözümü araşt¬rm¬̧slard¬r. Gardner vd. (1996) RLW denklemini lineer

konum-zaman sonlu elemanlar¬kullanarak en küçük kareler yöntemiyle nümerik olarak

çözmüş ve do¼grulu¼gunu kübik spline sonlu fark ve kuadratik B-spline sonlu elemanlar

metotlar¬ ile k¬yaslam¬̧slard¬r. Gardner vd. (1997) kuintik B-spline fonksiyonlar¬ ile

Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak RLW denkleminin çözümünü elde

etmi̧slerdir. Bhardwaj ve Shankar (2000) RLW denklemini parçalayarak kuintik spline

fonksiyonlar¬ ile sonlu farklar metodunu kullanarak çözümünü araşt¬rm¬̧slar, ayr¬ca

hata ve stabilize analizi de yapm¬̧slard¬r. Da¼g (2000) kuadratik B-spline fonksiyonlar¬

ile en küçük kareler sonlu elemanlar metodu kullanarak denklemi çözmüştür. Da¼g

ve Özer (2001) kübik B-spline fonksiyonlar¬ ile en küçük kareler sonlu elemanlar

metodu ile denklemin çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Zaki (2001) RLW denklemini

parçalayarak kübik B-spline şekil fonksiyonlar¬ ile Bubnov-Galerkin sonlu elemanlar

metodu kullanarak çözümü araşt¬rm¬̧st¬r. Do¼gan (2001, 2002) çal¬̧smalar¬nda kuadratik

B-spline fonksiyonlar¬ ile Petrov-Galerkin ve lineer şekil fonksiyonlar¬ ile Galerkin

metotlar¬n¬ kullanarak RLW denklemi için nümerik çözümler önermi̧stir. Soliman

ve Raslan (2001) kuadratik B-spline şekil fonksiyonlar¬n¬bölünme noktalar¬n¬n orta

noktalar¬nda kullanmak suretiyle kolokasyon metodu ile çözüm önermi̧slerdir. Da¼g vd.

(2003) RLW denklemini parçalayarak diferensiyel denklem sistemi elde etmi̧sler ve bu

sisteme kuadratik ve kübik B-spline fonksiyonlar¬ile kolokasyon metodu uygulayarak

nümerik çözüm elde etmi̧slerdir. Da¼g vd. (2004) RLW denklemini çözmek için kübik

B-spline fonksiyonlar¬ ile kolokasyon metodunu kullanm¬̧slard¬r. Saka vd. (2004)

RLW denklemini kuadratik B-spline fonksiyonlar¬ile Galerkin sonlu elemanlar metodu
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arac¬l¬¼g¬ile çözmüşlerdir. Irk vd. (2005) kübik spline kolokasyon metodu ile denklemi

çözmüşlerdir. Soliman ve Hussien (2005) septik spline fonksiyonlar¬ ile kolokasyon

metodu kullanarak denklemin çözümünü elde etmi̧slerdir. Raslan (2005) kübik B-spline

şekil fonksiyonlar¬ile kolokasyon metodu kullanarak çözümü araşt¬rm¬̧st¬r. Saka ve Da¼g

(2005) RLW denklemini parçalam¬̧slar ve kübik B-spline fonksiyonlar¬ ile kolokasyon

metodunu kullanarak çözümü elde etmi̧slerdir. Esen ve Kutluay (2006) kuadratik

B-spline fonksiyonlar¬ile Lumped Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak RLW

denkleminin çözümünü araşt¬rm¬̧slard¬r. Da¼g vd. (2006) kuintik B-spline şekil

fonksiyonlar¬ ile Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak çözümü bulmuşlard¬r,

ayr¬ca zaman parçalanmas¬ içinde ayn¬metodu kullanmay¬ önermi̧slerdir. Saka ve

Da¼g (2007, 2008) kuartik B-spline fonksiyonlar¬ile kolokasyon metodunu ve Galerkin

sonlu elemanlar metodunu kullanarak denklemin çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Saka vd. (2008) kuintik B-spline fonksiyonlar¬ ile kolokasyon metodunu kullanarak

RLW denkleminin çözümünü elde etmi̧slerdir. Saka vd. (2011) RLW denkleminin

çözümü için septik ve sektik B-spline fonksiyonlar¬ kullanarak kolokasyon metodu

ile araşt¬rm¬̧st¬r. Irk (2012) konum ayr¬̧st¬rmas¬n¬ kuintik B-spline fonksiyonlar¬

ile kolokasyon metodunu kullanarak yapm¬̧s, ayr¬ca zaman ayr¬̧st¬rmas¬ için Adams

Moulton metodunu önermi̧stir. Görgülü vd. (2015) RLW denkleminin say¬sal

çözümünü Galerkin metodu ile elde etmi̧sler ve şekil fonksiyonu olarak üstel B-spline

kullanm¬̧slard¬r. Keskin (2016) yapt¬¼g¬ doktora tez çal¬̧smas¬nda RLW denkleminin

çözümü için trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬kullanarak Galerkin metodu ile elde

etmi̧stir. Sun ve Wang (2017) RLW denkleminin say¬sal çözümünü Galerkin metodu

ile elde etmi̧sler ve hata analizini yapm¬̧slard¬r.

Burgers denklemi ilk olarak Bateman (1915) ak¬̧skanlar¬n hareketleri ile ilgili

makalesinde de¼ginilmi̧stir. Denklemin yayg¬nlaşmas¬ ise türbülans¬n modellenmesi

için kullan¬lmas¬ ile olmuştur (Burgers, 1948). Bununla birlikte ¬s¬ iletimi (Cole,

1951), say¬lar teorisi (Van der Pol, 1951), gazlar¬n dinami¼gi, aerodinamik, ses yay¬l¬m¬

(Lighthill, 1952), elastikiyet (Pospedov, 1966) gibi alanlarda çeşitli problemlerin

modellenmesinde kullan¬lm¬̧st¬r. Lineer olmayan terimden dolay¬Burgers denklemi,

denkleme ismini veren J.M. Burgers (1939), Navier-Stokes denkleminin sadeleştirmesini

içeren çal¬̧smalarda bu denklemden yararlanm¬̧st¬r.
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Burgers denklemi lineer olmayan bir denklem olmas¬na ra¼gmen analitik çözümü

mevcut olan az say¬da diferensiyel denklemden biridir. Ayr¬ca Navier-Stokes denklemi

gibi çözümü oldukça kar¬̧s¬k olan bir denkleme benzerli¼gi, denklemin nümerik

çal¬̧smalarda çal¬̧s¬lan metodun kararl¬l¬k ve do¼grulu¼gunun test edilmesine yard¬mc¬

olmas¬gibi sebeplerden, denklem ile ilgili pek çok çal¬̧sma mevcuttur.

Hopf (1950) ve Cole (1951) birbirinden ayr¬ayr¬denklemi lineer difüzyon denklemi

şeklinde ifade etmek suretiyle analitik çözüm elde etmi̧slerdir. Fakat küçük viskozite

de¼gerleri için sonsuz seriler içermesi, analitik çözümün yavaş yak¬nsamas¬na neden

olmaktad¬r. Bu nedenle denklemin, etkili nümerik çözümlerinin elde edilmesi önem

kazanmaktad¬r.

Burgers denkleminin çözümü için pek çok nümerik metot kullan¬lm¬̧st¬r. Bunlar¬n

başl¬calar¬ sonlu farklar, sonlu elemanlar, a¼g¬rl¬kl¬ rezidü, Chebychev ve Legendre

spektral yöntemleri olarak say¬labilir. Rubin ve Khosla (1976) Burgers denkleminin

kübik spline fonksiyonlar¬ile kolokasyon metodu kullanarak çözümünü araşt¬rm¬̧slard¬r.

Jain ve Holla (1978) kübik spline fonksiyonlar¬ile sonlu farklar metodu kullanarak bir

ve iki boyutlu Burgers denkleminin çözümünü araşt¬rm¬̧slard¬r. Jain ve Lohar (1979)

Burgers denklemini iki parçaya ay¬rmak suretiyle çözümü kübik spline fonksiyonlar¬

ile sonlu farklar metodu kullanarak araşt¬rm¬̧slard¬r. Varo¼glu ve Finn (1980) a¼g¬rl¬kl¬

rezidü formülasyonuna dayal¬ sonlu elemanlar metodunu kullanm¬̧st¬r. Christie vd.

(1981) kuadratik şekil fonksiyonlar¬ ile Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodu

kullanarak Burgers denklemini çözmüştür. Caldwell vd. (1981) Galerkin sonlu

elemanlar metodu ile nümerik çözümü araşt¬rm¬̧slard¬r. Herbest vd. (1982) lineer

ve kübik şekil fonksiyonlar¬ ile Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodu kullanarak

Burgers denkleminin çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r. Fletcher (1983) çal¬̧smas¬nda lineer,

kuadratik ve kübik şekil fonksiyonlar¬ ile sonlu elemanlar ve üç, beş ve yedi noktal¬

sonlu farklar metotlar¬n¬kullanarak Burgers denklemini çözmüş ve elde etti¼gi sonuçlar¬

kaŗs¬laşt¬rm¬̧st¬r. Evans ve Abdullah (1984) Burgers denkleminin çözümünü sonlu

farklar metoduna dayal¬ aç¬k grup metodunu kullanarak yapm¬̧slard¬r. Nyugen ve

Reymann (1982) lineer şekil fonksiyonlar¬ ile en küçük kareler metodu kullanarak

çözümü elde etmi̧slerdir. Ali vd. (1992) kübik spline fonksiyonlar¬ ile kolokasyon

metodunu, (1990) kuadratik B-spline fonksiyonlar¬ile Galerkin metodunu kullanarak
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çözüm üzerine çal¬̧smalar vermi̧slerdir. Kakuda ve Tosaka (1990) genelleştirilmi̧s

s¬n¬r elemanlar¬yaklaş¬m¬ile Burgers denkleminin nümerik çözümünü araşt¬rm¬̧slard¬r.

Iskandar ve Mohsen (1992) Burgers denklemini iki parçaya ay¬rarak ve sonlu farklar

metodu ile çözüm önermi̧slerdir. Jain vd. (1995) Burgers denklemini üç parçaya

ay¬rm¬̧s ve kübik spline ile sonlu farklar metodunu kullanarak çözüm üzerinde

çal¬̧sm¬̧slard¬r. Dang-Vu ve Delcarte (1995) Chebyshev pseudospektral ve tau spektral

çözümü araşt¬rm¬̧slard¬r. Özi̧s ve Özdeş (1996) direkt varyasyonel metotlar¬n Burgers

denklemine uygulamas¬n¬ vermi̧slerdir. Kutluay vd. (1999) aç¬k ve tam aç¬k sonlu

farklar yaklaş¬m¬ ile çözümü araşt¬rm¬̧st¬r. Gardner vd. (1997) kuadratik B-spline

fonksiyonlar¬ ile Petrov-Galerkin metodunu kullanarak çözüm önermi̧stir. Katsuhiro

(1997) farkl¬bir sonlu fark metodu kullanarak çözüm elde etmi̧stir. Hon ve Mau (1998)

Multi kuadrik metot ile yüksek mertebeden sonlu elemanlar metotlar¬na göre daha h¬zl¬

yak¬nsayan bir nümerik çözüm önermi̧stir. Lin ve Zhou (2001) katsay¬ ba¼glant¬lar¬

ve interpolasyon yöntemi arac¬l¬¼g¬ ile denklemin çözümünü araşt¬rm¬̧st¬r. Özi̧s vd.

(2003) Galerkin sonlu elemanlar yaklaş¬m¬ ile çözümü araşt¬rm¬̧st¬r. Aksan (2005)

zaman ayr¬̧st¬rmas¬na dayal¬ sonlu elemanlar metodu kullanarak çözümü bulmuştur.

Abdou ve Soliman (2005) varyasyonel iterasyon yöntemi ile denklemi çözmüşlerdir.

Darvishi ve Javidi (2005) pseudospektral metot ile çözüm elde etmi̧slerdir. Abbasbandy

ve Darvishi (2005) Burgers denkleminin çözümü için modi�ye Adomian metodunu

kullanm¬̧slard¬r. Özi̧s ve Aslan (2005) Burgers denkleminin büyük Reynolds say¬lar¬n¬

içeren yani çok küçük viskozite sabiti de¼geri için nümerik çözümü araşt¬rm¬̧slard¬r.

Bahad¬r ve Sa¼glam (2005) sonlu farklar ve s¬n¬r eleman¬yaklaş¬mlar¬n¬n birleşimi bir

yöntem ile bir boyutlu Burgers denkleminin çözümünü vermi̧slerdir. Da¼g vd. (2005)

kübik B-spline fonksiyonlar¬ile kolokasyon metodu kullanarak denklemi çözmüşlerdir.

Gülsu ve Özi̧s (2005) Burgers denkleminin nümerik çözümünü k¬s¬tl¬Taylor aç¬l¬m¬

metodu kullanarak gerçekleştirmi̧slerdir. Hassanien vd. (2005) dördüncü mertebeden

sonlu fark metodu ile denklemin çözümünü araşt¬rm¬̧st¬r. Kutluay vd. (2004)

kuadratik B-spline fonksiyonlar¬ ile en küçük kareler sonlu elemanlar metodunu

önermi̧slerdir. Kutluay ve Esen (2004) y¬¼g¬lmal¬ Galerkin metodunu kullanarak

çözümü bulmuştur. Aksan ve Özdeş (2004) zaman ayr¬̧st¬rmas¬üzerine kurulu olan

varyasyonel metot ile Burgers denkleminin çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Da¼g vd.

(2005) kuadratik ve kübik B-spline fonksiyonlar¬ ile Galerkin metodunu kullanarak
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denklemi çözmüşlerdir. Özi̧s vd. (2005) kuadratik B-spline fonksiyonlar¬ile Galerkin

sonlu elemanlar metodunu kullanarak çözüm elde etmi̧slerdir. Ramadan vd. (2005)

septik B-spline fonksiyonlar¬ ile kolokasyon metodu ile çözümü araşt¬rm¬̧st¬r. Aksan

(2006) zaman ayr¬̧st¬rmas¬na dayal¬kuadratik B-spline ile sonlu elemanlar metodunu

kullanarak çözümü araşt¬rm¬̧st¬r. Gülsu (2006) sonlu fark metoduna k¬s¬tl¬ Pade

yaklaş¬m¬n¬adapte ederek çözüm önermi̧stir. Kadalbajoo vd. (2005) bir parametreli

düzgün kapal¬ fark şemas¬ ile, Kadalbajoo ve Awasthi (2006) Hopf-Cole dönüşümü

uygulayarak Crank-Nicolson sonlu fark yaklaş¬m¬ ile Burgers denkleminin çözümü

üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Ramadan vd. (2007) polinom olmayan spline yaklaş¬m¬

ile çözümü araşt¬rm¬̧slard¬r. Saka ve Da¼g (2008) kuintik B-spline fonksiyonlar¬

ile kolokasyon metodunu kullanarak Burgers ve modi�ye Burgers denklemlerinin

çözümünü elde etmi̧slerdir. Inc (2008) homotopi analiz metodu kullanarak denklemin

çözümünü vermi̧stir. Sar¬ve Gürarslan (2009) alt¬nc¬dereceden kompakt sonlu fark

şemalar¬ yard¬m¬yla çözüm elde etmi̧slerdir. Zhu ve Wang (2009) kübik B-spline

fonksiyonlar¬ ile quasi-interpolasyon metodunu kullanarak çözümü bulmuşlard¬r. Irk

(2009) sektik B-spline fonksiyonlar¬ile kolokasyon metodu kullanarak modi�ye Burgers

denkleminin çözümünü bulmuştur. Khalifa vd. (2010) Burgers denkleminin çözümünü

Chebychev ve Legendre polinomlar¬na dayal¬ spektral metotlar ile araşt¬rm¬̧slard¬r.

Asaithambi (2010) Taylor seri aç¬l¬m¬na dayal¬ otomatik farkl¬laşt¬rma metodunu

çözüm için önermi̧stir. Abazari ve Borhanifar (2010) diferensiyel transformasyon

metodu ile Burgers ve coupled Burgers denklemlerini çözmüşlerdir. Alt¬parmak

ve Özi̧s (2011) çarpanlara ayr¬lm¬̧s köşegen Pade yaklaş¬m¬n¬ kullanarak Burgers

denkleminin nümerik çözümünü yapm¬̧slard¬r. Da¼g vd. (2011) B-spline fonksiyonlar

ile Taylor-Galerkin ve Taylor-kolokasyon metotlar¬n¬ kullanarak nümerik çözüm

elde etmi̧slerdir. Korkmaz ve Da¼g (2011) polinom tabanl¬ diferensiyel kuadrature

metodu ile Burgers denklemini çözmüşlerdir. Korkmaz ve Da¼g (2011) Burgers

denklemini Sinc diferensiyel kuadrature metodu kullanarak çözmüşlerdir. Mittal

ve Jain (2012) modi�ye kübik B-spline kolokasyon metodu kullanarak denklemin

çözümünü araşt¬rm¬̧slard¬r. Soliman (2012) kübik B-spline ile Galerkin sonlu elemanlar

metodunu kullanarak çözümü elde etmi̧stir. Zhang ve Wang (2012) kompakt sonlu fark

şemalar¬ yard¬m¬yla çözüm önermi̧stir. Jiwari (2013) Burgers denkleminin çözümü

için a¼g¬rl¬kl¬ ortalama diferensiyel kuadrature yöntemiyle say¬sal bir şema vermi̧stir.
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Korkmaz ve Da¼g (2013) kübik B-spline ile diferensiyel kuadrature metodu kullanarak

denklemin çözümünü vermi̧sler ve kararl¬l¬k analizi yapm¬̧slard¬r. Mittal vd. (2013)

Burgers denklemi için diferensiyel kuadrature metoduna dayal¬ say¬sal bir şema

vermi̧slerdir. ·Inan ve Bahad¬r (2014) Crank-Nicolson üstel sonlu fark metodu ile

çözümü araşt¬rm¬̧slard¬r.

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) istatistiksel prosedürlerin bilimsel deneylerin

tasar¬m¬na uygulanmas¬na öncülük eden ingiliz istatistikçi ve genetikçidir. Matematik

ve astronomi e¼gitimi olmas¬na ra¼gmen, as¬l çal¬̧smalar¬n¬ istatistik ve biyoloji

alanlar¬nda gerçekleştirmi̧stir. ·Istatistik alan¬nda yeterlilik, yard¬mc¬ istatistik,

maksimum olabilirlik, varyanslar analizi, ay¬r¬c¬analiz ve Fisher bili̧simi gibi birçok

temel kavram ve konuyu ortaya atm¬̧st¬r. 1928�de yay¬nlad¬¼g¬makale ile nüfus içinde

gen çokluluk da¼g¬l¬m¬n¬n hesaplanmas¬için difüzyon denklemlerini kullanmas¬modern

niceliksel genetik biliminin do¼gumu say¬lmaktad¬r. Bu anlamda Fisher�in "Hemen

hemen tek baş¬na modern istatisti¼gin temellerinin kurucusu" oldu¼gu iddia edilir (Hald,

1998).

Fisher 1936 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda, denklemi avantajl¬bir seçim yo¼gunlu¼guna sahip

bir mutant genin yay¬lmas¬ için bir model olarak önermi̧stir. Ayn¬ denklem alev

yay¬l¬m¬nda dallanan Brownian hareket sürecinde ve nükleer reaktör teorisinde de

ortaya ç¬kar (Canosa, 1969). Ablowitz ve Zepetella (1979) çal¬̧smalar¬nda denklemin

özel dalga h¬zlar¬için çözümünü vermi̧slerdir. Denklemin say¬sal çözümleri üzerine de

pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Al-Khaled (2001) çal¬̧smas¬nda Sinc kolokasyon metodu

kullanm¬̧st¬r. Zhao ve Wei (2003) çal¬̧smalar¬nda ayr¬k singüler dönüşüm yöntemi

kullanm¬̧slar ve bunu üç farkl¬ metot ile kaŗs¬laşt¬rm¬̧slard¬r. Qiu ve Sloan (1998)

hareketli a¼g metodu kullanarak denklemin say¬sal çözümünü bulmuşlard¬r. Şahin

vd. (2008) Fisher denklemini kuartik B-spline kullanarak çözmüşlerdir. Da¼g vd.

(2010) kuadratik B-spline fonksiyonlar¬ kullanarak Galerkin yöntemiyle denklemin

çözümünü çal¬̧sm¬̧slard¬r. Da¼g ve Ersoy (2016) denklemin çözümü için üstel kübik

B-spline algoritmas¬ kullanm¬̧slard¬r. Chandraker vd. (2015) çal¬̧smalar¬nda sonlu

farklar yöntemi kullanarak Fisher denkeminin say¬sal çözümünü bulmuşlard¬r. Mehnaz

(2016) a¼gs¬z çizgi metodu kullanarak denklemin çözümü üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r. Da¼g

ve Görgülü (2017) üstel B-spline Galerkin yöntemiyle denklemin çözümünü elde
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etmi̧slerdir. Balyan vd. (2020) çal¬̧smalar¬nda pseudospectral metodunu kullanm¬̧slar,

ayr¬ca yöntemin kararl¬l¬k analizini yaparak yüksek do¼grulukta çözüm elde etmi̧slerdir.

Bilim adamlar¬ NLS denklemi ile de oldukça ilgilenmi̧slerdir. Bunun nedeni

�zik, kimya, biyoloji, ekonomi gibi pek çok alandaki durumlar¬n bu denklemler

ile modellenebilmesidir. Denklemi ilk bulan Avusturyal¬ bilim adam¬ Erwin

Schrödinger�dir. 1967 y¬l¬nda da ilk defa Benney ve Newell taraf¬ndan zay¬f dalga

paketleri için bu denklem verilmi̧stir ve 1968�de Zakhorav taraf¬ndan Benney ve

Newell�den ba¼g¬ms¬z olarak bu denklem zay¬f dalga paketleri için tekrar üretilmi̧stir.

Dalga fonksiyonunun konum ve zamana ba¼gl¬de¼gi̧simini gösteren NLS denklemi; optik

titreşimlerin yay¬lmas¬, su ve plazma ortam¬ndaki dalgalar¬n yay¬lmas¬, tek bir dalgan¬n

kendi kendine modülasyonunda, lineer olmayan optiklerin kendi kendine tuzaklanma

olaylar¬nda, bir kat¬da nab¬z ¬s¬s¬n¬n yay¬lmas¬nda, süper iletkenli¼gin Ginzberg-Landau

denklemi ile tan¬mlanmas¬gibi pek çok konuda kullan¬lmaktad¬r. Ayr¬ca baz¬kesin

durumlar için bu denklemin çözümleri atomik, nükleer, yo¼gunlaşm¬̧s ve yüksek enerjili

�zik ile parçac¬k �zi¼ginde önemli uygulamalara sahiptir (Tezcan ve Sever, 2008).

NLS denkleminin çözümünde yeterince büyük x�ler için türevleri göz ard¬edilen bir

u (x; t0) ve onun başlang¬ç koşulu kullan¬larak ters saç¬lma metodu geli̧stirilmi̧s ve

denklem analitik olarak çözülmüştür (Karpman vd.,1969; Zakharov vd., 1972; Scott

vd., 1973). Bu metot kompakt destek başlang¬ç verileri için uygulanabilir oldu¼gundan

NLS denkleminin teorik çözümü genel başlang¬ç koşullar¬ için bilinmez. Bu yüzden

çeşitli metotlarla NLS denklemi için yaklaş¬k analitik çözümler bulunmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

(Tezcan ve Sever, 2008) makalesinde Nikiforov-Uvarov metodu kullan¬larak NLS

denkleminin kesin çözümü için genel bir yaklaş¬m sunmuştur. Gardner vd. (1993),

NLS denkleminin kararl¬l¬¼g¬için Leap Frog algoritma çal¬̧smalar¬yapm¬̧st¬r. Adomian

ayr¬̧sma metodu, varyasyonel iterasyon metodu ve tanh fonksiyon metodu kullan¬larak

NLS denklemi için yaklaş¬k analitik çözüm (Khuri, S.A. , 2004; El-Sayed, S.m. ve

Kaya, D. 2006; Wazwaz, A.M., 2008) çal¬̧smalar¬nda verilmi̧stir. NLS denklemini

çözmek için çeşitli say¬sal metotlar kullan¬lm¬̧st¬r. Bu amaçla farkl¬ derecelerden

spline fonksiyonlar, tesirli ve do¼gru bir şekilde say¬sal yöntemler geli̧stirilerek NLS

denkleminin çözümlerini bulmak için kullan¬lm¬̧st¬r. Gardner vd. (1993), spline

fonksiyonlar¬n¬kullanarak sonlu elemanlar metoduyla çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. (Robinson,
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1997), ortogonal spline kolokasyon metodu kullanarak NLS denkleminin çözümüne

gitmi̧stir. Da¼g (1999), kuartik B-spline sonlu elemanlar metodu ile NLS çözümünü

yapm¬̧st¬r. Sheng vd. (2001), kuartik spline yaklaş¬m¬ ile genelleştirilmi̧s NLS

çözümü yapm¬̧slard¬r. (Saka, 2012) çal¬̧smas¬nda ise kuintik B-spline sonlu elemanlar

ile NLS çözümü yap¬lm¬̧st¬r. Bu yöntemler Taha ve Ablowitz (1984) taraf¬ndan

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. (Fairweather ve Khebchareon, 2002) makalesinde NLS denkleminin

nümerik metotlar¬hakk¬nda aktüel ve geni̧s bir araşt¬rma verilmi̧stir. (Korkmaz ve Da¼g,

2009) çal¬̧smas¬nda diferansiyel kuadrature metotla ve (Dereli, Irk, Da¼g, 2009; Dereli,

2012) çal¬̧smalar¬nda do¼grular¬n meshless çekirdek-tabanl¬metotla NLS denkleminin

say¬sal çözümlü yap¬lm¬̧st¬r. (Aksoy, Irk, Da¼g, 2013) çal¬̧smas¬nda kübik B-spline

fonksiyonlar¬n¬ kullanarak Taylor-Kolokasyon metodu ile NLS denkleminin nümerik

çözümüne gitmi̧slerdir. (Saka, 2015) çal¬̧smas¬nda NLS denkleminin nümerik çözümü

için kuartik B-Spline kolokasyon metodu kullan¬lm¬̧st¬r.. Kaplan ve Dereli (2017),

çal¬̧smalar¬nda hareketli en küçük kareler yöntemine dayanan a¼gs¬z metot kullanarak

elde ettikleri algoritma ile NLS denkleminin say¬sal çözümünü yapm¬̧slard¬r. Başhan

vd. (2018), NLS denkleminin say¬sal çözümü için modi�ye kuintik B-spline diferensiyel

kuadrature metodunu kullanm¬̧slard¬r.

2.1. Dalgalar Hakk¬nda Genel Bilgi

Dalga enerjinin taş¬n¬m¬n¬sa¼glayan ve bir ortam içerisinde veya boşlukta hareket

eden titreşim olarak ifade edilebilir. Dalgalar hiç madde taş¬n¬m¬olmadan veya çok az

madde taş¬n¬m¬ile hareket ederler. Sabit konumda titreşim hareketi yapan dalgalar,

zamanla konumlar¬n¬n de¼gi̧simini gösteren denklemlerle gösterilirler. Bu denklemler

dalgan¬n çeşidine göre farkl¬l¬k gösterir. Bununla birlikte tüm dalgalar¬n sahip olduklar¬

ortak baz¬ özellikler vard¬r. Dalgalar bu özellikler yard¬m¬yla matematiksel olarak

modellenirler.

Bir enerji sonucunda oluşan dalgan¬n ulaşt¬¼g¬ en üst konum dalga tepesi olarak

isimlendirilir. Ard¬̧s¬k iki tepe noktas¬aras¬ndaki minimum uzakl¬¼g¬ (�) dalga boyu

denir. Bir noktadan geçen ard¬̧s¬k dalgalar¬n ayn¬ şekilde tekrar etmesi için geçen

süreye (s) periyot ad¬verilir. Frekans ise, periyodun çarpmaya göre tersi olup, birim

zamanda belli bir noktadan geçen tepe, çukur veya herhangi bir noktan¬n say¬s¬d¬r.
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Dalgan¬n herhangi bir anda titreşim do¼grultusu üzerinde bulundu¼gu konuma (x)

uzan¬m, uzan¬m¬n maksimum de¼gerine (xo) genlik ad¬verilir. Basit bir dalga pro�li

Şekil 2.1�de gösterildi¼gi gibidir. Dalga, bu ortak özellikler kullan¬larak, bir zaman

de¼gi̧skeni ve bir ya da daha fazla boyutlu konum de¼gi̧skenini içeren k¬smi türevli

diferensiyel denklemler ile matematiksel olarak ifade edilir.

Şekil 2.1. Basit bir dalga pro�li

Dalgalar¬s¬n¬�and¬r¬rken bir çok farkl¬ay¬rt edici özelli¼gi göz önünde bulundurmak

gerekir. Temel olarak dalgalar, mekanik ve elektromanyetik olmak üzere ikiye

ayr¬labilir. Mekanik dalgalar, bir ortam içerisinde, ortamdaki madde moleküllerinin

birbirine enerji aktarmas¬ ile yay¬lan dalgalard¬r. Ortam¬n yo¼gunlu¼gu ve dalgan¬n

türüne göre farkl¬h¬zlarda hareket ederler. Elekromanyetik dalgalar ise yay¬l¬m için

herhangi bir ortama gereksinim duymazlar. I̧s¬k, x-¬̧s¬nlar¬, mikrodalgalar, radyo

dalgalar¬ boşlukta (c) ¬̧s¬k h¬z¬nda hareket eden elekromanyetik dalgalard¬r. Ayr¬ca

do¼grusal dalgalar, do¼grusal diferensiyel denklemlerle, do¼grusal olmayan dalgalarda

do¼grusal olmayan diferensiyel denklemlerle ifade edilirler. Duran ve ilerleyen dalgalar

olarak ele al¬n¬rsa, duran dalgalar sabit konumda kal¬rken bulundu¼gu ortam ters yönde

hareket eder veya hareketsiz bir ortamda z¬t yönlü dalgalar¬n giri̧simi söz konusu
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olabilir. ·Ilerleyen dalgalar ise bir yerden başka bir yere enerji taş¬n¬m¬ sa¼glayan

dalgalard¬r. Titreşim do¼grultusu, dalgan¬n ilerleme yönüne dik olan dalgalar enine

dalga, paralel olan dalgalar ise boyuna dalga olarak isimlendirilir. Elektromanyetik

dalgalar enine, ses dalgalar¬boyuna, su, yay ve deprem dalgalar¬da hem enine hem

boyuna dalgalara örnek olarak verilebilir. Çok geni̧s kapsaml¬olan dalgalar konusu ile

ilgili ayr¬nt¬l¬bilgi için (Crawford, 1968) incelenebilir.

2.2. Soliton ve Solitary Dalgalar

Solitary ve soliton dalgalar do¼grusal olmayan sistemlerin davran¬̧slar¬n¬n incelenmesi

kapsam¬nda pek çok bilim dal¬n¬n çal¬̧sma alan¬içerisinde olmuştur. Solitary dalgalar

üzerine ilk gözlem ve deney çal¬̧smalar¬n¬·Iskoçyal¬mühendis John Scott Russell 1834

y¬l¬nda gerçekleştirmi̧stir. Russell Edinburg ile Glasgow�u birbirine ba¼glayan Union

kanal¬nda at s¬rt¬nda gerçekleştirdi¼gi gözlemini şu şekilde ifade etmektedir (Russell,

1844).

"·Iki çift at taraf¬ndan dar bir kanal boyunca h¬zla çekilen bir botun hareketini

gözlemliyordum. Bot aniden durdu¼gunda, boya hareket sa¼glayan kanaldaki su kütlesi

durmad¬ ve su kütlesi şiddetli bir çalkalanma şeklinde botun uç k¬sm¬ taraf¬ndan

topland¬ve aniden botu arkas¬nda b¬rakarak büyük bir h¬zla harekete geçti. Büyük

bir solitary dalga yüksekli¼gine sahip olarak düşündü¼güm formdaki dairesel ve düzgün

bir su kütlesinin kanal boyunca şekil ve h¬z¬n¬bozmadan yoluna devam etti¼gini gördüm.

Bu dalga formunu at üzerinde takip ettim ve yaklaş¬k 30 feet mesafe sonunda 8 veya

9 mil/saat h¬z¬nda ilk baştaki orjinal şekilde ve yar¬ yüksekli¼ginde yuvarlan¬r halde

gördüm. Yüksekli¼gi kademeli olarak azald¬ve yaklaş¬k 1 veya 2 mil takip sonunda,

kanal¬n kenar¬nda kayboldu¼gunu gördüm. ·I̧ste 1834 y¬l¬n¬n A¼gustos ay¬, ilk kez ötelenme

dalgas¬olarak adland¬rd¬¼g¬m bu ilginç ve güzel olay¬gözleme şans¬buldu¼gum zamand¬."

Russell gözlemleri sonucunda gerçekleştirdi¼gi bu keş� neticesinde şu iki sonucu

ortaya koymuştur (Wadati, 2001).

1) Yerleşik (lokalize) bir dalga şekil ve h¬z gibi özelliklerinde de¼gi̧sim olmaks¬z¬n

yay¬l¬r.
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2) Yerleşik (lokalize) dalgalar kaŗs¬l¬kl¬ çarp¬̧sma neticesinde kararl¬ bir şekilde

özelliklerini korur.

·Ilk olarak Russell taraf¬ndan ortaya konulan birinci madde, solitary dalga özelli¼gidir.

·Ikinci madde dalgan¬n parçac¬k özelli¼gine sahip oldu¼gu anlam¬na gelmektedir. Zabusky

ve Kruskal (1965) solitary dalgan¬n parçac¬k özelli¼gini vurgulamak için "soliton"

terimini kullanm¬̧slard¬r.

"Solitary dalga" ifadesini icat eden Russell bu yeni fenomeni araşt¬rmak için

kapsaml¬ laboratuvar deneyleri yapt¬. Bir su tank¬n¬n bir ucuna b¬rakt¬¼g¬ a¼g¬rl¬k

vas¬tas¬yla ve bölmelerin ç¬kar¬lmas¬yla su birikintilerini serbest b¬rakarak solitary

dalgalar üretti (Şekil 2.2).

Şekil 2.2. Russell�in solitary dalga üretimi deneyi

Yer de¼gi̧stiren su miktar¬na ba¼gl¬olarak bir veya birkaç solitary dalga ol¬̧sabilece¼gini

buldu. Her iki durumda da bir art¬k dalga katar¬oluşabilir veya oluşmayabilir. Russell

ayr¬ca solitary dalgalar¬n yükselti oluşturabildi¼gini fakat çukur oluşturmad¬¼g¬n¬da

keşfetti. Böyle bir dalga oluşturma giri̧simleri her zaman kademeli azalan genli¼ge

sahip bir sal¬n¬ml¬dalga dizisinin oluşmas¬na neden olur. Deneylerinden, solitary dalga

yay¬l¬m h¬z¬n¬(v),

v =
p
g(h+ k) (2.1)

olarak elde etmi̧stir. Burada g yerçekimi ivmesi h durgun haldeki suyun derinli¼gi ve

k da dalga yüksekli¼gini ifade etmektedir. Buradan, daha büyük genlikli dalgalar¬n

daha h¬zl¬hareket etti¼gi anlaş¬lmaktad¬r. Dolay¬s¬yla, daha büyük genlikli bir dalga
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başlang¬çta daha küçük genlikli bir dalgan¬n arkas¬ndaysa, birincisi sonunda yakalan¬r

ve ikinci ile çarp¬̧s¬r. Böyle bir çarp¬̧sma gerçekleştikten sonra her iki dalgada orjinal

şekli ve h¬z¬ile yoluna devam eder (Remoissenet, 1999).

O zamanki mevcut teorinin, dalgalar¬n da¼g¬l¬m¬n¬n, dalgalar¬n dikleşmesini önleme

e¼giliminde olmas¬n¬ ihmal etmesi tart¬̧smalara neden olmuştur. Bunun üzerine,

1871�de Joseph Boussinesq ve 1876�da Lord Rayleigh taraf¬ndan ba¼g¬ms¬z olarak

yap¬lan çal¬̧smalarda lineer olmama ve da¼g¬l¬m¬n etkilerinin dalgalar¬n şekil de¼gi̧sikli¼gi

olmadan yay¬laca¼g¬şekilde birbirini destekleyece¼gini göstermi̧slerdir. Russell�¬n keş�ni

destekleyen bu çal¬̧smalar¬yla dalga denkleminin � > 0 ve k=n < 1 için � = 1
2h

q
3�

(h+k)

olmak üzere,

z = �(x; t) = �:sech2 [�(x� vt)] (2.2)

oldu¼gunu bulmuşlard¬r. Kullan¬lan parametre ve de¼gi̧skenler Şekil 2.3�de verilmi̧stir

(Shahrill vd., 2015).

Şekil 2.3. Solitary dalgalar için kullan¬lan parametre ve de¼gi̧skenler

1895�de Hollandal¬bilim insanlar¬Diedrik Korteweg ve ö¼grencisi Gustav de Vries

s¬¼g bir kanal¬n yüzeyindeki dalgalar¬n yay¬lmas¬n¬aç¬klayan ve daha sonra isimleriyle

an¬lan KdV denklemini elde etmi̧slerdir. Kanal¬n derinli¼gi l ve � de denge seviyesine

göre dalgan¬n yüksekli¼gi olmak üzere dalgan¬n hareketini gösteren denklemi

@�

@t
=
3

2

r
g

l
:
@

@x

�
2

3
�� +

1

2
�2 +

1

3
�
@2�

@x2

�
(2.3)
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şeklinde bulmuşlard¬r. Burada � suyun yo¼gunlu¼gu, T yüzey gerilimi, � key� sabit ve

� = l3

3
� T l

�g
dir Denklemi basitleştirmek için

� = �2
3
� (6u+ 1) ; � =

r
2�3g

�l
; � =

r
2�

�
x (2.4)

olarak al¬n¬rsa, denklem

u� � 6uu� + u��� = 0 (2.5)

olarak yaz¬labilir. Bu şekilde, Korteweg ve de Vries, Russell taraf¬ndan keşfedilen

solitary dalgalar¬n hareketini modelleyen KdV denkleminin lokalize, hareketli dalga

çözümünü bulmuşlard¬r. Fakat, çal¬̧smalar¬nda dalgalar¬n kararl¬ olup olmad¬¼g¬

ve çarp¬̧sma sonucunda şeklinin de¼gi̧sip de¼gi̧smedi¼gi gibi konularda bir cevap

sunmam¬̧slard¬r (Irk, 2007).

Martin Zabusky ve Norman Kruskal, 1965 y¬l¬nda KdV denkleminin sonlu farklar

metodu ile say¬sal çözümü üzerine çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r. Bu çal¬̧smalar sonucunda

solitary dalgalar¬n çarp¬̧sma sonucunda şekil de¼gi̧stirmedi¼gini ve bu durumun parçac¬k

davran¬̧s¬na benzedi¼gini ifade etmi̧slerdir. Solitary dalgalar¬n bu durumunu göz önünde

bulundurarak Yunanca parçac¬k anlam¬na gelen "on" ekini kullanarak ilk defa soliton

dalga ifadesini kullanm¬̧slard¬r (Zabusky ve Kruskal, 1965). Bu çal¬̧sman¬n ard¬ndan

soliton dalgalara olan ilgi artm¬̧s ve üzerine pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Gardner

vd. 1967 y¬l¬nda KdV denkleminin analitik çözümünü ters saç¬l¬m dönüşümü yöntemi

kullanarak elde etmi̧slerdir.

Hem parçac¬k, hem dalga özelli¼gi gösteren solitonlar �ziksel pek çok sistemde

görülmektedir. Bununla birlikte, soliton çözümlerinin analitik ve say¬sal olarak elde

edilmesi, bu konu üzerindeki çal¬̧smalar¬ artt¬rm¬̧st¬r. Fiber optik, parçac¬k �zi¼gi,

nükleer �zik, manyetizma, biyo�zik, biyoloji gibi bir çok alanda soliton dalga yap¬s¬

gözlenmekte ve solitonlar üzerine araşt¬rmalar devam etmektedir.

2.3. Lineer Olmayan Oluşum Denklemleri

Bir oluşum denklemi genel olarak ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerinden biri zaman (t) olan

k¬smi türevli diferensiyel denklemlere denilmektedir. u(x; t) denklemin bir çözümü

olmak üzere,
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ut = K [u] (2.6)

şeklinde ifade edilebilir. Burada K [u] ; u ve u�nun x�e göre türevlerini içeren tan¬ml¬

bir fonksiyondur. E¼ger K [u], u terimine göre lineer ise bu tip denklemlere lineer

oluşum denklemleri, di¼ger taraftan, u�ya göre lineer de¼gil ise bu tip denklemlere

de lineer olmayan oluşum denklemleri denir. Örne¼gin ipin titreşimini veya ¬s¬

iletimini tan¬mlayan lineer dalga denklemi veya lineer ¬s¬denklemi birer lineer oluşum

denklemidir. Bununla birlikte, �zik, kimya, biyoloji ve mühendislik gibi bilim

dallar¬nda lineer olmayan oluşum denklemleri üzerine bir çok çal¬̧sma yap¬lmaktad¬r.

Aşa¼g¬da bu tür denklemlere ait baz¬örnekler verilmi̧stir.

a) Difüzyon denklemleri: Do¼grusal ut = 4u, (4n =
@2

@x21
+ ::: + @2

@x2n
; Laplace

operatörü) difüzyon denkleminin birçok lineer ve lineer olmayan genellemesi vard¬r.

Örnek olarak,

ut = 4u+ f(u); reaksiyon-difüzyon denklemi

ut + f(u)x = 4u; adveksiyon-difüzyon denklemi

ut = 5 [D(u)5 u] ; lineer olmayan difüzyon matrisi

Reaksiyon-difüzyon denklemleri kimyasal reaksiyonlar¬n modellenmesinde ve

popülasyon biyolojisinde ortaya ç¬kar. Adveksiyon-difüzyon denklemleri kirleticilerin

taş¬n¬m¬n¬n modellenmesinde ortaya ç¬kar ve viskoz ak¬̧skan hareketlerini tan¬mlayan

denklemlerle yak¬ndan ili̧skilidir. Do¼grusal olmayan difüzyon matrisleri gözenekli

ortamdan ak¬̧s gibi alanlarda ortaya ç¬kmaktad¬r.

b) Dalga denklemleri: Do¼grusal olmayan hiperbolik denklemlerin en basit

s¬n¬�ar¬ndan biri do¼grusal olmayan dalga denklemleridir.

utt �4u+ f(u) = 0 (2.7)

Bu denklem, do¼grusal olmayan klasik alan teorileri için basit bir model sa¼glar.

Hiperbolik k¬smi diferensiyel denklemlerin bir di¼ger önemli s¬n¬f¬da simetrik

hiperbolik sistemlerdir:
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ut + A
i(u)uxi = 0 (2.8)

Burada Ai simetrik matrisleri göstermektedir.

c) Schrödinger denklemi: Do¼grusal olmayan Schrödinger denklemi:

iut +4u� f(juj2)u = 0 (2.9)

Burada u(x; t) kompleks de¼gerli bir fonksiyondur. Ad¬, denklemin kuantum

mekini¼ginde lineer Schrödinger denklemi ile ayn¬ forma sahip olmas¬ndan

kaynaklanmaktad¬r:

iut +4u� V (x; t) = 0; (2.10)

ancak, çözümünün kendisi V = f(juj2) potansiyel fonksiyonuna ba¼gl¬d¬r. Bir di¼ger özel

durumda lineer olmayan kübik Schrödinger denklemidir (cNLS):

iut +4u� � juj2 u = 0 (2.11)

burada � = �1 dir. � �n¬n i̧saretinin seçimi önemlidir. E¼ger � = �1 ise, denkleme

odakl¬cNLS, � = 1 ise odaks¬z cNLS ad¬verilir.

cNLS denklemi, uygun bir asimptotik s¬n¬rda çok genel do¼grusal olmayan da¼g¬t¬c¬

dalga sistemlerinden kaynaklanmaktad¬r. Örne¼gin cNLS denklemi, bir lazer ¬̧s¬n¬n¬n

�ber optik kablo ile do¼grusal olmayan bir optik kablo ile do¼grusal olmayan bir optik

ortamdan yay¬lmas¬n¬tarif eder.

Bunlar¬n d¬̧s¬nda, Sine-Gordon denklemi, Klein-Gordon denklemi, KdV denklemi,

Burgers denklemi lineer olmayan oluşum denklemlerine birer örnek olarak verilebilir.

2.4. Sonlu Farklar ve Sonlu Elemanlar Yöntemleri

Diferensiyel denklemlerin çözümü için birçok analitik ve say¬sal yöntem

geli̧stirilmi̧stir. Baz¬ durumlarda denklemlerin analitik çözümünü bulmak mümkün

olmamaktad¬r. Bu nedenle say¬sal bir yöntemin kullan¬lmas¬ve bu yöntemin en az

hata ile sonuca götürmesi önem kazanmaktad¬r.
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Sonlu farklar ve sonlu elemanlar yöntemleri hem adi diferensiyel denklemlerin

hem de k¬smi diferensiyel denklemlerin say¬sal çözümlerinin bulunmas¬nda oldukça

kullan¬̧sl¬d¬r. Bununla birlikte, aralar¬nda baz¬farklar mevcuttur.

*Sonlu farklar yönteminde üzerinde çal¬̧s¬lan tan¬m aral¬¼g¬birbirinden farkl¬olan

noktalar kümesi ile yer de¼gi̧stirirken, sonlu elemanlar metodunda, tan¬m bölgesi sonlu

elemanlar ad¬verilen alt tan¬m bölgelerine ayr¬l¬r.

*Sonlu elemanlar metodunda, bulunmak istenen çözüm fonksiyonu her bir sonlu

eleman üzerinde kendisi ve belirli bir dereceye kadar türevleri sürekli olan interpolasyon

polinomlar¬ile temsil edilir.

*Sonlu farklar metodunda, diferensiyel denklemdeki türev de¼gerleri için yaklaş¬m

yap¬l¬rken, sonlu elemanlar metodunda ise denklemin çözümüne yaklaş¬m yap¬l¬r.

*Sonlu farklar metodunda, s¬n¬r şartlar¬n¬n düzensizli¼gi ve çözüm bölgesinin düzgün

geometrik şekiller olmamas¬ çözümün bulunmas¬n¬ zorlaşt¬rmakta ve iyi sonuçlar

al¬namamaktad¬r. Di¼ger taraftan, sonlu elemanlar metodu hem düzgün, hem de düzgün

olmayan karmaş¬k geometriye sahip çözümlerde daha iyi sonuçlar vermektedir.

*Sonlu farklar metodunun uygulanmas¬ sonlu elemanlar metoduna göre daha

kolayd¬r.

*Sonlu farklar metodu ile bölünme noktalar¬aras¬nda kalan herhangi bir de¼ger için

yaklaş¬m yap¬lamaz. Fakat sonlu elemanlar metodunda her bir alt aral¬¼ga kaŗs¬l¬k bir

interpolasyon fonksiyonu tan¬mland¬¼g¬için bölünme noktalar¬aras¬nda kalan de¼gerler

için de yaklaş¬m yap¬labilir.

*Problemin yap¬s¬na ba¼gl¬olarak de¼gi̧smekle birlikte, genel olarak sonlu elemanlar

yaklaş¬m¬, sonlu farklar yaklaş¬m¬ndan daha iyi sonuç vermektedir.

*Sonlu farklar metotlar¬n¬kullanmak için Taylor seri aç¬l¬l¬mlar¬yeterlidir, fakat

sonlu elemanlar metotlar¬n¬kullanmak daha karmaş¬k i̧slemler gerektirir.

2.4.1. A¼g¬rl¬kl¬rezidüler yöntemi

A¼g¬rl¬kl¬rezidüler yöntemi sonlu elemanlar metotlar¬n¬n temelini oluşturmaktad¬r.

Genel şekliyle bir diferensiyel denklem

Lu� f = 0 (2.12)
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olarak verilsin. Burada L lineer operatör, f bilinen fonksiyon ve u aranan çözüm

fonksiyonudur. A¼g¬rl¬kl¬ rezidüler yöntemi kullan¬larak, bulunmaya çal¬̧s¬lan çözüm

fonksiyonu u(x; t) yerine,

u(x; t) � U(x; t) =
NX
j=1

aj'j(x) (2.13)

şekilde U sonlu yaklaş¬m serisi kullan¬l¬r. (2.13) eşitli¼gindeki 'j(x); j = 1; 2; :::; N

deneme fonksiyonu diferensiyel denklemin tan¬m bölgesi üzerinde tan¬ml¬d¬r ve aj; j =

1; 2; :::; N , t� ye ba¼gl¬ bilinmeyen katsay¬lard¬r. Sonlu elemanlar metodunda, 'j(x)

deneme fonksiyonlar¬ problemde verilen s¬n¬r şartlar¬n¬ sa¼glayacak şekilde belirlenir,

fakat genel olarak denklemi sa¼glamazlar.

A¼g¬rl¬kl¬ rezidüler yönteminin temel amac¬ U yaklaş¬k çözümünü ile orjinal

denklemde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda oluşan fark¬ en aza indirgemektedir. Bu fark rezidü

ile ifade edilir.

R = LU � f (2.14)

Wj lineer ba¼g¬ms¬z a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki integrasyonu minimize edecek

şekilde tan¬mlanm¬̧s olan özel fonksiyonlar olmak üzere, (2.14) ile verilen rezidü ifadesi

Wj a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ile çarp¬larak 
 tan¬m bölgesi üzerinde integral al¬n¬rsa,

Z



WjR(x)dx = 0; j = 1; 2; :::; N (2.15)

formunda N bilinmeyenli N denklemden oluşan denklem sistemi elde edilir. Bu

sistemden aj bilinmeyen katsay¬lar bulunarak (2.13)�de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda U yaklaş¬k

çözümü bulunmuş olur.

A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n seçimine göre, metotlar¬n farkl¬isimleri vard¬r.

2.4.1.1. Kolokasyon metodu

Bu metotta a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ tan¬m bölgesi içerisindeki Dirac � fonksiyon

ailesinden seçilir. Bu fonksiyonlar Wi(x) = �(x� xi) şeklinde olup,

�(x� xi) =

8<: 1; x = xi

0; di¼ger durumlar
(2.16)
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özelli¼gine sahiptir.

Bu şekilde, a¼g¬rl¬kl¬rezidü ifadesinin integrasyonu ile rezidünün tan¬m bölgesindeki

belirli noktalarda s¬f¬r olmas¬sa¼glan¬r. (2.15) ifadesinde Wi(x) = �(x � xi) al¬narak

integrasyonu yap¬ld¬¼g¬nda R(xi) = 0 oldu¼gu görülür.

2.4.1.2. Sub-domain metodu

Bu metot a¼g¬rl¬kland¬rma faktörlerini kullanmaz, dolay¬s¬yla tam olarak a¼g¬rl¬kl¬

rezidüler ailesinin bir üyesi de¼gildir. Bununla birlikte kolokasyon yönteminin bir

modi�kasyonu olarak düşünülebilir. Buradaki �kir, a¼g¬rl¬kl¬ rezidüyü sadece tan¬m

bölgesindeki sabit noktalarda de¼gil, bölgenin çeşitli alt bölümlerinde de s¬f¬r yapmakt¬r.

Bunu başarmak için a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬bütünlük oluştururlar ve tüm bölge üzerindeki

integral bilinmeyen tüm parametreleri belirlemek için yeterli olacak şekilde bir dizi alt

alana bölünür.

Z



WiR(x)dx =
X
j

0@Z



R(x)dx

1A = 0; j = 1; 2; :::; N: (2.17)

2.4.1.3. En küçük kareler metodu

·Isminden de anlaş¬laca¼g¬ gibi rezidülerin kareleri toplam¬n¬n minimize edilmesi

prensibine dayanmaktad¬r. Yani,

S =

Z



R(x)R(x)dx =

Z



R2(x)dx (2.18)

ifadesinin minimum olmas¬amaçlanmaktad¬r. Bu skaler fonksiyonun minimum olmas¬

için S�nin bilinmeyen parametrelere göre türevlerinin s¬f¬r olmas¬gerekir.

@S

@ai
= 2

Z



R(x)
@R

@ai
dx = 0; (2.19)

(2.15) ifadesi ile kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda a¼g¬rl¬k fonksiyonunun

Wi = 2
@R

@ai
(2.20)
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oldu¼gu görülür. Burada "2" de¼geri at¬labilir. Dolay¬s¬yla en küçük kareler metodu için

a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬sadece rezidünün bilinmeyen sabitlere göre türevleridir.

Wi =
@R

@ai

2.4.1.4. Galerkin metodu

Bu metot en küçük kareler metodunun bir modi�kasyonu olarak görülebilir. Rezidü

türevini bilinmeyen ai katsay¬lar¬na göre kullanmak yerine, yaklaş¬m fonksiyonunun

türevi kullan¬l¬r. Yani, a¼g¬rl¬k fonksiyonu olarak (2.13)�deki yaklaş¬m fonksiyonu

al¬n¬rsa,

Wi =
@eu
@ai
; i = 1; 2; :::; N (2.21)

elde edilir. Bunlar (2.13)�deki orjinal baz fonksiyonlar¬ile ayn¬d¬r.

Wi =
@eu
@ai

= 'i(x); i = 1; 2; :::; N (2.22)

2.4.1.5. Petrov-Galerkin metodu

Bu metot, Galerkin metodu ile benzer prensipleri içerir, fakat Galerkin metodunda

a¼g¬rl¬k fonksiyonu deneme fonksiyonu ile ayn¬olurken, Petrov-Galerkin metodunda bu

durum gerekli de¼gildir. Yani,

Wi = 	i(x) 6= 'i(x); i = 1; 2; :::; N (2.23)

olarak şekildi a¼g¬rl¬k fonksiyonu seçilebilir.

2.4.1.6 Momentler metodu

Bu metotta, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬polinom ailesinden seçilir. Yani a¼g¬rl¬k fonksiyonu

Wi(x) = x
i; i = 0; 1; 2; :::; N � 1 (2.24)
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formundad¬r. Yaklaş¬m¬n baz fonksiyonlar¬ ('i(x) ler) polinom olarak seçilmesi

durumunda momentler yöntemi Galerkin metodu ile ayn¬olur.

2.5. Spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlardan ilk kez 1946 y¬l¬nda Schoenberg bahsetmi̧stir ve spline

fonksiyonlar 1960�lar¬n baş¬nda teorikte ve pratikte oldukça geli̧sme göstermi̧stir

(Schoenberg, 1946). Spline fonksiyonlar interpolasyon, veri uydurma, e¼gri ve

yüzey uydurma, diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri gibi birçok alanda s¬kça

kullan¬lmaktad¬r. Çünkü Spline fonksiyonlar yap¬sal özellikleri sebebiyle oldukça

kullan¬̧sl¬oldu¼gu için bilgisayar hesaplamalar¬nda bilim adamlar¬na büyük kolayl¬klar

sa¼glamaktad¬r. Fakat yüksek dereceli polinomlarla yap¬lan interpolasyonlarda

i̧slem hatalar¬n¬ artt¬rabilir. Ayr¬ca yaklaş¬m yap¬lan fonksiyonun özelliklerinden

interpolasyon formüllerinin [a; b] aral¬¼g¬n¬n bir k¬sm¬nda h¬zl¬, bir k¬sm¬nda yavaş

de¼gi̧sti¼ginde fonksiyona tek bir e¼gri ile yaklaşmak uygun sonuçlar vermeyebilir. Bu

tür sebeplerden birinci, ikinci veya üçüncü dereceden, derecesi yüksek olmayan,

fonksiyonlar ile yaklaş¬m yaparak spline interpolasyonu tan¬ml¬ aral¬kta, sonlu

noktalarda birbirini örtmeyen alt aral¬klarda küçük dereceli polinom bulma yöntemidir.

S (x), reel say¬lar¬n monoton artan x1; x2;x3:::xN �ye ba¼gl¬ k.dereceden spline

fonksiyonu reel do¼gru üzerinde tan¬ml¬d¬r ve aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glar:

a) S (x), her [xm; xm+1] aral¬¼g¬nda k. veya daha küçük dereceden bir polinomdur.

(Burada x = �1 ve xN =1 olabilir)

b) S (x) ve kendisinin 1; 2; :::; k � 1: basamaktan türevleri tan¬mlanan her aral¬kta

ve xm, m = 1; 2; :::; N � 1; bölünme noktalar¬nda süreklidir.

Spline fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

� Spline fonksiyonlar düzgün fonksiyonlard¬r.

� Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylard¬r.

� Spline fonksiyonlar¬n türevleri ve integralleri kolay hesaplanabilir.

� Spline fonksiyonlar¬n türevleri ve integralleri yine spline fonksiyonlard¬r.

� Spline fonksiyonlar yard¬m¬ile sadece fonksiyonlara de¼gil ayn¬zamanda onlar¬n

türevlerine de ulaş¬labilir.
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� Nümerik analizde ve yaklaş¬m teorilerinde spline fonksiyonlar¬n kullan¬lmas¬

durumunda matrisler ortaya ç¬kar. Bu matrislerin tersi kolayca al¬nabilir. Dolay¬s¬yla

spline fonksiyonlar kullan¬ld¬¼g¬nda elde edilecek denklem sistemleri rahatl¬kla

çözülebilir.

� Yeteri kadar alt bölmelere ayr¬lm¬̧s [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde tan¬ml¬ her sürekli

fonksiyon; k. dereceden spline fonksiyonu ile iyi bir şekilde temsil edilebilir.

� Düşük dereceden spline fonksiyonlar çok esnektir ve polinomlardaki gibi sal¬n¬m

sergilemezler.

2.5.1. B-spline fonksiyonlar

B-spline fonksiyonlar ayn¬ dereceye sahip spline fonksiyonlar için bir taband¬r.

B-spline fonksiyonlar¬n oluşturulaca¼g¬ noktalar¬n bir kümesi � � � < x�1 < x�2 <

x0 < x1 < x2 < � � � ve lim
m!1

xm = � lim
m!1

xm = 1 olmak üzere çal¬̧smam¬zda

kullanaca¼g¬m¬z kübik trigonometrik B-spline ve daha düşük dereceden B-spline

fonksiyonlar¬n¬inceleyelim.

2.5.1.1. S¬f¬r¬nc¬dereceden B-spline fonksiyonlar¬

S¬f¬r¬nc¬dereceden B-spline fonksiyonlar¬B0m ile gösterilir ve

B0m (x) =

8<: 1; xm � x < xm+1
0; di¼ger durumlar

(2.25)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. fB0m : m 2 Zg kümesi B-spline formunun sonlu bir dizisi olmak

üzere önemli özellikleri aşa¼g¬daki gibidir:

* B0m fonksiyonun deste¼gi [xm; xm+1) aral¬¼g¬d¬r.

* Bütün x ve m de¼gerleri için B0m (x) � 0 eşitsizli¼gi vard¬r.

* B0m fonksiyonu say¬do¼grusu üzerinde sa¼gdan sürekldir.

* Her x 2 R için
1X

m=�1
B0m (x) = 0 eşitli¼gi vard¬r.

Verilen dü¼güm noktalar¬dizisi üzerinde s¬f¬r¬nc¬dereceden tüm spline fonksiyonlar

için bir taban oluştururlar.
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B0m fonksiyonlar¬bütün yüksek dereceden B-spline fonksiyonlar¬tan¬mlamak için

bir başlang¬ç noktas¬d¬r. Yüksek mertebeden B-spline fonksiyonlar aşa¼g¬daki indirgeme

ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla türetilebilir (Höllig, 2003):

Bkm (x) =

�
x� xm

xm+k � xm

�
Bk�1m (x) +

�
xm+k+1 � x

xm+k+1 � xm+1

�
Bk�1m+1 (x) ; (k � 1) (2.26)

2.5.1.2. Lineer B-spline fonksiyonlar

xm�ler [a; b] aral¬¼g¬ndaki bölünme noktalar¬n¬n koordinatlar¬ olmak üzere, xm

noktalar¬nda B1m (x) lineer B-spline fonksiyonlar¬

B1m (x) =
1

h

8>>><>>>:
(xm+1 � xm)� 2 (xm � x) ; [xm�1; xm]

(xm+1 � x) ; [xm; xm+1]

0; di¼ger durumlar

(2.27)

olarak tan¬mlan¬r. Burada h = xm+1 � xm olarak tan¬mlan¬r. [xm�1; xm+1]

aral¬¼g¬B1m (x) ve B
1
m+1 (x) gibi yukar¬da tan¬mlanan ard¬̧s¬k iki B-spline fonksiyonlar¬

taraf¬ndan örtülür.

2.5.1.3. Kuadratik B-spline fonksiyonlar

xm�ler [a; b] aral¬¼g¬ndaki bölünme noktalar¬n¬n koordinatlar¬ olmak üzere, xm

noktalar¬nda B2m(x) kuadratik B-spline fonksiyonlar¬

B2m (x) =
1

h2

8>>>>>><>>>>>>:

(xm+2 � x)2 � 3 (xm+1 � x)2 + 3(xm � x); [xm�1; xm]

(xm+2 � x)2 � 3 (xm+1 � x)2 ; [xm; xm+1]

(xm+2 � x)2 ; [xm+1; xm+2]

0; d.d.

(2.28)

olarak tan¬mlan¬r. Burada h = xm+1 � xm �dir. Kuadratik B-spline fonksiyonlar¬

ve onlar¬n birinci mertebeden türevleri [xm�1; xm+2] aral¬¼g¬ d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. Sadece

aral¬ktaki elemanlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda [xm; xm+1] aral¬¼g¬B2m�1; B
2
m; B

2
m+1 gibi

yukar¬da tan¬mlanan ard¬̧s¬k üç kuadratik B-spline fonksiyonlar¬taraf¬ndan örtülür.
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2.5.1.4. Kübik B-spline fonksiyonlar

xm�ler [a; b] aral¬¼g¬ndaki bölünme noktalar¬n¬n koordinatlar¬ olmak üzere, xm

noktalar¬nda B3m (x) kübik B-spline fonksiyonlar¬

B3m (x) =
1

h3

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x� xm+2)3 ; [xm�2; xm�1]

h3 + 3h2 (x� xm�1) + 3h (x� xm�1)2 � 3 (x� xm�1)3 ; [xm�1; xm]

h3 + 3h2 (xm+1 � x) + 3h (xm+1 � x)2 � 3 (xm+1 � x)3 ; [xm; xm+1]

(xm+2 � x)3 ; [xm+1; xm+2]

0; d.d.
(2.29)

olarak tan¬mlan¬r (Prenter, 1975). Burada h = xm+1 � xm �dir. Kübik B-spline

fonksiyonlar¬ ve onlar¬n birinci ve ikinci mertebeden türevleri [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬

d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. Sadece aral¬ktaki elemanlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda [xm; xm+1] aral¬¼g¬

B3m�1; B
3
m, B

3
m+1 ve B

3
m+2 gibi yukar¬da tan¬mlanan ard¬̧s¬k dört kübik B-spline

fonksiyonlar¬taraf¬ndan örtülür.

2.5.2. Trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Trigonometrik spline fonksiyonlar¬ ile interpolasyon yaklaş¬m¬, Schoenberg�in

(1964) ayr¬nt¬l¬ bir şekilde ele ald¬¼g¬ çal¬̧smas¬nda ilk olarak görülmektedir. Bu

çal¬̧smas¬nda ayn¬ zamanda B-spline fonksiyonlar¬n¬n varl¬¼g¬n¬ ve bir trigonometrik

spline fonksiyonunun trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬n¬n lineer bileşimi olarak elde

edilebilece¼gini de kan¬tlam¬̧st¬r. Ayr¬ca m = 2k + 1 (tek) boyutlu parçal¬fonksiyon

uzay¬

Tm = Lf1; sin(x); cos(x); :::; sin(kx); cos(kx)g (2.30)

olarak belirtilmi̧s fakat, m = 2k boyutlu uzay¬daha sonra Lyche ve Winther (1979)

çal¬̧smalar¬nda ele alm¬̧slard¬r.

Tm = Lfsin(
x

2
); cos(

x

2
); :::; sin(

kx

2
); cos(

kx

2
)g (2.31)
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trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ için genel bir yineleme formülü geli̧stiren Lyche

ve Winther (1979) trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬bölünmüş farklar metodu ile

tan¬mlam¬̧slar ve fonksiyonlar¬n türevlenebilirli¼gini göstermi̧slerdir.

Trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬n üretilmesi için yineleme formülü, s¬f¬r¬nc¬

dereceden B-spline fonksiyonu

T 0i =

8<: 1; xi � x < xi+1
0; di¼ger durumlar

(2.32)

ve k = 1; 2; 3; ::: olmak üzere,

T ki (x) =
sin(x�xi

2
)

sin(xi+k�xi
2

)
T k�1i (x) +

sin(xi+k+1�x
2

)

sin(xi+k+1�xi+1
2

)
T k�1i+1 (x) (2.33)

şeklinde ifade edilebilir (Walz, 1992). E¼ger [a; b] aral¬¼g¬her bir alt aral¬¼g¬n¬n uzunlu¼gu

h olacak şekilde düzgün parçalanm¬̧s ise (2.33) yineleme ba¼g¬nt¬s¬

T ki (x) =
sin(x�xi

2
)

sin(kh
2
)
T k�1i (x) +

sin(xi+k+1�x
2

)

sin(kh
2
)

T k�1i+1 (x) (2.34)

olarak ifade edilebilir.

2.5.2.1. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonu

Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonu bir [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬olmak üzere,

bu aral¬kta bir düzgün parçalanma

a = x0 < x1 < ::: < xN�1 < xN = b

şeklinde olsun. Ayr¬ca h = b�a
N

= xj � xj�1, j = 1; :::; N ve xi = x0 + ih,

i = 0; 1; :::; N olmak üzere (2.34) yineleme ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanarak T 1i (x) trigonometrik

B-spline fonksiyonlar¬n¬k = 1 için

T 1i (x) =
sin(x�xi

2
)

sin(h
2
)
T 0i (x) +

sin(xi+2�x
2
)

sin(h
2
)
T 0i+1(x) (2.35)

olarak yazabiliriz. Parçal¬fonksiyon olarak
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T 1i (x) = S1

8>>><>>>:
sin(x�xi

2
); [xi; xi+1]

sin(xi+2�x
2
); [xi+1; xi+2]

0; d.d

(2.36)

elde edilir. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ [xm�1; xm+1] aral¬¼g¬ndaki

bölünme noktalar¬na göre düzenlenirse,

T 1m(x) = S1

8>>><>>>:
sin(x�xm�1

2
); [xm�1; xm]

sin(xm+1�x
2

); [xm; xm+1]

0; d.d.

(2.37)

şeklinde bulunur. Burada

S1 =
1

sin(h
2
)

dir. Lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬xm bölünme noktalar¬nda süreklidir.

Bir u(x; t) fonksiyonuna yaklaş¬m yap¬l¬rsa U(x; t) fonksiyonu trigonometrik

B-spline yard¬m¬yla,

u(x; t) � U(x; t) =
NX
i=0

T 1i (x)'i(t) (2.38)

olarak tan¬mlan¬r. T 1 lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬, 'i(t) zamana ba¼gl¬

de¼gi̧skeni göstermektedir. T 1 lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ [xm�1; xm+1]

aral¬¼g¬nda iki ard¬̧s¬k eleman¬örter ve bu aral¬k d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. Lineer trigonometrik

B-spline�lar ile [xm; xm+1] aral¬¼g¬nda yaklaş¬m

u(x; t) � U(x; t) =
m+1X
i=m

T 1i (x)'i(t) = T
1
m(x)'m(t) + T

1
m+1(x)'m+1(t) (2.39)

olarak ifade edilebilir. x = xm noktas¬ndaki yaklaş¬m için (2.37) deki lineer

trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬(2.39) yerine yaz¬l¬rsa,

U(xm; t) = Um = T
1
m(xm)'m(t) + T

1
m+1(xm)'m+1(t)

Um = �S1 sin(xm�xm+12
)'m(t) + S1 sin(

xm�xm
2

)'m+1(t) = 'm(t)
(2.40)
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şeklinde bulunur. [xm; xm+1] aral¬¼g¬�h = x� xm dönüşümü yard¬m¬yla [0; 1] aral¬¼g¬na

dönüştürülebilir. Bu durumda lineer trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬

T 1m(x) = S1 sin(
xm+1�x

2
)

T 1m(�) = S1 sin(
h�h�
2
)

T 1m+1(x) = S1 sin(
x�xm
2
)

T 1m+1(�) = S1 sin(
�h
2
)

(2.41)

olur.

2.5.2.2. Kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonu

Kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ k = 2 için (2.34) daki yineleme

formülünden

T 2i (x) =
sin(x�xi

2
)

sin(h)
T 1i (x) +

sin(xi+3�x
2
)

sin(h)
T 1i+1(x) (2.42)

olarak bulunur. Buradan T 2i (x) trigonometrik B-spline fonksiyonu parçal¬olarak

T 2i (x) = S2

8>>>>>><>>>>>>:

sin2(x�xi
2
); [xi; xi+1]

� sin(x�xi
2
) sin(x�xi+2

2
)� sin(x�xi+3

2
) sin(x�xi+1

2
); [xi+1; xi+2]

sin2(x�xi+3
2
); [xi+2; xi+3]

0; d.d.

(2.43)

şeklinde elde edilebilir. m = 0; 1; :::; N için [xm�1; xm+2] aral¬¼g¬na göre düzenleme

yap¬l¬rsa

T 2m(x) = S2

8>>>>>><>>>>>>:

sin2(x�xm�1
2

); [xm�1; xm]

� sin(x�xm�1
2

) sin(x�xm+1
2

)� sin(x�xm+2
2

) sin(x�xm
2
); [xm; xm+1]

sin3(x�xi+3
2
); [xm+1; xm+2]

0; d.d.
(2.44)

şeklinde kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬elde edilir. Burada

S2 =
1

sin(h
2
) sin(h)
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dir. T 2m(x) fonksiyonu ve birinci türevi xm ve xm+1 bölünme noktalar¬nda süreklidir.

Bir u(x; t) fonksiyonuna yaklaş¬m yap¬l¬rsa U(x; t) fonksiyonu kuadratik

trigonometrik B-spline yard¬m¬yla,

u(x; t) � U(x; t) =
NX
i=0

T 2i (x)'i(t) (2.45)

olarak tan¬mlanabilir. T 2m kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬, 'i(t) zamana

ba¼gl¬ de¼gi̧skeni göstermektedir. T 2m kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬

[xm�1; xm+2] aral¬¼g¬nda üç ard¬̧s¬k eleman¬örter ve bu aral¬k d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. xm; xm+1

gibi ard¬̧s¬k iki dü¼güm noktas¬için [xm; xm+1] aral¬¼g¬ndaki sonlu eleman T 2m�1; T
2
m; T

2
m+1

kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ taraf¬ndan örtülür. Buradan (2.45)

yaklaş¬m¬

u(x; t) � U(x; t) =
m+1X
i=m�1

T 2i (x)'i(t) =

T 2m�1(x)'m�1(t) + T
2
m(x)'m(t) + T

2
m+1(x)'m+1(t)

(2.46)

olur. (2.44) de bulunan T 2m(x) trigonometrik B-spline fonksiyonu yard¬m¬yla x = xm

noktas¬nda u(xm; t) ve x�e göre birinci türevine yaklaş¬m

U(xm; t) = Um =
m+1X
i=m�1

T 2i (x)'i(t) (2.47)

dU(xm; t)

dx
= U 0m =

m+1X
i=m�1

dT 2i (x)

dx
'i(t) (2.48)

şeklinde olup,

Um = S2 sin
2(
h

2
)'m�1(t) + S2 sin

2(
h

2
)'m(t) (2.49)

U 0m = �S2 sin(h)'m�1(t) + S2 sin(h)'m(t) (2.50)

olarak bulunur. [xm; xm+1] aral¬¼g¬�h = x � xm dönüşümü yard¬m¬yla [0; 1] aral¬¼g¬na

dönüştürülebilir. Bu durumda trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬
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T 2m�1(�) = S2 sin
2(h�h�

2
);

T 2m(�) = S2[sin(
h+h�
2
) sin(h�h�

2
) + sin(2h�h�

2
) sin(h�

2
)];

T 2m+1(�) = S2 sin
2(h�

2
)

(2.51)

olur.

2.5.2.3. Kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬

Kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ k = 3 için (2.34) daki yineleme

formülünden

T 3i (x) =
sin(x�xi

2
)

sin(3h
2
)
T 2i (x) +

sin(xi+4�x
2
)

sin(3h
2
)
T 2i+1(x) (2.52)

olarak bulunur. Buradan T 3i (x) trigonometrik B-spline fonksiyonu parçal¬olarak

T 3i (x) = S3

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

sin3(x�xi
2
); [xi; xi+1]

� sin2(x�xi
2
) sin(x�xi+2

2
)

� sin(x�xi
2
) sin(x�xi+3

2
) sin(x�xi+1

2
)

� sin2(x�xi+1
2
) sin(x�xi+4

2
)

, xi+1; []xi+2

sin2(x�xi+3
2
) sin(x�xi

2
)

+ sin(x�xi+4
2
) sin(x�xi+3

2
) sin(x�xi+1

2
)

+ sin2(x�xi+4
2
) sin(x�xi+2

2
)

, [xi+2; xi+3]

� sin3(x�xi+4
2
; [xi+3; xi+4]

0; d.d.

(2.53)

şeklinde elde edilebilir. m = 0; 1; :::; N için [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬na göre düzenleme

yap¬l¬rsa
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T 3m(x) = S3

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

sin3(x�xm�2
2

); [xm�2; xm�1]

� sin2(x�xm�2
2

) sin(x�xm
2
)

� sin(x�xm�2
2

) sin(x�xm+1
2

) sin(x�xm�1
2

)

� sin2(x�xm�1
2

) sin(x�xm+2
2

)

; [xm�1; xm]

sin2(x�xm+1
2

) sin(x�xm�2
2

)

+ sin(x�xm+2
2

) sin(x�xm+1
2

) sin(x�xm�1
2

)

+ sin2(x�xm+2
2

) sin(x�xm
2
)

; [xm; xm+1]

� sin3(x�xm+2
2

); [xm+1; xm+2]

0; d.d.

(2.54)

şeklinde kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬n elde edilir. Burada

S3 =
1

sin(h
2
) sin(h) sin(3h

2
)

dir. T 3m(x) fonksiyonu, birinci türevi ve ikinci türevi xm�1; xm; xm+1 bölünme

noktalar¬nda süreklidir.

Bir u(x; t) fonksiyonuna yaklaş¬m yap¬l¬rsa UN(x; t) fonksiyonu trigonometrik

B-spline yard¬m¬yla,

u(x; t) � U(x; t) =
N+1X
i=�1

T 3i (x)'i(t) (2.55)

olarak tan¬mlanabilir. T 3m kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬, 'i(t) zamana

ba¼gl¬ de¼gi̧skeni göstermektedir. T 3m kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬

[xm�2; xm+2] aral¬¼g¬nda dört ard¬̧s¬k eleman¬örter ve bu aral¬k d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. xm�1;

xm; xm+1; xm+2 gibi ard¬̧s¬k dört dü¼güm noktas¬ için [xm; xm+1] aral¬¼g¬ndaki sonlu

eleman T 3m�1; T
3
m; T

3
m+1; T

3
m+2 kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬taraf¬ndan

örtülür. Buradan (2.55) yaklaş¬m¬

u(x; t) � U(x; t) =
m+2X
i=m�1

T 3i (x)'i(t)

= T 3m�1(x)'m�1(t) + T
3
m(x)'m(t) + T

3
m+1(x)'m+1(t) + T

3
m+2(x)'m+2(t)

(2.56)

olur. (2.54)�de bulunan T 3m(x) trigonometrik B-spline fonksiyonu yard¬m¬yla x = xm

noktas¬nda u(xm; t) ve x�e göre birinci ve ikinci türevine yaklaş¬mlar
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U(xm; t) = Um =

m+2X
i=m�1

T 3i (x)'i(t) (2.57)

dU(xm; t)

dx
= U 0m =

m+2X
i=m�1

dT 3i (x)

dx
'i(t) (2.58)

d2U(xm; t)

dx2
= U

00

m =

m+2X
i=m�1

d2T 3i (x)

dx2
'i(t) (2.59)

şeklinde olup, kübik trigonometrik b-spline T 3i (x) nin [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬nda bölünme

noktalar¬ndaki birinci türevi T 0i ve ikinci türevi T
00
i Çizelge 2.1�de verilmi̧stir.

Çizelge 2.1. Bölünme noktalar¬nda kübik trigonometrik B-spline de¼gerleri

T 3i (x) T 0i (x) T 00i (x)

xi�2 0 0 0

xi�1 sin2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
)

3 csc( 3h
2
)

4

3(3 cos2(h
2
)�1)

4(sin(h) sin( 3h
2
))

xi
2

(1+2 cos(h))
0

3 cot2(h
2
)

(2+4 cos(h))

xi+1 sin2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
) �3 csc( 3h

2
)

4

3(3 cos2(h
2
)�1)

4(sin(h) sin( 3h
2
))

xi+2 0 0 0

Çizelge 2.1�deki de¼gerlerden yararlanarak Um; U 0m; U
00
m yaklaş¬m fonksiyonlar¬

Um = a1'm�1(t) + a2'm(t) + a1'm+1(t)

U 0m = �b'm�1(t) + b'm+1(t)

U
00
m = c1'm�1(t)� c2'm(t) + c1'm+1(t)

(2.60)

şeklinde yaz¬labilir. Burada,

a1 = sin
2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
); a2 =

2
(1+2 cos(h))

b =
3 csc( 3h

2
)

4
;

c1 =
3(3 cos2(h

2
)�1)

4(sin(h) sin( 3h
2
))
; c2 =

3 cot2(h
2
)

(2+4 cos(h))

(2.61)

dir. [xm; xm+1] aral¬¼g¬�h = x�xm dönüşümü yard¬m¬yla [0; 1] aral¬¼g¬na dönüştürülebilir

Bu durumda kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬

T 3m�1(�) = S3 sin
3(
h� h�
2

) (2.62)
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T 3m(�) = S3

26664
sin(2h+h�

2
) sin2(h�h�

2
)

+ sin(2h�h�
2
) sin(h+h�

2
) sin(h�h�

2
)

+ sin(�
2
) sin2(2h��

2
)

37775 (2.63)

T 3m+1(�) = S3

26664
sin(h�h�

2
) sin2(h+h�

2
)

+ sin(2h�h�
2
) sin(h+h�

2
) sin(h�

2
)

+ sin(3h��
2
) sin2(�

2
)

37775 (2.64)

T 3m+2(�) = S3 sin
3(
h�

2
) (2.65)

olur. Yerel koordinatlarda elde edilen (2.62), (2.63), (2.64) ve (2.65) fonksiyonlar¬

yard¬m¬yla (2.56) yaklaş¬m fonksiyonu

U(�; �) =
m+2X
j=m�1

T 3j (�)
�
'j + �4'j

�
(2.66)

şeklinde elde edilir.

Denklemleri çözmek için en küçük kareler yaklaş¬m¬yap¬l¬rken kübik trigonometrik

B-spline fonksiyonlar¬ kullan¬laca¼g¬ için bundan sonra T 3 ifadesi yerine T ifadesi

kullan¬lacakt¬r.

2.6. AD Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

Mühendislik ve do¼ga bilimlerinda s¬kça kaŗs¬laş¬lan adveksiyon ve difüzyon

kavramlar¬ak¬̧skanlar dinami¼ginde önemli bir yere sahiptir. Adveksiyon, ak¬̧s içerisinde

parçac¬klar¬n yatay toplu hareketini ifade ederken, difüzyon ise parçac¬klar¬n yüksek

konsantrasyondan düşük konsantrasyona do¼gru hareketi olarak tan¬mlanabilir.

AD denklemi

ut + �ux � �uxx = 0 (2.67)

şeklinde k¬smi türevli lineer diferensiyel denklemdir.

AD denkleminin say¬sal çözümünde,
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u(a; t) = �1(t); u(b; t) = �2(t);

ux(a; t) = 0; ux(b; t) = 0; t > 0

u(x; 0) = f0(x) a � x � b

(2.68)

s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬, test problemine göre de¼gerler verilerek kullan¬lacakt¬r.

(2.67) denklemindeki ux adveksiyon terimi, uxx difüzyon terimi, � ve � sabitleri de

s¬ras¬yla ak¬̧s h¬z¬n¬ve difüzyon katsay¬s¬n¬belirtmektedir.

Bölüm 3�de (2.67) denkleminin kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

yöntemi ile say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. U say¬sal çözümü yerel koordinatlarda (2.66)

şeklinde bulunacak ve kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ kullan¬lacak olup,

dört farkl¬test problemi ile çal¬̧s¬lacakt¬r. Önerilen yöntemin do¼grulu¼gunu test etmek

için,

L2 ortalama hata normu:

L2 =

vuuth NX
j=0

juj � Ujj2 ; (2.69)

L1 maksimum hata normu:

L1 = ku� Uk1 = maxj juj � Ujj (2.70)

de¼gerleri hesaplanacak ve sonuçlar çizelge ile verilecektir.

2.7. RLW Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

RLW denklemi

ut + ux + "ux � �uxxt = 0 (2.71)

şeklinde ifade edilebilir. Burada " ve � pozitif sabitlerdir. ·Ilk olarak Peregrine

taraf¬ndan tek yönlü zay¬f lineer olmayan ve zay¬f dispersif su dalgalar¬n¬n yay¬lmas¬n¬

modellemek için önerilmi̧stir (Peregrine, 1966). Daha sonra (Benjamin vd., 1972) RLW

denkleminin, bir çok �ziksel fenomeni modellemek için kullan¬lan (KdV) denklemine

bir alternatif olarak kullan¬labilece¼gi belirtilmi̧stir.
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(2.71) da verilen RLW denkleminin say¬sal çözümü bölüm 4�de kübik trigonometrik

B-spline en küçük kareler yöntemiyle çözülecektir. (2.71) denkleminin say¬sal çözümü

için,

u(a; t) = �1; u(b; t) = �2;

ux(a; t) = 0; ux(b; t) = 0; t > 0

u(x; 0) = f0(x); a � x � b

(2.72)

s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬, test problemine göre de¼gerler verilerek kullan¬lacakt¬r.

Kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ kullan¬larak U say¬sal çözümü yerel

koordinatlarda (2.66) şeklinde elde edilecektir.

RLW denkleminin korunum de¼gerleri s¬ras¬yla kütle, momentum ve enerji olmak

üzere

C1 =

bZ
a

udx ' h
NX
m=1

Um;

C2 =

bZ
a

[u2 + �(ux)
2] dx ' h

NX
m=1

�
(Um)

2 + � [(Ux)m]
2� ;

C3 =

bZ
a

(u3 + 3u2) dx ' h
NX
m=1

�
(Um)

3 + 3 (Um)
2�

(2.73)

şeklinde verilmi̧stir. (Olver, 1979). Çözüm için önerilen yöntemin do¼grulu¼gunu test

etmek için üç farkl¬test problemi ile çal¬̧s¬lacakt¬r. Korunum de¼gerleri, L2 ortalama

hata normu ve L1 maksimum hata normunun de¼gerleri hesaplanacak ve sonuçlar tablo

ile verilecektir.

2.8. Burgers Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

Burgers denklemine ilk olarak Bateman�in (1915) ak¬̧skanlar¬n hareketleri ile ilgili

makalesinde de¼ginilmi̧stir. Denklemin yayg¬nlaşmas¬ ise türbülans¬n modellenmesi

için kullan¬lmas¬ ile olmuştur (Burgers, 1948). Bununla birlikte ¬s¬ iletimi (Cole,

1951), say¬lar teorisi (Van der Pol, 1951), gazlar¬n dinami¼gi, aerodinamik, ses yay¬l¬m¬

(Lighthill, 1952), elastikiyet (Pospedov, 1966) gibi alanlarda çeşitli problemlerin

modellenmesinde kullan¬lm¬̧st¬r.
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Burgers denklemi olarak bilinen lineer olmayan parabolik k¬smi türevli diferensiyel

denklem matematiksel olarak

ut + uxu+ �uxx = 0; (2.74)

u(a; t) = �1; u(b; t) = �2

ux(a; t) = 0; ux(b; t) = 0 t > 0

u(x; 0) = f0(x) a � x � b

(2.75)

s¬n¬r koşullar¬ve başlang¬ç şartlar¬ile verilmi̧stir. Burada a,b 2 R, �1, �2 ve f0 (x)

bilinen fonksiyonlard¬r. Ayr¬ca � � 0 de¼gerine viskozite sabiti ad¬verilir, e¼ger � =

0 ise viskoz olmayan Burgers denklemi, � > 0 ise viskoz Burgers denklemi olarak

isimlendirilir. Denklemde bulunan uxx difüzyon terimi, uxu lineer olmayan terimi de

konveksiyon terimidir. Lineer olmayan terimden dolay¬Burgers denklemi, denkleme

ismini veren J.M. Burgers (1939), Navier-Stokes denkleminin sadeleştirmesini içeren

çal¬̧smalarda bu denklemden yararlanm¬̧st¬r.

Bölüm 5�de (2.74) denkleminin kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

yöntemi ile say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. U say¬sal çözümü yerel koordinatlarda (2.66)

şeklinde bulunacak ve kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬kullan¬lacak olup, 2

farkl¬test problemi ile çal¬̧s¬lacakt¬r. Önerilen yöntemin do¼grulu¼gunu test etmek için,

kek1 hata normu

jjejj1 =
1

N

N�1X
j=1

����uj � Ujuj

���� e = [e1; e2; e3; :::; eN�1]
T (2.76)

L2 ortalama hata normu ve L1 maksimum hata normu de¼gerleri hesaplanacak ve

sonuçlar tablo ile verilecektir.

2.9. Fisher Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

Reaksiyon-difüzyon denklemleri biyoloji, kimya, mühendislik gibi birçok alanda

kaŗs¬laş¬lan �ziksel olaylar¬n modellenmesinde s¬kl¬kla kullan¬lmaktad¬r. Bir boyutlu

reaksiyon-difüzyon denklemi genel şekliyle

ut = �uxx + �(u) (2.77)
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formunda ifade edilebilir. Burada u = u(x; t) zamana ba¼gl¬ reel de¼gerli bir

fonksiyondur. Ayr¬ca uxx difüzyon terimi, � negatif olmayan sabit ve �(u) reaksiyon

terimini ifade etmektedir. Bu tip denklemlerin en önemlilerinden biri çözümü üzerinde

çal¬̧s¬lacak olan

ut = �uxx + �u(1� u) (2.78)

formundaki Fisher denklemidir. Bu denklemin say¬sal çözümü araşt¬r¬l¬rken

u(a; t) = �1; u(b; t) = �1;

ux(a; t) = 0; ux(b; t) = 0

u(x; 0) = f0(x); a � x � b

(2.79)

s¬n¬r ve başlang¬ç şartlar¬kullan¬lacakt¬r. Burada f0(x) fonksiyonu test problemlerine

ba¼gl¬ olarak daha sonra verilecektir. Bölüm 6�de (2.78) denkleminin kübik

trigonometrik B-spline en küçük kareler yöntemi ile say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. U

say¬sal çözümü yerel koordinatlarda (2.66) şeklinde bulunacak ve kübik trigonometrik

B-spline fonksiyonlar¬ kullan¬lacak olup, 2 farkl¬ test problemi ile çal¬̧s¬lacakt¬r.

Önerilen yöntemin do¼grulu¼gunu test etmek için,

L2 ortalama hata normu ile L1 maksimum hata normu ve Rel ba¼g¬l hata normu

Rel =

vuuuuuuuut
NX
j=0

��Un+1j � Unj
��2

NX
j=0

��Un+1j

��2 (2.80)

de¼gerleri hesaplanacak ve sonuçlar tablo ile verilecektir.

2.10. NLS Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

NLS denklemi matematiksel formül olarak;

iu (t) + uxx + q juj2 u = 0 (2.81)

olarak tan¬mlan¬r. Bu denklemde x ve t indisleri s¬ras¬yla konuma ve zamana göre

k¬smi türevleri göstermekte olup, i =
p
�1 ve q reel birer parametredir. Burada u
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kompleks de¼gerli bir fonksiyon olup derin bir sudaki dalgalar gibi da¼g¬lmayan sabit bir

sistemdeki yavaş de¼gi̧sen dalga dizilerinin hareketi olarak tan¬mlanabilir.

Schrödinger denkleminin say¬sal çözümü araşt¬r¬l¬rken

u(a; t) = �1; u(b; t) = �2

ux(a; t) = 0; ux(b; t) = 0 t > 0

u(x; 0) = f0(x) a � x � b

(2.82)

s¬n¬r şartlar¬ ve başlang¬ç şartlar¬ kullan¬lacakt¬r. Burada f0(x) fonksiyonu test

problemlerine ba¼gl¬olarak daha sonra verilecektir. Bölüm 7�de (2.81) denkleminin

kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler yöntemi ile say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r.

U say¬sal çözümü yerel koordinatlarda (2.66) şeklinde bulunacak ve kübik trigonometrik

B-spline fonksiyonlar¬ kullan¬lacak olup, 2 farkl¬ test problemi ile çal¬̧s¬lacakt¬r.

Önerilen yöntemin do¼grulu¼gunu test etmek için L1 maksimum hata normu:

L1 = kjuj � jU jk1 = maxj jjujj � jUjjj (2.83)

ve NLS denklemi için korunum sabitleri

C1 =

1Z
�1

juj2 dx ' h
NX
m=0

jUmj2 ;

C2 =

bZ
a

�
j(ux)j2 � 1

2
q juj4

�
dx ' h

NX
m=0

�
j(Ux)mj 2 � 1

2
jUmj4

�
;

(2.84)

de¼gerleri hesaplanacak ve sonuçlar tablo ile verilecektir.
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3. AD DENKLEM·IN·IN TR·IGONOMETR·IK B-SPLINE EN KÜÇÜK

KARELER YÖNTEM·IYLE SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde AD denkleminin kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

metoduyla say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. Hesaplamalar neticesinde elde edilen sonuçlar

çizelge ve şekiller ile ifade edilecektir. Ayr¬ca, yöntemin do¼grulu¼gunu kontrol etmek

amac¬yla L2 ve L1 hata normlar¬hesaplanacakt¬r.

3.1. AD Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Trigonometrik B-spline En

Küçük Kareler Metodu

Konum ve zaman s¬n¬rlar¬na göre integral alt¬nda (2.67) denklemi için en küçük

kareler metodu

�

tZ
0

bZ
a

(Ut + �Ux � �Uxx)2dxdt = 0 (3.1)

denklemi ile verilir. dx; dt; Ux; Ut ve Uxx için

x = xm + �h; t = t
n + ��t

dönüşümleri kullan¬ld¬¼g¬nda

dx = �xd�

dt = �td�

Ut =
@U
@�

@�
@t
= U�

1
�t

Ux =
@U
@�

@�
@x
= U�

1
�x

Uxx = (Ux)x =
@(U�

1
�x
)

@�
@�
@x
= U��

1
�x2

(3.2)

elde edilir. Bu ifadeler (3.1) denkleminde yerel koordinatlarda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda
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�

1Z
0

1Z
0

(U�
1
�t
+ �U�

1
�x
� �U�� 1

�x2
)2�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

( 1
�t
)2(U� + �U�

�t
�x
� �U�� �t

�x2
)2�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

(U� + �
�t
�x
U� � � �t

�x2
U��)

2 �x
�t
d�d� =

�

1Z
0

1Z
0

(U� + baU� +bbU��)2d�d� = 0

(3.3)

halini al¬r. Burada [xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde ba = � �t�x ve bb = �� �t
�x2

olarak

al¬nm¬̧st¬r. Leibniz integral kural¬kullan¬larak (Abramowitz ve Stegun, 1972),

�

1Z
0

1Z
0

(U� + baU� +bbU��)2d�d� =
1Z
0

1Z
0

2(U� + baU� +bbU��)�(U� + baU� +bbU��)d�d� =
1Z
0

1Z
0

(U� + baU� +bbU��)�(U� + baU� +bbU��)d�d� = 0
(3.4)

olarak yaz¬ld¬¼g¬nda en küçük kareler yöntemi, a¼g¬rl¬k fonksiyonu

�W =

m+2X
j=m�1

Wj�j = �
�
U� + baU� +bbU��� (3.5)

olan Petrov-Galerkin metoduna dönüşür. Kübik trigonometrik B-spline

fonksiyonlar¬T 3(x) yerine kolayl¬k için T (x) olarak al¬nm¬̧st¬r. (2.66) kullan¬larak U� ;

U� ve U�� hesaplan¬rsa

U� =
@U(�; �)

@�
=

@
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j;

(3.6)
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U� =
@U(�; �)

@�
=

@

m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=

m+2X
j=m�1j

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
;

(3.7)

U�� =
@U�
@�

=

@
m+2X

j=m�1j
T 0j (�)

�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�
(3.8)

olarak bulunur. (3.6), (3.7) ve (3.8) ifadeleri a¼g¬rl¬k fonksiyonunda yerine yaz¬l¬rsa,

�W = �
�
U� + baU� +bbU��� =

�

"
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j + ba m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
+

bb m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�#
=

m+2X
j=m�1

Tj (�) + ba m+2X
j=m�1

T 0j (�) � +
bb m+2X
j=m�1

T 00j (�) � =

m+2X
j=m�1

h
Tj (�) + ba�T 0j (�) +bb�T 00j (�)i

(3.9)

olarak elde edilir. Di¼ger bir ifade ile a¼g¬rl¬k fonksiyonu

wi = Ti (�) + ba�T 0i (�) +bb�T 00i (�) ; i = m� 1;m;m+ 1;m+ 2 (3.10)

şeklinde yaz¬labilir. (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.10) ifadeleri (3.4) da yerine yaz¬l¬rsa

1Z
0

1Z
0

"
m+2X
j=m�1

Tj�'j + ba m+2X
j=m�1

T 0j
�
'j + ��'j

�
+bb m+2X

j=m�1
T 00j
�
'j + ��'j

�#
�
Ti + ba�T 0i +bb�T 00i � d�d� =
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m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

h
Tj�'j + baT 0j �'j + ��'j�+bbT 00j �'j + ��'j�i�

Ti + ba�T 0i +bb�T 00i � d�d� =
m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

��
TiTj + ba� �TiT 0j + T 0iTj�+

ba2� 2T 0iT 0j +bb� �TiT 00j + T 00i Tj�+babb� 2 �T 0iT 00j + T 00i T 0j�+bb2� 2T 00i T 00j i�'j+hbaTiT 0j + ba2�T 0iT 0j +bbTiT 00jbabb� �T 0iT 00j + T 00i T 0j�+bb2�T 00i T 00j i'jo d�d� =
m+2X
j=m�1

1Z
0

nh
TiTj +

ba
2

�
TiT

0
j + T

0
iTj
�
+ ba2

3
T 0iT

0
j+

bb
2

�
TiT

00
j + T

00
i Tj
�
+

babb
3

�
T 0iT

00
j + T

00
i T

0
j

�
+

bb2
3
T 00i T

00
j

i
�'j+hbaTiT 0j + ba2

2
T 0iT

0
j +
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(3.11)

şeklinde elde edilen denklem (3.11) matris formunda

h
Ae + ba

2

�
Be + (Be)T

�
+ ba2

3
Ce +

bb
2

�
De + (De)T

�
+

babb
3

�
Ee + (Ee)T

�
+

bb2
3
F e
i
�'e+hbaBe + ba2

2
Ce +bbDe + babb

2

�
Ee + (Ee)T

�
+

bb2
2
F e
i
'e = 0

(3.12)

olarak yaz¬labilir. Burada (.) T matrisin transpozunu göstermektedir. m = 0; 1; :::; N�

1 olmak üzere
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'e =
�
'em�1, '

e
m, '

e
m+1, '

e
m+2

�T (3.13)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri Çizelge 2.1�deki de¼gerler kullan¬larak

Ae = Aij =

Z 1

0

TiTjd� De = Dij =

Z 1

0

TiT
00
j d�

Be = Bij =

Z 1

0

TiT
0
jd�; Ee = Eij =

Z 1

0

T 0iT
00
j d�

Ce = Cij =

Z 1

0

T 0iT
0
jd� F e = Fij =

Z 1

0

T 00i T
00
j d�

i; j = m� 1;m;m+ 1;m+ 2

(3.14)

olarak bulunmuştur. Örne¼gin, Ae eleman matrisinin elemanlar¬

Ae = Aeij =

1Z
0

TiTjd� =26666666666666666664

1Z
0

Tm�1Tm�1d�

1Z
0

Tm�1Tmd�

1Z
0

Tm�1Tm+1d�

1Z
0

Tm�1Tm+2d�

1Z
0

TmTm�1d�

1Z
0

TmTmd�

1Z
0

TmTm+1d�

1Z
0

TmTm+2d�

1Z
0

Tm+1Tm�1d�

1Z
0

Tm+1Tmd�

1Z
0

Tm+1Tm+1d�

1Z
0

Tm+1Tm+2d�

1Z
0

Tm+2Tm�1d�

1Z
0

Tm+2Tmd�

1Z
0

Tm+2Tm+1d�

1Z
0

Tm+2Tm+2d�

37777777777777777775

(3.15)

şeklinde olup, di¼ger eleman matrisleri de benzer şekilde hesaplanm¬̧st¬r, daha sonra

(3.12) her bir eleman matrisi birleştirilerek oluşturulan matrisler cinsinden

h
A+ ba

2

�
B +BT

�
+ ba2

3
C +

bb
2

�
D +DT

�
+

babb
3

�
E + ET

�
+ ba2

3
F
i
�'+hbaB + ba2

2
C +bbD + babb

2

�
E + ET

�
+

bb2
2
F
i
' = 0

(3.16)

şeklinde yaz¬labilir. Burada '=
�
'�1; '0; :::; 'N ; 'N+1

�T
tüm dü¼güm parametrelerinin

birer vektörü ve

' = 'n; �' = 'n+1 � 'n (3.17)
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olarak tan¬mlanarak (3.16) denkleminde yerine yaz¬larak tekrar düzenlenirse,

h
A+ ba

2

�
B +BT

�
+ ba2

3
C +

bb
2

�
D +DT

�
+ babb

3

�
E + ET

�
+ ba2

3
F
i
('n+1 � 'n)+hbaB + ba2

2
C +bbD + babb

2

�
E + ET

�
+

bb2
2
F
i
'n = 0

h
A+ ba
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�
B +BT

�
+ ba2

3
C +

bb
2

�
D +DT

�
+ babb

3

�
E + ET

�
+

bb2
3
F
i
'n+1 =h

A+ ba
2

�
BT �B

�
� ba2

6
C +

bb
2

�
DT �D

�
� babb

6

�
E + ET

�
� bb2

6
F
i
'n

(3.18)

(N + 3) � (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada ba= � �t
�x
,bb= �� �t

�x2
dir. Son elde edilen denklem sistemi (3.18), (2.68)s¬n¬r koşullar¬ve Çizelge

2.1�deki de¼gerler kullan¬larak,

a1 = sin
2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
); a2 =

2
(1+2 cos(h))

o.ü.

a1'�1 + a2'0 + a1'1 = �1

'�1 = (�1 � a2'0 � a1'1)=a1

a1'N�1 + a2'N + a1'N+1 = �2

'N+1 = (�2 � a1'N�1 � a2'N)=a1

(3.19)

olacak şekilde '�1 ve 'N+1 elimine edilerek (N + 1)�(N+1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine dönüştürülmüştür.

3.2. Başlang¬ç Durumu

(3.18) denkleminde iterasyonu başlatmak için başlang¬ç dü¼güm noktalar¬ndaki

başlang¬ç parametre vektörünün '0 =
�
'0�1; '

0
0; :::; '

0
N ; '

0
N+1

�T
hesaplanmas¬

gerekmektedir. Bunun için t = 0 zaman¬nda [x0; xN ] aral¬¼g¬ için (2.55) yaklaş¬m

fonksiyonu yeniden düzenlenerek aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

U(x; 0) =

N+1X
m=�1

Tm (x)'
0
m

(2.68) s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬ile Çizelge 2.1 birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda
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b =
3 csc(3h

2
)

4
; o.ü

�b'�1 + 0'0 + b'1 = 0

�b'N�1 + 0'N + b'N+1 = 0

U(xm) = a1'm�1 + a2'm + a1'm+1 = f(xm); m = 0; 1; :::; N

(3.20)

elde edilir. (3.20) kullan¬larak

26666666666666664

�b 0 b

a1 a2 a1

a1 a2 a1
:::

:::
:::

a1 a2 a1

a1 a2 a1

�b 0 b

37777777777777775

26666666666666664

'0�1

'00

'01
...

'0N�1

'0N

'0N+1

37777777777777775
=

26666666666666664

0

f(x0)

f(x1)
...

f(xN�1)

f(xN)

0

37777777777777775
(3.21)

(N + 3) � (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

çözülerek (3.18) denkleminde iterasyona başlan¬r ve t zaman¬na kadar iterasyon yap¬l¬r.

Bulunan 'n ler (2.55) ifadesinde yerine yaz¬larak her zaman ad¬m¬nda yaklaş¬m

fonksiyonunun de¼geri hesaplan¬r.

(3.18) ve (3.21) denklem sistemlerinin çözümü için MATLAB paket program¬

kullan¬lm¬̧st¬r.

3.3. Test Problemleri

Bu k¬s¬mda, lineer olmayan AD denkleminin say¬sal çözümü için bir önceki

k¬s¬mda tan¬mlanan say¬sal yöntemin güvenilirli¼gi dört test problemi ile gösterilmeye

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

3.3.1. Problem (1)

(2.67) denkleminde s¬n¬r koşulu olarak

u(0; t) = 0; u(1; t) = 0; t > 0 (3.22)
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ve başlang¬ç koşulu olarak

u(x; 0) = sin(�x); 0 � x � 1 (3.23)

al¬nm¬̧st¬r. AD denkleminin tam çözümü

u(x; t) = sin(�x) exp(���2t) (3.24)

olarak verilmi̧stir . Burada � = 1 al¬narak analitik çözüm,

u(x; t) = sin(�x) exp(��2t) (3.25)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Konum aral¬¼g¬0 � x � 1 , konum ad¬m¬h = 0:1; 0:05; 0:025; 0:01

olarak ve herbir konum ad¬m¬için zaman aral¬¼g¬s¬ras¬yla �t =0:1; 0:05; 0:025; 0:01

olarak al¬narak L1 hata normu için Çizelge 3.1�deki sonuçlar elde edilmi̧stir:

Çizelge 3.1. t = 1 an¬ndaki hata normlar¬

h �t L1 � 105 h �t L1 � 105

0:1 0:1 8:792515 0:025 0:1 2:662118

0:05 0:276703 0:05 0:227732

0:025 0; 035312 0:025 0:028939

0:01 0:001007 0:01 0:001190

h �t L1 � 105 h �t L1 � 105

0:05 0:1 4:915011 0:01 0:1 1:494789

0:05 0:247381 0:05 0:213093

0:025 0:030048 0:025 0:028517

0:01 0:002115 0:01 0:000370

Buna göre, h = 0:05 ve �t =0:05 için U yaklaş¬k çözüm ile u analitik çözümün

zaman ve konuma göre de¼gi̧simi Şekil 3.1�de gösterilmi̧s olup burada say¬sal çözüm ile

analitik çözümün uyumlu oldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 3.1. U ile u�nun konum ve zamana göre de¼gi̧simi

3.3.2. Problem (2)

(2.67) denkleminde s¬n¬r koşulu olarak

u(0; t) = 1; u(100; t) = 0 ; t > 0 (3.26)

ve başlang¬ç koşulu olarak

u(x; 0) = 0 (3.27)

al¬nacakt¬r. Problem (2) için analitik çözüm, erfc(x) tamamlay¬c¬hata fonksiyonu

erfc(x) =
2p
�

1Z
x

e�t
2

dt (3.28)

olmak üzere

u(x; t) =
1

2
erfc

�
x� �tp
4�t

�
+
1

2
exp

�
�x

�

�
erf c

�
x+ �tp
4�t

�
(3.29)

olarak verilmi̧stir. Test probleminde önceki çal¬̧smalarla uyum olmas¬ için kanal

uzunlu¼gu 100 m, difüzyon katsay¬s¬� = 0:002 ve ak¬̧s h¬z¬� = 0:01 al¬nm¬̧st¬r.
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Konum aral¬¼g¬0 � x � 100, h = 1; 0:5; 0:25; 0:1 konum ad¬mlar¬nda ve �t = 50;

25; 10; 5; 1 zaman art¬mlar¬ için program t = 3000 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r.

Elde edilen hata normlar¬Çizelge 3.2�de verilmi̧stir.

Çizelge 3.2. t = 3000 an¬ndaki hata normlar¬

h �t L1 h �t L1

1 50 0:040644 0:25 50 0:040693

25 0:017315 25 0:017507

10 0:006078 10 0:006279

5 0:002823 5 0:003017

1 0:000468 1 0:000584

h �t L1 h �t L1

0:5 50 0:040693 0:1 50 0:040691

25 0:017438 25 0:017505

10 0:006267 10 0:006282

5 0:003008 5 0:003020

1 0:000574 1 0:000584

Problem (2) için say¬sal çözümün zaman ve konuma göre de¼gi̧simi t = 0; 300; 600;

900; 1200; 1500; 1800; 2100; 2400; 2700; 3000 zamanlar¬nda h = 1 ve �t = 1 için Şekil

3.2�de verilmi̧stir. Çizelge 3.2�de hata de¼gerlerinin küçük oldu¼gu ve say¬sal çözümün

analitik çözüm ile uyumlu oldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 3.2. U say¬sal çözümün konum ve zamana göre de¼gi̧simi

Hata normlar¬L2 ve L1 de¼gerlerinin t 2 [0; 3000] aral¬¼g¬nda zamana göre de¼gi̧simi

Şekil 3.3 (a)�da ve x 2 [0; 100] aral¬¼g¬nda mutlak hata normunun konuma göre de¼gi̧simi

Şekil 3.3 (b)�de verilmi̧stir. Buradan hatan¬n x = 30 konumda oluştu¼gu görülmektedir.
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Şekil 3.3. (a) Hata normlar¬n¬zamana göre de¼gi̧simi

Şekil 3.3. (b) Mutlak hatan¬n konuma göre de¼gi̧simi

3.3.3. Problem (3) (Uzun bir kanalda adveksiyon)

(2.67) denkleminde � = 0 al¬nm¬̧st¬r. AD denkleminin analitik çözümü

u(x; t) = 10 exp

�
� 1

2�2
(x� bx� �t)2� (3.30)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Burada t = 0 an¬nda başlang¬ç koşulu

u(x; 0) = 10 exp

�
� 1

2�2
(x� bx)2� (3.31)

olarak elde edilir. S¬n¬r koşullar¬da

u(0; t) = 0 u(9; t) = 0 (3.32)

şeklinde al¬nm¬̧st¬r. Analitik çözümdeki standart sapma de¼geri � = 0:264 , dalgan¬n en

yüksek noktas¬bx = 2 km uzakl¬ka 10 birim ve � = 0:0005 km=sn olarak al¬narak test
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probleminde kullan¬lacakt¬r. Kanal uzunlu¼gu kilometre cinsinden [0; 9] ve zaman aral¬¼g¬

tson = 9600 sn için [0; 9600] şeklinde kullan¬larak farkl¬h (metre cinsinden al¬nm¬̧st¬r)

ve 4t de¼gerleri için elde edilen sonuçlar Çizelge 3 3�de verilmi̧stir.

Çizelge 3 3. t = 9600 an¬ndaki hata normlar¬

h 4t L2 L1 h 4t L2 L1

100 100 0:919779 1:397077 25 100 0:919797 1:402078

50 0:250116 0:373222 50 0:0250079 0:378982

25 0:063470 0:094479 25 0:063417 0:094231

10 0:010233 0:015196 10 0:010177 0:015016

1 0:000209 0:000348 1 0:000102 0:000150

50 100 0:919796 1:397155 10 100 0:919797 1:404720

50 0:250079 0:373044 50 0:250079 0:378899

25 0:063417 0:094232 25 0:063417 0:094231

10 0:010177 0:015016 10 0:010177 0:015016

1 0:000102 0:000150 1 0:000102 0:000150

Dalgan¬n t = 0; 2400; 4800; 7200; 9600 zamanlar¬nda hareketi Şekil 3.4�de

verilmi̧stir. Buna göre dalgan¬n tepe noktas¬n¬n t = 0 an¬nda x = 2 km de iken

t = 9600 an¬nda x = 6:8 km konumunda oluştu¼gu görülmektedir.

Şekil 3.4. Farkl¬zamanlarda U say¬sal çözümün hareketi
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L2 ve L1 hata normlar¬ t 2 [0; 9600] zaman aral¬¼g¬nda de¼gi̧simi Şekil 3.5 (a)�da

ve L1 hata normunun x 2 [0; 9] konum aral¬¼g¬ndaki de¼gi̧simi Şekil 3.5 (b)�de

verimi̧stir. Buna göre hatan¬n s¬n¬r de¼gerlerinden kaynaklanmad¬¼g¬ve zaman içinde

artt¬¼g¬görülmektedir.

Şekil 3.5. (a) Hata normlar¬n¬n zamana göre de¼gi̧simi

Şekil 3.5. (b) Mutlak hatan¬n konuma göre de¼gi̧simi

3.3.4 Problem (4)

(2.67) denkleminde s¬n¬r koşullar¬

u (0; t) = 0 u (9; t) = 0 (3.33)

ve başlang¬ç koşulu olarak

u (x; t) =
1p
4t+ 1

exp

"
�(x� ex� �t)2

� (4t+ 1)

#
(3.34)
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analitik çözümünün (Sankaranarayanan vd., 1998) t = 0 daki de¼geri

u (x; 0) = exp

"
�(x� ex)2

�

#
(3.35)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Test probleminde parametre de¼gerleri ex = 1; � = 0:005 m2/sn ve

� = 0:8 m=s olarak al¬nm¬̧st¬r. Buna göre say¬sal çözüm konum aral¬¼g¬0 � x � 9

zaman aral¬¼g¬0 � t � 5 ve zaman ad¬m¬4t = 0:0125 olarak al¬narak farkl¬konum

ad¬m¬(h) de¼gerleri için bulunarak, t = 5 zaman¬ndaki L1 ve L2 de¼gerleri hesaplanarak

Çizelge 3.4�de verilmi̧stir.

Çizelge 3.4. 4t = 0:0125 için t = 5 an¬ndaki hata normlar¬

h L2 L1

0:2 0:085925 0:132202

0:1 2:634� 10�3 4:930� 10�3

0:05 1:055� 10�3 1:672� 10�3

0:025 1:055� 10�3 1:675� 10�3

Ayn¬parametre de¼gerlerini, konum ve zaman aral¬klar¬n¬kullanarak zaman ad¬m¬

4t = 0:005 de¼geri için hata normlar¬n¬n de¼gerleri Çizelge 3.5 ve U say¬sal çözümü

zaman ve konuma göre gra�¼gi Şekil 3.6�da verilmi̧stir.

Şekil 3.6. Farkl¬zamanlarda U say¬sal çözümün hareketi
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Çizelge 3.5. 4t = 0:005 için t = 5 an¬ndaki hata normlar¬

h L2 L1

0:2 0:085923 0:132577

0:1 2:464� 10�3 3:989� 10�3

0:05 1:691� 10�4 2:672� 10�4

0:025 1:691� 10�4 2:671� 10�4

Hata normlar¬n¬n zamana göre de¼gi̧simi ve L1 hata normunun t = 5 an¬ndaki de¼geri

Şekil 3.7 de verilmi̧stir.

Şekil 3.7. (a) Hata normlar¬n¬n zamana göre de¼gi̧simi

Şekil 3.7. (b) Mutlak hatan¬n konuma göre de¼gi̧simi
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4. RLW DENKLEM·IN·IN TR·IGONOMETR·IK B-SPLINE EN KÜÇÜK

KARELER YÖNTEM·IYLE SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, lineer olmayan RLW denkleminin kübik trigonometrik B-spline en

küçük kareler yöntemi ile say¬sal çözümü çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Çözüm için uygulanan yöntemin

ve algoritman¬n do¼grulu¼gunu test etmek için, üç test problemi kullan¬lm¬̧s ve sonuçlar

L2 ve L1 hata normlar¬ve gra�kler yard¬m¬yla incelenmi̧stir.

4.1. RLW Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Trigonometrik B-spline

En Küçük Kareler Metodu

Bu bölümde RLW denkleminin kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

metoduyla say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. konum ve zaman s¬n¬rlar¬na göre integral

alt¬nda (2.71) denklemi için en küçük kareler metodu

�

tZ
0

bZ
a

(Ut + Ux + "UUx � �Uxxt)2dxdt = 0 (4.1)

ifadesi ile verilir. dx; dt; Ux; Ut ve Uxx için

x = xm + �h; t = t
n + ��t

dönüşümleri kullan¬ld¬¼g¬nda

dx = �xd�

dt = �td�

Ut =
@U
@�

@�
@t
= U�

1
�t

Ux =
@U
@�

@�
@x
= U�

1
�x

Uxxt = (Ux)x =
�
@(U�

1
�x
)

@�
@�
@x

�
t
=
�
U��

1
�x2

�
t
=

U��
1

�x2

@�
@�
@t
= U��t

1
�x2

1
�t

(4.2)

elde edilir. (4.2) deki ifadeler (4.1) denkleminde yerel koordinatlarda yerine

yaz¬ld¬¼g¬nda
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�

tZ
0

bZ
a

(Ut + Ux + "UUx � �Uxxt)2dxdt =

�

1Z
0

1Z
0

(U�
1
�t
+ U�

1
�x
+ "bUU� 1

�x
� �U��� 1

�x2
1
�t
)2�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

( 1
�t
)2(U� + U�

�t
�x
+ "bUU� �t�x � �U��� 1

�x2
)2�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

(U� +
�t
�x
U� + "

�t
�x
bUU� � �

�x2
U��� )

2�x
�t
d�d� =

�

1Z
0

1Z
0

(U� +
�t
�x
(1 + "bU)U� � �

�x2
U��� )

2d�d� =

�

1Z
0

1Z
0

(U� + �U� + �U��� )
2d�d� = 0

(4.3)

halini al¬r. Burada bU , [xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde sabit olarak al¬nm¬̧s olup,
� = �t

�x
(1 + "bU) ve � = � �

�x2
dir.

1Z
0

1Z
0

� (U� + �U� + �U��� )
2 d�d� =

1Z
0

1Z
0

2 (U� + �U� + �U��� ) � (U� + �U� + �U��� ) d�d� =

1Z
0

1Z
0

(U� + �U� + �U��� ) � (U� + �U� + �U��� ) d�d� = 0

(4.4)

olarak yaz¬ld¬¼g¬nda en küçük kareler yöntemi, a¼g¬rl¬k fonksiyonu

�W =

m+2X
j=m�1

Wj�j = � (U� + �U� + �U��� ) (4.5)

olan bir Petrov-Galerkin yöntemine dönüşür. Kübik trigonometrik B-spline�lar

kullan¬larak U� ; U� ve U��� hesaplan¬rsa
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U� =
@U(�; �)

@�
=

@

m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=

m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j;

(4.6)

U� =
@U(�; �)

@�
=

@
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
;

(4.7)

U��� =

@

�
@U�
@�

�
@�

=

@

0BBBBB@
@

m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
@�

1CCCCCA
@�

=

@
m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=

m+2X
j=m�1

T 00j (�)�'j

(4.8)

elde edilir. (4.6) , (4.7) ve (4.8) ifadeleri a¼g¬rl¬k fonksiyonunda yerine yaz¬l¬rsa

�W = � (U� + �U� + �U��� ) =

�

"
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j + �
m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
+ �

m+2X
j=m�1

T 00j (�)�'j

#
m+2X
j=m�1

Tj (�) + �
m+2X
j=m�1

T 0j (�) � + �
m+2X
j=m�1

T 00j (�) =

m+2X
j=m�1

�
Tj (�) + �T

0
j (�) � + �T

00
j (�)

�
(4.9)

elde edilir. Böylece (4.4)
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1Z
0

1Z
0

"
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j + �

m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
+ �

m+2X
j=m�1

T 00j (�)�'j

#
[Ti (�) + �T

0
i (�) � + �T

00
i (�)] d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

�
Tj�'j + �T

0
j

�
'j + ��'j

�
+ �T 00j �'j

�
(Ti + �T

0
i � + �T

00
i ) d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

(TiTj�'j + �TiT
00
j �'j+

�TjT
00
i �'j + �TiT

0
j'j + �

2T 00i T
00
j �'j+

�2�T 0iT
0
j'j + �

2� 2T 0iT
0
j�'j+

��TiT
0
j�'j + ��TjT

0
i�'j + ��T

0
jT

00
i 'j+

���T 0iT
00
j �'j + ���T

0
jT

00
i �'j)d�d� =

(4.10)

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

��
TiTj + �TiT

00
j + �TjT

00
i +

�2T 00i T
00
j + �

2� 2T 0iT
0
j + ��TiT

0
j + ��TjT

0
i+

���T 0iT
00
j + ���T

0
jT

00
i

�
�'j+�

�TiT
0
j + �

2�T 0iT
0
j + ��T

0
jT

00
i

�
'j
�
d�d� =
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m+2X
j=m�1

1Z
0

��
TiTj + �TiT

00
j + �TjT

00
i

+�2T 00i T
00
j +

�2

3
T 0iT

0
j +

�
2
TiT

0
j +

�
2
TjT

0
i

+� �
2
T 0iT

00
j + �

�
2
T 0jT

00
i

�
�'j

+
�
�TiT

0
j +

�2

2
T 0iT

0
j + ��T

0
jT

00
i

�
'j

i
d� =

m+2X
j=m�1

8<:
1Z
0

�
TiTj +

�
2

�
TiT

0
j + TjT

0
i

�
+

�2

3
T 0iT

0
j + �

�
TiT

00
j + TjT

00
i

�
+ ��

2
(T 0iT

00
j + T

0
jT

00
i )+

�2T 00i T
00
j

�
d�
	
�'j+

m+2X
j=m�1

24 1Z
0

�
�TiT

0
j +

�2

2
T 0iT

0
j + ��T

0
jT

00
i

�
d�

35'j = 0

(4.11)

olarak düzenlenebilir. Elde edilen denklem sistemi matris formunda ifade edilirse,

h
Ae + �

2

�
Be + (Be)T

�
+ �2

3
Ce + �

�
De + (De)T

�
+ ��

2

�
Ee + (Ee)T

�
+ �2F e

i
�'e+h

�Be + �2

2
Ce + �� (Ee)T

i
'e = 0

(4.12)

yaz¬l¬r, burada (.) T matrisin transpozunu göstermektedir ve m = 0; 1; :::; N � 1 olmak

üzere

'e =
�
'em�1, '

e
m, '

e
m+1, '

e
m+2

�T
(4.13)

matrisi bir eleman üzerindeki parametreleri göstermektedir. (4.12) de elde edilen

matris formundaki denklem sisteminde bulunan elemanlar ise,

Ae = Aeij =

1Z
0

TiTjd�; De = De
ij =

1Z
0

TiT
00
j d�;

Be = Beij =

1Z
0

TiT
0
jd�; Ee = Eeij =

1Z
0

T 0iT
00
j d�;

Ce = Ceij =

1Z
0

T 0iT
0
jd�; F e = F eij =

1Z
0

T 00i T
00
j d�;

i; j = m� 1;m;m+ 1;m+ 2

(4.14)
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dir. Bir eleman üzerindeki Ae matrisi

Ae = Aeij =

1Z
0

TiTjd� =26666666666666666664

1Z
0

Tm�1Tm�1d�

1Z
0

Tm�1Tmd�

1Z
0

Tm�1Tm+1d�

1Z
0

Tm�1Tm+2d�

1Z
0

TmTm�1d�

1Z
0

TmTmd�

1Z
0

TmTm+1d�

1Z
0

TmTm+2d�

1Z
0

Tm+1Tm�1d�

1Z
0

Tm+1Tmd�

1Z
0

Tm+1Tm+1d�

1Z
0

Tm+1Tm+2d�

1Z
0

Tm+2Tm�1d�

1Z
0

Tm+2Tmd�

1Z
0

Tm+2Tm+1d�

1Z
0

Tm+2Tm+2d�

37777777777777777775

(4.15)

matrisinin her bir eleman¬n¬(2.62), (2.63), (2.64), (2.65) ba¼g¬nt¬lar¬ve Çizelge

2.1 yard¬m¬yla ifade edersek, her bir eleman matrisi birleştirilerek elde edilen matrisler

cinsinden denklem sistemi

h
A+ �2

3
C + �2F + �

2

�
B +BT

�
+ ��

2

�
E + ET

�
+ �

�
D +DT

�i
�'+�

�B + �2

2
C + ��ET

�
' = 0

(4.16)

olarak gösterilebilir. Burada '=
�
'�1; '0; :::; 'N ; 'N+1

�T
tüm dü¼güm

parametrelerinin bir vektörüdür ve

' = 'n; �' = 'n+1 � 'n (4.17)

biçiminde tan¬mlanabilir. (4.16) denklem sistemi buna göre düzenlenirse

h
A+ �

2

�
B +BT

�
+ �2

3
C + �

�
D +DT

�
+ ��

2

�
E + ET

�
+ �2F

i
('n+1 � 'n)+�

�B + �2

2
C + ��ET

�
'n = 0

h
A+ �

2

�
B +BT

�
+ �2

3
C + �

�
D +DT

�
+ ��

2

�
E + ET

�
+ �2F

i
'n+1 =h

A+ �
2

�
BT �B

�
� �2

6
C + �

�
D +DT

�
+ ��

2

�
E � ET

�
+ �2F

i
'n

(4.18)
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(N + 3)�(N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada � �n¬n eleman

de¼geri

�em =
�t
�x

�
1 + "Û

�
= �t

�x
(1 + "Um) =

�t

�x

�
1 + "

�
a1'm�1 + a2'm + a1'm+1

�� (4.19)

ifadesinden hesaplanabilir.

(4.18) denklem sistemi (2.72) s¬n¬r koşulu ile birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

a1 = sin
2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
); a2 =

2
(1+2 cos(h))

; o.ü.

U(x0) = a1'�1 + a2'0 + a1'1 = �1

'�1 = (�1 � a2'0 � a1'1)=a1

U(xN) = a1'N�1 + a2'N + a1'N+1 = �2

'N+1 = (�2 � a1'N�1 � a2'N)=a1

(4.20)

olarak bulunur ve '�1, 'N+1 elimine edilerek (N + 1) � (N + 1) boyutlu, 7 bant

matris denklem sistemi elde edilmi̧s olur.

4.2. Başlang¬ç Durumu

(4.18) denklem sisteminde iterasyona başlayabilmek için başlang¬ç dü¼güm

noktalar¬ndaki başlang¬ç parametre vektörünün '0 =
�
'0�1; '

0
0; :::; '

0
N ; '

0
N+1

�T
hesaplanmas¬gerekmektedir. Bunun için t = 0 zaman¬nda [x0; xN ] aral¬¼g¬için (2.55)

yaklaş¬m fonksiyonu yeniden düzenlenerek aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

U(x; 0) =

N+1X
m=�1

Tm (x)'
0
m;

(2.72) s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬ile Çizelge 2.1 birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

b =
3 csc(3h

2
)

4
; o.ü.

U 0(x0) = �b'�1 + 0'0 + b'1 = 0

U 0(xN) = �b'N�1 + 0'N + b'N+1 = 0

U(xm) = a1'm�1 + a2'm + a1'm+1 = f(xm); m = 0; 1; :::; N

(4.21)
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elde edilir. (4.21) kullan¬larak

26666666666666664

�b 0 b

a1 a2 a1

a1 a2 a1
:::

:::
:::

a1 a2 a1

a1 a2 a1

�b 0 b

37777777777777775

26666666666666664

'0�1

'00

'01
...

'0N�1

'0N

'0N+1

37777777777777775
=

26666666666666664

0

f(x0)

f(x1)
...

f(xN�1)

f(xN)

0

37777777777777775
(4.22)

(N + 3) � (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

çözülerek (4.18) denklem sisteminde iterasyona başlan¬r ve t zaman¬na kadar iterasyon

yap¬l¬r. Bulunan 'n ler (2.55) ifadesinde yerine yaz¬larak her zaman ad¬m¬nda

yaklaş¬m fonksiyonunun de¼geri hesaplan¬r.

(4.18) ve (4.22) denklem sistemlerinin çözümü için MATLAB paket program¬

kullan¬lm¬̧st¬r.

4.3. Test Problemleri

Bu k¬s¬mda, önceki k¬s¬mda tan¬mlanan RLW denkleminin say¬sal çözüm

yönteminin güvenilirli¼gini görebilmek için üç test problemi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

4.3.1. Problem (1) (Tek dalga çözümü)

RLW denkleminin tek dalga çözümü için başlang¬ç koşulu olarak

u(x; 0) = 3csech2 [k (x� x0)] (4.23)

kullan¬lm¬̧st¬r. RLW denkleminin tek dalga analitik çözümü k =
1

2

r
"c

� (1 + "c)
olmak

üzere

u(x; t) = 3csech2 [k (x� x0 � vt)] (4.24)

ile verilir (Peregrine, 1966). Bu çözüm, v = 1 + "c h¬z¬yla sa¼ga do¼gru ilerleyen 3c

genlikli bir dalgay¬gösterir. Tek dalga çözümünün simülasyonu baz¬say¬sal yöntemler

ile herhangi bir problem olmaks¬z¬n çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Mevcut baz¬çal¬̧smalarla k¬yaslama
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yapabilmek için hesaplamalar, �40 � x � 60 ve 0 � t � 20 aral¬¼g¬içinde " = � =

1, x0 = 0, k =
1

2

r
c

1 + c
parametre de¼gerleri ve �1 = �2= 0 s¬n¬r koşullar¬ ile

yap¬lm¬̧st¬r.

t = 0 an¬ndaki tek dalga çözümü için (2.73)�da verilen korunum de¼gerlerinin,

parametrelere ba¼gl¬olarak, analitik de¼gerleri s¬ras¬yla

C1 ' 6c
k

C2 '
12c2

k
+
48� kc2

5

C3 '
36c2

k
+
144c3

5k

(4.25)

ile hesaplanabilir. Uygun parametre de¼gerleri ile birlikte (4.25) kullan¬ld¬¼g¬nda 3c =

0; 09 genlikli tek dalga çözümü için korunum sabitlerinin analitik ve yaklaş¬k de¼gerleri

C1 = 2:1070468; C1 ' 6c
k
= 2:1094075

C2 = 0.1273013; C2 ' 12c2

k
+ 48�kc2

5
= 0:1273017

C3 = 0:3888046; C3 ' 36c2

k
+ 144c3

5k
= 0:3888060

(4.26)

dir. Hesaplamalarda konum art¬m¬h = 0:125 ve �t = 0:1 al¬nm¬̧st¬r. S¬ras¬yla 3c =

0:09 ve 3c = 0:3 genlikli tek dalga çözümleri için program t = 20 zaman¬na kadar

çal¬̧st¬r¬lm¬̧s, elde edilen verilerle L2 ve L1 hata normlar¬ ile C1, C2 ve C3 korunum

sabitlerinin say¬sal de¼gerleri hesaplan¬p, Çizelge 4.1 ve Çizelge 4.2�de verilmi̧stir.

Çizelge 4.1. Tek dalga çözümü için hata normlar¬ve korunum sabitleri

Genlik = 0:09, �40 � x � 60; h = 0:125, �t = 0:1

t L2 � 103 L1 � 103 C1 C2 C3

0 0 0 2:107072 0:127301 0:388805

4 0:412933 0:230190 2:107130 0:127304 0:388814

8 0:512433 0:221349 2:106959 0:127308 0:388825

12 0:537472 0:212868 2:106642 0:127311 0:388835

16 0:546049 0:213871 2:106047 0:127315 0:388845

20 0:568452 0:431512 2:104750 0:127318 0:388854

Burada korunum de¼gerlerinin say¬sal de¼gerleri ile analitik de¼gerlerinin uyumlu

oldu¼gu görülmektedir. 3c = 0:09 genlik de¼geri için say¬sal çözümün t=0, 4, 8, 12,
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16, 20 zamanlar¬ndaki hareketi Şekil 4.1�de verilmi̧stir. Şekil 4.2 (a)�da L2 ve L1 hata

normlar¬n¬n zamana göre ve Şekil 4.2 (b)�de mutlak hatan¬n konuma göre de¼gi̧simi

verilmi̧stir.

Şekil 4.1. 3c = 0:09 genlik de¼geri için tek dalga çözümü
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Şekil 4.2. (a) Hata normlar¬n¬n zamana göre de¼gi̧simi

Şekil 4.2. (b) Mutlak hatan¬n konuma göre de¼gi̧simi

Şekil 4.2 de mutlak hatan¬n sa¼ga kay¬k oldu¼gu görülmektedir. Fakat beklenen

durum hatan¬n ortalarda olmas¬d¬r. Bu nedenle hatan¬n s¬n¬r şartlar¬ndan kaynaklan¬p

kaynaklanmad¬¼g¬n¬görmek için konum aral¬¼g¬geni̧slerilerek �80 � x � 120 al¬nm¬̧s ve

tekrar hesaplama yap¬lm¬̧st¬r. Şekil 4.3 de say¬sal çözümün konuma göre durumu ve

Şekil 4.4 (a)�da hata normlar¬n¬n zamana ve Şekil 4.4 (a)�de mutlak hatan¬n konuma

göre de¼gi̧simleri verilmi̧stir.



69

Şekil 4.3. �80 � x � 120 konum aral¬¼g¬nda tek dalga çözümü
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Şekil 4.4 (a) �80 � x � 120 için hata normlar¬n¬n zamana göre de¼gi̧simi

Şekil 4.4. (b) Mutlak hatan¬n konuma göre de¼gi̧simi

Şekil 4.4�de mutlak hatan¬n beklenildi¼gi gibi ortalarda oldu¼gu görülmektedir. Bu

da hatan¬n s¬n¬r koşullar¬ndan kaynakland¬¼g¬n¬gösterir. Ayr¬ca t = 20 zaman¬ndaki

L1 hata normunun �40 � x � 60 aral¬¼g¬na göre �80 � x � 120 aral¬¼g¬nda daha

küçük de¼gere sahip oldu¼gu görülmektedir. Bunun sebebi ise x ! �1 için u ! 0

ve ux ! 0 olmas¬ve bu şekilde s¬n¬r şartlar¬ile daha uyumlu olmas¬n¬sa¼glamas¬d¬r.

Ayr¬ca 3c = 0:09 genlik de¼geri, �40 � x � 60 konum aral¬¼g¬nda �t = 0:1 zaman art¬m¬

için farkl¬h konum ad¬mlar¬ile korunum de¼gerleri C1; C2; C3 ve hata normlar¬L2 ve

L1 de¼gerlerinin de¼gi̧simi Çizelge 4.2 de incelenmi̧stir.
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Çizelge 4.2. t = 20 an¬ndaki hata ve korunum de¼gerleri

h L2 � 103 L1 � 104 C1 C2 C3

0:05 0:562789 0:431512 2:104210 0:127261 0:388678

0:1 0:564429 0:431512 2:104571 0:127299 0:388795

0:125 0:568452 0:431512 2:104750 0:127318 0:388854

0:2 0:592472 0:431512 2:105284 0:127375 0:389029

0:25 0:617397 0:431512 2:105638 0:127414 0:389147

Buradan h konum ad¬m¬n¬n de¼gerinin artmas¬ile L2 hata de¼gerinin çok az artt¬¼g¬

ve korunum de¼gerlerinin biraz bozuldu¼gu gözlemlenmi̧stir.

Genlik de¼geri 3c = 0:3 al¬narak uygun parametre de¼gerleri kullan¬larak tek dalga

çözümü için korunum sabitlerinin analitik ve yaklaş¬k de¼gerleri

C1 = 3:9799266; C1 ' 6c
k
= 3:9799497

C2 = 0:8104625; C2 ' 12c2

k
+ 48�kc2

5
= 0:8104625

C3 = 2:5790074; C3 ' 36c2

k
+ 144c3

5k
= 2:5790074

(4.27)

olarak bulunabilir.

Tek dalga çözümü için genlik de¼geri 3c = 0:3 al¬narak t = 0; 4; 8; 12; 16; 20

zamanlar¬nda �40 � x � 60 konum aral¬¼g¬nda h = 0:125 konum ad¬m¬�t = 0:1

zaman ad¬m¬için korunum de¼gerleri C1; C2; C3 ve hata normlar¬L2 ve L1 de¼gerlerinin

de¼gi̧simi Çizelge 4.3�de verilmi̧stir.

Çizelge 4.3. Tek dalga çözümü için hata normlar¬ve korunum sabitleri

Genlik = 0:3, �40 � x � 60, h = 0:125, �t = 0:1

t L2 � 103 L1 � 104 C1 C2 C3

0 0 0 3:979927 0:810462 2:579007

4 0:130667 0:061138 3:980364 0:810611 2:579497

8 0:254326 0:116998 3:980797 0:810759 2:579987

12 0:370514 0:164646 3:981229 0:810908 2:580477

16 0:479368 0:204469 3:981655 0:811056 2:580966

20 0:581531 0:237706 3:982055 0:811204 2:581456
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Korunum sabitlerinin bulunan say¬sal de¼gerlerinin analitik de¼gerlerle uyumlu

oldu¼gu ve hata normlar¬n¬n 3c = 0; 09 genlik de¼geri için bulunan sonuçlara göre

daha iyi ç¬kt¬¼g¬görülmüştür. Genlik de¼geri 0:3 de¼geri için tek dalgan¬n say¬sal

çözümü Şekil 4.5 verilmi̧stir. Şekil 4.6 (a)�da L2 ve L1 de¼gerlerinin zamana göre

de¼gi̧simi ve Şekil 4.6 (b)�da mutlak hatan¬n konuma göre de¼gi̧simi görülmektedir.

Şekil 4.5. 3c = 0:3 genlik de¼geri için tek dalga say¬sal çözümü
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Şekil 4.6. (a) Hata normlar¬n¬n zamana göre de¼gi̧simi

Şekil 4.6. (b) Mutlak hata normunun konuma göre de¼gi̧simi

Buradan hatan¬n konum aral¬¼g¬ içinde orta konumda oluştu¼gu görülmektedir ve

hatan¬n s¬n¬r şartlar¬ndan kaynaklanmad¬¼g¬söylenebilir.

4.3.2. Problem (2) (·Iki tek dalgan¬n çarp¬̧smas¬)

Bu test probleminde iki tek dalgan¬n çarp¬̧smas¬durumu için say¬sal çözüm üzerinde

çal¬̧s¬lacakt¬r. Başlang¬ç koşulu olarak

u(x; 0) = 3cisech
2 [ki (x� exi)] (4.28)

al¬nacak olup, s¬n¬r koşullar¬da �1 = �2 = 0 d¬r. Burada ki =
1

2

r
"ci

� (1 + "ci)
, i = 1; 2

olarak al¬nm¬̧st¬r. Parametre de¼gerleri " = � = 1, c1 = 0:3, c2 = 0:1, ex1 = 40, ex2 = 90
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şeklinde al¬nd¬¼g¬nda 0:9 ve 0:3 genlik de¼gerlerine sahip ayn¬yönde hareket eden iki tek

dalga elde edilmi̧stir. Program h = 4t = 0:1 için konum aral¬¼g¬0 � x � 500 ve zaman

aral¬¼g¬0 � t � 300 al¬narak çal¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r.

Buna göre korunum sabitleri

C1 =
6c1
k:1
+ 6c2

k:2
' 11:47394734;

C2 =
12c21
k:1
+

48k1c21�

5
+

12c22
k:2
+

48k2c22�

5
' 5:51438714;

C3 =
36c21
k:1

�
1 + 4c1

5

�
+

36c22
k:2

�
1 + 4c2

5

�
' 19:30561007

(4.29)

şeklinde hasaplanm¬̧st¬r. Şekil 4.7�de iki dalgan¬n ayn¬ yönlü harekete başlad¬ktan

sonra t = 200 zaman¬nda, genli¼gi büyük olan¬n küçük genlikli dalgaya yeti̧serek şekli

bozulmadan yoluna devam ettikleri görelmektedir. Çizelge 4.4�de 3c1 = 0:9; 3c2 = 0:3,

h = 4t = 0:1 parametre de¼gerleri için ve 0 � x � 500 konum aral¬¼g¬nda farkl¬

zamanlardaki korunum de¼gerleri görülmektedir.

Çizelge 4.4. ·Iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬için korunum de¼gerleri

t C1 C2 C3

0 11:473947 5:514397 19:305649

50 11:319621 5:359146 18:702120

100 11:175016 5:216624 18:150579

150 11:040981 5:086729 17:650065

200 10:936734 4:986634 17:266321

250 10:892723 4:950650 17:133121

300 10:802329 4:866211 16:813052

Buradan çarp¬̧sma probleminde, önerilen yöntem ile say¬sal çözümünden elde edilen

korunum de¼gerlerinin zamanla bir miktar bozuldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 4.7. 3c1 = 0:9; 3c2 = 0:3 genlikli iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬

Di¼ger bir çarp¬̧sma durumunda, parametre de¼gerleri c1 = 0:2; c2 = 0:1, x1 = �177,

x2 = �147, konum aral¬¼g¬�200 � x � 400 zaman aral¬¼g¬ 0 � t � 400, konum

ad¬m¬ h = 0:12, zaman ad¬m¬ 4t = 0:1 olarak al¬nm¬̧st¬r. Şekil 4.8�de h¬zl¬

hareket eden dalgan¬n yavaş hareket eden küçük dalgay¬ yakalayarak iki dalgan¬n

giri̧siminin gerçekleşti¼gi ve genliklerinde bir de¼gi̧siklik yaşanmadan yollar¬na devam

ettikleri görülmektedir. Çizelge 4.5�de 3c1 = 0:6; 3c2 = 0:3; h = 0:12; 4t = 0:1

parametre de¼gerleri ve �200 � x � 400 konum aral¬¼g¬nda farkl¬zamanlardaki korunum

sabirlerinin de¼gerleri verilmi̧s olup, t = 0 ve t = 400 zamanlar¬ aras¬nda ciddi bir

farkl¬l¬k oluşmad¬¼g¬görülmektedir.
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Çizelge 4.5. ·Iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬için korunum sabitlerinin de¼gi̧simi

t C1 C2 C3

0 9:858245 3:244789 10:778329

40 9:861173 3:245718 10:781363

80 9:863986 3:246672 10:784461

120 9:866826 3:247725 10:787856

160 9:869922 3:249066 10:782212

200 9:873584 3:250865 10:798311

240 9:977215 3:252729 10:804944

280 9:880247 3:254160 10:810074

320 9:883036 3:255251 10:813842

360 9:885835 3:256203 10:817023

400 9:888674 3:257111 10:820011

Şekil 4.8. 3c1 = 0:6; 3c2 = 0:3 genlikli iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬
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4.3.3. Problem (3) (Dalga oluşumu)

Bu test probleminde yatay bir kanaldaki durgun su alan¬na daha derin bir su ak¬̧s¬

sonucu oluşan dalga oluşumu olay¬(Peregrine, 1966) ele al¬nm¬̧st¬r. Başlang¬ç koşulu

olarak

u(x; 0) =
1

2
U0

�
1� tanh

�
x� x0
d

��
(4.30)

ve s¬n¬r koşullar¬olarak

�1 = U0; �2 = 0 (4.31)

de¼gerleri al¬nm¬̧st¬r. Durgun su ile derin su aras¬ndaki geçi̧s, yumuşak bir e¼gim ile

oluşacakt¬r. u(x; 0), t = 0 an¬ndaki suyun denge yüzeyinin üzerindeki yüksekli¼gi

belirtir. Su seviyesindeki U0 de¼geri kadar de¼gi̧sim x = x0 da dengelenir. d ise durgun

su ile derin su aras¬ndaki de¼gi̧simin dikli¼gini belirtir ve d ne kadar küçük ise e¼gim

o kadar diktir. Dalga oluşumu ile ilgili önceden yap¬lm¬̧s çal¬̧smalar ile kaŗs¬laşt¬rma

yapabilmek için parametre de¼gerleri " = 1:5, � = 1=6, U0 = 0:1, x0 = 0 ve d = 2,

d = 5 olarak al¬nm¬̧st¬r. Fiziksel s¬n¬r koşullar¬x ! 1 için u ! 0 ve x ! �1 için

u! U0 olmakla birlikte, say¬sal çözüm için s¬n¬rlar a = �36, b = 300 olarak al¬nm¬̧st¬r.

Dalga oluşumlar¬n¬modellemek için konum ad¬m¬h = 0:24 ve zaman ad¬m¬4t = 0:1,

d = 2 ve d = 5 de¼gerleri al¬narak program 0 � t � 250 zaman aral¬¼g¬nda çal¬̧st¬r¬larak

s¬ras¬yla Şekil 4.9 ve Şekil 4.10�da gösterilmi̧stir.
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Şekil 4.9. d = 2 için ard¬̧s¬k dalga oluşumu

Şekil 4.10. d = 5 için ard¬̧s¬k dalga oluşumu

Gra�klerden küçük d de¼geri için e¼gimin daha dik oldu¼gu ve daha çok ard¬̧s¬k dalga

oluşumu oldu¼gu görülmüştür. Çizelge 4.6 ve Çizelge 4.7�de s¬ras¬yla d = 2 ve d = 5

e¼gim de¼gerleri için farkl¬zamanlar için korunum de¼gerleri verilmi̧stir. Çizelge 4.8�de ise
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t = 250 zaman¬nda oluşan ard¬̧s¬k ilk dört dalgan¬n tepe noktalar¬n¬n konumu ve genlik

de¼gerleri görülmektedir.

Çizelge 4.6. d = 2 için ard¬̧s¬k dalga oluşumu korunum de¼gerleri

h = 0:24, 4t = 0:1; �36 � x � 300

t C1 C2 C3

0 3:612000 0:351478 1:088220

50 9:003660 0:904083 2:801426

100 14:417869 1:461623 4:529996

150 19:861990 2:025953 6:279976

200 25:341728 2:598785 8:056975

250 30:862565 3:182127 9:867581

Çizelge 4.7. d = 5 için ard¬̧s¬k dalga oluşumu korunum de¼gerleri

h = 0:24, 4t = 0:1; �36 � x � 300

t C1 C2 C3

0 3:612000 0:336311 1:040970

50 8:991939 0:886865 2:748178

100 14:379779 1:438873 4:459683

150 19:785814 1:994757 6:183117

200 25:219573 2:556907 7:926240

250 30:687662 3:127215 9:695266

Çizelge 4.8. t = 250 an¬nda ard¬̧s¬k dalgalar¬n konum ve genlikleri

d = 2 d = 5

Konum Genlik Konum Genlik

1.dalga 267:8 0:2193 266:2 0:1995

2.dalga 255:4 0:1724 254:4 0:1569

3.dalga 244:6 0:1454 244:3 0:1315

4.dalga 235:2 0:1293 235 0:1167

Ard¬̧s¬k dalga oluşumu simülasyonunda �ziksel s¬n¬r koşullar¬nda korunum sabitleri

C1; C2; C3 de¼gerleri sabit kalmazlar. Bu yüzden için korunum sabitlerinin zamana göre

de¼gi̧siminin analitik de¼gerleri
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M1 =
d
dt
C1 =

d
dt

1Z
�1

Udx = U0 +
"
2
U20 = 0:1075

M2 =
d
dt
C2 =

d
dt

1Z
�1

(U2 + �(Ux)
2) dx = U20 +

2"
3
U30 = 0:0110

M3 =
d
dt
C3 =

d
dt

1Z
�1

(U3 + 3U2) dx = 3U20 + 3U
3
0 +

3"
4
U40 = 0:0331125

şeklinde hesaplanm¬̧st¬r. Çizelge 4.9 ve Çizelge 4.10�da t = 50; 100; 150; 200; 250

zamanlar¬nda M1, M2, M3 de¼gerleri d = 2 ve d = 5 için Çizelge 4.6 ve Çizelge 4.7

yard¬m¬yla say¬sal olarak hesaplanarak verilmi̧stir.

Çizelge 4.9. d = 2, U0 = 0:1; " = 1:5; � = 1=6 için M1; M2; M3 de¼gerleri

t M1 M2 M3

50 0:1078 0:0110 0:0342

100 0:1080 0:0110 0:0344

150 0:1083 0:111 0:0346

200 0:1086 0:112 0:0348

250 0:1090 0:113 0:0351

Çizelge 4.10. d = 5, U0 = 0:1; " = 1:5; � = 1=6 için M1; M2; M3 de¼gerleri

t M1 M2 M3

50 0:1075 0:0110 0:0341

100 0:1076 0:0110 0:0341

150 0:1078 0:110 0:0342

200 0:1080 0:111 0:0344

250 0:1083 0:111 0:0346
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5. BURGERS DENKLEM·IN·IN TR·IGONOMETR·IK B-SPLINE EN

KÜÇÜK KARELER YÖNTEM·IYLE SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, lineer olmayan Burgers denkleminin kübik trigonometrik B-spline

en küçük kareler yöntemi kullan¬larak say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Yöntem

uyguland¬ktan sonra, elde edilen algoritman¬n do¼grulu¼gu, L2, L1 ve ke1k hata

normlar¬ve gra�kler yard¬m¬yla incelenmi̧stir.

5.1. Burgers Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Trigonometrik B-spline

En Küçük Kareler Yöntemi

Bu bölümde Burgers denkleminin kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

metoduyla say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. Konum ve zaman aral¬klar¬na göre integral

alt¬nda (2.74) denklemi için en küçük kareler metodu

�

tZ
0

bZ
a

(Ut + UUx � �Uxx)2dxdt = 0 (5.1)

denklemi ile verilir. dx; dt; Ux; Ut ve Uxx için

x = xm + �h; t = t
n + ��t (5.2)

dönüşümleri kullan¬ld¬¼g¬nda

dx = �xd�

dt = �td�

Ut =
@U
@�

@�
@t
= U�

1
�t

Ux =
@U
@�

@�
@x
= U�

1
�x

Uxx = (Ux)x =
@(U�

1
�x
)

@�
@�
@x
= U��

1
�x2

=
U��

1
�x2

@�
= U��

1
�x2

(5.3)

elde edilir. Bu ifadeler ilk denklemimizde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda
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�

tZ
0

bZ
a

(Ut + UUx � �Uxx)2dxdt =

�

1Z
0

1Z
0

(U�
1
�t
+ UU�

1
�x
� �U�� 1

�x2
)2�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

( 1
�t
)2(U� + eUU� �t�x � �U�� �t

�x2
)2�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

(U� +
�t
�x
eUU� � � �t

�x2
U��)

2�x
�t
d�d� =

�

1Z
0

1Z
0

(U� + �U� � �U��)d�d� = 0

(5.4)

elde edilir. Burada eU , [xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde sabit olarak al¬nm¬̧s olup,
� = �t

�x
eU ve � = � �t

�x2
dir. Leibniz integral kural¬ (Abramowitz ve Stegun, 1972)

kullan¬larak

1Z
0

1Z
0

� (U� + �U� � �U��)2 d�d� =

1Z
0

1Z
0

2 (U� + �U� � �U��) � (U� + �U� � �U��) d�d� =

1Z
0

1Z
0

(U� + �U� � �U��) � (U� + �U� � �U��) d�d� = 0

(5.5)

olarak yaz¬ld¬¼g¬nda en küçük kareler yöntemi, a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

�W =

m+2X
j=m�1

Wj�j = � (U� + �U� � �U��) (5.6)

olan bir Petrov-Galerkin yöntemine dönüşür. B-spline fonksiyonlar¬n¬ kullanarak

[xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde yerel koordinatlarda u(�; �) fonksiyonunun say¬sal

çözümü,

U(�; �) =

m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
(5.7)

biçiminde verilebilir. Burada 'm�1; 'm; 'm+1 ve 'm+2 zaman ad¬mlar¬n¬n

başlang¬çlar¬n¬n dü¼güm parametreleri ve �'m�1;�'m;�'m+1 ve �'m+2 bir �t zaman

ad¬m¬nda dü¼güm parametrelerindeki art¬̧slar¬göstermektedir. (5.7) kullan¬larak U� , U�
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ve U��� hesaplan¬rsa

U� =
@U(�; �)

@�
=

@
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j

(5.8)

U� =
@U(�; �)

@�
=

@
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X

j=m�1j
Tj (�)

�
'j + ��'j

�
(5.9)

U��� =

@

�
@U�
@�

�
@�

=

@

0BBBBB@
@

m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
@�

1CCCCCA
@�

=

@
m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X
j=m�1

T 00j (�)�'j

(5.10)

elde edilir. (5.8),(5.9) ve (5.10) kullan¬ld¬¼g¬nda a¼g¬rl¬k fonksiyonu

�W = � (U� + �U� � �U��) =

�

"
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j + �

m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
�

�

m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�#
=

m+2X
j=m�1

Tj (�) + �

m+2X
j=m�1

T 0j (�) � � �
m+2X
j=m�1

T 00j (�) � =

m+2X
j=m�1

�
Tj (�) + ��T

0
j (�)� ��T 00j (�)

�

(5.11)
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haline dönüşür. Burada a¼g¬rl¬k fonksiyonu k¬saca

wi = Ti (�) + ��T
0
i (�)� ��T 00i (�) ; i = m� 1;m;m+ 1;m+ 2 (5.12)

olarak yaz¬labilir. ·Indis kar¬̧s¬kl¬¼g¬olmamas¬için a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n indisi i olarak

al¬nm¬̧st¬r. (5.8), (5.9), (5.10) ve (5.12) de¼gerleri (5.5) denkleminde yerlerine yaz¬l¬r ve

denklem düzenlenirse

1Z
0

1Z
0

"
m+2X
j=m�1

Tj�'j + �

m+2X
j=m�1

T 0j
�
'j + ��'j

�
� �

m+2X
j=m�1

T 00j
�
'j + ��'j

�#
(Ti + ��T

0
i � ��T 00i ) d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

�
Tj�'j + �T

0
j

�
'j + ��'j

�
� �T 00j

�
'j + ��'j

��
(Ti + ��T

0
i � ��T 00i ) d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

��
TiTj + ��

�
TiT

0
j + T

0
iTj
�
+

�2� 2T 0iT
0
j � ��

�
TiT

00
j + T

00
i Tj
�
�

��� 2
�
T 0iT

00
j + T

00
i T

0
j

�
+ �2� 2T 00i T

00
j

�
�'j+

�TiT
0
j + �

2�T 0iT
0
j � �TiT 00j �

���
�
T 0iT

00
j + T

00
i T

0
j

�
+ �2�T 00i T

00
j 'j
	
d�d� =
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m+2X
j=m�1

1Z
0

��
TiTj +

�
2

�
TiT

0
j + T

0
iTj
�
+

�2

3
T 0iT

0
j � �

2

�
TiT

00
j + T

00
i Tj
�
�

��
3

�
T 0iT

00
j + T

00
i T

0
j

�
+ �2

3
T 00i T

00
j

i
�'j+

�TiT
0
j +

�2

2
T 0iT

0
j � �TiT 00j �

��
2

�
T 0iT

00
j + T

00
i T

0
j

�
+ �2

2
T 00i T

00
j 'j

o
d� =

m+2X
j=m�1

8<:
1Z
0

�
TiTj +

�
2

�
TiT

0
j + T

0
iTj
�
+

�2

3
T 0iT

0
j � �

2

�
TiT

00
j + T

00
i Tj
�
�

��
3

�
T 0iT

00
j + T

00
i T

0
j

�
+ �2

3
T 00i T

00
j

i
d�
o
�'+

m+2X
j=m�1

1Z
0

�TiT
0
j +

�2

2
T 0iT

0
j � �TiT 00j �

��
2

�
T 0iT

00
j + T

00
i T

0
j

�
+ �2

2
T 00i T

00
j d�'j = 0

(5.13)

denklem sistemi elde edilir. (5.13) denklem sistemi bir matris formunda

h
Ae + �

2

�
Be + (Be)T

�
+ �2

3
Ce � �

2

�
De + (De)T

�
�

��
3

�
Ee + (Ee)T

�
+ �2

3
F e
i
�'e+h

�Be + �2

2
Ce � �De � ��

2

�
Ee + (Ee)T

�
+ �2

2
F e
i
'e = 0

(5.14)

olarak yazabilir. Burada (.) T matrisin transpozunu göstermektedir vem = 0; 1; :::; N�

1 olmak üzere

'e =
�
'em�1, '

e
m, '

e
m+1, '

e
m+2

�T (5.15)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri

Ae = Aeij =

1Z
0

TiTjd�; Be = Beij =

1Z
0

TiT
0
jd�;

Ce = Ceij =

1Z
0

T 0iT
0
jd�; De = De

ij =

1Z
0

TiT
00
j d�;

Ee = Eeij =

1Z
0

T 0iT
00
j d�; F e = F eij =

1Z
0

T 00i T
00
j d�;

i; j = m� 1;m;m+ 1;m+ 2

(5.16)
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dir. Ae eleman matrisinin elemanlar¬

Ae = Aeij =

1Z
0

TiTjd� =26666666666666666664

1Z
0

Tm�1Tm�1d�

1Z
0

Tm�1Tmd�

1Z
0

Tm�1Tm+1d�

1Z
0

Tm�1Tm+2d�
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(5.17a)

şeklinde kübik trigonometrik B-spline�lar yard¬m¬yla hesaplanabilir. Di¼ger eleman

matrisleride benzer şekilde hesaplanm¬̧st¬r.

(5.14) denklem sistemi, herbir eleman matrislerinin birleştirilmesi ile elde edilen

matrisler cinsinden

h
A+ �

2

�
B +BT

�
+ �2

3
C � �

2

�
D +DT

�
�

��
3

�
E + ET

�
+ �2

3
F
i
�'+h

�B + �2

2
C � �D � ��

2

�
E + ET

�
+ �2

2
F
i
' = 0

(5.18)

olarak gösterilebilir. Burada ' =
�
'�1; '0; :::; 'N ; 'N+1

�T
tüm dü¼güm parametrelerinin

birer vektörüdür ve

' = 'n; �' = 'n+1 � 'n (5.19)

biçiminde tan¬mlanabilir. (5.18) denklem sistemi buna göre düzenlenirse
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2
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�
� �2

6
F
i
'n

(5.20)
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(N + 3)�(N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada � �n¬n eleman

de¼geri

�em =
�t

�x
�U

=
�t

�x

��
a1'm�1 + a2'm + a1'm+1

��
olarak hesaplanabilir. Burada

a1 = sin
2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
); a2 =

2
(1+2 cos(h))

; o.ü.

dir. (5.20) denklem sistemi, (2.75) s¬n¬r koşullar¬ve kübik trigonometrik B-spline

de¼gerleri birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

U(x0) = a1'�1 + a2'0 + a1'1 = �1

'�1 = (�1 � a2'0 � a1'1)=a1

U(xN) = a1'N�1 + a2'N + a1'N+1 = �2

'N+1 = (�2 � a1'N�1 � a2'N)=a1

(5.21)

olacak şekilde '�1 ve 'N+1 elimine edilerek, (N + 1)� (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine dönüştürülür.

5.2. Başlang¬ç Durumu

(5.20) denklem sisteminde iterasyona başlayabilmek için başlang¬ç dü¼güm

noktalar¬ndaki başlang¬ç parametre vektörünün '0 =
�
'0�1; '

0
0; :::; '

0
N ; '

0
N+1

�T
hesaplanmas¬gerekmektedir. Bunun için t = 0 zaman¬nda [x0; xN ] aral¬¼g¬için (2.55)

yaklaş¬m fonksiyonu yeniden düzenlenerek aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

U(x; 0) =

N+1X
m=�1

Tm(x)'
0
m (5.22)

(2.75) s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬ile Çizelge 2.1 birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

b =
3 csc(3h

2
)

4
; o.ü.
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U 0(x0) = �b'�1 + 0'0 + b'1 = 0

U 0(xN) = �b'N�1 + 0'N + b'N+1 = 0

U(xm) = a1'm�1 + a2'm + a1'm+1 = f(xm); m = 0; 1; :::; N

(5.23)

elde edilir. (5.22) ve (5.23) kullan¬larak26666666666666664

�b 0 b

a1 a2 a1

a1 a2 a1
:::

:::
:::

a1 a2 a1

a1 a2 a1

�b 0 b

37777777777777775

26666666666666664

'0�1

'00

'01
...

'0N�1

'0N

'0N+1

37777777777777775
=

26666666666666664

0

f(x0)

f(x1)
...

f(xN�1)

f(xN)

0

37777777777777775
(5.24)

(N + 3) � (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

çözülerek (5.20) denklem sisteminde iterasyona başlan¬r ve t zaman¬na kadar iterasyon

yap¬l¬r. Bulunan 'n ler (2.55) ifadesinde yerine yaz¬larak her zaman ad¬m¬nda yaklaş¬m

fonksiyonlar¬n¬n de¼gerleri hesaplan¬r.

(5.20) ve (5.24) denklem sistemlerinin çözümü için MATLAB paket program¬

kullan¬lm¬̧st¬r.

5.3. Test Problemleri

Bu k¬s¬mda, lineer olmayan Burgers denkleminin say¬sal çözümü, trigonometrik

B-spline en küçük kareler metodunun do¼grulu¼gunu test etmek için iki problem ile

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

5.3.1. Problem (1)

(2.74) denkleminde s¬n¬r koşulu olarak

u (0; t) = u (1; t) = 0; t > 0 (5.25)

ve başlang¬ç koşulu olarak

u (x; 0) = sin (�x) ; 0 � x � 1 (5.26)
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al¬nacakt¬r. Problem (1) için bir Fourier serisi (analitik) çözümü Cole (1951) taraf¬ndan

u (x; t) = 2��

1X
j=1

jaje
�j2�2�t sin (j�x)

a0 +

1X
j=1

aje�j
2�2�t cos (j�x)

(5.27)

olarak verilmi̧stir. Burada Fourier katsay¬lar¬

a0 =

1Z
0

e

cos (�x)� 1
2�� dx

aj = 2

1Z
0

e

cos (�x)� 1
2�� cos (j�x) dx; j = 1; 2; 3; :::

(5.28)

biçimindedir. Problem (1) için 0 � x � 1 konum aral¬¼g¬nda � = 1 ve t = 0, t = 0:1

zaman aral¬¼g¬nda �t = 0:01; �t = 0:001; �t = 0:0001 ve �t = 0:00001 şeklinde dört

farkl¬zaman ad¬m¬için ve h1 = 0:1; h2 = 0:05; h3 = 0:01; h4 = 0:005; h5 = 0:001

beş farkl¬konum art¬m¬için t = 0:1 zaman¬ndaki jjejj1 hata normlar¬hesaplanm¬̧st¬r.

Bulunan say¬sal de¼gerlerle analitik de¼gerlerin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬Çizelge 5.1, Çizelge 5.2,

Çizelge 5.3 ve Çizelge 5.4�de verilmi̧stir.

Çizelge 5.1. �t = 0:01 ve farkl¬konum ad¬mlar¬için say¬sal çözümler

Say¬sal Analitik

x h1 = 0:1 h2 = 0:05 h3 = 0:01 h4 = 0:005 h5 = 0:001

0:1 0:11145 0:11038 0:10946 0:10933 0:10923 0:10954

0:2 0:21296 0:21125 0:20967 0:20946 0:20928 0:20979

0:3 0:29586 0:29380 0:29184 0:29156 0:29134 0:29190

0:4 0:35237 0:35021 0:34807 0:34776 0:34750 0:34792

0:5 0:37639 0:37424 0:37203 0:37171 0:37144 0:37158

0:6 0:36410 0:36200 0:35982 0:35949 0:35923 0:35904

0:7 0:31491 0:31293 0:31087 0:31057 0:31032 0:30990

0:8 0:23212 0:23044 0:22873 0:22848 0:22828 0:22781

0:9 0:12336 0:12228 0:12125 0:12111 0:12099 0:12068

jjejj1 0:014329 0:008329 0:001965 0:001786 0:001780
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Çizelge 5.2. �t = 0:001 ve farkl¬konum ad¬mlar¬için say¬sal çözümler

Say¬sal Analitik

x h1 = 0:1 h2 = 0:05 h3 = 0:01 h4 = 0:005 h5 = 0:001

0:1 0:11148 0:11050 0:10970 0:10960 0:10952 0:10954

0:2 0:21298 0:21139 0:21007 0:20990 0:20977 0:20979

0:3 0:29573 0:29384 0:29224 0:29204 0:29188 0:29190

0:4 0:35201 0:35003 0:34832 0:34810 0:34792 0:34792

0:5 0:37572 0:37376 0:37201 0:37179 0:37160 0:37158

0:6 0:36316 0:36125 0:35951 0:35928 0:35910 0:35904

0:7 0:31384 0:31203 0:31037 0:31015 0:30998 0:30990

0:8 0:23119 0:22963 0:22822 0:22804 0:22789 0:22781

0:9 0:12280 0:12183 0:12094 0:12082 0:12073 0:12068

jjejj1 0:012563 0:007067 0:001512 0:000746 0:000171

Çizelge 5.3. �t = 0:0001 ve farkl¬konum ad¬mlar¬için say¬sal çözümler

Say¬sal Analitik

x h1 = 0:1 h2 = 0:05 h3 = 0:01 h4 = 0:005 h5 = 0:001

0:1 0:11149 0:11052 0:10973 0:10963 0:10955 0:10954

0:2 0:21300 0:21142 0:21011 0:20994 0:20981 0:20979

0:3 0:29575 0:29387 0:29228 0:29208 0:29193 0:29190

0:4 0:35202 0:35004 0:34834 0:34813 0:34796 0:34792

0:5 0:37571 0:37374 0:37201 0:37179 0:37161 0:37158

0:6 0:36127 0:36121 0:35949 0:35926 0:35909 0:35904

0:7 0:31379 0:31197 0:31033 0:31012 0:30995 0:30990

0:8 0:23114 0:22958 0:22818 0:22800 0:22785 0:22781

0:9 0:12277 0:12179 0:12091 0:12080 0:12071 0:12068

jjejj1 0:012512 0:007021 0:001502 0:000755 0:000149



91

Çizelge 5.4. �t = 0:00001 ve farkl¬konum ad¬mlar¬için say¬sal çözümler

Say¬sal Analitik

x h1 = 0:1 h2 = 0:05 h3 = 0:01 h4 = 0:005 h5 = 0:001

0:1 0:11150 0:11052 0:10973 0:10963 0:10955 0:10954

0:2 0:21300 0:21142 0:21011 0:20995 0:20982 0:20979

0:3 0:29576 0:29387 0:29228 0:29209 0:29193 0:29190

0:4 0:35202 0:35005 0:34834 0:34813 0:34796 0:34792

0:5 0:37571 0:37374 0:37201 0:37179 0:37162 0:37158

0:6 0:36312 0:36121 0:35949 0:35926 0:35909 0:35904

0:7 0:31378 0:31197 0:31033 0:31011 0:30994 0:30990

0:8 0:23113 0:22958 0:22818 0:22799 0:22785 0:22781

0:9 0:12276 0:12178 0:12091 0:12080 0:12070 0:12068

jjejj1 0:012510 0:007021 0:001502 0:000757 0:000152

Problem (1) için ikinci olarak konum aral¬¼g¬0 � x � 1, zaman aral¬¼g¬0 � t � 3, h =

0:0125 ve �t = 0:0001 al¬narak farkl¬� de¼gerleri için say¬sal sonuçlar elde edilmi̧stir.

Bu sonuçlar üç farkl¬konum ve beş farkl¬zaman için Çizelge 5.5�de verilmi̧stir.
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Çizelge 5.5. Farkl¬viskozite de¼gerleri için say¬sal çözümler

�1 = 1:0 �2 = 0:1 �3 = 0:01

x t Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:25 0:4 0:01360 0:01357 0:31219 0:30889 0:34825 0:34191

0:6 0:00189 0:00189 0:24362 0:24074 0:27542 0:26896

0:8 0:00026 0:00026 0:19816 0:19568 0:22756 0:22148

1 0:00004 0:00004 0:16473 0:16256 0:19378 0:18819

3 0:00000 0:00000 0:02770 0:02720 0:07753 0:07511

0:50 0:4 0:01928 0:01924 0:57299 0:56963 0:66548 0:66071

0:6 0:00267 0:00267 0:45092 0:44721 0:53528 0:52942

0:8 0:00037 0:00037 0:36289 0:35924 0:44528 0:43914

1 0:00005 0:00005 0:29534 0:29192 0:38049 0:37442

3 0:00000 0:00000 0:04097 0:04021 0:15362 0:15018

0:75 0:4 0:01366 0:01363 0:63044 0:62544 0:91206 0:91026

0:6 0:00189 0:00189 0:49274 0:48721 0:77135 0:76724

0:8 0:00026 0:00026 0:37917 0:37392 0:65246 0:64740

1 0:00004 0:00004 0:29207 0:28747 0:56159 0:55605

3 0:00000 0:00000 0:03037 0:02977 0:22874 0:22481

Bununla birlikte, bu test problemi için analitik çözüm � < 0:01 de¼geri için çok

yavaş yak¬nsad¬¼g¬ndan iyi sonuçlar elde edilememektedir. Dolay¬s¬yla vizkosite de¼geri

� = 0:001 al¬narak, 0 � x � 1 konum aral¬¼g¬, 0 � t � 3 zaman aral¬¼g¬nda h =

0:005 ve 4t = 0:125 al¬narak say¬sal çözüm elde edilmi̧stir. Çözümün dalga hareketini

modelledi¼gi Şekil 5.1�den görülebilir.
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Şekil 5.1. Vizkozite de¼geri � = 0:001 için U�nun konuma göre de¼gi̧simi

5.3.2. Problem (2)

(2.74) denkleminde s¬n¬r koşulu olarak

u(a; t) = u(b; t) = 0; t > 1 (5.29)

ve başlang¬ç koşulu olarak t = 1 zaman¬için

u(x; 1) =
x

1 + e
1
4�
(x2�1

4
)

(5.30)

al¬nacakt¬r. Problem (2) için analitik çözüm t0 = e
1
8� olmak üzere

u(x; t) =
x=t

1 +

r
t

t0
e
x2

4�t

; t > 1
(5.31)

olarak verilmi̧stir (Nguyen ve Reynen, 1982).

Problem (2) için konum aral¬¼g¬[a; b] = [0; 8], zaman aral¬¼g¬1 � t � 3:75, � = 0:5

de¼gerleri ile h1 = 0:1; h2 = 0:05; h3 = 0:01; h4 = 0:005 konum art¬m¬ve �t = 0:1;

�t = 0:05; �t = 0:01 zaman art¬m¬de¼gerleri için üç farkl¬zamandaki say¬sal çözüm
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bulunmuş ve bu de¼gerler Çizelge.5.6, Çizelge.5.7, Çizelge.5.8, Çizelge.5.9, Çizelge.5.10,

Çizelge.5.11, Çizelge.5.12, Çizelge.5.13, Çizelge.5.14�de verilmi̧stir. Bulunan say¬sal

de¼gerler ve analitik çözüm aras¬nda tatmin edici bir uyum gözlenmi̧stir.

Çizelge 5.6. h1 = 0:1, �t = 0:1 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19776 0:19698 0:12542 0:12374 0:07646 0:07584

1:6 0:27421 0:27335 0:19323 0:19228 0:12807 0:12721

2:4 0:19543 0:19441 0:17839 0:17726 0:13909 0:13809

3:2 0:07751 0:07719 0:10914 0:10831 0:11221 0:11126

4:0 0:01837 0:01834 0:04571 0:04541 0:06927 0:06863

4:8 0:00279 0:00279 0:01368 0:01362 0:03339 0:03309

5:6 0:00028 0:00028 0:00303 0:00302 0:01286 0:01276

6:4 0:00001 0:00001 0:00050 0:00050 0:00402 0:00401

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00100 0:00103

L2 � 103 1:447144 1:690695 1:691323

L1 � 103 1:092253 1:128402 1:016599
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Çizelge 5.7. h1 = 0:1; �t = 0:05 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19148 0:19034 0:12478 0:12374 0:07532 0:07456

1:6 0:26781 0:26686 0:19344 0:19228 0:12638 0:12533

2:4 0:19555 0:19445 0:17850 0:17726 0:13780 0:13664

3:2 0:08084 0:08030 0:10928 0:10831 0:11200 0:11090

4:0 0:02017 0:02007 0:04583 0:04541 0:06990 0:06613

4:8 0:00325 0:00324 0:01373 0:01362 0:03417 0:03378

5:6 0:00035 0:00035 0:00304 0:00302 0:01337 0:01323

6:4 0:00002 0:00002 0:00050 0:00050 0:00426 0:00423

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00108 0:00111

L2 � 103 1:754095 2:017411 2:002820

L1 � 103 1:152960 1:235508 1:163278

Çizelge 5.8. h1 = 0:1, �t = 0:01 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19175 0:19034 0:12498 0:12374 0:07544 0:07456

1:6 0:26790 0:26686 0:19362 0:19228 0:12655 0:12533

2:4 0:19563 0:19445 0:17860 0:17726 0:13794 0:13664

3:2 0:08097 0:08030 0:10940 0:10831 0:11212 0:11090

4:0 0:02021 0:02007 0:04592 0:04541 0:07001 0:06613

4:8 0:00326 0:00324 0:01376 0:01362 0:03423 0:03378

5:6 0:00035 0:00035 0:00305 0:00302 0:01340 0:01323

6:4 0:00002 0:00002 0:00050 0:00050 0:00427 0:00423

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00108 0:00111

L2 � 103 2:083576 2:302875 2:270165

L1 � 103 1:482503 1:347946 1:300774
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Çizelge 5.9. h2 = 0:05, �t = 0:1 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19693 0:19698 0:12383 0:12374 0:07597 0:07584

1:6 0:27363 0:27335 0:19247 0:19228 0:12740 0:12721

2:4 0:19481 0:19441 0:17765 0:17726 0:13838 0:13809

3:2 0:07718 0:07719 0:10855 0:10831 0:11156 0:11126

4:0 0:01831 0:01834 0:04544 0:04541 0:06881 0:06863

4:8 0:00276 0:00279 0:01361 0:01362 0:03315 0:03309

5:6 0:00028 0:00028 0:00302 0:00302 0:01277 0:01276

6:4 0:00001 0:00001 0:00050 0:00050 0:00400 0:00401

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00100 0:00103

L2 � 103 0:447656 0:452897 0:468941

L1 � 103 0:483839 0:394093 0:313116

Çizelge 5.10. h2 = 0:05, �t = 0:05 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19070 0:19034 0:12411 0:12374 0:07485 0:07456

1:6 0:26725 0:26686 0:19272 0:19228 0:12573 0:12533

2:4 0:19494 0:19445 0:17779 0:17726 0:13711 0:13664

3:2 0:08049 0:08030 0:10871 0:10831 0:11136 0:11090

4:0 0:02009 0:02007 0:04556 0:04541 0:06944 0:06913

4:8 0:00324 0:00324 0:01365 0:01362 0:03393 0:03378

5:6 0:00035 0:00035 0:00303 0:00302 0:01328 0:01323

6:4 0:00002 0:00002 0:00050 0:00050 0:00423 0:00423

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00107 0:00111

L2 � 103 0:790677 0:676097 0:806094

L1 � 103 0:527318 0:511179 0:477075
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Çizelge 5.11. h2 = 0:05, �t = 0:01 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19100 0:19034 0:12433 0:12374 0:07498 0:07456

1:6 0:26736 0:26686 0:19292 0:19228 0:12591 0:12533

2:4 0:19502 0:19445 0:17791 0:17726 0:13727 0:13664

3:2 0:08062 0:08030 0:10884 0:10831 0:11149 0:11090

4:0 0:02013 0:02007 0:04565 0:04541 0:06955 0:06913

4:8 0:00325 0:00324 0:01368 0:01362 0:03400 0:03378

5:6 0:00035 0:00035 0:00303 0:00302 0:01331 0:01323

6:4 0:00002 0:00002 0:00050 0:00050 0:00424 0:00423

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00107 0:00111

L2 � 103 0:960653 1:100685 1:092235

L1 � 103 0:663218 0:651429 0:625284

Çizelge 5.12. h3 = 0:01, �t = 0:1 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19623 0:19698 0:12327 0:12374 0:07558 0:07584

1:6 0:27314 0:27335 0:19185 0:19228 0:12685 0:12721

2:4 0:19430 0:19441 0:17705 0:17726 0:13780 0:13809

3:2 0:07692 0:07719 0:10808 0:10831 0:11103 0:11126

4:0 0:01826 0:01834 0:04523 0:04541 0:06844 0:06886

4:8 0:00278 0:00279 0:01355 0:01362 0:03326 0:03309

5:6 0:00028 0:00028 0:00301 0:00302 0:01270 0:01276

6:4 0:00001 0:00001 0:00050 0:00050 0:00398 0:00401

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00099 0:00103

L2 � 103 0:742458 0:659311 0:569907

L1 � 103 0:746963 0:526467 0:358840
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Çizelge 5.13. h3 = 0:01, �t = 0:05 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19006 0:19034 0:12357 0:12374 0:07447 0:07456

1:6 0:26678 0:26686 0:19213 0:19228 0:12521 0:12533

2:4 0:19444 0:19445 0:17721 0:17726 0:13656 0:13664

3:2 0:08021 0:08030 0:10825 0:10831 0:11085 0:11090

4:0 0:02003 0:02007 0:04535 0:04541 0:06908 0:06913

4:8 0:00324 0:00324 0:01359 0:01362 0:03374 0:03378

5:6 0:00035 0:00035 0:00302 0:00302 0:01321 0:01323

6:4 0:00002 0:00002 0:00050 0:00050 0:00421 0:00423

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00107 0:00111

L2 � 103 0:274224 0:659311 0:210002

L1 � 103 0:282153 0:526467 0:245641

Çizelge 5.14. h3 = 0:01; �t = 0:01 için farkl¬zamanlardaki say¬sal çözümler

t1 = 1:75 t2 = 2:5 t3 = 3:75

x Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik Say¬sal Analitik

0:8 0:19040 0:19034 0:12381 0:12374 0:07461 0:07456

1:6 0:26693 0:26686 0:19236 0:19228 0:12541 0:12533

2:4 0:19454 0:19445 0:17736 0:17726 0:13673 0:13664

3:2 0:08034 0:08030 0:10836 0:10831 0:11099 0:11090

4:0 0:02007 0:02007 0:04544 0:04541 0:06919 0:06913

4:8 0:00324 0:00324 0:01363 0:01362 0:03381 0:03378

5:6 0:00035 0; 00035 0:00302 0:00302 0:01324 0:01323

6:4 0:00002 0:00002 0:00050 0:00050 0:00422 0:00423

7:2 0:00000 0:00000 0:00006 0:00006 0:00107 0:00111

L2 � 103 0:124000 0:148035 0:193753

L1 � 103 0:095728 0:099113 0:245641
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Çizelgelerdeki veriler incelendi¼ginde konum ve zaman ad¬mlar¬n¬n küçük

seçilmesinin sonuçlar¬olumlu yönde etkiledi¼gi görülmektedir. Bununla birlikte � = 0:5

de¼geri için say¬sal simülasyon farkl¬t zamanlar¬için Şekil 5.2�de verilmi̧stir.

Şekil 5.2. Vizkozite de¼geri � = 0:5 için U�nun konuma göre de¼gi̧simi

Problemin say¬sal ve analitik çözümünü ayn¬anda resmetmek amac¬yla � = 0:005,

h = 0:012, �t = 0:05 de¼gerleri için gra�k Şekil 5.3�de çizilmi̧stir.
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Şekil 5.3. Vizkozite de¼geri � = 0:005 için U ve u�nun konuma göre de¼gi̧simi

·Incelenen iki test problemine göre, lineer olmayan Burgers denkleminin say¬sal

çözümünü elde etmek için önerdi¼gimiz kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

yönteminin tatmin edici sonuçlar verdi¼gi söylenebilir.
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6. F·ISHER DENKLEM·IN·IN TR·IGONOMETR·IK B-SPLINE EN

KÜÇÜK KARELER YÖNTEM·IYLE SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, lineer olmayan Fisher denkleminin kübik trigonometrik B-spline

en küçük kareler yöntemi kullan¬larak say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Yöntem

uyguland¬ktan sonra, elde edilen algoritman¬n do¼grulu¼gu, L2 ve L 1 hata normlar¬ve

gra�kler yard¬m¬yla incelenmi̧stir.

6.1. Fisher Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Trigonometrik B-spline En

Küçük Kareler Yöntemi

Bu bölümde Fisher denkleminin kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

metoduyla say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. Konum ve zaman aral¬klar¬na göre integral

alt¬nda (2.78 ) denklemi için en küçük kareler metodu

�

tZ
0

bZ
a

[Ut � �Uxx � �U(1� U)]2dxdt = 0 (6.1)

denklemi ile verilir. dx; dt; Ux; Ut ve Uxx için

x = xm + �h; t = t
n + ��t (6.2)

yerel koordinatlarda dönüşümleri kullan¬ld¬¼g¬nda

dx = �xd�

dt = �td�

Ut =
@U
@�

@�
@t
= U�

1
�t

Ux =
@U
@�

@�
@x
= U�

1
�x

Uxx = (Ux)x =
@(U�

1
�x
)

@�
@�
@x
= U��

1
�x2

=
U��

1
�x2

@�
= U��

1
�x2

(6.3)

olarak elde edilir. Bu ifadeler (6.1 ) denklemin yerine yaz¬ld¬¼g¬nda
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�

1Z
0

1Z
0

"
U�

1
�t
� �U�� 1

�x2
� �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�! eU#2�x�td�d� =
�

1Z
0

1Z
0

( 1
�t
)2

"
U� � �U�� �t

�x2
��t� eU  m+2X

j=m�1
Tj (�)

�
'j + ��'j

�!#2
�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

"
U� � � �t

�x2
U�� ��t� eU  m+2X

j=m�1
Tj (�)

�
'j + ��'j

�!#2
d�d� =

�

1Z
0

1Z
0

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#2
d�d� = 0

(6.4)

elde edilir. Burada eU , [xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde sabit olarak al¬nm¬̧s olup,
" = � �t

�x2
ve � = �t� eU dir. Leibniz integral kural¬ (Abramowitz ve Stegun, 1972)

kullan¬larak

1Z
0

1Z
0

�

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#2
d�d� =

1Z
0

1Z
0

2

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#

�

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#
d�d� =

1Z
0

1Z
0

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#

�

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#
d�d� = 0

(6.5)

olarak yaz¬ld¬¼g¬nda en küçük kareler yöntemi, a¼g¬rl¬k fonksiyonu

�W =

m+2X
j=m�1

Wj�j = �

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#
(6.6)

olan bir Petrov-Galerkin yöntemine dönüşür. B-spline fonksiyonlar¬n¬ kullanarak

[xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde yerel koordinatlarda u(�; �) fonksiyonunun say¬sal

çözümü,
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U(�; �) =
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
(6.7)

biçiminde verilebilir. Burada 'm�1; 'm; 'm+1 ve 'm+2 zaman ad¬mlar¬n¬n

başlang¬çlar¬n¬n dü¼güm parametreleri ve �'m�1;�'m;�'m+1 ve �'m+2 bir �t zaman

ad¬m¬nda dü¼güm parametrelerindeki art¬̧slar¬göstermektedir.

(6.7 ) kullan¬larak U� , U� ve U��� hesaplan¬rsa

U� =
@U(�; �)

@�
=

@
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j

(6.8)

U� =
@U(�; �)

@�
=

@
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X

j=m�1j
Tj (�)

�
'j + ��'j

�
(6.9)

U�� =
@U�
@�

=

@
m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=

m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�
(6.10)

elde edilir. (6.8), (6.9), (6.10) kullan¬ld¬¼g¬nda a¼g¬rl¬k fonksiyonu
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�W = �

"
U� � "U�� � �

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#
=

�

"
m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j � "
m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�
�

�

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#
=

m+2X
j=m�1

Tj (�)� "�
m+2X
j=m�1

T 00j (�)� ��
m+2X
j=m�1

Tj (�) =

m+2X
j=m�1

�
(1� ��)Tj (�)� "�T 00j (�)

�

(6.11)

haline dönüşür. Burada a¼g¬rl¬k fonksiyonu k¬saca

wi = (1� ��)Tj � "�T 00j ; i = m� 1;m;m+ 1;m+ 2 (6.12)

olarak yaz¬labilir. ·Indis kar¬̧s¬kl¬¼g¬olmamas¬için a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n indisi i olarak

al¬nm¬̧st¬r.(6.8), (6.9), (6.10) ve (6.12) de¼gerleri (6.4) denkleminde yerlerine yaz¬l¬r ve

denklem düzenlenirse

1Z
0

1Z
0

"
m+2X
j=m�1

Tj�'j � "
m+2X
j=m�1

T
00
j

�
'j + ��'j

�
� �

 
m+2X
j=m�1

Tj
�
'j + ��'j

�!#
[(1� ��)Ti � "�T 00i ] d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

�
Tj�'j � "T

00
j

�
'j + ��'j

�
� �Tj

�
'j + ��'j

��
[(1� ��)Ti � "�T 00i ] d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

�
(1� ��)TiTj�'j � (1� ��) "TiT 00j 'j�

(1� ��) "�TiT 00j �'j � (1� ��)�TiTj'j�

(1� ��)��TiTj�'j � "�T 00i Tj�'j + "2�T 00i T 00j 'j+

"2� 2T 00i T
00
j �'j + "��T

00
i Tj'j + "�

2�T 00i Tj�'j
�
d�d� =

(6.13)
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m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

�
((1� ��)TiTj � (1� ��) "�TiT 00j � (1� ��)��TiTj�

"�T 00i Tj + "
2� 2T 00i T

00
j + "�

2�T 00i Tj)�'j+�
� (1� ��) "TiT 00j � (1� ��)�TiTj+

"2�T 00i T
00
j 'j + "��T

00
i Tj
�
'j]d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

�
((1� ��)2 TiTj � (1� ��) "�TiT 00j +

("� 2�� "�)T 00i Tj + "2� 2T 00i T 00j )�'j+�
(�� � 1)�TiTj + (�� � 1) "TiT 00j +

"��T 00i Tj + "
2�T 00i T

00
j

�
'j]d�d� =

(6.14)

m+2X
j=m�1

1Z
0

h
(
�
1� �+ �2

3

�
TiTj �

�
1
2
� �

3

�
"TiT

00
j +�

"�
3
� "

2

�
T 00i Tj +

"2

3
T 00i T

00
j )�'j+��

�
2
� 1
�
�TiTj +

�
��
2
� 1
�
"TiT

00
j +

"�
2
T 00i Tj +

"2

2
T 00i T

00
j

�
'j]d� = 0

m+2X
j=m�1

24 1Z
0

(
�
1� �+ �2

3

�
TiTj �

�
1
2
� �

3

�
"TiT

00
j +�

"�
3
� "

2

�
T 00i Tj +

"2

3
T 00i T

00
j )d�]�'j+

m+2X
j=m�1

24 1Z
0

��
�
2
� 1
�
�TiTj +

�
��
2
� 1
�
"TiT

00
j +

"�
2
T 00i Tj +

"2

2
T 00i T

00
j

�
d�
i
'j = 0

(6.15)

denklem sistemi elde edilir.(6.15) denklem sistemi bir matris formunda

h
(
�
1� �+ �2

3

�
Ae �

�
1
2
� �

3

�
"Be +

�
"�
3
� "

2

�
(Be)T + "2

3
Ce)]�'e+h�

�
2
� 1
�
�Ae +

�
��
2
� 1
�
"Be + "�

2
(Be)T + "2

2
Ce
i
'e = 0

(6.16)

olarak yazabilir. Burada (.)T matrisin transpozunu göstermektedir vem = 0; 1; :::; N�1

olmak üzere
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'e =
�
'em�1, '

e
m, '

e
m+1, '

e
m+2

�T (6.17)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri

Ae = Aeij =

1Z
0

TiTjd�

Be = Beij =

1Z
0

TiT
00
j d�;

Ce = Ceij =

1Z
0

T
00
i T

00
j d�;

i; j = m� 1;m;m+ 1;m+ 2

(6.18)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Örnek olarak Ae eleman matrisinin elemanlar¬

Ae = Aeij =

1Z
0

TiTjd� =26666666666666666664

1Z
0

Tm�1Tm�1d�

1Z
0

Tm�1Tmd�

1Z
0

Tm�1Tm+1d�

1Z
0

Tm�1Tm+2d�

1Z
0

TmTm�1d�

1Z
0

TmTmd�

1Z
0

TmTm+1d�

1Z
0

TmTm+2d�

1Z
0

Tm+1Tm�1d�

1Z
0

Tm+1Tmd�

1Z
0

Tm+1Tm+1d�

1Z
0

Tm+1Tm+2d�

1Z
0

Tm+2Tm�1d�

1Z
0

Tm+2Tmd�

1Z
0

Tm+2Tm+1d�

1Z
0

Tm+2Tm+2d�

37777777777777777775

(6.19)

şeklinde kübik trigonometrik B-spline�lar yard¬m¬yla hesaplanabilir. Di¼ger eleman

matrisleride benzer şekilde hesaplanm¬̧st¬r.

(6.16 ) denklem sistemi, tüm eleman matrislerinin oluşturdu¼gu matrisler cinsinden

h
(
�
1� �+ �2

3

�
A�

�
1
2
� �

3

�
"B +

�
"�
3
� "

2

�
(B)T + "2

3
C)]�'+h�

�
2
� 1
�
�A+

�
�
2
� 1
�
"B + "�

2
(B)T + "2

2
C
i
' = 0

(6.20)

olarak gösterilebilir. Burada ' =
�
'�1; '0; :::; 'N ; 'N+1

�T
tüm dü¼güm parametrelerinin

birer vektörüdür ve
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' = 'n; �' = 'n+1 � 'n (6.21)

biçiminde tan¬mlanabilir.(6.20) denklem sistemi buna göre düzenlenirse

h
(
�
1� �+ �2

3

�
A�

�
1
2
� �

3

�
"B +

�
"�
3
� "

2

�
(B)T + "2

3
C)]'n+1 � 'n+h�

�
2
� 1
�
�A+

�
�
2
� 1
�
"B + "�

2
(B)T + "2

2
C
i
'n = 0

(6.22)

h
(
�
1� �+ �2

3

�
A�

�
1
2
� �

3

�
"B �

�
1
2
� �

3

�
" (B)T + "2

3
C)]'n+1+h�

1� �2

6

�
A+

�
1� �

3

�
"
2
B � "

2

�
1 + �

3

�
(B)T + "2

6
C
i
'n = 0

(6.23)

(N + 3)� (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada � eleman

de¼geri

�em = ��t �U = ��t(1� Um) =

��t
��
a1'm�1 + a2'm + a1'm+1

�� (6.24)

olarak hesaplanabilir. Burada

a1 = sin
2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
); a2 =

2
(1+2 cos(h))

; o.ü. (6.25)

dir. (6.23) denklemi, (2.79) s¬n¬r koşullar¬ ile kübik trigonometrik B-spline de¼gerleri

birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

U(x0) = a1'�1 + a2'0 + a1'1

'�1 = (U(x0)� a2'0 � a1'1)=a1

U(xN) = a1'N�1 + a2'N + a1'N+1

'N+1 = (U(xN)� a1'N�1 � a2'N)=a1

(6.26)

olacak şekilde '�1 ve 'N+1 elimine edilerek (N + 1)� (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemi elde edilir.

6.2. Başlang¬ç Durumu

(6.23) denklem sisteminde iterasyonu başlatmak için başlang¬ç dü¼güm

noktalar¬ndaki başlang¬ç parametre vektörünün '0 =
�
'0�1; '

0
0; :::; '

0
N ; '

0
N+1

�T
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hesaplanmas¬gerekmektedir. Bunun için t = 0 zaman¬nda [x0; xN ] aral¬¼g¬için (2.55)

yaklaş¬m fonksiyonu yeniden düzenlenerek aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

U(x; 0) =

N+1X
m=�1

Tm(x)'
0
m: (6.27)

(2.79), s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬ile Çizelge 2.1 birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

b =
3 csc(3h

2
)

4
; o.ü.

U 0(x0) = �b'�1 + 0'0 + b'1 = 0;

U 0(xN) = �b'N�1 + 0'N + b'N+1 = 0;

U(xm) = a1'm�1 + a2'm + a1'm+1 = f(xm); m = 0; 1; :::; N

(6.28)

elde edilir. (6.27) ve (6.28) kullan¬larak

26666666666666664

�b 0 b

a1 a2 a1

a1 a2 a1
:::

:::
:::

a1 a2 a1

a1 a2 a1

�b 0 b

37777777777777775

26666666666666664

'0�1

'00

'01
...

'0N�1

'0N

'0N+1

37777777777777775
=

26666666666666664

0

f(x0)

f(x1)
...

f(xN�1)

f(xN)

0

37777777777777775
(6.29)

(N + 3) � (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

çözülerek (6.23) denklem sisteminde iterasyona başlan¬r ve t zaman¬na kadar iterasyon

yap¬l¬r. Bulunan 'n ler (2.55) ifadesinde yerine yaz¬larak her zaman ad¬m¬nda yaklaş¬m

fonksiyonlar¬n¬n de¼gerleri hesaplan¬r.

(6.23) ve (6.29) denklem sistemlerinin çözümü için MATLAB paket program¬

kullan¬lm¬̧st¬r.

6.3. Test Problemleri

Bu k¬s¬mda, kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler yönteminin Fisher

denklemine uygulanmas¬sonucunda elde edilen sonuçlar¬n güvenirli¼gini kontrol etmek

amac¬yla iki test problemi üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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6.3.1. Problem (1)

Fisher denkleminin özel bir analitik çözümü Ablowitz ve Zepetella (1979) taraf¬ndan

u (x; t) =
h
1 + exp(

p
�=6x� (5�=6)t)

i�2
(6.30)

olarak verilmi̧stir. Bu çözüm � = 5
p
�=6 sabit h¬zla hareket eden bir dalga çözümüdür.

� parametresi büyüdükçe bu dalga şok dalgas¬halini al¬r.

Say¬sal çözümün başlang¬ç koşulu olarak, analitik çözümün t=0 an¬ndaki de¼geri

al¬n¬rsa

u (x; 0) =
h
1 + exp(

p
�=6x

i�2
(6.31)

elde edilir. S¬n¬r koşullar¬

u (a; t) = 1; u (b; t) = 0 (6.32)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Daha önceden yap¬lm¬̧s baz¬çal¬̧smalar ile kaŗs¬laşt¬rma yapabilmek

amac¬yla, konum aral¬¼g¬�0:2 � x � 0:8; zaman aral¬¼g¬0 � t � 0:007 olarak al¬nm¬̧st¬r.

Bu aral¬k de¼gerleri içerisinde zaman art¬m¬�t = 10�4, konum art¬m¬h = 1=40; 1=120,

� = 0:1, � = 2000; 5000; 10000 parametre de¼gerleri al¬narak yap¬lan çözümden elde

edilen de¼gerler Şekil 6.1, Şekil 6.2 ve Şekil 6.3�de gösterilmi̧stir.

Şekil 6.1. h = 1=40, � = 2000 için U�nun konuma göre de¼gi̧simi
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Şekil 6.2. h = 1=40, � = 5000 için U�nun konuma göre de¼gi̧simi

Şekil 6.3. h = 1=120; � = 10000 için U�nun konuma göre de¼gi̧simi
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Problem (1) için, � = 1, � = 104, konum aral¬¼g¬�0:2 � x � 0:8, zaman aral¬¼g¬

0 � t � 0:0035 ve �t = 5 � 10�6, h = 1=64; 1=150; 1=250 parametre de¼gerleri

kullan¬larak, farkl¬zamanlarda L2 ve L1 hata normlar¬hesaplanm¬̧s ve sonuçlar Çizelge

6.1�de gösterilmi̧stir.

Çizelge 6.1. Farkl¬zamanlarda L2 ve L1 hata normlar¬

h t L2 � 102 L1 � 102

1=64 0:005 2:116590 8:313321

0:0015 2:457509 9:513104

0:0025 2:480878 9:700409

0:0035 2:496035 9:770077

1=150 0:005 0:840793 3:397110

0:0015 0:965320 3:877288

0:0025 0:982372 3:937503

0:0035 0:988474 3:947813

1=250 0:005 0:447752 1:825246

0:0015 0:514088 2:081232

0:0025 0:523655 2:118827

0:0035 0:527504 2:133479

Ayr¬ca �t = 5� 10�6 al¬narak h = 1=64 ve h = 1=150 de¼gerleri için elde edilen L1
hata normlar¬n¬n gra�kleri Şekil 6.4 ve Şekil 6.5�de verilmi̧stir.
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Şekil 6.4. h = 1=64 ve � = 104 için mutlak hata

Şekil 6.5. h = 1=150 ve � = 104 için mutlak hata
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6.3.2. Problem (2) (Başlang¬ç titreşim pro�li)

(2.78 ) dekleminde s¬n¬r koşullar¬olarak

u (a; t) = u (b; t) = 0 (6.33)

ve başlang¬ç koşulu olarak

u (x; 0) = sech2(10x) (6.34)

al¬nm¬̧st¬r. Test probleminde konum aral¬¼g¬[a; b] = [�50; 50], zaman aral¬¼g¬0 � t � 40

olarak, parametreler � = 0:1, � = 1, �t = 0:05 ve konum art¬m¬h = 0:025 olarak

al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca konum aral¬¼g¬ [a; b] = [�2; 2], zaman aral¬¼g¬0 � t � 0:5 al¬narak,

başlang¬ç an¬na yak¬n zamanlarda çözümler yap¬lm¬̧s ve Şekil 6.6�da verilmi̧stir.

Şekil 6.6. Başlang¬ç an¬na yak¬n zamanda U�nun konuma göre de¼gi̧simi

Buradan, başlang¬ç an¬nda difüzyon teriminin reaksiyon terimine göre kuvvetli

oldu¼gu ve bu etkinin zamanla azald¬¼g¬görülmektedir. K¬sa zaman aral¬¼g¬0 � t � 5,
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[a; b] = [�6; 6] ve uzun zaman aral¬¼g¬ 0 � t � 40, [a; b] = [�50; 50] de¼gerleri için

çözümler s¬ras¬yla Şekil 6.7 ve Şekil 6.8�de verilmi̧stir.

Şekil 6.7. K¬sa zaman aral¬¼g¬için U�nun konuma göre de¼gi̧simi

Şekil 6.8. Uzun zaman aral¬¼g¬için U�nun konuma göre de¼gi̧simi
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Buradan görülmektedir ki tepe noktas¬yaklaş¬k olarak 0.33�e kadar düştükten sonra

zamanla reaksiyon terimleri difüzyon terimini etkilemeye başlar ve U = 1 maksimum

de¼gerine ulaşt¬¼g¬ve düz bir hale geldi¼gi ve difüzyonun bask¬n hale geldi¼gi görülmektedir.

Test problemi (2) için analitik çözüm bulunmad¬¼g¬için say¬sal çözümden elde edilen

de¼gerleri kontrol etmek amac¬yla ba¼g¬l hata normu (2.80) kullan¬lm¬̧st¬r. Parametre

de¼gerleri � = 0:1, � = 1, �t = 0:05 ve konum art¬m¬h = 0:025 ve konum aral¬¼g¬

[a; b] = [�50; 50] al¬narak farkl¬zamanlarda hesaplanan ba¼g¬l hata normlar¬n¬n (2.80)

de¼gerleri Çizelge 6.2 de verilmi̧stir.

Çizelge 6.2. Farkl¬zamanlar için Rel hata normu

Zaman Rel

t = 5 1:3855� 10�2

t = 10 7:859� 10�3

t = 15 6:0535� 10�3

t = 20 5:0894� 10�3

t = 40 3:4341� 10�3

Fisher denklemi, kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ ile en küçük kareler

yöntemi kullan¬larak say¬sal olarak çözümler yap¬lm¬̧st¬r. Hesaplanan de¼gerlerin daha

önceden yap¬lm¬̧s çal¬̧smalarda elde edilen sonuçlar ile uyumlu oldu¼gu görülmüştür.

Bu nedenle kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler yönteminin makul sonuçlar

verdi¼gi söylenebilir.
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7. NLS DENKLEM·IN·IN TR·IGONOMETR·IK B-SPLINE EN KÜÇÜK

KARELER YÖNTEM·IYLE SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, lineer olmayan NLS denkleminin kübik trigonometrik B-spline

en küçük kareler yöntemi kullan¬larak say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Yöntem

uyguland¬ktan sonra, elde edilen algoritman¬n do¼grulu¼gu, L2, L1 hata normlar¬ ve

gra�kler yard¬m¬yla incelenmi̧stir.

7.1. NLS Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Trigonometrik B-spline En

Küçük Kareler Yöntemi

Bu bölümde NLS denkleminin kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler

metoduyla say¬sal çözümü yap¬lacakt¬r. Konum ve zaman aral¬klar¬na göre integral

alt¬nda (2.81 ) denklemi için en küçük kareler metodu

�

tZ
0

bZ
a

[iUt + Uxx + q jU j2 U ]2dxdt = 0 (7.1)

denklemi ile verilir. dx; dt; Ux; Ut ve Uxx için

x = xm + �h; t = t
n + ��t (7.2)

dönüşümleri kullan¬ld¬¼g¬nda

dx = �xd�

dt = �td�

Ut =
@U
@�

@�
@t
= U�

1
�t

Ux =
@U
@�

@�
@x
= U�

1
�x

Uxx = (Ux)x =
@(U�

1
�x
)

@�
@�
@x
= U��

1
�x2

=
U��

1
�x2

@�
= U��

1
�x2

(7.3)

elde edilir. Bu ifadeler (7.1 ) denklemde yerel koordinatlarda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda
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�

1Z
0

1Z
0

�
iU�

1
�t
+ U��

1
�x2

+ q jU j2 U
�2
�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

( 1
�t
)2
�
iU� + U��

�t
�x2

+�tq jU j2 U
�2
�x�td�d� =

�

1Z
0

1Z
0

�
iU� +

�t
�x2
U�� +�tq jU j2 U

�2
d�d� =

�

1Z
0

1Z
0

[iU� + �U�� + �mU ]
2 d�d� = 0

(7.4)

elde edilir. Burada �m, [xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde sabit olarak al¬nm¬̧s olup,

� = �t
�x2

ve � = �tq jU j2 dir. Leibniz integral kural¬(Abramowitz ve Stegun, 1972)

kullan¬larak

1Z
0

1Z
0

� [iU� + �U�� + �mU ]
2 d�d� =

1Z
0

1Z
0

2 [iU� + �U�� + �mU ] � [iU� + �U�� + �mU ] d�d� =

1Z
0

1Z
0

[iU� + �U�� + �mU ] � [iU� + �U�� + �mU ] d�d� = 0

(7.5)

olarak yaz¬ld¬¼g¬nda en küçük kareler yöntemi, a¼g¬rl¬k fonksiyonu

�W =
m+2X
j=m�1

Wj�j = � [U� + �U�� + �mU ] (7.6)

olan bir Petrov-Galerkin yöntemine dönüşür. B-spline fonksiyonlar¬n¬ kullanarak

[xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde yerel koordinatlarda u(�; �) fonksiyonunun say¬sal

çözümü,

U(�; �) =

m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
(7.7)

biçiminde verilebilir. Burada 'm�1; 'm; 'm+1 ve 'm+2 zaman ad¬mlar¬n¬n

başlang¬çlar¬n¬n dü¼güm parametreleri ve�'m�1;�'m;�'m+1 ve�'m+2 bir�t zaman

ad¬m¬nda dü¼güm parametrelerindeki art¬̧slar¬göstermektedir.

(7.7 ) kullan¬larak U� , U� ve U��� hesaplan¬rsa
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U� =
@U(�; �)

@�
=

@

m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=

m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j

(7.8)

U� =
@U(�; �)

@�
=

@

m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=

m+2X
j=m�1j

Tj (�)
�
'j + ��'j

�
(7.9)

U�� =
@U�
@�

=

@
m+2X
j=m�1

T 0j (�)
�
'j + ��'j

�
@�

=
m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�
(7.10)

elde edilir. (7.8), (7.9), (7.10) kullan¬ld¬¼g¬nda a¼g¬rl¬k fonksiyonu

�W = � [U� + �U�� + �mU ] =

�

"
i

m+2X
j=m�1

Tj (�)�'j + �

m+2X
j=m�1

T 00j (�)
�
'j + ��'j

�
+

�m

 
m+2X
j=m�1

Tj (�)
�
'j + ��'j

�!#
=

i

m+2X
j=m�1

Tj (�) + ��

m+2X
j=m�1

T 00j (�) + �m�

m+2X
j=m�1

Tj (�) =

m+2X
j=m�1

�
iTj (�) + ��T

00
j (�) + �m�Tj (�)

�

(7.11)

haline dönüşür. Burada a¼g¬rl¬k fonksiyonu k¬saca

wi = iTi (�) + ��T
00
i (�) + �m�Ti (�) ; i = m� 1;m;m+ 1;m+ 2 (7.12)
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olarak yaz¬labilir. ·Indis kar¬̧s¬kl¬¼g¬olmamas¬için a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n indisi i olarak

al¬nm¬̧st¬r. (7.8), (7.9), (7.10) ve (7.12) de¼gerleri (7.4) denkleminde yerlerine yaz¬l¬r ve

denklem düzenlenirse

1Z
0

1Z
0

"
i
m+2X
j=m�1

Tj�'j + �

m+2X
j=m�1

T
00
j

�
'j + ��'j

�
+ �m

m+2X
j=m�1

Tj
�
'j + ��'j

�#
[iTi (�) + ��T

00
i (�) + �m�Ti (�)] d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

�
iTj�'j + �T

00
j

�
'j + ��'j

�
+ �mTj

�
'j + ��'j

��
[iTi (�) + ��T

00
i (�) + �m�Ti (�)] d�d� =

m+2X
j=m�1

1Z
0

1Z
0

��
�TjTi + i��TjT 00i + 2i�mTjTi + i��T 00j Ti+

�2� 2T 00j T
00
i + ��m�

2T 00j Ti + ��m�
2TjT

00
i + �

2
m�

2TjTi]�'j

[i�T 00j Ti + �
2�T 00j T

00
i + ��m�T

00
j Ti+

��m�TjT
00
i + i�mTjTi + �

2
m�TjTi]'j

	
d�d� =

(7.13)

m+2X
j=m�1

1Z
0

��
1
3

�
�2T 00j T

00
i + ��mT

00
j Ti + ��mTjT

00
i + �

2
mTjTi

�
+ i
2

�
�TjT

00
i + 2�mTjTi + �T

00
j Ti
�
� TjTi

�
�'j�

1
2

�
�2T 00j T

00
i + ��mT

00
j Ti + ��mTjT

00
i + �

2
mTjTi

�
+i
�
�T 00j Ti + �mTjTi

��
'j
	
d� =

(7.14)

m+2X
j=m�1

24 1Z
0

1
3

�
�2T 00j T

00
i + ��mT

00
j Ti + ��mTjT

00
i + �

2
mTjTi

�
+

i
2

�
�TjT

00
i + 2�mTjTi + �T

00
j Ti
�
� TjTi

�
d�
	
�'j+

m+2X
j=m�1

8<:
1Z
0

�
1
2

�
�2T 00j T

00
i + ��mT

00
j Ti + ��mTjT

00
i + �

2
mTjTi

�
+

i
�
�T 00j Ti + �mTjTi

��
d�
	
'j = 0

(7.15)

denklem sistemi elde edilir. (7.15) denklem sistemi eleman matrisleri cinsinden
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h
1
3

�
�2Ce + ��m

�
Be + (Be)T

�
+ �2mA

e
�
+

i
2

�
� (Be)T + 2�mA

e + �Be
�
� Ae

i
�'e+h

1
2

�
�2Ce + ��m

�
Be + (Be)T

�
+ �2mA

e
�
+

i (�Be + �mA
e)]'e = 0

(7.16)

olarak yazabilir. Burada (.)T matrisin transpozunu göstermektedir vem = 0; 1; :::; N�1

olmak üzere

'e =
�
'em�1, '

e
m, '

e
m+1, '

e
m+2

�T (7.17)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri

Ae = Aeij =

1Z
0

TjTid�

Be = Beij =

1Z
0

T
00
j Tid�;

Ce = Ceij =

1Z
0

T
00
j T

00
i d�;

i; j = m� 1;m;m+ 1;m+ 2

(7.18)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Örnek olarak Ae eleman matrisinin elemanlar¬

Ae = Aeji =

1Z
0

TjTid� =26666666666666666664

1Z
0

Tm�1Tm�1d�

1Z
0

Tm�1�md�

1Z
0

Tm�1Tm+1d�

1Z
0

Tm�1Tm+2d�

1Z
0

TmTm�1d�

1Z
0

TmTmd�

1Z
0

TmTm+1d�

1Z
0

TmTm+2d�

1Z
0

Tm+1Tm�1d�

1Z
0

Tm+1Tmd�

1Z
0

Tm+1Tm+1d�

1Z
0

Tm+1Tm+2d�

1Z
0

Tm+2Tm�1d�

1Z
0

Tm+2Tmd�

1Z
0

Tm+2Tm+1d�

1Z
0

Tm+2Tm+2d�

37777777777777777775

(7.19)

şeklinde kübik trigonometrik B-splineler yard¬m¬yla hesaplanabilir. Di¼ger eleman

matrisleride benzer şekilde hesaplanm¬̧st¬r.
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(7.16) denklemi, tüm eleman matrislerinin oluşturdu¼gu matrisler cinsinden

h
1
3

�
�2C + ��m

�
B + (B)T

�
+ �2mA

�
+

i
2

�
�
�
(B)T +B

�
+ 2�mA

�
� A

i
�'+h

1
2

�
�2C + ��m

�
B + (B)T

�
+ �2mA

�
+

i (�B + �mA)]' = 0

(7.20)

olarak gösterilebilir. Burada ' =
�
'�1; '0; :::; 'N ; 'N+1

�T
tüm dü¼güm parametrelerinin

birer vektörüdür ve

' = 'n; �' = 'n+1 � 'n (7.21)

biçiminde tan¬mlanabilir. (7.20) denklemi buna göre düzenlenirse

h
1
3

�
�2C + ��m

�
B + (B)T

�
+ �2mA

�
+

i
2

�
�
�
(B)T +B

�
+ 2�mA

�
� A] ('n+1 � 'n)+h

1
2

�
�2C + ��m

�
B + (B)T

�
+ �2mA

�
+ i (�B + �mA)

i
'n = 0

(7.22)

h
1
3

�
�2C + ��m

�
B + (B)T

�
+ �2mA+

i
2

�
�
�
(B)T +B

�
+ 2�mA

�
� A

�
]'n+1+h

i
2

�
�
�
(B)T +B

�
+ 2�mA

�
� 1

6

�
�2C + ��m

�
B + (B)T

�
+ �2mA

�
�

A� i (�B + �mA)]'n = 0
(7.23)

(N + 3)� (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada �m eleman

de¼geri

�em = �tq jU j
2 = �tq

��a1'm�1 + a2'm + a1'm+1��2 (7.24)

olarak hesaplanabilir. Burada

a1 = sin
2(h
2
) csc(h) csc(3h

2
); a2 =

2
(1+2 cos(h))

; o.ü. (7.25)

dir. (7.23) denklemi, (2.82) s¬n¬r koşullar¬ve trigonometrik B-spline de¼gerleri ile birlikte

kullan¬ld¬¼g¬nda
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U(x0) = a1'�1 + a2'0 + a1'1

'�1 = (U(x0)� a2'0 � a1'1)=a1;

U(xN) = a1'N�1 + a2'N + a1'N+1

'N+1 = (U(xN)� a1'N�1 � a2'N)=a1

(7.26)

olacak şekilde '�1 ve 'N+1 elimine edilerek, (N + 1)� (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine dönüştürülür.

7.2. Başlang¬ç Durumu

(7.23) denklem sisteminde iterasyonu başlatmak için başlang¬ç dü¼güm

noktalar¬ndaki başlang¬ç parametre vektörünün '0 =
�
'0�1; '

0
0; :::; '

0
N ; '

0
N+1

�T
hesaplanmas¬gerekmektedir. Bunun için t = 0 zaman¬nda [x0; xN ] aral¬¼g¬için (2.55)

yaklaş¬m fonksiyonu yeniden düzenlenerek aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

U(x; 0) =
N+1X
m=�1

Tm(x)'
0
m (7.27)

(2.82) s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬ile Çizelge 2.1 birlikte kullan¬ld¬¼g¬nda

b =
3 csc(3h

2
)

4
; o.ü.

U 0(x0) = �b'�1 + 0'0 + b'1 = 0

U 0(xN) = �b'N�1 + 0'N + b'N+1 = 0

U(xm) = a1'm�1 + a2'm + a1'm+1 = f(xm); m = 0; 1; :::; N

(7.28)

elde edilir. (7.27) ve (7.28) kullan¬larak

26666666666666664

�b 0 b

a1 a2 a1

a1 a2 a1
:::

:::
:::

a1 a2 a1

a1 a2 a1

�b 0 b

37777777777777775

26666666666666664

'0�1

'00

'01
...

'0N�1

'0N

'0N+1

37777777777777775
=

26666666666666664

0

f(x0)

f(x1)
...

f(xN�1)

f(xN)

0

37777777777777775
(7.29)
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(N + 3) � (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

çözülerek (7.23) denkleminde iterasyona başlan¬r ve t zaman¬na kadar iterasyon yap¬l¬r.

Bulunan 'n ler (2.55) ifadesinde yerine yaz¬larak her zaman ad¬m¬nda yaklaş¬m

fonksiyonlar¬n¬n de¼gerleri hesaplan¬r.

(7.23) ve (7.29) denklem sistemlerinin çözümü için MATLAB paket program¬

kullan¬lm¬̧st¬r.

7.3. Test Problemleri

Bu k¬s¬mda, kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler yönteminin NLS

denklemine uygulanmas¬sonucunda elde edilen sonuçlar¬n güvenirli¼gini kontrol etmek

amac¬yla iki test problemi üzerinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

7.3.1. Problem (1) (Tek soliton çözümü)

Schrödinger denkleminin tek soliton çözümü

U(x; t) = �

r
2

q
exp i

�
1

2
Sx� 1

4

�
S2 � �2

�
t

�
sech (� (x� St)) (7.30)

ile verilir. Buradaki çözümde, solitonun h¬z¬ S ve büyüklü¼gü de � parametresi

ile belirtilmektedir. Sonuçlar¬n kaŗs¬l¬̧st¬r¬lmas¬ amac¬yla önceki baz¬ çal¬̧smalarda

kullan¬lan de¼gerler kullan¬lacakt¬r. Buna göre, �20 � x � 20 konum aral¬¼g¬nda, q = 2;

S = 4; � = 1 ve � = 2; 4t = 0:005; h = 0:05 parametreleri kullan¬larak hesaplamalar

yap¬lm¬̧st¬r. Kompleks de¼gerli U fonksiyonunun modülü � = 1 için,

jU j = sech(x� 4t) (7.31)

dir ve bu ifade 4 h¬z¬yla sa¼ga do¼gru sabit h¬zla ilerleyen solitonu belirtmektedir.

Program t = 2:5 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬larak elde edilen L1 ve korunum sabitlerinin

de¼gerleri Çizelge 7.1 de verilmi̧stir. t = 0 ve t = 2:5 zamanlar¬nda solitonun modülünün

ilerlemesi Şekil 7.1 de gösterilmi̧stir. L1 hata gra�¼gi de Şekil 7.2 de, (yaklaş¬k

sonuç-tam sonuç) için hata de¼gerleri Şekil 7.3 de verilmi̧stir. Buradan, hatan¬n x = 10

civar¬nda oldu¼gu ve s¬n¬r de¼gerlerinden kaynaklanmad¬¼g¬görülmektedir.
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Çizelge 7.1. 4t = 0:005; h = 0:05 için L1 hata normlar¬ve korunum sabitleri

t C1 C2 L1

0 2 7:333317 0

0:5 1:999995 7:397310 0:005959

1 1:999989 7:461297 0:014132

1:5 1:999984 7:525253 0:024599

2 1:999978 7:589189 0:038165

2:5 1:999973 7:653129 0:055368

Şekil 7.1. h = 0:05 ve 4t = 0:005 için t = 0 ve t = 2:5 zamanlar¬ndaki jU j
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Şekil 7.2. h = 0:05 ve 4t = 0:005 için t = 2:5 zamanlar¬ndaki mutlak hata

Şekil 7.3. h = 0:05 ve 4t = 0:005 için t = 2:5 zamanlar¬ndaki hata

Bununla birlikte M t = 0:005; h = 0:02 de¼gerleri için hesaplama yap¬ld¬¼g¬nda yöntem
için en iyi sonuçlar¬n elde edildi¼gi görülmektedir (Çizelge 7.2). t = 0 ve t = 2:5
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zamanlar¬nda solitonun modülünün ilerlemesi Şekil 7.4�de, L1 hata gra�¼gi de Şekil

7.5�de, (yaklaş¬k sonuç-tam sonuç) için hata de¼gerleri de Şekil 7.6�da gösterilmi̧stir.

Çizelge 7.2. 4t = 0:005; h = 0:02 için L1 hata normlar¬ve korunum sabitleri

t C1 C2 L1

0 2 7:333333 0

0:5 1:999994 7:333275 3� 10�5

1 1:999989 7:333218 5� 10�5

1:5 1:999984 7:333161 6:4� 10�4

2 1:999978 7:333103 7.3� 10�4

2:5 1:999973 7:333046 9:1� 10�5

Şekil 7.4. h = 0:02 ve 4t = 0:005 için t = 0 ve t = 2:5 zaman¬ndaki jU j
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Şekil 7.5. h = 0:02 ve 4t = 0:005 için t = 2:5 zaman¬nda mutlak hata

Şekil 7.6. h = 0:02 ve 4t = 0:005 icin t = 2:5 zaman¬nda hata

Daha önceden yap¬lan baz¬say¬sal çözüm çal¬̧smalar¬ile kaŗs¬laşt¬rma yapabilmek

için Çizelge 7.3 ve Çizelge 7.4�de genlik=1 ve genlik=2 için farkl¬ konum ve zaman

ad¬mlar¬nda L1 ve cC1 ve cC2 de¼gerleri verilmi̧stir. Burada cC1 = C1�C10
C10

ve cC2 = C2�C20
C20

olarak al¬nm¬̧st¬r. C1 veC2; t = 1 zaman¬ndaki korunum de¼gerlerini, C10 veC20 de¼gerleri

de t = 0 zaman¬ndaki korunum de¼gerlerini göstermektedir.
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Çizelge 7.3. t = 1 zaman¬nda genlik=1 için sonuçlar

h 4t L1 cC1 cC2
0:05 0:005 0:014132 �0:00001 0:01745

0:3125 0:02 0:104141 0:00024 0:13101

0:02 0:005 0:000050 �0:00001 �0:00002

0:05 0:001 0:021765 0:00000 0:02696

0:08 0:002 0:019854 0:00000 0:02458

0:3125 0:0026 0:134831 0:00025 0:171161

Çizelge 7.4. t = 1 zaman¬nda genlik=2 için sonuçlar

h 4t L1 cC1 cC2
0:1 0:05 1:115394 �0:00772 -0:72020

0:02 0:05 0:131335 �0:00394 �0:09976

0:01 0:005 3:268353 �0:00660 �1:02942

0:02 0:005 0:000388 �0:00002 �0:00032

0:02 0:0001 0:341420 0:000001 0:25980

0:05 0:0012 0:029885 -0:00024 0:01903

7.3.2. Problem (2) (·Iki soliton dalgan¬n çarp¬̧smas¬)

Z¬t yönde hareket eden iki solitonun çarp¬̧smas¬t = 0 başlang¬ç an¬nda,

U(x; 0) = �1
q

2
q
exp i(

�
S1
2
(x� x1)

�
sech (�1 (x� x1))+

�2
q

2
q
exp i(

�
S2
2
(x� x2)

�
sech (�2 (x� x2))

(7.32)

ile verilir. Burada tepe noktalar¬x1 ve x2, [a; b] konum aral¬¼g¬nda genlikleri �1
q

2
q

ve �2
q

2
q
de¼gerleri ile belirtilmektedir. ·Iki soliton çarp¬̧smas¬ test probleminde q =

2, �1 = 1, �2 = 1, S1 = �4, S2 = 4, x1 = 10, x2 = �10 parametre de¼gerleri

al¬narak �20 � x � 20 konum aral¬¼g¬nda t = 5 zaman¬na kadar program çal¬̧st¬r¬larak

hesaplama yap¬lm¬̧st¬r.

Soliton dalgalar¬ başlang¬ç konumlar¬ndan birbirlerine z¬t yönde harekete

başlad¬ktan bir süre sonra çarp¬̧sarak şekillerinde herhangi bir de¼gi̧siklik olmadan
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yollar¬na devam etmektedirler. Dalga hareketleri ve çarp¬̧sma modellemesi h = 0:02,

4t = 0:005 de¼gerleri için Şekil 7.7�de verilmi̧stir. Korunum de¼gerlerinin zaman

içerisinde de¼gi̧smeden kalmas¬ beklenmektedir. Çizelge 7.5�de h = 0:1, 4t = 0:01

de¼gerleri için, Çizelge 7.6�de h = 0:01, 4t = 0:01 de¼gerleri için ve Çizelge 7.7�de

h = 0:01, 4t = 0:01 de¼gerleri için korunum de¼gerlerinin farkl¬zamanlardaki de¼gi̧simi

verilmi̧stir.

Çizelge 7.5. h = 0:1; 4t = 0:01 için korunum sabitleri

t C1 C2 t C1 C2

0 4:000000 14:666150 3 4:000553 14:563420

0:5 3:999924 14:506014 3:5 4:000460 14:742422

1 3:999851 14:355495 4 4:000338 15:037575

1:5 3:999779 14:213780 4:5 4:000189 15:392817

2 3:999710 14:079742 5 4:000022 15:748364

2:5 4:000119 14:125999

Çizelge 7.6. h = 0:01; 4t = 0:01 için korunum sabitleri

t C1 C2 t C1 C2

0 4:000000 14:666150 3 3:999477 13:559655

0:5 3:999902 14:497650 3:5 3:999398 13:403474

1 3:999807 14:330466 4 3:999321 13:252378

1:5 3:999715 14:164735 4:5 3:999247 13:252378

2 3:999626 13:998468 5 3:999175 12:955779

2:5 3:999548 13:773531

Çizelge 7.7. h = 0:02; 4t = 0:005 için korunum sabitleri

t C1 C2 t C1 C2

0 4:000000 14:666666 3 3:999954 14:143332

0:5 3:999988 14:582139 3:5 3:999943 14:076092

1 3:999976 14:498276 4 3:999932 14:014161

1:5 3:999964 14:414954 4:5 3:9999920 13:955311

2 3:999953 14:331028 5 3:999909 13:897685

2:5 3:999954 14:232133
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t=0 t=1

t=2 t=2.5

t=3 t=4

t=5 t=6

Şekil 7.7. ·Iki soliton dalgan¬n çarp¬̧smas¬

Çizelgelerden görülmektedir ki, konum ve zaman ad¬m¬n¬n özel seçimi korunum

sabitlerinin yaklaş¬k de¼geri analitik de¼gere yak¬nlaşmay¬ sa¼glamakta fakat yöntem

soliton dalgalar¬n çarp¬̧smadan sonra şeklini de¼gi̧stirmeden yoluna devam etti¼gi durumu

az bir hata ile modelleyebilmektedir.
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NLS denklemi, kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ ile en küçük kareler

yöntemi kullan¬larak say¬sal olarak çözülmüştür. Hesaplanan de¼gerlerin daha önceden

yap¬lm¬̧s çal¬̧smalarda elde edilen sonuçlar ile uyumlu oldu¼gu görülmüştür. Bu nedenle

kübik trigonometrik B-spline en küçük kareler yönteminin makul sonuçlar verdi¼gi

söylenebilir.
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8. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu k¬s¬mda AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS gibi lineer ve lineer olmayan

baz¬k¬smi türevli diferensiyel denklemlerin say¬sal çözümü için önerilen trigonometrik

B-spline en küçük kareler metodu ile elde edilen sonuçlar tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak, sonlu

elemanlar say¬sal çözüm yöntemine dayanan en küçük kareler metodu önerilmi̧stir.

Trigonometrik B-spline en küçük kareler metodu ile lineer AD, lineer olmayan RLW,

Burgers, Fisher ve NLS k¬smi diferansiyel denklemleri say¬sal çözülmüş, çeşitli test

problemleri kullan¬larak yöntemin do¼grulu¼gu de¼gerlendirilmi̧stir. Yöntem uygulan¬rken

kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬kullan¬lm¬̧st¬r. En küçük kareler yönteminin

yap¬s¬gere¼gi önce konum parçalanmas¬ ile çözüm algoritmas¬oluşturulmuş ard¬ndan

da zamana göre ayr¬̧st¬rma yap¬lm¬̧st¬r. Lineer olmayan k¬smi diferansiyel denklemleri

çözerken lineerleştirme yapt¬¼g¬m¬z için sonuçlar¬iyileştirebilmek amac¬yla iç iterasyon

kullan¬lm¬̧s, fakat iterasyon say¬s¬n¬n artmas¬ sonuçlar¬n iyileşmesini sa¼glamam¬̧s,

baz¬ durumlarda da sonuçlar¬n bozulmas¬na neden olmuştur. Bu nedenle çözüm

algoritmalar¬nda iç iterasyon kullan¬lmam¬̧st¬r. Test problemlerinin çözümü için

problemin yap¬s¬na göre farkl¬ zaman ve konum ad¬mlar¬ ile çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bulgular

çizelge ve şekiller ile gösterilmi̧stir. Elde edilen algoritmalar¬n çözülmesi için MATLAB

paket program¬kullan¬lm¬̧st¬r.

AD denklemi, farkl¬ difüzyon katsay¬lar¬ "�" ve farkl¬ ak¬̧s h¬z¬ "�" parametre

de¼gerleri içeren dört test problemi ile say¬sal çözümleri üzerine çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Birinci

ve ikinci test problemlerinde L1 hata normu, üçüncü ve dördüncü test problemlerinde

L2 ve L1 hata normlar¬ hesaplanm¬̧st¬r. Buna göre, konum ve zaman ad¬mlar¬n¬n

küçük seçilmesinin sonuçlar¬n iyileşmesini sa¼glad¬¼g¬ görülmüştür. Dahas¬ zaman

ad¬m¬n¬n küçük olmas¬n¬n bu iyileşmede daha fazla etkili oldu¼gu tespit edilmi̧stir.

K¬smi diferansiyel denklemin lineer olmas¬da yöntemin do¼grulu¼gu üzerinde olumlu etki

gösterdi¼gi düşünülmüştür. Üçüncü test probleminde, literatürde daha çok görülen

konum aral¬¼g¬metre cinsinden olup, bu çal¬̧smada konum ad¬m¬n¬n küçük seçilebilmesi

amac¬yla kilometre cinsinden al¬nm¬̧st¬r.
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RLW denklemi üç test problemi ile çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Birinci test probleminde RLW

denkleminin tek dalga hareketini modelleyen problemin say¬sal çözümü çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

·Iki farkl¬genlik de¼geri kullan¬larak yap¬lan çözümlerde büyük genlik de¼geri için hata

normlar¬n¬n daha küçük oldu¼gu gözlemlenmi̧stir. Bunun sebebinin küçük genlik

kulland¬¼g¬m¬zda hatalar¬n uç k¬s¬mlarda gelmesinden kaynaklanmaktad¬r. S¬n¬rlardaki

bu hatalar¬ indirgemek için çözüm aral¬¼g¬ geni̧sletilmi̧stir. Her iki genlik de¼geri

içinde korunum de¼gerinin analitik sonuçlar¬ ile say¬sal sunuçlar¬n¬n uyumlu oldu¼gu

görülmüştür.

·Iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬ test problemi iki farkl¬ durum için incelenmi̧stir. Dalga

çarp¬̧smas¬probleminin analitik çözümü mevcut olmad¬¼g¬için sadece korunum de¼gerleri

hesaplanm¬̧st¬r. Say¬sal sonuçlar¬n zaman içerisinde bir miktar bozulmaya u¼grad¬¼g¬

görülmüştür. Şekil 4.7�de dalga çarp¬̧smas¬simülasyonu verilmi̧s olup, genli¼gi büyük

olan dalgan¬n küçük genlikli dalgay¬yakalayarak çarp¬̧sman¬n gerçekleşti¼gi ve ard¬ndan

şekilde bariz bir bozulma olmadan yollar¬na devam etti¼gi görülmektedir. ·Ikinci

durumda sonuçlar daha iyi olmakla birlikte korunum de¼gerlerinde küçük bozulmalar

gözlemlenmi̧stir.

Dalga oluşumu test probleminde "d" parametresinin iki farkl¬ de¼geri için say¬sal

çözüm yap¬lm¬̧st¬r. Sonuçlar¬de¼gerlendirmek için korunum de¼gerleri hesaplanm¬̧st¬r.

Farkl¬ zamanlarda farkl¬ korunum de¼gerleri elde edilmesi de¼gerlendirme yap¬lmas¬na

uygun olmad¬¼g¬ndan lineer art¬̧s oran¬n¬ gösteren M1 =
dC1
dt
, M2 =

dC2
dt
, M3 =

dC3
dt
de¼gerleri hesaplanarak Çizelge 4.9 ve 4.10�da verimi̧stir. Bu sonuçlar¬n önceki

çal¬̧smalar ile uyumlu oldu¼gu görülmüştür.

Burgers denklemi için de iki farkl¬test probleminin say¬sal çözümü yap¬larak elde

edilen veriler de¼gerlendirilmi̧stir. Birinci test problemi, farkl¬konum ve zaman ad¬mlar¬

kullan¬larak x 2 [0; 1] konum aral¬¼g¬nda hesaplanm¬̧s, say¬sal ve analitik de¼gerler

k¬yaslanm¬̧st¬r. Yöntemin do¼grulu¼gunu önceki çal¬̧smalar ile kaŗs¬laşt¬rmak amac¬yla

kek1 hata normu kullan¬lm¬̧st¬r. Sonuçlar¬n, küçük konum va zaman ad¬mlar¬ için

iyileşti¼gi ve önceki çal¬̧smalar ile uyumlu oldu¼gu görülmüştür.

·Ikinci test probleminde farkl¬konum ve zaman ad¬mlar¬için hesaplama yap¬lm¬̧st¬r.

L2 ve L1 hata normlar¬hesaplanm¬̧s ve konum ve zaman ad¬mlar¬n¬n küçük seçilmesi ile
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hata de¼gerlerinin de küçüldü¼gü görülmüştür. Şekil 5.3 de � = 0:005 gibi küçük viskozite

de¼geri için say¬sal ve analitik çözüm bir arada gösterilmi̧s ve çözümlerin uyumlu oldu¼gu

görülmüştür.

Fisher denkleminin iki test problemi için say¬sal çözümü yap¬lm¬̧st¬r. Birinci test

probleminde L2 ve L1 hata normlar¬literatürde s¬k kaŗs¬laş¬lan parametre de¼gerleri ve

konum ve zaman ad¬mlar¬kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r.

·Ikinci test problemi titreşim pro�li başl¬¼g¬ ile verilmi̧stir. Bu test probleminin

analitik çözümü olmad¬¼g¬için sonuçlar¬n de¼gerlendirilmesi amac¬yla ba¼g¬l hata normu

(Rel) kullan¬lm¬̧st¬r. Farkl¬konum aral¬klar¬ için çözümler Çizelge 6.6, 6.7 ve 6.8�de

gösterilmi̧stir. Her iki test problemininde önceki çal¬̧smalar ile tatmin edici düzeyde

uyumlu oldu¼gu görülmüştür.

NLS denklemi tek soliton çözümü ve iki soliton dalgan¬n çarp¬̧smas¬başl¬klar¬ile iki

farkl¬test probleminin say¬sal çözümü yap¬larak incelenmi̧stir. Bu denklem kompleks

terim içerdi¼gi için, literatürde genellikle say¬sal çözüm bulunurken çözüm fonksiyonu

reel ve sanal k¬s¬mlara ayr¬lmaktad¬r. Fakat bu çal¬̧smada U say¬sal çözümü sanal ve

reel terim ayr¬̧st¬rmas¬yap¬lmadan kullan¬lm¬̧st¬r. Tek soliton çözümü test probleminde

L1 hata normu 4t = 0:005, h = 0:05; 0:02 de¼gerleri için hesaplanm¬̧st¬r. h = 0:02

konum ad¬m¬için hata normunun daha küçük oldu¼gu gözlemlenmi̧stir.

·Iki solitonun çarp¬̧smas¬ test problemi farkl¬ konum ve zaman ad¬mlar¬ için

çözülmüş ve korunum de¼gerleri Çizelge 7.5, 7.6 ve 7.7�de verilmi̧stir. Burada korunum

de¼gerlerinin zaman içinde az da olsa bozulmaya u¼grad¬¼g¬görülmektedir. Şekil 7.7�de

z¬t yönlü hareket eden iki soliton dalgan¬n çarp¬̧sma an¬ndan sonra genliklerinde ufak

bir de¼gi̧siklik oluşarak yollar¬na devam ettikleri görülmektedir. Sonuçlar¬n yüksek

do¼grulukda olmamakla birlikte kabul edilebilir oldu¼gu söylenebilir.
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9. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tez çal¬̧smas¬nda AD, RLW, Burgers, Fisher ve NLS denklemlerinin

trigonometrik B-spline en küçük kareler metodu ile say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Toplam 9 bölümden oluşan çal¬̧sman¬n ikinci bölümünde yöntemin daha kolay

anlaş¬labilmesi için baz¬temel bilgi ve kavramlar hakk¬nda k¬sa aç¬klamalar yap¬lm¬̧st¬r.

Trigonometrik B-spline en küçük kareler metodu uygulan¬rken kübik B-spline

fonksiyonlar¬kullan¬lm¬̧st¬r. Kullan¬lan yöntem gere¼gi zaman ayr¬̧st¬rmas¬yap¬lmadan,

öncelikle konum ayr¬̧st¬rmas¬ uygulanm¬̧st¬r. Konum ayr¬̧st¬rmas¬nda kullan¬lan "h"

konum ad¬m¬n¬n uzunlu¼gunun küçük seçilmesi, ayn¬ zamanda zaman ad¬m¬n¬n da

küçük seçilmesi sonuçlar¬n iyileşmesini sa¼glam¬̧st¬r. Konum ad¬m¬n¬n 1�den büyük

oldu¼gu durumlarda sonuçlarda ciddi bozulmalar ile kaŗs¬laş¬lm¬̧st¬r. Bu nedenle AD

denkleminin üçüncü test probleminde metre cinsinden olan konum aral¬¼g¬km cinsine

çevrilerek konum ad¬m¬n¬n 1�den küçük al¬nabilmesi sa¼glanm¬̧st¬r.

AD denkleminin say¬sal çözümünden elde edilen sonuçlar, denklemin lineer olmas¬

sebebiyle di¼ger denklemlerden elde edilen sonuçlardan daha iyi olarak gelmi̧stir. Hatta

birinci test probleminde analitik çözüm trigonometrik oldu¼gu için B-spline fonksiyonlar¬

ile uyum göstermi̧s ve sonuçlara olumlu yönde etki etmi̧stir. AD denklemi için çözümü

yap¬lan di¼ger test problemlerinden de iyi sonuçlar elde edilmi̧stir.

RLW denklemi için çal¬̧s¬lan üç test probleminden birincisinde tek dalga çözümü

say¬sal olarak yap¬lm¬̧st¬r. ·Iki farkl¬ genlik kullan¬larak bulunan sonuçlardan büyük

genlikli durumda elde edilen de¼gerlerin daha iyi oldu¼gu görülmüştür. ·Iki dalgan¬n

çarp¬̧smas¬test probleminde korunum de¼gerlerinde bir miktar bozulma gerçekleşmi̧stir.

Fakat kabul edilebilir s¬n¬rlar içinde bir fark oldu¼gu söylenebilir. Dalga oluşumu test

probleminde ard¬̧s¬k dalga oluşumunun başar¬ile modellenebildi¼gi ve önceki çal¬̧smalar

ile uyumlu oldu¼gu görülmüştür.

Burgers denklemi iki farkl¬ test problemi ile incelenmi̧stir. Birinci problemde

birçok farkl¬ zaman ve konum ad¬m¬ için kek1 hata normu hesaplanm¬̧st¬r. Hata

normu zaman ve konum ad¬mlar¬n¬n küçülmesine paralel olarak küçülmektedir, ayr¬ca

farkl¬vizkozite de¼gerleri için yap¬lan hesaplamalarda say¬sal çözüm ile analitik çözüm
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uyumludur. Burgers denkleminin analitik çözümün bozuldu¼gu � < 0:01 vizkozite

de¼geri için � = 0:001 al¬narak bulunan say¬sal çözümün dalga hareketini modelledi¼gi

görülmektedir (Bkz. Şekil 5.1). ·Ikinci test probleminde de benzer şekilde farkl¬konum

ve zaman ad¬mlar¬ ile çal¬̧s¬lm¬̧s ve � = 0:5 vizkozite de¼geri için elde edilen say¬sal

çözümlerden en iyi sonuç h = 0:01 ve 4t = 0:01 de¼gerleri için bulunmuştur. � = 0:005

için yap¬lan say¬sal ve analitik çözümlerin birbiri ile uyumlu oldu¼gu görülmüştür (Bkz.

Şekil 5.3).

Fisher denklemi için iki test problemi ile yöntemin uygulamas¬ yap¬lm¬̧st¬r.

Literatürdeki çal¬̧smalar ile kaŗs¬laşt¬rma yapabilmek amac¬yla belirlenen parametre

de¼gerleri ile çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Buna göre birinci test probleminde üç farkl¬� parametresi için

iki farkl¬konum ad¬m¬ile hesaplamalar yap¬lm¬̧st¬r. Farkl¬zamanlar için L2 ve L1 hata

normlar¬Çizelge 6.1�de verilmi̧s olup sonuçlar¬n, benzer çal¬̧smalar ile k¬yasland¬¼g¬nda

kabul edilebilir s¬n¬rlar içinde oldu¼gu görülmüştür. ·Ikinci test problemi başlang¬ç

titreşim pro�li başl¬¼g¬ ile verilmi̧stir. Farkl¬ zaman aral¬klar¬ için say¬sal çözümler

Şekil 6.6, 6.7 ve 6.8�de gösterilmi̧stir. Problemin analitik çözüm olmad¬¼g¬için sonuçlar

ba¼g¬l hata (Rel) ile hesaplanm¬̧s ve Çizelge 6.2�de verilmi̧stir. Sonuçlar¬n literatürdeki

çal¬̧smalar ile uyumlu oldu¼gu görülmüştür.

NLS denklemi, tek soliton dalga ve iki soliton dalgan¬n çarp¬̧smas¬ başl¬klar¬ ile

verilen iki test probleminin say¬sal çözümü ile çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Tek soliton dalga çözümü

için iki farkl¬konum ve zaman ad¬m¬de¼geri ile hesaplamalar yap¬lm¬̧st¬r. Korunum

de¼gerleri ve L1 hata normu verileri Çizelge 7.1 ve 7.2�de verilmi̧stir. Şekil 7.1 ve

7.2�de jU j�nun konuma göre de¼gi̧simi gösterilmi̧stir. Elde edilen de¼gerlerin makul

s¬n¬rlar içinde oldu¼gu söylenebilir. ·Iki soliton dalgan¬n çarp¬̧smas¬test probleminde z¬t

yönlerde birbirine do¼gru hareket eden iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬ve sonras¬ndaki durumlar¬

modellenmi̧stir (Bkz. Şekil 7.7). Çarp¬̧smadan sonra iki dalgan¬n yollar¬na devam

etti¼gi, fakat dalgalar¬n çarp¬̧sma sonras¬nda şekillerinde bir miktar bozulma oldu¼gu

görülmüştür. Farkl¬ konum ve zaman ad¬mlar¬ için hesaplanan korunum de¼gerleri

Çizelge 7.5, 7.6 ve 7.7�de verilmi̧stir. h = 0:01 ve 4t = 0:01 de¼gerleri için korunum

de¼gerlerinin en iyi oldu¼gu görülmüştür. NLS denklemi ile yap¬lan çal¬̧smada sonuçlar¬n

kabul edilebilir de¼gerlerde oldu¼gu söylenebilir.
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Sonuç olarak, trigonometrik B-spline en küçük kareler metodu AD, RLW, Burgers,

Fisher ve NLS k¬smi diferensiyel denklemlerinin say¬sal çözümleri için başar¬ ile

uygulanm¬̧st¬r. En küçük kareler yönteminde lineerleştirmeden kaynakl¬ hatalar¬

indirgeyebilmek için uygulad¬¼g¬m¬z iç iterasyonun iyi sonuçlar vermemesi sonuçlar¬n

iyileşmesi anlam¬nda s¬n¬rlay¬c¬ etki göstermi̧stir. Bu nedenle algoritmalarda iç

iterasyon kullan¬lmam¬̧st¬r. Zaman ve konum ad¬m¬ de¼gerleri de¼gi̧stirilerek birçok

kez hesaplama yap¬lm¬̧s ve küçük konum ve zaman ad¬mlar¬n¬n seçiminin sonuçlar¬n

iyileşmesinde etkili oldu¼gu görülmüştür. Fakat, bu durumda da i̧slem maliyetinin

artt¬¼g¬ve bir yerden sonra da bigisayarda bellek aş¬m¬gerçekleşti¼gi tespit edilmi̧stir. Bu

anlamda, ileride yap¬lacak çal¬̧smalarda sonuçlar¬n hata de¼gerlerini küçültmek amac¬yla

en küçük kareler yöntemi zaman parçalanmas¬ile birlikte kullan¬labilir. Trigonometrik

B-spline fonksiyonlar¬ için en iyi konum ad¬m¬stratejisi için çal¬̧sma yap¬labilir. Bu

çal¬̧smada yaln¬zca kübik trigonometrik B-spline fonksiyonlar¬ile çal¬̧s¬lm¬̧s olup, farkl¬

dereceden B-spline�lar ile çal¬̧s¬labilir.
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