Lie Cebirlerin Caprazlanmis Modiillerinin ve 2-Caprazlanmis Modiillerinin Escarpimi
Sultan Kaplan
YUKSEK LISANS TEZI
Matematik - Bilgisayar Anabilim Dali

ARALIK 2020



Coproduct Of Crossed Modules and 2-Crossed Modules For Lie Algebras
Sultan Kaplan
MASTER OF SCIENCE THESIS
Department of Mathematics - Computer

DECEMBER 2020



Lie Cebirlerin Caprazlanmis Modiillerinin ve 2-Caprazlanmis Modiillerinin Esgarpimi

Sultan Kaplan

Eskisehir Osmangazi Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Lisanstistli Yonetmeligi Uyarinca
Matematik - Bilgisayar Anabilim Dali
Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim Dal1
YUKSEK LISANS TEZI

Olarak Hazirlanmistir

Danisman: Dog¢. Dr. Ummahan Ege Arslan

ARALIK 2020



ETIiK BEYAN

Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kilavuzuna
gore, Do¢. Dr. Ummahan Ege Arslan danismanliginda hazirlamis oldugum “Lie Cebirlerin
Caprazlanmis Modiillerinin ve 2-Caprazlanmis Modiillerinin Escarpimi” baslikli
tezimin 0zgiin bir ¢calisma oldugunu; tez ¢alismamin tiim agsamalarinda bilimsel etik ilke ve
kurallara uygun davrandigimi; tezimde verdigim bilgileri, verileri akademik ve bilimsel etik
ilke ve kurallara uygun olarak elde ettigimi; tez ¢caligmamda yararlandigim eserlerin tiimiine
atif yaptigimi ve kaynak gosterdigimi ve bilgi, belge ve sonuclart bilimsel etik ilke ve

kurallara gére sundugumu beyan ederim. .../.../20...

Sultan Kaplan



vi

OZET

Lie cebirlerin ¢aprazlanmis modiiller ve 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisinin
esgarpim objesinin belirlenmesi uizerine hazirlanan bu tezde oncelikle Lie cebir etkisi ve Lie
caprazlanmis modiil kategorisi tanitilmistir. Daha sonra Lie cebirler icin 2-quasi
caprazlanmis modiil tanimi yapilarak 2-¢aprazlanmis modiiller ile iliskisini igeren sonuglara
yer verilmistir. Bu iki kategori arasinda ek funktor ikilisinin mevcut oldugu goriilmiistiir.
Lie cebirler i¢in 2-quasi ¢aprazlanmis modiil kategorisinin es¢arpim objesi belirlenerek bu
kategoriden Lie cebirlerin 2-caprazlanmis modiiller kategorisine tanimlanan ve esgarpim

objesini koruyan uygun funktor ile istenilen escarpim objesi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie Cebirlerin 2-Caprazlanmig Modiilleri, Lie Cebirlerin 2-Quasi
Caprazlanmis Modiilleri, Lie Etkisi, Escarpim Obje
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SUMMARY

In this thesis prepared on the determination of the coproduct object of the category
of crossed modules and 2-crossed modules of Lie algebras, firstly Lie algebra action and the
category of crossed module on Lie algebras are introduced. Then by defining 2-quasi crossed
module for Lie algebras the results including the relationship with 2-crossed modules are
given. It is observed that there is a pair of adjoint functors between these two categories. The
coproduct object of the category of 2-quasi crossed module for Lie algebras is constructed,
and the desired coproduct object is obtained with the appropriate functor, which is defined

from this category to the 2-crossed modules category of Lie algebras.

Keywords: 2-Quasi Crossed Modules of Lie Algebras, 2-Crossed Modules of Lie
Algebras, Lie Action, Coproduct Object
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1. GIRIS VE AMAC

Matematikte, var olan yapilardan yeni yapilar elde etme arayisi ¢esitli igeriklerde
karsimiza ¢ikar. Bunun en basit 6rnegi olarak iki kiimenin kartezyen ¢arpiminin bir kiime
olarak elde edilmesi verilebilir. Kategori Teori’de ise bu durum ilgili kategoriye ait iki obje
yardimiyla yeni bir objenin nasil elde edilebilecegi problemi seklinde karsilik bulur. Bu
tezde ilgilenecegimiz escarpim obje herhangi bir kategorinin iki objesi i¢in su sekilde

tanimlanir:

X bir kategori, L ve L' de K nin objeleri olsun. K nin herhangi bir N objesi ve

morfizmleri

fL L —- N
ve

f L' - N
olmak {izere

gr - L — M
ve

gy L' — M

morfizmleri yardimiyla

L—>M<—L

N

N
diyagramini degismeli yapacak bir tek

h: M — N

morfizmi varsa M objesine L ve L' es¢arpimi denir.

Lie cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil kategorisinde escarpim objenin varligi ise
ayni tabanli ¢aprazlanmis modiil kategorisinde 6n ¢aprazlanmis modiil olarak elde edilen
escarpim objenin 6n ¢aprazlanmis modiil kategorisinden gaprazlanmis modiil kategorisine

es¢arpimi koruyan uygun bir funktor ile tasinmasiyla elde edilir.



Bu tezde amacimiz, bu yontemi Lie cebirlerin ¢aprazlanmis modiil kategorisinden
bir boyut daha yiiksek olan Lie cebirlerin 2-¢aprazlanmis modiil kategorisi i¢in uygulayarak
escarpim objesini elde etmektir. Bu durumda uygun funktorun belirlenmesi i¢in oncelikle
Lie 2-quasi caprazlanmis modiil kategorisinin tanimlanmasi ve escarpim objesinin
belirlenmesi gerekecektir. Daha sonra bu kategori ile Lie 2-¢aprazlanmis modiil kategorisi
arasindaki funktorsal bagintilar incelenecek ve tanimlanan esgarpim objesini koruyan

uygun funktor yardimiyla istenilen obje elde edilmis olacaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Whitehead (1941; 1946; 1949)’da gruplar iizerinde ilk defa caprazlanmis modiil
yapist kavramini homotopi 2-tiplerin cebirsel bir modellemesi olarak tanimlamistir. Gruplar
tizerinde bu kavramla ilgili yapilan ¢aligmalardan bazilar1 (Brown, 1982; Brown, 1984;
Brown ve Higgins, 1981; Brown ve Higgins, 1982; Brown ve Huebschmann, 1981)
seklinde siralanabilir. Dahasi, Dedecker ve Lue (1966)’da asosyatif cebirler iizerinde
caprazlanmis modiil kavramini ortaya atmistir. Caprazlanmis modiil kavraminin degismeli
cebirdeki tanim1 Porter (1986) tarafindan verilmistir. Ayn1 zamanda, farkli adlandirmalarla
caprazlanmis modil kavrami tamimiyla karsilasilabilmektedir (Lichtenbaum ve
Schlessinger, 1967; Gerstenhaber, 1966). Daha sonra, ¢caprazlanmis modiil kavramiyla ilgili
degismeli cebirler iizerinde bircok calisma yapilmistir (Arvasi ve Porter, 1996; Arvasi ve
Ege, 2003). M. Sophus Lie’nin 1873’teki ¢alismasina dayanan Lie cebir kavrami iizerine

caprazlanmis modiil tanimi ise (Kassel ve Loday, 1982) tarafindan verilmistir.

Homotopi 3-tiplere model olusturmak i¢in gruplar iizerinde yeni bir cebirsel yap1 olan
2-gaprazlanmis modiil kavramini ise Conduché (1984) tanimlamistir. Bu kavramin Lie cebir
versiyonu Ellis (1993)’de yer almaktadir.

Cesitli cebirsel yapilar iizerinde tanimlanmis ¢aprazlanmis ve 2-¢caprazlanmis modiil
kategorileri i¢in es ¢arpim objenin belirlenmesine dair c¢alismalar mevcuttur. Bu
caligmalardan bazilari, gruplarin ¢aprazlanmis modiil kategorisi i¢in Brown (1984), Emir
(2012), cebirlerin ¢aprazlanmis modiil kategorisi i¢in Shammu (1992), cebiroidlerin
caprazlanmis modiil kategorisi i¢in Ak¢a ve Avcioglu (2002), Lie cebirlerin ¢aprazlanmig
modiil kategorisi i¢in Ellis (1993), gruplarin 2-caprazlanmis modiil kategorisi i¢in Carrasco
ve Porter (2015) ve degismeli cebirlerin 2-caprazlanmis modiil kategorisi i¢cin Emir (2019)
in ¢aligmalar seklinde siralanabilir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Lie cebirleri, etkisi ve Lie cebirleri tizerinde ¢aprazlanmis modiil kavrami

ile ilgili iler1 boliimlerde kullanilan bazi temel tanim ve 6zelliklere yer verilmistir.

3.1 Lie Cebirleri

Tamim 1 T degismeli ve 11 birimine sahip bir halka ve S bu halka tizerinde bir modiil olmak

lizere

L]: SxS — S
(81,82) — [81,82]

iki lineer (bilineer) doniigiimii her sy, so, s3 € S icin

(l) [81752] =0

(ii.) [s1,[s2,s3]] + [s2, [s3, s1]] + [s3, [s1,52]] =0

esitliklerini sagliyorsa S T-modiiliine bir Lie T-cebir adi verilir.

Her s1,s9 € S icin

0 [s1 + S2, 81 + S9] (. (7))
= [s1,81 + S2] + [s2, 51 + s (.- [,] bilineer)
= [s1,81] + [s1, 82] + [s2, 81] + [s2,82] (. [,] bilineer)
= 0+ [s1,52] + [s2,51] +0 (" (4))

= [s1,89] + [s2, 1]
vazilabilir. Boylece,
[51, 2] = —[s2, 51]

elde edilir.
Vs € S i¢in
5,0] = 5,0+ 0] = [,0] + 5, 0]

vaziulwr. Buradan,
[5,0] =0



bulunur. Benzer sekilde,

oldugu gosterilebilir. Vs, sy € S i¢in
0 =

yazilw. Buradan,

esitligi elde edilir. Benzer sekilde,

[81,82] = [82, —81]
bulunur. Béylece,
—[82751] = [81752] = [—52,31] = [82, —81]
esitlikleri gegerlidir. |, ] birlesme ozelligine sahip degildir, ancak
[[s1,82],s1]] = —[s1, [s1, 82]]
= [s1,—[s1, 52]]
= [s1,[s2, 51]]
esitligi gecerlidir. Ayrica, Vs1, sa, S35 € S i¢in
[s1,[s2,83]] = —[s2, [s3,51]] — [53, [51, 52]]
- [827 _[837 31“ + [[Sla SQ]a 83]
= [827 [517 53]] + [[517 52]? 83]

olur.

Ornek 1 S bir T-cebir olmak iizere
L[]: SxS — S
(s1,82) > [s1,82] = s189 — $281
doniigiimii bilineerdir. Ayrica, s, s1, So, 53 € S i¢in
[s,8] = ss—ss
=0
ve

(51,82, 83]] + [s2,[53,51]] + [53, [s1,82]] = [s1,5283 — s3s2] + [s2, 5351 — s5153] + [$3, 5152 — S251]
= s1(s283 — s352) — (5253 — 5352)51 + 52(5351 — 5153)
—(8381 — 8183)82 + 83(8182 — 5281) — (8152 — 8281)83

= 0

esitlikleri saglandigindan S' bir Lie T'-cebir yapisi olusturur.



Tanmmm 2 S| ve Sy iki Lie T-cebir olmak tizere
f:5 — 5
dontistimii t € T ve s, s1, 89 € S i¢in
f(s14s2) = f(s1) + f(s2)

flt-s)=t-f(s)
f([s1,82]) = [f(51), f(s2)]

esitliklerini sagliyorsa bir Lie T-cebir morfizmi adimi alwr. Eger f birebir ve orten bir Lie

T'-cebir morfizmi ise bir Lie T'-cebir izomorfizmi olarak adlandrilir.

Tanim 3 S bir Lie T-cebir ve R C S olmak tizere Vr,r1,75 € R, t € T, s € S i¢in

(i) r1—1ry € R
(ii.) tr € R

(iii.) [r,s] € R

sartlart saglaniyorsa R’ye S Lie T-cebrinin ideali denir.

3.2 Lie Cebir Etkisi

Tamm 4 L ve C iki Lie T-cebir olmak iizere L nin C'iizerine Lie etkisi hert € T, ¢,c € C,

1, € L i¢in asagidaki aksiyomlar saglayan

LxC — C
(l,e) — L-c

fonksiyonudur.

(i) t(l-c)=(tl)-c=1-(tc)
(i) l-(c+c)=1l-c+l-c
(i) 1+1)-c=1-c+1 -c

@) LI -c=1-(I'"-¢c)=1-(-c)



) l-[e,c]=1-cc]+]el-c]

Tamim 5 T birimli degismeli bir halka, S bir Lie T-cebir olmak tizere her s1, s, € S i¢in
d([Sl, 82]) = [81, dSQ] + [dSl, 82]

sartin1 saglayan
d:S—S

lineer doniistimii derivasyon adint alir.
{d]d:S — S, d([s1, s2]) = [s1,dsa] + [ds1, $2] 51,52 € S}

seklindeki derivasyonlarin kiimesi Der(S) ile gosterilir.

Tamim 6 S bir Lie T cebir olmak iizere her s, s € S icin

ads : S — S
s = ady(s) =[s,5]

seklinde tanmimlanan adg bir derivasyondur ve i¢ derivasyon olarak adlandurilir.

ady([s1,s2]) = [s,[s1, 52]]
= _[Sla [827 S” - [827 [87 Sl]]
= [517 [57 52]] + [[57 51}7 52] (*)

= [s1,adsss] + [adssy, Sa)
(%) esitligi asagidaki esitlikle elde edildi.
0= [817 0] = [31’ [82’ S]] + [Sl’ _[52’ SH = [317 [32’ 8]] + [817 [87 82]]

Buradan
_[Sl’ [827 SH - [517 [87 SQH

elde edilir.

Onerme 1 S bir Lie T-cebiri ve S nin biitiin derivasyonlarimn kiimesi
Der(S)={d|d: S — S, d([s1,s2]) = [s1,ds2] + [ds1, s3], 51,82 € S}

olmak tizere;

@ : Der(S) x Der(S) — Der(S)
(f,9) — f@®g: S —= 8



®: T x Der(S) — Der(S)
(t,d) — t®d: S — S
s = (t®d)(s) =td(s)
[,]: Der(S)x Der(S) — Der(S)
(f,9) = [figl: S5 = S
s = [frgl(s) = f(g(s)) — g(f(s))

seklinde tanimlanan islemlerle Der(S) bir Lie T-cebir yapist olusturur.

Ispat1 f, g € Der(S)vex,y € S icin

(feg)(r,y)) = fz,y])+g(z,y])
= [z, f(y)] + [f(2),y] + [z, 9(y)] + [9(x),y]
+ 9] + [f(x) + g(), 9]

[
= [z, f(y)
[z, (f @& g)W)] + [(f ® 9)(),y]

oldugundan Der(S) iizerinde @ iyi tammhidur.
fyg,h € Der(S) igin

fe(geh)=(fog)@hvefdg=9®f
esitliklerinin gecerliligi S Lie cebirinde + isleminin birlegsme ve degisme ozelliginden agiktir.
Her s € S i¢in 0(s) = 0y seklinde tamimli 0 : S — S doniisiimii v,y € S igin

Olr.y) = 0, = [£,0] + Duy] = [2.0(s)] + [0(x).9] esitligi saglandsgndan bir
derivasyondur. Her f € Der(S) ve s € S i¢in

(f©0)(s) = f(s) +0(s) = f(s) + 0s = f(s)

(0® f)(s) = 0(s) + f(s) = 0s + f(s) = f(s)

oldugundan 0 : S — S derivasyonu & iglemine goére Der(S) kiimesinin etkisiz elemanidir.

f € Der(S)ves € Sigin (—f)(s) = —(f(s)) seklinde tammh —f : S — S
dontistimii her x,y € S icin

(=Hzy)) = —(f([z,9]))
= —([z, fW)] + [f(2),y])
= [z, —(f(y)] + [-(f(2)),y]
= [z, (=W + [(=)(z),y]



esitligi saglandigindan bir derivasyondur. Her f € Der(S) ve s € S igin

(f & =1)(s) = f(s) + (=f)(s) = f(s) + (=(f(s))) = 0s = O(s)

(=F @ )(s) = (=1)s) + f(s) = (=([(s))) + f(s) = 0s = 0(s)

oldugundan — f : S — S derivasyonu @ islemine gore f derivasyonunun tersi olur. Boylece,
(Der(S), ®) bir Abel grubudur.

Vd, f,g € Der(S), t1,t, € T, s € S igin

ti®(fog)(s) = ti-(
=
= (

(tBt)@d)(s) =
= 1 - d(s) + 1y - d(S)
t1®d)(s) + (ta ® d)(s)

(t1®d) & (t2 ®d))(s)
(t1 D t) ®d)(s) = (t1 [Dty) - d(s)

= 11 (t2-d(s))

= tl ((t2 @ d)(s))

= (L1 ®(ta ®d))(s)

esitlikleri saglandigindan Der(S) bir T-modiil yapisi olusturur.

—~ o~ <+

fyg,h € Der(S), s € Svety, ty € T igin

@ f@ta®g,hl(s) = LL®fDta®g)(h(s)) —h((ti® f®ta ® g)(s))

= (m@f)( (s)) + (2 ® g)(h(s)) — h((t1 @ f)(s) + (t2 ® g)(s))
=t f(h(s)) +12-g(h(s)) = h(ty - f(s)) = h(t2 - g(s))

=t f(R(s)) + 12 g(h(s)) = tr - h(f(s)) = t2- h(g(s))

= ( (h(s)) = h(f(5))) + t2(g(h(s)) — h(g(s)))

=t ([£, hl(s)) +t2- (g, h](5))

= (t1®[f h])(s) + (t2 ® [g, h])(s)

= ((h@[f,h) @ (2 @®[g,hl))(s)
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ve

fiti®g@t,®h](s) = f((ti-g+ta-h)(s) —(ti-g+ta-
= [f(ti-9(s) + fta-h(s)) —t1 - g(f(s
= <t1 9(s)) —t1-g(f(s)) + f(t2- h(s
= t1-(f(g(s)) —g(f(s))) +t2- (f(h(s)
= ti-[f,g](s) +ta- [f,R](s)
= ((h@[f,g])@(h@[, h]))(s)

esitlikleri saglandigindan |, ] : Der(S) x Der(S) — Der(S) doniisiimii bilineerdir.

(f(s))
) —ta - h(f(s))
) —ta - h(f(s))

h)
)
)
) = h(f(s)))

d € Der(S) i¢in
[d, d](s) = d(d(s)) — d(d(s)) = Os = 0(s)

oldugundan
[da d] = ODer(S)

esitligi elde edilir.
f,g,h € Der(S) igin

[fa [ga h]] ® [ga [h7 f“ 2 [h7 [fa g]] = ODer(S)

oldugunu gésterelim.

[£:19, P1(s) @ [g, [, £1I(s) @® R, [£, 9)1(s) = £ ([g, P (s)) — [9, BI(f(s)) + g([h,
]

Boylece, Der(S) bir Lie T-cebirdir.

Onerme 2 S bir Lie T-cebir olmak iizere

p: S — Der(S)
s = uls)=ps: S — 8
s = (s =[s,5]

seklinde tanimli . déniistimii bir Lie cebir morfizmidir.
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Ispat2 Vs, si,s, € S, t €T icin

p(s1+ 82)(s) = Hsy+s0)(5)
[s1+ 2, 5]
[s1,8] + [527 s]
= sy () + sy (s)
= p(s1) 8)+M(82)( )

(
= (u(s1) + l(s2))(5)

pul(ts,)(s) = pus, (s)
= [tsy, ]
= {[s1,]
= t,usl( )
= tu(s1)(s)

[1(s1), 1(s2)](8) = pas, (s, (8)) = pas, (115, (5))
= U, [52,8] — s, [51, 5]

= [s1,[52,8]] — [s2, [51, 8]]

= —[s2,[s,s1]] = [s,[s51, 82]] — [52, [s1, 5]
= —[s2,[s,s1]] = [s,[s1, 82]] + [52, —[s1, 5]]
= _[327 [37 31]] - [37 [ 51, 32“ + [527 [57 51]]
= _[37 [Slv 32]]

= [[s1,50], 5]

= N[81,52]< )

esitlikleriyle birlikte v doniigiimii bir Lie cebir morfizmidir.

L ve S Lie T-cebir olmak tlizere

0: L — Der(S)
I = 0)=0,: § — S
s = Q(s)=1-s

seklinde taniml1 () Lie T-cebir homomorfizmas1 L Lie cebirinin S Lie cebiri iizerine etkisini

Verir.

(i.) 0 Lie T-cebir morfizmi oldugundan ! € L, t € T igin

D) =t®0(1)
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esitligi gegerlidir. Vs € S i¢in

O(tl)(s) = (t @ 0(1))(s) = t(D()(s))

olur. Buradan,
(t)-s=1t(l-s)

elde edilir. Ayrica (); T-lineer morfizm oldugundan

(D) (ts) = t0(D)(s)

esitligi gecerlidir.
D(1)(ts) = Oy(ts) =1 - (ts)
ve
th()(s) =t(l-s)
esitliklerinden
[-(ts) =t(l-s)
elde edilir.

(ii.) O, € Der(S) oldugundan (), bir Lie T-cebir morfizmi olup Vs;, s, € S, € L igin
Di(s1+ s2) = 0i(s1) + Di(s2)
esitligi gecerlidir. Buradan,
l-(s1+82)=1-s14+1-59
olur.
(iii.) () Lie T-cebir homomorfizmasi bir modiil homomorfizmasi oldugundan /1, € L i¢in
D1y +12) = 0(1) @ O(l)
esitligi gegerlidir. Vs € S i¢in

Dnsie(s) = (0l @ Dla)(s)
= Q)ll (S) + (2)12(5)

= ®l1+l2(8)
= (ll + lg) - S

olur. Ayrica,
01, () + 0, (s)=11-s+1y-s

oldugundan
(l1+lz)'$:(l1-8)+(l2~$)

elde edilir.
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(iv.) () Lie T-cebir homomorfizmasi oldugundan Vi, [, € L igin
({11, 12]) = [0(1), 0(12)]
esitligi mevcuttur. Vs € S igin

Q)[ll,lﬂ(s) = W)ll? ®l2](8) = Q)ll ((Z)lz (8)) - ®l2<®11 (S>>

olur. Ayrica,
Oy 1oy (8) = [l lo] - s

Ve
0 (D1, (5)) = Or, (i, (8)) =l - (Lo - 8) = L2+ (L - )
oldugundan
[l,lo] s =1 -(la-s) = la-(l1-8)
elde edilir.

(v.) 0; € Der(S) oldugundan s;, s € S igin

Bi([s1,52]) = [s1,0u(s2)] + [Di(51), 52]
[s1,0 - s9] + [l - s1, 59]

yazilir. Ayrica,
0i([s1,52]) = 1 - [51, 52]

oldugundan

L [s1,82] = [1 - s1,82) + [s1,1 - 59]

elde edilir.

3.3 Lie Caprazlanmms Modiil Kategorisi

Tanum 7 M ve L iki Lie T-cebir ve L Lie cebirinin M itizerine Lie cebir etkisi mevcut olmak

lizere Vm,m € M vel € L icin

LCM1) O('m) = [I,0(m)]

LCM2) o™ m/ = [m, m/]

sartlart saglamyorsa 0 : M — L Lie T-cebir morfizmine Lie cebirler iizerinde

caprazlanmis modiil denir ve (M,L,0) seklinde gosterilir Sadece LCMI sarti

saglaniyorsa 0 bir on ¢aprazlanmis modiil olarak adlandurilir.



Ornek 2
w: S — Der(S)
s = pls)=ps: S — S

s = ,us(sl) = [878/]

Lie T-cebir morfizmi

Der(S) xS — S
(d,s) + ds=d(s)

seklinde tanimly etki ile birlikte bir caprazlanmis modiildiir.

LCMI1) Her s,s € S ved € Der(S) icin

ve

esitlikleri gegerlidir. Ayrica,

[, u())(s) = d(M(S)(S'))—u/(S)(d(S'))

= d[s,s]—[s,d(s)]
= [s,d(s)] + [ds,s] — [s,d(s)]
= [ds,s]

oldugundan

esitligi elde edilir.

LCM2) Her s,s € S ve her d € Der(S) i¢in
st = 98" = g (sT) = [, 5]

esitligi saglanir.

Ornek 3 M, L-modiilii

] MxM — M

(ml,mg) — [ml,mg] =0
islemiyle bir Lie cebir yapist olusturur.

J0: M — L
m +— 0(m)=0

14
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bir ¢aprazlanmis modiildiir. Her | € L ve m, m' € M icin
LCM1) O('m) = 0= [1,0] = [I,0m)]
LCM2) o"m' =m' = 0= [m,m/]

esitlikleri gegerlidir.

Ornek 4 I; S Lie T-cebirinin bir ideali olmak iizere *i = [s, 1] esitligi ile verilen etki ile
birlikte
o:. I —» S
1o 1

igine Lie cebir morfizmi bir ¢aprazlanmis modiildiir.
LCM1) 0(%i) = i = [s,i] = [s,0(1)]
LCM2) %y = iy = [iy, i)

esitlikleri saglantr.

Tamm 8 (L, M, 0) ve (L', M', ") iki Lie ¢carpazlanmis modiil olmak iizere

L h . p
0 ol
M M
Jo
diyagrami degismeli, yani
' fr = fod
ve
M x L L
<f07 fl) fl
M x L M

diyagrami degismeli, yani
A1) =P f (D)
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esitligi saglanyorsa (fy, fo) Lie cebir morfizm ikilisine (L,M,0) ile (L',M',9")

caprazlanmis modiilleri arasindaki morfizm denir.

Ornek 5 Lie carpim ile verilen etki ile birlikte birer ¢caprazlanmis modiil olan idy, : L — L,
iy L' — L' birim doniisiimleri ve f : L — L' Lie cebir morfizmi icin

A
id; id;y
L I

diyagrami degismeli ve x,y € L icin

FCy) = f([zy]) = [f (@), fF)] =77 f(y)

esitligi saglandigindan (f, f) ikilisi bir ¢aprazlanmig modiil morfizmidir.

z2=(Z,H0),2 =(Z,H,0)ve 2" =(Z",H",0") olmak iizere

o: Mor(2,2)x Mor(2,2Z") — Mor(z,2")
((p17p0>7 (817 50)) = (p1>p0> o (51, 50) = (511917 Sopo)

seklinde kompozisyon tanimlanabilir. Ciinkii

((p1,p0), (51, 80)) € Mor(2,2) x Mor(2',2") igin
a/Pl = po0

veE

" /
0 s1 = 590

oldugundan

11

0" (s1p1) = (9" 51)p1 = (500 )1 = 50(9'p1) = 50(ped) = (50p0)0

elde edilir. Esitlikler asagidaki diyagramlar ile agiklanabilir

Z pl Z/ S1 Z//
0 ) J"
H H/ H//

Po S0
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Z pi(2) 51p1(2)

| |

(2) > p0(02) = 9 (p1(2)) = (5010)(02) = 50(9 (p1(2))) = (9" s1)(p1(2))

Ayrica,
pi("z) =P Wp, (2)
ve
1 (h Zl) _ so(h)sl <2/>
oldugundan

$1p1 (hz) _ sl(pO(h)pl(z)) _ SO(pO(h))Sl(p1<Z))

esitligi saglanir. Esitlikler agagidaki diyagramlar ile agiklanabilir.

!/ !/ 1" "

Hxz_wor) gz Gos) pro

/ "

A A A

D1 S1

(h,2) ———— (po(h), p1(2)) ! (s0(po(h)); s1(p1(2)))

| | |

e p1("z) = Wy (2) ———— s1(p1("2)) = 51 (P Wpy(2)) = 0@, (py(2))

(plap0) : (Z7 Hv a) — (ZlvH/aa,)
(s1,%0): (Z ,H,0) = (Z',H,d")
(tl’to) : (Z//’ HII7 a/l) % (Z///’ HIH7 alll)
caprazlanmis modiil morfizmleri i¢in
((p1,p0) © (51,80)) © (t1,t0) = (t1,t0)((51,80)(P1,D0))

= ((t1,t0)(51,50))(P1, Do)
= (p1,po) o ((s1,50) © (t1,%0))
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[T 1]
O

esitligi saglanir; yani kompozisyonu asosyatiftir. (Z, H, J) ¢aprazlanmig modiil olmak
lizere z € Z, h € H igin

Didz(z) = 0z = idg(0z)

ve
idy("z) ="z = ¥aMid,(7)

esitlikleri saglandigindan
Lizmp) : (tdz,idy) : (Z,H,0) = (Z,H,0)
birim ¢aprazlanmis modiil morfizmi mevcuttur. Ayrica
(p1,po) : (Z,H,0) = (£, H', )
morfizmi i¢in

Liz,m0) © (P1,10) = (P1,P0)

yani
idy

7 p— 7

ve
(p1,po) © Lz w oy = (p1: o)

esitlikleri saglanir.

Boylece objeleri ¢aprazlanmis modiiller, morfizmleri ¢aprazlanmis modiil morfizmi
olan ve morfizmler kiimesinde yukarida tanimlanan kompozisyon islemiyle birlikte bir
kategori olusturulur. Bu kategoriye ¢aprazlanmis modiil kategorisi denir ve XMOD ile
gosterilir. Objelerin deger kiimesinin sabit H Lie cebiri olarak, morfizmlerin ise
(p1,idy) : (Z,H) — (Z', H) seklinde alinmast durumunda X M OD/H ile gosterilen bir
alt kategori elde edilir.
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4. 2-QUASI CAPRAZLANMIS MODUL ILE
2-CAPRAZLANMIS MODUL ARASINDAKI
FUNKTORSAL BAGINTILAR

4.1 Lie 2-Caprazlanmis Modiiller

Tamm 9 Lie cebirler iizerinde bir 2-¢aprazlanmis modiil {,} : M x M — L bilineer
fonksiyonu ile birlikte Ym,m',m" € M, I,I' € Lvep € P icin asagidaki aksiyomlar:

saglayan bir L 2 M 2 P dizisidir.
(i) 010, =0
(ii.) 05(P1) =P(l), 01(Pm) = [p, D1 (m)]
(iii.) Dp{m,m'} = @™m’ —[m,m]
(iv.) {0al,0u1'} = [I,1']
() {0al,m} + {m, dul} = A
(vi.) P{m,m’} = {Pm,m} + {m,"m’}
wii) {fm,m'],m"} =2 {m m"} + {m, [, m ]} =2 {m,m'y — (' fm,m]}

iii,) {m, [m;m1} = A" {m,m"} =4 fm,m'} — {2 m,m}

+{m",2mm/ — [m,m']}
Bu 2-¢aprazianmis modiil (L, M, P, 0y, 01, {, }) ile gosterilir (Ellis, 1993).

Tamm 10 (L, M, P,05,01,{,}) ve (L', M',P',0,,0,,{,}) Lie 2-caprazlanmis modiiller
olmak tizere

L% a9 p

L

L/ —l) M/ —/) Pl
) o

f2 Jo
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diyagrami degismeli, yani
O fi = fod

0y fo = f10s,

M x M L) L

(fl?fl) f2

MoxM
diyagrami degismeli, yani
R} ={Y (A h)

ve
fi(Pm) = fo(p) fi(m)

fo(Pl) = fO(p)fQ(l)

esitlikleri saglantyorsa (f2, f1, fo) ticliistine (L, M, P,05,01,4{,}) ile
(L', M', P',0,,0,,{,}) Lie 2-¢aprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir.

Boylece objeleri 2-¢aprazlanmis modiiller, morfizmleri bunlar arasindaki morfizmler

olan ve LXsMOD ile gosterilen 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisi elde edilir.

Objelerinde 0, : M — P on ¢aprazlanmis modiiliiniin sabit, morfizmlerinin ise
(f,idpr,idp) olarak alinmasi ile (M, P,0,) tabanli LX;MOD/(M,P) alt kategorisi

olusturulur.

4.2 Lie Cebirler Uzerinde 2-Quasi Caprazlanmis
Modiiller

Tamm 11 Lie cebirler iizerinde bir 2-quasi ¢aprazlanmis modiil {, } : M x M — L bilineer
doniigiimii ile birlikte her m, my, my, mgy € M vel € L igin asagidaki aksiyomlari saglayan
bir L & M 2 P dizisidir

L20X1) 0,0, =0
L20X2) 0,(*1) = ?(9ol), O1(Pm) = [p, 01 (m)]

LZQX3) p{m07m1} - {pm07m1} + {m())pml}
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L20X4) Oy{mo,m1} = ?"my — [mo, m]

L20X5) {mo, [m1,ma]} = %" {mo, ma} — *" {mo,m1} — {ma, *'ma — [mo, ma]}
+{ma, ""my — [mo, ma]}

L20X6) {[mo, ma],ma} = %" {my,ma} + {mo, [m1, ma]} — #" {my, ma}
—{ma, [mo, ms]}

L2QX7) [{mo, ml}, Omo (m1 < l)] = {8m0 [ml, 82l], 62{m0, ml}}

my 4l =91 — {m, 01} = {0sl,m}

esitligi  gecerlidir.  2-¢aprazlanmis modiil morfizmine benzer gsekilde morfizmleri
tammlanarak LQ) XoM O D kategorisi elde edilir.

Ayrica, (M, P,0) tabanli Lie 2-quasi caprazlanmis modiil kategorisi olusturulur. Bu
kategoriyi LQXsMOD /(M, P) ile gosterecegiz.

Onerme 3 Her 2-¢aprazlanmis modiil bir 2-quasi ¢caprazlanmis modiildiir ve LXo MO D N
LQXsMOD igine funktoru mevcuttur.

Ispat3 L — M — P bir 2-¢caprazlanmis modiil olsun. L2QX7 aksiyomunun gecerli

oldugunu géstermek ispat igin yeterli olacaktir. Her m, mg, m; € M vel € L i¢in

[{mo, m1},%m0 (my <l)] = Ox{mg,my} <m0 {dsl, m}
= Op{mg,m1} < {2000, m} + {Dl,%™0m,}
= Op{mg,m1} < {2000, m} + Oy {mg, m1} < {0al, ?™0m, }
= {0 ({%™dl,m}) , Os{mo,m1}} +

{82 ({82l7 8m0m1}) ) aQ{m()) ml}}
— {(al(f)moazl))m _ [am(’@gl, m}} +
{(81(621))(8m0m1) _ [82l,‘9m0m1]}

= {[8m0781(82l)]m — [9m00,1, m], 2™0my — [my, ml]} +
{0 — [0, 2™0my ], 9™momy — [mg, ma]}

= {—[P™00,l, m], ?™0my — [mg, mi|}+
{—[0al, 20my], 7momy — [mg, mq]}

= {[my, 70051 + [P™omy, Bol], Da{mg, m1}}

= {9m0[my, Dsl], Op{mo, m1}}

esitligi saglanir.
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Onerme 4 (L, M, P, 0,0, {,}) Lie 2-quasi caprazlanmis modiil olmak iizere 1,1 € L, m €
M icin
mx 1 =" — {m, 0,1} — {Dol, m}
L@l =[1,1]— {0,050}

formundaki elemanlar ile iiretilen L ideali, L Lie cebirinin P-degismez idealidir.

Ispat4 pc P, m e M, 1 € Ligin

Pimxl) = PO —{m,dl} — {01, m})
= P(m]) —P{m,dyl} — P{0al, m}
= {p,oim} -1+ (0m) - (p-1) — {pm, Dal} — {m, O2(P)} — {02(P1), m} — {Oa1,Pm}
= mPl 0P — {p Ool} — {Dal,Pm}

= mxPl4+ Pmxl)eL
elde edilir. Ayrica,

P@l) = P(I1]— {01, 050'})

= [1,PU'] = {PByl, 8o} — {Dal, P05}

= [PLIT+ (1,21 = {0a(P1), 051"} — {821, 02("1)}
[PL, 1] = {0a(P1), 00} + [1,71']) — {Dal, 02(P1 )}
Plel)+(®Pl)el

elde edilir.

Teorem 1 (L, M, P,0,,01,{,}) Lie 2-quasi ¢aprazlanmig modiil olmak iizere | € L ve
my,me € M igin
Ol + L) = 0yl
ve
m(mh ms) = {my,mo} + L
seklinde tammlanan doniigiimlerle birlikte (L/L,M,P,0,0,,{,}) bir 2-caprazlanmis

modiildiir.

ispat5 Vm € M, 1,1 € L icin

Do(m*1) = 0p(n™ — {m, hl} — {0al, m})
= (™) — Oa({m, Bol}) — D2({0al, m})
= ImGyl — Ml + [m, Opl] — 02D, 4 [95l, m)
= 0+ [m, &l —"m — [m, D]
=0
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ve
hl®l) = 0(l,1]—{o10l'})

= ([, 1) — 9,({01,01'})

= [0al,05l'] — 21P200,1" — [D5l, Oul']

=0
yani 0(L) = 0 oldugundan

0: L/L — M
iyi tammlidir. A¢ik olarak, | + L, '+ 1€ L/f icin
I+L=10+1L
ise
-1 el

olur. 9,(L) = 0 oldugundan

Bl —1)=0l -0 =0

ve
0ol = Onl/
yani
Il+TL)=09( +1I)
elde edilir.

Vm,my,me € M, 1+ L,I' + L € L/L icin
{01+ L),0(I' + L)} = {0:0,050'}
= {32[,82l/}—|—z
= [LI+1L ({0l 01} —[1,1'] € L)

{01+ L),m}+ {m,0(l+ L)} = {0l,m}+ {m,l}
= {Ol,m}+L+{m,0l} +L
= oM+ [
m(l+ L)
5{7711, mg} = 5({7711, mg} + f)
= Oo({m1,ma})
Bmimy — [my, mo]

esitlikleri saglanwr. Diger aksiyomlarin gegerliligi benzer sekilde goriilebilir.

Boylece bu aksiyomlar ile birlikte (L/L, M, P, 0, 0, m) bir 2-¢aprazlanmis modiil

olur.
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Sonug 1
F
LOQXMOD = LXoMOD
G

olmak iizere (F, G) ek (adjoint) funktor ikilisi mevcuttur.

Ispat6 L = (L,M,P,0,,0,,{,}) ve L = (L',M,P,0,,0,,{,}) iki Lie 2-quasi
caprazlanmis modiil,
(fas frsfo) 1 L — L

olmak tizere
F: LQXsMOD — LX;MOD
Sfunktoru
F(L,M,P)=(L/L,M,P,0,0,,{,})
F(L' M ,PY=(L/L',M P ,&,0,{})
ve

BU+I) = pU)+L
olmak tizere

F<f27f1>f0) = (f;vflvf(J)

seklindedir.
folm*1) = fo("™ — {m, Ool} — {Bal, m})
= fo("™) — fol{m, al}) — fo({0al, m})
= f‘j(a””)fz(l) = {film), /1(2)} = { (1), fr(m)}
= AR (1) = {fum), 0 (L)Y = {0,(£(01), f(m)}
= film) = fo(l) € f(L) S L'

foh®l) = fo(ll, ] —{0:1,0:0'})
= folli, o] = fo({Oal1, Dala})
= [folu, folo] — (f2({ })(Oal1, Bal2))
= [f2l17 lez] - { }/(fla fz)(azh, 82l2)
= [f2ll7 f2l2] - {flaQZIa f182l2}/
= [foly, folo] — {05fal, Oy falo}
= foll) * fo(l) € L
bulunur. I, + L1y + L € L/L icin

L+L=I+1L

ise
i =1y GZ



25

olur. f5(I; —1y) € fo(L) C L oldugundan
Jali — faly € r

bulunur. Béylece,
fli+ L' = folo + L'
olup
FU+L) = (fl)+L
seklinde taniml
fL/L— L)L

fonksiyonu iyi tanimlidr.

B(f1+1) = (L) +L)
= O5(fol)
= f1(6:(1))
= f01+1I)
esitligi saglanir. Ayrica, (fa, f1, fo) Lie 2-quasi ¢aprazlanmig modiil morfizmi oldugundan
A1 = fod
elde edilir. Boylece,
LT — T
B a

B, 9,

p— D __p
degismeli diyagrami elde edilir. Ayrica,
f30 ma,me) = f3({ma,ma} + 1)
= fo{mi,mo}) + L
= {fl(m1)=f1(m2)}/
= {, }H(f1, fr)(ma, mo)

oldugundan

MxM—Y T

(f1, /1) f

M x M L/L

)
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{ml, mg} + L

(ml, mg) I

(fi(ma), fi(ma)) ——— {fi(m1), fi(m2)} = f5({m1,mo} + L)
diyagrami degismelidir. Dolayisiyla,
(f;:flafO) : (L/ZaMa Pagaalam) — (Ll/faMlaplaga(?;?W)

bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmidir. Béylece,

LQX-MOD L LX,MOD
(L/L,M,P,8,0,,{,}) — (L'/L',M,P.&,0,{})
(f27f17f0) = (f2*7f17f0)

oldugu goriiliir.

K = (K,N,Q,0,,0,{,}) ve (f, fi, fo) : F(£L) = K € Mor(LX;MOD) igin
q, : L — L/L olmak iizere

(fq,, f1, fo) : L = K € Mor(LQX,MOD)

mevcuttur.

Tersine (fo, f1, fo) : L = G(K) € Mor(LQX2MOD) igin

(f2*7f17f0) : (L/ZﬂM7P757avm) — (KN,Q,(?;,@;,{,}/)

vardir. Boylece,

LX>;MOD(F(L), X) = LQX>MOD(L,G(X))

birebir eslemesi gegerlidir.

h: (ha,hi ho) = L — L € Mor(LQX,MOD)

olmak tzere

LX;MOD(F(L), K) — =% LQX,MOD(L, G(X))

F(h)* = —o F(h) —oh=h*

LX;MOD(F (L), K) —5-—— LQXo:MOD(L', (%))
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diyagraminin degismeli oldugu

(f27f1,f0) ’ (f2qL>f1,fo)

(fohs, fiha, foho) ——— ((f2h3)q,, filu, foho) = ((f2q,)he, fihi, foho)

fahzq, (1) = foh3(l' + L")
= fo(ho(I) + L)
= falg, (ha(1)))

esitligi ile goriiliir. Boylece, £ objesinde dogallik saglanir.
ko (ko ki, ko) = K — K € Mor(LX,MOD)
icin
LXoMOD(F(L), K) — 2% LQX,MOD(L,G(X))

k*k;ol G(k) o — = G(k)"

LX;MOD(F(L), X)) ———— LQXsMOD(L,G(X)))

U

diyagraminin degismeli oldugu

(f2, f1, fo) (f2q,, f1, fo)

| |

(K2 fa, k1f1, kofo) ———— ((k2f2)q,, k1 f1, kofo) = (ka(faq,), k1f1, ko fo)

(/fzfz)qL = k:g(fqu)

esitligi ile goriiliir. Boylece, K objesinde dogallik saglanir.
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5. ESCARPIMLAR

Bir¢ok kategoride escarpim objenin olusturuldugu calismalar mevcuttur. Bunlardan
bazilar1 R. Brown (1984; 1999), Ellis (1993), Carrasco ve Porter (2015), Avcioglu ve Akca
(2002) ve Emir (2019) seklinde listelenebilir.

0 : L — M bir Lie 6n ¢aprazlanmis modiil, I ise L Lie cebirinin her [,{" € L i¢in
ol — 1,17

seklindeki elemanlarla iiretilen ideali olmak iizere O(I + I) = Ol esitligiyle tamimlanan O :

L/I — M dontisiimii bir ¢aprazlanmig modiildiir.

o) = o —[1.1)
= (") = o([1,1])

= [01,01'] — [01,01']
= [01,00 + [0, —0l]
= [0l,01' —l']

= [01,0]

=0

oldugundan 0 : L/I — M iyi tammlidir. m € M, 1,1 € L igin
Tl+1)= (") +1

etkisiyle birlikte
8(l+1)(l/ +[) 6[(1/ —l—])
ay 41
= [LI+1
= [+ 1,1 +1]

Ve

omI+1)) = oM +1)
= 9(™)
= [m,0(l+ 1)

esitlikleriyle O gaprazlanmis modiil sartlarini saglar.

(fi, fo) = (L,M,0) — (L', M,d") Lie 6n caprazlanmis modiil morfizmi igin 7,
I' sirastyla L ve L' Lie cebirlerinin yukarida tanimlanan ideallerine karsilik gelmek iizere



29

(91,90) : (LJI,M,0) — (L'/T', M, g) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmidir. Boylece, M
tabanli 6n ¢aprazlanmig modiiller kategorisi LPXMOD /M den LX MO D /M kategorisine

LPXMOD/M — LXMOD/M

(L,M,0) ~ (L/I,M,0)
(91,90>

(f1, fo) =

seklinde taniml1 bir funktor mevcuttur. Bu funktor
LXMOD/M — LPXMOD/M

forgetful funktorunun sol ekidir.

Bu diislinceden hareketle M tabanli ¢aprazlanmis modiil kategorisindeki es ¢arpim
objesinin olusturulmasinda LPXMOD/M — LXMOD/M funktorunun dnemli yere

sahip oldugu asagidaki boliimde goriilmektedir.

5.1 Lie Caprazlanmis Modiillerin Escarpimi
(L, M,0) ve (L', M,d") Lie T-cebirlerin iki Lie caprazlanmis modiilii olmak iizere

le Ll € L' igin Ry seklinde taniml1 Lie cebir etkisi mevcuttur. Bu durumda,

LxL ={1l):leLl ecL}

kiimesi [y,1, € L, 1},l, € L' vet € T igin
(1) + (o 1) = (b 4 Lo, 1y + 1)
t(, 1) = (e, tl)
(1, 15), (o 1)) = ([11, 1] = 0y + "ido, (13, 15))

seklinde tanimli islemlerle birlikte bir Lie 7'-cebir yapist olusturur.

Lxr % M
(L) — ol+0dT
ve
Mx(LxL) — LxL
(m, (1L1)) — ™,1)=(",")
doniisiimleri tanimlansin. Bu durumda,
or(,1)) = o)
= 9(™)+ (™)
m, O] + [m, 1]
m, Ol + '

m, O(1,1)]

=
= |
= |
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esitligi saglanir. Boylece, d bir 6n ¢aprazlanmis modiildiir.

(E, M, 5) herhangi bir ¢aprazlanmis modiil ve (fr, Idy) : (L, M,0) — (E, M, 5),
(fy, Idy) : (L', M,0") — (E, M, 0) birer ¢aprazlanmis modiil morfizmi olmak iizere

(L, M, ) (L', M, )

fu

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek (h, Idy) : (L x L', M,0) — (E,M,d) 6n

caprazlanmis modiil morfizmi vardir. Burada,
h:LxL —-E

morfizmi
(1,1) = B 1) = [fo(D), frr ()]

seklinde tanimlidir.

Boylece, (L, M,0) ve (L', M, ") caprazlanms modiillerinin escarpimi olarak (L x
L' M, 5) on caprazlanmis modiilii bulunur. On ¢aprazlanmis modiil kategorisindeki bu es
carpim objesi PXMOD/M — XMOD/M funktoru yardimiyla tagmarak ¢aprazlanmis
modiiller kategorisindeki (L x L /1, M, 5) seklindeki esgarpim obje elde edilir. Burada, I,
L x L' Lie cebirinin

(1, 1), (L2, )] — 200 (1, 1) (1, 1), (s, 15)] — 8l1+6l)(l )
= (I, 1)), (I, 1y)] — (@+00) ( ), Outd) ( )
(L, 1), (Iay 1)) — (P10 + 9l 0 4 9]y
= (1), (o 15)) = ([l 1] + 7100, P00, + [1,15))
= ([l 1] = 20y + By, 15, 15])

—([Iy,lg] +2 lllg,alll; + [lll, l/Q])
= (—8 (l2)ll -+ 9 (l1)l2 _0 (ll)l27 _8111/2)
_ _(B (12)l1,al1l/2)

elemanlariyla {iretilen M-degismez idealidir (Ellis, 1993). Bu durumda,

0: LxL/I - M
LY +1 — 9,1
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seklinde tanimlanan O bir ¢aprazlanmis modiildiir.

BN (o, ) +1) = A (1 1) 1)
(Pt D]y, 0] ) +1
(azl+az Oty )+I
(911, +az1l2 o, +81112)+1
([11, lo] + 811[2 Oy + 11y, b)) +
([l1, 2] = P2, + alll% [, lz]) +1
([, To] — 0y + 1127 (13, 1)) +

(1, 1), (2, )] +

(11, 15) + 1, (I, 1 ) 1]

5.2 Lie 2-Quasi Caprazlanmis Modiillerin Escarpimi

Gruplar ve degismeli cebirler iizerinde 2-quasi ¢aprazlanmis modiil kategorileri i¢in
escarpim obje sirasiyla Carrasco ve T. Porter (2015) ve K. Emir (2019)’in ¢calismalarinda yer
almaktadir. Biz Lie cebirler iizerinde 2-quasi ¢aprazlanmis modiil kategorisi i¢in escarpim

objenin yapilandirilmasini inceleyecegiz.

(L,M,P,05,0:,{,}) ve (L',M,P,0,,0,,{,}) (M,P,0,) tabanh iki 2-quasi
¢aprazlanmis modiili i¢in J, L x L' Lie cebirinin (—{my, mo}, {mi, ms}),
({m1, my}, —{my, my}") formundaki elemanlariyla iiretilen ideali ve

0: LxL — M
(L1 — 1) =0+,

olmak tzere
0: LxLJ)] — M

(LY +T = (1) +1) = 0ul + 05l

doniistimii

O{m,ma}, —{ma,ma}) = Oa({ms, ma}) + O(—{ma, ma})
_ 81m1m2 . [mla m2} _oim Mo + [mla mQ]
=0

ve benzer sekilde
O(—{m1,ma}, {m1,my}) =0
esitlikleri saglandigindan iyi tanimlidir.

vm € M ve (I,I') € L x L igin

L)Y +0) = (ML) + T
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seklindeki Lie cebir etkisi ve

(Y MxM — LxL)/]
(ml,mg) —> {ml,mQ}# = (O, {ml,mg},) + J = ({ml,mg},O) + J

lifting doniisiimii ile birlikte (L x L' /J, M, P, 0, 01, {, }*) bir 2-quasi ¢aprazlanmis modiildiir.
(E, M, P,6*,01,{, }*) herhangi bir 2-quasi ¢aprazlanmis modiil ve

(L, M, P,8,01,{.}) (L% L' /3, M, P,0,0,,{,}) (L',M,P,5,0,,1,})

\/

<E7M7P75*7617{7}*)

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek
(k, Idar, Idp) : (L x L'/, M, P,0,0,,{,}*) = (E, M, P,6*,0:,{,}")

2-quasi  caprazlanmis modil morfizmi  vardir.  Boylece, (L, M, P,¢,0, {:}),
(L',M,P,o, 81,m) 2-quasi  c¢aprazlanmis  modillerinin es c¢arpimi  olarak
(L x L' /1, M,P,0,0.,{,}¥) 2-quasi ¢aprazlanmis modiilii bulunur.

5.3 Lie 2-Caprazlanms Modiillerin Escarpimi

Herhangi iki 2-¢aprazlanmis modiil birer 2-quasi g¢aprazlanmig modiil olarak
diistiniilebileceginden bunlarin esgarpimi 2-quasi c¢aprazlanmis modiil kategorisinin bir
objesi olup LQXoMOD — LX,;MOD funktoru ile 2-¢aprazlanmis modiillerin esgarpim
objesine tasinabilir. Bu sekilde 2-caprazlanmis modiil kategorisindeki esgarpim objesi elde

edilir
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda cesitli cebirsel yapilar iizerindeki ¢aprazlanmis modiil
kategorisinde escarpim objenin belirlenmesi yontemine dayanarak bu kategorinin bir
yiliksek boyutu olan 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisinin es¢arpim objesi Lie cebirler i¢in
arastirilmistir. Caprazlanmis modiil kategorisinde esgarpim objenin belirlenmesinde anahtar
rol iistlenen ve On ¢aprazlanmis modiil kategorisinden caprazlanmis modiil kategorisine
tanimlanan funktorun bu yiiksek boyutlu icerikteki karsiligi arastirilmistir. Bunun icin de
oncelikli olarak Lie 2-quasi ¢aprazlanmis modiil kavraminin tanimlanmasi gerekliligi
ortaya cikmistir. Daha sonra s6z konusu funktorun Lie 2-quasi g¢aprazlanmis modiil
kategorisinden 2-¢aprazlanmis modiil kategorisine tanimlanmasi gerektigi goriilmiistiir. Bu
yontemin daha once grup ve degismeli cebirlerin 2-¢aprazlanmig modiiller kategorisi i¢in

arastirilan escarpim objesinin yapilandirilmasi ile de uyumlu oldugu tespit edilmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Grup, gruboid, degismeli cebir, cebiroid ve Lie cebri gibi gesitli cebirsel yapilar
tizerindeki caprazlanmis modiil kategorilerinde es¢apim objenin olusturulmasi fikrine
dayanarak, Carrasco ve Porter (2015) ve K. Emir’in (2019) sirasiyla grup ve degismeli
cebirler lizerinde 2-caprazlanmis modiil kategorileri i¢in yaptig1i escarpim objenin
yapilandirilmasinin Lie 2-¢aprazlanmis modiiller i¢in de miimkiin oldugu sonucuna
varilmistir. Bunun i¢in Lie cebirler i¢gin 2-quasi ¢caprazlanmis modiil kategorisi tanimlanarak
escarpim objesi elde edilmistir. Bu kategoriden 2-gaprazlanmis modiil kategorisine
esgarpim objeyi koruyan uygun funktor tanimlamasiyla 2-¢aprazlanmis modiil kategorisinin

escarpim objesinin varligi sonucu ¢ikarilmistir.

2-¢aprazlanmis modiil kategorisi ile 2-quasi caprazlanmis modiil kategorisi
arasindaki iligkinin, 2-caprazlanmis modiiller kategorisine denk oldugu bilinen Moore
kompleksinin uzunlugu 2 olan simplisel Lie cebirler kategorisi i¢in karsiliginin nasil

olustuguna dair incelemeler yapmak literatiire katki saglayacaktur.
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