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ÖZET 
 

 

 

Bu Yüksek Lisans tezi yedi bölümden oluşmaktadır. Bu tezde, birinci dereceden 

onuncu dereceye kadar B-spline fonksiyonların çıkartılması yapılıp belirli aralıklarda 

grafikleri çizilmiştir. B-pline fonksiyonların süreklilik özellikleri ve türevlenebilme 

özellikleri incelenmiştir.  

 

Birinci bölümde tezle ilgili genel bilgiler verilmiş ve tezin amacı açıklanmıştır. 

Sonraki bölümde, B-pline fonksiyonlar ile daha önce yapılan çalışmalar incelenmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, bazı temel terimler ve B-spline fonksiyon tanımından 

bahsedilmiştir. Yüksek dereceden B-spline fonksiyonlarını hesaplayabilmek için indirgeme 

bağıntısı verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde sıfırıncı dereceden B-spline fonksiyonu kullanılarak Lineer B-

spline hesaplanmıştır. Lineer B-Spline fonksiyondan onuncu dereceye kadar B-spline 

fonksiyonlar hesaplanmıştır.  

 

Beşinci bölümde bir problem üzerinde B-spline fonksiyonların karşılaştırılması 

yapılmıştır. 

 

Son iki bölümde, elde edilen sonuçlar tartışılmış ve ileride yapılacak çalışmalar için 

bazı öneriler verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler : Polinom yaklaşımı, Spline fonksiyonlar, B-Spline fonksiyonlar 

vi 



 SUMMARY 
 

 

 

This Master's thesis consists of seven chapters. In this thesis, B-spline functions 

from the first order to the tenth order are derived and their graphs are drawn over their 

supports interval. The continuity and differentiability properties of spline functions are 

examined. All B-spline functions on a problem are compared. 

 

In the first chapter, general information about the thesis is given and the aim of the 

thesis is explained. In the next chapter, previous studies with Spline functions are 

examined. 

 

In the third chapter, some basic terms and definition of B-spline function are 

mentioned. In order to calculate higher order B-spline functions, the recursion formula is 

given. 

 

In the fourth chapter, Linear B-spline is calculated by using the zeroth order B-

spline function and then B-spline functions from the linear to the tenth order are derived. 

 

In the fifth chapter, the comparison of B-spline functions on a problem is made. 

 

In the last two chapters, the obtained results are discussed, and some suggestions 

are given for future studies. 

 

Keywords : Polynomial approximation, Spline functions, B-Spline functions 
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

Fonksiyonlar, bir çok fiziksel olayın analizi ve tanımlanması için temel

matematiksel ifadelerdir. Bununla birlikte, fonksiyonlar bazı durumlarda açık

olarak yazılamadığından bu tip fonksiyonlar için bası kısıtlar altında yaklaşımlar

yapmak gerekebilir. Bu tip yaklaşım problemleri, uygulamalı matematiğin

temel konularından birisidir. Yaklaşım problemleri iki ana kısımda incelenebilir

(Schumaker, 2007). Yaklaşım problemlerinin ilk ana bölümü, bilinmeyen bir

fonksiyon için sonlu sayıda veri bilindiğinde fonksiyon için bir yaklaşım bulunması

problemidir. Bu tip problemler veri uydurma problemi olarak adlandırılırlar.

Yaklaşım problemleri için ikinci ana kısım ise çeşitli fiziksel olaylar için elde edilen

matematiksel modellerde ortaya çıkan yaklaşım problemleridir. Adi veya kısmı

diferensiyel denklemler için başlangıç veya sınır değer problemleri, özdeğer-özvektör

problemleri ve integral denklemleri bu tip matematiksel modellere örnek olarak

söylenebilir.

Bilinmeyen bir fonksiyon için her iki ana durumda da yaklaşım yapılırken

genellikle polinom fonksiyonlar tercih edilir. Polinomların düzgün birer fonksiyon

(tanım kümesindeki tüm noktalarda istenen mertebeden türevlenebilen fonksiyon)

olmaları, türevlerinin ve integrallerinin kolaylıkla alınmaları, toplama, çıkarma

ve çarpma i̧slemlerinin kolaylıkla yapılması gibi özelliklerinden dolayı, polinomlar

yaklaşım için sıklıkla tercih edilmektedir. Bununla birlikte çok sayıdaki veri

noktalarına bir tek polinom ile yaklaşmak büyük kolaylıklar sağlasa da bazı

durumlarda büyük hatalara neden olabilir. Ayrıca yaklaşım yapılacak fonksiyon

için bilinen verilerin sayısı arttıkça elde edilecek polinomun derecesi de artacağından

yaklaşım polinomu hem yüksek dereceden olacaktır hem de polinomu belirleme

i̧slemi zorlaşacaktır. Bu zorluğu aşmak için tanım bölgesinin alt bölgelerinde

tanımlanan düşük dereceli parçalı polinomlar kullanılabilir. Polinomlardan parçalı

polinomlara geçildiğinde i̧slem kolaylığı kazanılırken, aynı zamanda önemli bir özellik

olan tanım bölgesinin bölünme noktalarında süreklilik özelliğini kaybedebileceğimiz

açıktır. Parçalı polinom fonksiyonların sahip olduğu özeliklere ilave olarak belirli
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dereceye kadar bölünme noktalarında süreklilik ve türevlenebilme özelliği de

eklendiğinde ise spline fonksiyonlar elde edilecektir. Sonuç olarak bir spline fonksiyon

polinom parçalarının belli düzgünlük koşulları altında birleşmesi ile elde edilen bir

fonksiyondur (Cheney ve Kincaid, 2008). Spline kavramı ilk kez Schoenberg’in bir

makalesinde ortaya çıkmı̧stır ve Spline ismi verilen noktalardan düzgün bir eğri

çizmek için kullanılan mekanik bir cihazdan gelmektedir (Schoenberg, 1946).

Belirli bir dereceden ve belirli bir mertebeye kadar türevlenebilen her spline

fonksiyon, aynı derece ve aynı mertebeden türevlenebilen B-spline fonksiyonların

bir lineer kombinasyonu ile temsil edilebilir (De Boor, 1978). Dolayısıyla B-spline

fonksiyonlar aynı dereceye sahip spline fonksiyonlar için bir tabandır. Bu nedenle

bu fonksiyonlara B-spline (basis spline) denir. Bu çalı̧smada literatürde sıklıkla

kullanılan ilk 7 dereceden B-spline fonksiyon ile birlikte 8., 9. ve 10. dereceden olmak

üzere ilk 10 dereceden B-spline fonksiyonların çıkartılması yapılacaktır. Elde edilen

tüm B-spline için süreklilik özellikleri ve türevlenebilme özellikleri incelenecektir.

Ayrıca şekli bir bir dalgaya kaŗsılık gelen bir fonksiyon test problemi seçilerek

öncelikle tüm B-spline fonksiyonların bölünme noktalarındaki değerleri bulunacak

ve bölünme noktalarında B-spline fonksiyonun aldığı değerler ile fonksiyonun aldığı

değerler kullanılarak türev yaklaşımları için mutlak hatalar elde edilecektir. Son

olarak bulunan sonuçlar bir birleri ile kıyaslanacaktır.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Spline ve B-spline fonksiyonlar, bilinmeyen bir fonksiyon için sonlu sayıda veri

bilindiğinde, bilinmeyen fonksiyon için bir yaklaşım bulunması problemlerinde, eğri

veya yüzey yaklaşımlarında, adi veya kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinde,

geometrik modelleme, otomatikleştirilmi̧s imalat, bilgisayar grafikleri ve sayısal

simülasyonlar gibi bir çok alanda kullanılmaktadır (Höllig ve Hörner, 2013). Ayrıca

hesaplamadaki kolaylığı ve uygulama esnekliğinden dolayı spline ve B-spline yaklaşım

teknikleri, daha basit olan parçalı polinom yaklaşımlarına göre daha üstündür

(Höllig ve Hörner, 2013). Bu sebeple de spline ve B-spline fonksiyonlar, uygulamalı

matematik, bilgisayar bilimleri ve mühendislik gibi farklı bilim dallarında tercih

edilen bir yaklaşım olmuştur ve olmaya da devam etmektedir.

Spline kavramı ilk kez 1946 yılında Schoenberg tarafından ortaya atılmı̧stır

(Schoenberg, 1946). 1960 yılına kadar ancak sınırlı sayıda spline ile ilgili

çalı̧smalar yapılmı̧stır (Schumaker, 2007). Schumaker kitabında 1960 yılına

kadar bildiği kadarıyla (Curry ve Schoenberg, 1947), (Schoenberg ve Whitney,

1947;1953), (Schoenberg, 1958) ve (Maclaren, 1958) isimli çalı̧smalarda spline isminin

kullanıldığını belirtmi̧stir. Diğer taraftan spline fonksiyonunun (Runge, 1901),

(Eagle, 1928), (Quade ve Collatz, 1938), (Favard, 1940), (Sard, 1949), (Meyers ve

Sard, 1950a, b), (Holladay, 1957) ve (Golomb ve Weinberger, 1959) çalı̧smalarında

ismi geçmeden çalı̧sıldığı da bilinmektedir (Schumaker, 2007).

Spline fonksiyonlardan farklı olarak B-spline fonksiyonların ilk ne zaman

kullanıldığını söylemek ise oldukça zordur. Schoenberg (1946), olasılık yoğunluk

fonksiyonu rolüyle bağlantılı olarak B-spline fonksiyonların Laplace tarafından

kullanıldığını söylemi̧stir. Favard (1940) ise B-spline fonksiyonlarını isimlendirmeden

kullanmı̧stır. 1946 yılında Schoenberg, B-spline fonksiyonlarını taban spline eğrileri

olarak adlandırmı̧stır (Schoenberg, 1946). 1967 yılında ise taban spline eğrileri ismini

B-spline olarak kısaltmı̧stır (Schoenberg, 1967). Özellikle sayısal uygulamalarda

B-spline fonksiyonların önemi indirgeme bağıntısının bulunmasıyla artmı̧stır (Cox,

1972; deBoor, 1972).
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Spline ve B-spline fonksiyonların son yıllarda kullanıldığı bazı çalı̧smalara (Iqbal

vd., 2020, 2021; Mirzaee ve Alipour, 2020; Roul 2020; Haradhan vd., 2021; Karakoç

vd., 2021; Mittal vd., 2021) olarak örnek verilebilir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Spline fonksiyonlar, yüksek dereceden polinomlar yerine, alt bölgelerde daha

düşük dereceden parçalı polinomlarla çalı̧sma metodudur. . dereceden bir spline

fonksiyon bir düşük mertebeden yani (− 1)  mertebeden sürekli türevlere sahiptir.
Ayrıca spline fonksiyonlar aşağıdaki bazı özelliklere sahiptir:

• Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardır.

• Spline fonksiyonlar yeterince mertebeden türevlere sahip sürekli fonksiyonlardır.

• Spline fonksiyonlar türev ve integralleri kolay hesaplanan, bu i̧slemler

sonucunda yine bir spline elde edilen fonksiyonlardır.

• Bilgisayarda hesaplanmaya ve depolanmaya uygun fonksiyonlardır.

• Düşük dereceli spline fonksiyonlar polinomlardaki gibi keskin salınım

sergilemezler.

• Spline fonksiyonlar yardımıyla sadece fonksiyonlara değil aynı zamanda onların
türevlerine de ulaşılabilir.

B-spline fonksiyonlar da parçalı polinom fonksiyonlardır. Belirli bir derece

ve düzgünlükteki her spline fonksiyon, aynı derece ve düzgünlükteki B-spline

fonksiyonların bir lineer birleşimi ile temsil edilebilir. Dolayısıyla B-spline

fonksiyonlar aynı dereceye sahip spline fonksiyonlar için bir tabandır. Bu nedenle bu

fonksiyonlara B-spline (basis spline) denir.

Sıfırıncı dereceden B-spline fonksiyonları 0 ile gösterilir ve

0 () =

⎧⎨⎩ 1   ≤   +1

0  diğer durumlar
(3.1)

şeklinde tanımlanır.  ≥ 1 ve  = 0±1±2    olmak üzere sıfırıncı dereceden 0

B-spline fonksiyonları kullanılarak daha yüksek dereceden B-spline fonksiyonlar


 () =

− 

+ − 
−1
 () +

++1 − 

++1 − +1
−1
+1 () (3.2)

indirgeme bağıntısı yardımıyla türetilebilir.
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Bu çalı̧smada B-spline fonksiyonların tanımlı olduğu konum aralığı için [ ]

seçimi yapılacal ve [ ] aralığının düzgün bir parçalanı̧sı alt aralık uzunluğu  olmak

üzere

 = 0  1      −1   = 

olarak alınacaktır. Bu durumda konum aralığındaki bölünme noktaları için

 = −1 +   = 1     

olacaktır. Dolayısıyla parçalanma düzgün olduğu için konum aralığı üzerindeki tüm

aralıkların uzunluğu  olacaktır.
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4. B-SPLINE FONKSİYONLARIN ELDE

EDİLMESİ

(3.2) bağıntısı kullanılarak 10. dereceye kadarki tüm B-spline fonksiyonlar elde

edilecektir. Ayrıca elde edilen B-spline fonksiyonlarının ve türevlerinin bölünme

noktalarındaki süreklilik durumları şekiller çizilerek incelenecektir.

4.1. Lineer B-spline

1 () lineer B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için (3.2) bağıntısında  = 1

alınırsa

1 () =
− 

+1 − 
0 () +

+2 − 

+2 − +1
0+1 ()

1 () =
− 


0 () +

+2 − 


0+1 () (4.1)

elde edilir. Hesaplamalarda kolaylık olması açısından bundan sonra yapılacak tüm

hesaplamalarda

− + = +()

(− )

= ()

olduğu kabul edilirse, (4.1) eşitliği

1 () =
()


0 () +

−+2()


0+1 () (4.2)

olarak yazılabilir. (4.1) eşitliğindeki terimler

()


0 () =

1



⎧⎨⎩ ()   ≤   +1

0  diğer durumlar

ve

−+2()


0+1 () =
1



⎧⎨⎩ −+2()  +1 ≤   +2

0  diğer durumlar

−+2()


0+1 () =
1



⎧⎨⎩ − +1()  +1 ≤   +2

0  diğer durumlar
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olarak yazılabileceğinden 1 () lineer B-spline fonksiyonu

1 () =
1



⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
()   ≤   +1

− +1()  +1 ≤   +2

0  diğer durumlarda

(4.3)

olarak parçalı polinom formunda elde edilir. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması

için indis ötelemesi yapılırsa

1
 () =

1



⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−1()  −1 ≤   

− ()   ≤   +1

0  diğer durumlarda

(4.4)

yazılabilir. () bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı lineer B-spline

fonksiyonlar kullanılarak

() ≈ () =

X
=0

1
 () (4.5)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  fonksiyonları lineer B-spline fonksiyonları,  ise

bilinmeyen deği̧skenleri göstermektedir.©
1
0 ()  

1
1 ()      

1
 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı lineer spline fonksiyonlar için bir taban

oluşturur. Lineer B-spline fonksiyonu [−1 +1] aralığı dı̧sında sıfırdır ve

[ +1] aralığı 
1
 ve 1

+1 olarak iki lineer B-spline fonksiyonu tarafından

örtülmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1] aralığı

 () =
− ()


 (4.6)

+1 () =
()


(4.7)

olarak tanımlanan ardı̧sık iki lineer B-spline şekil fonksiyonu tarafından örtülür.

 = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı, [0 ] aralığına dönüşeceğinden

bu aralık üzerinde tanımlı olan iki lineer B-spline şekil fonksiyonları bölünme

noktalarından bağımsız olacak şekilde

 () =
− 


 (4.8)

+1 () =



(4.9)
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olarak bulunur. Lineer B-spline fonksiyonlar için

lim
→+

1
() =

1


lim
→+

− () = 1

lim
→−

1
() =

1


lim
→−

−1() = 1

olduğundan lineer B-spline fonksiyonunun  =  noktasında sürekli olduğu

görülebilir. Ayrıca

lim
→+

1
()


=

1


lim
→+




(− ()) = −1



lim
→−

1
()


=

1


lim
→−




−1() =

1



olduğundan lineer B-spline fonksiyonunun birinci mertebeden türevinin ve dolayısıyla

daha yüksek mertebeden türevlerinin  =  noktasında tanımlı olmadığı da

görülebilir.  = 1 alınarak [−1 +1] aralığı [0 2] aralığına dönüştürülmüş ve

1
() lineer B-spline fonksiyonu Şekil 4.1 de çizilmi̧stir. Şekilden 1

() lineer

B-spline fonksiyonun iç noktalarda sürekli olduğu görülür. Konum aralığının iç

noktalarında ise birinci mertebeden türevinin olmadığı görülebilir.

0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Şekil 4.1. Lineer B-spline fonksiyonu

[ +1] aralığı içinde parçası olan 1
() 1

+1() lineer B-spline

fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 1
() lineer B-spline fonksiyonları, [−1 +1] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

iki elemanı örtmektedir.
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• 1
+1() lineer B-spline fonksiyonları, [ +2] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

iki elemanı örtmektedir.

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−1 +2] aralığı [0 3] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki 1
() ile 

1
+1() lineer B-spline fonksiyonları Şekil 4.2

de çizilmi̧stir. Şekil 4.2 de görüldüğü gibi bir aralığa lineer B-spline fonksiyonların

en fazla iki parçası denk gelmektedir. Bu durumu gösterebilmek için  = 1 alınarak

[ +1] aralığı [1 2] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen lineer B-spline

şekil fonksiyonları Şekil 4.3 de çizilmi̧stir.

0 1 2 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Şekil 4.2. Lineer B-spline

fonksiyonlar

Şekil 4.3. Lineer B-spline

şekil fonksiyonları

1
() lineer B-spline fonksiyonlarının [−1 +1] aralığının dı̧sında sıfır olması

ve [−1 +1] aralığında ardı̧sık iki elemanı örtmesinden dolayı her bir [ +1]

sonlu elemanı 1
 ve 1

+1 olarak iki lineer B-spline tarafından örtülecektir. Bu

sebeple  ∈ [ +1] için (4.5) yaklaşımı

() ≈ () =

+1X
=

1
 () = 1

() +1
+1()+1 (4.10)

olacaktır.  =  noktasındaki () için yaklaşım ise (4.4) lineer B-spline

eşitliklerinin (4.10) eşitliğinde kullanılmasıyla

() =  = 1
() +1

+1()+1

=
(−+1())


 +

(())


+1

 =  (4.11)

olarak bulunur.
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4.2. Kuadratik B-spline

2 () kuadratik B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için (3.2) bağıntısında  =

2 alınırsa

2 () =
− 

+2 − 
1 () +

+3 − 

+3 − +1
1+1 ()

2 () =
()

2
1 () +

−+3()
2

1+1 () (4.12)

elde edilir.

1 () =
1



⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
()   ≤   +1

− +1()  +1 ≤   +2

0  diğer durumlarda

olarak bulunan (4.3) lineer B-spline fonksiyonunun kullanılmasıyla

1 = 2()

2 = () (− +1()) = (+1() + ) (− +1()) = 2 − 2+1()

olmak üzere

()

2
1() =

1

22

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

0  diğer durumlarda

ve

1 = −+3()+1() = − (+1()− 2) +1()
= 2+1()− 2+1()

2 = −+3() (− (+2())) = − (+2()− ) (− (+2()))
= (− +2())

2

olmak üzere

−+3()
2

1+1 () =
1

22

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

0  diğer durumlarda
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yazılabilir. Böylece 2 () kuadratik B-spline fonksiyonu

1 = 1 = 2()

2 = 2 + 1 = 2 + 2+1()− 22+1()
3 = 2 = (− +2())

2

olmak üzere

2 () =
1

22

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

0  diğer durumlarda

(4.13)

formunda bulunur. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi yapılır

ve her iki taraf 2 ile çarpılırsa

1 = 2−1()

2 = 2 + 2()− 22()
3 = (− +1())

2

olmak üzere

2
 () =

1

2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −1 ≤   

2   ≤   +1

3  +1 ≤   +2

0  diğer durumlarda

(4.14)

bulunur. Burada ©
2
−1 ()  

2
0 ()      

2
 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı ikinci dereceden spline fonksiyonlar için bir

taban oluşturur. Kuadratik B-spline fonksiyonları ve onların birinci mertebeden

türevleri [−1 +2] aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu aralıkta, her bir 2
 () kuadratik

B-spline fonksiyonu ardı̧sık üç elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1]

aralığı

2
−1 () =

(− ())
2

2
 (4.15)

2
 () =

2 + 2()− 22()
2

 (4.16)

2
+1 () =

2()

2
(4.17)
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olarak tanımlanan ardı̧sık üç kuadratik B-spline şekil fonksiyonu tarafından

örtülür.  =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı [0 ]

aralığına dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan üç kuadratik B-spline şekil

fonksiyonları bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

2
−1 () =

µ
− 



¶2
 (4.18)

2
 () =

2 + 2 − 22
2

 (4.19)

2
+1 () =

µ




¶2
(4.20)

olarak bulunur.

[−1 +2] aralığının iç noktalarında 2
() fonksiyonunun aldığı değerler

incelenirse

lim
→+

2
() =

1

2
lim
→+

¡
2 + 2()− 22()

¢
= 1

lim
→−

2
() =

1

2
lim
→−

2−1() =
1

2
lim
→−

(− −1)
2
= 1

lim
→++1

2
() =

1

2
lim

→++1

(− +1())
2
= 1

lim
→−+1

2
() =

1

2
lim

→−+1

¡
2 + 2()− 22()

¢
=

1

2
lim

→−+1

¡
2 + 2(− )− 2(− )

2
¢
= 1

ve

lim
→+

2
()


=

1

2
lim
→+

 (2 + 2()− 22())


=

µ
lim
→+

2− 4()
¶

2
=
2




lim
→−

2
()


=

1

2
lim
→−

2−1()


=
1

2
lim
→−

2−1() =
2




lim
→++1

2
()


=

1

2
lim

→++1

 (− +1())
2


=
1

2
lim

→++1

− 2 (− +1()) = −2



lim
→−+1

2
()


=

1

2
lim

→−+1

 (2 + 2()− 22())


=

lim
→−+1

(2− 4())

2
= −2



olduğundan

lim
→+

2
() = lim

→−
2
() ve lim

→++1

2
() = lim

→−+1
2
()

lim
→+




2
() = lim

→−




2
() ve lim

→++1




2
() = lim

→−+1




2
()
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bulunur. Dolayısıyla 2
() kuadratik B-spline fonksiyonu ve birinci türevinin  =

 ve  = +1 bölünme noktalarında yani konum aralığının iç noktalarında sürekli

olduğu görülebilir. Ayrıca

lim
→+

2

2
2
() =

1

2
lim
→+




(2− 4()) = − 4

2

lim
→−

2

2
2
() =

1

2
lim
→−




2−1() =

2

2

lim
→++1

2

2
2
() =

1

2
lim

→++1




(−2 (− +1())) =

2

2

lim
→−+1

2

2
2
() =

1

2
lim

→−+1




(2− 4()) = − 4

2

olduğundan kuadratik B-spline fonksiyonunun ikinci mertebeden türevinin  =  ve

 = +1 noktalarında sürekli olmadığı, dolayısıyla konum aralığının iç noktalarında

kuadratik B-spline fonksiyonunun ikinci ve daha yüksek mertebeden türevlerinde

olmadığı görülebilir.

 = 1 alınarak [−1 +2] aralığı [0 3] aralığına dönüştürülerek 2
() kudratik

B-spline fonksiyonuyla kuadratik B-spline fonksiyonunun birinci türevinin şekilleri

Şekil 4.4 ve Şekil 4. 5 te çizilmi̧stir. Şekillerden de 2
() kuadratik B-spline

fonksiyonu ve birinci mertebeden türevinin iç noktalarda sürekli olduğu görülür.

Konum aralığının iç noktalarında ise ikinci ve daha yüksek mertebeden türevlerinin

olmadığı görülebilir.

0 1 2 3
0

0.5

1

1.5

0 1 2 3
-2

-1

0

1

2

Şekil 4.4. Kuadratik B-spline

fonksiyonu

Şekil 4.5. Kuadratik B-spline

fonksiyonun birinci türevi
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() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı kuadratik B-spline fonksiyonlar

kullanılarak

() ≈ () =

X
=−1

2
 () (4.21)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  katsayıları bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere

2
 () fonksiyonları kuadratik B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan 2
−1() 2

() 2
+1() kuadratik

B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 2
−1() kuadratik B-spline fonksiyonları, [−2 +1] aralığının dı̧sında

sıfırdır ve dört elemanı örtmektedir.

• 2
() kuadratik B-spline fonksiyonları, [−1 +2] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve dört elemanı örtmektedir.

• 2
+1() kuadratik B-spline fonksiyonları, [ +3] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve dört elemanı örtmektedir.

0 1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

Şekil 4.6. Kuadratik B-spline

fonksiyonlar

Şekil 4.7. Kuadratik B-spline

şekil fonksiyonları

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−2 +3] aralığı [0 5] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki 2
−1() 2

() ve 2
+1() kuadratik B-spline

fonksiyonları Şekil 4.6 da çizilmi̧stir. Şekil 4.6 da görüldüğü gibi kuadratik B-spline

fonksiyonlar ve birinci mertebeden türevi ardı̧sık üç elemanı örtecektir. Dolayısıyla

her bir [ +1] sonlu elemanında kuadratik B-spline fonksiyonların ve türevinin

en fazla üç parçası (̧sekil fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu gösterebilmek için
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 = 1 alınarak [ +1] aralığı [2 3] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen

üç adet kuadratik B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.7 de çizilmi̧stir.

2
() kuadratik B-spline fonksiyonları ile birinci türevinin [−1 +2]

aralığının dı̧sında sıfır olması ve [−1 +2] aralığında ardı̧sık üç elemanı

örtmesinden dolayı her bir [ +1] sonlu elemanı 
2
−1 

2
 ve 2

+1 olarak üç

kuadratik B-spline tarafından örtülecektir. Bu sebeple  ∈ [ +1] için (4.21)
yaklaşımı

() ≈ () =

+1X
=−1

2
 () = 2

−1()−1 +2
() +2

+1()+1 (4.22)

olarak yazılabilir. Dolayısıyla  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonu ile

birinci mertebeden türevi için yaklaşımlar ise

() ≈ () =  =

+1X
=−1

2
 ()

0() ≈ ()


=  0

 =

+1X
=−1

2
 ()




olarak yazılır. (4.14) kuadratik B-spline eşitliğinin kullanılmasıyla  =   =

0 1      noktalarındaki () ve 
0() için

 =

+1X
=−1

2
 () = −1 +  (4.23)

ve

 0
 =

+1X
=−1

2
 ()


=
2


(−−1 + ) (4.24)

yaklaşımları elde edilir.

4.3. Kübik B-spline

3 () kübik B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2) bağıntısında  =

3 alındığında

3 () =
− 

+3 − 
2 () +

+4 − 

+4 − +1
2+1 ()

3 () =
()

3
2 () +

−+4()
3

2+1 () (4.25)
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elde edilir. Bir önceki alt bölümde

1 = 2()

2 = 2 + 2+1()− 22+1()
3 = (− +2())

2

olmak üzere

2 () =
1

22

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

0  diğer durumlarda

olarak bulunan (4.13) kuadratik B-spline fonksiyonunun kullanılmasıyla

1 = 3()

2 = ()
¡
2 + 2+1()− 22+1()

¢
= (+1() + )

¡
2 + 2+1()− 22+1()

¢
2 = 3 + 32+1()− 23+1()
3 = () (− +2())

2
= (+2() + 2) [− +2()]

2

3 = 23 − 32+2() + 3+2()

olmak üzere

()
2
 ()

3
=

1

63

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

0  diğer durumlarda

ve

1 = −+4()2+1() = − (+1()− 3) 2+1()
= 32+1()− 3+1()

2 = −+4()
¡
2 + 2+2()− 22+2()

¢
= − (+2()− 2)

¡
2 + 2+2()− 22+2()

¢
= 23 + 32+2()− 62+2() + 23+2()

3 = −+4() (− +3())
2
= − (+3()− ) (− +3())

2
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olmak üzere

−+4()2+1 ()
3

=
1

63

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

0  diğer durumlarda

elde edilir. Böylece 3 () parçalı

1 = 1 = 3()

2 = 2 + 1 = 3 + 32+1() + 3
2
+1()− 3+1()3

3 = 3 + 2 = 4
3 − 62+2() + 33+2()

4 = 3 = (− +3())
3

olmak üzere

3 () =
1

63

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

0  diğer durumlarda

(4.26)

formunda elde edilir. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi

yapılır ve her iki taraf 6 ile çarpılırsa

1 = 3−2()

2 = 3 + 32−1() + 3
2
−1()− 33−1()

3 = 43 − 62() + 33()
4 = (− +1())

3

olmak üzere

3
 () =

1

3

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −2 ≤   −1

2  −1 ≤   

3   ≤   +1

4  +1 ≤   +2

0  diğer durumlarda

(4.27)
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sonucuna ulaşılır. Burada

©
3
−1 ()  

3
0 ()      

3
 ()  

3
+1 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı 3. dereceden spline fonksiyonlar için bir taban

oluşturur. Kübik B-spline fonksiyonları ve onların birinci ve ikinci mertebeden

türevleri [−2 +2] aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu aralıkta, her bir 3
 () kübik

B-spline fonksiyonu ardı̧sık dört elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1]

aralığı

3
−1 () =

(− ())
3

3
 (4.28)

3
 () =

43 − 62() + 33()
3

 (4.29)

3
+1 () =

3 + 32() + 3
2
()− 33()

3
 (4.30)

3
+2 () =

3()

3
(4.31)

olarak tanımlanan ardı̧sık dört kübik B-spline şekil fonksiyonu tarafından örtülür.

 =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı [0 ] aralığına

dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan dört kübik B-spline şekil fonksiyonları

bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

2
−1 () =

(− )
3

3
 (4.32)

2
 () =

43 − 62 + 33
3

 (4.33)

2
+1 () =

3 + 32 + 32 − 33
3

 (4.34)

3
+2 () =

3

3
(4.35)

olarak bulunur.

Ayrıca [−2 +2] aralığının iç noktalarında 3
() fonksiyonunun aldığı

değerler incelenirse  = − 1+ 1 olmak üzere,

lim
→+

3
() = lim

→−
3
()

lim
→+




(3

()) = lim
→−




(3

())   = 1 2
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olduğundan 3
() kübik B-spline fonksiyonunun, birinci ve ikinci mertebeden

türevlerinin  = −1  =  ve  = +1 bölünme noktalarında dolayısıyla

da konum aralığının iç noktalarında sürekli olduğu görülebilir.

 = 1 alınarak [−2 +2] aralığı [0 4] aralığına dönüştürülerek 3
() kübik

B-spline fonksiyonuyla kübik B-spline fonksiyonunun ilk iki türevinin şekilleri

sırasıyla Şekil 4.8, Şekil 4.9 ve Şekil 4.10 da çizilmi̧stir. Şekillerden de 3
() kübik

B-spline fonksiyonuyla birinci ve ikinci mertebeden türevlerinin konum aralığının

iç noktalarında sürekli olduğu ve üçüncü mertebeden ve daha yüksek mertebeden

türevlerinin ise olmadığı görülebilir.

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

0 1 2 3 4
-5

0

5

Şekil 4.8. Kübik B-spline

fonksiyonu

Şekil 4.9. Kübik B-spline

fonksiyonun birinci türevi

0 1 2 3 4
-20

-10

0

10

Şekil 4.10. Kübik B-spline fonksiyonun ikinci türevi

() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı kübik B-spline fonksiyonlar

kullanılarak

() ≈ () =

+1X
=−1

3
 () (4.36)
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şeklinde tanımlanabilir. Burada  bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere 3
 ()

fonksiyonları kübik B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan 3
−1 

3
 

3
+1 

3
+2 kübik B-spline

fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 3
−1() kübik B-spline fonksiyonları, [−3 +1] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve dört elemanı örtmektedir.

• 3
() kübik B-spline fonksiyonları, [−2 +2] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

dört elemanı örtmektedir.

• 3
+1() kübik B-spline fonksiyonları, [−1 +3] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve dört elemanı örtmektedir.

• 3
+2() kübik B-spline fonksiyonları, [ +4] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

dört elemanı örtmektedir.

0 2 4 6
0

1

2

3

4

3 3.5 4
0

1

2

3

4

Şekil 4.11. Kübik B-spline

fonksiyonlar

Şekil 4.12. Kübik B-spline

şekil fonksiyonları

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−3 +4] aralığı [0 7] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki 3
−1() 

3
() 

3
+1() ve 

3
+2() kübik B-spline

fonksiyonları Şekil 4.11 de çizilmi̧stir. Şekil 4.11 de görüldüğü gibi kübik B-spline

fonksiyonlar ile birinci ve ikinci mertebeden türevleri ardı̧sık dört elemanı örtecektir.

Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanında kübik B-spline fonksiyonların ve ilk

iki türevinin en fazla dört parçası (̧sekil fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu
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gösterebilmek için  = 1 alınarak [ +1] aralığı [3 4] aralığına dönüştürülmüş ve

bu aralığa düşen dört adet kübik B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.7 de çizilmi̧stir.

3
() kübik B-spline fonksiyonları ve ilk iki türevinin [−2 +2] aralığının

dı̧sında sıfır olması ve [−2 +2] aralığında ardı̧sık dört elemanı örtmesinden dolayı

her bir [ +1] sonlu elemanı 
3
−1 

3
 

3
+1 ve 

3
+2 olarak dört kübik B-spline

tarafından örtülecektir. Bu sebeple  ∈ [ +1] için (4.36) yaklaşımı

() ≈ () =

+2X
=−1

3
 () (4.37)

olarak yazılabilir. Dolayısıyla  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonu ile

birinci ve ikinci mertebeden türevleri için yaklaşımlar ise

() =  =

+2X
=−1

3
 ()

()


=  ()

 =

+2X
=−1

3
 ()


  = 1 2

olarak yazılabilir. (4.27) kübik B-spline eşitliğinin kullanılmasıyla  =   =

0 1      noktalarındaki (), 
0() ve 00() için yaklaşımlar

 = −1 + 4 + +1 (4.38)

 0
 =

3


(−−1 + +1) (4.39)

 00
 =

6

2
(−1 − 2 + +1) (4.40)

olarak elde edilir.

4.4. Kuartik B-spline

4 kuartik B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2) bağıntısında  = 4

alındığında

4 () =
− 

+4 − 
3 () +

+5 − 

+5 − +1
3+1 ()

4 () =
()

4
3 () +

−+5()
4

3+1 () (4.41)
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elde edilir. Bir önceki alt bölümde

1 = 3()

2 = 3 + 32+1() + 3
2
+1()− 33+1()

3 = 43 − 62+2() + 33+2()
4 = (− +3())

3

olmak üzere

3 () =
1

63

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

0  diğer durumlarda

olarak bulunan (4.26) kübik B-spline fonksiyonunun kullanılmasıyla

1 = 4()

2 = ()
¡
3 + 32+1() + 3

2
+1()− 33+1()

¢
= (+1() + )

¡
3 + 32+1() + 3

2
+1()− 33+1()

¢
= 4 + 43+1() + 6

22+1()− 34+1()
3 = ()

¡
43 − 62+2() + 33+2()

¢
= (+2() + 2)

¡
43 − 62+2() + 33+2()

¢
= 84 + 43+2()− 1222+2() + 34+2()

4 = () (− +3())
3
= (+3() + 3) (− +3())

3

4 = 34 − 83+3() + 622+3()− 4+3()

olmak üzere

()
3
 ()

4
=

1

244

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

0  diğer durumlarda
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ve

1 = −+5()3+1() = 43+1()− 4+1()

2 = −+5()
¡
3 + 32+2() + 3

2
+2()− 33+2()

¢
= 34 + 83+2() + 6

22+2()− 123+2() + 34+2()
3 = −+5()

¡
43 − 62+3() + 33+3()

¢
= 84 − 43+3()− 1222+3() + 123+3()− 34+3()

4 = −+5() (− +4())
3
= (− +4())

4

olmak üzere

−+5()3+1 ()
4

=
1

244

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

4  +4 ≤   +5

0  diğer durumlarda

elde edilir. Böylece 4+1 () parçalı fonksiyon olarak

1 = 1 = 4()

2 = 2 + 1 = 4 + 43+1() + 6
22+1() + 4

3
+1()− 44+1()

3 = 2 + 1 = 11
4 + 123+2()− 622+2()− 123+2() + 64+2()

4 = 4 + 3 = 11
4 − 123+3()− 622+3() + 123+3()− 44+3()

5 = 4 = (− +4())
4

olmak üzere

4 () =
1

244

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

0  diğer durumlarda

(4.42)
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formunda elde edilir. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi

yapılır ve her iki taraf 24 ile çarpılırsa

1 = 4−2()

2 = 4 + 43−1() + 6
22−1() + 4

3
−1()− 44−1()

3 = 114 + 123()− 622()− 123() + 64()
4 = 114 − 123+1()− 622+1() + 123+1()− 44+1()
5 = (− +2())

4

olmak üzere

4
 () =

1

4

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −2 ≤   −1

2  −1 ≤   

3   ≤   +1

4  +1 ≤   +2

5  +2 ≤   +3

0  diğer durumlarda

(4.43)

sonucuna ulaşılır. Burada©
4
−2 ()  

4
−1 ()      

4
 ()  

4
+1 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı dördüncü dereceden spline fonksiyonlar için bir

taban oluşturur. Kuartik B-spline fonksiyonları ve onların birinci, ikinci ve üçüncü

mertebeden türevleri [−2 +3] aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu aralıkta, her bir4
 ()

kuartik B-spline fonksiyonu ardı̧sık beş elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir

[ +1] aralığı

4
−2 () =

(− ())
4

4
 (4.44)

4
−1 () =

114 − 123()− 622() + 123()− 44()
4

 (4.45)

4
 () =

114 + 123()− 622()− 123() + 64()
4

 (4.46)

4
+1 () =

4 + 43() + 6
22() + 4

3
()− 44()

4
 (4.47)

4
+2 () =

4()

4
(4.48)

olarak tanımlanan ardı̧sık beş kuartik B-spline şekil fonksiyonu tarafından örtülür.

 =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı [0 ] aralığına
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dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan beş kuartik B-spline şekil

fonksiyonları bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

4
−2 () =

(− )
4

4
 (4.49)

4
−1 () =

114 − 123 − 622 + 123 − 44
4

 (4.50)

4
 () =

114 + 123 − 622 − 123 + 64
4

 (4.51)

4
+1 () =

4 + 43 + 622 + 43 − 44
4

 (4.52)

4
+2 () =

4

4
(4.53)

olarak bulunur.

Ayrıca [−2 +3] aralığının iç noktalarında 4
 () fonksiyonunun aldığı

değerler incelenirse  = − 1+ 1+ 2 olmak üzere,

lim
→+

4
 () = lim

→−
4
()

lim
→+




(4

()) = lim
→−




(4

())   = 1 2 3

olduğundan 4
() kuartik B-spline fonksiyonu ile birinci, ikinci ve üçüncü

mertebeden türevlerinin  = −1  =   = +1 ve  = +2

bölünme noktalarında dolayısıyla da konum aralığının iç noktalarında sürekli olduğu

görülebilir.

0 1 2 3 4 5
0

5

10

15

0 1 2 3 4 5
-20

-10

0

10

20

Şekil 4.13. Kuartik B-spline

fonksiyonu

Şekil 4.14. Kuartik B-spline

fonksiyonun birinci türevi

 = 1 alınarak [−2 +3] aralığı [0 5] aralığına dönüştürülerek 4
() kuartik

B-spline fonksiyonuyla ilk üç türevinin şekilleri sırasıyla Şekil 4.13, Şekil 4.14, Şekil
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4.15 ve Şekil 4.16 da çizilmi̧stir. Şekillerden de 4
() kuartik B-spline fonksiyonuyla

ilk üç türevinin iç noktalarda sürekli olduğu görülür. Konum aralığının iç

noktalarında ise dördüncü daha yüksek mertebeden türevlerinin olmadığı görülebilir.

0 1 2 3 4 5
-40

-20

0

20

0 1 2 3 4 5
-100

-50

0

50

100

Şekil 4.15. Kuartik B-spline

fonksiyonun ikinci türevi

Şekil 4.16. Kuartik B-spline

fonksiyonun üçüncü türevi

() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı kuartik B-spline fonksiyonlar

kullanılarak

() ≈ () =

+1X
=−2

4
 () (4.54)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere 4
 ()

fonksiyonları kuartik B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan

4
−2() 

4
−1() 

4
() 

4
+1() 

4
+2()

kuartik B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 4
−2() kuartik B-spline fonksiyonları, [−4 +1] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve ardı̧sık beş elemanı örtmektedir.

• 4
−1() kuartik B-spline fonksiyonları,[−3 +2] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve beş elemanı örtmektedir.

• 4
() kuartik B-spline fonksiyonları, [−2 +3] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

beş elemanı örtmektedir.
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• 4
+1() kuartik B-spline fonksiyonları, [−1 +4] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve beş elemanı örtmektedir.

• 4
+2() kuartik B-spline fonksiyonları, [ +5] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

beş elemanı örtmektedir.

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−4 +5] aralığı [0 9] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki

4
−2() 

4
−1() 

4
() 

4
+1() 

4
+2()

kuartik B-spline fonksiyonları Şekil 4.17 de çizilmi̧stir. Şekil 4.17 de görüldüğü gibi

kuartik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci ve üçüncü mertebeden türevleri ardı̧sık

beş elemanı örtecektir. Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanında kuartik

B-spline fonksiyonların ve ilk üç türevinin en fazla beş parçası (̧sekil fonksiyonları)

bulunacaktır. Bu durumu gösterebilmek için  = 1 alınarak [ +1] aralığı

[4 5] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen beş adet kuartik B-spline şekil

fonksiyonları Şekil 4.18 de çizilmi̧stir.

0 5 10
0

5

10

15

4 4.5 5
0

5

10

15

Şekil 4.17. Kuartik B-spline

fonksiyonları

Şekil 4.18. Kuartik B-spline

şekil fonksiyonları

4
() kuartik B-spline fonksiyonları ile ilk üç türevinin [−2 +3] aralığının

dı̧sında sıfır olması ve [−2 +3] aralığında ardı̧sık beş elemanı örtmesinden dolayı

her bir [ +1] sonlu elemanı, 
4
−2 

4
−1 

4
 

4
+1 ve 

4
+2 olarak beş kuartik
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B-spline tarafından örtülecektir. Bu sebeple  ∈ [ +1] için (4.54) yaklaşımı

() ≈ () =

+2X
=−2

4
 () (4.55)

olarak yazılabilir.  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonunun birinci,

ikinci ve üçüncü mertebeden türevleri için yaklaşımlar ise

() =

+2X
=−2

4
 ()

()


=  ()

 =

+2X
=−2

4
 ()


  = 1 2 3

olarak yazılabilir. Dolayısıyla (4.43) kuartik B-spline eşitliklerinin kullanılmasıyla

 =   = 0 1      noktalarındaki (), 
0(), 00() ve 000() için

yaklaşımlar

 = −2 + 11−1 + 11 + +1 (4.56)

 0
 =

4


(−−2 − 3−1 + 3 + +1)  (4.57)

 00
 =

12

2
(−2 − −1 −  + +1)  (4.58)

 000
 =

24

3
(−−2 + 3−1 − 3 + +1) (4.59)

olarak bulunur.

4.5. Kuintik B-spline

5 kuintik B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2) bağıntısında  = 5

alındığında

5 () =
− 

+5 − 
4 () +

+6 − 

+6 − +1
4+1 ()

5 () =
()

5
4 () +

−+6()
5

4+1 () (4.60)

elde edilir. Bir önceki alt bölümde

1 = 4()

2 = 4 + 43+1() + 6
22+1() + 4

3
+1()− 44+1()

3 = 114 + 123+2()− 622+2()− 123+2() + 64+2()
4 = 114 − 123+3()− 622+3() + 123+3()− 44+3()
5 = (− +4())

4
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olmak üzere

4 () =
1

244

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

0  diğer durumlarda

olarak bulunan (4.42) kuartik B-spline fonksiyonunun kullanılmasıyla

1 = ()
4
() = 5()

2 = ()
¡
4 + 43+1() + 6

22+1() + 4
3
+1()− 44+1()

¢


= (+1() + )
¡
4 + 43+1() + 6

22+1() + 4
3
+1()− 44+1()

¢
2 = 5 + 54+1() + 10

32+1() + 10
23+1()− 45+1

3 = ()
¡
114 + 123+2()− 622+2()− 123+2() + 64+2()

¢
= (+2() + 2)

¡
114 + 123+2()− 622+2()− 123+2() + 64+2()

¢
= (+2() + 2)

¡
114 + 123+2()− 622+2()− 123+2() + 64+2()

¢
3 = 225 + 354+2()− 3023+2() + 65+2()
4 = ()

¡
114 − 123+3()− 622+3() + 123+3()− 44+3()

¢
= (+3() + 3)

¡
114 − 123+3()− 622+3() + 123+3()− 44+3()

¢
4 = 335 − 254+3()− 3032+3() + 3023+3()− 45+3()
5 = () [− +4()]

4
= (+4() + 4) [− +4()]

4

5 = 45 − 154+4() + 2032+4()− 1023+4() + 5+4()

olmak üzere

()
4
 ()

5
=

1

1205

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

0  diğer durumlarda
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ve

1 = −+6()4+1() = 54+1()− 5+1()

2 = −+6()
¡
4 + 43+2() + 6

22+2() + 4
3
+2()− 44+2()

¢
= − (+2()− 4)

¡
4 + 43+2() + 6

22+2() + 4
3
+2()− 44+2()

¢
2 = 45 + 154+2() + 20

32+2() + 10
23+2()− 204+2() + 45+2()

3 = −+6()
¡
114 + 123+3()− 622+3()− 123+3() + 64+3()

¢
= − (+3()− 3)

¡
114 + 123+3()− 622+3()− 123+3() + 64+3()

¢
3 = 335 + 254+3()− 3032+3()− 3023+3() + 304+3()− 65+3()
4 = −+6()

¡
114 − 123+4()− 622+4() + 123+4()− 44+4()

¢
= − (+4()− 2)

¡
114 − 123+4()− 622+4() + 123+4()− 44+4()

¢
4 = 225 − 354+4() + 3023+4()− 204+4() + 45+4()
5 = −+6() [− +5()]

4
= − (+5()− ) +6() [− +5()]

4

5 = [− +5()]
5

olmak üzere

−+6()4 ()
5

=
1

1205

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

4  +4 ≤   +5

5  +5 ≤   +6

0  diğer durumlarda

elde edilir. Böylece 5+1 ()

1 = 1 = 5()

2 = 2 + 1 = 5 + 54+1() + 10
32+1() + 10

23+1()

+54+1()− 55+1()
3 = 3 + 2 = 26

5 + 504+2() + 20
32+2()− 2023+2()

−204+2() + 105+2()
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4 = 4 + 3 = 66
5 − 6032+3() + 304+3()− 105+3()

5 = 5 + 4 = 26
5 − 504+4() + 2032+4() + 2023+4()

−204+4() + 55+4()
6 = 5 = [− +5()]

5

olmak üzere

5() =
1

1205

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

0  diğer durumlarda

(4.61)

formunda bulunur. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi yapılır

ve her iki taraf 120 ile çarpılırsa

1 = 5−3()

2 = 5 + 54−2() + 10
32−2() + 10

23−2() + 5
4
−2()− 55−2()

3 = 265 + 504−1() + 20
32−1()− 2023−1()− 204−1() + 105−1()

4 = 665 − 6032() + 304()− 105()
5 = 265 − 504+1() + 2032+1() + 2023+1()− 204+1() + 55+1()
6 = [− +2()]

5

olmak üzere

5
() =

1

5

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −3 ≤   −2

2  −2 ≤   −1

3  −1 ≤   

4   ≤   +1

5  +1 ≤   +2

6  +2 ≤   +3

0  diğer durumlarda

(4.62)

elde edilir. Burada©
5
−2 ()  

5
−1 ()      

5
+1 ()  

5
+2 ()

ª
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kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı beşinci dereceden spline fonksiyonlar için bir

taban oluşturur. Kuintik B-spline fonksiyonları ve onların birinci, ikinci, üçüncü

ve dördüncü mertebeden türevleri [−3 +3] aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu aralıkta,

her bir 5
 () kuintik B-spline fonksiyonu ardı̧sık altı elemanı örtmektedir. Bu

aralıkta, her bir 4
 () kuintik B-spline fonksiyonu ardı̧sık altı elemanı örtmektedir.

Dolayısıyla her bir [ +1] aralığı

5
−2 () =

(− ())
5

5
 (4.63)

5
−1 () =

1

5

¡
265 − 504() + 2032() + 2023()

−204() + 55()
¢
 (4.64)

5
 () =

1

5

¡
665 − 6032() + 304()− 105()

¢
 (4.65)

5
+1 () =

1

5

¡
265 + 504() + 20

32()− 2023()
−204() + 105()

¢
 (4.66)

5
+2 () =

1

5

¡
5 + 54() + 10

32() + 10
23()

+54()− 55()
¢
 (4.67)

5
+3 () =

5()

5
(4.68)

olarak tanımlanan ardı̧sık altı kuintik B-spline şekil fonksiyonu tarafından örtülür.

 =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı [0 ] aralığına

dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan altı kuintik B-spline şekil

fonksiyonları bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

5
−2 () =

(− )
5

5
 (4.69)

5
−1 () =

265 − 504 + 2032 + 2023 − 204 + 55
5

 (4.70)

5
 () =

665 − 6032 + 304()− 105
5

 (4.71)

5
+1 () =

265 + 504 + 2032 − 2023 − 204 + 105
5

 (4.72)

5
+2 () =

5 + 54 + 1032 + 1023 + 54 − 55
5

 (4.73)

5
+3 () =

5

5
(4.74)

olarak bulunur.
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Ayrıca (4.62) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonları için  = − 2 − 1 

+ 1 + 2 olmak üzere

lim
→+

5
() = lim

→−
5
()

lim
→+




(5

()) = lim
→−




(5

())   = 1 2 3 4

olduğundan kuintik B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü

mertebeden türevlerinin  = −1  = −1  =   = +1 ve  = +2

bölünme noktalarında dolayısıyla da konum aralığının iç noktalarında sürekli olduğu

görülebilir.

0 2 4 6
0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 2 4 6
-60

-40

-20

0

20

40

60

Şekil 4.19. Kuintik B-spline

fonksiyonu

Şekil 4.20. Kuintik B-spline

fonksiyonun birinci türevi

0 2 4 6
-200

-100

0

100

0 2 4 6
-300

-200

-100

0

100

200

300

Şekil 4.21. Kuintik B-spline

fonksiyonun ikinci türevi

Şekil 4.22. Kuintik B-spline

fonksiyonun üçüncü türevi

 = 1 alınarak [−3 +3] aralığı [0 6] aralığına dönüştürülerek 5
() kuintik

B-spline fonksiyonuyla ilk dört türevinin şekilleri sırasıyla Şekil 4.19, Şekil 4.20, Şekil

4.21, Şekil 4.22 ve Şekil 4.23 de çizilmi̧stir. Şekillerden de 5
() kuintik B-spline

fonksiyonuyla ilk dört türevinin iç noktalarda sürekli olduğu, beşinci ve daha yüksek
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mertebeden türevlerinin olmadığı görülebilir.

0 2 4 6
-500

0

500

1000

Şekil 4.23. Kuintik B-spline fonksiyonun dördüncü türevi

() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı kuintik B-spline kullanılarak

() ≈ () =

+2X
=−2

5
 () (4.75)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere 5
 ()

fonksiyonları kuintik B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan

5
−2() 

5
−1() 

5
() 

5
+1() 

5
+2() 

5
+3()

kuintik B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 5
−2() kuintik B-spline fonksiyonları, [−5 +1] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve altı elemanı örtmektedir.

• 5
−1() kuintik B-spline fonksiyonları, [−4 +2] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve altı elemanı örtmektedir.

• 5
() kuintik B-spline fonksiyonları, [−3 +3] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

altı elemanı örtmektedir.

• 5
+1() kuintik B-spline fonksiyonları, [−2 +4] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve altı elemanı örtmektedir.
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• 5
+2() kuintik B-spline fonksiyonları, [−1 +5] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve altı elemanı örtmektedir.

• 5
+3() kuintik B-spline fonksiyonları, [ +6] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

altı elemanı örtmektedir.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

10

20

30

40

50

60

70

Şekil 4.24. Kuintik B-spline fonksiyonları

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−5 +6] aralığı [0 11] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki

5
−2() 

5
−1() 

5
() 

5
+1() 

5
+2() 

5
+3()

kuintik B-spline fonksiyonları Şekil 4.24 de çizilmi̧stir. Şekil 4.24 de görüldüğü gibi

kuintik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü mertebeden

türevleri ardı̧sık altı elemanı örtecektir. Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu

elemanında kuintik B-spline fonksiyonların ve ilk dört türevinin en fazla altı parçası

(̧sekil fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu gösterebilmek için  = 1 alınarak

[ +1] aralığı [5 6] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen altı adet kuintik

B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.25a da çizilmi̧stir. Şekil 4.25a da çizilen şekil

fonksiyonları içinde değeri sıfıra yakın olan iki şekil fonksiyonu tam gözükmediği için

Şekil 4.25b şekli çizilmi̧stir. Şekil 4.25b şekli çizilirken sekil fonksiyonlarının aldığı

değer sınırlandırılmı̧stır. Her iki şekil birlikte incelendiğinde [5 6] aralığına toplam

altı şekil fonksiyonu düştüğü açıkça görülmektedir.
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5 6
0

10

20

30

40

50

60

70

5 5.5 6
0

0.5

1

1.5

2

Şekil 4.25a Şekil 4.25b

Şekil 4.25. Kuintik B-spline şekil fonksiyonları

Çizilen tüm şekillerden de görüldüğü gibi 5
() kuintik B-spline fonksiyonlar

[−3 +3] aralığının dı̧sında sıfırdır ve 5
() B-spline fonksiyonları [−3 +3]

aralığında ardı̧sık altı elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu

elemanı 5
−2 5

−1 5
 5

+1 5
+2 ve 5

+3 olarak altı kuintik B-spline

tarafından örtülmektedir. Bu durumda  ∈ [ +1] için (4.62) yaklaşımı

() ≈ () =

+3X
=−2

5
 () (4.76)

olacaktır. Dolayısıyla  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonunun birinci,

ikinci, üçüncü ve dördüncü mertebeden türevleri için yaklaşımlar

() =  =

+3X
=−2

5
 ()

()


=  ()

 =

+3X
=−2

5
 ()


  = 1 2 3 4

olarak yazılabilir. (4.62) kuintik B-spline eşitliklerinin kullanılmasıyla  =   =

0 1      noktalarındaki (), 
0(), 00() 000() ve (4)() için yaklaşımlar

 = −2 + 26−1 + 66 ++26+1 + +2 (4.77)

 0
 =

5


(−−2 − 10−1 + 10+1 + +2)  (4.78)

 00
 =

20

2
(−2 + 2−1 − 6 + 2+1 + +2)  (4.79)

 000
 =

60

3
(−−2 + 2−1 − 2+1 + +2)  (4.80)

 (4)
 =

120

4
(−2 − 4−1 + 6 − 4+1 + +2) (4.81)

olarak bulunur.
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4.6. Sektik B-spline

6 sektik B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2) bağıntısında  = 6

alındığında

6 () =
− 

+6 − 
5 () +

+7 − 

+7 − +1
5+1 ()

6 () =
()

6
5 () +

−+7()
6

5+1 () (4.82)

elde edilir. Bir önceki alt bölümde

1 = 5()

2 = 5 + 54+1() + 10
32+1() + 10

23+1() + 5
4
+1()− 55+1()

3 = 265 + 504+2() + 20
32+2()− 2023+2()− 204+2() + 105+2()

4 = 665 − 6032+3() + 304+3()− 105+3()
5 = 265 − 504+4() + 2032+4() + 2023+4()− 204+4() + 55+4()
6 = [− +5()]

5

olmak üzere

5() =
1

1205

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

0  diğer durumlarda

olarak bulunan (4.61) kuintik B-spline fonksiyonunun kullanılmasıyla

1 = ()
5
() = 6()

2 = ()
¡
5 + 54+1() + 10

32+1() + 10
23+1() + 5

4
+1()

−55+1()
¢


= (+1() + )
¡
5 + 54+1() + 10

32+1() + 10
23+1() + 5

4
+1()

−55+1()
¢


2 = 6 + 65+1() + 15
42+1() + 20

33+1() + 15
24+1()− 56+1()
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3 = ()
¡
265 + 504+2() + 20

32+2()− 2023+2()
−204+2() + 105+2()

¢


= (+2() + 2)
¡
265 + 504+2() + 20

32+2()− 2023+2()
−204+2() + 105+2()

¢


3 =
¡
526 + 1265+2() + 90

42+2()− 2033+2()
−6024+2() + 106+2()

¢


4 = ()
¡
665 − 6032+3() + 304+3()− 105+3()

¢
= (+3() + 3)

¡
665 − 6032+3() + 304+3()− 105+3()

¢


4 =
¡
1986 + 665+3()− 18042+3()− 6033+3() + 9024+3()
−106+3()

¢


5 = ()
¡
265 − 504+4() + 2032+4() + 2023+4()

−204+4() + 55+4()
¢


= (+4() + 4)
¡
265 − 504+4() + 2032+4() + 2023+4()

−204+4() + 55+4()
¢


5 = 1046 − 1745+4() + 3042+4() + 10033+4()− 6024+4() + 56+4()
6 = () [− +5()]

5
= (+5() + 5) [− +5()]

5

= 56 − 245+5() + 4542+5()− 4033+5() + 1524+5()− 6+5()

olmak üzere

()

6
5 () =

1

7206

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

0  diğer durumlarda

ve

1 = −+7()5+1()
= − (+1()− 6) 5+1()
= 65+1()− 6+1()
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2 = −+7()
¡
5 + 54+2() + 10

32+2() + 10
23+2()

+54+2()− 55+2()
¢


= − (+2()− 5)
¡
5 + 54+2() + 10

32+2() + 10
23+2()

+54+2()− 55+2()
¢


=
¡
56 + 245+2() + 45

42+2() + 40
33+2() + 15

24+2()

−305+2() + 56+2()
¢


3 = −+7()
¡
265 + 504+3() + 20

32+3()− 2023+3()
−204+3() + 105+3()

¢


= − (+3() + 4)
¡
265 + 504+3() + 20

32+3()− 2023+3()
−204+3() + 105+3()

¢


3 =
¡
1046 + 1745+3() + 30

42+3()− 10033+3()− 6024+3()
+605+3()− 106+3()

¢


= −+7()
¡
665 − 6032+4() + 304+4()− 105+4()

¢
= − (+4()− 3)

¡
665 − 6032+4() + 304+4()− 105+4()

¢
4 =

¡
1986 − 665+4()− 18042+4() + 6033+4() + 9024+4()
−605+4()+ 106+4()

¢


5 = −+7()
¡
265 − 504+5() + 2032+5() + 2023+5()

−204+5() + 55+5()
¢


= − (+5()− 2)
¡
265 − 504+5() + 2032+5() + 2023+5()

−204+5() + 55+5()
¢


5 =
¡
526 − 1265+5() + 9042+5() + 2033+5()− 6024+5()
+305+5()− 56+5()

¢


6 = −+7() [− +6()]
5

= − (+6()− ) [− +6()]
5

= [− +6()]
6

olmak üzere
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−+7()
6

5+1 () =
1

7206

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

4  +4 ≤   +5

5  +5 ≤   +6

6  +6 ≤   +7

0  diğer durumlarda

elde edilir. Dolayısıyla (4.82) eşitliği

1 = 1 = 6()

2 = 2 + 1 = 6 + 65+1() + 15
42+1() + 20

33+1() + 15
24+1()

+65+1()− 66+1()
3 = 3 + 2 = 57

6 + 1505+2() + 135
42+2() + 20

33+2()

−4524+2()− 305+2() + 156+2()
4 = 4 + 3 = 302

6 + 2405+3()− 15042+3()− 16033+3()
+3024+3() + 60

5
+3()− 206+3()

5 = 5 + 4 = 302
6 − 2405+4()− 15042+4() + 16033+4()

+3024+4()− 605+4() + 156+4()
6 = 6 + 5 = 57

6 − 1505+5() + 13542+5()− 2033+5()
−4524+5() + 305+5()− 66+5()

7 = 6 = [− +6()]
6

olmak üzere

6() =
1

7206

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

0  diğer durumlarda

(4.83)
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olarak bulunur. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi yapılır ve

her iki taraf 720 ile çarpılırsa

1 = 6−3()

2 = 6 + 65−2() + 15
42−2() + 20

33−2() + 15
24−2()

+65−2()− 66−2()
3 = 576 + 1505−1() + 135

42−1() + 20
33−1()− 4524−1()

−305−1() + 156−1()
4 = 3026 + 2405()− 15042()− 16033() + 3024()

+605()− 206()
5 = 3026 − 2405+1()− 15042+1() + 16033+1() + 3024+1()

−605+1() + 156+1()
6 = 576 − 1505+2() + 13542+2()− 2033+2()− 4524+2()

+305+2()− 66+2()
7 = [− +3()]

6

olmak üzere

6
() =

1

6

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −3 ≤   −2

2  −2 ≤   −1

3  −1 ≤   

4   ≤   +1

5  +1 ≤   +2

6  +2 ≤   +3

7  +3 ≤   +4

0  diğer durumlarda

(4.84)

olarak bulunur. Burada

©
6
−3 ()  

6
−2 ()  

6
−1 ()      

6
+1 ()  

6
+2 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı altıncı dereceden spline fonksiyonlar için bir

taban oluşturur. Sektik B-spline fonksiyonları ve onların birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü ve beşinci mertebeden türevleri [−3 +4] aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu
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aralıkta, her bir 6
 () sektik B-spline fonksiyonu ardı̧sık yedi elemanı örtmektedir.

Dolayısıyla her bir [ +1] aralığı

6
−3 () =

[− ()]
6

6
 (4.85)

6
−2 () =

1

6

¡
576 − 1505() + 13542()− 2033()

−4524() + 305()− 66()
¢
 (4.86)

6
−1 () =

1

6

¡
3026 − 2405()− 15042() + 16033()

+3024()− 605() + 156()
¢
 (4.87)

6
 () =

1

6

¡
3026 + 2405()− 15042()− 16033()

+3024() + 60
5
()− 206()

¢
 (4.88)

6
+1 () =

1

6

¡
576 + 1505() + 135

42() + 20
33()

−4524()− 305() + 156()
¢
 (4.89)

6
+2 () =

1

6

¡
6 + 65() + 15

42() + 20
33() + 15

24()

+65()− 66()
¢
 (4.90)

6
+3 () =

6()

6
(4.91)

olarak tanımlanan ardı̧sık yedi sektik B-spline şekil fonksiyonu tarafından örtülür.

 =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı [0 ] aralığına

dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan yedi sektik B-spline şekil fonksiyonları

bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

6
−3 () =

(− )
6

6
 (4.92)

6
−2 () =

1

6

¡
576 − 1505 + 13542 − 2033 − 4524

+305 − 66¢  (4.93)

6
−1 () =

1

6

¡
3026 − 2405 − 15042 + 16033 + 3024

−605 + 156¢  (4.94)

6
 () =

1

6

¡
3026 + 2405 − 15042 − 16033 + 3024

+605 − 206¢  (4.95)

6
+1 () =

1

6

¡
576 + 1505 + 13542 + 2033 − 4524 (4.96)

−305 + 156¢  (4.97)
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6
+2 () =

1

6

¡
6 + 65 + 1542 + 2033 + 1524 + 65 − 66¢  (4.98)

6
+3 () =

6

6
(4.99)

olarak bulunur.

Ayrıca (4.84) ile verilen sektik B-spline için  = − 2 − 1  + 1 + 2

+ 2 + 3 olmak üzere

lim
→+

6
() = lim

→−
6
()

lim
→+




(6

()) = lim
→−




(6

())   = 1 2 3 4 5

olduğundan (4.84) sektik B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, üçüncü, dördüncü

ve beşinci mertebeden türevlerinin  = −2  = −1  =   = +1  = +2

ve  = +3 bölünme noktalarında dolayısıyla da konum aralığının iç noktalarında

sürekli olduğu görülebilir.

 = 1 alınarak [−3 +4] aralığı [0 7] aralığına dönüştürülerek 6
() sektik

B-spline fonksiyonuyla ilk beş türevinin şekilleri sırasıyla Şekil 4.26, Şekil 4.27, Şekil

4.28, Şekil 4.29, Şekil 4.30 ve Şekil 4.31 de çizilmi̧stir. Şekillerden de 6
() sektik

B-spline fonksiyonuyla ilk beş türevinin iç noktalarda sürekli olduğu, altıncı ve daha

yüksek mertebeden türevlerinin olmadığı görülebilir.

0 2 4 6
0

100

200

300

400

0 2 4 6
-500

0

500

Şekil 4.26. Sektik B-spline

fonksiyonu

Şekil 4.27. Sektik B-spline

fonksiyonun birinci türevi
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0 2 4 6
-1000

-500

0

500

0 2 4 6
-1000

-500

0

500

1000

Şekil 4.28. Sektik B-spline

fonksiyonun ikinci türevi

Şekil 4.29. Sektik B-spline

fonksiyonun üçüncü türevi

0 2 4 6
-2000

0

2000

4000

0 2 4 6
-1

-0.5

0

0.5

1
104

Şekil 4.30. Sektik B-spline

fonksiyonun dördüncü türevi

Şekil 4.31. Sektik B-spline

fonksiyonun beşinci türevi

() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı sektik B-spline kullanılarak

() ≈ () =

+2X
=−3

6
 () (4.100)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere 6
 ()

fonksiyonları sektik B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan

6
−3() 

6
−2() 

6
−1() 

6
() 

6
+1() 

6
+2() 

6
+3()

sektik B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 6
−3() sektik B-spline fonksiyonları, [−6 +1] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve yedi elemanı örtmektedir.

• 6
−2() sektik B-spline fonksiyonları, [−5 +2] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve yedi elemanı örtmektedir.
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• 6
−1() sektik B-spline fonksiyonları, [−4 +3] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve yedi elemanı örtmektedir.

• 6
() sektik B-spline fonksiyonları, [−3 +4] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

yedi elemanı örtmektedir.

• 6
+1() sektik B-spline fonksiyonları, [−2 +5] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve yedi elemanı örtmektedir.

• 6
+2() sektik B-spline fonksiyonları, [−1 +6] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve yedi elemanı örtmektedir.

• 6
+3() sektik B-spline fonksiyonları, [ +7] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

yedi elemanı örtmektedir.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0

100

200

300

400

Şekil 4.32. Sektik B-spline fonksiyonları

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−6 +7] aralığı [0 13] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki

6
−3() 

6
−2() 

6
−1() 

6
() 

6
+1() 

6
+2() 

6
+3()

sektik B-spline fonksiyonları Şekil 4.32 de çizilmi̧stir. Şekil 4.32 de görüldüğü

gibi sektik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, üçüncü, dördüncü ve beşinci
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mertebeden türevleri ardı̧sık yedi elemanı örtecektir. Dolayısıyla her bir [ +1]

sonlu elemanında sektik B-spline fonksiyonların ve ilk beş türevinin en fazla yedi

parçası (̧sekil fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu gösterebilmek için  = 1

alınarak [ +1] aralığı [6 7] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen yedi adet

sektik B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.33a da çizilmi̧stir. Şekil 4.33a da çizilen şekil

fonksiyonları içinde değeri sıfıra yakın olan iki şekil fonksiyonu tam gözükmediği için

Şekil 4.33b şekli çizilmi̧stir. Şekil 4.33b şekli çizilirken sekil fonksiyonlarının aldığı

değer sınırlandırılmı̧stır. Her iki şekil birlikte incelendiğinde [6 7] aralığına toplam

yedi şekil fonksiyonu düştüğü açıkça görülmektedir.

6 7
0

100

200

300

400

6 6.5 7
0

0.5

1

1.5

2

Şekil 4.33a Şekil 4.33b

Şekil 4.33. Sektik B-spline şekil fonksiyonları

Çizilen tüm şekillerden de görüldüğü gibi 6
() sektik B-spline fonksiyonlar

[−3 +4] aralığının dı̧sında sıfırdır ve 6
() B-spline fonksiyonları [−3 +4]

aralığında ardı̧sık yedi elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu

elemanı 6
−3 

6
−2 

6
−1 

6
 

6
+1 

6
+2 ve 

6
+3olarak yedi B-spline tarafından

örtülmektedir. Bu durumda  ∈ [ +1] için (4.100) yaklaşımı

() ≈ () =

+3X
=−3

6
 ()

olacaktır.  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonununbirinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü ve beşinci mertebeden türevleri için yaklaşımlar ise

() =  =

+3X
=−3

6
 ()

()


=  ()

 =

+3X
=−3

6
 ()


  = 1 2 3 4 5
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olarak yazılabilir. (4.84) sektik B-spline eşitliklerinin kullanılmasıyla  =   =

0 1      noktalarındaki (), 
0(), 00() 000() (4)() ve (5)() için

yaklaşımlar

 = −3 + 57−2 + 302−1 + 302 + 57+1 + +2 (4.101)

 0
 =

6


(−−3 − 25−2 − 40−1 + 40 + 25+1 + +2)  (4.102)

 00
 =

30

2
(−3 + 9−2 − 10−1 − 10 + 9+1 + +2)  (4.103)

 000
 =

120

3
(−−3 − −2 + 8−1 − 8 + +1 + +2)  (4.104)

 (4)
 =

360

4
(−3 − 3−2 + 2−1 + 2 − 3+1 + +2)  (4.105)

 (5)
 =

720

5
(−3 − 5−2 + 10−1 − 10 + 5+1 − +2) (4.106)

olarak bulunur.

4.7. Septik B-spline

7 yedinci dereceden B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2)

bağıntısında  = 7 alındığında

7 () =
− 

+7 − 
6 () +

+8 − 

+8 − +1
6+1 ()

7 () =
()

7
6 () +

−+8()
7

6+1 () (4.107)

elde edilir. Bir önceki alt bölümde

1 = 6()

2 = 6 + 65+1() + 15
42+1() + 20

33+1() + 15
24+1()

+65+1()− 66+1()
3 = 576 + 1505+2() + 135

42+2() + 20
33+2()− 4524+2()

−305+2() + 156+2()
4 = 3026 + 2405+3()− 15042+3()− 16033+3() + 3024+3()

+605+3()− 206+3()
5 = 3026 − 2405+4()− 15042+4() + 16033+4() + 3024+4()

−605+4() + 156+4()
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6 = 576 − 1505+5() + 13542+5()− 2033+5()− 4524+5()
+305+5()− 66+5()

7 = [− +6()]
6

olmak üzere

6() =
1

7206

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

0  diğer durumlarda

olarak bulunan (4.83) sektik B-spline fonksiyonunun kullanılmasıyla

1 = ()
6
() = 7()

2 = ()
£
6 + 65+1() + 15

42+1() + 20
33+1() + 15

24+1()

+ 65+1()− 66+1()
¤

2 = 7 + 76+1() + 21
52+1() + 35

43+1() + 35
34+1()

+2125+1()− 67+1()
3 = ()

£
576 + 1505+2() + 135

42+2() + 20
33+2()

−4524+2()− 305+2() + 156+2()
¤

3 = 1147 + 3576+2() + 420
52+2() + 175

43+2()− 7034+2()
−10525+2() + 157+2()

4 = ()
£
3026 + 2405+3()− 15042+3()− 16033+3()

+ 3024+3() + 60
5
+3()− 206+3()

¤


4 = 9067 + 10226+3()− 21052+3()− 63043+3()− 7034+3()
+21025+3()− 207+3()

5 = ()
£
3026 − 2405+4()− 15042+4() + 16033+4()

+ 3024+4()− 605+4() + 156+4()
¤
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5 = 12087 − 6586+4()− 84052+4() + 49043+4() + 28034+4()
−21025+4() + 157+4()

6 = ()
£
576 − 1505+5() + 13542+5()− 2033+5()

−4524+5() + 305+5()− 66+5()
¤


6 = 2857 − 6936+5() + 52552+5() + 3543+5()− 24534+5()
+10525+5()− 67+5()

7 = () [− +6()]
6


= 67 − 356+6() + 8452+6()− 10543+6() + 7034+6()
−2125+6() + 7+6()

olmak üzere

()

+7 − 
6 () =

1

77206

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

0  diğer durumlarda

ve

1 = −+8()6+1()
= 76+1()− 7+1()

2 = −+8()
¡
6 + 65+2() + 15

42+2() + 20
33+2() + 15

24+2()

+65+2()− 66+2()
¢


=
¡
67 + 356+2() + 84

52+2() + 105
43+2() + 70

34+2()

+2125+2()− 426+2() + 67+2()
¢


3 = −+8()
¡
576 + 1505+3() + 135

42+3() + 20
33+3()− 4524+3()

−305+3() + 156+3()
¢


=
¡
2857 + 6936+3() + 525

52+3()− 3543+3()− 24534+3()
−10525+3() + 1056+3()− 157+3()

¢
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4 = −+8()
¡
3026 + 2405+4()− 15042+4()− 16033+4()

+3024+4() + 60
5
+4()− 206+4()

¢


=
¡
12087 + 6586+4()− 84052+4()− 49043+4() + 28034+4()
+21025+4()− 1406+4() + 207+4()

¢


5 = −+8()
¡
3026 − 2405+5()− 15042+5() + 16033+5()

+3024+5()− 605+5() + 156+5()
¢


=
¡
9067 − 10226+5()− 21052+5() + 63043+5()− 7034+5()
−21025+5() + 1056+5()− 157+5()

¢


6 = −+8()
¡
576 − 1505+6() + 13542+6()− 2033+6()

−4524+6() + 305+6()− 66+6()
¢


=
¡
1147 − 3576+6() + 42052+6()− 17543+6()− 7034+6()
+10525+6()− 426+6() + 67+6()

¢


7 = −+8() [− +7()]
6

= [− +7()]
7

olmak üzere

−+8()
+8 − +1

6+1() =
1

77206

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

4  +4 ≤   +5

5  +5 ≤   +6

6  +6 ≤   +7

7  +7 ≤   +8

0  diğer durumlarda

elde edilir. Dolayısıyla (4.107) eşitliği

1 = 1 = 7()

2 = 2 + 1 = 7 + 76+1() + 21
52+1() + 35

43+1()

+3534+1() + 21
25+1() + 7

6
+1()− 77+1()
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3 = 3 + 2 = 120
7 + 3926+2() + 504

52+2() + 280
43+2()

−8425+2()− 426+2() + 217+2()
4 = 4 + 3 = 1191

7 + 17156+3() + 315
52+3()− 66543+3()

−31534+3() + 10525+3() + 1056+3()− 357+3()
5 = 5 + 4 = 2416

7 − 168052+4() + 56034+4()
−1406+4() + 357+4()

6 = 6 + 5 = 1191
7 − 17156+5() + 31552+5() + 66543+5()

−31534+5()− 10525+5() + 1056+5()− 217+5()
7 = 7 + 6 = 120

7 − 3926+6() + 50452+6()− 28043+6()
+8425+6()− 426+6() + 77+6()

8 = 7 = [− +7()]
7

olmak üzere

7 () =
1

50407

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

8  +7 ≤   +8

0  diğer durumlarda

(4.108)

olarak bulunur. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi yapılır ve

her iki taraf 5040 ile çarpılırsa

1 = −4()
7

2 = 7 + 76−3() + 21
52−3() + 35

43−3() + 35
34−3()

+2125−3() + 7
6
−3()− 77−3()

3 = 1207 + 3926−2() + 504
52−2() + 280

43−2()

−8425−2()− 426−2() + 217−2()
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4 = 11917 + 17156−1() + 315
52−1()− 66543−1()

−31534−1() + 10525−1() + 1056−1()− 357−1()
5 = 24167 − 168052() + 56034()− 1406() + 357()
6 = 11917 − 17156+1() + 31552+1() + 66543+1()

−31534+1()− 10525+1() + 1056+1()− 217+1()
7 = 1207 − 3926+2() + 50452+2()− 28043+2()

+8425+2()− 426+2() + 77+2()
8 = [− +3()]

7

olmak üzere

7
 () =

1

7

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −4 ≤   −3

2  −3 ≤   −2

3  −2 ≤   −1

4  −1 ≤   

5   ≤   +1

6  +1 ≤   +2

7  +2 ≤   +3

8  +3 ≤   +4

0  diğer durumlarda

(4.109)

elde edilir. Burada

©
7
−3 ()  

7
−2 ()  

7
−1 ()      

7
+2 ()  

7
+3 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı yedinci dereceden spline fonksiyonlar için bir

taban oluşturur. 7.dereceden B-spline fonksiyonları ve onların birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü, beşinci ve altıncımertebeden türevleri [−4 +4] aralığı dı̧sında sıfırdır.

Bu aralıkta, her bir 7
 () 7.dereceden B-spline fonksiyonu ardı̧sık sekiz elemanı

örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1] aralığı

7
−3 () =

[− ()]
7

7
 (4.110)

7
−2 () =

1

7

¡
1207 − 3926() + 50452()− 28043()

+8425()− 426() + 77()
¢
 (4.111)
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7
−1 () =

1

7

¡
11917 − 17156() + 31552() + 66543()

−31534()− 10525() + 1056()− 217()
¢
 (4.112)

7
 () =

1

7

¡
24167 − 168052() + 56034()

−1406() + 357()
¢
 (4.113)

7
+1 () =

1

7

¡
11917 + 17156() + 315

52()− 66543()
−31534() + 10525() + 1056()− 357()

¢
 (4.114)

7
+2 () =

1

7

¡
1207 + 3926() + 504

52() + 280
43()

−8425()− 426() + 217()
¢
 (4.115)

7
+3 () =

1

7

¡
7 + 76() + 21

52() + 35
43() + 35

34()

+2125() + 7
6
()− 77()

¢
 (4.116)

7
+4 () =

()
7

7
(4.117)

olarak tanımlanan ardı̧sık sekiz septik B-spline şekil fonksiyonu tarafından örtülür.

 =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı [0 ] aralığına

dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan sekiz septik B-spline şekil

fonksiyonları bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

7
−3 () =

[− ]
7

7
 (4.118)

7
−2 () =

1

7

¡
1207 − 3926 + 50452 − 28043 + 8425

−426 + 77¢  (4.119)

7
−1 () =

1

7

¡
11917 − 17156 + 31552 + 66543

−31534 − 10525 + 1056 − 217¢  (4.120)

7
 () =

1

7

¡
24167 − 168052 + 56034 − 1406 + 357¢  (4.121)

7
+1 () =

1

7

¡
11917 + 17156 + 31552 − 66543

−31534 + 10525 + 1056 − 357¢  (4.122)

7
+2 () =

1

7

¡
1207 + 3926 + 50452 + 28043 − 8425

−426 + 217¢  (4.123)
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7
+3 () =

1

7

¡
7 + 76 + 2152 + 3543 + 3534 + 2125

+76 − 77¢  (4.124)

7
+4 () =

7

7
(4.125)

olarak bulunur.

Ayrıca (4.109) ile verilen 7. dereceden B-spline için  = − 3− 2 − 1 

+ 1 + 2 + 2 + 3 olmak üzere

lim
→+

7
() = lim

→−
7
()

lim
→+




(7

()) = lim
→−




(7

())   = 1     6

olduğundan (4.109) 7. dereceden B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü, beşinci ve altıncı mertebeden türevlerinin  = −3  = −2  = −1

 =   = +1  = +2 ve  = +3 bölünme noktalarında dolayısıyla da

konum aralığının iç noktalarında sürekli olduğu görülebilir.

 = 1 alınarak [−4 +4] aralığı [0 8] aralığına dönüştürülerek 7
() septik

B-spline fonksiyonuyla ilk altı türevinin şekilleri sırasıyla Şekil 4.34, Şekil 4.35, Şekil

4.36, Şekil 4.37, Şekil 4.38, Şekil 4.39 ve Şekil 4.40 da çizilmi̧stir. Şekillerden de

7
() septik B-spline fonksiyonuyla ilk altı türevinin iç noktalarda sürekli olduğu,

yedinci ve daha yüksek mertebeden türevlerinin olmadığı görülebilir.

0 2 4 6 8
0

1000

2000

3000

0 2 4 6 8
-2000

-1000

0

1000

2000

Şekil 4.34. Septik B-spline

fonksiyonu

Şekil 4.35. Septik B-spline

fonksiyonun birinci türevi
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0 2 4 6 8
-4000

-2000

0

2000

0 2 4 6 8
-6000

-4000

-2000

0

2000

4000

6000

Şekil 4.36. Septik B-spline

fonksiyonun ikinci türevi

Şekil 4.37. Septik B-spline

fonksiyonun üçüncü türevi

0 2 4 6 8
-1

0

1

2
104

0 2 4 6 8
-4

-2

0

2

4
104

Şekil 4.38. Septik B-spline

fonksiyonun dördüncü türevi

Şekil 4.39. Septik B-spline

fonksiyonun beşinci türevi

0 2 4 6 8
-1

-0.5

0

0.5

1
105

Şekil 4.40. Septik B-spline fonksiyonun altıncı türevi

() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı septik B-spline kullanılarak

() ≈ () =

+3X
=−3

7
 () (4.126)



57

şeklinde tanımlanabilir. Burada  katsayıları bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere

7
 () septik B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan

7
−3() 

7
−2() 

7
−1() 

7
() 

7
+1() 

7
+2() 

7
+3() 

7
+4()

septik B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 7
−3() septik B-spline fonksiyonları, [−7 +1] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve sekiz elemanı örtmektedir.

• 7
−2() septik B-spline fonksiyonları, [−6 +2] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve sekiz elemanı örtmektedir.

• 7
−1() septik B-spline fonksiyonları, [−5 +3] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve sekiz elemanı örtmektedir.

• 7
() septik B-spline fonksiyonları, [−4 +4] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

sekiz elemanı örtmektedir.

• 7
+1() septik B-spline fonksiyonları, [−3 +5] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve sekiz elemanı örtmektedir.

• 7
+2() septik B-spline fonksiyonları, [−2 +6] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve sekiz elemanı örtmektedir.

• 7
+3() septik B-spline fonksiyonları, [−1 +7] aralığının dı̧sında sıfırdır

ve sekiz elemanı örtmektedir.

• 7
+4() septik B-spline fonksiyonları, [ +8] aralığının dı̧sında sıfırdır ve

sekiz elemanı örtmektedir.

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−7 +8] aralığı [0 15] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki

7
−3() 

7
−2() 

7
−1() 

7
() 

7
+1() 

7
+2() 

7
+3() 

7
+4()
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septik B-spline fonksiyonları Şekil 4.41 de çizilmi̧stir.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

500

1000

1500

2000

2500

Şekil 4.41. Septik B-spline fonksiyonları

7 8
0

500

1000

1500

2000

2500

7 7.5 8
0

0.5

1

1.5

2

Şekil 4.42a Şekil 4.42b

Şekil 4.42. Septik B-spline şekil fonksiyonları

Şekil 4.41 de görüldüğü gibi septik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü, beşinci ve altıncı mertebeden türevleri ardı̧sık sekiz elemanı örtecektir.

Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanında septik B-spline fonksiyonların ve ilk

altı türevinin en fazla sekiz parçası (̧sekil fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu

gösterebilmek için  = 1 alınarak [ +1] aralığı [7 8] aralığına dönüştürülmüş

ve bu aralığa düşen sekiz adet septik B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.42a da

çizilmi̧stir. Şekil 4.42a da çizilen şekil fonksiyonları içinde değeri sıfıra yakın olan

iki şekil fonksiyonu tam gözükmediği için Şekil 4.42b şekli çizilmi̧stir. Şekil 4.42b
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şekli çizilirken sekil fonksiyonlarının aldığı değer sınırlandırılmı̧stır. Her iki şekil

birlikte incelendiğinde [7 8] aralığına toplam sekiz şekil fonksiyonu düştüğü açıkça

görülmektedir.

Çizilen tüm şekillerden de görüldüğü gibi 7
() septik B-spline fonksiyonlar

[−4 +4] aralığının dı̧sında sıfırdır ve 7
() B-spline fonksiyonları [−4 +4]

aralığında ardı̧sık sekiz elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1]

sonlu elemanı 7
−3() 

7
−2() 

7
−1() 

7
() 

7
+1() 

7
+2() 

7
+3() ve

7
+4() olarak sekiz B-spline fonksiyon tarafından örtülmektedir. Bu durumda

 ∈ [ +1] için (4.126) yaklaşımı

() ≈ () =

+4X
=−3

7
 () (4.127)

olacaktır.  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü, beşinci ve altıncı mertebeden türevleri için yaklaşımlar ise

() =  =

+4X
=−3

7
 ()

()


=  ()

 =

+4X
=−3

7
 ()


  = 1 2 3 4 5 6

olarak yazılabilir. Dolayısıyla (4.109) septik B-spline eşitliklerinin kullanılmasıyla

 =   = 0 1      noktalarındaki (), 
0(), 00() 000() (4)(),

(5)() ve (6)() için yaklaşımlar

 = −3 + 120−2 + 1191−1 + 2416 + 1191+1

+120+2 + +3 (4.128)

 0
 =

7


(−−3 − 56−2 − 245−1 + 245+1

+56+2 + +3)  (4.129)

 00
 =

42

2
(−3 + 24−2 + 15−1 − 80 + 15+1

+24+2 + +3)  (4.130)

 000
 =

210

3
(−−3 − 8−2 + 19−1 − 19+1 + 8+2 + +3)  (4.131)
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 (4)
 =

840

4
(−3 − 9−1 + 16 − 9+1 + +3)  (4.132)

 (5)
 =

2520

5
(−−3 + 4−2 − 5−1 + 5+1 − 4+2 + +3)  (4.133)

 (6)
 =

5040

6
(−3 − 6−2 + 15−1 − 20 + 15+1

−6+2 + +3) (4.134)

olarak bulunur.

4.8. 8. Dereceden B-spline

8 sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2)

bağıntısında  = 8 alındığında

8 () =
− 

+8 − 
7 () +

+9 − 

+9 − +1
7+1 ()

8 () =
()

8
7 () +

−+9()
8

7+1 () (4.135)

elde edilir. Bir önceki alt bölümde elde edilen (4.108) yedinci dereceden B-spline

bağıntısının kullanılmasıyla, (4.135) eşitliğindeki ()
7
 () ve −+9()7+1 ()

terimleri

1 = ()
7
() = 8()

2 = ()
£
7 + 76+1() + 21

52+1() + 35
43+1() + 35

34+1()

+2125+1() + 7
6
+1()− 77+1()

¤


3 = ()
£
1207 + 3926+2() + 504

52+2() + 280
43+2()

−8425+2()− 426+2() + 217+2()
¤


4 = ()
£
11917 + 17156+3() + 315

52+3()− 66543+3()
−31534+3() + 10525+3() + 1056+3()− 357+3()

¤


5 = ()
£
24167 − 168052+4() + 56034+4()− 1406+4()

+357+4()
¤


6 = ()
£
11917 − 17156+5() + 31552+5() + 66543+5()

−31534+5()− 10525+5() + 1056+5()− 217+5()
¤




61

7 = ()
£
1207 − 3926+6() + 50452+6()− 28043+6()

+8425+6()− 426+6() + 77+6()
¤


8 = () [− +7()]
7

olmak üzere

()

8
7 () =

1

8 (50407)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

8  +7 ≤   +8

0  diğer durumlarda

ve

1 = −+9()7+1()
2 = −+9()

£
7 + 76+2() + 21

52+2() + 35
43+2() + 35

34+2()

+2125+2() + 7
6
+2()− 77+2()

¤


3 = −+9()
£
1207 + 3926+3() + 504

52+3() + 280
43+3()

−8425+3()− 426+3() + 217+3()
¤


4 = −+9()
£
11917 + 17156+4() + 315

52+4()− 66543+4()
−31534+4() + 10525+4() + 1056+4()− 357+4()

¤


5 = −+9()
£
24167 − 168052+5() + 56034+5()− 1406+5()

+357+5()
¤


6 = −+9()
£
11917 − 17156+6() + 31552+6() + 66543+6()

−31534+6()− 10525+6() + 1056+6()− 217+6()
¤


7 = −+9()
£
1207 − 3926+7() + 50452+7()− 28043+7()

+8425+7()− 426+7() + 77+7()
¤


8 = −+9() [− +8()]
7
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olmak üzere

−+9()
8

7+1 () =
1

8 (50407)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

4  +4 ≤   +5

5  +5 ≤   +6

6  +6 ≤   +7

7  +7 ≤   +8

8  +8 ≤   +9

0  diğer durumlarda

şeklinde bulunur. Böylece (4.135) 8. dereceden B-spline fonksiyonu

1 = 1 = ()
8

2 = 2 + 1 = 8 + 87+1() + 28
62+1() + 56

53+1() + 70
44+1()

+ 5635+1() + 28
26+1() + 8

7
+1()− 88+1()

3 = 3 + 2 = 247
8 + 9527+2() + 1540

62+2() + 1288
53+2()

+ 49044+2()− 5635+2()− 14026+2()− 567+2() + 288+2()
4 = 4 + 3 = 4293

8 + 85687+3() + 5292
62+3()− 50453+3()

−189044+3()− 50435+3() + 25226+3() + 1687+3()− 568+3()
5 = 5 + 4 = 15619

8 + 98007+4()− 686062+4()− 532053+4()
+133044+4() + 1400

35+4()− 14026+4()− 2807+4() + 708+4()
6 = 6 + 5 = 15619

8 − 98007+5()− 686062+5() + 532053+5()
+133044+5()− 140035+5()− 14026+5() + 2807+5()− 568+5()

7 = 7 + 6 = 4293
8 − 85687+6() + 52926+6()2 + 5045+6()3

−18904+6()4 + 5043+6()5 + 2522+6()6

−168+6()7 + 28+6()8

8 = 8 + 7 = 247
8 − 9527+7() + 154062+7()− 128853+7() +

49044+7() + 56
35+7()− 14026+7() + 567+7()− 88+7()

9 = 8 = [− +8()]
8
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olmak üzere

8 () =
1

403208

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

8  +7 ≤   +8

9  +8 ≤   +9

0  diğer durumlar

(4.136)

formunda elde edilir. İndis ötelemesi yapılır ve her iki taraf 40320 ile çarpılırsa

1 = −4()
8

2 = 8 + 87−3() + 28
62−3() + 56

53−3() + 70
44−3() + 56

35−3()

+2826−3() + 8
7
−3()− 88−3()

3 = 2478 + 9527−2() + 1540
62−2() + 1288

53−2() + 490
44−2()

−5635−2()− 14026−2()− 567−2() + 288−2()
4 = 42938 + 85687−1() + 5292

62−1()− 50453−1()− 189044−1()
−50435−1() + 25226−1() + 1687−1()− 568−1()

5 = 156198 + 98007()− 686062()− 532053() + 133044()
+140035()− 14026()− 2807() + 708()

6 = 156198 − 98007+1()− 686062+1() + 532053+1() + 133044+1()
−140035+1()− 14026+1() + 2807+1()− 568+1()

7 = 42938 − 85687+2() + 52926+2()2 + 5045+2()3 − 18904+2()4

+5043+2()
5 + 2522+2()

6 − 168+2()7 + 28+2()8

8 = 2478 − 9527+3() + 154062+3()− 128853+3() + 49044+3()
+5635+3()− 14026+3() + 567+3()− 88+3()

9 = (− +4())
8



64

olmak üzere

8
 () =

1

8

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −4 ≤   −3

2  −3 ≤   −2

3  −2 ≤   −1

4  −1 ≤   

5   ≤   +1

6  +1 ≤   +2

7  +2 ≤   +3

8  +3 ≤   +4

9  +4 ≤   +5

0  diğer durumlar

(4.137)

elde edilir. Burada

©
8
−4 ()  

8
−3 ()  

8
−2 ()      

8
+2 ()  

8
+3 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı sekizinci dereceden spline fonksiyonlar için

bir taban oluşturur. 8. dereceden B-spline fonksiyonları ve onların birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü, beşinci, altıncı ve yedinci mertebeden türevleri [−4 +5]

aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu aralıkta, her bir 8
 () 8.dereceden B-spline fonksiyonu

ardı̧sık dokuz elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1] aralığı

8
−4() =

[− ()]
8

8
 (4.138)

8
−3() =

1

8

£
2478 − 9527() + 154062()− 128853()

+49044() + 56
35()− 14026() (4.139)

+567()− 88()
¤


8
−2() =

1

8

£
42938 − 85687() + 529262() + 50453()

−189044() + 50435() + 25226() (4.140)

−1687() + 288()
¤


8
−1() =

1

8

£
156198 − 98007()− 686062() + 532053()

+133044()− 140035()− 14026()
+2807()− 568()

¤
 (4.141)
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8
() =

1

8

£
156198 + 98007()− 686062()− 532053()

+133044() + 1400
35()− 14026()

−2807() + 708()
¤
 (4.142)

8
+1() =

1

8

£
42938 + 85687() + 5292

62()− 50453()
−189044()− 50435() + 25226()
+1687()− 568()

¤
 (4.143)

8
+2() =

1

8

£
2478 + 9527() + 1540

62() + 1288
53()

+49044()− 5635()− 14026()
−567() + 288()

¤
 (4.144)

8
+3() =

1

8

£
8 + 87() + 28

62() + 56
53() + 70

44()

+5635() + 28
26() + 8

7
()− 88()

¤
 (4.145)

8
+4() =

8()

8
(4.146)

olarak tanımlanan ardı̧sık dokuz sekizinci dereceden B-spline şekil fonksiyonu

tarafından örtülür.  = −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı [0 ]

aralığına dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan dokuz sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonları bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

8
−4() =

[− ]
8

8
 (4.147)

8
−3() =

1

8

£
2478 − 9527 + 154062 − 128853

+49044 + 5635 − 14026 + 567 − 88¤  (4.148)

8
−2() =

1

8

£
42938 − 85687 + 529262 + 50453

−189044 + 50435 + 25226 − 1687 + 288¤  (4.149)

8
−1() =

1

8

£
156198 − 98007 − 686062 + 532053

+133044 − 140035 − 14026 + 2807 − 568¤  (4.150)

8
() =

1

8

£
156198 + 98007 − 686062 − 532053

+133044 + 140035 − 14026 − 2807 + 708¤  (4.151)
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8
+1() =

1

8

£
42938 + 85687 + 529262 − 50453

−189044 − 50435 + 25226 + 1687 − 568¤  (4.152)

8
+2() =

1

8

£
2478 + 9527 + 154062 + 128853

+49044 − 5635 − 14026 − 567 + 288¤  (4.153)

8
+3() =

1

8

£
8 + 87 + 2862 + 5653 + 7044

+5635 + 2826 + 87 − 88¤  (4.154)

8
+4() =

8

8
(4.155)

olarak bulunur.

Ayrıca (4.137) ile verilen 8.dereceden B-spline için  = − 3− 2 − 1 

+ 1 + 2 + 2 + 3+ 4 olmak üzere

lim
→+

8
() = lim

→−
8
()

lim
→+




(8

()) = lim
→−




(8

())   = 1 2     7

olduğundan (4.137) 8.dereceden B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü, beşinci, altıncı ve yedinci mertebeden türevlerinin  = −3  =

−2  = −1  =   = +1  = +2  = +3 ve  = +4

bölünme noktalarında dolayısıyla da konum aralığının iç noktalarında sürekli olduğu

görülebilir.

0 3 6 9
0

0.5

1

1.5

2
104

0 3 6 9
-2

-1

0

1

2
104

Şekil 4.43. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonu

Şekil 4.44. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun birinci türevi

 = 1 alınarak [−4 +5] aralığı [0 9] aralığına dönüştürülerek 8
() sekizinci

dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk yedi türevinin şekilleri sırasıyla Şekil 4.43, Şekil
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4.44, Şekil 4.45, Şekil 4.46, Şekil 4.47, Şekil 4.48, Şekil 4.49 ve Şekil 4.50 de çizilmi̧stir.

Şekillerden de 8
() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk yedi türevinin iç

noktalarda sürekli olduğu, sekizinci ve daha yüksek mertebeden türevlerinin olmadığı

görülebilir.

0 3 6 9
-4

-2

0

2
104

0 3 6 9
-5

0

5
104

Şekil 4.45. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun ikinci türevi

Şekil 4.46. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun üçüncü türevi

0 3 6 9
-1

-0.5

0

0.5

1
105

0 3 6 9
-2

-1

0

1

2
105

Şekil 4.47. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun dördüncü türevi

Şekil 4.48. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun beşinci türevi

0 3 6 9
-5

0

5
105

0 2 4 6 8
-2

-1

0

1

2
106

Şekil 4.49. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun altıncı türevi

Şekil 4.50. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun yedinci türevi
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() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı sekizinci dereceden B-spline

kullanılarak

() ≈ () =

+3X
=−4

8
 () (4.156)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  katsayıları bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere

8
 () sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan

8
−4() 

8
−3() 

8
−2() 

8
−1() 

8
() 

8
+1() 

8
+2() 

8
+3() 

8
+4()

septik B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde olacaktır.

• 8
−4() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−8 +1] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
−3() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−7 +2] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
−2() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−6 +3] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
−1() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−5 +4] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−4 +5] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
+1() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−3 +6] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
+2() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−2 +7] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
+3() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [−1 +8] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.

• 8
+4() sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları, [ +9] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve dokuz elemanı örtmektedir.
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0 3 6 9 12 15 17
0

0.5

1

1.5

2
104

Şekil 4.51. Sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları

8 9
0

0.5

1

1.5

2
104

8 8.5 9
0

1

2

3

4

Şekil 4.52a Şekil 4.52b

Şekil 4.52. Sekizinci dereceden B-spline şekil fonksiyonları

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−8 +9] aralığı [0 17] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki

8
−4() 

8
−3() 

8
−2() 

8
−1() 

8
() 

8
+1() 

8
+2() 

8
+3() 

8
+4()

sekizinci dereceden B-spline fonksiyonları Şekil 4.51 de çizilmi̧stir. Şekil 4.51

de görüldüğü gibi sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü, beşinci, altıncı ve yedinci mertebeden türevleri ardı̧sık dokuz

elemanı örtecektir. Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanında sekizinci

dereceden B-spline fonksiyonların ve ilk yedi türevinin en fazla dokuz parçası
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(̧sekil fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu gösterebilmek için  = 1 alınarak

[ +1] aralığı [8 9] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen dokuz adet

sekizinci dereceden B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.52a da çizilmi̧stir. Şekil 4.52a

da çizilen şekil fonksiyonları içinde değeri sıfıra yakın olan dört şekil fonksiyonu

tam gözükmediği için Şekil 4.52b şekli çizilmi̧stir. Şekil 4.52b şekli çizilirken sekil

fonksiyonlarının aldığı değer sınırlandırılmı̧stır. Her iki şekil birlikte incelendiğinde

[8 9] aralığına toplam dokuz şekil fonksiyonu düştüğü açıkça görülmektedir.

Çizilen tüm şekillerden de görüldüğü gibi 8
() sekizinci dereceden B-spline

fonksiyonlar [−4 +5] aralığının dı̧sında sıfırdır ve 8
() sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonları [−4 +5] aralığında ardı̧sık dokuz elemanı örtmektedir.

Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanı

8
−4() 

8
−3() 

8
−2() 

8
−1() 

8
() 

8
+1() 

8
+2() 

8
+3() 

8
+4()

olarak dokuz B-spline fonksiyon tarafından örtülmektedir. Bu durumda  ∈
[ +1] için (4.156) yaklaşımı

() ≈ () =

+4X
=−4

8
 () (4.157)

olacaktır.  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü beşinci, altıncı ve yedinci mertebeden türevleri için yaklaşımlar

ise

() =  =

+4X
=−4

8
 ()

()


=  ()

 =

+4X
=−4

8
 ()


  = 1     7

olarak yazılabilir. (4.137) sekizinci dereceden B-spline eşitliklerinin kullanılmasıyla

 =   = 0 1      noktalarındaki (), 
0(), 00() 000() (4)(),

(5)(), (6)() ve (7)() için yaklaşımlar

 = −4 + 247−3 + 4293−2 + 15619−1

+15619 + 4293+1 + 247+2 + +3 (4.158)

 0
 =

8


(−−4 − 119−3 − 1071−2 − 1225−1

+1225 + 1071+1 + 119+2 + +3)  (4.159)
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 00
 =

56

2
(−4 + 55−3 + 189−2 − 245−1

−245 + 189+1 + 55+2 + +3)  (4.160)

 000
 =

336

3
(−−4 − 23−3 + 9−2 + 95−1

−95 − 9+1 + 23+2 + +3) (4.161)

 (4)
 =

1680

4
(−4 + 7−3 − 27−2 + 19−1

+19 − 27+1 + 7+2 + +3)  (4.162)

 (5)
 =

6720

5
(−−4 + −3 + 9−2 − 25−1 + 25

−9+1 − +2 + +3)  (4.163)

 (6)
 =

20160

6
(−4 − 5−3 + 9−2 − 5−1 − 5

+9+1 − 5+2 + +3)  (4.164)

 (7)
 =

40320

7
(−−4 + 7−3 − 21−2 + 35−1

−35 + 21+1 − 7+2 + +3) (4.165)

olarak bulunur.

4.9. 9.Dereceden B-spline

9 dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2)

bağıntısında  = 9 alındığında

9 () =
− 

+9 − 
8 () +

+10 − 

+10 − +1
8+1 ()

9 () =
()

9
8 () +

−+10()
9

8+1 () (4.166)

elde edilir. (4.136) sekizinci dereceden B-spline bağıntısının kullanılmasıyla (4.166)

eşitliğindeki ()
8
 () ve −+10()8+1 () terimleri

1 = ()
8
()

2 = ()
£
8 + 87+1() + 28

62+1() + 56
53+1()

+7044+1() + 56
35+1() + 28

26+1() + 8
7
+1()− 88+1()

¤


3 = ()
£
2478 + 9527+2() + 1540

62+2()

+128853+2() + 490
44+2()− 5635+2()

−14026+2()− 567+2() + 288+2()
¤
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4 = ()
£
42938 + 85687+3() + 5292

62+3()

−50453+3()− 189044+3()− 50435+3()
+25226+3() + 168

7
+3()− 568+3()

¤


5 = ()
£
156198 + 98007+4()− 686062+4()

−532053+4() + 133044+4() + 140035+4()
−14026+4()− 2807+4() + 708+4()

¤


6 = ()
£
156198 − 98007+5()− 686062+5()

+532053+5() + 1330
44+5()− 140035+5()

+14026+5() + 280
7
+5()− 568+5()

¤


7 = ()
£
42938 − 85687+6() + 529262+6()

−50453+6()− 189044+6() + 50435+6()
+25226+6()− 1687+6() + 288+6()

¤


8 = ()
£
2478 − 9527+7() + 154062+7()

−128853+7() + 49044+7() + 5635+7()
−14026+7() + 567+7()− 88+7()

¤


9 = () [− +8()]
8

olmak üzere

()

9
8 () =

1

9403208

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

8  +7 ≤   +8

9  +8 ≤   +9

0  diğer durumlar
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ve

1 = −+10()+1()8
2 = −+10()

£
8 + 87+2() + 28

62+2() + 56
53+2()

+7044+2() + 56
35+2() + 28

26+2() + 8
7
+2()− 88+2()

¤


3 = −+10()
£
2478 + 9527+3() + 1540

62+3()

+128853+3() + 490
44+3()− 5635+3()− 14026+3()

−567+3() + 288+3()
¤


4 = −+10()
£
42938 + 85687+4() + 5292

62+4()−
50453+4()− 189044+4()− 50435+4() + 25226+4()
+1687+4()− 568+4()

¤


5 = −+10()
£
156198 + 98007+5()− 686062+5()

−532053+5() + 133044+5() + 140035+5()
−14026+5()− 2807+5() + 708+5()

¤


6 = −+9()
£
156198 − 98007+6()− 686062+6()+

532053+6() + 1330
44+6()− 140035+6()

+14026+6() + 280
7
+6()− 568+6()

¤


7 = −+10()
£
42938 − 85687+7() + 529262+7()+

50453+7()− 189044+7() + 50435+7() +
25226+7()− 1687+7() + 288+7()

¤


8 = −+10()
£
2478 − 9527+8() + 154062+8()

−128853+8() + 49044+8() + 5635+8()
−14026+8() + 567+8()− 88+8()

¤


9 = −+10() [− +9()]
8

olmak üzere
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−+10()
9

8+1 () =
1

9403208

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

4  +4 ≤   +5

5  +5 ≤   +6

6  +6 ≤   +7

7  +7 ≤   +8

8  +8 ≤   +9

9  +9 ≤   +10

0  diğer durumlar

şeklinde bulunur. Böylece (4.166) 9. dereceden B-spline fonksiyonu

1 = 1 = 9()

2 = 2 + 1 = 9 + 98+1() + 36
72+1() + 84

63+1()

+12654+1() + 126
45+1() + 84

36+1()

+3627+1() + 9
8
+1()− 99+1()

3 = 3 + 2 = 502
9 + 22148+2() + 4248

72+2()

+453663+2() + 2772
54+2() + 756

45+2()

−16836+2()− 21627+2()− 728+2() + 369+2()
4 = 4 + 3 = 14608

9 + 364148+3() + 34272
72+3()

+1125663+3()− 403254+3()− 428445+3()
−67236+3() + 50427+3() + 2528+3()− 849+3()

5 = 5 + 4 = 88234
9 + 1019348+4() + 5544

72+4()

−3645663+4()− 1083654+4() + 579645+4()
+285636+4()− 50427+4()− 5048+4() + 1269+4()

6 = 6 + 5 = 156190
9 − 8820072+5() + 2394054+5()

−420036+5() + 6308+5()− 1269+5()
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7 = 7 + 6 = 88234
9 − 1019348+6() + 554472+6()

+3645663+6()− 1083654+6()− 579645+6()
+285636+6() + 504

27+6()− 5048+6() + 849+6()
8 = 8 + 7 = 14608

9 − 364148+7() + 3427272+7()
−1125663+7()− 403254+7() + 428445+7()
−67236+7()− 50427+7() + 2528+7()− 369+7()

9 = 9 + 8 = 502
9 − 22148+8() + 424872+8()

−453663+8() + 277254+8()− 75645+8()
−16836+8() + 21627+8()− 728+8() + 99+8()

10 = 9 = [− +9()]
9

olmak üzere

9 () =
1

3628809

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

8  +7 ≤   +8

9  +8 ≤   +9

10  +9 ≤   +10

0  diğer durumlar

(4.167)

şeklinde bulunur. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi yapılır

ve her iki taraf 362880 ile çarpılırsa

1 = 9−5()

2 = 9 + 98−4() + 36
72−4() + 84

63−4()

+12654−4() + 126
45−4() + 84

36−4()

+3627−4() + 9
8
−4()− 99−4()
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3 = 5029 + 22148−3() + 4248
72−3() + 4536

63−3() + 2772
54−3()

+75645−3()− 16836−3()− 21627−3()− 728−3() + 369−3()
4 = 146089 + 364148−2() + 34272

72−2() + 11256
63−2()− 403254−2()

−428445−2()− 67236−2() + 50427−2() + 2528−2()− 849−2()
5 = 882349 + 1019348−1() + 5544

72−1()

−3645663−1()− 1083654−1() + 579645−1()
+285636−1()− 50427−1()− 5048−1() + 1269−1()
6 = 1561909 − 8820072() + 2394054()− 420036() + 6308()− 1269()
7 = 882349 − 1019348+1() + 554472+1()
+3645663+1()− 1083654+1()− 579645+1()
+285636+1() + 504

27+1()− 5048+1() + 849+1()
8 = 146089 − 364148+2() + 3427272+2()
−1125663+2()− 403254+2() + 428445+2()
−67236+2()− 50427+2() + 2528+2()− 369+2()
9 = 5029 − 22148+3() + 424872+3()− 453663+3() + 277254+3()
−75645+3()− 16836+3() + 21627+3()− 728+3() + 99+3()

10 = [− +4()]
9

olmak üzere

9
 () =

1

9

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −5 ≤   −4

2  −4 ≤   −3

3  −3 ≤   −2

4  −2 ≤   −1

5  −1 ≤   

6   ≤   +1

7  +1 ≤   +2

8  +2 ≤   +3

9  +3 ≤   +4

10  +4 ≤   +5

0  diğer durumlar

(4.168)
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elde edilir. Burada©
9
−4 ()  

9
−3 ()  

9
−2 ()      

9
+2 ()  

9
+3 ()  

9
+4 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı dokuzuncu dereceden spline fonksiyonlar

için bir taban oluşturur. 9. dereceden B-spline fonksiyonları ve onların birinci,

ikinci, üçüncü, dördüncü, beşinci, altıncı, yedinci ve sekizinci mertebeden türevleri

[−5 +5] aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu aralıkta, her bir 9
 () 9.dereceden B-spline

fonksiyonu ardı̧sık on elemanı örtmektedir. Dolayısıyla her bir [ +1] aralığı

99
−4() = [− ()]

9
 (4.169)

99
−3() = 5029 − 22148() + 424872()− 453663()

+277254()− 75645()− 16836()
+21627()− 728() + 99() (4.170)

99
−2() = 146089 − 364148() + 3427272()

−1125663()− 403254() + 428445() (4.171)

−67236()− 50427() + 2528()− 369()
99

−1() = 882349 − 1019348() + 554472()
+3645663()− 1083654()− 579645() (4.172)

+285636() + 504
27()− 5048() + 849()

99
() = 1561909 − 8820072() + 2394054()

−420036() + 6308()− 1269() (4.173)

99
+1() = 882349 + 1019348() + 5544

72()− 3645663()
−1083654() + 579645() + 285636()
−50427()− 5048() + 1269() (4.174)

99
+2() = 146089 + 364148() + 34272

72()

+1125663()− 403254()− 428445()
−67236() + 50427() + 2528()− 849() (4.175)

99
+3() = 5029 + 22148() + 4248

72() + 4536
63()

+277254() + 756
45()− 16836()

−21627()− 728() + 369() (4.176)
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99
+4() = 9 + 98() + 36

72() + 84
63() + 126

54()

+12645() + 84
36() + 36

27()

+98()− 99() (4.177)

99
+5() = 9() (4.178)

olarak tanımlanan ardı̧sık on adet dokuzuncu dereceden B-spline şekil fonksiyonu

tarafından örtülür.  =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı

[0 ] aralığına dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan on adet dokuzuncu

dereceden B-spline fonksiyonları bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

99
−4() = [− ]

9
 (4.179)

99
−3() = 5029 − 22148 + 424872 − 453663

+277254 − 75645 − 16836

+21627 − 728 + 99 (4.180)

99
−2() = 146089 − 364148 + 3427272

−1125663 − 403254 + 428445 (4.181)

−67236 − 50427 + 2528 − 369
99

−1() = 882349 − 1019348 + 554472

+3645663 − 1083654 − 579645 (4.182)

+285636 + 50427 − 5048 + 849
99

() = 1561909 − 8820072 + 2394054

−420036 + 6308 − 1269 (4.183)

99
+1() = 882349 + 1019348 + 554472 − 3645663

−1083654 + 579645 + 285636 − 50427

−5048 + 1269 (4.184)

99
+2() = 146089 + 364148 + 3427272 + 1125663

−403254 − 428445 − 67236 + 50427

+2528 − 849 (4.185)
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99
+3() = 5029 + 22148 + 424872 + 453663

+277254 + 75645 − 16836 − 21627

−728 + 369 (4.186)

99
+4() = 9 + 98 + 3672 + 8463 + 12654

+12645 + 8436 + 3627 + 98 − 99 (4.187)

99
+5() = 9 (4.188)

olarak bulunur.

Ayrıca (4.168) ile verilen 9. dereceden B-spline için  =  − 4  − 3  − 2
− 1  + 1 + 2 + 2 + 3 + 4 olmak üzere

lim
→+

9
() = lim

→−
9
()

lim
→+




(9

()) = lim
→−




(9

())   = 1 2 3  8

olduğundan (4.168) 9. dereceden B-spline fonksiyonunun ve birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü, beşinci, altıncı, yedinci ve sekizinci mertebeden türevlerinin  = −4

 = −3  = −2  = −1  =   = +1  = +2  = +3 ve  = +4

bölünme noktalarında dolayısıyla da konum aralığının iç noktalarında sürekli olduğu

görülebilir.

0 5 10
0

0.5

1

1.5

2
105

0 5 10
-2

-1

0

1

2
105

Şekil 4.53. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonu

Şekil 4.54. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun birinci türevi

 = 1 alınarak [−5 +5] aralığı [0 10] aralığına dönüştürülerek 9
()

dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk sekiz türevinin şekilleri sırasıyla
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Şekil 4.53, Şekil 4.54, Şekil 4.55, Şekil 4.56, Şekil 4.57, Şekil 4.58, Şekil 4.59, Şekil

4.60.ve Şekil 4.61 de çizilmi̧stir. Şekillerden de 9
() dokuzuncu dereceden B-spline

fonksiyonuyla ilk sekiz türevinin iç noktalarda sürekli olduğu, dokuzuncu ve daha

yüksek mertebeden türevlerinin olmadığı görülebilir.

0 5 10
-2

-1

0

1
105

0 5 10
-5

0

5
105

Şekil 4.55. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun ikinci türevi

Şekil 4.56. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun üçüncü türevi

0 5 10
-5

0

5

10
105

0 5 10
-2

-1

0

1

2
106

Şekil 4.57. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun dördüncü türevi

Şekil 4.58. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun beşinci türevi

0 5 10
-5

0

5
106

0 5 10
-1

-0.5

0

0.5

1
107

Şekil 4.59. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun altıncı türevi

Şekil 4.60. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun yedinci türevi
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0 5 10
-5

0

5
107

Şekil 4.61. Dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonun sekizinci türevi

() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı dokuzuncu dereceden B-spline

kullanılarak

() ≈ () =

+4X
=−4

9
 () (4.189)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  katsayıları bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere

9
 () dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan

9
−4() 

9
−3()     

9
+4() 

9
+5()

dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde

olacaktır.

• 9
−4() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−9 +1] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
−3() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−8 +2] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
−2() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−7 +3] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
−1() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−6 +4] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−5 +5] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.
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• 9
+1() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−4 +6] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
+2() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−3 +7] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
+3() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−2 +8] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
+4() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−1 +9] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

• 9
+5() dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [ +10] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve on elemanı örtmektedir.

Şekil 4.62. Dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−9 +10] aralığı [0 19] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki

9
−4() 

9
−3()     

9
+4() 

9
+5()
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dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonları Şekil 4.62 de çizilmi̧stir. Şekil 4.62

de görüldüğü gibi dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü, beşinci, altıncı, yedinci ve sekizinci mertebeden türevleri ardı̧sık

on elemanı örtecektir. Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanında dokuzuncu

dereceden B-spline fonksiyonların ve ilk sekiz türevinin en fazla on parçası (̧sekil

fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu gösterebilmek için  = 1 alınarak [ +1]

aralığı [9 10] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen on adet dokuzuncu

dereceden B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.63a da çizilmi̧stir. Şekil 4.63a da

çizilen şekil fonksiyonları içinde değeri sıfıra yakın olan dört şekil fonksiyonu tam

gözükmediği için Şekil 4.63b şekli çizilmi̧stir. Şekil 4.63b şekli çizilirken sekil

fonksiyonlarının aldığı değer sınırlandırılmı̧stır. Her iki şekil birlikte incelendiğinde

[9 10] aralığına toplam on şekil fonksiyonu düştüğü açıkça görülmektedir.

Şekil 4.63a Şekil 4.63b

Şekil 4.63. Dokuzuncu dereceden B-spline şekil fonksiyonları

Çizilen tüm şekillerden de görüldüğü gibi 9
() dokuzuncu dereceden B-spline

fonksiyonlar [−5 +5] aralığının dı̧sında sıfırdır ve 9
() dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonları [−5 +5] aralığında ardı̧sık on elemanı örtmektedir.

Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanı

9
−4() 

9
−3() 

9
−2()     

9
+3() 

9
+4() 

9
+5()

olarak on B-spline fonksiyon tarafından örtülmektedir. Bu durumda  ∈ [ +1]
için (4.189) yaklaşımı

() ≈ () =

+5X
=−4

9
 () (4.190)
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olacaktır.  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü beşinci, altıncı, yedinci ve sekizinci mertebeden türevleri için

yaklaşımlar ise

() =  =

+5X
=−4

9
 ()

()


=  0

 =

+5X
=−4

9
 ()


  = 1     8

olarak yazılabilir. (4.168) dokuzuncu dereceden B-spline eşitliklerinin kullanılmasıyla

 =   = 0 1      noktalarındaki (), 
0(), 00() 000() (4)(),

(5)(), (6)(), (7)() ve (8)() için yaklaşımlar

 = −4 + 502−3 + 14608−2 + 88234−1 + 156190

+88234+1 + 14608+2 + 502+3 + +4 (4.191)

 0
 =

9


(−−4 − 246−3 − 4046−2 − 11326−1

+ 11326+1 + 4046+2 + 246+3 + +4)  (4.192)

 00
 =

72

2
(−4 + 118−3 + 952−2 + 154−1 − 2450

+154+1 + 952+2 + 118+3 + +4)  (4.193)

 000
 =

504

3
(−−4 − 54−3 − 134−2 + 434−1 − 434+1

+134+2 + 54+3 + +4)  (4.194)

 (4)
 =

3024

4
(−4 + 22−3 − 32−2 − 86−1 + 190

−86+1 − 32+2 + 22+3 + +4)  (4.195)

 (5)
 =

15120

5
(+4 + 6+3 − 34+2 + 46+1 − 46−1

+34−2 − 6−3 − −4)  (4.196)

 (6)
 =

60480

6
(−4 − 2−3 − 8−2 + 34−1 − 50

+34+1 − 8+2 − 2+3 + +4)  (4.197)

 (7)
 =

181440

7
(−−4 + 6−3 − 14−2 + 14−1

−14+1 + 14+2 − 6+3 + +4)  (4.198)

 (8)
 =

362880

8
(−4 − 8−3 + 28−2 − 56−1

+70 − 56+1 + 28+2 − 8+3 + +4) (4.199)

olarak bulunur.
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4.10. 10. Dereceden B-spline

10 onuncu dereceden B-spline fonksiyonlarını hesaplamak için ise (3.2)

bağıntısında  = 10 alındığında

10 () =
− 

+10 − 
9 () +

+11 − 

+11 − +1
9+1 ()

10 () =
()

10
9 () +

−+11()
10

9+1 () (4.200)

elde edilir. (4.167) dokuzuncu dereceden B-spline bağıntısının kullanılmasıyla (4.200)

eşitliğindeki ()
9
 () ve −+11()9+1 () terimleri

1 = ()
9
()

2 = ()
£
9 + 98+1() + 36

72+1() + 84
63+1() + 126

54+1())

+12645+1(+ 84
36+1() + 36

27+1() + 9
8
+1()− 99+1()

¤


3 = ()
£
5029 + 22148+2() + 4248

72+2()

+453663+2() + 2772
54+2() + 756

45+2()

−16836+2()− 21627+2()− 728+2() + 369+2()
¤


4 = ()
£
146089 + 364148+3() + 34272

72+3()

+1125663+3()− 403254+3()− 428445+3()
−67236+3() + 50427+3() + 2528+3()− 849+3()

¤


5 = ()
£
882349 + 1019348+4() + 5544

72+4()

−3645663+4()− 1083654+4() + 579645+4()
+285636+4()− 50427+4()− 5048+4() + 1269+4()

¤


6 = ()
£
1561909 − 8820072+5() + 2394054+5()

−420036+5() + +6308+5()− 1269+5())
¤


7 = ()
£
(882349 − 1019348+6() + 554472+6()

+3645663+6()− 1083654+6()− 579645+6()
+285636+6()− 50427+6()− 5048+6() + 849+6()

¤


8 = ()
£
146089 − 364148+7() + 3427272+7()

−1125663+7()− 403254+7() + 428445+7()
−67236+7()− 50427+7() + 2528+7()− 369+7()

¤
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9 = ()
£
5029 − 22148+8() + 424872+8()

−453663+8() + 277254+8()− 75645+8()
+16836+8() + 216

27+8()− 728+8() + 99+8()
¤


10 = () [− +9()]
9

olmak üzere

()

10
9 () =

1

103628809

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

8  +7 ≤   +8

9  +8 ≤   +9

10  +9 ≤   +10

0  diğer durumlar

ve

1 = −+11()9+1()
2 = −+11()

£
9 + 98+2() + 36

72+2()

+8463+2() + 126
54+2() + 126

45+2()

+8436+2() + 36
27+2() + 9

8
+2()− 99+2()

¤


3 = −+11()
£
5029 + 22148+3() + 4248

72+3()

+453663+3() + 2772
54+3() + 756

45+3()

−16836+3()− 21627+3()− 728+3() + 369+3()
¤


4 = −+11()
£
146089 + 364148+4() + 34272

72+4()

+1125663+4()− 403254+4()− 428445+4()
−67236+4() + 50427+4() + 2528+4()− 849+4()

¤
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5 = −+11()
£
882349 + 1019348+5() + 5544

72+5()

−3645663+5()− 1083654+5() + 579645+5()
+285636+5()− 50427+5()− 5048+5() + 1269+5()

¤


6 = −+11()
£
1161909 − 8820072+6() + 2394054+6()

−420036+6() + +6308+6()− 1269+6())
¤


7 = −+11()
£
(882349 − 1019348+7() + 554472+7()

+3645663+7()− 1083654+7()− 578645+7()
+285636+7() + 504

27+7()− 5048+7() + 849+7()
¤


8 = −+11()
£
146089 − 364148+8() + 3427272+8()

−1125663+8()− 403254+8() + 428445+8()
−63236+8()− 50427+8() + 2528+8()− 369+8()

¤


9 = −+11()
£
5029 − 22148+9() + 424872+9()

−453663+9() + 277254+9()− 75645+9()
−16836+9() + 21627+9()− 728+9() + 99+9()

¤


10 = −+11() [− +10()]
9

olmak üzere

−+11()
10

9+1 () =
1

103628809

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  +1 ≤   +2

2  +2 ≤   +3

3  +3 ≤   +4

4  +4 ≤   +5

5  +5 ≤   +6

6  +6 ≤   +7

7  +7 ≤   +8

8  +8 ≤   +9

9  +9 ≤   +10

10  +10 ≤   +11

0  diğer durumlar
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şeklinde bulunur. Böylece (4.200) 10. dereceden B-spline fonksiyonu

1 = 1 = 10 ()

2 = 2 + 1 = 10 + 109+1() + 45
82+1() + 120

73+1()

+21064+1() + 252
55+1() + 210

46+1()

+12037+1() + 45
28+1() + 10

9
+1()− 1010+1()

3 = 3 + 2 = 1013
10 + 50109+2() + 11025

82+2() + 14040
73+2()

+1113064+2() + 5292
55+2() + 1050

46+2()

−36037+2()− 31528+2()− 909+2() + 4510+2()
4 = 4 + 3 = 47840

10 + 1410609+3() + 171000
82+3()

+10008073+3() + 16800
64+3()− 1360855+3()− 840046+3()

−72037+3() + 90028+3() + 3609+3()− 12010+3()
5 = 5 + 4 = 455192

10 + 7362609+4() + 327600
82+4()

−9576073+4()− 11928064+4()− 1360855+4() + 1680046+4()
+504037+4()− 126028+4()− 8409+4() + 21010+4()

6 = 6 + 5 = 1310354
10 + 6795609+5()− 50967082+5()

−31248073+5() + 9114064+5() + 6955255+5()− 966046+5()
−1008037+5() + 63028+5() + 12609+5()− 25210+5()

7 = 7 + 6 = 1310354
10 − 6795609+6()− 50967082+6()

+31248073+6() + 91140
64+6()− 6955255+6()− 966046+6()

+1008037+6() + 630
28+6()− 12609+6() + 21010+6()

8 = 8 + 7 = 455192
10 − 7362609+7() + 32760082+7()

+9576073+7()− 11928064+7() + 1360855+7() + 1680046+7()
−504037+7()− 126028+7() + 8409+7()− 12010+7()

9 = 9 + 8 = 47840
10 − 1410609+8() + 17100082+8()

−10008073+8() + 1680064+8() + 1360855+8()− 840046+8()
+72037+8() + 900

28+8()− 3609+8() + 4510+8()
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10 = 10 + 9 = 1013
10 − 50109+9() + 1102582+9()− 1404073+9() +

1113064+9()− 529255+9() + 105046+9() + 36037+9()
−31528+9() + 909+9()− 1010+9()

11 = 10 = [− +10()]
10

olmak üzere

10 () =
1

362880010

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1   ≤   +1

2  +1 ≤   +2

3  +2 ≤   +3

4  +3 ≤   +4

5  +4 ≤   +5

6  +5 ≤   +6

7  +6 ≤   +7

8  +7 ≤   +8

9  +8 ≤   +9

10  +9 ≤   +10

11  +10 ≤   +11

0  diğer durumlar

(4.201)

şeklinde bulunur. Literatürdeki sonuçlarla uygun olması için indis ötelemesi yapılır

ve her iki taraf 3628800 ile çarpılırsa

1 = 10−5()

2 = 10 + 109−4() + 45
82−4() + 120

73−4() + 210
64−4()

+25255−4() + 210
46−4() + 120

37−4()

+4528−4() + 10
9
−4()− 1010−4()

3 = 101310 + 50109−3() + 11025
82−3() +

1404073−3() + 11130
64−3() + 5292

55−3()

+105046−3()− 36037−3()− 31528−3()
−909−3() + 4510−3()
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4 = 4784010 + 1410609−2() + 171000
82−2() +

10008073−2() + 16800
64−2()− 1360855−2()

−840046−2()− 72037−2() + 90028−2()
+3609−2()− 12010−2()

5 = 45519210 + 7362609−1() + 327600
82−1()− 9576073−1()

−11928064−1()− 1360855−1() + 1680046−1() + 504037−1()
−126028−1()− 8409−1() + 21010−1()

6 = 131035410 + 6795609()− 50967082()− 31248073()
+9114064() + 69552

55()− 966046()− 1008037()
+63028() + 1260

9
()− 25210 ()

7 = 131035410 − 6795609+1()− 50967082+1() + 31248073+1()
+9114064+1()− 6955255+1()− 966046+1() + 1008037+1()
+63028+1()− 12609+1() + 21010+1()

8 = 45519210 − 7362609+2() + 32760082+2() + 9576073+2()
−11928064+2() + 1360855+2() + 1680046+2()− 504037+2()
−126028+2() + 8409+2()− 12010+2()

9 = 4784010 − 1410609+3() + 17100082+3()− 10008073+3()
+1680064+3() + 13608

55+3()− 840046+3() + 72037+3()
+90028+3()− 3609+3() + 4510+3()

10 = 101310 − 50109+4() + 1102582+4()− 1404073+4()
+1113064+4()− 529255+4() + 105046+4()
+36037+4()− 31528+4() + 909+4()− 1010+4()

11 = [− +5()]
10
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olmak üzere

10
 () =

1

10

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1  −5 ≤   −4

2  −4 ≤   −3

3  −3 ≤   −2

4  −2 ≤   −1

5  −1 ≤   

6   ≤   +1

7  +1 ≤   +2

8  +2 ≤   +3

9  +3 ≤   +4

10  +4 ≤   +5

11  +5 ≤   +6

0  diğer durumlar

(4.202)

formunda bulunur. Burada

©
10
−5 ()  

10
−4 ()  

10
−3 ()  

10
−2 ()      

10
+2 ()  

10
+3 ()  

10
+4 ()

ª
kümesi  ≤  ≤  aralığında tanımlı onuncu dereceden spline fonksiyonlar için

bir taban oluşturur. 10.dereceden B-spline fonksiyonları ve onların birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü, beşinci, altıncı, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden

türevleri [−5 +6] aralığı dı̧sında sıfırdır. Bu aralıkta, her bir 10
 ()

10.dereceden B-spline fonksiyonu ardı̧sık on bir elemanı örtmektedir. Dolayısıyla

her bir [ +1] aralığı

1010
−5 () = [− ()]

10
(4.203)

1010
−4 () = 101310 − 50109() + 1102582()− 1404073()

+1113064()− 529255() + 105046()
+36037()− 31528() + 909()− 1010 () (4.204)

1010
−3 () = 4784010 − 1410609() + 17100082()− 10008073()

+1680064() + 13608
55()− 840046()

+72037() + 900
28()− 3609() + 4510 () (4.205)



92

1010
−2 () = 45519210 − 7362609() + 32760082() + 9576073()

−11928064() + 1360855() + 1680046()
−504037()− 126028() + 8409()− 12010 () (4.206)

1010
−1 () = 131035410 − 6795609()− 50967082() + 31248073()

+9114064()− 6955255()− 966046() + 1008037() +
63028+1()− 12609+1() + 21010+1() (4.207)

1010
 () = 131035410 + 6795609()− 50967082()− 31248073()

+9114064() + 69552
55()− 966046()

−1008037() + 63028() + 12609()− 25210 () (4.208)

1010
+1 () = 45519210 + 7362609() + 327600

82()− 9576073()
−11928064()− 1360855() + 1680046() + 504037()
−126028()− 8409() + 21010 () (4.209)

1010
+2 () = 4784010 + 1410609() + 171000

82() + 100080
73()

+1680064()− 1360855()− 840046()
−72037() + 90028() + 3609()− 12010 () (4.210)

1010
+3 () = 101310 + 50109() + 11025

82() + 14040
73()

+1113064() + 5292
55() + 1050

46()

−36037()− 31528()− 909() + 4510 () (4.211)

1010
+4 () = 10 + 109() + 45

82() + 120
73() + 210

64()

+25255() + 210
46() + 120

37()

+4528() + 10
9
()− 1010 () (4.212)

1010
+5 () = 10 () (4.213)

olarak tanımlanan ardı̧sık onbir adet onuncu dereceden B-spline şekil fonksiyonu

tarafından örtülür.  =  −  = () dönüşümü yapılırsa [ +1] aralığı

[0 ] aralığına dönüşeceğinden bu aralık üzerinde tanımlı olan onbir adet onuncu

dereceden B-spline fonksiyonları bölünme noktalarından bağımsız olacak şekilde

1010
−5 () = [− ]

10
 (4.214)
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1010
−4 () = 101310 − 50109 + 1102582 − 1404073

+1113064 − 529255 + 105046

+36037 − 31528 + 909 − 1010 (4.215)

1010
−3 () = 4784010 − 1410609 + 17100082 − 10008073

+1680064 + 1360855 − 840046 + 72037

+90028 − 3609 + 4510 (4.216)

1010
−2 () = 45519210 − 7362609 + 32760082 + 9576073

−11928064 + 1360855 + 1680046 − 504037

−126028 + 8409 − 12010 (4.217)

1010
−1 () = 131035410 − 6795609 − 50967082 + 31248073

+9114064 − 6955255 − 966046 + 1008037

+63028+1()− 12609+1() + 21010+1() (4.218)

1010
 () = 131035410 + 6795609 − 50967082 − 31248073

+9114064 + 6955255 − 966046 − 1008037

+63028 + 12609 − 25210 (4.219)

1010
+1 () = 45519210 + 7362609 + 32760082 − 9576073

−11928064 − 1360855 + 1680046 + 504037

−126028 − 8409 + 21010 (4.220)

1010
+2 () = 4784010 + 1410609 + 17100082 + 10008073

+1680064 − 1360855 − 840046 − 72037

+90028 + 3609 − 12010 (4.221)

1010
+3 () = 101310 + 50109 + 1102582 + 1404073

+1113064 + 529255 + 105046

−36037 − 31528 − 909 + 4510 (4.222)

1010
+4 () = 10 + 109 + 4582 + 12073 + 21064 + 25255

+21046 + 12037 + 4528 + 109 − 1010 (4.223)

1010
+5 () = 10 (4.224)
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olarak bulunur. Ayrıca (4.202) ile verilen 10. dereceden B-spline fonksiyonu için

 = − 4    + 5 olmak üzere

lim
→+

10
 () = lim

→−
10
 ()

lim
→+




(10

 ()) = lim
→−




(10

 ())   = 1 2     9

olduğundan (4.202) 10.dereceden B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü, beşinci, altıncı, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden türevlerinin

 = −4  = −3  = −2  = −1  =   = +1  = +2  = +3

 = +4 ve  = +5 bölünme noktalarında dolayısıyla da konum aralığının iç

noktalarında sürekli olduğu görülebilir.

0 4 8 11
0

5

10

15
105

0 4 8 11
-1

-0.5

0

0.5

1
106

Şekil 4.64. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonu

Şekil 4.65. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun birinci türevi

0 4 8 11
-2

-1

0

1
106

0 4 8 11
-3

-2

-1

0

1

2

3
106

Şekil 4.66. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun ikinci türevi

Şekil 4.67. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun üçüncü türevi

 = 1 alınarak [−5 +6] aralığı [0 11] aralığına dönüştürülerek 10
 () onuncu

dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk dokuz türevinin şekilleri sırasıyla Şekil 4.64,
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Şekil 4.65, Şekil 4.66, Şekil 4.67, Şekil 4.68, Şekil 4.69, Şekil 4.70, Şekil 4.71., Şekil

4.72 ve Şekil 4.73 de çizilmi̧stir. Şekillerden de 10
 () onuncu dereceden B-spline

fonksiyonu ilk dokuz türevinin iç noktalarda sürekli olduğu, onuncu ve daha yüksek

mertebeden türevlerinin olmadığı görülebilir.

0 4 8 11
-4

-2

0

2

4

6
106

0 4 8 11
-1

-0.5

0

0.5

1
107

Şekil 4.68. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun dördüncü türevi

Şekil 4.69. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun beşinci türevi

0 4 8 11
-3

-2

-1

0

1

2
107

0 4 8 11
-6

-4

-2

0

2

4

6
107

Şekil 4.70. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun altıncı türevi

Şekil 4.71. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun yedinci türevi

0 4 8 11
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
108

0 4 8 11
-5

0

5
108

Şekil 4.72. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun sekizinci türevi

Şekil 4.73. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun dokuzuncu türevi
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() bilinmeyen fonksiyonu için () yaklaşımı onuncu dereceden B-spline

kullanılarak

() ≈ () =

+4X
=−5

10
 () (4.225)

şeklinde tanımlanabilir. Burada  katsayıları bilinmeyen deği̧skenler olmak üzere

10
 () dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarını gösterir.

[ +1] aralığı içinde parçası olan

10
−5() 

10
−4()     

10
+3() 

10
+4() 

10
+5()

onuncu dereceden B-spline fonksiyonların örttükleri aralıklar ise aşağıdaki şekilde

olacaktır.

• 10
−5() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−10 +1] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
−4() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−9 +2] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
−3() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−8 +3] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
−2() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−7 +4] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
−1() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−6 +5] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
 () onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−5 +6] aralığının dı̧sında

sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
+1() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−4 +7] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
+2() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−3 +8] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.
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• 10
+3() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−2 +9] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
+4() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [−1 +10] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

• 10
+5() onuncu dereceden B-spline fonksiyonları, [ +11] aralığının

dı̧sında sıfırdır ve onbir elemanı örtmektedir.

Şekil 4.74. Onuncu dereceden B-spline fonksiyonları

Bu durumu göstermek için  = 1 alınarak [−10 +11] aralığı [0 21] aralığına

dönüştürülmüş ve aralıktaki

10
−5() 

10
−4()     

10
+3() 

10
+4() 

10
+5()

onuncu dereceden B-spline fonksiyonları Şekil 4.74 de çizilmi̧stir. Şekil 4.74 de

görüldüğü gibi onuncu dereceden B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, üçüncü,

dördüncü, beşinci, altıncı, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden türevleri

ardı̧sık onbir elemanı örtecektir. Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanında

onuncu dereceden B-spline fonksiyonların ve ilk dokuz türevinin en fazla onbir parçası
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(̧sekil fonksiyonları) bulunacaktır. Bu durumu gösterebilmek için  = 1 alınarak

[ +1] aralığı [10 11] aralığına dönüştürülmüş ve bu aralığa düşen onbir adet

onuncu dereceden B-spline şekil fonksiyonları Şekil 4.75a da çizilmi̧stir. Şekil 4.75a

da çizilen şekil fonksiyonları içinde değeri sıfıra yakın olan dört şekil fonksiyonu

tam gözükmediği için Şekil 4.75b şekli çizilmi̧stir. Şekil 4.75b şekli çizilirken sekil

fonksiyonlarının aldığı değer sınırlandırılmı̧stır. Her iki şekil birlikte incelendiğinde

[10 11] aralığına toplam onbir şekil fonksiyonu düştüğü açıkça görülmektedir.

Şekil 4.75a Şekil 4.75b

Şekil 4.75. Onuncu dereceden B-spline şekil fonksiyonları

Çizilen tüm şekillerden de görüldüğü gibi 10
 () onuncu dereceden B-spline

fonksiyonlar [−5 +6] aralığının dı̧sında sıfırdır ve 10
 () onuncu dereceden

B-spline fonksiyonları [−5 +6] aralığında ardı̧sık onbir elemanı örtmektedir.

Dolayısıyla her bir [ +1] sonlu elemanı

10
−5() 

10
−4()     

10
+3() 

10
+4() 

10
+5(

olarak onbir B-spline fonksiyon tarafından örtülmektedir. Bu durumda  ∈
[ +1] için (4.225) yaklaşımı

() ≈ () =

+5X
=−5

10
 () (4.226)

olacaktır.  =  noktasındaki () bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,

üçüncü, dördüncü beşinci, altıncı, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden
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türevleri için yaklaşımlar ise

() =  =

+5X
=−5

10
 ()

()


=  0

 =

+5X
=−5

10
 ()


  = 1     9

olarak yazılabilir. (4.202)onuncu dereceden B-spline eşitliklerinin kullanılmasıyla

 =   = 0 1      noktalarındaki (), 
0(), 00() 000() (4)(),

(5)(), (6)(), (7)() (8)() ve (9)() için yaklaşımlar

 = (−5 + 1013−4 + 47840−3 + 455192−2 + 1310354−1

+1310354 + 455192+1 + 47840+2 + 1013+3 + +4) (4.227)

 0
 =

10


(−−5 − 501−4 − 14106−3 − 73626−2 − 67956−1

+67956 + 73626+1 + 14106+2 + 501+3 + +4)  (4.228)

 00
 =

90

2
(−5 + 245−4 + 3800−3 + 7280−2 − 11326−1

−11326 + 7280+1 + 3800+2 + 245+3 + +4)  (4.229)

 000
 =

720

3
(−−5 − 117−4 − 834−3 + 798−2 + 2604−1

−2604 − 798+1 + 834+2 + 117+3 + +4)  (4.230)

 (4)
 =

5040

4
(−5 + 53−4 + 80−3 − 568−2 + 434−1

+434 − 568+1 + 80+2 + 53+3 + +4)  (4.231)

 (5)
 =

30240

5
(−−5 − 21−4 + 54−3 + 54−2 − 276−1

+276 − 54+1 − 54+2 + 21+3 + +4)  (4.232)

 (6)
 =

151200

6
(−5 + 5−4 − 40−3 + 80−2 − 46−1

−46 + 80+1 − 40+2 + 5+3 + +4)  (4.233)

 (7)
 =

604800

7
(−−5 + 3−4 + 6−3 − 42−2 + 84−1

−84 + 42+1 − 6+2 − 3+3 + +4)  (4.234)

 (8)
 =

1814400

8
(−5 − 7−4 + 20−3 − 28−2 + 14−1

+14 − 28+1 + 20+2 − 7+3 + +4)  (4.235)

 (9)
 =

3628800

9
(−−5 + 9−4 − 36−3 + 84−2 − 126−1

+126 − 84+1 + 36+2 − 9+3 + +4) (4.236)

olarak bulunur.



100

5. B-SPLINE FONKSİYONLARIN

UYGULANMASI

[ ] = [−50 50] konum aralığı  eşit uzunluklu alt aralığa parçalanırsa konum

artım uzunluğu

 =
− 



olacaktır. Bu durumda

0 =  1 = 0 +  2 = 1 +       = −1 +  = 

olacak şekilde [ ] konum aralığının bir düzgün parçalanması elde edilir. Bu

bölümde [ ] = [−50 50] konum aralığının bir düzgün parçalanması üzerinde tanımlı
olan

() = −(5)
2

fonksiyonuna ve türevlerine B-spline yaklaşımlarının nasıl yapılacağı gösterilecektir.

Bunun için konum aralığının parçalanması üzerinde  tam çözümüyle B-spline

fonksiyonlar kullanılarak bulunacak olan  yaklaşık çözümü arasında mutlak değerce

maksimum hatayı veren ∞ hata normu

∞ = max | − |   = 0 1 2     

formülü ile hesaplanacaktır. Türev için ∞ hata normu hesaplanırken de konum

aralığının parçalandığı tüm noktalarda  tam çözümünün türevi ile  yaklaşık

çözümünün türevi arasındaki farkların mutlak değerce maksimumu hesaplanacaktır.

() = −(5)
2

fonksiyonu ve ilk 9 türevinin [−50 50] konum aralığı üzerindeki grafikleri Şekil

5.1-Şekil 5.10 da verilmi̧stir. Şekil 5.1 de () fonksiyonunu nispeten modellemenin

kolay olduğu bir fonksiyona kaŗsılık gelirken, fonksiyonun türevleri alındıkça dalganın

ekstremum noktalarının sayısının arttığı için modelleme gittikçe zorlaşmaktadır.
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-50 -25 0 25 50
0

0.5

1

-50 -25 0 25 50
-0.2

-0.1

0

0.1
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5.1. Kuadratik B-spline

Kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için

yaklaşım

() = () = −1 +  = −(5)2

olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−1 + 0 = (0)

0 + 1 = (1)

...

−1 +  = ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−1 0     

olmak üzere +2 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayılarını eşitlemek

için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki birinci mertebeden türevi

kullanılırsa

2


(1 − −1) =  0(0)

−1 + 0 = (0)

0 + 1 = (1)

...

−1 +  = ()
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olarak  + 2 denklem ve  + 2 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−1 0     

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi ve birinci mertebeden türevleri

için hesaplanmı̧s ve sonuçlar Çizelge 5.1 de verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya yazılırken

10−15 den küçük gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.

Çizelge 5.1. Kuadratik B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 1.15×10−2 2.62×10−3 1.17×10−3 6.54×10−4 4.16×10−4

5.2. Kübik B-spline

Kübik B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için yaklaşım

() = () = −1 + 4 + −1 = −(5)2

olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−1 + 40 + 1 = (0)

0 + 41 + 2 = (1)

...

−1 + 4 + +1 = ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−1 0       +1

olmak üzere  + 3 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken iki denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 ve  = 
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noktalarındaki birinci mertebeden türevleri kullanılırsa

3


(−−1 + 1) =  0(0)

−1 + 40 + 1 = (0)

0 + 41 + 2 = (1)

...

−2 + 4−1 +  = (−1)

−1 + 4 + +1 = ()

3


(−−1 + +1) =  0()

olarak  + 3 denklem ve  + 3 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−1 0       +1

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi, birinci ve ikinci mertebeden

türevleri için hesaplanmı̧s ve sonuçlar Çizelge 5.2 de verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya

yazılırken 10−15 den küçük gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.

Çizelge 5.2. Kübik B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 1.17×10−3 6.12×10−5 1.17×10−5 3.66×10−6 1.49×10−6

 için ∞ 6.61×10−3 1.62×10−3 7.15×10−4 4.01×10−4 2.57×10−4

5.3. Kuartik B-spline

Kuartik B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için yaklaşım

() = () = −2 + 11−1 + 11 + +1 = −(5)2
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olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−2 + 11−1 + 110 + 1 = (0)

−1 + 110 + 111 + 2 = (1)

...

−2 + 11−1 + 11 + +1 = ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−2 −1 0       +1

olmak üzere  + 4 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken üç denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki birinci

ve ikinci mertebeden türevleriyle  =  noktasındaki birinci mertebeden türevi

kullanılırsa

4


(−−2 − 3−1 + 30 + 1) =  0(0)

12

2
(−2 − −1 − 0 + 1) =  00(0)

−2 + 11−1 + 110 + 1 = (0)

−1 + 110 + 111 + 2 = (1)

...

−2 + 11−1 + 11 + +1 = ()

4


(−−2 − 3−1 + 3 + +1) =  0()

olarak  + 4 denklem ve  + 4 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−2 −1 0       +1

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi, birinci, ikinci ve üçüncü

mertebeden türevleri için hesaplanmı̧s ve sonuçlar Çizelge 5.3 de verilmi̧stir. Sonuçlar

tabloya yazılırken 10−15 den küçük gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.
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Çizelge 5.3. Kuartik B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 4.61×10−4 1.72×10−5 3.08×10−6 9.42×10−7 3.80×10−7

 için ∞ 5.45×10−4 3.27×10−5 6.38×10−6 2.01×10−6 8.22×10−7

3 için ∞ 3.93×10−3 8.88×10−4 3.89×10−4 2.18×10−4 1.39×10−4

5.4. Kuintik B-spline

Kuintik B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için yaklaşım

() = () = −2 + 26−1 + 66 + 26+1 + +2 = −(5)2

olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−2 + 26−1 + 660 + 261 + 2 = (0)

−1 + 260 + 661 + 262 + 3 = (1)

...

−2 + 26−1 + 66 + 26+1 + +2 = ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−2 −1 0       +1 +2

olmak üzere  + 5 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken dört denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki

birinci ve ikinci mertebeden türevleriyle  =  noktasındaki birinci ve ikinci

mertebeden türevleri kullanılırsa

5


(−−2 − 10−1 + 101 + 2) =  0(0)

20

2
(−2 + 2−1 − 60 + 21 + 2) =  00(0)

−2 + 26−1 + 660 + 261 + 2 = (0)

−1 + 260 + 661 + 262 + 3 = (1)
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0 + 261 + 662 + 263 + 4 = (2)

...

−2 + 26−1 + 66 + 26+1 + +2 = ()

5


(−−2 − 10−1 + 10+1 + +2) =  0()

20

2
(−2 + 2−1 − 6 + 2+1 + +2) =  00()

olarak  + 5 denklem ve  + 5 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−2 −1 0       +1 +2

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi ve ilk dört türevi için hesaplanmı̧s

ve sonuçlar Çizelge 5.4 de verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya yazılırken 10−15 den küçük

gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.

Çizelge 5.4. Kuintik B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 1.21×10−4 1.18×10−6 9.55×10−8 1.65×10−8 4.27×10−9

 için ∞ 2.55×10−4 1.20×10−5 2.22×10−6 6.89×10−7 2.78×10−7

3 için ∞ 4.48×10−4 2.27×10−5 4.33×10−6 1.36×10−6 5.52×10−7

4 için ∞ 2.84×10−3 6.58×10−4 2.88×10−4 1.61×10−4 1.03×10−4

5.5. Sektik B-spline

Sektik B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için yaklaşım

() = () = −3 + 57−2 + 302−1 + 302 + 57+1 + +2 = −(5)2
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olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−3 + 57−2 + 302−1 + 3020 + 571 + 2 = (0)

−2 + 57−1 + 3020 + 3021 + 572 + 3 = (1)

...

−4 + 57−3 + 302−2 + 302−1 + 57 + +1 = (−1)

−3 + 57−2 + 302−1 + 302 + 57+1 + +2 = ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−3 −2 −1 0       +1 +2

olmak üzere  + 6 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken beş denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki

birinci, ikinci ve üçüncü mertebeden türevleriyle  =  noktasındaki birinci ve

ikinci mertebeden türevleri kullanılırsa

6


(−−3 − 25−2 − 40−1 + 400 + 251 + 2) =  0(0)

30

2
(−3 + 9−2 − 10−1 − 100 + 91 + 2) =  00(0)

120

3
(−−3 − −2 + 8−1 − 80 + 1 + 2) =  000(0)

−3 + 57−2 + 302−1 + 3020 + 571 + 2 = (0)

−2 + 57−1 + 3020 + 3021 + 572 + 3 = (1)

...

−4 + 57−3 + 302−2 + 302−1 + 57 + +1 = (−1)

−3 + 57−2 + 302−1 + 302 + 57+1 + +2 = ()

6


(−−3 − 25−2 − 40−1 + 40 + 25+1 + +2) =  0()

30

2
(−3 + 9−2 − 10−1 − 10 + 9+1 + +2) =  00()

olarak  + 6 denklem ve  + 6 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−3 −2 −1 0       +1 +2
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bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi ve ilk beş türevi için hesaplanmı̧s

ve sonuçlar Çizelge 5.5 de verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya yazılırken 10−15 den küçük

gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.

Çizelge 5.5. Sektik B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 4.88×10−5 2.57×10−7 1.80×10−8 2.96×10−9 7.45×10−10

 için ∞ 6.47×10−5 7.85×10−7 6.53×10−8 1.14×10−8 2.96×10−9

3 için ∞ 2.20×10−4 8.29×10−6 1.51×10−6 4.63×10−7 1.87×10−7

4 için ∞ 3.54×10−4 1.90×10−5 3.63×10−6 1.14×10−6 4.63×10−7

5 için ∞ 1.98×10−3 4.42×10−4 1.93×10−4 1.08×10−4 6.88×10−5

5.6. Septik B-spline

Septik B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için yaklaşım

() = () = −(5)2 = −3 + 120−2 + 1191−1 + 2414

+1191+1 + 120+2 + +3

olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−3 + 120−2 + 1191−1 + 24140 + 11911 + 1202 + 3 = (0)

−2 + 120−1 + 11910 + 24141 + 11912 + 1203 + 4 = (1)

...

−4 + 120−3 + 1191−2 + 2414−1 + 1191 + 120+1 + +2 = (−1)

−3 + 120−2 + 1191−1 + 2414 + 1191+1 + 120+2 + +3 = ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−3 −2 −1 0       +1 +2 +3
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olmak üzere  + 7 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken altı denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki

birinci, ikinci ve üçüncü mertebeden türevleriyle  =  noktasındaki birinci, ikinci

ve üçüncü mertebeden türevleri kullanılırsa

7


(3 + 562 + 2451 − 245−1 − 56−2 − −3) =  0(0)

42

2
(3 + 242 + 151 − 800 + 15−1 + 24−2 + −3) =  00(0)

210

3
(3 + 82 − 191 + 19−1 − 8−2 − −3) =  000(0)

−3 + 120−2 + 1191−1 + 24140 + 11911 + 1202 + 3 = (0)

−2 + 120−1 + 11910 + 24141 + 11912 + 1203 + 4 = (1)

...

−4 + 120−3 + 1191−2 + 2414−1 + 1191 + 120+1 + +2 = (−1)

−3 + 120−2 + 1191−1 + 2414 + 1191+1 + 120+2 + +3 = ()

7


(+3 + 56+2 + 245+1 − 245−1 − 56−2 − −3) =  0()

42

2
(+3 + 24+2 + 15+1 − 80 + 15−1 + 24−2 + −3) =  00()

210

3
(+3 + 8+2 − 19+1 + 19−1 − 8−2 − −3) =  000()

olarak  + 7 denklem ve  + 7 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−3 −2 −1 0       +1 +2 +3

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi ve ilk altı türevi için hesaplanmı̧s

ve sonuçlar Çizelge 5.6 de verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya yazılırken 10−15 den küçük

gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.
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Çizelge 5.6. Septik B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 1.81×10−5 2.86×10−8 9.50×10−10 9.16×10−11 1.51×10−11

 için ∞ 2.70×10−5 1.99×10−7 1.46×10−8 2.43×10−9 6.17×10−10

3 için ∞ 6.57×10−5 6.17×10−7 4.50×10−8 8.80×10−9 2.31×10−9

4 için ∞ 1.78×10−4 7.08×10−6 1.27×10−6 3.90×10−7 1.57×10−7

5 için ∞ 2.85×10−4 1.43×10−5 2.74×10−6 8.68×10−7 3.58×10−7

6 için ∞ 1.65×10−3 3.72×10−4 1.62×10−4 9.04×10−5 5.77×10−5

5.7. 8. Dereceden B-spline

8. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için

yaklaşım

() = () = −(5)2 = −4 + 247−3 + 4293−2 + 15619−1

+15619 + 4293+1 + 247+2 + +3

olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−4 + 247−3 + 4293−2 + 15619−1 + 156190 + 42931 + 2472 + 3 = (0)

−3 + 247−2 + 4293−1 + 156190 + 156191 + 42932 + 2473 + 4 = (1)

...

−5 + 247−4 + 4293−3 + 15619−2 + 15619−1

+4293 + 247+1 + +2

= (−1)

−4 + 247−3 + 4293−2 + 15619−1 + 15619

+4293+1 + 247+2 + +3

= ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−4 −3 −2 −1 0       +1 +2 +3

olmak üzere  + 8 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken yedi denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki
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birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü mertebeden türevleriyle  =  noktasındaki

birinci, ikinci ve üçüncü mertebeden türevleri kullanılırsa

8


(−−4 − 119−3 − 1071−2 − 1225−1 + 12250 + 10711

+1192 + 3

=  0(0)

56

2
(−4 + 55−3 + 189−2 − 245−1 − 2450 + 1891 + 552 + 3) =  00(0)

336

3
(−−4 − 23−3 + 9−2 + 95−1 − 950 − 91 + 232 + 3) =  000(0)

1680

4
(−4 + 7−3 − 27−2 + 19−1 + 190 − 271 + 72 + 3) =  (4)(0)

−4 + 247−3 + 4293−2 + 15619−1 + 156190 + 42931 + 2472 + 3 = (0)

−3 + 247−2 + 4293−1 + 156190 + 156191 + 42932 + 2473 + 4 = (1)

...

−5 + 247−4 + 4293−3 + 15619−2 + 15619−1

+4293 + 247+1 + +2

= (−1)

−4 + 247−3 + 4293−2 + 15619−1 + 15619

+4293+1 + 247+2 + +3

= ()

8


(−−4 − 119−3 − 1071−2 − 1225−1 + 1225

+1071+1 + 119+2 + +3)
=  0()

56

2
(−4 + 55−3 + 189−2 − 245−1 − 245

+189+1 + 55+2 + +3)
=  00()

336

3
(−−4 − 23−3 + 9−2 + 95−1 − 95

−9+1 + 23+2 + +3)
=  000()

olarak  + 8 denklem ve  + 8 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−4 −3 −2 −1 0       +1 +2 +3

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi ve ilk yedi türevi için hesaplanmı̧s

ve sonuçlar Çizelge 5.7 de verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya yazılırken 10−15 den küçük

gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.
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Çizelge 5.7. Sekizinci dereceden B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 8.77×10−6 5.67×10−9 1.50×10−10 1.32×10−11 2.08×10−12

 için ∞ 1.07×10−5 2.26×10−8 7.77×10−10 7.43×10−11 1.22×10−11

3 için ∞ 3.14×10−5 1.57×10−7 1.12×10−8 1.89×10−9 4.82×10−10

4 için ∞ 5.94×10−5 5.98×10−7 4.81×10−8 8.31×10−9 2.15×10−9

5 için ∞ 1.53×10−4 5.38×10−6 9.62×10−7 2.99×10−7 1.22×10−7

6 için ∞ 2.75×10−4 1.39×10−5 2.63×10−6 8.21×10−7 3.34×10−7

7 için ∞ 1.29×10−3 2.80×10−4 1.22×10−4 6.90×10−5 4.46×10−5

5.8. 9. Dereceden B-spline

9. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için

yaklaşım

() = () = −(5)2 = −4 + 502−3 + 14608−2 + 88234−1

+156190 + 88234+1 + 14608+2 + 502+3 + +4

olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−4 + 502−3 + 14608−2 + 88234−1 + 1561900

+882341 + 146082 + 5023 + 4

= (0)

−3 + 502−2 + 14608−1 + 882340 + 1561901

+882342 + 146083 + 5024 + 5

= (1)

...

−4 + 502−3 + 14608−2 + 88234−1 + 156190

+88234+1 + 14608+2 + 502+3 + +4

= ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−4 −3 −2 −1 0       +1 +2 +3 +4

olmak üzere  + 9 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken sekiz denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki
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birinci, ikinci, üçüncü ve dördüncü mertebeden türevleriyle  =  noktasındaki

birinci, ikinci, üçüncü dördüncü mertebeden türevleri kullanılırsa

9


(−−4 − 246−3 − 4046−2 − 11326−1

+113261 + 40462 + 2463 + 4)
=  0(0)

72

2
(−4 + 118−3 + 952−2 + 154−1 − 24500

+1541 + 9522 + 1183 + 4)
=  00(0)

504

3
(−−4 − 54−3 − 134−2 + 434−1−

4341 + 1342 + 543 + 4)
=  000(0)

3024

4
(−4 + 22−3 − 32−2 − 86−1 + 1900
−861 − 322 + 223 + 4)

=  (4)(0)

−4 + 502−3 + 14608−2 + 88234−1 + 1561900

+882341 + 146082 + 5023 + 4

= (0)

−3 + 502−2 + 14608−1 + 882340 + 1561901

+882342 + 146083 + 5024 + 5

= (1)

...

−4 + 502−3 + 14608−2 + 88234−1 + 156190

+88234+1 + 14608+2 + 502+3 + +4

= ()

9


(−−4 − 246−3 − 4046−2 − 11326−1

+11326+1 + 4046+2 + 246+3 + +4)
=  0()

72

2
(−4 + 118−3 + 952−2 + 154−1 − 2450

+154+1 + 952+2 + 118+3 + +4)
=  00()

504

3
(−−4 − 54−3 − 134−2 + 434−1 − 434+1

+134+2 + 54+3 + +4)
=  000()

3024

4
(−4 + 22−3 − 32−2 − 86−1 + 190
−86+1 − 32+2 + 22+3 + +4)

=  (4)()

olarak  + 9 denklem ve  + 9 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−4 −3 −2 −1 0       +1 +2 +3 +4
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bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi ve ilk sekiz türevi için

hesaplanmı̧s ve sonuçlar Çizelge 5.8 de verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya yazılırken 10−15

den küçük gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.

Çizelge 5.8. Dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 3.79×10−6 8.43×10−10 1.21×10−11 6.28×10−13 6.33×10−14

 için ∞ 4.85×10−6 5.01×10−9 1.38×10−10 1.20×10−11 1.89×10−12

3 için ∞ 1.28×10−5 1.89×10−8 6.79×10−10 6.56×10−11 1.07×10−11

4 için ∞ 2.79×10−5 1.58×10−7 1.10×10−8 1.79×10−9 4.51×10−10

5 için ∞ 5.27×10−5 4.79×10−7 4.12×10−8 7.26×10−9 1.88×10−9

6 için ∞ 1.49×10−4 5.29×10−6 9.32×10−7 2.83×10−7 1.14×10−7

7 için ∞ 2.26×10−4 1.11×10−5 2.24×10−6 7.15×10−7 2.91×10−7

8 için ∞ 1.23×10−3 2.70×10−4 1.17×10−6 6.52×10−5 4.16×10−5

5.9. 10. Dereceden B-spline

10. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanılırsa  =  = 0 1 · · ·   için

yaklaşım

() = () = −(5)2 = −5 + 1013−4 + 47840−3

+455192−2 + 1310354−1 + 1310354

+455192+1 + 47840+2 + 1013+3 + +4

olacaktır. Yaklaşım açık olarak yazılırsa sırasıyla  = 0 1 · · ·   için

−5 + 1013−4 + 47840−3 + 455192−2 + 1310354−1

+13103540 + 4551921 + 478402 + 10133 + 4

= (0)
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−4 + 1013−3 + 47840−2 + 455192−1 + 13103540

+13103541 + 4551922 + 478403 + 10134 + 5

= (1)

...

−5 + 1013−4 + 47840−3 + 455192−2 + 1310354−1

+1310354 + 455192+1 + 47840+2 + 1013+3 + +4

= ()

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi  + 1 denklem ve

−5 −4 −3 −2 −1 0       +1 +2 +3 +4

olmak üzere +10 bilinmeyenden oluşur. Denklem ve bilinmeyen sayısını eşitlemek

için gereken dokuz denklem için () = −(5)
2

fonksiyonun  = 0 noktasındaki

birinci, ikinci, üçüncü, dördüncü ve beşinci mertebeden türevleriyle  = 

noktasındaki birinci, ikinci, üçüncü dördüncü mertebeden türevleri kullanılırsa

10


(−−5 − 501−4 − 14106−3 − 73626−2 − 67956−1
+679560 + 736261 + 141062 + 5013 + 4)

=  0(0)

90

2
(−5 + 245−4 + 3800−3 + 7280−2 − 11326−1
−113260 + 72801 + 38002 + 2453 + 4)

=  00(0)

720

3
(−−5 − 117−4 − 834−3 + 798−2 + 2604−1
−26040 − 7981 + 8342 + 1173 + 4)

=  000(0)

5040

4
(−5 + 53−4 + 80−3 − 568−2 + 434−1
+4340 − 5681 + 802 + 533 + 4)

=  (4)(0)

30240

5
(−−5 − 21−4 + 54−3 + 54−2 − 276−1
+2760 − 541 − 542 + 213 + 4)

=  (5)(0)

−5 + 1013−4 + 47840−3 + 455192−2 + 1310354−1

+13103540 + 4551921 + 478402 + 10133 + 4

= (0)

−4 + 1013−3 + 47840−2 + 455192−1 + 13103540

+13103541 + 4551922 + 478403 + 10134 + 5

= (1)

...

−5 + 1013−4 + 47840−3 + 455192−2 + 1310354−1

+1310354 + 455192+1 + 47840+2 + 1013+3 + +4

= ()
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10


(−−5 − 501−4 − 14106−3 − 73626−2 − 67956−1
+67956 + 73626+1 + 14106+2 + 501+3 + +4)

=  0()

90

2
(−5 + 245−4 + 3800−3 + 7280−2 − 11326−1
−11326 + 7280+1 + 3800+2 + 245+3 + +4)

=  00()

720

3
(−−5 − 117−4 − 834−3 + 798−2 + 2604−1
−2604 − 798+1 + 834+2 + 117+3 + +4)

=  000()

5040

4
(−5 + 53−4 + 80−3 − 568−2 + 434−1

+434 − 568+1 + 80+2 + 53+3 + +4)
=  (4)()

olarak  +10 denklem ve  +10 bilinmeyenden oluşan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi çözülerek

−5 −4 −3 −2 −1 0       +1 +2 +3 +4

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanılarak

() = −(5)
2

fonksiyonu için hata normları, fonksiyonun kendisi ve ilk dokuz türevi için

hesaplanmı̧s ve sonuçlar Çizelge 5.9 da verilmi̧stir. Sonuçlar tabloya yazılırken 10−15

den küçük gelen ∞ hataları 0 olarak alınmı̧stır.

Çizelge 5.9. Onuncu dereceden B-spline fonksiyonu için hata normları

 50 100 150 200 250

 için ∞ 0 0 0 0 0

 için ∞ 2.70×10−6 1.76×10−10 1.80×10−12 7.97×10−14 9.06×10−15

 için ∞ 2.45×10−6 7.94×10−10 1.08×10−11 5.61×10−13 5.64×10−14

3 için ∞ 7.73×10−6 4.22×10−9 1.23×10−10 1.07×10−11 1.70×10−12

4 için ∞ 1.34×10−5 2.16×10−8 7.08×10−10 6.67×10−11 1.08×10−11

5 için ∞ 2.91×10−5 1.27×10−7 9.52×10−9 1.58×10−9 3.97×10−10

6 için ∞ 6.06×10−5 5.42×10−7 4.29×10−8 7.37×10−9 1.90×10−9

7 için ∞ 1.38×10−4 4.23×10−6 7.99×10−7 2.48×10−7 9.96×10−8

8 için ∞ 3.63×10−4 1.24×10−5 2.33×10−6 7.25×10−7 2.95×10−7

9 için ∞ 1.03×10−3 2.15×10−4 9.95×10−5 5.68×10−5 3.63×10−5
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6. BULGULAR VE TARTIŞMA

2. dereceden 10. dereceye kadarki tüm B-spline fonksiyonlar test pobleminde

kullanıldığında birinci mertebeden türev için elde edilen hata normları bir önceki

bölümde hesaplanmı̧stı. Kıyaslama yapılabilmesi için sonuçlar Çizelge 6.1 de

tekrar verilmi̧stir. 2. dereceden başlayarak 10. dereceye kadarki tüm B-spline

fonksiyonlar için alt konum aralık sayıları arttırıldığında veya başka bir ifade ile alt

konum uzunlukları azaltıldığında birinci mertebeden türev için elde edilen hataların

azaldığı açıkça görülmektedir. B-spline fonksiyonlar kaŗsılaştırıldığında ise birinci

mertebeden türev için en düşük hatanın en yüksek dereceden B-spline fonksiyon

kullanıldığında geldiği de açıkça görülmektedir.

Çizelge 6.1: Birinci mertebeden türev için elde edilen hata normları

Metotlar  = 50  = 100  = 150  = 200  = 250

2. Der. B-spline 1.15×10−2 2.62×10−3 1.17×10−3 6.54×10−4 4.16×10−4

3. Der. B-spline 1.17×10−3 6.12×10−5 1.17×10−5 3.66×10−6 1.49×10−6

4. Der. B-spline 4.61×10−4 1.72×10−5 3.08×10−6 9.42×10−7 3.80×10−7

5. Der. B-spline 1.21×10−4 1.18×10−6 9.55×10−8 1.65×10−8 4.27×10−9

6. Der. B-spline 4.88×10−5 2.57×10−7 1.80×10−8 2.96×10−9 7.45×10−10

7. Der. B-spline 1.81×10−5 2.86×10−8 9.50×10−10 9.16×10−11 1.51×10−11

8. Der. B-spline 8.77×10−6 5.67×10−9 1.50×10−10 1.32×10−11 2.08×10−12

9. Der. B-spline 3.79×10−6 8.43×10−10 1.21×10−11 6.28×10−13 6.33×10−14

10. Der. B-spline 2.70×10−6 1.76×10−10 1.80×10−12 7.97×10−14 9.06×10−15

3. dereceden 10. dereceye kadarki tüm B-spline fonksiyonlar test pobleminde

kullanıldığında ikinci mertebeden türev için elde edilen hata normları bir önceki

bölümde hesaplanmı̧stı. Kıyaslama yapılabilmesi için sonuçlar Çizelge 6.2 de tekrar

verilmi̧stir. 3. dereceden başlayarak 10. dereceye kadarki tüm B-spline fonksiyonlar

için alt konum aralık sayıları arttırıldığında veya başka bir ifade ile alt konum

uzunlukları azaltıldığında ikinci mertebeden türev için elde edilen hataların azaldığı

açıkça görülmektedir. B-spline fonksiyonlar kaŗsılaştırıldığında ise aynı birinci türev
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için elde edilen durumda olduğu gibi ikinci mertebeden türev için elde edilen en

düşük hatanın en yüksek dereceden B-spline fonksiyon kullanıldığında geldiği de

açıkça görülmektedir.

Çizelge 6.2: İkinci mertebeden türev için elde edilen hata normları

Metotlar  = 50  = 100  = 150  = 200  = 250

3. Der. B-spline 6.61×10−3 1.62×10−3 7.15×10−4 4.01×10−4 2.57×10−4

4. Der. B-spline 5.45×10−4 3.27×10−5 6.38×10−6 2.01×10−6 8.22×10−7

5. Der. B-spline 2.55×10−4 1.20×10−5 2.22×10−6 6.89×10−7 2.78×10−7

6. Der. B-spline 6.47×10−5 7.85×10−7 6.53×10−8 1.14×10−8 2.96×10−9

7. Der. B-spline 2.70×10−5 1.99×10−7 1.46×10−8 2.43×10−9 6.17×10−10

8. Der. B-spline 1.07×10−5 2.26×10−8 7.77×10−10 7.43×10−11 1.22×10−11

9. Der. B-spline 4.85×10−6 5.01×10−9 1.38×10−10 1.20×10−11 1.89×10−12

10. Der. B-spline 2.45×10−6 7.94×10−10 1.08×10−11 5.61×10−13 5.64×10−14

4. dereceden 10. dereceye kadarki tüm B-spline fonksiyonlar test pobleminde

kullanıldığında üçüncü mertebeden türev için elde edilen hata normları bir önceki

bölümde hesaplanmı̧stı. Kıyaslama yapılabilmesi için sonuçlar Çizelge 6.3 de tekrar

verilmi̧stir.

Çizelge 6.3: Üçüncü mertebeden türev için elde edilen hata normları

Metotlar  = 50  = 100  = 150  = 200  = 250

4. Der. B-spline 3.93×10−3 8.88×10−4 3.89×10−4 2.18×10−4 1.39×10−4

5. Der. B-spline 4.48×10−4 2.27×10−5 4.33×10−6 1.36×10−6 5.52×10−7

6. Der. B-spline 2.20×10−4 8.29×10−6 1.51×10−6 4.63×10−7 1.87×10−7

7. Der. B-spline 6.57×10−5 6.17×10−7 4.50×10−8 8.80×10−9 2.31×10−9

8. Der. B-spline 3.14×10−5 1.57×10−7 1.12×10−8 1.89×10−9 4.82×10−10

9. Der. B-spline 1.28×10−5 1.89×10−8 6.79×10−10 6.56×10−11 1.07×10−11

10. Der. B-spline 7.73×10−6 4.22×10−9 1.23×10−10 1.07×10−11 1.70×10−12

Çizelge 6.3 incelendiğinde 4. dereceden başlayarak 10. dereceye kadarki tüm

B-spline fonksiyonlar için alt konum aralık sayıları arttırıldığında veya başka bir ifade
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ile alt konum uzunlukları azaltıldığında üçüncü mertebeden türev için elde edilen

hataların azaldığı açıkça görülmektedir. B-spline fonksiyonlar kaŗsılaştırıldığında ise

aynı birinci ve ikinci mertebeden türev için elde edilen durumda olduğu gibi üçüncü

mertebeden türev için elde edilen en düşük hatanın en yüksek dereceden B-spline

fonksiyon kullanıldığında geldiği açıkça görülmektedir.
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalı̧smada bir çok uygulama alanı olan birinci dereceden onuncu dereceye

kadarki B-spline fonksiyonlar incelenmi̧stir. Öncelikle birinci dereceden onuncu

dereceye kadarki tüm B-spline fonksiyonlar indirgeme bağıntısı kullanılarak

çıkartılmı̧stır. Çıkartılan B-spline fonksiyonların ve türevlerinin tanımlı oldukları

aralık üzerindeki şekilleri çizilmi̧s ve süreklilik özellikleri incelenmi̧stir. Ayrıca

B-spline fonksiyonların kaç aralığı örttükleri ve bir alt aralıkta bulunan şekil

fonksiyonlarının sayısı da görsel olarak gösterilmek için grafikleri çizilmi̧stir.

Çıkartılan spline fonksiyonların nasıl uygulandığını gösterebilmek için bir test

problemi kullanılmı̧s ve analitik olarak bilinen bir fonksiyon ve türevlerine nasıl

yaklaşım yapıldığı her bir spline fonksiyon için incelenmi̧stir. Elbetteki yüksek

dereceden B-spline fonksiyon kullanılması i̧slem maliyetlerini ve programların

bilgisayarlardaki çalı̧sma sürelerini arttırmaktadır. Fakat elde edilen sonuçlar

kıyaslandığında ise türevlere yapılan yaklaşımların B-spline fonksiyonun derecesi

arttığında daha iyi olduğu test probleminden görülmektedir.

Bilim insanları genellikle 8. dereceye kadarki B-spline fonksiyonları interpolayon

polinomu olarak ve diferensiyel denklemlerin çözümlerinde yoğun olarak kullanmı̧stır.

Bu çalı̧smada ise literatürde hemen hemen hiç kullanılmayan 8., 9. ve 10.

dereceden B-spline fonksiyonların çıkartılması yapılmı̧stır. Bilindiği üzere B-spline

fonksiyonlar ile bilinmeyen fonksiyonun türevlerine de yaklaşım yapılabilmektedir.

Bu durumu göstermek için seçilen test probleminde de görüldüğü üzere çıkartılması

yapılan 8., 9. ve 10. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanıldığında bilinmeyen

fonksiyonun yüksek mertebeden türevlerine de yüksek doğrululuklu yaklaşımlar

yapılabilmektedir. Dolayısıyla elde edilen 8., 9. ve 10. dereceden B-spline

fonksiyonlar interpolasyon polinomu olarak veya yüksek mertebeden diferensiyel

denklemlerin çözümlerinde kullanılabilecektir.
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