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OZET

Bu Yiiksek Lisans tezi yedi boliimden olugsmaktadir. Bu tezde, birinci dereceden
onuncu dereceye kadar B-spline fonksiyonlarin cikartilmasi yapilip belirli araliklarda
grafikleri ¢izilmistir. B-pline fonksiyonlarin siireklilik o6zellikleri ve tiirevlenebilme

ozellikleri incelenmistir.

Birinci boliimde tezle ilgili genel bilgiler verilmis ve tezin amaci agiklanmistir.

Sonraki boliimde, B-pline fonksiyonlar ile daha 6nce yapilan ¢aligmalar incelenmistir.

Ugiincii  boliimde, bazi temel terimler ve B-spline fonksiyon tanimindan
bahsedilmistir. Yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlarini hesaplayabilmek i¢in indirgeme

bagintis1 verilmistir.
Dordiincii boliimde sifiriner dereceden B-spline fonksiyonu kullanilarak Lineer B-
spline hesaplanmistir. Lineer B-Spline fonksiyondan onuncu dereceye kadar B-spline

fonksiyonlar hesaplanmustir.

Besinci boliimde bir problem {izerinde B-spline fonksiyonlarin karsilastirilmast

yapilmistir.

Son iki boliimde, elde edilen sonuglar tartigilmis ve ileride yapilacak ¢alismalar i¢in

bazi Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Polinom yaklasimi, Spline fonksiyonlar, B-Spline fonksiyonlar
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SUMMARY

This Master's thesis consists of seven chapters. In this thesis, B-spline functions
from the first order to the tenth order are derived and their graphs are drawn over their
supports interval. The continuity and differentiability properties of spline functions are

examined. All B-spline functions on a problem are compared.

In the first chapter, general information about the thesis is given and the aim of the
thesis is explained. In the next chapter, previous studies with Spline functions are
examined.

In the third chapter, some basic terms and definition of B-spline function are
mentioned. In order to calculate higher order B-spline functions, the recursion formula is

given.

In the fourth chapter, Linear B-spline is calculated by using the zeroth order B-

spline function and then B-spline functions from the linear to the tenth order are derived.

In the fifth chapter, the comparison of B-spline functions on a problem is made.

In the last two chapters, the obtained results are discussed, and some suggestions

are given for future studies.

Keywords : Polynomial approximation, Spline functions, B-Spline functions
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1. GIRIS VE AMAC

Fonksiyonlar, bir cok fiziksel olayin analizi ve tanimlanmasi icin temel
matematiksel ifadelerdir. Bununla birlikte, fonksiyonlar bazi durumlarda acik
olarak yazilamadigindan bu tip fonksiyonlar igin basi kisitlar altinda yaklagimlar
yapmak gerekebilir. Bu tip yaklasim problemleri, uygulamali matematigin
temel konularindan birisidir. Yaklagim problemleri iki ana kisimda incelenebilir
(Schumaker, 2007). Yaklasim problemlerinin ilk ana boliimii, bilinmeyen bir
fonksiyon icin sonlu sayida veri bilindiginde fonksiyon igin bir yaklagim bulunmasi
problemidir. Bu tip problemler veri uydurma problemi olarak adlandirilirlar.
Yaklasim problemleri i¢in ikinci ana kisim ise cesitli fiziksel olaylar i¢in elde edilen
matematiksel modellerde ortaya g¢ikan yaklagim problemleridir. Adi veya kismi
diferensiyel denklemler icin baglangic veya siir deger problemleri, 6zdeger-ozvektor
problemleri ve integral denklemleri bu tip matematiksel modellere 6rnek olarak

soylenebilir.

Bilinmeyen bir fonksiyon icin her iki ana durumda da yaklasim yapilirken
genellikle polinom fonksiyonlar tercih edilir. Polinomlarin diizgiin birer fonksiyon
(tamm kiimesindeki tiim noktalarda istenen mertebeden tiirevlenebilen fonksiyon)
olmalari, tiirevlerinin ve integrallerinin kolaylikla alinmalari, toplama, c¢ikarma
ve carpma iglemlerinin kolaylikla yapilmasi gibi ¢zelliklerinden dolayi, polinomlar
yaklagim icin siklikla tercih edilmektedir. Bununla birlikte ¢ok sayidaki veri
noktalarima bir tek polinom ile yaklagmak biiyiik kolayliklar saglasa da baz
durumlarda biiyiik hatalara neden olabilir. Ayrica yaklagim yapilacak fonksiyon
icin bilinen verilerin sayisi arttik¢a elde edilecek polinomun derecesi de artacagindan
yaklagim polinomu hem yiiksek dereceden olacaktir hem de polinomu belirleme
islemi zorlagsacaktir. Bu zorlugu agmak icin tanim bolgesinin alt bolgelerinde
tanimlanan diisiik dereceli parcali polinomlar kullanmilabilir. Polinomlardan pargali
polinomlara gecildiginde iglem kolayligi kazanilirken, ayni1 zamanda 6nemli bir 6zellik
olan tanim bolgesinin boliinme noktalarinda siireklilik 6zelligini kaybedebilecegimiz

aciktir. Parcali polinom fonksiyonlarin sahip oldugu ozeliklere ilave olarak belirli



dereceye kadar boliinme noktalarinda siireklilik ve tiirevlenebilme o6zelligi de
eklendiginde ise spline fonksiyonlar elde edilecektir. Sonug olarak bir spline fonksiyon
polinom parcalarinin belli diizgiinliik kosullar1 altinda birlesmesi ile elde edilen bir
fonksiyondur (Cheney ve Kincaid, 2008). Spline kavram ilk kez Schoenberg’in bir
makalesinde ortaya cikmistir ve Spline ismi verilen noktalardan diizgiin bir egri

¢izmek i¢in kullanilan mekanik bir cihazdan gelmektedir (Schoenberg, 1946).

Belirli bir dereceden ve belirli bir mertebeye kadar tiirevlenebilen her spline
fonksiyon, ayni derece ve aymi mertebeden tiirevlenebilen B-spline fonksiyonlarin
bir lineer kombinasyonu ile temsil edilebilir (De Boor, 1978). Dolayisiyla B-spline
fonksiyonlar ayni1 dereceye sahip spline fonksiyonlar icin bir tabandir. Bu nedenle
bu fonksiyonlara B-spline (basis spline) denir. Bu galigmada literatiirde siklikla
kullanilan ilk 7 dereceden B-spline fonksiyon ile birlikte 8., 9. ve 10. dereceden olmak
tizere ilk 10 dereceden B-spline fonksiyonlarin ¢ikartilmasi yapilacaktir. Elde edilen
tiim B-spline icin siireklilik 6zellikleri ve tiirevlenebilme o6zellikleri incelenecektir.
Ayrica sekli bir bir dalgaya kargiik gelen bir fonksiyon test problemi secilerek
oncelikle tiim B-spline fonksiyonlarin boliinme noktalarindaki degerleri bulunacak
ve boliinme noktalarinda B-spline fonksiyonun aldigi degerler ile fonksiyonun aldigi
degerler kullanilarak tiirev yaklagimlar: i¢in mutlak hatalar elde edilecektir. Son

olarak bulunan sonuclar bir birleri ile kiyaslanacaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Spline ve B-spline fonksiyonlar, bilinmeyen bir fonksiyon icin sonlu sayida veri
bilindiginde, bilinmeyen fonksiyon i¢in bir yaklasim bulunmasi problemlerinde, egri
veya yiizey yaklagimlarinda, adi veya kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde,
geometrik modelleme, otomatiklestirilmis imalat, bilgisayar grafikleri ve sayisal
simiilasyonlar gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir (Hollig ve Horner, 2013). Ayrica
hesaplamadaki kolayligi ve uygulama esnekliginden dolay spline ve B-spline yaklagim
teknikleri, daha basit olan parcali polinom yaklagimlarina gore daha iistiindiir
(Hollig ve Horner, 2013). Bu sebeple de spline ve B-spline fonksiyonlar, uygulamal
matematik, bilgisayar bilimleri ve miihendislik gibi farkli bilim dallarinda tercih

edilen bir yaklagim olmustur ve olmaya da devam etmektedir.

Spline kavramu ilk kez 1946 yilinda Schoenberg tarafindan ortaya atilmistir
(Schoenberg, 1946). 1960 yilina kadar ancak smrh sayida spline ile ilgili
caligmalar yapilmigtir (Schumaker, 2007).  Schumaker kitabinda 1960 yilina
kadar bildigi kadariyla (Curry ve Schoenberg, 1947), (Schoenberg ve Whitney,
1947;1953), (Schoenberg, 1958) ve (Maclaren, 1958) isimli caligmalarda spline isminin
kullamildigimi belirtmistir.  Diger taraftan spline fonksiyonunun (Runge, 1901),
(Eagle, 1928), (Quade ve Collatz, 1938), (Favard, 1940), (Sard, 1949), (Meyers ve
Sard, 1950a, b), (Holladay, 1957) ve (Golomb ve Weinberger, 1959) caligmalarinda
ismi ge¢meden galigildigi da bilinmektedir (Schumaker, 2007).

Spline fonksiyonlardan farkli olarak B-spline fonksiyonlarmm ilk ne zaman
kullamildigimi soylemek ise oldukga zordur. Schoenberg (1946), olasilik yogunluk
fonksiyonu roliiyle baglantili olarak B-spline fonksiyonlarin Laplace tarafindan
kullanildigim séylemigtir. Favard (1940) ise B-spline fonksiyonlarini isimlendirmeden
kullanmigtir. 1946 yilinda Schoenberg, B-spline fonksiyonlarini taban spline egrileri
olarak adlandirmigtir (Schoenberg, 1946). 1967 yilinda ise taban spline egrileri ismini
B-spline olarak kisaltmistir (Schoenberg, 1967). Ozellikle sayisal uygulamalarda
B-spline fonksiyonlarin énemi indirgeme bagmtisinin bulunmasiyla artmgtir (Cox,

1972; deBoor, 1972).



Spline ve B-spline fonksiyonlarin son yillarda kullanildigi bazi ¢alismalara (Igbal
vd., 2020, 2021; Mirzaee ve Alipour, 2020; Roul 2020; Haradhan vd., 2021; Karakog
vd., 2021; Mittal vd., 2021) olarak 6rnek verilebilir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Spline fonksiyonlar, yiiksek dereceden polinomlar yerine, alt bolgelerde daha
diisiik dereceden parcali polinomlarla ¢aligma metodudur. m. dereceden bir spline
fonksiyon bir diigiik mertebeden yani (m — 1) . mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.
Ayrica spline fonksiyonlar agagidaki bazi ¢zelliklere sahiptir:

e Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
e Spline fonksiyonlar yeterince mertebeden tiirevlere sahip siirekli fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar tiirev ve integralleri kolay hesaplanan, bu iglemler

sonucunda yine bir spline elde edilen fonksiyonlardir.
e Bilgisayarda hesaplanmaya ve depolanmaya uygun fonksiyonlardir.

e Diisiik dereceli spline fonksiyonlar polinomlardaki gibi keskin salinim

sergilemezler.

e Spline fonksiyonlar yardimiyla sadece fonksiyonlara degil ayni zamanda onlarin

tiirevlerine de ulagilabilir.

B-spline fonksiyonlar da parcali polinom fonksiyonlardir. Belirli bir derece
ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon, ayni derece ve diizgiinliikteki B-spline
fonksiyonlarin bir lineer birlesimi ile temsil edilebilir.  Dolayisiyla B-spline
fonksiyonlar ayni dereceye sahip spline fonksiyonlar icin bir tabandir. Bu nedenle bu

fonksiyonlara B-spline (basis spline) denir.

Sifirmer dereceden B-spline fonksiyonlar: S? ile gosterilir ve

1 <z<uz
SO (z) = * (3.1)

0 , diger durumlar

seklinde tammlamir. & > 1 ve 1 = 0,41, 42, ... olmak iizere sifirinc1 dereceden S?

B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak daha yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar

T —Ti g1 Litk+1l — L g1
—S57 () + ———5;, (v 3.2
Tipk —Ti (=) Titk+1 — Litl o (@) (3:2)

Sk (2) =

indirgeme bagintis1 yardimiyla tiiretilebilir.



Bu ¢aligmada B-spline fonksiyonlarin tanimh oldugu konum araligi igin [a, b]
segimi yapilacal ve [a, b] araliginin diizgiin bir pargalanis: alt aralik uzunlugu h olmak
lizere

CLZZL'()<ZL'1<...<ZL’N_1<ZL'N:b,

olarak alinacaktir. Bu durumda konum araligindaki boliinme noktalar: igin
Ty =Tm_1+h, m=1,....N

olacaktir. Dolayisiyla parcalanma diizgiin oldugu icin konum araligi iizerindeki tiim

araliklarin uzunlugu h olacaktir.



4. B-SPLINE FONKSIiYONLARIN ELDE
EDILMESI

(3.2) bagmtis1 kullanilarak 10. dereceye kadarki tiim B-spline fonksiyonlar elde
edilecektir. Ayrica elde edilen B-spline fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin boliinme

noktalarindaki stireklilik durumlar gekiller cizilerek incelenecektir.

4.1. Lineer B-spline

Sl (z) lineer B-spline fonksiyonlarim hesaplamak igin (3.2) bagintisinda & = 1

alinirsa
St (r) = MSO T +M50 x
m( ) Tyt1 — Tm m( ) Tnt2 — Tt m+1( )
Sp @) = TS () + TS0 () (4.1)

elde edilir. Hesaplamalarda kolaylik olmasi acisindan bundan sonra yapilacak tiim

hesaplamalarda
T—Tmti = Gm+i(T)
(¢ —zn) = gn(2)
oldugu kabul edilirse, (4.1) esitligi
5t () = 220 g0 (1) 4 ZIm2go (o (12)

olarak yazilabilir. (4.1) esitligindeki terimler

gm(I) SO (ZC) — l gm(‘r) y Tm S T < Tm41
m h

h 0 , diger durumlar
ve
_gm+2(x> 0 1 _gm+2(m) y Tm+1 <z < Tm+2
— 5 Sma @) = 5 N
0 , diger durumlar
—gm+2(T) o 1) h=gn1(2) Zmi1 S < Tppo
— Smn (@) = 5

h 0 , diger durumlar



olarak yazilabileceginden S} (x) lineer B-spline fonksiyonu

gm () s T << T
S (@) =790 h= g1 (®) , Tt ST < T (4.3)
0 , diger durumlarda

olarak pargali polinom formunda elde edilir. Literatiirdeki sonuglarla uygun olmasi

icin indis 6telemesi yapilirsa

In-1(T) T ST <y
1
By (@) =59 h=gn(@) , @ <2< T (4.4)
0 , diger durumlarda
yazilabilir.  w(z) bilinmeyen fonksiyonu ic¢in U(x) yaklagimi lineer B-spline
fonksiyonlar kullanilarak
N
u(x) ~ Ux) = Bl (z)d; (4.5)
i=0

seklinde tanimlanabilir. Burada B; fonksiyonlar1 lineer B-spline fonksiyonlari, d; ise

bilinmeyen degiskenleri gostermektedir.

{By(x). Bl (x)..... Bl (x)}

kiimesi ¢ < x < b araliginda tanimli lineer spline fonksiyonlar icin bir taban
olugturur.  Lineer B-spline fonksiyonu [z, 1, Z,,41] araligi diginda sifirdir ve
[T, Tmia] aral@ B, ve Bl ., olarak iki lineer B-spline fonksiyonu tarafindan

ortiilmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, T,1] aralig

Bp(z) = h_+m(‘”> (4.6)
Bou(r) = 20 (47

olarak tamimlanan ardigik iki lineer B-spline gekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.
¢ = gm(z) doniigtimii yapilirsa [x,,, T,.1] aralig, [0, k] araligina doniigseceginden
bu aralik iizerinde tanimh olan iki lineer B-spline gekil fonksiyonlar1 béliinme

noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

SHCA NS
=\ |
Iy



olarak bulunur. Lineer B-spline fonksiyonlar i¢in

1

. 1 oty _ _

mlir%LBm(x) = ha;l_lgljrnh gm(z) =1

: 1 1.

lim B, (v) = 7 lim g, 1(7) =1
oldugundan lineer B-spline fonksiyonunun z = =x,, noktasinda siirekli oldugu
goriilebilir. Ayrica

. dB} (z) 1 d 1
M T R e =g

. dB! (z 1 d 1
xlig:lmT() - Exliril;@gm,l(x) )

oldugundan lineer B-spline fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin ve dolayisiyla
daha yiiksek mertebeden tirevlerinin z = =z, noktasinda tamimh olmadigi da
goriilebilir. h = 1 almarak [x,,_1,%,.1] araligi [0,2] arahgina doniistiiriilmiis ve
B! (z) lineer B-spline fonksiyonu Sekil 4.1 de ¢izilmistir. Sekilden B! (z) lineer
B-spline fonksiyonun i¢ noktalarda siirekli oldugu goriiliir. Konum araliginin ig

noktalarinda ise birinci mertebeden tiirevinin olmadig goriilebilir.

1
0.8

o/
0.4 / A

ol /. \

0

0 0.5 1 1.5 2

Sekil 4.1. Lineer B-spline fonksiyonu

[Tm, Tmy1] araligs icinde pargasi olan B} (z), BL.,,(z) lineer B-spline

fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agagidaki sekilde olacaktir.

e B! (x) lineer B-spline fonksiyonlari, [,, 1, Z11] aralginin diginda sifirdir ve

iki elemam ortmektedir.
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e B} . (z) lineer B-spline fonksiyonlarl, [z, Zmio] aralgmm diginda sifirdir ve

iki elemam ortmektedir.

Bu durumu gostermek icin A = 1 alimarak [x,,_1,%,10] araligl [0, 3] araligina
doniigtiiriilmiis ve araliktaki B}, (z) ile B}, () lineer B-spline fonksiyonlar Sekil 4.2
de ¢izilmigtir. Sekil 4.2 de goriildiigii gibi bir araliga lineer B-spline fonksiyonlarin
en fazla iki parcasi denk gelmektedir. Bu durumu gosterebilmek icin A = 1 alinarak
[T, Tme1] araligl [1,2] araligina doniistiiriilmiis ve bu araliga diisen lineer B-spline

sekil fonksiyonlar1 Sekil 4.3 de ¢izilmistir.

N VARVAR NN
/TN T X
VAR VAN - N

0 0
0 1 2 3 1 1.5 2
Sekil 4.2. Lineer B-spline Sekil 4.3. Lineer B-spline
fonksiyonlar sekil fonksiyonlari

B} (x) lineer B-spline fonksiyonlarinin [x,, 1, T, 1] araligimin diginda sifir olmasi
ve [Tpm_1, Tmy1] araliginda ardigik iki elemani értmesinden dolayi her bir [z,,, Z,11]
sonlu elemam B}, ve B}, olarak iki lineer B-spline tarafindan ortiilecektir. Bu

sebeple © € [y, Tm1] igin (4.5) yaklagimi

m+1
u(e) m Ux) =Y BHx)di = B, (2)0m + Bl (2)6m 41 (4.10)
olacaktir. x = z,, noktasindaki u(x,,) i¢in yaklagim ise (4.4) lineer B-spline

esitliklerinin (4.10) esitliginde kullanilmasiyla

U(Im) = Un= B71n(xm)5m + B;H-l (:Em)(sm-i-l

_ (=gms1(Tm)) (gm(Tm))
= J;Z O + 3 Om+1

Up = 6m (4.11)

olarak bulunur.
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4.2. Kuadratik B-spline

S? (z) kuadratik B-spline fonksiyonlarimi hesaplamak icin (3.2) bagintisinda k =

2 alinirsa
( ) Tyt — Tm m( ) Tmt3 — Tl m+1( )
gm(x) _gm+3(x)
S3(0) = TSt (o) + 2 (o) (112
elde edilir.
m () s Ty ST < Ty

S () = h h— gmi1(x) , g1 < T < Tpio
0 , diger durumlarda

olarak bulunan (4.3) lineer B-spline fonksiyonunun kullanilmasiyla

ap = gﬁl(x)

Az = gm(z) (h - gm+1(x)) = (ngrl(x) + h) (h - ngrl(x)) = h2 - 93@+1($)

olmak tizere
ayp , Ty ST < Ty

gm(x) 1
5h S () = 2 @ o Tmrl ST < Tong
0 , diger durumlarda
ve
by = —9m+3(33)9m+1($) = - (9m+1($) - 2h) 9m+1($)

= 2hgmi1(2) = gyt (7),
by = _gm+3<x) (h - (gm+2(x))) = - (gm+2(l') - h) (h - (gm+2<x)))
= (h = gmi2(2))’

olmak iizere

b1 Tl ST < Ty

_gm+3(x) 1
Tsfnﬂ (33) = 2 by, Ty < T < Tpyas

0 , diger durumlarda
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yazilabilir. Boylece S2, () kuadratik B-spline fonksiyonu

o = a=gn(z)
¢ = ay+by = h+2hgm i (2) — 297, (2)
c3 = by=(h— 9m+2($))2

olmak tizere

1 5 Tm ST < Tyt

1 Co 5 Tyl S X < Ty

€3  Tmy2 ST < Tipy3

\ 0 , diger durumlarda

formunda bulunur. Literatiirdeki sonuglarla uygun olmasi i¢in indis 6telemesi yapilir

ve her iki taraf 2 ile carpilirsa

dy = 931—1(35)
dy = h*>42hg,(x) — 2931@)
d3 = (h_gm+1(x))2
olmak tizere
di Ty ST < Ty
d2 ) l’m<ZL’<l’m+1

1 <
B2 (z) = 73 S (4.14)
d3 , Tmy1 ST < Ty

\ 0 , diger durumlarda

bulunur. Burada

{B,(2), Bi(2),..., By (2)}
kiimesi a < x < b araliginda tamimh ikinci dereceden spline fonksiyonlar icin bir
taban olusturur. Kuadratik B-spline fonksiyonlar1 ve onlarin birinci mertebeden
tiirevleri [Z,,_1, Tymio] araligl diginda sifirdir. Bu aralikta, her bir B2, (z) kuadratik

B-spline fonksiyonu ardigik ii¢ elemam ortmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, @,11]

aralig
By i (z) = Ul_‘;}z—’;‘@))Q, (4.15)
B2 (2) = h2+2h9m2962>—293n(w)’ (4.16)
By (z) = In(@) (4.17)

h2
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olarak tanimlanan ardigik {ii¢ kuadratik B-spline sekil fonksiyonu tarafindan
ortillir. & = x — xp = gn(r) donistimii yapihrsa [2,, T,41] araligr [0, A]
araligina doniigseceginden bu aralik {izerinde taniml olan ii¢ kuadratik B-spline sekil

fonksiyonlar: boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

oo = () (4.15)

h? + 2h¢ — 2¢2
B = 5 h§ < (4.19)

By (&) = (%)2 (4.20)

olarak bulunur.

[Trn_1, Tmyo] arah@mm ig noktalarmda B2 (z) fonksiyonunun aldigi degerler

incelenirse
: L.
Il_l)r;l;Bfn(x) = ﬁzl_lgl; (R + 2hgm(z) — 2g2,(2)) =1,
lim B3(z) = — lim g2 =Ly =1
lim B, (z) = 55 lim g, (2) = 55 Im (2 —2p)" =1,
1
. 2 . 2
ziggﬂ%(df) = ﬁxi;%+l (h = gm+1(z))” =1,
1
lim B%(z) = — lim (R* + 2hg () — 2g2,(2))
s h T=T
1
= — lim (A*+2h(z —zy) — 2(z — 2,,)°) =1
h2xﬂx7_n+1
ve
lim 2h — 4g,,
p BA@) 1 d (0 2hg,(x) — 268 () _ <xf£% ’ (‘”)) _2
voat AT Rk dx B h? R
. dB; () 1 dgm () 2
xliril; dx - ﬁziril; dx B ﬁxlilil%ng_l(I) - ﬁ7
dB2? (x) 1 d(h = gmi1(x)) 1 2
lim Zm — — lim —2(h—gm S
vt da 12t dz i = 2(h=gnnle) = =3
lim (2h —4g, (7))
. dB%(x) 1 .. d(h®+42hgn,(x) —2¢%(x)) 2=, 2
lim —*=— = - lim = 5 - _Z
Z—»m:ﬂ+1 dZL‘ h "E*)"E;H»l dZL‘ h h
oldugundan
lierBfn(x) = lim B2 (x) ve liIP B2 (x)= lim BZ(z)
T—Tn T—Tm T 1 a:—>a:;l+1
Jim JBA() = i () ve i LBA(e)= lm T
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bulunur. Dolayisiyla B2 (x) kuadratik B-spline fonksiyonu ve birinci tiirevinin @ =
Tm V€ T = Tp,y1 bOllinme noktalarinda yani konum araliginin i¢ noktalarinda siirekli

oldugu goriilebilir. Ayrica

i LB @) = m (= 4ga(r) =~y
i L) = o)~

Jim 5B g (2= ga(o) 3
) iggﬂdd_;Bfn(x) = hi lim+1%(2h—4gm< ))=—%

oldugundan kuadratik B-spline fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevinin x = x,,, ve
r = x,,+1 noktalarinda siirekli olmadigi, dolayisiyla konum araliginin i¢ noktalarinda
kuadratik B-spline fonksiyonunun ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevlerinde

olmadigy goriilebilir.

h = 1 alinarak [,,_1, Zm 2] arahig [0, 3] arahgma doniistiiriilerek B2 (z) kudratik
B-spline fonksiyonuyla kuadratik B-spline fonksiyonunun birinci tiirevinin sekilleri
Sekil 4.4 ve Sekil 4. 5 te ¢izilmigtir. Sekillerden de BZ(z) kuadratik B-spline
fonksiyonu ve birinci mertebeden tiirevinin i¢ noktalarda siirekli oldugu goriiliir.
Konum araliginin i¢ noktalarinda ise ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevlerinin

olmadigr goriilebilir.

1.5 2

0.5 \
/ \ 1
0 -2
0 1 2 3 0 1 2 3

Sekil 4.4. Kuadratik B-spline Sekil 4.5. Kuadratik B-spline

fonksiyonu fonksiyonun birinci tiirevi
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u(z) bilinmeyen fonksiyonu icin U(x) yaklagimi kuadratik B-spline fonksiyonlar

kullanilarak

u(x) ~ Ulx) = Y B} (x)d; (4.21)

i=—1

seklinde tanimlanabilir. Burada ¢; katsayilar1 bilinmeyen degiskenler olmak iizere

B?(x) fonksiyonlar1 kuadratik B-spline fonksiyonlarim gosterir.

[Tm, Tmy1] araligl i¢inde pargasi olan B2 (z), B2(xz), B2.,(x) kuadratik

B-spline fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agagidaki sekilde olacaktir.

e B2 | (r) kuadratik B-spline fonksiyonlari, [, 2,%y11] aral@mim diginda

sifirdir ve dort elemanm ortmektedir.

e B2 () kuadratik B-spline fonksiyonlar1, [z,, 1, T, 2] arahgimin diginda sifirdir

ve dort eleman: ortmektedir.

e B2 (z) kuadratik B-spline fonksiyonlar1, [@,, Zm+3] araliginn diginda sifirdir

ve dort eleman: ortmektedir.

JNANANE
HAMH s

0 1 2 3 4 5 2 2.5 3
Sekil 4.6. Kuadratik B-spline Sekil 4.7. Kuadratik B-spline
fonksiyonlar sekil fonksiyonlar

Bu durumu gostermek igin A = 1 alinarak [z, 2, ;13 araligr [0,5] araligina
doniigtiiriilmiis ve arahktaki B2 _,(z), B%(x) ve B2, (z) kuadratik B-spline
fonksiyonlar1 Sekil 4.6 da ¢izilmistir. Sekil 4.6 da goriildiigii gibi kuadratik B-spline
fonksiyonlar ve birinci mertebeden tiirevi ardigik ii¢ elemani 6rtecektir. Dolayisiyla
her bir [z,, Z;,11] sonlu elemaninda kuadratik B-spline fonksiyonlarin ve tiirevinin

en fazla ii¢ pargasi (sekil fonksiyonlar1) bulunacaktir. Bu durumu gosterebilmek igin
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h = 1 almarak [z,,, Z,,+1] aralig [2, 3] araligina doniigtiiriilmiis ve bu araliga diigen

ti¢ adet kuadratik B-spline gekil fonksiyonlar1 Sekil 4.7 de ¢izilmigtir.

B2 (x) kuadratik B-spline fonksiyonlar1 ile birinci tiirevinin |2, 1, T o]
araliginin - diginda sifir olmasi ve [x,, 1, Z;y0] arahginda ardigik ii¢ elemam

ortmesinden dolay1 her bir [,,, Z;,11] sonlu elemam B?2,_,, B2 ve B2, olarak iig

m—1)

kuadratik B-spline tarafindan ortiilecektir. Bu sebeple = € [z, Tp1] icin (4.21)

yaklagimi
m+1
u(z) = U(x) = Z B (2)8; = B2, _1(2)6m-1 + B2(2)0y + B2 1 (%) 0mi1  (4.22)
i=m—1

olarak yazilabilir. Dolayisiyla © = x,,, noktasindaki u(z,,) bilinmeyen fonksiyonu ile

birinci mertebeden tiirevi icin yaklagimlar ise

m—+1
wTy) ~ Ulxy) =U, = Z B(x,,)0;
i=m—1
AU () L dB2(x)
u(zy) =~ - =U :i:;l o 0;

olarak yazilir. (4.14) kuadratik B-spline esitliginin kullamlmasiyla z = z,,, m =

0,1,..., N noktalarindaki u(x,,) ve u/(z,,) icin
m—+1
Un=Y_ B} m)6i = 6m-1+ 0m (4.23)
1=m—1
ve "
~— dB(z,) 2
= — T = Z (=g + O, 4.24
U= 3 g = G o) (4.24)

yaklagimlar: elde edilir.

4.3. Kiibik B-spline

S3 (x) kiibik B-spline fonksiyonlarim hesaplamak igin ise (3.2) bagintisinda k =
3 alindiginda

S3 _ T — Tm SQ + xm+4 — T SQ
m (I) xm+3 . :L'm m ('I) xm+4 . xm—l—l m-+1 (ZL’)
§(0) = Im@Wgr oy Zmu@ g (4.25)

3h



elde edilir. Bir 6nceki alt boliimde

G = g?n(x)

2 = h*+2hgpni(2) = 2g5,41()

3 = (h_gm+2(x))2

olmak tizere

\

1
Co
C3

0

)

Y

Y

)

Ty ST < Tyt

Timg1 ST < T2

Ttz ST < Tipy3

diger durumlarda

olarak bulunan (4.13) kuadratik B-spline fonksiyonunun kullanilmasiyla

ay = ggl(x)

Qg = gm(z) (h2 + 2hgm+1 ($) - QQTQrH—l(‘r))

= (gme1(2) + h) (B 4 2hgm i1 (z) — 2931 ()

ag = h*+ 3h29m+1($) - 2921+1($)

a3 = gn(@) (h = gns2(2))” = (Gmra() +20) [h = grya(@))”

az = 2h3 — 3h2gm+2(90) + gi+2(x)

olmak tizere

( ar , Ty ST < Ty
gm(2)S2 () 1 ) a2, Tmp1 ST < Tpnya
3h CE as , Tmy2 < T < Typts
0 , diger durumlarda

ve \
b = —gm+4(90)951+1(37) = — (gm+1(z) — 3h) 95%1(35)
= 3h9§z+1(x) - 9?n+1($)a
by = —gmya(w) (h2 + 2hgpi2(7) — 293%2@))

= - <9m+2($) - 2h) (h2 + 2h9m+2(£) - 2972n+2(55))
= 213 + 3h2gm+2(x) — 6hg,2n+2(:v) + 2g§1+2(ac),

bs = —Gmya(z)(h— 9m+3(95))2 = — (gmss(x) = h) (h — 9m+3($))2

17



olmak iizere

elde edilir. Boylece S2, (z) pargah

olmak tizere

formunda elde edilir.

yapilir ve her iki taraf 6 ile ¢arpilirsa

olmak tizere

1

Co

C3

Cq

dy
da

ay = g?n(x)

az + b1 = 1° + 302 g1 (2) + 3hgp, i1 () — 3G (2)°

b Tt ST < Tipga
by , Tmyo ST < Tpys
b3 L Tmi3 <X < Tpga

0 , diger durumlarda

az + by = 4h* — 6h972n+2<x) + 3ggz+2(37)

bs = (h — 9m+3(95))3

1
3 —
S5(0) = =
\
Literatiirdeki

92172('%)

C1
Co
C3
Cq

0

)

)

Y

Y

)

T LT < Tpy1

Tmt1 ST < T
Tmto T < Typys
Tmas LT < Tyyya

diger durumlarda

18

(4.26)

sonuglarla uygun olmasi icin indis 6telemesi

h? + 3h29m71($) + 3h931—1(37) - 39;—1(95)

Ah® — 6hgy, () + 3gp,(v)

(h = gma(2))”

<x)=%<

dy
da
ds
dy

?

)

?

Tm—o < T < Tyn_1
Tm-1 2T < Ty,
T ST < Tyt
Tmt1 LT < Tppya

diger durumlarda

(4.27)
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sonucuna ulagilir. Burada

{B, (), By(x),..., BY (2), By (2)}

kiimesi a < x < b araliginda tanimh 3. dereceden spline fonksiyonlar icin bir taban
olusturur. Kiibik B-spline fonksiyonlari ve onlarin birinci ve ikinci mertebeden
tiirevleri |2, 9, Tp.o] aralign diginda sifirdir. Bu aralikta, her bir B3 (z) kiibik

B-spline fonksiyonu ardigik dort elemam 6rtmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, @,11]

aralig
By (z) = UZ%W, (4.28)
B3 (z) = 4h3_6h93n}<b3x)+39%($)7 (4.29)
By = R ale) Dbl = 36h) w0,
Bl = uld (@31

olarak tamimlanan ardisik dort kiibik B-spline sekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.
& = x — 1y = gn(r) donigtimii yapilirsa [z,,, Z,,.1] araligr [0,h] araligina
doniiseceginden bu aralik iizerinde tanimh olan dort kiibik B-spline gekil fonksiyonlar

boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

3
B2 = U ;35), (4.32)
2 3

B2 (§) = 4h3_62§ 3% (4.33)
3 2 2 o3

B (g = LTI 2% (434)
53

Bl = o (4.35)

olarak bulunur.

Ayrica [Ty,_9, Tmyo] aralifmm i¢ noktalarinda B3 (x) fonksiyonunun aldig:

degerler incelenirse ¢ = m — 1, m, m + 1 olmak tizere,

lim+B;:’1(x) = lim B} (z)
dr A
lim — (B;,(z)) = lim — (B;,(z)),n =1,2
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oldugundan B? (x) kiibik B-spline fonksiyonunun, birinci ve ikinci mertebeden
tirevlerinin ¢ = 2,1, * = x, ve T = Z,,4; bolinme noktalarinda dolayisiyla

da konum araliginin i¢ noktalarinda siirekli oldugu goriilebilir.

h = 1 almarak [z,, 2, Tmio] arahig [0,4] arahgina doniigtiiriilerek B2 (z) kiibik
B-spline fonksiyonuyla kiibik B-spline fonksiyonunun ilk iki tiirevinin sekilleri
sirastyla Sekil 4.8, Sekil 4.9 ve Sekil 4.10 da gizilmistir. Sekillerden de B3 (z) kiibik
B-spline fonksiyonuyla birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin konum araliginin
i¢ noktalarinda stirekli oldugu ve fi¢iincii mertebeden ve daha yiiksek mertebeden

tiirevlerinin ise olmadig1 goriilebilir.

4 5

VAR 4

2 0

1

0 -5

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Sekil 4.8. Kiibik B-spline Sekil 4.9. Kiibik B-spline
fonksiyonu fonksiyonun birinci tiirevi
10

N/

AV

\4

-20
0 1 2 3 4

Sekil 4.10. Kiibik B-spline fonksiyonun ikinci tiirevi

u(z) bilinmeyen fonksiyonu igin U(x) yaklagim kiibik B-spline fonksiyonlar

kullanilarak
N+1

u(e) ~ Ulx) = Y B(x)d; (4.36)

i=—1
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seklinde tammlanabilir. Burada d; bilinmeyen degigkenler olmak tizere B?(x)

fonksiyonlar1 kiibik B-spline fonksiyonlarini gosterir.

[Zm, Tmy1] arah@ i¢inde parcasi olan B3,_,, B3, B3 | B3 ., kiibik B-spline

fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agagidaki sekilde olacaktir.

e B3 (z) kiibik B-spline fonksiyonlari, [z, 3, %m.1] arah@mm diginda sifirdir

ve dort eleman ortmektedir.

e B3 () kiibik B-spline fonksiyonlar1, [z, 2, Tpmie] araligimn diginda sifirdir ve

dort eleman ortmektedir.

e B3 . (z) kiibik B-spline fonksiyonlar1, (2,1, Zp3] arah@min diginda sifirdir

ve dort eleman: ortmektedir.

e B2 () kiibik B-spline fonksiyonlar1, [x,,, Zm+4] arah@min diginda sifirdir ve

dort elemamnm ortmektedir.

LN
AN 1
IV 0

0 2 4 6 3 3.5 4
Sekil 4.11. Kiibik B-spline Sekil 4.12. Kiibik B-spline
fonksiyonlar sekil fonksiyonlar:

Bu durumu gostermek icin A = 1 alinarak [x,,_3, ;4] araligl [0,7] araligina
doniigtiiriilmiig ve arahktaki B3, (z), B2 (x), B3, 1 (x) ve B3, ,(x) kiibik B-spline
fonksiyonlar1 Sekil 4.11 de cizilmigtir. Sekil 4.11 de goriildiigii gibi kiibik B-spline
fonksiyonlar ile birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri ardisik dort elemani rtecektir.

Dolayisiyla her bir [x,,, z,11] sonlu elemaninda kiibik B-spline fonksiyonlarin ve ilk

iki tiirevinin en fazla dort pargasi (sekil fonksiyonlar1) bulunacaktir. Bu durumu
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gosterebilmek igin h = 1 alinarak [z,,, 2,,41] aralig: [3, 4] araligina déniigtiiriilmiis ve

bu araliga diigen dort adet kiibik B-spline sekil fonksiyonlar: Sekil 4.7 de ¢izilmistir.

B3 (x) kiibik B-spline fonksiyonlar1 ve ilk iki tiirevinin [z,, 2, T/, 2] araligimm
diginda sifir olmasi ve [z, o, .1 2] araliginda ardigik dort elemam drtmesinden dolay:

her bir [z, Ty,+1] sonlu elemam BE,_ |, B3

m?

B} ., ve B}, olarak dort kiibik B-spline
tarafindan ortiilecektir. Bu sebeple = € [2,,, Tm+1] icin (4.36) yaklagim

m+2

u(z) ~ Uz) = Y Bx)d; (4.37)

1=m—1
olarak yazilabilir. Dolayisiyla x = x,,, noktasindaki u(z,,) bilinmeyen fonksiyonu ile

birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri icin yaklagimlar ise

m—+2
1=m—1
n m+2 n
d"U(zm) - ygn — ~ d B?(Im)(si n—1.9
dzm mn = dam ’ ’

olarak yazilabilir. (4.27) kiibik B-spline esitliginin kullamilmasiyla = = z,,, m =

0,1,..., N noktalarindaki u(z,,), v'(z,,) ve u”(x,,) i¢gin yaklagimlar
Um = 5m71 —|— 4(5m —|— 5m+1 (438)
3
U, = E(—(Sm,l + 6pmt1) (4.39)
6
uy = ﬁ((;m_l — 20 + Omt1) (4.40)

olarak elde edilir.

4.4. Kuartik B-spline

S4 kuartik B-spline fonksiyonlarini hesaplamak igin ise (3.2) bagmtisinda k = 4

alindiginda
Sh(p) = —LIm 8 (g) 4 T T g8 (g
(@) Tm+4 — Tm (@) Tm+5 — Tm+1 H( )
4 Im() 3 —Gm5(T) 3
sh(a) = 22083 (o) + I ss (o) (141)



elde edilir. Bir 6nceki alt boliimde

1 = gi(x)
¢ = h*+3h%gmi(x) +3hgl, (x) — 35,1 (7)
3 = 4h3 — 6hgfn+2($) + 39§n+2<x)

C4 = (h—gm+3(x))3

olmak tiizere
1y T ST < Ty
Co Yy Tyl ST < Tpppyn
1
3 _
Sm (‘T) - 6h3 C3 , Tm42 S T < Tm+3

C4 5 Tma3 ST < Typga

\ 0 , diger durumlarda

olarak bulunan (4.26) kiibik B-spline fonksiyonunun kullanilmasiyla

ay = gp(v)
az = gm(@) (h* + 307 gms1(2) + 3hgm 1 (2) — g4 (2)
= (gm+1(z) +h) (hg + 3h29m+1($) + 3h9i+1(m) - 3g§n+1($))
= W'+ 4R g (2) + 6h2931+1($) - 397§L+1($>7
az = gm(x) (4h3 — 6hg,2n+2(x) + 3gf'n+2(x))
= (gmr2(w) +2h) (41° = 6hgy, 15(2) + 3G 15(2))
= 8h* + 4h’ gy a(2) — 12h2gr2n+2(95) + 39;171—1—2(1')7
as = gm(z)(h— 9m+3($))3 = (gm+3(x) + 3h) (h — 9m+3($))3
ap = 3h* = 8h’gnis(x) + 60705, (%) — gis(@)
olmak {izere
a1, Ty LT < Tyt
a2 5 Tyl ST < Typpo

gm(@)Sp, (x) 1
ih oA B 5 Tmi2 ST < Typys

ag 5 Tmy3 ST < Typga

0 , diger durumlarda



ve

by

= —9m+5<x)gfn+1(m) = 4h9gz+1<$) - gfn—i—l(x)?

= —gms5(@) (h® + 3h°grya(2) + 3hgr o (2) — 395, 5(7))

= 3n'+ 8h39m+2 (z) + 6h29§1+2 (z) — 12h921+2 (z) + 39:%%2@):

= —Gm+s(2) (4h3 - 6hgfn+3(33) + 39§n+3<x))

= 8h* — 4h’gyys(a) — 12h293n+3(95) + 12h931+3($) - 3gfn+3('x)7

= (@) (h = gona(®@))* = (B = gsa())?

olmak tizere

—9m+5(ff)831+1 (33) - 1

4h 24pA

b Tt ST < Ty
by , Tpyo ST < Tpys
by Tmy3 ST < Tyga

by Tinga < T < Tipgs

\ 0 , diger durumlarda

elde edilir. Boylece Sy, (x) parcal fonksiyon olarak

(&1

C2

C3

Cy

Cs

a; = g;ln(x)a

as + by = h* + 4h39m+1<x) + 6h2912n+1(x) + 4hg§1+1(x) - 49;ln+1(x)a

24

ag + by = 11h* + 12h° g 2 (2) — 6h29$n+2($) - 12hg73;1+2(x) + 693~L+2($)7

ag + bs = 11h* — 12h39m+3<x) - 6h293n+3($) + 12h931+3($) - 4gfn+3($),

by = (h — 9m+4($))4

olmak tizere

C1
C2

1 C3

C4

Cs

)

T LT < Tyy1

Tl ST < Tppgo
Tmt2 ST < Tpgs
Tmy3 ST < Typya
Tmya ST < Tyys

diger durumlarda

(4.42)
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formunda elde edilir. Literatiirdeki sonuclarla uygun olmasi icin indis 6telemesi

yapilir ve her iki taraf 24 ile carpilirsa

dy = 9:272(9”);

dy = W'+ 4hPgy 1(x) +6h°g),_y(2) + dhgp,  (x) — 49y, (v),

dy = 11h* +12h%g,,(z) — 6h%¢2 () — 12hg (z) + 642 (z),

dy = 11h* — 12h3g,, 1 (x) — 6h22, ., (x) + 12hg® | (z) — 4g* ., (v),
ds = (h— gmya(r))*

olmak tizere
di Tz ST < Ty
d2 y Tm—1 S T < Tm

1 ds |, Ty <2 <Tn,
B (zx)=—{ ! (4.43)

m 4
h dy 5 Tmy1 ST < Ty
ds , Tmyo ST < Tpys
\ 0 , diger durumlarda
sonucuna ulagilir. Burada
{B472 (l‘) ’ Bil (l‘) P B?V (l‘) ) B?V+1 (Z‘)}

kiimesi a < x < b araliginda taniml dordiincii dereceden spline fonksiyonlar icin bir
taban olugturur. Kuartik B-spline fonksiyonlar1 ve onlarin birinci, ikinci ve iigiincii
mertebeden tiirevleri [z,, 2, T3] aralig diginda sifirdir. Bu aralikta, her bir B} (z)
kuartik B-spline fonksiyonu ardigik beg elemani ¢rtmektedir. Dolayisiyla her bir
[T, 1] araligy

(h = gm(2))*

Bpa(r) = ——1—, (4.44)
B (2) = 11h* — 12h3¢g,, (7) — 6h29}2ﬁ(9€) + 12hg3 (z) — 4gﬁl(x)7 (4.45)

B (z) — 11h% 4+ 12R3g,, (7)) — 6h29:7?1(x) —12hg3 (z) + Ggfn(x)’ (4.46)
B, (2) — Wt + 4k3g,, () + 6h2921h(f) + 4hg3 (z) — Zlgfn(x)7 (4.47)
Bl a(e) = nld (4.49

olarak tanimlanan ardigik bes kuartik B-spline sekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.

§ = ¢ — Ty = gm(x) dontisimii yapilirsa [z,,, ®,.1] araligr [0,h] araligina
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doniigeceginden bu aralik iizerinde tanmimli olan bes kuartik B-spline sekil

fonksiyonlar1 boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

4
B = P8 (4.49)
4 3¢ 12e2 3 4p4
B (e - Lo1me 6;;45 +12ng° - dgt (4.50)
2 3 4
B o 11h4+12h3§—6f13j§ — 120" ¢ s
4 3 2¢2 3 e
B = MO g .
54
Bria(§) = 72 (4.53)

olarak bulunur.

Ayrica [Z,,_2, Tmys] araligimin i¢ noktalarinda B2 (z) fonksiyonunun aldigi

degerler incelenirse i = m — 1, m,m + 1, m + 2 olmak {izere,

lim+Bfn (r) = lim B2 (z)

Lm% (B4 (2) = Lmj— (BL(2)),n = 1,2,3

oldugundan B2 (z) kuartik B-spline fonksiyonu ile birinci, ikinci ve {igiincii
mertebeden tiirevlerinin * = x,1, T = Ty, T = Typy1 V€ T = Tpyao
boliinme noktalarinda dolayisiyla da konum araliginin i¢ noktalarinda stirekli oldugu

goriilebilir.

15 20

/\ 10 72\

: N
5 / \\ inEAwe

oL—~ N~ -20
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Sekil 4.13. Kuartik B-spline Sekil 4.14. Kuartik B-spline
fonksiyonu fonksiyonun birinci tiirevi

h =1 almarak [x,, o, Ty, 3] arahg [0,5] arahgina doniistiiriilerek B2 (x) kuartik

B-spline fonksiyonuyla ilk ii¢ tiirevinin sekilleri sirasiyla Sekil 4.13, Sekil 4.14, Sekil
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4.15 ve Sekil 4.16 da cizilmistir. Sekillerden de B2 () kuartik B-spline fonksiyonuyla
ilk {i¢ tiirevinin i¢ noktalarda siirekli oldugu goriilir. Konum araliginin ig

noktalarinda ise dordiincii daha yiiksek mertebeden tiirevlerinin olmadig1 goriilebilir.

20 100

O/ /\ /\ \ S0 /\\\
-20 \/ 50 \ /

\

-40 -100
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Sekil 4.15. Kuartik B-spline Sekil 4.16. Kuartik B-spline
fonksiyonun ikinci tiirevi fonksiyonun {igiincii tiirevi

u(z) bilinmeyen fonksiyonu icin U(z) yaklagimi kuartik B-spline fonksiyonlar

kullanilarak
N+1

u(x) ~ Ux) = Y Bl(x)d; (4.54)

1=—2

seklinde tammlanabilir. Burada d; bilinmeyen degiskenler olmak iizere B}(x)

fonksiyonlar1 kuartik B-spline fonksiyonlarini gosterir.

[T, Tmy1] araligl iginde pargast olan

B;—Q(x)’ Bé@—l(‘r)’ Bfn(x)? Bfn—l—l(x)? B4 +2(I)

m

kuartik B-spline fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise asagidaki sekilde olacaktar.

e B! () kuartik B-spline fonksiyonlari, [z, 4, T 1] araligimin diginda sifirdir

ve ardisik bes elemani ortmektedir.

e B! (z) kuartik B-spline fonksiyonlar1,[z,, 3, T, 2] arahgimin diginda sifirdir

ve besg elemani értmektedir.

e B! (x) kuartik B-spline fonksiyonlari, [x,, s, Z,,3] arahgimin diginda sifirdir ve

bes elemani oértmektedir.
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e B ., (z) kuartik B-spline fonksiyonlari, [2,,_1, Ty+4] arahfimin diginda sifirdir

ve besg elemani értmektedir.

e B} . ,(z) kuartik B-spline fonksiyonlari, [2,,, Z;,+5) araligimn diginda sifirdir ve

bes elemani ortmektedir.

Bu durumu gostermek igin A = 1 alinarak [z,,_4, x5 araligr [0,9] araligina

doniistiiriilmiis ve araliktaki

B?%@—Q(x)a Bﬁm—l(gj)’ Bﬁz(x)ﬂ Bﬁﬁ-l(x)’ B;4n+2($)

kuartik B-spline fonksiyonlar1 Sekil 4.17 de ¢izilmistir. Sekil 4.17 de goriildiigii gibi
kuartik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci ve ti¢iincii mertebeden tiirevleri ardigik
bes elemani ortecektir. Dolaywsiyla her bir [z, Z,,11] sonlu elemaninda kuartik
B-spline fonksiyonlarin ve ilk ii¢ tiirevinin en fazla beg pargas1 (sekil fonksiyonlar:)
bulunacaktir. Bu durumu gosterebilmek i¢in h = 1 almarak [x,,,z,,.1] arahg
[4,5] araligina doniigtiiriilmiis ve bu araliga diisen beg adet kuartik B-spline sekil

fonksiyonlar1 Sekil 4.18 de ¢izilmistir.

15 15

J AN
IR A e N

0 0 4 4.5 5
Sekil 4.17. Kuartik B-spline Sekil 4.18. Kuartik B-spline
fonksiyonlar sekil fonksiyonlari

B2 (x) kuartik B-spline fonksiyonlar ile ilk ii¢ tiirevinin [x,, o, Z,, 3] araligmmn
diginda sifir olmasi ve [2,,_2, T 3] araliginda ardigik bes elemani 6rtmesinden dolay:

B4

her bir [7,,,, T 41] sonlu elemani, B2 41, Br, B ve By, olarak beg kuartik

m—2)
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B-spline tarafindan ortiilecektir. Bu sebeple = € [y, Tymt1] igin (4.54) yaklagim
m-+2

u(z) ~ Ux) = Y Bi(z)d; (4.55)

t=m—2

olarak yazilabilir. x = x,, noktasindaki u(zx,,) bilinmeyen fonksiyonunun birinci,

ikinci ve ii¢iincii mertebeden tiirevleri i¢in yaklasimlar ise

m—+2
Ulzm) = Y Bl(rm)d;
1=m—2
- W= . 5i7 - 1727
dz™ U Z dx™ 3

olarak yazilabilir. Dolayisiyla (4.43) kuartik B-spline esitliklerinin kullamlmasiyla

T = Ty, m = 0,1,..., N noktalarmdaki u(x,,), v (zy), v’ (zm,) ve u"(x,,) igin
yaklagimlar
Up = o+ 116, 1 + 116, + Smsr, (4.56)
U= %(—5m_2 361+ 300 + Omrn) (4.57)
U= % (Gras — Gt — G+ Gs) (4.58)
o = i—fﬁ (=62 + 36,1 — 80m + Grrs) (4.59)

olarak bulunur.

4.5. Kuintik B-spline

S? kuintik B-spline fonksiyonlarinm hesaplamak igin ise (3.2) bagintisinda k = 5

alindiginda
S (p) = —LTIm gayy  TmA6T T g4
m( ) xm+5_:rm m( ) xm+6_xm+1 m+1( )
5 - gm("”) 4 _977%—&-6(35) 4
@) = EESE (2) + S (@) (4:60)

elde edilir. Bir 6nceki alt boliimde
G = 9;47@(33)
¢y = h*+4hPgna(x) +6h%gh, () + 4hg),, (z) — 4gn, 4 (7)
cg = 11h" +120° gy () — 6h293n+2($) - 12h9§n+2<$) + 693%2(@
cs = 11n*— 12h3gm+3(90) — 6hzgzl+3(ac) + 12hgi’n+3(x) — 4gﬁl+3(ac)

s = (h—gmra(x))
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olmak iizere

1y T ST < Ty
Co Tyl ST < T2

1 €3 5 Tmyo SO < Tppys

Cs4  Tig3 ST < Typgg

Cs 5 Tmi4 S T < Tmys

\ 0 , diger durumlarda

olarak bulunan (4.42) kuartik B-spline fonksiyonunun kullanilmasiyla

a1

a2

a2

as

as

Q4

Qg

as

as

(@) g () = g (@),

(@) (h* + AR° gona () + 612 g (%) + g, o () — A1 (2))

(gms1(x) + h) (h4 + 4h® g () + 6h2972n+1(x) + 4h9§n+1(95) - 49§1+1($))

R+ 5h g () + 10h°gp, 1 (2) + 107Gy, 1 (2) — 4gp,. 1,

g () (11R* + 1213 g, 40 () — 6R°g2, o (x) — 12hg3, o(z) + 6gp, 5 (2))

(gm2(x) + 2h) (11h* 4+ 12R% gy 0() — 6R°G2, 1o (x) — 12hG2, () + 6gp, o (7))
(gm+2(x) + 2h) (1A% + 12h° g o (2) — 617 gy, o (2) — 1205, (%) + Ogp 42(2))
22h° + 35h* g 42(x) — 30R°g), o (@) + 6gp, o (),

g (@) (110" = 120% g 5(2) — 6R°gp, 5(2) + 12003, 5(2) — Agp45(2))

(gm+s(x) + 3h) (11h* — 12R% g, 3(x) — 6R°g2, 1 5(x) + 12hg0,  5(7) — g, 5(2))
33h° — 25h gy ya(x) — 30K g2, 5(x) + 30R%g2, 5 (x) — 4gD, 5(),

G (@) [h = Gmsa(@)]" = (gmra(@) + 4h) [h = gna(2)]'

4h® — 15h* gy a(2) + 20032, (x) — 10K2G3 , \(z) + g5, 4 ()

olmak tizere

a5 Ty ST < Ty
az , Tyl ST < Ty

gm(2)S,, (x) 1 az , Tmi2 <T < Tys
5h ~ 120R5

ay 5 Tmi3 ST < Typgg

as , Tmia ST < Typgs

0 , diger durumlarda



ve

by

by

bs

by

by

bs
bs
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—9m+6($)gfn+1(x) = 5h931+1($) - 921+1(5U)7

—gm+6(7) (h* + 403 g (@) + 6h%g7, 5(7) + 4hgp, () — Agp2(2))

— (gmra(@) — 4h) (" + AR g ya(x) + 6h%gp o (2) + dhgp, o(2) — 4Gy 42())

AR° + 15h* gy ia(x) + 20h% g2, o (@) + 10R% g2, o () — 20hg, 1 o(7) + 490, 1o(2),
—gmr6(x) (L1R* + 1212 g, 5(2) — 6h% gL, 5(x) — 12hg , 5(2) + 64, ,5(2))

= (gm+3(z) = 3h) (118" + 1217 grns(2) — 6h° gy 5(w) — 1295, 5(%) + Ogp, y5(2))
33h° + 250" gy 5(x) — 30h3972n+3<x) - 30h29§n+3<x) + 30h9;1n+3(x) - 6gfn+3($)»
—gm+6(2) (11h4 — 121 gpya() — 6h29$n+4($) + 12h93n+4<1') - 49§1+4($))

— (gma(z) — 2h) (11A* — 121 gy ia(x) — 6h% gL, 4(2) + 12hg5, 4 () — 4G5, 4(2))
2207 = 351" g () + 3007 g () — 200G, 14 () + 47,4 (2),

4

_gm+6(x) [h - gm+5<l‘)]4 = (gm+5(x) - h) gm+6($) [h - gm+5<l‘)]
[h = G5 ()]

olmak tizere

b1, Ty ST < Ty
by , Tmyo ST < Tpys

—Gmre(T)SE () 1 bs L XTmis < T < Ty
5h 12005 ) g,

1 Tmta ST < Tngs

bs Tmys ST < Ty

\ 0 , diger durumlarda

elde edilir. Boylece S5, ; ()

1 = a = gfn@)»

ca = ay+ by =h° +5h'g1(2) + 10h3g2, 1 () + 10h%g3,, (x)
+5hGn, 1 () = 595,41 (2),

c3 = ag+ by = 26h° + 50k gpnia(x) + 200°g2, 5 (x) — 20R%g3, 4 (2)

—20hgt, . o(z) + 10g2, 5 (),
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ca = ag+by =660 —60h°g;, 5(x) + 30Ny, () — 10g;, (),
¢s = a5+ by = 260° — 500 g ya(x) + 200°g2, 4 () 4 20R°g,, 4 ()
—20hg,14() + 5gp,14(2),
6 = bs=[h— 9m+5($)]5
olmak tizere
C1 5, Tm < T < Tt
C2 5 Tmt1 SO < T
€3 5 Tmt2 ST < Tinss
C4 s Typy3 ST < Typyg (4.61)
C5 y Tmtda LT < Ty

C6 » Tmis ST < Tige

\ 0 , diger durumlarda
formunda bulunur. Literatiirdeki sonuclarla uygun olmasi igin indis 6telemesi yapilir

ve her iki taraf 120 ile ¢arpilirsa

dy = go, (),

dy = h°+5htgm_o(x) 4+ 10h3¢g2 ,(x) + 1023 _,(x) + 5hgt_,(z) — 5g°,_,(z),

ds = 26h° + 50h" gy _1(x) + 20h°g2, _, (x) — 20h%g), () — 20hg,, ,(z) + 10g;, (),
dy = 66h” — 60h° gy, () + 30hg,, (z) — 10g;, (v),

ds = 26h° — 500G 1 () + 20h3g2,(z) + 20h%g% . | (x) — 20hg® | (z) + 5gP, 4 (2),
ds = [h— 9m+2($)]5

olmak tizere

di , Tym3<x<Tpy_o

dy , o < < Ty

dz3 , Tmo1 <z <TpH

s Ty ST < Tyt (4.62)
ds s Typi1 ST < Tipyo

de , Tmi2 ST < Typgs

, diger durumlarda

elde edilir. Burada

{Bi2 (ZE), Bil (l’),..., B]5V+1 (ZL‘), B]5V+2 (ZL‘)}
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kiimesi a < x < b araliginda tanimli besinci dereceden spline fonksiyonlar igin bir
taban olusturur. Kuintik B-spline fonksiyonlari ve onlarin birinci, ikinci, iiciincii
ve dordiincii mertebeden tiirevleri [x,, 3, x,,13] arahg diginda sifirdir. Bu aralikta,
her bir B? (z) kuintik B-spline fonksiyonu ardigik alt1 elemam 6rtmektedir. Bu
aralikta, her bir B2 (z) kuintik B-spline fonksiyonu ardigik alt1 elemam 6értmektedir.

Dolayisiyla her bir [z,,, ®,.1] aralig

5
By s (x) = (= omlz)) i’}f(x) L, (4.63)
1
B (z) = 75 (26h° — 50h* g, (z) + 20R° g2, () + 20h% g2 (2)
—20hgy, (x) + 5g,,(2)) , (4.64)
1
B2 (v) = 75 (661> — 60h* g2 (x) + 30hgs,(x) — 10g,(z)) (4.65)
1
B (7)) = 5 (261 + 50h* g, () + 20R° g2, () — 20h%g2 (2)
—20hg,, (z) + 10g),(2)) , (4.66)
1
Bf’n+2 (x) = 7 (h5 + 5htgm(z) + 10R*g2 (z) + 10R%g3 ()
+5hgy, (x) — 59y, (1)) | (4.67)
5
I \Z
Bpis(z) = h(5 ) (4.68)

olarak tanimlanan ardisik alti1 kuintik B-spline sekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.
§ = = — Ty = gm(x) dontigimii yapilirsa [z, ,.1] araligr [0,h] araligina
doniiseceginden bu aralik iizerinde tamimli olan alt1 kuintik B-spline sekil

fonksiyonlar1 boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

(h—¢)°

B2l = 55 (4.69)
26h5 — 50hYE + 20R3E% + 20h%E3 — 20nE* + 5¢€°

B, (&) = : : P~ : S )
66h° — 60h3¢* + 30hg2 (v) — 10€°

By, (&) = : - In(®) — 1067, (4.71)

26h° + 50RAE 4 20R3E2 — 20R%E3 — 20hE* + 10€°

B (§) = % : (4.72)
R® 4+ 5h*E + 10h3¢% 4 10h%€3 + 5he* — 55

B2 (€) = E , (4.73)
55

Bris(€) = 75 (4.74)

olarak bulunur.
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Ayrica (4.62) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonlari i¢in i = m — 2, m — 1, m,

m + 1, m + 2 olmak iizere

lim+Bf’n(x) = lim B} (z)

: dn 5 i . dn i 5 _

oldugundan kuintik B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, tigiincii ve dordiincii
mertebeden tiirevlerinin = x,, 1, T = Tp_1,T = T, T = Tyl V€ T = Tppio
boliinme noktalarinda dolayisiyla da konum araliginin i¢ noktalarinda stirekli oldugu

goriilebilir.

80 60

70 ~ 40 /N
o0 /\ AR

p [ 0

30

—

-20
20
o N 0 /
0 J K -60
0 2 4 6 0 6

Sekil 4.19. Kuintik B-spline

Sekil 4.20. Kuintik B-spline

fonksiyonu fonksiyonun birinci tiirevi
100 300
200
0 100

/o
100 o 4100
-200
200, 2 4 6 % 6

Sekil 4.21. Kuintik B-spline

fonksiyonun ikinci tiirevi

Sekil 4.22. Kuintik B-spline

fonksiyonun iigiincii tiirevi

h =1 alinarak [z,,_3, Tm+3] araligs [0, 6] arahgma dontigtiiriilerek B2 (z) kuintik
B-spline fonksiyonuyla ilk dort tiirevinin sekilleri sirasiyla Sekil 4.19, Sekil 4.20, Sekil
4.21, Sekil 4.22 ve Sekil 4.23 de cizilmistir. Sekillerden de B3 (x) kuintik B-spline

fonksiyonuyla ilk dort tiirevinin i¢ noktalarda siirekli oldugu, besinci ve daha yiiksek
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mertebeden tiirevlerinin olmadig goriilebilir.

1000

N
VARY,

2 4 6

-500
0

Sekil 4.23. Kuintik B-spline fonksiyonun dérdiincii tiirevi

u(z) bilinmeyen fonksiyonu i¢in U(z) yaklagimi kuintik B-spline kullanilarak
N+2
u(z) m Ux) =Y B} (x)d; (4.75)
i=—2
seklinde tammlanabilir. Burada J; bilinmeyen degiskenler olmak iizere B?(x)
fonksiyonlar1 kuintik B-spline fonksiyonlarini gésterir.

[T, Tme1] araligl icinde pargasi olan

By,_5(x), By, (2), By, (w), ngl(z), Bsm+2($)7 Br5n+3(37)
kuintik B-spline fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agagidaki sekilde olacaktir.

e B> () kuintik B-spline fonksiyonlar1, [z, 5, Z,,11] araligimin diginda sifirdir

ve alt1 eleman1 6rtmektedir.

e B> () kuintik B-spline fonksiyonlar1, [2,, 4, Ty 12] araligimin diginda sifirdir

ve alt1 eleman1 d6rtmektedir.

e B () kuintik B-spline fonksiyonlari, [z, 3, T3] araligimin diginda sifirdir ve

alt1 elemam ortmektedir.

e B .,(z) kuintik B-spline fonksiyonlari, [2,,_2, Z,14] araliginm diginda sifirdir

ve alt1 eleman1 6rtmektedir.
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e B . ,(z) kuintik B-spline fonksiyonlar1, [z,_1, Zm45] araligimin diginda sifirdir

ve alt1 eleman1 6rtmektedir.

e B . .(x) kuintik B-spline fonksiyonlarl, [, Zm+¢) arahimn diginda sifirdir ve

alt1 elemam ortmektedir.

70 I

. AN N

EETNNIAS
Essasate

2 I

N WIAVAVIVINEN
/U NAZIN N

0 1 2 3 7 8 9 10 N

Sekil 4.24. Kuintik B-spline fonksiyonlar:

Bu durumu gostermek igin h = 1 almarak [z, 5, Z,16] aralig [0, 11] aralhigia

doniistiiriilmiis ve araliktaki

Bfnq@f)a B}r)ml(af)a Bfn@), Br5n+1 (), ngz(x)a Bgl+3(x)

kuintik B-spline fonksiyonlar1 Sekil 4.24 de ¢izilmistir. Sekil 4.24 de goriildiigii gibi
kuintik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, iigiincii ve dordiincii mertebeden
tiirevleri ardigik alt1 elemam ortecektir.  Dolayisiyla her bir [z, 41| sonlu
elemaninda kuintik B-spline fonksiyonlarin ve ilk dort tiirevinin en fazla alt1 parcasi
(sekil fonksiyonlari) bulunacaktir. Bu durumu gosterebilmek igin A = 1 alinarak
[T, Tmy1] araligl [5, 6] araligina doniigtiiriilmiis ve bu araliga diigen alt1 adet kuintik
B-spline sekil fonksiyonlar1 Sekil 4.25a da ¢izilmistir. Sekil 4.25a da ¢izilen sekil
fonksiyonlar: iginde degeri sifira yakin olan iki sekil fonksiyonu tam goziikmedigi igin
Sekil 4.25b sekli cizilmigtir. Sekil 4.25b gekli ¢izilirken sekil fonksiyonlarimin aldig
deger simirlandirilmigtir. Her iki gekil birlikte incelendiginde [5, 6] araligina toplam

alt1 gekil fonksiyonu diistiigii agik¢a goriillmektedir.
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gg / 1.: / \
40 ~
30 / 1
20 <

L oo \

5 6 5 5.5 6

Sekil 4.25a Sekil 4.25b
Sekil 4.25. Kuintik B-spline gekil fonksiyonlar:

Cizilen tiim gekillerden de goriildiigii gibi B? (z) kuintik B-spline fonksiyonlar
(T3, T s] arali@imin disinda sifirdir ve B3 (x) B-spline fonksiyonlari [z, 3, T3]
araliginda ardigik alt1 elemam 6rtmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, ;1] sonlu

B5

5
elemam B 1

m—2)

B>, B}.,,, B}, ve B3 5 olarak alti kuintik B-spline

tarafindan ortiillmektedir. Bu durumda = € [2,,, Tp41] icin (4.62) yaklagim
m+3

u(e) ~ Uz) = Y Bl(2)d; (4.76)

t=m—2

olacaktir. Dolaysiyla = z,,, noktasindaki u(z,,) bilinmeyen fonksiyonunun birinci,

ikinci, tigiincii ve dordiincii mertebeden tiirevleri i¢in yaklagimlar

m—+3
Ulwm) = Un= Y Bxm)di
=m—2
AU (2,,) w e~ d"BY ()
—— " = = —— s, n=1,2,3,4
dx” Um Z§2 d(L‘n 57,7 n ? ? 37

olarak yazilabilir. (4.62) kuintik B-spline egitliklerinin kullanilmasiyla x = z,,, m =

0,1,..., N noktalarindaki u(z,,), v (), " (2m), u" () ve u®) (z) icin yaklagimlar
Up = O+ 2681 + 663, + +265,01 + 0o, (4.77)
U= % (=65 — 106,01+ 106,011 + Grsa) | (4.78)
o — % (Graa + 25m 1 — 66 + 2611 + Gsa) (4.79)
U = % (G2 + 201 — 2Wmes + msa) (4.80)
U = % (Om—2 — 48,1 + 60, — 46,11 + Omia) (4.81)

olarak bulunur.
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4.6. Sektik B-spline

S8 sektik B-spline fonksiyonlarini hesaplamak igin ise (3.2) bagntisinda k = 6

alindiginda
S(p) = —LTIm g5y TmiT T g5
7 ( ) xm—‘rﬁ — T m( ) xm—&—? _ :Em—&—l m+1( )
6 _ gm(x) 5 _gm-&-?(x) 5
S (x) = o S (z) + o Syt () (4.82)

elde edilir. Bir onceki alt boliimde

1 = 921(5)7

¢ = h’ 4 5h'g(x) + 10R°g5 1 () + 10h°gy, . (x) + Bhgy, 1 (2) — 55, (2)

c3 = 26h°+ 50h4gm+2($) + 20h393n+2($) - 20h293n+2(95) - 20h93n+2($) + 1092%2(15)
cs = 66h° —60h>gy, 5(x) + 30hgy, 5(x) — 10g,, . 5(),

cs = 26h° — 50h*g,, 4(z) + 20h3g§1+4(x) + 20h2g§1+4(x) - 20hg§1+4(x) + 592#4(@
cg = h— 9m+5($)]5

olmak tizere

1 5 Tm ST < Tyt

C2 5 Tyl S X < Typyo

C3 5 Tmao ST < Tyyys

m(x) = 120h5 04 9 xm+3 S X < xm+4
Cs5  Tmga ST < Tpys

C6 5 Tmts < T < Tipge

\ 0 , diger durumlarda

olarak bulunan (4.61) kuintik B-spline fonksiyonunun kullanilmasiyla

a = gn(2)gn(r) = gp(2),
az = gm(x) (h5 + 58 i1 () + 10R° g2, 41 () + 10R°G2, .1 () + Bhgp, 1 ()
—5921+1($)) ’
= (gmpa(x) +h) (B° + 5% g1 (x) + 10h%g2, 1 (2) + 10R%g), | () + Bhgy, 1 (2)
—5gfn+1($)) 5

ay = RS + 6h5gm+1($) + 15h4972n+1($> + 20h39§n+1($> + 15h29§n+1($> - 5ggz+1(x)>



as

as

Q4

Qg

as

as

Qg

ve
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= gn(x) (26h° 4 50h* g i2(z) + 201°g2, .o () — 20R°g2, o (2)
—20hgy, 15 (x) + 1097, ,5(2))

= (gmaz(x) + 2h) (26h5 + 50h* g o (z) + 20h3g72n+2(x) — 2Oh2gf'n+2(x)
—20h93n+2($> + 1092~L+2($)) )

= (52h° + 126h° g 4a(x) + 90h g2, o (z) — 20R%g], .o ()
—60h? g, o (7) + 1097, .5(7)) |

= gn(z) (66h° — 60Rg2,  5(x) + 30hgy, 5(x) — 100, 5(x))

= (gm+3(x) +3h) (66h° — 60h%gy, ,5(x) + 30hgy, 5(7) — 1095, 5(7)) .

= (198h° + 66h°gp5(x) — 180h* g2, 5(x) — 60R% g2, 5(x) 4+ 90R> gy, ,5()
—10921+3(x)) )

= gn(x) (26h° — 500 gynia(x) + 20R%g2, , 4 (2) + 20R%g3,  (2)
—20hgy,14(7) + 5gp,44())

= (gm+a(x) + 4h) (26h° — 50h* gy ya(x) + 20h% g2, 4 () 4+ 20R°g2, 4 (2)
—20hgp,4(2) + 5gp,1a(7)) |

= 104h° = 174R°g,ny4(2) + 30h" g2, 4(2) + 100R% gy, (%) — 60R> gy, o (%) + 55,44 (2),

= gun(@) [h = gns5(@)]” = (gmr5(x) + 5h) [B = g5 ()]

= 5h° = 24R° g5 () + 450" 5 (x) — 40P gy, 5(x) 4+ 15h% gy, 5(x) — g9 45()

olmak {izere

a1y T ST < Tiptl

az 5 Tyl ST < Ty

az , Tmi2 ST < Tpgs
Im () g5 (z) 1

ag 5 Tm+3 S(L‘<flz’m+4

6h "™\ T 720K8
a5 5 Tmia =T < Ty
a6 5 Tmis ST < Timgo
\ 0 , diger durumlarda
by = —gm+7($)9§n+1($)

= — (gms1(x) — 6h) g,‘iﬂ(?ﬁ)

= 6hgn11(7) = Gy (@),



by

bs

bs

bs

40

—Gm47(T) (h5 + 5h* gya(z) + 10h3972n+2<x) + 1Oh2gf’n+2(x)

+5hgl () = 565, 40(2))

— (gm+2(x) — 5h) (h5 + 58 g2 () + 10h3972n+2( )+ 1Oh29m+2( )
+5hgo(T) — 590, 40())

(57° + 240° g 2(x) + 45D% g, 1o () + 4007 gy, o () + 15h° g, o ()
—3003, o (x) + 565 .o())

—Gm7(T) (26h5 + 500 g3 () + 20h39m+3( ) — 2Oh2gfn+3(x)
—20hgt ,4(x) +10g5, . 5(2)) ,

— (gm+3(x) + 4h) (26h° + 50h* g s(x) + 20R°g2,  5(x) — 20h% g2 5(x)
—20hg,,  5(x) + 10921+3(x)) ’

(1047° + 174h°gyn5(x) + 30h"gh, 5(x) — 100h°g}, 5(x) — 60h®gy, 5(2)
+60hgy, . 5(2) — 1095, ,5(7)) ,

—gmsr() (66° — 60% g2, 4(x) + 30hgh 4(x) — 1063, ,4())

— (Gmya(x) — 3h) (66h° — 60h>g2 () + 30hg?, 4 (x) — 10g7, ()
(198h° — 66h°gynsa(w) — 180k g7, .4 () + 60R° g, 4 () + 90R? gy, 4 ()
—6095, . 4()h + 1065, 4(2)) ,

—Jm47(2) (26h5 — 50h gmy5(x) + 200°gh, 5 (x) + 20h%gy, . 5(x)
—20h9;1n+5($) + 5975n+5<x)) ,

— (gm5(x) = 2h) (26h° — 50k g5 () + 20h°g5, 5(2) + 20h% gy, 5(x)
—20hgp,,5(z) + 5g0,15(7)) |

(5218 — 126h° gy 5(x) + 90h* g%, 5(x) + 20832, ,5(x) — 60hg2, 5 (x)
+30hg3, . 5(x) — 595, 5(x)) |

~gms7(2) (1 = Gmro ()]’

— (gmis(x) = h) [h = Gmis(2))’

[h — gmyo()]°

olmak tizere



_gm+7(gj) g5 " (1})

6h ~ T720R8

elde edilir. Dolayisiyla (4.82) esitligi

&1

C2

C3

Cq

Cs

Ce

Cr

a; = grﬁn(x)7

b Tyl ST < Ty
by , Tmyo ST < Ty
by, Tigs < T < Typqg
by Tiga ST < Tppys
bs 5 Tmis < T < Tiye
b6 s Tm+6 <z < Tm4+7
0 , diger durumlarda

41

as + by = he + 6h5gm+1(x) + 15h4ggl+1(x) + 20h3ggl+1(x) + 15h2g§1+1(x)

+6hg,5n+1 ('T) - 6g§n+1 (Z’),

az + by = 5Th® + 150h° g 4o(x) + 135h* g2, o (@) + 20R°g2, ()

—45h29;;+2($) - 30h97§m+2(ff) + 15gg+2(x),

as + by = 302h° + 240h° g4 3(x) — 150h% g2, 5 (z) — 160h° g2, , 5 ()

+30h29;’1}1+3 (z) + 6Ohgfn+3(x) - 2Og§n+3<x)7

a5 + by = 302h° — 240h° g, 14 (x) — 150h% g2, 4 (x) + 160h%g2,  4()

+30h2931+4(33) - 60h97§1+4($) + 15976n+4(x)7

ag + bs = 57h® — 150h° g, 5(z) + 135k g2, 5 (x) — 20R° g3, ()

_45h2g:ln+5 (z) + 30h9§n+5 (z) — 6gfn+5(x)a

b = [h — gmso(@)]°

olmak iizere

C1
Ca
C3
1 C4
Cs
Ce

C7

)

T SO < Tt

T+l LT < T2
Tmao LT < Typas
T3 ST < Typga
Tmta ST < Tpygs
Tmts T < Typte
Tmie ST < Ty

diger durumlarda

(4.83)
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olarak bulunur. Literatiirdeki sonuclarla uygun olmasi i¢in indis 6telemesi yapilir ve

her iki taraf 720 ile carpilirsa

dy
da

de

dr

anfg(x)a

hC 4 6h° g o(x) + 15h% g%, _y(x) + 20h°gy, _o(x) + 15h% gy, ()
+6hgp, o(x) — 6gp, »(x),

57hS + 150h° g,,_1(z) + 135h%g% | (x) + 20R%g> | (x) — 45h%gt | (z)
—30hg>,_,(z) + 1545, (z),

30218 + 240h° g, () — 150h%¢2 (x) — 160h3¢3 (z) + 30h2g2 (x)
+60hg? () — 2095 (z),

302h° — 240h° g, 1 (z) — 150 g2, 1 () + 160R%g2 . (z) + 30R%gp, .1 (2)
—60hgp, .1 (7) + 1565, (2),

BTh® — 150R° gma () + 135h4931+2($) - 20h39§n+2($) - 45}5293%2(95)
+30hg0, () — 695, 5(2),

[h = gmss()]®

olmak tizere

di T3 <T<Tpy_o

dy , Typo < < Ty_1

ds , Tme1 <z < Ty,

B(a)= L M TS S T (4.84)
h ds ) Tmy1 ST < Ty

de , Tmyo < T < Tppys

d7  Tmg3 < T < Tipga

0 , diger durumlarda

olarak bulunur. Burada

{B§3 (2), B%y(x), By (a),..., BJ6V+1 (x), BJ6V+2 (x)}

kiimesi a < x < b araliginda taniml altinci dereceden spline fonksiyonlar icin bir

taban olusturur. Sektik B-spline fonksiyonlar1 ve onlarin birinci, ikinci, {iciincii,

dordiincii ve besinci mertebeden tiirevleri [z, 3, %44 araligl disginda sifirdir. Bu
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aralikta, her bir BS (x) sektik B-spline fonksiyonu ardigik yedi elemam 6értmektedir.

Dolayisiyla her bir [z,,, ®,.1] aralig

h — gm(x 6
B, () = Lo omlOl
BS ,(x) = (57h6 150h° g, () + 135h*g2 () — 20 g3 (x)

h6

—45h%g,, () + 30hgp, (x) — 697, (x)) |
1

BS | (r) = 75 (302h° — 240K g,,, () — 150h* g2, (x) + 160h> g2, (x)

+30h2 g (x) — 60hgy, (z) + 155, (z))

m(

(302h6 + 240h° g, () — 150h* g2, (z) — 160h° g3 (z)

h6
+30h%gp, (z) + 60hgD, (z) — 205, (2)) |

1
BS . (z) = 5 (57h° + 150R° gy () + 135h% g2, (z) + 20R°g, ()

—45h2 Im(x) — 30hgy, () + 15g5,(x)) ,

Bz (2) = 5 (h6 + 6h° gy (x) 4 15h* g7, () + 20h° g3, (x) 4 15h°gy, (x

+6hgy,(x) — 6gp(2)) .

(2) = Im (@)

6
B 16

m+3

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)
(4.91)

olarak tamimlanan ardigik yedi sektik B-spline sekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.

§ = ¢ — Ty = gm(x) dontisimii yapilirsa [z,,, ®,.1] araligr [0,h] araligina

doniiseceginden bu aralik iizerinde taniml olan yedi sektik B-spline gekil fonksiyonlar:

boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

B?nfi": (5) - (h;—f)ﬁ,

BS (¢ = % (57hS — 150R°¢ + 135h*¢* — 20R°¢° — 45R%¢*
+30h§5 —6¢°%),

BS (¢ = % (302h6 240R°¢ — 150R€? + 160R3E> + 30R%¢*

—60he° 4 15¢°)

+60h§5 —20¢°%)
BS. (&) = 5 (57h6 + 150R°¢ 4 135R%€* + 20R3€3 — 45h2¢*
—30h¢° 4 15¢°)

BS (&) = % (302R° + 240R°¢ — 150h*¢* — 160R°E* + 30h%¢?

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)
(4.97)
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BS ,(6) = % (RS + 6h°¢ + 15h*¢* 4+ 20h3¢ + 15R°¢* + 6RE° — 6£°) , (4.98)
6
By (6) = % (4.99)

olarak bulunur.

Ayrica (4.84) ile verilen sektik B-spline i¢cini =m —2, m —1, m, m+ 1, m + 2,
m + 2, m + 3 olmak iizere
lim+Bgl(x) = lim Bf (z)
Cdr e dr
lim — (B, (x)) = lim — (B (z)),n =1,2,3,4,5

oldugundan (4.84) sektik B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, ii¢iincii, dérdiincii
ve besinci mertebeden tiirevlerinin x = z,, 2, T = Tp,_1, T = Tpy, T = Tipa1, T = Tipi2
ve ¥ = Tp,43 boliinme noktalarinda dolayisiyla da konum araliginin i¢ noktalarinda

stirekli oldugu goriilebilir.

h = 1 alnarak [z, 3, 2,.4] aralig1 [0, 7] araligina doniigtiiriilerek BS (z) sektik
B-spline fonksiyonuyla ilk beg tiirevinin sekilleri sirasiyla Sekil 4.26, Sekil 4.27, Sekil
4.28, Sekil 4.29, Sekil 4.30 ve Sekil 4.31 de gizilmistir. Sekillerden de B (z) sektik
B-spline fonksiyonuyla ilk beg tiirevinin i¢ noktalarda siirekli oldugu, altinci ve daha

yiiksek mertebeden tiirevlerinin olmadigi goriilebilir.

] A\
W \

0 J -500

0 2 4 6 0 2 4 6

Sekil 4.26. Sektik B-spline Sekil 4.27. Sektik B-spline

fonksiyonu fonksiyonun birinci tiirevi
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500 1000

NN A
T A
/ \ ]\

\/
-500 \/
-1000 -1000
0

2 4 6 0 2 4 6
Sekil 4.28. Sektik B-spline Sekil 4.29. Sektik B-spline
fonksiyonun ikinci tiirevi fonksiyonun iiciincii tiirevi
4000 x10%

= A A
o NN/

IVAVANEE:

-2000 -1
0 2 4 6 0 2 4 6
Sekil 4.30. Sektik B-spline Sekil 4.31. Sektik B-spline
fonksiyonun dordiincii tiirevi fonksiyonun besinci tiirevi

u(z) bilinmeyen fonksiyonu icin U(z) yaklagimi sektik B-spline kullamlarak

N+2

u(x) ~U(x) = Z BY(x)6; (4.100)

i=—3
seklinde tammlanabilir. Burada d; bilinmeyen degigkenler olmak tizere B¢(x)

fonksiyonlar1 sektik B-spline fonksiyonlarini gosterir.

[Tm, Tme1] araligl icinde pargas: olan
BS@—3(x)’ BS@—Q(x)’ B’S@—l(gj)’ BgL(x)7 Bgﬁ-l(x)’ B76n+2(x)> B76n+3(x)
sektik B-spline fonksiyonlarin érttiikleri araliklar ise asagidaki sekilde olacaktir.

e BS .(x) sektik B-spline fonksiyonlari, [, ¢, Tpy1] arahgmm diginda sifirdar

ve yedi elemani ortmektedir.

e BS () sektik B-spline fonksiyonlari, [z,, 5, T, 2] arahgimin diginda sifirdir

ve yedi elemani ortmektedir.
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e BS | (x) sektik B-spline fonksiyonlari, [Z,_4, T3] arah@mm diginda sifirdir

ve yedi elemani ortmektedir.

e BS () sektik B-spline fonksiyonlari, [z, 3, T, 14] aralgmn diginda sifirdir ve

yedi elemani ortmektedir.

e BS . (z) sektik B-spline fonksiyonlari, [#,_o, Zm45] araligimm diginda sifirdir

ve yedi elemani ortmektedir.

o BS  ,(z) sektik B-spline fonksiyonlari, [#,_1, Zm+¢] araligimn diginda sifirdir

ve yedi elemani ortmektedir.

o BS  .(x) sektik B-spline fonksiyonlarl, [, Zp7] araligimn diginda sifirdir ve

yedi elemani ortmektedir.

400

300

200
\

T R
AN

o 1. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Sekil 4.32. Sektik B-spline fonksiyonlari

Bu durumu gostermek igin A = 1 almarak [z, ¢, T,,17] aralig [0,13] araligina

doniistiiriilmiis ve araliktaki

Bglf?)('r)’ BE[L*2('I) B, (z), Bfn(x)a Bfnﬂ(x)a B?nJrZ(I)? B?n+3(x)

y “m—1

sektik B-spline fonksiyonlar1 Sekil 4.32 de cizilmigtir. Sekil 4.32 de goriildiigii

gibi sektik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, iigiincii, dordiincii ve besginci
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mertebeden tiirevleri ardigik yedi elemam 6rtecektir. Dolayisiyla her bir [x,,, € 11]
sonlu elemaninda sektik B-spline fonksiyonlarin ve ilk beg tiirevinin en fazla yedi
parcasi (sekil fonksiyonlari) bulunacaktir. Bu durumu gosterebilmek i¢in h = 1
alinarak [z,,, ,,+1] aralig1 [6, 7] arahgina doniigtiiriilmiis ve bu araliga diigen yedi adet
sektik B-spline sekil fonksiyonlar: Sekil 4.33a da ¢izilmigtir. Sekil 4.33a da cizilen sekil
fonksiyonlar1 icinde degeri sifira yakin olan iki sekil fonksiyonu tam goziikmedigi icin
Sekil 4.33b sekli cizilmigtir. Sekil 4.33b sekli ¢izilirken sekil fonksiyonlarimin aldig
deger simirlandirlmigtir. Her iki gekil birlikte incelendiginde [6, 7] araligima toplam

yedi sekil fonksiyonu diistiigii acikca goriilmektedir.

400 2 \

300 1.5
200 1
100 & 0.5 \ /
06 7 06 6.5 7
Sekil 4.33a Sekil 4.33b

Sekil 4.33. Sektik B-spline sekil fonksiyonlar
Cizilen tiim gekillerden de goriildiigii gibi BS (x) sektik B-spline fonksiyonlar
(T3, Tya] arali@imin disinda sifirdir ve BS (x) B-spline fonksiyonlari [z, 3, T 4]

araliginda ardigik yedi elemam ortmektedir. Dolayisiyla her bir [x,,, .1 sonlu

elemam BS_4, BS , BS |, B8 BS . | BS ,veBS  jolarak yedi B-spline tarafindan

m—3

ortillmektedir. Bu durumda z € [2,,, Zy41] i¢in (4.100) yaklagimi

m+3
uw(z) = U(x) = Z BY(x)6;
i=m—3
olacaktir. = = x,, noktasindaki u(z,,) bilinmeyen fonksiyonununbirinci, ikinci,

tigiincii, dordiincii ve beginci mertebeden tiirevleri i¢in yaklagimlar ise

m+3
Uwm) = Un= Y Bi(zn)d
i=m—3
U)oy = @Baw) s
e = U = > 0 =1,2,3,4,5
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olarak yazilabilir. (4.84) sektik B-spline esitliklerinin kullamlmasiyla © = z,,, m =

0,1,...,N noktalarmdaki w(z,,), v (z,), v (2y), " (zm), u®(z) ve u®(z) igin
yaklagimlar
Un = 0m—3+570m—2~+ 3020,,—1 + 3020,, + 570,+1 + dm+2, (4.101)
6
U, = 7 (—0m—3 — 2502 — 400,,—1 + 400,, + 256,41 + Opms2), (4.102)
30
uy = 72 (0m—3 + 90m—2 — 100,,—1 — 100, + 9 pi1 + Omi2) , (4.103)
120
U7,7,1/ = F (—(Sm,;g — 5m72 + 86m,1 — 8(5m + 6m+1 + 6m+2) ) (4104)
U®w = @(5 — 302+ 201 + 20, — 30ms1 + Omi2) (4.105)
m - h4 m—3 m—2 m—1 m m+1 m+2) .
720
Uu® = — (Om—3 = 50m 2 + 100, 1 = 105 + 50 i1 = Omia)  (4.106)

olarak bulunur.

4.7. Septik B-spline

S?  yedinci dereceden B-spline fonksiyonlarini hesaplamak igin ise (3.2)

bagmntisinda k£ = 7 alindiginda

ST(x) = ———Tm G5 ()4 ——mE T gf

7 (l’) xm+7 — T m (l’) xm+8 _ :Em—&—l m+1 ('I)

7 _ gm(x) 6 _gm+8(x> 6

ST() = Tt (o) + 2B se (o) (4107)

elde edilir. Bir onceki alt boliimde

a = gh(x),

¢ = h°+ 61 gy (x) + 1504 g0, (2) + 20k°gp, 1 (2) 4 15R% gy, 1 ()
+6hgy, 1 (x) — 645, (),

g = 5Th® 4+ 150h° gy ia(2) + 135hgh, 1o (2) 4+ 20h°g3, () — 45h% gy, ()
—30hg,.o(z) + 1590, o (),

cs = 30205 4 24017 g, ,5(x) — 150h% g2, o(x) — 160K3g2, ,4(x) + 30h2g ()
+60hg,,, 5(x) — 209y, 5(2),

¢s = 302h° = 2401° g ya () — 150R% g5, 4(x) + 160h°G), .4 () + 30R7gp, 4 ()

—60hg75n+4(x) + 159§n+4($),
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5Th® — 150h° gy y5() + 135h493n+5(m) - 20h39§n+5(9€) - 45h2g;1n+5<x)
+30hgy, 5(x) — 69p,.5(7)
(B = grmso(2)]°

olmak tizere

1, T ST < Tyt
2 Tyl ST < Ty
€3 Tmy2 ST < Typgs

6 1 C4 5 Ty ST < Typgg

C5 5 Tmya ST < Tpyys
C6 5 Tmys ST < Ty

Ty T ST < Ty

\ 0 , diger durumlarda

olarak bulunan (4.83) sektik B-spline fonksiyonunun kullanilmasiyla

ai

a2

a2

a3

as

aq

aq

as

I (2) g () = g1 (@),

Im() [h6 + 6R° gy () + 15h49m+1( ) 4+ 20h%g2 . (z) + 15h29;1n+1 (z)
+ 6hgp, 1 (2) — 6921+1(37)]

RT + ThO g1 () + 21h°g2, 1 (x) + 35h'g2, 1 (x) + 35h% g, .1 (2)
+21h2975n+1($) - 69;1+1(x)a

gm () [BTAS + 150h° gpa(x) + 135R1 g2, o () + 20R°G2, o ()
—45h293@+2($) - 30h921+2(33) + 1593&2(%)}

11407 + 357Th% gy 2() + 420h°g2, 5 () + 175 g2, o (x) — TORPgp, o ()
—105h%g5, .5 (2) + 1597 o(7),

gm () [302h6 + 240h° gy 3(7) — 15Oh4g72n+3(x) — 160h3gfn+3(x)

+ 30h2gfn+3(x) + 60hgfn+3($) - 2095%3(@] )

906h" + 1022h° g y3(z) — 210R% g2, () — 630 g2, , 5(x) — TORPgp, 5()
+2100% g, 5(2) — 20g5,45(2),

gm () [302h° — 2401 s a(x) — 150h% g2, 4(z) + 160R% G2, 4 (2)

+ 30h29;1n+4(x) - 6Ohg'?n+4(x) + 159§n+4($)] )
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as = 1208h" — 658h° g, a(z) — 840R°g2,  4(x) + 490h* g2, ., (x) + 280 gp, 4 ()
—210h%g, 4(w) + 155, 4(@),
ag = Ggm(x) [BTh® — 150A° gy i5(x) + 135h% g2, 5 () — 20h°g2, 5 ()
—45h29;1n+5($> + 30h9§n+5($) - 69?%5(55)] )
ag = 285h7 — 693h°g,, 5(x) + 525h°g2, 5 (x) + 35h'gE, 5 (x) — 245R%gp, < ()
+105h%g),  5(x) — 69y, 4 5(),
ar = gm(w)[h— 9m+6($)]6 )
= 6h" — 35h°gni6(z) + 84h° g2, 6(x) — 105R% g2, () + TOR3 gL, 4(x)
—21h%gp,6(%) + g6 (2),
olmak tizere
a1, Ty LT < Tyt
as , Tyl < T < Typao

azg 5 Tmi2 ST < Tygs

Gm () S5 (2) = 1 <6L4 » Tmts ST < Ta
6
Lmt7 = Im Th.720h as , Tmia < T < Tpyygs
ag 5 Tmys ST < Ty
a7 Ty < T < Ty
L0, diger durumlarda
ve
6
bi = —Gm+s(®)gpi1(7)

= Thgp1 (%) = gria(2),
by = —gmss(x) (h® + 6h°gpia(x) + 15h% g o (x) + 20R%g3, o () + 15h°g), o ()
+6hgy, 1 o(x) — 69§n+2<1')) )
= (6" + 35h°gmya(x) + 84R°gh, 5 (x) + 105k gy, o () + TOR’ g, ()
+2102gp, () — 42hgp, () + 6g7,45(2)) |
bs = —gmss(x) (57h® + 150h°gms(x) + 135h*gh, 5(x) + 20h%g),  5(x) — 45h%g,, , 5(x)
—30hgy, ,5(x) + 1592L+3($)) ;
= (285h" + 693h° g i3(x) + 525h° g5, . 5(x) — 35h g, (x) — 245h%g,, ,5(2)

_105h297§1+3($) + 105h9§n+3 (x) — 15977n+3 (:L‘)) )
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by = —gmis(x) (302h° + 240h° g ya(x) — 150h% g2, 4 () — 160R%g3, , 4(2)
+30h% g, 4(x) + 60hg), 4 (z) — 20g,6n+4(x)) ,
= (1208h7 + 658h° g ra(x) — 840K° g2, , 4 () — 490h* g3, , 4 () + 280R% gy, 4(2)
+210h°g), 4 (x) — 140hgy, . 4(x) + 209;+4($)) )
bs = —gmis(x) (302h° — 240h°g,,45(x) — 150h* g2, , 5 (2) + 160R%g3, 5 ()
+30h29§1+5(x) - 60h92¢+5($) + 15976n+5<$)) )
= (906h" — 1022h°gn15(x) — 210h°g2,  5(2) + 630h* g3, , 5 (z) — TOR® gy, 5 (2)
—210h%g},.,5(x) + 105hgy,  5(x) — 15g],.5(2)) .
be = —Ggmis(T) (57h6 — 150h° gpmy6() + 135h4972n+6(95) - 20h39i+6(95)
—45hgn, ¢(x) + 30hg,,  (x) — 6ggl+6(x)) ,
= (114h" — 357Th0 g i6(z) + 420R° g2, () — 1T5Rh% G2, 4(x) — TORP g, ,6(2)
+105h%g), (1) — 42hgy, . () + 6977n+6<$)) ;
by = —gmys(w)[h— 9m+7($)]6
= [h— gmsr(@)]

olmak tizere

bi Ty ST < Ty
by, Tmyo ST < Tpys
b3, Tmys ST < Tpya

—9m+8(T) o6 _ 1 by, Tinga ST < Typgs

— s S0 (1) = S
Tm+8 — Tm+1 +1< ) Th. 7200 bs , Tmis ST < Tnys

be , Tmye < T < Ty

by Ty ST < Typgs

0 , diger durumlarda

elde edilir. Dolaysiyla (4.107) esitligi

G = wm= ngL(w)
2 = az+by=h"+Thg11(z) + 210°g2, 1 (z) + 35h* g, (2)

+35h°gn, 1 (@) + 21h° g0, 1 () + TheS, 1 (%) — Tgr, 1 (),



C3 —

Cqy =

Cy, —

Cg —

Cr =

cg =

olmak tizere
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az + by = 120h7 + 392h° g, 2(x) + 504h°g2, .o () + 280R* g3, o ()
—84h2975n+2 (z) — 42h976n+2 (z) + 21977n+2(513)a

as + by = 119107 4 1715h%g,,, 3(x) + 315h° g2, 5 () — 665h* g2, 5()
—315h39§~b+3($> + 105h29§n+3<x) + 105h9§1+3($> - 359;%3@)7

as + by = 2416h7 — 1680h°g2, 4(x) + 560h° g, . 4(2)

—14Ohg§n+4(l’) + 35977714-4(3:)7

ag + bs = 1191h" — 1715h%g,,, 1 5(x) + 315h° g2, 5 () + 665h* g2, ()
—315h%gs s (x) — 105R%g], 5 (x) + 105hgl, , s (z) — 219" . (2),

az + bg = 120h" — 392h°g,,16(x) + 504R° g2, , (z) — 280h% g2 4(x)
+84h*g, () — 42hgy, 1 6(x) + Ty, (),

by = [h - gm+7(l')]7

C1 5 Tm T < Tt
C2 y Tyl ST < Typyo
C3 5, Tmao < T < Tpyys
1 C4 s Typy3 ST < Typyg
Snl0) =200 & s T ST < T (4.108)
C6 5 Tmys ST < Typye

7y Ty ST < Ty

8 5 Tyt ST < Tpygg

(0, diger durumlarda

olarak bulunur. Literatiirdeki sonuclarla uygun olmasi icin indis 6telemesi yapilir ve

her iki taraf 5040 ile garpilirsa

dy
da

= gm,4(x)7,
= BT 4 ThOgu a(w) + 210G, () + 35h*g5,_y(x) + 35h%g), _s(x)

+21h292173(x) + 7h92173(x) - 7977%3@)7

= 120h" + 392h8¢,,_o(z) 4+ 504h° g2, (x) + 280Rh*g> ()

—84h2gr5n—2(95) - 42h9r6n—2($) + 2197771—2(35%



dy =

ds =

olmak tizere
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119147 + 1715h%g,, 1 (x) + 315R°¢2,_,(z) — 665h%g>, ()
—315h%g} | (x) + 105h*g>,_,(x) + 105hgS | (x) — 35g., (),
2416R" — 1680R° g2, (z) + 560Rh3g2 (z) — 140hg® (x) + 354 (z),
1191A7 — 1715R% g, 41 (z) + 315h°g2, 1 () + 665h* g2 . 1 (2)
—315h%gs, 1 (x) — 105R%g], 1 (x) + 105hg8 ,  (z) — 21g" 4 (2),
120h" — 392h° gy 2(x) + 504h° g2, 5 (x) — 280h* g2, o ()

+84h2975n+2<$) - 42hg§n+2<$) + 7gr7n+2<x)7

[h — gm+3(x)]7
( di ) Ty ST < Tpp_3
dy , Tm3<T< Ty _o
dz , Tmoo <T < Tp_1
di , Ty ST <Tp
By, () = % §ds T < T < Ty (4.109)

de » Tmg1 < T < Tipga
d7 y Tm4-2 S T < Tm+3

dg  Tmy3 < T < Tipga

0 , diger durumlarda

elde edilir. Burada

{st. (z),BLy(x), BLi(z),. .., BI7V+2 (x), B]7V+3 (x)}

kiimesi a < x < b araliginda tamiml yedinci dereceden spline fonksiyonlar igin bir

taban olugturur. 7.dereceden B-spline fonksiyonlar1 ve onlarin birinci, ikinci, tigiincii,

dordiincii, beginci ve altinct mertebeden tiirevleri [z, 4, %,,14] araligi diginda sifirdir.

Bu aralikta, her bir B (z) 7.dereceden B-spline fonksiyonu ardigik sekiz elemam

ortmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, 2,41 araligi

h — gm(x ’
By _s(x) = b= gn(@] h7( I (4.110)
B! ,(z) = % (120h" — 392h° g, (z) + 504R° g2 (z) — 280h* g3 (2)

+84h%g> (1) — 42hgS (z) + 7g,7n(x)) , (4.111)



o4

1

B! (z) = 7 (1191A" — 1715h°g,,,(z) + 315h°g2, () + 665h*g>, ()
—315h%g;, (z) — 105h% g (x) + 105hgS, (z) — 21g,, (), (4.112)
B! (z) = % (2416h" — 1680h° g2, (x) + 560k, (x)
—140hgy (z) + 35g5,(x)) , (4.113)

Bl . (z) = % (1191A7 4 1715h%g,, () 4 315h° g2, (z) — 665h* g2, ()
—315h%gy, (x) + 105h% g0 (@) + 105hgS, (z) — 3597, (2)), (4.114)

Bl ., (x) = % (120h7 + 392R°g,, () + 504h° g2 () + 280h* g3, (2)
—84h*g> (x) — 42hgy, (z) + 219, (2)) , (4.115)

1
Bl s(z) = 7 (h7 + ThO g (z) + 21R°g2 (z) 4 35h%g? (x) + 35h° g2 (z)

+21R%gp (%) + Thyp, (x) — Tgm () , (4.116)
Bl = ) (4117

olarak tanimlanan ardisik sekiz septik B-spline gekil fonksiyonu tarafindan ortiiliir.
§ = x — Ty = gn(r) donigiimii yapilirsa [z,,, 21| araligl [0,h] araligina
doniiseceginden bu aralik {izerinde tanimhi olan sekiz septik B-spline sekil

fonksiyonlar1 boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

B, 5(&) = [h;—f]? (4.118)
B! ,(&) = % (120R7 — 392h%¢ + 504h°E* — 280R*E* + 84h>¢°
—42h€° +7¢7) (4.119)
BT (&) = % (1191h7 — 1715h5¢ + 315R°¢> + 665h*¢
—315h3¢* — 105h%€° + 105h¢° — 21¢7) (4.120)
BT (¢) = % (2416h7 — 1680A°¢* + 560R°¢* — 140hE° 4 35¢7), (4.121)

Bl (&) = % (1191A7 4 1715h%¢ + 315R°€% — 665h*¢
—315h3¢* + 105R°€° + 105h° — 35¢7) (4.122)
1

&) = > (120R7 4 392h°¢ + 504h°€* + 280h"€* — 84R*E°
—42h¢% +21€7) (4.123)
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Bl (6 = % (A" + ThO¢ + 21h°¢ 4 35R*¢° + 35R%¢* + 2117
+7he® —7€7) | (4.124)
57

Bria() = 1= (4.125)

olarak bulunur.

Ayrica (4.109) ile verilen 7. dereceden B-spline igin i = m —3,m —2, m — 1, m,
m+1, m+ 2, m+ 2, m+ 3 olmak iizere
lim+B;(x) = lim B (z)

n n

lim A (B! (z)) = lim a (BT (x)),n=1,...,6

oldugundan (4.109) 7. dereceden B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, igiincii,
dordiincti, beginci ve altincit mertebeden tiirevlerinin @ = 2,3, T = T2, T = Tpy_1,
T = Ty, T = Tyi1, T = Tymao V€ T = Ty boliinme noktalarinda dolayisiyla da

konum araliginin i¢ noktalarinda siirekli oldugu goriilebilir.

h = 1 alinarak [z, 4, T, 4] arahg [0, 8] arahgina doniigtiirillerek B (x) septik
B-spline fonksiyonuyla ilk alt1 tiirevinin sekilleri sirasiyla Sekil 4.34, Sekil 4.35, Sekil
4.36, Sekil 4.37, Sekil 4.38, Sekil 4.39 ve Sekil 4.40 da ¢izilmigtir. Sekillerden de
BT (x) septik B-spline fonksiyonuyla ilk alt1 tiirevinin i¢ noktalarda siirekli oldugu,

yedinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevlerinin olmadig goriilebilir.

3000 2000

N /\
N —

AR -

0 — — -2000
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Sekil 4.34. Septik B-spline Sekil 4.35. Septik B-spline

fonksiyonu fonksiyonun birinci tiirevi



2000

-2000

-4000
0 2 4 6

Sekil 4.36. Septik B-spline
fonksiyonun ikinci tiirevi

><1O4

0 2 4 6

Sekil 4.38. Septik B-spline

fonksiyonun dordiincii tiirevi
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0 2 4 6 8

Sekil 4.37. Septik B-spline

fonksiyonun iiciincii tirevi
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\V,

0 2 4 6 8

Sekil 4.39. Septik B-spline

fonksiyonun besinci tiirevi
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A

/\

A

\

/

/

1 x10°
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TN\
-0.5
-1
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6 8

Sekil 4.40. Septik B-spline fonksiyonun altinci tiirevi

u(z) bilinmeyen fonksiyonu i¢in U(z) yaklagimi septik B-spline kullanilarak

u(z) = U(x) = Z B! (x)d;

N+3
(4.126)

1=—3
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seklinde tanmimlanabilir. Burada §; katsayilar1 bilinmeyen degiskenler olmak iizere

B!(x) septik B-spline fonksiyonlarini gosterir.
[T, Tmy1] araligl iginde pargast olan
anfg(x), anfz@)y BZnA(x)y By (2), BZnJrl (), B;+2($)» BZ¢+3($)= B;+4(x)

septik B-spline fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agsagidaki sekilde olacaktir.

e BT .(x) septik B-spline fonksiyonlari, [z, 7, Tpmy1] arahgimm diginda sifirdir

ve sekiz elemani ortmektedir.

e BT ,(x) septik B-spline fonksiyonlari, [z, ¢, Tmio] arahgimm diginda sifirdir

ve sekiz elemani ortmektedir.

e B’ ,(z) septik B-spline fonksiyonlari, [z,,_5, s3] arahgmm diginda sifirdir

ve sekiz elemani ortmektedir.

e B! (x) septik B-spline fonksiyonlari, [, 4, Zyn14] arahgmm diginda sifirdir ve

sekiz elemam ortmektedir.

o B7

ve sekiz elemani ortmektedir.

r+1() septik B-spline fonksiyonlar, [@,,—3, Zy15] araligmin diginda sifirdir

e B! . ,(z) septik B-spline fonksiyonlari, [z,,_2, Zym4e) araligmm diginda sifirdir

ve sekiz elemani ortmektedir.

7

o B/ . 4(z) septik B-spline fonksiyonlari, [2,_1, 7] arahgmin diginda sifirdir

ve sekiz elemani ortmektedir.

e B! . ,(z) septik B-spline fonksiyonlar1, [z, Zps] araligimm diginda sifirdir ve

sekiz elemam ortmektedir.

Bu durumu gostermek igin A = 1 almarak [z,,_7, Z,,1s] araligr [0,15] araligina

doniigtiiriilmiis ve araliktaki

B:n—?:('x) B (z) Bj (x)7BZn<$)7BZn+1(:B)7B7+2($)7Br7n+3(x)7BZ@+4(£)

» ~m—2 » ~m—1 m
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septik B-spline fonksiyonlar1 Sekil 4.41 de ¢izilmistir.

2500 T T T

ol LNVVIYNVVIVIVI
MERRAHD

1000 —
TTVV VN
ol A A A A % NN N N

o 12 3 4 5 6 7 8 9 10 1M1 12 13 14 15

Sekil 4.41. Septik B-spline fonksiyonlari

m— ] \
2000 \ .
1500

\ ]

1000 —

500 ~ 0.5 \
0 0

7 8 7 7.5 8

Sekil 4.42a Sekil 4.42b
Sekil 4.42. Septik B-spline sekil fonksiyonlar

Sekil 4.41 de goriildiigii gibi septik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, {i¢iincii,
dordiincii, besinci ve altinct mertebeden tiirevleri ardigik sekiz elemani ortecektir.
Dolayisiyla her bir [x,,, Z,,+1] sonlu elemaninda septik B-spline fonksiyonlarin ve ilk
alt1 tiirevinin en fazla sekiz parcasi (sekil fonksiyonlar1) bulunacaktir. Bu durumu
gosterebilmek igin h = 1 almarak [x,,, T,,11] aralig [7, 8] araligima doniigtiiriilmiis
ve bu araliga diigen sekiz adet septik B-spline gekil fonksiyonlar1 Sekil 4.42a da
cizilmistir. Sekil 4.42a da cizilen sekil fonksiyonlar: icinde degeri sifira yakin olan

iki gekil fonksiyonu tam goziitkmedigi icin Sekil 4.42b sekli ¢izilmistir. Sekil 4.42b
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sekli cizilirken sekil fonksiyonlarinin aldigr deger sinirlandirilmigtir. Her iki gekil
birlikte incelendiginde [7,8] araligina toplam sekiz sekil fonksiyonu diigtiigii agikga

goriilmektedir.

Cizilen tiim gekillerden de goriildiigii gibi BT (z) septik B-spline fonksiyonlar
(T4, Tmya) araligimin diginda sifirdir ve B (x) B-spline fonksiyonlart [x,, 4, % 4]
araliginda ardigik sekiz elemam ortmektedir.  Dolayisiyla her bir [z, Zm,11]
sonlu elemam By, 5(z), By, _5(x), Bj,_1(%), By (2), B y1(2), By, (%), Biys(x) ve
Bl 4(z) olarak sekiz B-spline fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. Bu durumda
T € [T, Tmy1] igin (4.126) yaklagim

m-+4

u() ~Ux) = Y Bl(z)d; (4.127)

i=m—3
olacaktir. = = x,, noktasindaki wu(z,,) bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,

tigiincii, dordiincii, besinci ve altinci mertebeden tiirevleri i¢in yaklagimlar ise

m—+4
U@m) = Un= Y Bl(zm)d
i=m—3
d"U(z,,) W s d"Bl ()
— =yl = — T n =1,2,3,4
y Uy ;3 S 0nn=1,2,3,4,5.6

olarak yazilabilir. Dolayisiyla (4.109) septik B-spline esitliklerinin kullanmilmasiyla
T = T, m = 0,1,..., N noktalarmdaki u(z,,), u'(2,,), u"(zm), v"(zm), v (),

u®(z) ve ul®(z) igin yaklagimlar

Un = 0Om—3+1200,,—2 + 11910,,-1 + 24166, + 11916,,,41

120042 + Omass, (4.128)
7

U = 5 (=0mes = 5602 — 2450,-1 + 2450,

560,12 + Omrs) (4.129)
42

U1,7/1 = ﬁ ((5m—3 + 245771—2 + 155771—1 — 806m + 155m+1
24812 + Oms) (4.130)

210

U = 35

O — 802+ 1901 — 196,41 + 80ms2 + Omys) s (4.131)
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840

U = =1 (Om3 = 90m1 + 160, — 90ms1 + Omss) (4.132)
U = 2230 (—=0m—3 + 402 — 501 + 50pmi1 — A0mi2 + Omas), (4.133)
u® = % (O3 — 60m—2 + 158,,_1 — 200, + 15041

6012 + Omrs) (4.134)

olarak bulunur.

4.8. 8. Dereceden B-spline

S8 sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlarim hesaplamak igin ise (3.2)

bagintisinda £ = 8 alindiginda

T— Tm

7 ( ) xm—‘rS — T, m( ) xm+9 _ :Em—&—l m+1( )
8 _ gm(x) 7 _gm+9(x> 7
S3(e) = ISt () + Lm0 gr (o) (4135)

elde edilir. Bir 6nceki alt boliimde elde edilen (4.108) yedinci dereceden B-spline
bagmtisinin kullamlmasiyla, (4.135) esitligindeki g,,()S?, (2) ve —gmio(2)S7, 1 (2)

terimleri

i = gn(2)gp(r) = gh(x),

az = gm() [h7 + Th g1 (z) + 218°g2, , (x) + 35h*g), 1 (@) + 35h%g,, 1 (x)
+21h2975n+1(x> + 7hggl+1(x) - 7977n+1($)] J

az = gm(x) [120h7 + 39218 g 1o () + 504h5gm+2( )+ 28Oh4gm+2( )
—84h%g), o () — 42hgh, o (x) + 219m+2($)} ;

ay = gm(z) [119107 + 1715R% g 3(2) + 315h°gL, ,5(x) — 665h* g}, 5()
—315h°g, (@) + 105h% gD, 5(x) 4+ 105hgy, 5(x) — 359, .5()]

as = gm(w) [2416R7 — 16801, 4(x) + 560y, 4(x) — 140hgD, . ,(x)
+350m44(2)] |

ag = gm(z) [1191h7 — 17150 g, 5(x) + 315h° g2, 5 () + 665h* g}, 5 ()

_315h39m+5( ) — 105h292¢+5(l’) + 105h9§n+5(5) - 219m+5(x>} ’



ar

as

61

= gm(z) [120h" — 392h°gy16(x) + 504R° g, (x) — 280h* g2, ()
+84h2921+6(x) - 42h9§n+6($) + 797771+6(I):| )
= gn(@) [h = gmyr(@)]"

olmak tizere

by

b

bs

a , Tm S r < Tm+1

s, Tmy1 ST < Ty
az , Tmi2 ST < Tppgs
g 5 Tmi3 ST < Typga

g () 7 _ 1
s om (@) =g (5040n7) | % 0 Tt ST T

ag 5 Tmis < T < Tipge
a7z, Tm+6 S T < Tm4v

ag , Tmyr < T < Tpygg

0 , diger durumlarda

_gm+9(x)g;+l (‘T>7

_gm+9($) [h7 + 7h69m+2 (33) + 21h5931+2 (:L’) + 35h4931+2 (:L’) + 35]7‘39?;7,—&-2 (:L’)

+21h2975n+2<x) + 7hgr6n+2(x) - 7g;+2(1’)} )

—Gm+o(x) [120R7 + 392h°g,,, . 5(x) + 504R° g2, 5(x) + 280h* g2, 4(2)

—84h*g),  5(x) — 42hgp,  5(x) + 219, 5(2)]

—Gmro(x) [1191R7 + 17158 gy ya(x) + 315R° g2, 4 (x) — 665h% g 4 ()
—315h°g,,  4(x) + 10507 gD, 4 () 4+ 105hgy,  4(z) — 359, ()],

—gm+o(x) [2416h7 — 1680R° g2, , 5 (x) + 560h> gy, , 5 (x) — 140hgS, 5 (x)

+350m45(7)]

—Gmro(x) [1191R7 — 1715h°% g, 6(z) + 315R° g2, () + 665h* g2, ,¢(2)

315h39m+6( ) — 105}1292#6@) + 105h976n+6<x) - 219;&6(@} )

= —gmio(x) [120h7 — 392h°gy, 17 (x) + 504h°g5, 7 (x) — 280h% gy, 7(x)
+84h292z+7($) - 42h976n+7<$) + 797771+7($)] )

= —gmr9(@) [h = gys()]
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olmak iizere

b, Ty ST < Tppyo
by Ttz ST < Typgs
bs , Tmas < T < Tppaa
, by, Tnga ST < Tipys
“mlD g () = TrEoIonT) | b T ST < Tugs
be , Tmie < T < Tyr

by Tigr ST < Typgs

bs , Tmys < T < Tpyo

\ 0 , diger durumlarda

seklinde bulunur. Boylece (4.135) 8. dereceden B-spline fonksiyonu

C1

Co

C3

Cq

Cs

Ce

C7

Cg

Cy

ap = gm<x)87

as + by = h® + 8 gpir (z) + 28h6972n+1 (z) + 56h59§n+1 (z) + 7Oh4gfn+l ()

+ 56h3921+1(x) + 28h2931+1(x) + 8hg77n+1(1’) - 89'r8n+1 (@),
az + by = 24Th® + 95217 g, 1o (x) + 1540R°g2, , o () + 1288h°g3, . »(2)

+ 490h4g;1n+2( ) — 56h39m+2( ) — 140h29§n+2 (z) — 56h9m+2 () + 289§n+2<x)7
aq + by = 4293h° + 8568h" g, 13(x) + 5292h°g2, . 5(x) — 504h% g2 ()
—1890h% gy, 5(z) — 504h°g], 5 (x) + 25207 ¢S, 4 (x) + 168hg!, () — 5645, 5(2),
as + by = 15619h° + 9800h7 g a(x) — 6860h° g2, 4(x) — 5320R°g2 ()
+1330h*gs, 4(x) + 1400h3g3,,(x) — 140h%gS ., (z) — 280hg! 4 () + 7065, . 4 (2),
ag + bs = 15619h° — 9800h" g 15(x) — 6860h° g2, () + 5320h°g2, 5 ()
+1330h% gy, 5(z) — 1400R% g2, - (z) — 140h°gS . (x) 4 280hg,, . 5(z) — 5645, 5(x),
az + bg = 4293h® — 85681 gy 6(7) + 529218 g, 6(2)? + 504h° gy 6(2)?
—1890h* g 16(x)* + 504h° g y6(2)° + 25202 gy 16()°

—168hgm+6(2)" + 28 16(T)®,

as + by = 247Th® — 952h7 g, 7(x) + 1540h°g2, - (x) — 1288R°g2, - (x) +
490h" gy, 17 () + 567 gy, 7 (x) — 140hg), 7 () 4 56hg), . 7(x) — 8gh, 47 (),
bs = [h — gmys(2)]®
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olmak tizere
1y T SO < Ty

C2 y Tyl ST < T2
€3 5 Tmy2 ST < Tpg3
C4 5 Tmg3 SO < Tpgg

1 Cs  Tm+4 S T < Tm+5

8 _
m (2) = 530078 (4.136)

C6 5 Tmis ST < Tge
Ty Tmge SO < Ty
€8 5 Tmar ST < Tpygg

Co y Tmys ST < Tpygg

L0 . diger durumlar

formunda elde edilir. Indis 6telemesi yapilir ve her iki taraf 40320 ile carpilirsa

di = gm-a(2)®,

dy = h®+8h7g, _3(x) +28h%g2, 4(x) +56h°g2 o(x) + T0h*gE () + 56Rh%g°, 4(x)
+28h°g5,_g(x) + 8hg!,_s(x) — 8¢, (),

ds = 247h® 4 952h7g,,_o(x) + 1540h%¢2 ,(x) + 1288h°¢3 ,(x) + 490R*g: ()
—56Rh%g° o (x) — 140h2g _,(x) — 56hg! ,(x) + 28¢5 ,(z),

dy = 4293h® + 8568h" g, _1(x) + 5292h°¢% | (x) — 504R°g> | (x) — 1890h%g: (1)
—504h3g> _(x) 4+ 252h%¢5 | (x) + 168hg’ ,(x) — 5645 ,(z),

ds = 15619h% 4+ 9800h"g,, () — 6860h°g2 (x) — 5320h°g3 (x) + 1330Rh*g? ()
+1400h%g? (1) — 140h%g8 (x) — 280hg’ (z) + 70¢5 (z),

de = 15619h% — 9800h" g, 11(x) — 6860h°g2, .1 () + 5320h°g2, . 1 (z) + 1330R% g, 1 (2)
—1400h°gp, 41 () — 14002 g, 1 () + 280Ny, 1 (%) — 565,41 (7),

d; = 4293h% — 8568h7 g ya(x) + 5292R% g,y y0(2)? + 504R° g,y yo(2)® — 1890A* gy (x)*

+504h° gy 42(2)° 4 252h° gy 12 (2)® — 168hg42(2)" 4 28gm42(x)®,

ds = 247h® — 95207 gy 3(x) + 15400°g2,  5(x) — 1288R°g5, . 5(x) + 490h% gy, ()
+56h%g2 5(x) — 140h%gS . 5(z) + 56hg!, 5(x) — 845, 5(2),
dy = (b= gmpa(2))®
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olmak iizere

di ) Tinea ST < T3

dy T3 < T < Ty

dz Tz < T < Ty

d4 y Tm—1 S T < Tm

1 ds Tm ST < Tt

B (z) = — ¢ P " (4.137)
y Tl ST < Lo

d7 , Tmyo ST < Tpys

dg , Tmy3 < T < Tpya

dy  Trmga < T < Tipgs

0 , diger durumlar

elde edilir. Burada

{B§4 (I)a B§3 (ZL’), B§2 (I),..., BJ8V+2 (l‘), B]8V+3 (l‘)}

kiimesi a < x < b araliginda tanimli sekizinci dereceden spline fonksiyonlar icin
bir taban olugturur. 8. dereceden B-spline fonksiyonlari ve onlarin birinci, ikinci,
tigiincii, dordiincii, besinci, altinci ve yedinci mertebeden tiirevleri [z,,—4, 5]
araligl disinda sifirdir. Bu aralikta, her bir BS () 8.dereceden B-spline fonksiyonu

ardigik dokuz elemani 6rtmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, z,11] aralig

h — gm(x 8

B () = (=g (4.138)
1

BS (1) = 5 [247h° — 95217 g,,, () 4+ 1540h°g2, (z) — 1288h° g2 (2)
+490h*g} (z) + 56h° g2 (v) — 140R% g8 (7) (4.139)
+56hg;, (x) — 895, (2)] ,
1

B (z) = 5 [4203R° — 8568h7 g, () + 5292R° g2, () + 504h° g3 (x)
—1890Rh*g? (x) + 504R3g5 (1) + 252h% ¢S (x) (4.140)
—168hg;, (z) + 28¢5, ()],
1

By _i(z) = — [15619h° — 9800 g, (x) — 6860h° gz, (x) + 5320R° g, (x)

hS
+1330h%g? (1) — 1400h*g> (z) — 140h% ¢S (z)

+280hg,, (x) — 5645, ()] (4.141)



B§n+2<$) =

B, w3(z) =

m

B78n+4<x )
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1
5 [15619A° 4 9800A" g () — 6860h°g2, () — 5320h° gy, (x)

+1330h*g? (x) + 1400hg> (z) — 140h% g8 (z)

—280hg,, (x) + 70g% ()] , (4.142)
% [4293R° + 8568h" gy () + 5292h° g2, (x) — 504h° g3 (x)
—1890h*g? (x) — 504h3g> (x) + 252h%¢% ()

+168hgy, (x) — 5645, ()], (4.143)
% [247h% + 95217 g,,, () + 1540R° g2, (x) + 1288R° g3, (x)
+490h*gt (z) — 56h3g> (x) — 140h%g8 ()

—56hg! (z) + 28¢5, ()] | (4.144)
1
5 [1® + 8h7 gy () + 28h°g2 (x) + 56, () + T0h* gy, ()
+56h%g0, () + 28h% g8, (x) + 8hg, (z) — 84, (z)] (4.145)
8
Im (@
S ) (4.146)

olarak tanimlanan ardisik dokuz sekizinci dereceden B-spline sekil fonksiyonu

tarafindan ortiiliir. £ =z — x,, = g (x) doniigiimii yapilirsa [2,,, 41| araligi [0, h]

araligina doniiseceginden bu aralik iizerinde tanmiml olan dokuz sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonlar: boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

By, 4(8)

By, 5(6)

By, 5(8)

By, 4(8)

B, (&)

_ = (4.147)

h8 7

1
= — [247h% — 952R7¢ + 1540R°¢% — 1288R°¢”

h8

+490h*E* + 56h°¢% — 140h%¢° + 56RET — 8¢9 (4.148)
1
3 [4293h% — 8568R7¢ + 5292h°6? + 504h°E°
—1890R*¢* + 504h°¢° + 252h°¢° — 168h¢™ +28¢°],  (4.149)

1
= — [15619h° — 9800h"¢ — 6860h°¢> + 5320R°¢*

hS
+1330R%¢* — 1400A°¢° — 140h%¢° 4 280RE™ — 56¢°],  (4.150)

1
= — [15619A° + 9800h"¢ — 6860h°¢* — 5320h°¢

h8
+1330h"¢* + 1400h3¢° — 140R¢° — 280hE" + 70¢%],  (4.151)
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1
B (6 = -3 [4293h° + 8568h7¢ + 5292006 — 504h°¢°
—1890h*¢* — 504h%¢° + 252R°¢° + 168hE™ — 56¢°] ,  (4.152)
1
B L&) = 5 [247h® + 952h7¢ + 1540h°¢> + 1288h°¢
+490R*¢* — 56h°¢° — 140R°¢° — 56hE™ + 28¢°] (4.153)
1
BS (&) = 5 [h® + 8h7¢ + 28h°¢ + 56ROE® + TOR'E!
+56h°¢% + 28R°¢° + 8hE™ — 8¢, (4.154)
58
Bl = 73 (4.155)

olarak bulunur.

Ayrica (4.137) ile verilen 8.dereceden B-spline i¢in i = m — 3,m — 2, m — 1, m,

m+1, m+2, m+2, m+ 3, m—+ 4 olmak iizere

lim+B§L(x) = lim B} ()

xliglj% (B3 (x)) = xligt% (B3(x)), n=1,2,...,7
oldugundan (4.137) 8.dereceden B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, {igiincii,
dordiincii, besinci, altinci ve yedinci mertebeden tiirevlerinin * = =z, 3, * =
T2, T = Tppe1, T = Ty, T = Typ1, T = Tppgo, T = T3 V€ T = Tyyia

boliinme noktalarinda dolayisiyla da konum araligimin i¢ noktalarinda stirekli oldugu

goriilebilir.

4 4
2><10 2><10

\

A VA
T T
A N ,

0 3 6 9 0 3 6 9

Sekil 4.43. Sekizinci dereceden Sekil 4.44. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonu B-spline fonksiyonun birinci tiirevi

h = 1 alnarak [z, 4, T, 5] aralig1 [0, 9] araligina doniigtiiriilerek BS (z) sekizinci

dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk yedi tiirevinin gekilleri sirasiyla Sekil 4.43, Sekil
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4.44, Sekil 4.45, Sekil 4.46, Sekil 4.47, Sekil 4.48, Sekil 4.49 ve Sekil 4.50 de ¢izilmistir.

Sekillerden de B (x) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk yedi tiirevinin ig

noktalarda siirekli oldugu, sekizinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevlerinin olmadigi

goriilebilir.

AN

|V,

-4

0 3 6 9

Sekil 4.45. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun ikinci tiirevi

] x10°
s A

0 N\ /S~
IRV

o 3 6 9

Sekil 4.47. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun dordiincii tiirevi

% 10°

v

\/ V4

-5
0 3 6 9

Sekil 4.49. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun altinci tiirevi

x10%

LA
\/

0 3 6 9

-5

Sekil 4.46. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun iigiincii tiirevi

% 10°

2

AN
N

0 3 6 9

-2
Sekil 4.48. Sekizinci dereceden
B-spline fonksiyonun besinci tiirevi

x106

AN
YV

0 2 4 6 8

-2

Sekil 4.50. Sekizinci dereceden

B-spline fonksiyonun yedinci tiirevi
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u(z) bilinmeyen fonksiyonu icin U(x) yaklagimi sekizinci dereceden B-spline

kullanilarak
N+3

u(e) ~ Ulx) = Y B(x)d; (4.156)

i=—4

seklinde tanimlanabilir. Burada §; katsayilar1 bilinmeyen degiskenler olmak iizere

B¥(x) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlarini gosterir.

[T, Tmy1] araligl iginde pargast olan
By,_4(2), By _3(x), By,_s(2), By (x), By, (z), Brgn-i-l(x)? B§n+2($)> B§n+3(x)> B§n+4<x)
septik B-spline fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agagidaki sekilde olacaktir.

e B8 ,(v) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [x,, s,Zm,y1] araligmm

disinda sifirdir ve dokuz elemani oértmektedir.

o B® .(x) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [x,, 7,2, 2] araligimin

disinda sifirdir ve dokuz eleman1 6értmektedir.

e B8 ,(r) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [x,, ¢, Tm,3] arahgmm

disinda sifirdir ve dokuz eleman1 oértmektedir.

e B8 | (z) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [x,, s, Zm,44] araligimmn

disinda sifirdir ve dokuz eleman1 oértmektedir.

e B3 (r) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [, 4,15 araligimm

disinda sifirdir ve dokuz eleman1 6rtmektedir.

e BS . (z) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [z,_3,Zmie] araligimin

disinda sifirdir ve dokuz elemani oértmektedir.

e B¥ ,(x) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [z,_s,Zpi7] arah@mm

disinda sifirdir ve dokuz elemani 6rtmektedir.

e BS (x) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [z,,_1,Zm4s] araligimn

disinda sifirdir ve dokuz elemani értmektedir.

e BS ,(z) sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari, [.,,%;19] araligimn

disinda sifirdir ve dokuz elemani oértmektedir.
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<104

15

05

-

0 3 6 9 12 15 17

Sekil 4.51. Sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlar:

4
2><10 4 \
1_5/_\_ 3

0.5 _/ 1

8 9 8 8.5 9

Sekil 4.52a Sekil 4.52b
Sekil 4.52. Sekizinci dereceden B-spline sekil fonksiyonlar:

Bu durumu gostermek igin A = 1 almarak [z, s, T.,19] araligl [0,17] araligina

doniistiiriilmiis ve araliktaki
Brgnf4(x)a Brgnf?)(x)a Brgnf2(x)a Brgnfl(x)a Brsn(x)a B§n+1($), B78n+2(x)7 B78n+3(x)7 B78n+4(x)

sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlari Sekil 4.51 de c¢izilmigtir. Sekil 4.51
de goriildiigii gibi sekizinci dereceden B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci,
ticlincii, dordiincii, beginci, altinci ve yedinci mertebeden tiirevleri ardisik dokuz
eleman1 ortecektir.  Dolayisiyla her bir [z,,, Z,,41] sonlu elemaninda sekizinci

dereceden B-spline fonksiyonlarin ve ilk yedi tiirevinin en fazla dokuz parcasi
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(sekil fonksiyonlari) bulunacaktir. Bu durumu gosterebilmek i¢in A = 1 alinarak
[T, Tmy1] aralig [8,9] araligima doniigtiiriilmiis ve bu arahiga diigen dokuz adet
sekizinci dereceden B-spline sekil fonksiyonlar: Sekil 4.52a da ¢izilmistir. Sekil 4.52a
da cizilen gekil fonksiyonlari i¢inde degeri sifira yakin olan dort sekil fonksiyonu
tam goziikmedigi icin Sekil 4.52b sekli cizilmistir. Sekil 4.52b gekli ¢izilirken sekil
fonksiyonlarinin aldigir deger sinirlandirilmistir. Her iki sekil birlikte incelendiginde

[8,9] araligina toplam dokuz sekil fonksiyonu diigtiigii agikca goriilmektedir.

Cizilen tiim sekillerden de goriildiigii gibi B® (z) sekizinci dereceden B-spline
fonksiyonlar [x,, 4, Tmys] arah@mim diginda sifirdir ve B3 (x) sekizinci dereceden
B-spline fonksiyonlari [z, 4, %5 arahginda ardisik dokuz elemam ortmektedir.

Dolayisiyla her bir [z,,, ,,+1] sonlu elemani

By 4(%), By, 3(x), By, 5(%), By 1(2), By, (%), By (), By 5(%), By 5(2), Byyya()

) m—3 ) m—1

olarak dokuz B-spline fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. Bu durumda z €

[T, Tmy1] i¢in (4.156) yaklagimu

m-+4

u(z) = U(x) = Z B (x)0; (4.157)

i=m—4
olacaktir. z = x,, noktasindaki wu(z,,) bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,
tigiincii, dordiincii beginci, altinci ve yedinci mertebeden tiirevleri icin yaklagimlar
ise
m-+4

Ulwy) = Un= Z B (2m)6i,

i=m—4
AU (2,,) e~ d"BY ()
— n) = ———4,n=1,...,
dz™ U i—mz;4 dz™ " 7
olarak yazlabilir. (4.137) sekizinci dereceden B-spline esitliklerinin kullanilmasiyla
T = T, m = 0,1,..., N noktalarmdaki u(z,,), u'(2,,), u"(zm), v"(zm), v (),

u®(z), u®(z) ve u(M(z) icin yaklagimlar

Un = Om—a+ 24703+ 42930,,—2 + 156190,,1

156198, 4 4293641 + 24785 + Omss, (4.158)
U = % (=0ms — 1196,_3 — 107165 — 12256, 1

12250, 4 1071841 + 119042 + Omss) | (4.159)
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56

Up = 33 O+ 550m 5+ 1890 > — 2450,

—2458,, + 189841 + 55019 + Omss) (4.160)
U = %6 (—O0m—a— 230m—3 + 90m—2 + 9501

~950,1 — 90mi1 + 230 s + Omss), (4.161)
Uw = % (Ot + T — 276m—2 + 1961

+1908,, — 276,11 + T6mia + Omys) , (4.162)
Uu® = % (—Om—s + Oz + 90— — 256, _1 + 250,

—98m11 — Oz + Omss) (4.163)
u® = % (Om—a — 50m—3 +90m_2 — 56m_1 — 50,

90,41 — 5Oz + Omass) | (4.164)
v = 405720 (=6yna + Toms — 216, + 356, 1

—350m 4 216,41 — TOman + Opmys) (4.165)

olarak bulunur.

4.9. 9.Dereceden B-spline

S9  dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarimi hesaplamak igin ise (3.2)

bagintisinda £ = 9 alindiginda

9 (g) = L Tm g8y TmA0 7T g

A ( ) Tyt — T m( ) Trnt10 — Tt m+1< )

9 _ In(T) os —Gm+10(T) o8

S () = TmSS (@) + IO E | (a) (4.166)

elde edilir. (4.136) sekizinci dereceden B-spline bagmtisinin kullanilmasiyla (4.166)
esitligindeki g, ()5, (z) ve —gmy10(x)SS

i1 () terimleri

ar = gm(2)gm(2),
az = gm(z) [h® + 8h g1 (x) + 28h°g2, 1 () + 56R° g2, ()

+70h4g;1n+1(x) + 56h3975n+1(x) + 28h29§n+1(x) + 8thn+1(x) - 89§n+1($)] ;
az = gm(z) [24Th® + 95217 gio(z) + 15400°g, o ()

+1288R° g3, o () + 490h% g, o (x) — 56h°g0, ()

_140h2976n+2(x> - 56h977n+2 (17) + 28931-5-2 (x)] )



olmak iizere

ayq

as

Qg

ar

as

Qg

gm () [4293h° + 8568h gys(x) + 5292h° g2, 4(x)
—504h°g3, 5 (x) — 1890h% gy, 5 () — 504Rh%g),  5(x)
+252h% g0, 5(x) + 168hgy,  5(x) — 5645, .5(7)]

gm () [15619h% + 9800A" gy 4(x) — 6860h°g2, , 4()
—5320h°g3, , 4 () + 1330h g}, . 4 (x) + 1400h%g> ., 4 (2)
—140R%g],  4(x) — 280hg,, 4(x) + 705, . 4(z)] ,

gm () [15619R° — 9800h" g 5(x) — 6860h°g2,, 5(2)
+5320h°¢3 o (x) + 1330h% g, 5 (x) — 1400h3g2 . o(2)
+140h°¢%, 5 () + 280hg], . 5(z) — 5695, ,5(2)] |

gm () [4293h° — 8568h" gy i6(x) + 5292h° g2, 4(x)
—504h°g3 () — 1890h% g, 4(x) + 504R°g3, . ¢(2)
+252h°g%, () — 168hg), () + 2898 16(2)] |

gm () [247TR® — 95217 g7 () + 1540h°g2, ,7(2)
—1288h%g;, 7(x) + 490R% g, 7 (x) + 5607 gy, - (x)
—140hgp, () + 56hg,, 7(x) — 8¢5, 7(2)] ,

Gm () [h = g ys(2)]°

a1, Tm LT < Tt
az 5 Tmi1 ST < T2
az , Tmi2 ST < Tpg3

g 5 Tmy3 ST < Typgs

gm(T) g B 1 as  Tmys ST < Timgs

9h

a7 Tmie < T < Ty
as , Tmir <z < Tm+s

ag 5 Tmig ST < Typgg

0 , diger durumlar
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ve

by = _ngrlO(‘T)ngrl(x)ga

by = —Ggmi10(T) [hg + 8h7 gyo(x) + 28h%g2, o () + 56R° G2, , o ()
+70h49;4n+2 (z) + 56h3975n+2 (z) + 28h29§n+2 (z) + 8h9;+2 (z) — 892%2(5)} )
by = —Gmi10(x) [2ATHS + 95207 g 5(x) + 1540562, ()

+1288h°g2, . 5(w) + 490h* gt 5 (2) — 56h°g0, 5 (x) — 140R% ¢S, 5(x)
—56hgy,3(7) + 2895,.5(7)] |

by = —gmi10(z) [4293h% + 8568h" gyia(x) + 5292h°g2, 4 (2)—
504h59?n+4(x) - 189Oh4gfn+4(x) - 504h39§n+4< ) + 252h29m+4( )
+1680g,,.4(x) — 56g5,.4(2)] ,

bs = —gm+10(z) [15619h° + 9800R" gy 5(x) — 6860A° g2, 5 (x)
—5320R°g3, . s (z) + 1330h* g}, . s (z) + 1400h°g5, < (7)
_140h29§n+5<x) - 280hg;+5 (z) + 7097§1+5 (:C)] )

be = —Gmo(x) [15619h° — 9800R" gyn6(x) — 6860R° g2, 4(x)+
5320h°g3, (%) 4+ 1330h*gp, (x) — 1400h%g),  o()
+140h% g, 6(x) + 280hgy, (x) — 565, .4(7)]

by = —gm10(x) [4293h° — 8568h" g i7(x) + 5292h°g2, 7 () +
504h°g3, .+ (x) — 1890h* g, .7 () + 504R*g> - (x) +
252h293¢+7(£) - 168}19;-5-7(1:) + 289'r8n+7<x)] )

bs = —gmr10(x) [24Th° — 95217 gy 5(x) 4+ 15400592, ()
—1288h°g3, 5 () + 490h% g, () + 56h%g5, 4(7)
_140h2g*§n+8(x) + 56}1977n+8(x) - 89§n+8($)] )

by = —Gms10(x) [h— Grmso(@)]®

olmak tizere



—Gm+10(T 1
“onetol D gs ) =

oh ) 9R403200°

| 0

y Tg1 ST < Ty
y Tg2 ST < Tppy3
s Tmts ST < Tipga
y Tmta ST < Tipgs
s Timys ST < Ty
s Tmte ST < Tty
y Tm47 <z < Lm+8
y Tmyg ST < Ty
y Tmyo ST < Ty

, diger durumlar

seklinde bulunur. Boylece (4.166) 9. dereceden B-spline fonksiyonu

1

Co

C3

Cy4

Cs

Ce

ay = ggl(x)a

as + by = h® + 9h89m+1( )+ 36h79m+1( ) + 84h69§n+1(x)

+126R%gL () + 12601 gD, () + 84h%gS, . | ()

+36h2977n+1(x) + 9h9§z+1(£) - 9931+1($)a
az + by = 502h7 + 2214h%g,, 1 o(x) + 4248h7 g2, o ()

+4536Rh°g3, o (7)) + 2TT2R° g1 .o () + T56R* g2, o ()

—168h°gS () — 216Rh%g]  o(x) — T2hg>, .o (2) + 3695, o (),

aq + by = 14608h° + 36414h%g,, 5(x) + 34272h7 g2, 5 (2)

+11256h%g3, () — 4032h°gp, 5()

—672h39fn+3(33> + 504h29;+3(x) + 252h9§n+3($) - 849?n+3(55)7

— 4284R% g3, o ()

as + by = 88234h° + 101934h%g,, 4 (x) + 5544h7 g2, (x)

36456492, 4(«) — 108361°g?, ,4(x) + 5796h%g3, . 4(x)

+2856R°%g8, . (x) — 504h%g" . ,(x) — 504hg®, . ,(z) + 126¢5, . 4(2),

ag + bs = 156190h° — 88200h7 g2, () + 23940h° gy, < (7)

—4200h°gS , 5(z) + 630hgs, .5 () —

12697, ,5(),

74



Cr

Cg

Cy

C10

olmak iizere

75

ar + bg = 88234h° — 101934h%g,,6(x) + 5544h7 g2 ()
+36456h°g2, () — 10836h° g, ¢(x) — BTI6h g2, . 6(2)
+2856Rh°%g8,  (x) + 504h?g! . o(x) — 504hg}, () + 8442, ¢(2),
as + by = 14608h° — 36414h°g,,  7(x) + 34272h7 g2, ()
—11256h°%g2 . (x) — 4032h°gp, - (x) + 4284k g] - (2)
—672h3976n+7($) - 504h2977n+7<x) + 252hg§1+7(x) - 3692@—&—7(1:)’
ag + bs = 502h° — 2214h%g,, s () + 4248h7 g2, ()
—4536R°g3, 5 (x) + 2T72h° g} s (x) — T56R* g2, o()
—168h39,6n+8($) + 216h2977n+8($) - 72h9§n+8($> + 993n+8(33)>
by = [h = gmyo()]”

(cl s Ty ST < Tl
Cy y Tyl LT < Tpao
3 Tmyo ST < Ty
C4 5 Tiprs T < Typtd
. Cs  y Tmyd LT < Tmas
SS@ (z) = 36033010 ) 6+ Tmis < T < Timis (4.167)
Cry Tt T < Tty
8y Tm+7 ST < Typas
Co 5 Tmys ST < Tpyg
€10 5 Tmto ST < Tg1o
\ 0 , diger durumlar

seklinde bulunur. Literatiirdeki sonuglarla uygun olmasi icin indis ttelemesi yapilir

ve her iki taraf 362880 ile carpilirsa

di = 9%—5(@7
d2 - hg + 9h8.gm 4( >+ 36h7gm 4( )+ 84h6.gm 4( )
+126h%gE 4 (x) + 126h*g>, () + 84h3¢8 ()

+36h°gr,_4(x) + 9hgh,_4(z) — 9gp,_4(),
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ds = 502h° 4 2214h%g,, 3(x) + 4248h7 g2 ,(z) + 4536h°g> ,(x) + 2772R%g 4()
+756h" gy, _5(x) — 168h°gy, 5(x) — 216h%g;, 5(x) — T2hg, 5(x) + 36g,,_5(x),
dy = 14608R° + 36414h%g,,_o(x) + 3427207 g%, (x) + 11256R°g3 ,(x) — 4032h° g% ()
—4284h'g), o(x) — 672h° gy, o(x) + 504h%g), o(x) + 252hg), o (x) — 8445, o(2),
ds = 88234h° + 101934h%g,, 1(x) + 5544h7 g% ()
—36456h°%g> | (x) — 10836h°g: (x) + 5796h*g>, ,(z)
+2856h3g% | (x) — 504h%g" | (x) — 504hgS | (x) +126¢° (x),
ds = 156190h° — 88200k g2 () 4 23940h° g2 (x) — 4200h3¢C (x) + 630hgS (z) — 12647 (z),
d; = 88234h° — 101934h%g,,1(x) + 5544k g2, , 1 (2)
+36456h°g2, 1 (v) — 10836h°gy, 1 (z) — 5796h% g2, (2)
+2856h°gS, . 1 (z) + 504hgT .1 () — 504hgs, . (x) + 8490, 1 (),
ds = 14608h° — 36414h3g,, o(z) + 34272R7 g2, .o (2)
—11256h%¢2 o (x) — 4032h°gh, o () + 4284h* gD, o ()
—672h3g,§1+2(x) - 504h29;+2($) + 252}195%2(@ - 36g§1+2(x),
dy = 502h% — 2214h%g,, 3(z) + 424807 g2, 5 () — 4536h° g3, (x) + 2772h°gp, 5()
—756h49m+3( ) — 168h39§~0+3( ) + 216h29m+3( ) — 72h9§n+3(9€) + 9g?n+3<x)>
do = [h— 9m+4(95)]9

olmak tizere

di, Ty < T < Tpyp_y
do , Ty < T < Tp_3
ds , Tmo3 < T < Tpy_o
dy  Typo < T < Tpy_1
ds , Tmo1 <x<Ty
By, (x) = % ds , T < T < Typin (4.168)
d7 , Tyl <& < Tppo
ds , Tmao < T < Tppas
dy , T3 ST < Tppys
dig 5 Tmya <& < Ty
0. diger durumlar
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elde edilir. Burada

{BY4 (), B2 (2), BYy(x),..., Byys(7), Byys (@), By (@)}
kiimesi ¢ < z < b araliginda tamimhi dokuzuncu dereceden spline fonksiyonlar
icin bir taban olugturur. 9. dereceden B-spline fonksiyonlari ve onlarin birinci,
ikinci, ticiincii, dordiincii, besinci, altinci, yedinci ve sekizinci mertebeden tiirevleri
[T_5, Tmys) arahgr disinda sifirdir. Bu aralikta, her bir BY, (x) 9.dereceden B-spline
fonksiyonu ardigik on elemani értmektedir. Dolayisiyla her bir [z,,, %,,.1] aralig
BBy y(@) = [h=gm(x)]", (4.169)
By _s(x) = 502h° — 2214h%g,,(x) + 4248h7 g, (x) — 4536h° g3 ()
+2772h° gy (x) — T56h* g0 (x) — 168R°gS, ()
+216h°g,, (z) — T2hgh, (z) + gy (2), (4.170)
WB), _o(x) = 14608h — 36414h°g,, (x) + 34272h" g2, ()
—11256h°g3, (z) — 4032h°g, (z) 4 4284h*g), (x) (4.171)
—672h%gY (x) — 504h%g) (z) + 252hg}, (x) — 3645, (2),
B () = 88234h” — 101934h%g,, () + 5544R7 g2 ()
+36456h° g3, (x) — 10836R°g,, (z) — 5796h* gy, (x) (4.172)
+2856h% gy, () + 504hg] (z) — 504hgh, (z) + 8445, (2),
WWB) (x) = 156190n° — 88200h7 g2, (x) + 23940h° gy, (2)
—4200/°g%, () + 630hgy, (x) — 1264}, (z), (4.173)
B () = 88234h" 4+ 101934h%g,,(x) + 5544h" g2, (x) — 36456h°g5, (x)
—10836h°g2 (z) + 5796Rh*g° (x) + 2856h° ¢S (x)
—504h%g (x) — 504hgs, (x) + 12645, (z), (4.174)
WWBY o(x) = 14608h° + 36414h%g,,(x) + 34272h7 g2 ()
+11256A°g3, (x) — 4032R°g,, (x) — 4284h* g, (x)
—672h%g0 () + 504h%g] () + 252hg), (x) — 84g,(x),  (4.175)
WWB), 4(x) = 502h° + 2214h°%g,, (x) + 4248h7 g2 () + 4536h° g2 (2)
+2772h° g () + T56R* g5, (x) — 168h° ¢S, ()

—216h%g" (z) — T2hg> (z) + 3645, (2), (4.176)



thngl(x) =

thgﬂm% () =
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1 + 98 g, () + 36h7 g2 () + 84h0g3 (z) + 126h°g%, (x)
+126h" gy, () + 84h>gS, () + 36h%g), (x)
+9hg® (z) — 992, (z), (4.177)

Iin(@) (4.178)

olarak tanimlanan ardisik on adet dokuzuncu dereceden B-spline sekil fonksiyonu

tarafindan ortiilir. £ = x — x, = gnn(z) doniigiimii yapihrsa [z, T,.1] aralig

[0, h] araligina doniiseceginden bu aralik iizerinde taniml olan on adet dokuzuncu

dereceden B-spline fonksiyonlar1 bsliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

thfiH(fv )

th?n,—S('T )

thqu(x )

th?nfl(x)

W B (2)

thfim(w)

th?nJrz(x )

= [h-¢°, (4.179)
= 502h° — 2214h8¢ + 4248h7¢* — 4536h°¢3
+2772h5€* — T56RES — 168h3£°
+216h%67 — T2he8 4 9¢°, (4.180)
= 14608h° — 36414h3¢ + 34272h7¢2
—11256h5€% — 4032R5¢* + 4284h4€5 (4.181)
—672R3¢5 — 504R%E7 + 252hE8 — 36¢°,
= 88234h° — 101934h5¢ + 5544h7¢2
+36456R°¢% — 10836h°¢* — 5796R%¢” (4.182)
+2856h3¢8 + 504h%¢7 — 504he8 + 84€°,
= 156190h° — 88200h7€% + 23940h5¢*
—4200h3€°% + 630hE® — 126¢°, (4.183)
— 88234h° + 101934h3¢ + 5544h7€2 — 36456h°¢°
—10836h5¢* 4 5796h*¢° + 2856R3¢5 — 504R%¢7
—504h€® 4 126¢7, (4.184)
= 14608h° + 36414h3¢ + 3427217 + 11256h5¢°
—4032h°¢* — 4284R*¢° — 672h3¢5 + 504h3¢7
+252h8 — 84¢7, (4.185)
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ROBY  s(x) = 502h7 4 2214h3¢ + 4248h7¢* + 4536R°¢°

+2772R°E + T56h1E° — 168h3¢¢ — 216h2¢7

—72h&® + 3687, (4.186)
ROBY 4 (x) = h?+ 9R%¢ + 36h7E€% + 84R°E? + 126h°¢*

+126h*€5 + 84h3¢5 + 36h2¢7 + 9he® — 9¢°, (4.187)
WB) . s(x) = & (4.188)

m

olarak bulunur.

Ayrica (4.168) ile verilen 9. dereceden B-spline i¢gin i = m — 4, m — 3, m — 2,
m—1m, m+1, m+2 m+2 m+ 3, m+4 olmak iizere
lim+BgL(x) = lim B (z)

lim — (BY(z)) = lim — (BY,(z)), n=1,2,3,...,8

oldugundan (4.168) 9. dereceden B-spline fonksiyonunun ve birinci, ikinci, iigiincii,
dordiincii, beginci, altinci, yedinci ve sekizinci mertebeden tiirevlerinin x = x,, 4,
T=Tm-3,T=Tm-2, L =Tm-1, T ==Tm, T =Tmt1, T = Tm42, T = Tm43 V€T = Tmi4
boliinme noktalarinda dolayisiyla da konum araliginin i¢ noktalarinda stirekli oldugu

goriilebilir.

%10° %10°

B /N 4
/ 1\ )
0 / k -2

a

0 5 10 0 5 10
Sekil 4.53. Dokuzuncu dereceden Sekil 4.54. Dokuzuncu dereceden
B-spline fonksiyonu B-spline fonksiyonun birinci tiirevi
h = 1 almarak [z, 5, 2,5 aralig [0,10] arah@ma doniigtiirillerek B2, (z)

dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk sekiz tiirevinin gekilleri sirasiyla
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Sekil 4.53, Sekil 4.54, Sekil 4.55, Sekil 4.56, Sekil 4.57, Sekil 4.58, Sekil 4.59, Sekil
4.60.ve Sekil 4.61 de ¢izilmistir. Sekillerden de BY, (x) dokuzuncu dereceden B-spline

fonksiyonuyla ilk sekiz tiirevinin i¢ noktalarda siirekli oldugu, dokuzuncu ve daha

yiiksek mertebeden tiirevlerinin olmadig1 goriilebilir.

1><105 5 x10
IVARNAN

_—
’ \/
2 5
0 5 10 0 5 10

Sekil 4.55. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun ikinci tiirevi

Sekil 4.56. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun iiciincii tiirevi

5
x10
10 6
5 =10
5 iy 1 A\
/\ ol / ™\
0 ——="2 A~ N/ /
\/ \/ 3 7
-5 -2
0 5 10 0 5 10

Sekil 4.57. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun dordiincii tiirevi

%108

5

EVARFA
N

-5

0 5 10

Sekil 4.59. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun altinci tiirevi

Sekil 4.58. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun besinci tiirevi

1><107

N
0.5
AN
NIAvAY
" 5 10

Sekil 4.60. Dokuzuncu dereceden

B-spline fonksiyonun yedinci tiirevi
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7
5 =10
0 \/\\/ \//\\/
-5
0 5 10

Sekil 4.61. Dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonun sekizinci tiirevi

u(z) bilinmeyen fonksiyonu i¢in U(z) yaklagimi dokuzuncu dereceden B-spline

kullanilarak
N4

u(z) ~ Ux) =Y B)(x)d; (4.189)

i=—4

seklinde tanimlanabilir. Burada §; katsayilar1 bilinmeyen degiskenler olmak iizere

B?(x) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarim gosterir.
[T, Tmy1] araligl iginde pargast olan

B?nf4($)7 33173(@7 cee B?n+4<x)7 B?n+5(x)

dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agsagidaki sekilde

olacaktir.

e BY ,(r) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z, g, Tp1] araligimm

disinda sifirdir ve on elemani ¢rtmektedir.

e BY .(r) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [x,, g, Tmi2] araligimmn

disinda sifirdir ve on eleman ¢rtmektedir.

e BY ,(r) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z, 7, T3] araligimmn

disinda sifirdir ve on eleman ¢rtmektedir.

e BY (x) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z, ¢, Tm4] araligimmn

disinda sifirdir ve on eleman ¢rtmektedir.

e B (x) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z,, 5,25 araligmm

disinda sifirdir ve on eleman ¢rtmektedir.
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e BY . (x) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, (2,4, Zpmie] arah@min

disinda sifirdir ve on elemani 6rtmektedir.

e BY . ,(x) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [2,,_3, Zpi7] arah@imin

disinda sifirdir ve on elemani ¢rtmektedir.

e B  4(x) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, (2,2, Zpis] arah@imin

disinda sifirdir ve on elemani ¢rtmektedir.

e B . ,(z) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarl, [@,,_1, Tym-o] araligimin

disinda sifirdir ve on eleman ¢rtmektedir.

e BY) . :(r) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [2,,, 10| araligimn

disinda sifirdir ve on eleman ¢rtmektedir.

< 10%

16

121

Sekil 4.62. Dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlar:

Bu durumu gostermek i¢in h = 1 alinarak [2,,_9, Z/n110] araligr [0, 19] araligina

doniistiiriilmiis ve araliktaki

B2174(I),B9 (I),...,B?n+4(£€)7321+5($)

m—3
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dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlar1 Sekil 4.62 de c¢izilmigtir. Sekil 4.62
de goriildiigii gibi dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci,
tigiincii, dordiincii, besinci, altinci, yedinci ve sekizinci mertebeden tiirevleri ardigik
on eleman1 ortecektir. Dolayisiyla her bir [x,, Z;,+1] sonlu elemaninda dokuzuncu
dereceden B-spline fonksiyonlarin ve ilk sekiz tiirevinin en fazla on parcasi (sekil
fonksiyonlari) bulunacaktir. Bu durumu gosterebilmek igin h = 1 alinarak [z,,, ©,11]
araligi [9,10] araligina doniigtiiriilmiiy ve bu araliga diisen on adet dokuzuncu
dereceden B-spline sekil fonksiyonlar:1 Sekil 4.63a da ¢izilmigtir. Sekil 4.63a da
cizilen sekil fonksiyonlar: icinde degeri sifira yakin olan dort sekil fonksiyonu tam
gozitkmedigi i¢in Sekil 4.63b sekli ¢izilmigtir. Sekil 4.63b sekli cizilirken sekil
fonksiyonlarinin aldigi deger simirlandirilmigtir. Her iki sekil birlikte incelendiginde

[9,10] araligina toplam on gekil fonksiyonu diistiigii agikga goriilmektedir.

162100 | ?| | 1
8 |
4 0.5
0 0
9 10 9 9.5 10

Sekil 4.63a Sekil 4.63b
Sekil 4.63. Dokuzuncu dereceden B-spline sekil fonksiyonlar:

Cizilen tiim sekillerden de goriildiigii gibi BY (x) dokuzuncu dereceden B-spline
fonksiyonlar [x,, 5, Tmys] araigimin diginda sifirdir ve BY (x) dokuzuncu dereceden
B-spline fonksiyonlar1 [x,,_5, %15 araliginda ardigik on elemani ortmektedir.

Dolayisiyla her bir [x,,, £,+1] sonlu elemam

Bgn—4($)7 821—3($)7 821—2($)7 s 7Brgn+3<x)> Bgn—l—4<x)> BEn—H’)(x)

olarak on B-spline fonksiyon tarafindan ortiilmektedir. Bu durumda = € [2,,, Z11]

icin (4.189) yaklagimu
m+5

u(e) m Uz) = Y Bl(2)d; (4.190)

i=m—4
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olacaktir. = = x,, noktasimndaki wu(z,,) bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,
tigiincii, dordiincii besinci, altinci, yedinci ve sekizinci mertebeden tiirevleri igin

yaklagimlar ise

m—+5
i=m—4
dU(wn) ., s dBlw) .
e = U = Z o di,n=1,...,8

i=m—4
olarak yazilabilir. (4.168) dokuzuncu dereceden B-spline egitliklerinin kullamlmasiyla
T = Ty, m = 0,1,..., N noktalarmdaki u(x,,), @ (2m), " (2m), u"(2,), v (z),

u®(z), u®(z), vV (z) ve u®(z) icin yaklagimlar

Un = Om—a+5020,,_3+ 146086,,—2 + 882340,,—1 + 1561900,

+882340,,11 + 1460808, 15 + 5020, 43 + O ra, (4.191)
U = % (=g — 2460,,_5 — 40466,,_5 — 113260,
+ 113260, 41 + 404608, 15 + 2460, 45 + Omia) , (4.192)
U = % (s + 1180,,_5 + 9520, 5 + 1546,,_1 — 24500,
154611 + 9520, 12 + 118048 + Omra) (4.193)
ur = % (=g — 5463 — 1340, + 4346, 1 — 434041
134012 + 540y + Omra) (4.194)
Uw = %34 (Ot + 220,53 — 320,_5 — 860,,_1 + 1905,,,
~860 11 — 32019 + 22013 + Omra) (4.195)
u® = % (Omaa + 60mss — 34040 + 460,11 — 466, _1
3405 — 6013 — Oms) » (4.196)
A 60:50 (Om—t = 20m—3 — 86m—2 + 34051 — 500,
134611 — 80mi2 — 20mi3 + Omaa) s (4.197)
un = 182340 (—Om—a 4 663 — 146,, o + 146, 1
140,41 + 140,49 — 68,43 + Oma) (4.198)
u® = % (Om—a — 883 + 288, 2 — 568, 1
+708, — 560,41 + 280,12 — 80m i3 + Omia) (4.199)

olarak bulunur.
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S0 onuncu dereceden B-spline fonksiyonlarimi hesaplamak icin ise (3.2)

bagintisinda £ = 10 alindiginda

S0 () = L7 Tm oy, Tmill 7T oo
) ( ) Tyni10 — Tm m( ) Trng1l — Tt m—+1 ( )
10 _ ( ) 9 —gm111(T) <o

(4.200)

elde edilir. (4.167) dokuzuncu dereceden B-spline bagintisinin kullanilmasiyla (4.200)

esitligindeki g,,(2)S2, (z) ve —gmy11(x)S2

ay

a2

as

(7]

Qs

Qg

a7

as

i1 () terimleri

(@) g ()

G (@) [2° + 9P gpi1(2) + 36R7 g2, 1 (x) + 84h°g), 1 (x) + 126h°g2, 1 (7))

+126h4gm+1 (z + 84h39§n+1 (z) + 36h29r7n+1 (z) + 9h9§n+1 (x) — 9979n+1 (x)] )

Gm () [5020° + 2214R% gy, 0 (x) + 4248R7 g2, o (2)
+4536h69§n+2( )+ 2772h59m+2<£) + 756h49m+2( )

—168h°gp, 1o (2) — 216h29m+2(x) — 72hgp, 4o (2) + 3692&2(%)} )
gm () [14608R° + 3641413, 5(x) + 342727 g2, 5(x)
+11256h°g2, 5(x) — 4032h°gp, () — 4284h* gD, 5(x)
—672h°g), () + 504h%g) ,5(x) + 252hgl,  5(x) — 84gn, ()],
gm(2) [88234R° + 10193413, 4(x) + 554407 g2, 4()
—364561°g2,_4(x) — 10836h° gy, 4 () + 5796h" g2, 4(x)
+2856h%g0, . 4(z) — 504Rh°g,,  4(x) — 504hgh, , 4 () + 12695, 4 ()] ,
gm() [156190h° — 88200R7 g2, () + 23940R°g,, . 5(x)
—42000° gy, ,5(x) + +630hgy, . 5(z) — 12692&5@))} )

gm () [(88234R° — 1019341°g,,6(x) + 55447 g2, ()
+36456h°g2, ¢(r) — 10836h° g, . ¢(x) — BTI6h g>, . 6(2)
+2856h° gy, (x) — 504h>g) () — 504hg),  (x) + 84gp,.(7)]
gm () [14608h7 — 36414h%g,, 7 () + 34272R7 g2, (2
—11256A°,, () — 4032h°g,, . (x) + 4284h% gy, 7(x)

—672h%g5, +(x) — 504h%gT, () + 252hgS, .1 (x) — 360, ,7(x)]



ag = gm(z) [502h° — 2214h%g,, 5(x) + 4248h7 g2, 4(2)
—4536h°g3_(x) + 2772k gp, g (x) — T56R gD, . 5(7)
+168h°gp, 5(7) + 216h29m+8(x) — 72hgp, ,5(x) + 9g?n+8(x)} )

alp = gm(z) [h_gm+9<x)]9

olmak tizere

a1, Ty ST < Tyt
az 5 Tmy1 ST < Ty
as , Tmiz ST < Ty
Ay T3 LT < Tipaa
1 as 5 Tmya ST < Tpys
971’“()(2)59 ( ):m a5 Tmis ST < Tmio
ar  Tmte ST < Ty
ag , Typyr ST < Typgg
ag 5 Tmyg ST < Ty

a10 5 Tmyo < T < Tyyio

\ 0 , diger durumlar
ve
bl = _gm+11(x)ggz+1($)7
by = —gme11(x) [A° 4+ 9hPgmia(x) + 360762, o (2)
+84h°g o (1) + 126h° gy, o (x) + 126k gD, ()

(
+84h3951+2($) + 36h2977n+2($) + 9h9§n+2($> - 9g?n+2<xﬂ )
by = —gme11(x) [5020° + 2214R% gy, 1 5(x) + 4248h7 g2, ()
+4536h° gy, 5(x) + 27720° gy, ,5(2) + T56h% gy, 5()
—168h3g8,  5(x) — 216h%g7, , 5(x) — T2hg%, ,5(x) + 3695, ,5(2)] ,
by = —Gmin(x) [14608h° + 36414h% g, () + 3427207 g2 ()
+11256R5g2, () — 4032h°g, , () — 4284h%gD ()

_672h3921+4(x) + 504h2977n+4<x) + 252h978n+4(x) - 849?n+4(x)] ;



bs

b

bs

bio
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= —gmi11(x) [88234h7 + 101934h° g, 5(x) 4+ 55447 g2, 5(2)
—36456h°g2, . (v) — 10836h°gn, .5 () + 5796Rh g0, . (x)
+2856h° g, 5 (x) — 504h%g] s () — 504hg),  5(x) + 126g), 5 (2)] ,

= —gmt11(x) [116190R° — 88200h7 g2, () + 23940R°g,, . ¢(z)
—4200h°gp, (%) + +630hgp, 6(x) — 126, ,4(2))] |

= —gmi11(x) [(88234R° — 101934h°g,,47(x) + 5544h g2, ()
+36456h°g3 () — 10836h°gy, . - (x) — 5786h%g> . ()
+2856h%g0, 7 () + 504Rh%g,  +(x) — 504hg}, , 7(x) + 8445, . 7(2)] ,

= —Gmi11(x) [14608h° — 36414h° gy, 5(x) + 34272h7 g2, ()
—11256h°g3, . (@) — 4032h° g, . () + 4284h% g0, . ¢ ()
—632h39§n+8<1’) - 504h29r7n+8(95) + 252h9§n+8<1') - 3693%8@)] )

= —Gms11(x) [502h° — 2214Rh° g1 0(x) + 4248R7 g2, o(2)
—4536h°g3, , o(z) + 27T72R° g, . o(x) — T56R% g2, o ()
—168h° gy, .o(x) + 21607, . o(x) — T2}, (%) + g 0(7)] |

= —gmi11(2) [h = gmrr0(2)]”

olmak tizere

by, Tyl ST < Tppyo
by, Typao < < Ty
bs , Tz < < Tyaa
bs y Tmpa ST < Tyys
, bs , Tias < < Tias
) )= o | o s S <
by, Tygr < < Tpygs
bs , Tmas < T < Ty
b, Tmio < T < Ty
bio , Tmy10 < T < Tppy1n
0 , diger durumlar
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seklinde bulunur. Boylece (4.200) 10. dereceden B-spline fonksiyonu

C1

Co

C3

Cq

Cs

Ce

Cr

Cs

Cg

ap = 9717? (2),

as + by = '+ 10h99m+1($) + 45h8972n+1(33) + 120h79§n+1 (2)
+210Rh°%gp, 1 () + 252h°g5, .1 (z) + 210Rh* g8 ()

+120h39m+1 () + 45h2978n+1 (z) + 1Ohg?n+l< ) — 1Ogm+l< z),

az + by = 10131 + 5010179, 2(x) + 11025h%¢2, 5 () + 14040h7 g2, ,(2)
+11130h°gy, o (2) + 52920°g, () + 1050k gy, 1 »()

_360h39m+2 () — 315h2978n+2 () — 90hg?n+2< ) + 45gm+2< ),

ayg + by = 47840h'° + 141060h%g,,,3(x) + 171000h% g2, 5(z)

+100080h7 g2, 5(z) + 16800R° g, , 5(z) — 13608Rh°g2,  5(x) — 8400h* g8, 5(x)
—T20h%g! . 5(x) + 900R g5, . 5(x) + 360hgy, ,5(x) — 12092, 5(z),

as + by = 45519200 + 736260h° g, 14 () + 327600h%¢2, 4 (2)
—95760R" g2, 4(x) — 119280R°g)h, . 4 (x) — 13608R° g2, , o (x) + 16800 g8, ()
+5040h%g7  4(x) — 1260h%g5, 4 (x) — 840hgS, . 4(x) + 210g;2, 4(),

ag + bs = 1310354h™ + 679560h° g, 5(x) — 509670h g2, , 5 (2)
—312480h" g2 5 () + 91140h%g} . o () + 69552h°g5, . - (z) — 9660h* ¢S . s (x)
—10080h%g! (%) + 6303, .5 (z) + 1260hg), . 5(z) — 25290, 5 (z),

az + bg = 1310354h'° — 6795601 g,,16(x) — 509670h% g2, , ¢(2)
+312480h7 g2, () + 91140R° g, , o(x) — 69552h° g2, o(x) — 9660h* g0, ()
+10080h°g), (%) + 630R%gS,  ¢(x) — 1260hg), ,¢(x) + 210g,2, ¢(2),

as + by = 455192h'° — 736260h° g4 7(z) + 327600h%g2, ()

+95760h7 g2, (x) — 119280h°gs, . (x) + 13608h°g2, - (x) + 16800h% ¢S, ()
—5040h%g" . +(z) — 1260h%gS, . - () + 840hg), . -(x) — 1209, (),

ag + bg = 47840h"° — 141060 g15(z) + 171000h°%g2, . 5()

—100080h7 g3, s(x) + 16800R° gy, , 5 () + 13608h°g2,  (x) — 8400h* g8, . ()

+720h39;+8($) + 900h2978n+8(x) - 360h93@+8( ) + 45gm+8( ),
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cio = aig+ by = 1013h" — 501017 gn19(x) + 11025h°%g2, .o () — 14040R7 g2, o(z) +

111301°%gs, o(x) — 5292h° g2, o(x) + 1050 g%, , o(z) + 360R% g, o(x)

—315hgh,  o(x) + 90hg,,  o(x) — 10g,7 o (),

ci1 = b= [h - gm+10($)]10

olmak tizere

C1
Ca
C3
C4
Cs
= 362850000 | .
Cs
Cg
€10

C11

0

\

Y

9

Tm LT < Tyt
Tyl ST < Tpyo
Tmy2 ST < Tpy3
Tmts LT < Tpyyd
Tmia ST < Typys
Tmts LT < Typye
Tmye ST < Ty
Tmyr ST < Ty
Tmts X T < Typyo
Tmyo ST < Typy10
Tmy10 ST < Tpy11

diger durumlar

(4.201)

seklinde bulunur. Literatiirdeki sonuglarla uygun olmasi icin indis ttelemesi yapilir

ve her iki taraf 3628800 ile carpilirsa

dy = 9;?75(55)7

dy = W'+ 108 gy a(x) + 45h°g;,_4(x) + 12007 g} _y(x) + 210h°g;, 4 (2)

+252h°g5, () + 210h*gS, () + 120R3¢7, ()

+45h%¢® () + 10hg),_4(z) — 10g

;374(1’)7

ds = 1013h' 4 5010h°g,,_3(z) 4+ 11025h%¢2 4(x) +

14040R7 g3 _4(x) + 11130h8¢2 _4(x) + 5292h°g5, ()

+1050h%g8 () — 360h3gT () —

—90hg,, _s(x) + 459, _5(),

315h%g8 ()



dy

ds

ds

dy
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47840R™ + 141060R°g,,_o(x) + 171000R%g2, ,(z) +

100080h7 g2, ,(x) + 16800R°%g% () — 13608h°g>, ()

—8400h*g8 () — 720R3g" _,(x) 4+ 900h3g5, ()

+360%g}, o () — 120g,0_,(x),

455192h% 4 736260h° g,,_1 (z) + 327600h%g%_(x) — 95760h" g2, (x)
—119280h5¢g% | (z) — 13608Rh°g>, _,(x) + 16800h*g® () + 5040h3g’ (z)
—1260h%g> () — 840hg’, | (x) + 210¢° | (z),

1310354h'% 4 679560h° g,, (z) — 509670h%g> (x) — 312480h7 g3 ()
+91140h°%g2 () + 69552h°g> (z) — 9660h*gC () — 10080h3g] (z)
+630h%gS (z) + 1260hg), (v) — 252910 (x),

13103541 — 6795601 911 (z) — 509670 g2, 1 () + 312480h7 g2, 1 ()
+91140h°g2, 1 (v) — 69552h°g>, .1 (x) — 9660h* ¢S, | (x) + 10080R%g, ., (z)
+630h%g5, 1 (x) — 1260hg), .1 (z) + 210g,2, 1 (z),

455192h'0 — 7362600 g, 10 (z) + 327600h%g2, o () + 95760R7 g2, ,(2)
—119280h%g}, .o () + 13608R°g], .o () + 16800h*gS, . o(x) — 5040R%gT .o ()
—1260h295~0+2($) + 840hg3n+2( ) — 1209m+2( ),

47840R'° — 141060h° g 3(z) + 171000k%g2,  5(x) — 100080A" g2, 5 ()
+16800h°gy, . 5(x) 4 13608h°g), 5 () — 8400h" gy, 5(x) + 720h%g;, ()
+900h%gp, ,5(2) — 3600gy, 5(x) + 4595, 5(2),

1013R'° — 5010R° g,y 14 () + 11025k%g2, 4 (x) — 14040h7 g2, ,(x)

+11130h°g,,, 4 (x) — 5292h° gy, 4(x) + 1050k gy, , 4 ()

+360h° gy, 4(z) — 315h%gp, 4(x) + 90hgy, 4 (x) — 10g,,) 4(2),

(B = g5 (2)]"
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olmak iizere

di , Ty < T < Tpy_y

do , Ty < < Tp_3

ds , T3 < T < Tpy_o

dy ) Tyo < T < Tp_q

ds , Tmo1 <z <Tp

B (z) — % ) 26 T S8 < Bt (4.202)

7 Tl ST < Typao

ds T2 ST < Ty

do , Tymisz < < Typyg

dio 5 Timga ST < Ty

di1  Togs ST < Tiss

0 , diger durumlar

formunda bulunur. Burada
{Bi% (JE) ) BBL (I) 78523 (33) 73102 (JU) A BJl\?+2 (33) ) B}\P+3 (33) >B]1\?+4 (:U)}

kiimesi a < x < b araliginda tanimli onuncu dereceden spline fonksiyonlar icin
bir taban olugturur. 10.dereceden B-spline fonksiyonlar1 ve onlarin birinci, ikinci,
iigiincii, dordiincii, besinci, altinci, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden
tiirevleri [T,,_5, Tmis) aral@ diginda sifirdir.  Bu arabkta, her bir B (z)
10.dereceden B-spline fonksiyonu ardigik on bir elemani ¢rtmektedir. Dolayisiyla

her bir [z,,, Z,.1] aralig

WOBY 5 (x) = [h— gm(2)]" (4.203)
RYOBY (1) = 1013RY — 5010h°g,,(x) + 11025h%¢2 (x) — 14040h7 g2 ()
+11130h8¢2 (z) — 5292R°¢° () + 1050h*gS ()
+360h%g” (z) — 315h%g5, (x) + 90hg), (z) — 10g:2(z), (4.204)
RYBY . (z) = 47840n™ — 141060h%g,,(x) + 171000h%g2 (z) — 10008047 g2 ()
+16800h°% g2 () 4 13608R°g> () — 8400h*gC ()

+720hg7 () + 900h?gE (z) — 360hg’ (x) 4+ 45¢'%(x),  (4.205)



WOB, (x)

thB:r?fl (z)

WOBY (1)

WOB, (x)

WOBy s (7)

h10371r?+3 (z)

WOB,) 4 (x)

WB) s ()
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4551920 — 736260h°g,, () + 327600h%g2 () + 95760R7 g3 (2)
—119280h5¢2 (x) + 13608h°g> (x) + 16800h* ¢S ()

—5040h°gT () — 1260h%g3 (x) + 840hg?, (v) — 1202 (),  (4.206)
1310354 — 679560h" g, (x) — 509670h% g2 (z) + 312480h" g2 ()
+91140h°%g2 (z) — 69552R°g° (z) — 9660h*gC () + 10080hg’ (z) +
630h°g5, .1 (z) — 1260hg), 1 () + 2109, 1 (), (4.207)
1310354h'% 4- 679560h° g,,, () — 509670h%g> (x) — 312480h7 g3 (1)
+91140h°%g2 () 4 69552h°g> () — 9660h*gC (z)

—10080R%g” () + 630h%g® (z) + 1260hg’, (z) — 2529.0(x),  (4.208)
4551920 + 736260h°g,, (x) + 327600h% g2 (x) — 95760h g2 (1)
—119280h%g2 () — 13608h°g> () + 16800h* ¢S () + 5040h3g” (x)
—1260h%g® (1) — 840hg?, () + 210g'%(x), (4.209)
47840h° 4 141060R°g,,, () + 171000h3 g2, () 4+ 100080R g3 ()
+16800h5¢% () — 13608h°g> (z) — 8400Rh* g% ()

—720h3g” () + 900h%g® (z) + 360hg?, (x) — 12090 (2), (4.210)
1013h1% + 5010h° g, () + 11025h%¢2 () + 14040h7 g2 ()
+11130h°%g2 (z) + 5292h°g> (x) + 1050h* ¢S (z)

—360h°g" (z) — 315hgS,(x) — 90hg?, (x) + 4590 (z), (4.211)
h'% 4+ 10R°g,, () + 45h% g2, (7) 4+ 120h7 g2 (x) + 210h5g2 ()

+252h%g3 (x) + 210h*g5, (z) + 120R3g (x)

+45h%g (r) + 10hg), (v) — 10910 (x), (4.212)
I (%) (4.213)

olarak tanimlanan ardigik onbir adet onuncu dereceden B-spline sekil fonksiyonu

tarafindan ortiilic. ¢ = » — z,, = ¢,,(z) doniigiimii yapilirsa [2,,, ;41| aralig

[0, h] araligina doéniiseceginden bu aralik iizerinde tamml olan onbir adet onuncu

dereceden B-spline fonksiyonlar: boliinme noktalarindan bagimsiz olacak sekilde

WOBL 5 (&) =[h—¢", (4.214)



WOBL 4 (6)

WOB 5 (6)

WOB, (€)

WPB, 4 (€)

BB O

WOB (6)

WOB s (€)

WOBy) s (8)

WOBy, (6)

WB s (6)
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1013A'° — 5010R%¢ + 11025h3¢2 — 14040h7¢3

+11130h5¢* — 5292R°¢5 + 1050h%°

+360R3¢" — 315R%€8 + 90hE% — 10£°, (4.215)
47840h'° — 141060h°¢ + 171000h3¢% — 100080R7€>
+16800R5¢* 4 13608h°¢5 — 8400h* €8 + T20R3¢7

+900R2€® — 360nE° 4 45€1°, (4.216)
455192 — 736260R%¢ 4 327600R5¢* + 95760R7E3
—119280Ah5¢* + 13608h°¢° + 16800h*¢® — 5040h3¢7
—1260h%€® + 840h&° — 120£™, (4.217)

1310354h'° — 679560h°¢ — 509670h3E% + 312480R7¢3
+91140h5¢* — 69552h°¢° — 9660h1€° 4 10080h3¢7
+630h29§n+1 (z) — 1260h9?n+1(33) + 21093r?+1 (@), (4.218)
1310354h'° + 679560h%¢ — 509670h8¢% — 312480R7¢3

+91140R5¢* 4 69552R°E° — 9660R1E% — 10080R3¢7

+630h%E8 4+ 1260h° — 2526, (4.219)
455192h0 + 736260h°¢ + 32760036 — 95760h7 ¢
—119280Ah5¢* — 13608h°¢° 4 16800h* ¢ + 5040h3¢7
—1260h2¢% — 840h¢? + 210610, (4.220)
47840h'° 4 141060h%¢ + 171000h3€% + 100080R7¢?
+16800h5¢* — 13608h°¢° — 8400h*¢S — T20R3¢7

+900h2€® + 360RE° — 1206, (4.221)
1013R° + 5010A%€ + 11025R8¢2 + 14040h7€3

+11130R%¢* + 5292h°€5 + 1050R*¢8

—360R3¢" — 315h%¢8 — 90RE? 4 45610, (4.222)

R + 10R%€ + 45h3€% + 120h7€3 4 210R5¢* + 252R°€°
+210h%¢5 + 120R%¢™ + 45h%€8 + 10hE° — 10610, (4.223)

¢ (4.224)



94

olarak bulunur. Ayrica (4.202) ile verilen 10. dereceden B-spline fonksiyonu i¢in

t=m—4,...,m+ 5 olmak tizere

lierB%?(x) = lim B)?(x)
lim A (BY(z)) = lim — (B)(z)),n=1,2,...,9

a:—m;:" dm"

i

oldugundan (4.202) 10.dereceden B-spline fonksiyonunun, birinci, ikinci, {igiincii,
dordiincii, besinci, altinci, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden tiirevlerinin
T=Tm—4, T=0Tm-3, T =Tm-2, T =Tm—1, T =Ty, T = Tm41, T = Tm42, T = Tmy43,
T = Typmaa V€ T = Tpys bOlinme noktalarinda dolayisiyla da konum araliginin ig

noktalarinda stirekli oldugu goriilebilir.

15 210° 4 x10°
/\ oo\

10 J \

0

J

\

0 4

8

11

Sekil 4.64. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonu

0 4 8 11

Sekil 4.65. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun birinci tiirevi

; VAWAN A
T =
! \/ i; V]

Sekil 4.66. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun ikinci tiirevi

Sekil 4.67. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun iigiincii tiirevi

h = 1 alinarak [z,, 5, Tm16) araligl [0, 11] arahgina doniigtiiriilerek B}?(x) onuncu

dereceden B-spline fonksiyonuyla ilk dokuz tiirevinin sekilleri sirasiyla Sekil 4.64,
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Sekil 4.65, Sekil 4.66, Sekil 4.67, Sekil 4.68, Sekil 4.69, Sekil 4.70, Sekil 4.71., Sekil
4.72 ve Sekil 4.73 de ¢izilmistir. Sekillerden de B’(z) onuncu dereceden B-spline
fonksiyonu ilk dokuz tiirevinin i¢ noktalarda siirekli oldugu, onuncu ve daha yiiksek

mertebeden tiirevlerinin olmadig1 goriilebilir.

><106 x10

2 e\ /\ o~ .0/\ /\ /\\/
(AR, VAN

-0.5
N VARV, \/
4 A
0 4 8 1" 0 4 8 11
Sekil 4.68. Onuncu dereceden Sekil 4.69. Onuncu dereceden
B-spline fonksiyonun dordiincii tiirevi B-spline fonksiyonun besinci tiirevi
, 2107 10’

6

1 N . A
2
0

\Y)
V

-3 -6

0 4 8 11 0 4 8 1"
Sekil 4.70. Onuncu dereceden Sekil 4.71. Onuncu dereceden
B-spline fonksiyonun altinci tiirevi B-spline fonksiyonun yedinci tiirevi

8 8
15 % 10 5 X 10

N

| A

. AR AN RVA /\N
0.5 = /
o |\

-1.5 -5
0 4 8 11 0 4 8 11

Sekil 4.72. Onuncu dereceden Sekil 4.73. Onuncu dereceden

B-spline fonksiyonun sekizinci tiirevi B-spline fonksiyonun dokuzuncu tiirevi
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u(z) bilinmeyen fonksiyonu igin U(z) yaklasgimi onuncu dereceden B-spline

kullanilarak
N+4

u() ~ Uz) = Y Bl°(x)d; (4.225)

i=—5

seklinde tanimlanabilir. Burada §; katsayilar1 bilinmeyen degiskenler olmak iizere

B}(x) dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonlarim gosterir.
[T, Tme1] araligl icinde pargas olan
By 5(x), By y(2), ..., Byjé?+3(ff)a Byjé?+4($)a Bi?+5($)

onuncu dereceden B-spline fonksiyonlarin orttiikleri araliklar ise agagidaki sekilde

olacaktar.

e B!Y .(x) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z, 10, Zm1] araligmin

disinda sifirdir ve onbir elemani értmektedir.

e B (z) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z,,_g,Zm 2] araligmmn

disinda sifirdir ve onbir eleman1 értmektedir.

e B .(x) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [%,, s, Tmi3] araligimin

disinda sifirdir ve onbir eleman1 értmektedir.

e BY ,(x) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [, 7,%n.4] araligimin

disinda sifirdir ve onbir eleman1 értmektedir.

e B! (z) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlar, [z, 6,Zm 5] araligmm

disinda sifirdir ve onbir eleman1 értmektedir.

e B!Y%(x) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z, 5, Tm6] arahgimin diginda

sifirdir ve onbir eleman ortmektedir.

e B (z) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlarl, [#,_4,%m47] araliimn

disinda sifirdir ve onbir elemani értmektedir.

e BY ,(z) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlarl, [z,_3,%m+s] araligimn

disinda sifirdir ve onbir eleman1 értmektedir.
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e B s(x) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [z,,_2,%m1o] arah@min

disinda sifirdir ve onbir elemani értmektedir.

e B ,(x) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlari, [2,_1,%p110] arahgmin

disinda sifirdir ve onbir elemani értmektedir.

e B .(x) onuncu dereceden B-spline fonksiyonlarl, [2,,Zp411] arah@min

disinda sifirdir ve onbir elemani értmektedir.

»«10%

15

10

Sekil 4.74. Onuncu dereceden B-spline fonksiyonlar

Bu durumu gostermek icin h = 1 alinarak [z, 10, Zyi11] araligy [0, 21] araligina

doniigtiiriilmiis ve araliktaki
By 5(x), By 4(x), . .. 7Bi$+3(35)7 B:,?H(»’U)a B;Bjus(x)

onuncu dereceden B-spline fonksiyonlar1 Sekil 4.74 de cizilmigtir. Sekil 4.74 de
goriildiigii gibi onuncu dereceden B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, iiciincii,
dordiincii, beginci, altinci, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden tiirevleri
ardigik onbir elemani ortecektir. Dolayisiyla her bir [z,,, Z,,.1] sonlu elemaninda

onuncu dereceden B-spline fonksiyonlarin ve ilk dokuz tiirevinin en fazla onbir parcasi
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(sekil fonksiyonlari) bulunacaktir. Bu durumu gosterebilmek i¢in A = 1 alinarak
[T, Tmy1] araligy [10, 11] arahigima doniigtiiriilmiiy ve bu araliga diigen onbir adet
onuncu dereceden B-spline sekil fonksiyonlar1 Sekil 4.75a da ¢izilmigtir. Sekil 4.75a
da cizilen gekil fonksiyonlari iginde degeri sifira yakin olan dort sekil fonksiyonu
tam gozitkmedigi icin Sekil 4.75b sekli cizilmistir. Sekil 4.75b sekli ¢izilirken sekil
fonksiyonlarinin aldigi deger sinirlandirilmistir. Her iki sekil birlikte incelendiginde

[10, 11] araligina toplam onbir sekil fonksiyonu diistiigii agik¢a goriilmektedir.

15 210° — - 2] \ |
| 5| \\
10/ \
1 \
5 L
05
\‘—‘—‘_‘_‘_‘_‘z-—
0 — 0
10 11 10 10.5 11
Sekil 4.75ba Sekil 4.75b

Sekil 4.75. Onuncu dereceden B-spline sekil fonksiyonlar:

Cizilen tiim sekillerden de goriildiigii gibi B!%(x) onuncu dereceden B-spline
fonksiyonlar [z, 5, Tpmie] arahgmm diginda sifirdir ve B%(z) onuncu dereceden
B-spline fonksiyonlari [z, 5, x,.6] arahiginda ardigik onbir elemani drtmektedir.

Dolayisiyla her bir [x,,, T;,41] sonlu elemam
B;?—E(l‘% B717$_4(l'), cey B7173+3<x)7 Brlrg+4<x)> B;?—I—S(x

olarak onbir B-spline fonksiyon tarafindan ortiillmektedir. Bu durumda z €
[T, Tma] iin (4.225) yaklagim

u(e) ~ Uz) = Y Bx)6; (4.226)

i=m—>5
olacaktir. = = x,, noktasindaki u(z,,) bilinmeyen fonksiyonunun birinci, ikinci,

tiglincli, dordiincii beginci, altinci, yedinci, sekizinci ve dokuzuncu mertebeden
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tiirevleri i¢in yaklagimlar ise
m+5
i=m—>5

U@n) _ o _ N~ 4"BOw)

dxm™ , dzm™
i=m—>5

51‘,7’2,:]_,...,9

olarak yazlabilir. (4.202)onuncu dereceden B-spline egitliklerinin kullamlmasiyla
T = Ty, m = 0,1,..., N noktalarmdaki u(x,,), u(2p), " (2m), u"(2,), u®(z),
u®(z), u®(2), u(z), u®(2) ve u () icin yaklagimlar
Un = (0m—5+ 10130,,_4 + 478400,,_5 + 4551926,,,_o + 13103540,
+13103540,,, + 455192611 + 47840042 + 1013043 + Oimta) (4.227)

U = 1—£ (=05 — 5018,,_4 — 141060,,_5 — 7362608,,_5 — 679560, _1

+679560,, + 736266,,1 + 14106819 + 5010, 43 + Spnra),  (4.228)
U = % (s + 2458, 4 + 38006, 3 4 72800, 5 — 113266, 1

—113266,,, 4 728008, 11 + 38000, 42 + 2456, + Opmia) , (4.229)
U = % (=05 — 1178,,_4 — 8348, 3 + T985,, o + 26046, 1

—26040,,, — 798811 + 834049 + 117613 + Opmya) (4.230)
W = %110 (Om—s + 530ym—g + 808,_5 — 5688,,_5 + 4340,

+43468,, — 5680,,41 + 809,12 + 530143 + dmta) (4.231)
U = % (=Om—5 — 2104 + 540,35 + 548,95 — 2760, 1

2768, — 54041 — 54612 + 210,13 + Omia) (4.232)
u® = % (6m—5+ 50m—a — 406, 3 + 808, 2 — 460, 1

— 466, 4 808,11 — 400,19 + 50t + Omia) (4.233)
v = 60;1500 (=B -+ 36m s+ 665 — 428, 5 + 8461

—846,, 4 426,11 — 6012 — 3013 + Omia) (4.234)
u® = % (Om—s — T0m—sg + 208,35 — 2869 + 140, 1

+146,, — 28041 + 200,49 — T0mys + Omia) » (4.235)
A 362:9800 (—Om—5 + 90— — 360,_3 + 8485 — 1260,,_1

+1268,, — 840,41 + 360,12 — Imiz + Opmsa) (4.236)

olarak bulunur.
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5. B-SPLINE FONKSIYONLARIN
UYGULANMASI

[a,b] =[50, 50] konum araligl NV esgit uzunluklu alt araliga parcalanirsa konum

artim uzunlugu

olacaktir. Bu durumda
To=a, r1 =29+ h, o =214+ h,...,cxn =xN_1+h=0b

olacak sekilde [a,b] konum araligmin bir diizgiin parcalanmasi elde edilir. Bu
boliimde [a, b] = [—50, 50] konum araligimin bir diizgiin pargalanmas: iizerinde tanimh

olan

u(z) = e~ @/5)’

fonksiyonuna ve tiirevlerine B-spline yaklagimlarinin nasil yapilacag gosterilecektir.
Bunun icin konum araliginin parcalanmasi iizerinde u tam c¢oziimiiyle B-spline
fonksiyonlar kullanilarak bulunacak olan U yaklagik ¢oziimii arasinda mutlak degerce

maksimum hatay1 veren L., hata normu
Lo = max |, —Upy|, m=0,1,2,....N

formiilii ile hesaplanacaktir. Tiirev i¢in L., hata normu hesaplanirken de konum
araliginin parcalandigr tiim noktalarda u tam c¢oziimiiniin tiirevi ile U yaklagik

¢oziimiiniin tiirevi arasindaki farklarin mutlak degerce maksimumu hesaplanacaktir.
u(z) = e~ @/5)’

fonksiyonu ve ilk 9 tiirevinin [—50,50] konum aralig itizerindeki grafikleri Sekil
5.1-Sekil 5.10 da verilmistir. Sekil 5.1 de u(x) fonksiyonunu nispeten modellemenin
kolay oldugu bir fonksiyona karsilik gelirken, fonksiyonun tiirevleri alindik¢a dalganin

ekstremum noktalarinin sayisinin arttig icin modelleme gittikge zorlagmaktadir.
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Sekil 5.1. u(x) fonksiyonunun grafigi

0.04
L AN

-0.04 \\J/

008 25 0 25 50

Sekil 5.3. u”(x) fonksiyonunun grafigi

===l
il

-0.015
-50 -25 0 25 50

Sekil 5.5. v (x) fonksiyonunun grafigi

%1073

6

AL

|

-8

-50 -25 0 25 50

-0.005

-0.015

101

0.2

I
[
v

-0.2
-50 -25 0 25 50

Sekil 5.2. «/(z) fonksiyonunun grafigi
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Sekil 5.7. u®(x) fonksiyonunun grafigi Sekil 5.8. u(7)(x) fonksiyonunun grafigi



102

%1072 %1072

NI
. givine 0 v
I |

-4 -4
-50 -25 0 25 50 -50 -25 0 25 50

Sekil 5.9. u® (r) fonksiyonunun grafigi Sekil 5.10. u¥)(z) fonksiyonunun grafigi

5.1. Kuadratik B-spline

Kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanilirsa z = z,,,m = 0,1,---, N icin
yaklagim
U(Im) = u('xm) = 5m71 + 5m = ef(zm//5)2

olacaktir. Yaklasim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,--- , N igin

5_1+50 = U(l’o),
50+61 = U(l’l),

5N71 + 6N = U(.I’N)
denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N 4+ 1 denklem ve
5—17507 B 75N

olmak tizere N 42 bilinmeyenden olusur. Denklem ve bilinmeyen sayilarin esitlemek

icin u(z) = e (/%" fonksiyonun # = z, noktasmndaki birinci mertebeden tiirevi
kullanilirsa

2 !

5 (01 =0-1) = Ullao),

5_1+(50 == U(l‘o),
(50"—(51 = U((L‘l),

In-1+0n = Ul(zn)
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olarak N + 2 denklem ve N + 2 bilinmeyenden olugsan denklem sistemi elde edilir.
Denklem sistemi ¢oziilerek

5—17507"'75N

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak
u(z) = e~ @)

fonksiyonu i¢in hata normlari, fonksiyonun kendisi ve birinci mertebeden tiirevleri
icin hesaplanmig ve sonuglar Cizelge 5.1 de verilmistir. Sonuglar tabloya yazilirken

1071 den kiigiik gelen L, hatalar 0 olarak alinmustir.

Cizelge 5.1. Kuadratik B-spline fonksiyonu i¢in hata normlar:

N 50 100 150 200 250

Uigin Lo, |0 0 0 0 0

U, icin Lo | 1.15x1072 | 2.62x1073 | 1.17x1073 | 6.54x107* | 4.16x10~*

5.2. Kiibik B-spline
Kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilirsa = = x,,,,m = 0,1,--- | N igin yaklasim
U(xm) = w(Tm) = Om-1 + 40 + Oy = e~ (@m/5)?
olacaktir. Yaklagim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,--- | N igin

5,1+450+(51 = U(.T[)),
50+451+52 = U(ZL‘l),

On—1+40n +ny1 = Ulzy),
denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N + 1 denklem ve

01,00, -, 0N, ON+1

olmak tizere N + 3 bilinmeyenden olusur. Denklem ve bilinmeyen sayisini esitlemek

icin gereken iki denklem icin u(z) = e~@/ 5)° fonksiyonun * = xg ve z = xy



noktalarindaki birinci mertebeden tiirevleri

3

h(—é,l +41)
d_1+ 460+ 61

0o + 401 + 2

On—o +4dn_1+ N

On—1+ 40N + Onia
3

h(—5N—1 + 5N+1)
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kullanilirsa

U/($0)7
U(:EO)a
U(ZE1>,

U(zy-1),
U(:EN)>
U'(zn)

olarak N + 3 denklem ve N + 3 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek

01,00, - -

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak

u(r) =e”

(x/5)?

fonksiyonu icin hata normlari, fonksiyonun kendisi, birinci ve ikinci mertebeden

tiirevleri i¢in hesaplanmig ve sonuglar Cizelge 5.2 de verilmistir. Sonuglar tabloya

yazilirken 1071% den kiiciik gelen L, hatalar1 0 olarak alimmustir.

(izelge 5.2. Kiibik B-spline fonksiyonu igin hata normlari

N 50 100 150 200 250

Uicin L, |0 0 0 0 0

U, icin Lo | 1.17x1073 | 6.12x107° | 1.17x107° | 3.66x1075 | 1.49x10°¢

U,e icin Ly | 6.61x1073 | 1.62x1073 | 7.15x107% | 4.01x10~* | 2.57x10~*
5.3. Kuartik B-spline

Kuartik B-spline fonksiyonlar kullanilirsa x = z,,,m = 0,1,--- , N i¢in yaklagim

U(y) = u(xm) = 0o + 115,

1+ 1100 + 01 = e~ (@m/5)’



olacaktir. Yaklasim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,--- , N igin

0_9+116_1 + 1109 + 64

0_1 + 1109 + 1161 + 92

On—2 +110n_1 + 110N + On41

U(Io),
U<x1)a

U(IN)a

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N + 1 denklem ve

5*27 (5717 507 R 751\77 5N+1
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olmak tizere N + 4 bilinmeyenden olusur. Denklem ve bilinmeyen sayisini esitlemek

icin gereken ti¢ denklem icin u(x) = e~/ 5" fonksiyonun = = o noktasindaki birinci

ve ikinci mertebeden tiirevleriyle + = xny noktasindaki birinci mertebeden tiirevi

kullanilirsa

4
~(=6_5 — 36_y + 350+ 01)

h
12
ﬁ (5,2 — (5,1 — 50 + (51)

O_9+116_1 + 1109 + O3

0_1+ 116¢ + 116, + 09

Sn—2+ 1165 1 4+ 116y + Onie

4
E<_5N72 —30n-1+ 30N +In11)

U(‘TN)v
U'(xn)

olarak N + 4 denklem ve N + 4 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek

0-9,0-1,00,.-,0N,ON+1

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak

fonksiyonu igin hata normlari, fonksiyonun kendisi, birinci, ikinci ve tigiincii

mertebeden tiirevleri i¢in hesaplanmig ve sonuclar Cizelge 5.3 de verilmistir. Sonuclar

tabloya yazilirken 107*® den kiiciik gelen Lo hatalar1 0 olarak almmustir.
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(izelge 5.3. Kuartik B-spline fonksiyonu i¢in hata normlar:

N 50 100 150 200 250

U icin Lo, 0 0 0 0 0

U, i¢in Ly, | 4.61x107* | 1.72x107° | 3.08x107% | 9.42x107 | 3.80x 107

Uy icin Lo, | 5.45%x107% | 3.27x107° | 6.38x107% | 2.01x107¢ | 8.22x10°7

Us, icin Ly | 3.93x1073 | 8.88x107% | 3.89x107% | 2.18x107* | 1.39x 1074
5.4. Kuintik B-spline

Kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilirsa x = x,,,,m = 0,1, --- , N i¢in yaklagim

U(m) = w(Tm) = Gms + 260m_1 + 668, + 26841 + Sy = e~ @m/5)’

olacaktir. Yaklagim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,--- | N igin
0_o+260_1 + 665y + 2601 + 0y = U(mo),
0_1+ 2600 + 6601 + 2609 + 03 = U(ZL‘l),
5N72 + 265]\[,1 + 665]\[ + 265N+1 + 5N+2 = U(ZCN)

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N + 1 denklem ve

0-9,0-1,00,---, 0N, ON+1,0N+2

olmak tizere N + 5 bilinmeyenden olusur. Denklem ve bilinmeyen sayisini esitlemek

icin gereken dort denklem icin u(z) = e~/ 5" fonksiyonun x

birinci ve ikinci mertebeden tiirevleriyle x

mertebeden tiirevleri kullanilirsa

% (—5_2 — 106_1 + 1051 + (52) = U/(Io),
20

F (5,2 +26_1 — 609 + 201 + 52) = U”(.To),

0_o +260_1 + 66d¢ + 2601 + o = U(ZL’()),

0_1+ 260¢ + 6601 + 2605 + I3

zo noktasimndaki

rxn noktasmndaki birinci ve ikinci



0o + 2601 + 6602 + 2603 + d4

G2+ 260x_1 + 665 x5 + 265 n11 + s

5

7 (—0n—2 —100n_1 + 100N11 + Ons2)
20
72 (On—2+20N_1 — 60N +20N11 + On2)
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= U(CL'N),
= UI(‘TN)>

= U”(I‘N)

olarak N + 5 denklem ve N + 5 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek
5727 5717 507 ce

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak

_ (/)

© 51\/7 5N+17 5N+2

fonksiyonu i¢in hata normlari, fonksiyonun kendisi ve ilk dort tiirevi i¢in hesaplanmis

ve sonuclar Cizelge 5.4 de verilmistir. Sonuclar tabloya yazilirken 107'° den kiiciik

gelen L, hatalari 0 olarak alinmigtir.

(izelge 5.4. Kuintik B-spline fonksiyonu i¢in hata normlar:

N 50 100 150 200 250

Uicin L, |0 0 0 0 0

U, igin Ly, | 1.21x107* | 1.18x1075 | 9.55x107% | 1.65x1078 | 4.27x107°
Us,e icin Ly | 2.55%107% | 1.20x107° | 2.22x107% | 6.89x 1077 | 2.78 %1077
Us, igin Lo | 4.48x107% | 2.27x107° | 4.33x107° | 1.36x107¢ | 5.52x10~"
Uis icin Lo | 2.84x1073 | 6.58x107% | 2.88x 1074 | 1.61x10~* | 1.03x10~*

5.5. Sektik B-spline

Sektik B-spline fonksiyonlar kullanilirsa x = z,,, m =

0,1,---, N i¢in yaklagim

U(zm) = w(2m) = Oms + 576m_2 + 3026m_1 + 3020, + 5781 + Opsn = e @/’
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olacaktir. Yaklasim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,--- , N igin

5,3 + 57(572 + 3025,1 + 30250 + 5751 + 52 = U(l’o),

5_2 + 575_1 + 30250 + 30251 + 5752 + (53 = U(ZL‘l),

(5N74 + 57(5]\/,3 + 3025]\[,2 + 302(51\/,1 + 57(51\/ + 5N+1 = U(I'Nfl),

(SN,3 + 57(51\[,2 + 3025]\[,1 + 30251\7 + 575N+1 + 6N+2 = U(I’N)

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N 4+ 1 denklem ve

573, 572, 57]_, 50, . e ,6]\[, 5N+1, 5N+2

olmak tizere N + 6 bilinmeyenden olusur. Denklem ve bilinmeyen sayisini esitlemek

2/5° fonksiyonun z = m, noktasmdaki

icin gereken bes denklem icin u(z) = e~
birinci, ikinci ve ticiincii mertebeden tiirevleriyle x = xny noktasindaki birinci ve

ikinci mertebeden tiirevleri kullanilirsa

% (—5,3 - 25(5,2 - 40(571 + 40(50 + 25(51 + (52) = U/(xg),
30
ﬁ (5_3 + 95_2 — 105_1 — 10(50 + 951 + (52) = U”(l’o),
120
? (—(5,3 - 572 + 8(571 - 850 + (51 + (52) = UW(.’IZO),

(5,3 + 575,2 + 3025,1 + 30250 + 5751 + 52 = U(l’o),

5_2 + 575_1 + 30250 + 30251 + 5752 + 53 = U(ZL‘l),

(51\/,4 + 57(51\/,3 + 3025]\[,2 + 302(51\/,1 + 57(51\/ + 5N+1 = U(I'Nfl),

5N73 + 575N72 + 3025]\[,1 + 30251\7 + 575N+1 + 5N+2 = U(I’N),

6

E (—(SN_g — 2551\]_2 — 4051\1_1 + 4051\[ + 255N+1 + 5N+2) = U’(ZEN),
30
ﬁ ((51\/,3 +90n_2 —100ny_1 — 100 + 95N+1 + 5N+2) = U”(I‘N)

olarak N + 6 denklem ve N + 6 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek

5_3, 5_2, 5_1, 50, e ,5]\[, 6N+]_, 6N+2
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bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak

u(z) =

fonksiyonu i¢in hata normlari, fonksiyonun kendisi ve ilk beg tiirevi i¢in hesaplanmis
ve sonuclar Cizelge 5.5 de verilmistir. Sonuclar tabloya yazilirken 107'° den kiiciik

gelen L., hatalar1 0 olarak alimmigtir.

(izelge 5.5. Sektik B-spline fonksiyonu i¢in hata normlar

N

50

100

150

200

250

U icin L

0

0

0

0

0

U, icin L.,

4.88x1075

2.57x1077

1.80x1078

2.96x107°

7.45x10710

Uy icin Ly

6.47x1075

7.85x1077

6.53x1078

1.14%x1078

2.96x107°

Us, icin Lo,

2.20x1074

8.29x107°

1.51x107¢

4.63x1077

1.87x1077

Uy icin Lo

3.54x1074

1.90x107°

3.63x1076

1.14%x1076

4.63x1077

Us, icin Lo,

1.98x1073

4.42x1074

1.93x1074

1.08x1074

6.88x107°

5.6. Septik B-spline

Septik B-spline fonksiyonlar kullanihirsa x = z,,,m = 0,1,--- , N i¢in yaklagim

Ulzy) = w(rn)=e @5 =6, 5+ 1206, 5 + 11916, ; + 24146,

1191841 + 120812 + Omss

olacaktir. Yaklagim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,--- | N igin
d_3+1200_5 + 119101 + 241460 + 11916, + 12062 + 95 = U(zo),
d_o+1200_1 + 119180 + 24146, + 119165 + 12003 + 64 = U(zy),
On—a+1200n_5 + 11916y o + 241461 + 119165 + 120041 + Ons2 = Ulxn-1),
On—3+ 1200 _o + 11916y _1 + 241405 + 11916y 41 + 1200842 + Onss = Ulzw)

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N 4+ 1 denklem ve

5 3,8 9,0_1,00, ..

S ON, ON1, 0N 2, 0Ny 3
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olmak tizere N + 7 bilinmeyenden olugur. Denklem ve bilinmeyen sayisini egitlemek

@/5)° fonksiyonun = = 1z noktasindaki

icin gereken alt1 denklem icin u(z) = e~
birinci, ikinci ve ti¢iincii mertebeden tiirevleriyle x = xn noktasindaki birinci, ikinci

ve ticiincii mertebeden tiirevleri kullanilirsa

% ((53 + 5662 + 24551 — 2455_1 — 56(5_2 — 5_3) = U/(ZL‘())

42
ﬁ (53 + 2452 + 1551 - 8050 + 155_1 + 245_2 + 5_3) = U”(l’o)
% (53 + 8(52 — 1961 + 19(5,1 - 86,2 — 5,3) = U”l(l’o)

d_3 4+ 1200_5 + 119164 + 241409 + 119157 + 12095 + 95 = U(xo),

d_o+ 12001 + 119160 + 241451 + 119165 + 12003 + 64 = U(xy),

5N—4 + 120(51\[,3 + 1191(51\772 + 24145]\[,1 + 119151\] + 1205N+1 + 6N+2 == U(szl),

5N—3 + 1206N—2 + 11915N_1 + 24145]\7 + 11915N+1 + 1205N+2 + 5N+3 = U(l’N),

7

E (5N+3 + 56019+ 2450811 — 2450 N1 — H6ON_o — 6N—3) = U/(IN),
42
ﬁ ((SN+3 + 246N+2 + 156N+1 —800n + 150N_1 + 240 N_o + 6N—3) = U”(l’N),

210 "
? (6N+3 + 8(5]\[4.2 — 195N+1 + 1951\7_1 — 86N_2 — 6N_3) = U (ZEN)

olarak N + 7 denklem ve N + 7 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek
0-3,0-2,0-1,00,,0N, ON+1,ON+2, ON+43
bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak
u(z) = e~ @/%)"

fonksiyonu i¢in hata normlari, fonksiyonun kendisi ve ilk alt1 tiirevi i¢in hesaplanmis
ve sonuclar Clizelge 5.6 de verilmistir. Sonuclar tabloya yazilirken 10~ den kiiciik

gelen L, hatalari 0 olarak alinmigtir.
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(izelge 5.6. Septik B-spline fonksiyonu icin hata normlar
N 50 100 150 200 250
U icin Lo, 0 0 0 0 0
U, igin Ly, | 1.81x107° | 2.86x1078 | 9.50x1071° | 9.16x10~ ! | 1.51x10~ !
Use i¢in Ly, | 2.70x107° | 1.99x1077 | 1.46x107% | 2.43x107° | 6.17x1071°
Usy icin Ly, | 6.57x107° | 6.17x1077 | 4.50x107% | 8.80x107? | 2.31x107°
U icin Ly, | 1.78x107* | 7.08x1076 | 1.27x107% | 3.90x10~7 | 1.57x1077
Usy icin Ly | 2.85x107* | 1.43x1075 | 2.74x107% | 8.68x1077 | 3.58x1077
Uss icin Ly | 1.65x1073 | 3.72x107% | 1.62x107% | 9.04x1075 | 5.77x1075
5.7. 8. Dereceden B-spline

8. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanilirsa x = z,,,m = 0,1,--- |, N ic¢in

yaklagim

Ulxy) =

olacaktir. Yaklagim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,---

0_gq + 2470 _35 + 42936 _5 4+ 156195_1 + 156199 + 429361 + 2475 + 03

0_3+ 2475 _5 4429351 4+ 156199¢ + 1561901 + 429302 + 24703 + 04

156196, + 4293841 + 247612 + Omrs

Snos + 2476 4 + 42930y _5 + 156190y 5 + 156198y,
142936y + 2470 41 + O o

ON—a+2470N_3 + 42930 N_o + 156190 ;_; + 156190 5

+42936N+1 + 2475N+2 + 5N_|_3

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N 4+ 1 denklem ve

6*47 5*37 6*27 5717 607 -

. 76N76N+175N+276N+3

W) = e @/ = § 4 247605 + 42936 ,,_5 + 156198,

, N icin

olmak tizere N + 8 bilinmeyenden olugur. Denklem ve bilinmeyen sayisini egitlemek

icin gereken yedi denklem icin u(z) = e~/ 5” fonksiyonun = = z, noktasindaki



birinci, ikinci, tigiincii ve dordiincii mertebeden tiirevleriyle z = xy

birinci, ikinci ve tic¢lincii mertebeden tiirevleri kullanilirsa

% (—0_4 — 1195_5 — 10716_ — 12255_, + 12256, + 10715,
+1196, + 0

% (5_s + 550_5 + 1895_y — 2456_; — 245050 + 1898, + 5505 + 0)
% (—0_4 — 236_5 -+ 95_s + 950_; — 9565 — 95 + 2305 + 0)
% (6_4+ 765 — 2765+ 195_1 + 1950 — 2781 + 765 + 03)

0_yg + 2470 _5 + 42930 _5 + 156190 _1 + 1561960 + 429301 + 24755 + 3
0_g 4+ 2470 _5 4+ 42930 _1 4+ 1561900 + 1561901 + 42930 + 24703 + d4

S5 + 24764 + 42936y _5 + 156190y 5 + 156196y,
142036y + 2470 11 + Sno
Sn_4 + 2476 5 + 42936y _o + 156195 y_1 + 156198y
142938 n41 + 2470 N2 + O s

% (—0n—4 —1190y_3 — 10710 y_o — 122501 + 1225J
+10710n41 + 1195542 + On3)
26
72 (On—g +550n_3+ 1895 _o — 245551 — 245N
1898 y41 + 550Nn42 + Ongs)
336
ﬁ (—(SN_4 - 235]\[_3 + 95]\[_2 + 9551\/_1 - 95(5]\[

—90N11 + 230 N42 + Ongs)
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noktasindaki

= U/(:EO)?

— U”(xN),

— U/// (xN)

olarak N + 8 denklem ve N + 8 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek

6747 673, 6727 671, 60, ey 5N7 6N+]_7 6N+27 6N+3
bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak

u(z) = e~ @)

fonksiyonu i¢in hata normlari, fonksiyonun kendisi ve ilk yedi tiirevi i¢in hesaplanmig

ve sonuglar Cizelge 5.7 de verilmigtir. Sonuclar tabloya yazilirken 10~

gelen L., hatalar1 0 olarak alinmigtir.

15 den kiiciik
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Cizelge 5.7. Sekizinci dereceden B-spline fonksiyonu icin hata normlar:
N 50 100 150 200 250
U icin Lo, 0 0 0 0 0
U, i¢in Lo | 8.77x107% | 5.67x1072 | 1.50x10710 | 1.32x 107 | 2.08x 1012
Ue igin Lo, | 1.07x107° | 2.26x1078 | 7.77x10710 | 7.43x1071 | 1.22x10~!1
Usy icin Lo | 3.14x1075 | 1.57x1077 | 1.12x107% | 1.89x107° | 4.82x1071°
U icin Ly | 5.94x107° | 5.98x1077 | 4.81x107% | 8.31x107? | 2.15x107°
Usy icin Ly | 1.53x107% | 5.38x1076 | 9.62x1077 | 2.99x107 | 1.22x1077
Usy icin Ly | 2.75x107* | 1.39x1075 | 2.63x107% | 8.21x1077 | 3.34x1077
Uzp icin Ly | 1.29%1073 | 2.80x107% | 1.22x107% | 6.90x107° | 4.46x107°
5.8. 9. Dereceden B-spline

9. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanilirsa x = z,,,m = 0,1,--- | N ic¢in

yaklagim

Uxm) = () =e "/ =5, 4 +5020,,_3 + 146080,,_5 + 882340,,_,
+1561900,,, + 88234841 + 14608542 + 502045 + Ora

olacaktir. Yaklagim acik olarak yazilirsa sirasiyla m =0,1,--- | N igin

d_4 +5020_5 + 146080 _5 + 882346 _; + 1561904,

- U(Io),
48823401 + 146085 + 50203 + d4
0_3+ 5020_5 + 146085 _1 + 882340y + 1561900, Uley)
- x1),
+8823405 + 1460803 + 50204 + J5
On—a + 5020 n_3 + 14608 y_o + 882340 5_1 + 1561900
- U(IN)u

1882348 y+1 + 1460808 42 + 5026 545 + O ya

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N + 1 denklem ve

6*47 5737 6*27 5717 607 s 75N7 5N+17 5N+27 5N+37 5N+4

olmak tizere N + 9 bilinmeyenden olusur. Denklem ve bilinmeyen sayisini esitlemek

icin gereken sekiz denklem igin u(z) = e~ (*/ 5)° fonksiyonun x = =z, noktasidaki
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birinci, ikinci, tigiincii ve dordiincii mertebeden tiirevleriyle x = xn noktasindaki

birinci, ikinci, ti¢lincii dordiincii mertebeden tiirevleri kullanilirsa

% (—0_4 — 2466 _3 — 40465 _o — 113260 _,

+113268; + 404665 + 24655 + 04)

2
% (8_4+ 1185_3 + 9520_5 + 15451 — 24500,
+15487 + 95205 + 11865 + 64)

4
% (—6_4 — 540_5 — 1346 _5 + 4346 _,—
43481 4 1340, + 5465 + 04)

3024

h4

(8_4+226_5 — 320_5 — 866_1 + 1900,
—868; — 3205 + 2205 + 6,)

§_4 4 5026_3 + 146085_5 + 882346_1 + 1561904,

+882345, + 1460885 + 50285 + 04

0_3 4+ 5020_5 + 146080 _1 + 882340, + 1561900,
+8823405 + 1460863 + 50204 + 05

N1+ 5020 y_3 + 146085 y_ -+ 882340 y_1 + 1561900
1882348 x11 + 1460808 42 + 5026 345 + O na

9
7 (—0n—4 — 2460 _3 — 40460 o — 11326051
+11326(5N+1 + 40465N+2 + 246(5N+3 + 5N+4)
72
72 (On_4+ 1185y 3+ 95205 o + 154051 — 24500 y
+1540 11 + 9520 v 4o + 1180 N3 + In14)
504
75 (—0n_4— 540y 3 — 1340y 2 + 43461 — 4340 N 11
+1346n42 + 540N 43 + Onya)
3024

o ((51\/,4 +220N_3 — 320N_2 — 860 ny_1 + 1900 5

—860N41 — 32042 + 22043 + Onya)

U’(l’o),

U//(:I:O)’

olarak N + 9 denklem ve N + 9 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek

6—47 5—3; 6—27 5—1; 60; L) 75N7 5N+1> 5N+2> 5N+3> 5N+4
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bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak

(/5

u(z) =

fonksiyonu igin hata normlari, fonksiyonun kendisi ve ilk sekiz tiirevi igin

hesaplanmis ve sonuclar Cizelge 5.8 de verilmistir. Sonuclar tabloya yazilirken 10~

den kiiciik gelen L., hatalar1 0 olarak alinmigtar.

(izelge 5.8. Dokuzuncu dereceden B-spline fonksiyonu i¢in hata normlar
N 50 100 150 200 250
Uigin Lo |0 0 0 0 0
U, igin Ly | 3.79%1076 | 8.43x10710 | 1.21x107 | 6.28%x10713 | 6.33x10~14
Upe i¢in Lo, | 4.85x107¢ | 5.01x1072 | 1.38x10719 | 1.20x107* | 1.89x 10712
Usg igin Ly, | 1.28x107° | 1.89x1078 | 6.79x1071° | 6.56x 1011 | 1.07x 107!
Uiy icin Lo | 2.79%1075 | 1.58%x1077 | 1.10x107® | 1.79x107% | 4.51x10~10
Us, icin Ly | 5.27x107° | 4.79x1077 | 4.12x1078 | 7.26x107% | 1.88x107°
Usy icin Ly | 1.49%107% | 5.29x1076 | 9.32x1077 | 2.83x1077 | 1.14x1077
Uz icin Ly | 2.26x1074 | 1.11x1075 | 2.24x1075 | 7.15x1077 | 2.91x1077
Usy icin Ly, | 1.23x1073 | 2.70x107* | 1.17x1075 | 6.52x107° | 4.16x107°
5.9. 10. Dereceden B-spline

10. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanmilirsa x = z,,,m = 0,1,--- | N icin

yaklagim

Ulzp) = w(am) =e @/ =5 o+ 10138,,_4 + 478400,,_3

+4551926,,,—2 + 13103546,,,_1 + 13103546,

4551925 ,,41 + 47840012 + 1013845 + Gpmpa

olacaktir. Yaklagim acik olarak yazilirsa sirasiyla m = 0,1,--- | N igin

0_5 +10130_4 + 478400 _35 4 4551920 _5 + 13103540 _
+1310354d¢ + 45519260, + 4784055 + 101393 + d4

U(ZL‘()),
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0_4 +10130_5 + 478400 _5 4 4551926 _1 + 13103549,
+131035401 + 45519205 + 4784055 + 101304 + 95

On—5 + 10130 5_4q + 478400 5_3 + 4551920 5_o + 13103540 1
+13103540 5 + 4551920 511 + 478400 N 12 + 10130y 43 + On1a

denklem sistemi elde edilir. Denklem sistemi N 4+ 1 denklem ve

5—57 5—47 5—37 5—27 5—17 507 ceey 51\77 5N+17 5N+27 5N+37 5N+4

olmak tizere N + 10 bilinmeyenden olugur. Denklem ve bilinmeyen sayisini egitlemek
icin gereken dokuz denklem icin u(z) = e~(*/ 5)° fonksiyonun x = xy noktasidaki
birinci, ikinci, iigiincii, dordiincii ve beginci mertebeden tiirevleriyle x = xy

noktasindaki birinci, ikinci, ticiincii dordiincii mertebeden tiirevleri kullanilirsa

10
— (—=0_5 — 5016_4 — 141060 _5 — 736266 _5 — 67956 _4
h = U'(zo)
+679560¢ + 7362667 + 1410602 + 50185 + d4)
90
72 (0_5 + 2456 _4 + 38005 _3 + 72805 _o — 113260 _ ()
—1132640 + 728007 + 380085 + 24503 + d4)
720
T (O T = 8300 + TR0 260000,
260480 — 7988, + 83485 + 1170 + 0y)
5040
i (0o 580 800~ 9080+ MGy
+4348) — 5686, + 800 + 5363 + 04)
30240

T5 (05— 2004 5405 + 546 2765, O ay).
127680 — 5407 — 5465 + 2155 + 64)

0_5 + 10130 _4 + 478400 _3 + 4551926 _5 + 131035494

- U(Io),
+13103540¢ + 45519201 + 4784005 + 101305 + d4
0_4 +10130_3 + 478400 _5 + 4551926 _1 + 13103540 Ula)
- x1),
+131035401 + 45519205 + 4784003 + 101304 + d5
On_5+ 10130 y_4 + 478400 5 _3 + 4551920 y_o + 1310354 y_1 Uly)
= aj‘N

+13103540y + 4551920 41 + 478400 42 + 10138 x 45 + On44
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1
70 (—0n—5 —H010N_g — 141060 y_3 — 736260 y_2 — 67956 51 ()
- IN),
1679560y + 736268 x1 + 14106042 + 5010543 + On-4)
90
— (On_5+ 24504 + 3800053 + 728005 o — 113260 51
h2 — U”(IN),
—113260 5 + 72808 11 + 38000 45 + 2450 n13 + O
720
? (—(SN_5 - 117(5]\[_4 - 834(5]\[_3 + 798(5N—2 + 260451\7_1 _ U/”(xN>
—26040y — 7980 n41 + 8340 N2 + 1170 x5 + Onra)
5040
On_5+530n_4+800n_3 — D568 _o + 434N _
h4(N5 N—4 N-3 N—-2 N-1 :U(4)(;CN)

+4346 5 — 5685N+1 + 805N+2 + 535N+3 + 5N+4)

olarak N + 10 denklem ve N 4 10 bilinmeyenden olusan denklem sistemi elde edilir.

Denklem sistemi ¢oziilerek

5757 5*47 5737 5*27 5717 507 B 51\77 5N+17 5N+27 5N+37 5N+4

bilinmeyenleri bulunabilir. Bilinmeyenler kullanilarak
u(z) = e~ @/%)’
fonksiyonu icin hata normlari, fonksiyonun kendisi ve ilk dokuz tiirevi icin

hesaplanmis ve sonuclar Cizelge 5.9 da verilmistir. Sonuclar tabloya yazilirken 10715

den kiigiik gelen L., hatalar1 0 olarak alinmigtir.

(izelge 5.9. Onuncu dereceden B-spline fonksiyonu i¢in hata normlar:

N 50 100 150 200 250

Uigin L, |0 0 0 0 0

U, icin Leo | 2.70x1076 | 1.76x 10710 | 1.80x107'2 | 7.97x 10~ | 9.06x 10~
U,y icin Lo | 2.45x1076 | 7.94x 10710 | 1.08x10"1 | 5.61x 10713 | 5.64x 104
Us, icin Lo | 7.73x1076 | 4.22x107° | 1.23x1071% | 1.07x107 | 1.70x 10712
Ui icin Loy | 1.34x107% | 2.16x1078 | 7.08x1072° | 6.67x 107! | 1.08x 10
Us, icin Leo | 2.91x107° | 1.27x1077 | 9.52x10° | 1.58x10~ | 3.97x10710
Usy icin Ly, | 6.06x107° | 5.42x1077 | 4.29%1078 | 7.37x107% | 1.90x10~°
Uz icin Ly, | 1.38x107% | 4.23x1076 | 7.99%1077 | 2.48%x1077 | 9.96x10~8
Usy icin Ly | 3.63x107% | 1.24x1075 | 2.33x1076 | 7.25x1077 | 2.95%x10°7
Uy icin Log | 1.03x1073 | 2.15x107* | 9.95%x107° | 5.68x107° | 3.63x107°
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6. BULGULAR VE TARTISMA

2. dereceden 10. dereceye kadarki tiim B-spline fonksiyonlar test pobleminde
kullanildiginda birinci mertebeden tiirev icin elde edilen hata normlar1 bir 6énceki
boliimde hesaplanmigti.  Kiyaslama yapilabilmesi icin sonuclar Cizelge 6.1 de
tekrar verilmistir. 2. dereceden baglayarak 10. dereceye kadarki tiim B-spline
fonksiyonlar i¢in alt konum aralik sayilar1 arttirildiginda veya bagka bir ifade ile alt
konum uzunluklar: azaltildiginda birinci mertebeden tiirev i¢in elde edilen hatalarin
azaldigr acikca goriilmektedir. B-spline fonksiyonlar kargilastirildiginda ise birinci
mertebeden tiirev i¢in en diigiik hatanin en yiiksek dereceden B-spline fonksiyon

kullanildiginda geldigi de acik¢a goriilmektedir.

(izelge 6.1: Birinci mertebeden tiirev icin elde edilen hata normlar:

Metotlar N =50 N =100 N =150 N =200 N = 250

2. Der. B-spline | 1.15x107% | 2.62x107% | 1.17x107® | 6.54x10™* | 4.16x10~*
3. Der. B-spline | 1.17x1073 | 6.12x107° | 1.17x107° | 3.66x107¢ | 1.49x107°
4. Der. B-spline | 4.61x107* | 1.72x107° | 3.08x10°% | 9.42x10~7 | 3.80x10~"
5. Der. B-spline | 1.21x107* | 1.18x10°% | 9.55%x107® | 1.65x107% | 4.27x10~?
6. Der. B-spline | 4.88x107° | 2.57x10~7 | 1.80x10~® | 2.96x10° | 7.45%x10~1°
7. Der. B-spline | 1.81x107° | 2.86x10~% | 9.50x107* | 9.16x10~™ | 1.51x10~ "
8. Der. B-spline | 8.77x1076 | 5.67x107° | 1.50x1071% | 1.32x 107" | 2.08x10~'2
9. Der. B-spline | 3.79x1076 | 8.43x10710 | 1.21x107 | 6.28x107%3 | 6.33x10~ 14
10. Der. B-spline | 2.70x107% | 1.76x1071° | 1.80x 10712 | 7.97x107'* | 9.06x10~'°

3. dereceden 10. dereceye kadarki tiim B-spline fonksiyonlar test pobleminde
kullanildiginda ikinci mertebeden tiirev igin elde edilen hata normlar1 bir 6nceki
boliimde hesaplanmigti. Kiyaslama yapilabilmesi i¢in sonuglar Cizelge 6.2 de tekrar
verilmistir. 3. dereceden baglayarak 10. dereceye kadarki tiim B-spline fonksiyonlar
icin alt konum aralik sayilari arttirldiginda veya bagka bir ifade ile alt konum
uzunluklar1 azaltildiginda ikinci mertebeden tiirev icin elde edilen hatalarin azaldig

acikca goriilmektedir. B-spline fonksiyonlar karsilagtirildiginda ise ayni birinci tiirev
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icin elde edilen durumda oldugu gibi ikinci mertebeden tiirev igin elde edilen en
diisiik hatanin en yiiksek dereceden B-spline fonksiyon kullanildiginda geldigi de
acikca goriilmektedir.

Cizelge 6.2: Ikinci mertebeden tiirev icin elde edilen hata normlar

Metotlar N =50 N =100 N =150 N =200 N =250

3. Der. B-spline | 6.61x1073 | 1.62x107 | 7.15x10™* | 4.01x107* | 2.57x107*
4. Der. B-spline | 5.45x107% | 3.27x107° | 6.38x107% | 2.01x1076 | 8.22x10~7
5. Der. B-spline | 2.55x107% | 1.20x1075 | 2.22x107% | 6.89x1077 | 2.78%x107"
6. Der. B-spline | 6.47x107° | 7.85x1077 | 6.53x107® | 1.14x107® | 2.96x10~°
7. Der. B-spline | 2.70x107° [ 1.99x107" | 1.46x1078 | 2.43x107° | 6.17x10710
8. Der. B-spline | 1.07x107° | 2.26x107® | 7.77x1071% | 7.43x10~! | 1.22x10~!
9. Der. B-spline | 4.85x1076 | 5.01x107% | 1.38x107%0 | 1.20x10~! | 1.89x10~!2
10. Der. B-spline | 2.45x107¢ | 7.94x107%° | 1.08x107 | 5.61x10713 | 5.64x 10714

4. dereceden 10. dereceye kadarki tiim B-spline fonksiyonlar test pobleminde
kullanildiginda tigiincii mertebeden tiirev icin elde edilen hata normlar1 bir énceki

boliimde hesaplanmisti. Kiyaslama yapilabilmesi icin sonuclar Cizelge 6.3 de tekrar

verilmigtir.

Cizelge 6.3: Uciincii mertebeden tiirev icin elde edilen hata normlar:

Metotlar N =50 N =100 | N =150 N =200 N =250

4. Der. B-spline | 3.93x1073 | 8.88x107% | 3.89x10™* | 2.18x10~* | 1.39x10~*
5. Der. B-spline | 4.48x107* | 2.27x107° | 4.33x107¢ | 1.36x107¢ | 5.52x10~7
6. Der. B-spline | 2.20x107* | 8.29x107% | 1.51x107% | 4.63x10~" | 1.87x10~"
7. Der. B-spline | 6.57x107° | 6.17x107" | 4.50x107® | 8.80x107? | 2.31x107°
8. Der. B-spline | 3.14x107° | 1.57x1077 | 1.12x107% | 1.89x107? | 4.82x1071°
9. Der. B-spline | 1.28x107° | 1.89x107® | 6.79x107 | 6.56x10~* | 1.07x 10~
10. Der. B-spline | 7.73x107°% | 4.22x107% | 1.23x1071% | 1.07x107'! | 1.70x10~"2

(izelge 6.3 incelendiginde 4. dereceden baglayarak 10. dereceye kadarki tiim

B-spline fonksiyonlar i¢in alt konum aralik sayilar arttirildiginda veya bagka bir ifade
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ile alt konum uzunluklar1 azaltildiginda {iciincii mertebeden tiirev icin elde edilen
hatalarin azaldig1 acik¢a goriilmektedir. B-spline fonksiyonlar karsilagtirildiginda ise
ayni1 birinci ve ikinci mertebeden tiirev i¢in elde edilen durumda oldugu gibi iigiincii
mertebeden tiirev i¢in elde edilen en diigiik hatanin en yiiksek dereceden B-spline

fonksiyon kullanildiginda geldigi acikca goriilmektedir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismada bir ¢cok uygulama alam olan birinci dereceden onuncu dereceye
kadarki B-spline fonksiyonlar incelenmistir. Oncelikle birinci dereceden onuncu
dereceye kadarki tiim B-spline fonksiyonlar indirgeme bagmtisi kullanilarak
gikartilmigtir. Cikartilan B-spline fonksiyonlarin ve tiirevlerinin tanimh olduklar:
aralik tizerindeki sekilleri cizilmis ve siireklilik ozellikleri incelenmistir. Ayrica
B-spline fonksiyonlarin kag araligi orttiikleri ve bir alt aralikta bulunan sekil
fonksiyonlarinin sayis1 da gorsel olarak gosterilmek icin grafikleri c¢izilmistir.
Cikartilan spline fonksiyonlarin nasil uygulandigini gosterebilmek igin bir test
problemi kullanilmig ve analitik olarak bilinen bir fonksiyon ve tiirevlerine nasil
yaklagim yapildigi her bir spline fonksiyon ig¢in incelenmistir. Elbetteki yiiksek
dereceden B-spline fonksiyon kullanilmasi islem maliyetlerini ve programlarin
bilgisayarlardaki caligma siirelerini arttirmaktadir. Fakat elde edilen sonuclar
kiyaslandiginda ise tiirevlere yapilan yaklasimlarin B-spline fonksiyonun derecesi

arttiginda daha iyi oldugu test probleminden goriilmektedir.

Bilim insanlar1 genellikle 8. dereceye kadarki B-spline fonksiyonlar: interpolayon
polinomu olarak ve diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde yogun olarak kullanmuistar.
Bu caligmada ise literatiirde hemen hemen hi¢ kullanilmayan 8., 9. ve 10.
dereceden B-spline fonksiyonlarin gikartilmasi yapilmigtir. Bilindigi iizere B-spline
fonksiyonlar ile bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerine de yaklagim yapilabilmektedir.
Bu durumu gostermek icin secilen test probleminde de goriildiigii iizere gikartilmasi
yapilan 8., 9. ve 10. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanildiginda bilinmeyen
fonksiyonun yiiksek mertebeden tiirevlerine de yiiksek dogrululuklu yaklasimlar
yapilabilmektedir. Dolayisiyla elde edilen 8., 9. ve 10. dereceden B-spline
fonksiyonlar interpolasyon polinomu olarak veya yiiksek mertebeden diferensiyel

denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilabilecektir.
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