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ÖZET

Sek z bölümden oluşan bu çalışmada, G ve Gn−metr k uzaylar tanıtılmıştır. Daha
sonra G−metr k uzayda b l nen bazı sab t nokta teoremler n n Gn−metr k uzaydak
genellemeler ver lm şt r. Bu genellemeler n alışılmış metr k uzaydan elde ed l p
ed lemeyeceğ de göster lm şt r.

Dördüncü bölümde, G−metr k uzay le alışılmış metr k uzay arasındak lg
ver lm şt r. Daha sonra G−metr k uzayda bazı öneml eş ts zl kler fade ve spat ed lm şt r.
Son olarak se G−metr k topoloj de yakınsaklık ve sürekl l k kavramları ele alınmıştır.

Beş nc bölümde,Gn−metr k uzay le alışılmış metr k uzay arasındak lg ver lm şt r.
Daha sonra Gn−metr k uzayda bazı öneml eş ts zl kler fade ve spat ed lm şt r. Son olarak
se Gn−metr k topoloj de yakınsaklık ve sürekl l k kavramları ele alınmıştır.

Altıncı bölümde, G−metr k uzayda b l nen bazı sab t nokta teoremler Gn−metr k
uzayda genelleşt r lm şt r. Bu genelleşt r lm ş teoremler klas k yöntemle (P card terasyonu)
spatlandıktan sonra, spatların kapalı bağıntılar yardımıyla daha da bas t ve kısa olarak
ver leb leceğ göster lm şt r.

Anahtar Kel meler: Metr k Uzay, Genelleşt r lm ş Metr k Uzay, G−Metr k Uzay,
Gn−Metr k Uzay, Sab t Nokta Teoremler , Kapalı Bağıntı.
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SUMMARY

In th s study wh ch s cons st of e ght parts, G and Gn−metr c spaces are ntroduced.
Then the general zat ons of some f xed po nt theorems, wh ch are known n G metr c space,
n Gn−metr c space are g ven. It has also been shown whether these general zat ons can be
der ved from convent onal metr c space.

In the fourth chapter, the relat on between G−metr c space and usual metr c space s
g ven. Later, some mportant nequal t es nG−metr c space have been expressed and proved.
F nally, the concepts of convergence and cont nu ty n G−metr c topology are d scussed.

In the f fth chapter,the relat on between Gn−metr c space and usual metr c space s
g ven. Later, some mportant nequal t es n Gn−metr c space have been expressed and
proved. F nally, the concepts of convergence and cont nu ty n Gn−metr c topology are
d scussed.

In the s xth chapter, some known f xed po nt theorems n G−metr c space are
general zed n Gn−metr c space. After these general zed theorems are proven by class cal
method (P card terat on), t has been shown that proofs can be g ven more s mply and
br efly w th the help of mpl c t relat ons.

KeyWords:Metr c Space, General zed Metr c Space,G−Metr c Space,Gn−Metr c
Space, F xed Po nt Theorems, Impl c t Relat on.
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

Matemat kte bazı problemler çözerken, uygun b r f fonks yonu ç n f (x) = x

şekl ndek b r denklem çözme zorunluluğu ortaya çıkab l r. Bu türdek denklemler n
çözümler ne sab t noktalar den r. Bu sab t noktaların varlığını ve tekl ğ n n ncelend ğ
teoremlere de sab t nokta teoremler den r. Sab t nokta teor s n n başlangıcı 19. yüzyıl
başlarına dayanmaktadır. Sab t nokta teor s , ad d ferans yel denklemler n ve ntegral
denklemler n çözümünün varlığını ve tekl ğ n göstermek amacıyla başlamıştır.

Sab t noktanın tanımını b raz daha rdelemek gerek rse, X boştan farklı b r küme ve
f : X → X b r dönüşüm olsun. f (x) = x olacak şek ldek b r x ∈ X noktasına f
dönüşümünün sab t noktası den r. Bu tanıma göre akla aşağıdak soruların gelmes gayet
doğaldır;

1) b r dönüşümünün sab t noktası her zaman var mıdır ?
2) b r dönüşümünün sab t noktası yoksa, hang koşullar altında vardır ?
3) b r dönüşümünün sab t noktası b rden fazla olab l r m ?
4) b r dönüşümünün sab t noktası veya noktaları varsa, bu noktalar nasıl tesp t

ed l r?
Bu sorulara cevap aranırken üç farklı eğ l mden bahsed leb l r. X kümes üzer nde

ceb rsel veya topoloj k yapılar d kkate alınarak f dönüşümünün sab t noktasının olması
adına gerekl şartların bel rlenmes d r. Örneğ n X n b r kısm sıralı küme olması
durumunda f dönüşümünün monotonluk özell ğ kullanılarak sab t noktalarının varlığı ç n
araştırmalar yapılmıştır. Tarsk teorem n n örnek olarak ver ld ğ bu yöndek çalışmalara
ayrık sab t nokta teor s adı ver lmekted r. Eğer X b r normlu uzay se sürekl l k,
kompaktlık veya bunlara benzer topoloj k kavramlar yardımıyla sab t noktalarının
varlığının araştırıldığı teor ye topoloj k sab t nokta teor s den r, bu gruba aşağıda fade
ed lecek olan Brouwer ve Schauder teoremler örnek ver leb l r. Ancak burada d kkat
ed lecek husus bu teoremler n sab t noktanın varlığını garant etmes olup, tekl ğ hakkında
b r b lg vermemes d r. Banach sab t nokta teorem n temel alan ve metr k sab t nokta teor
olarak adlandırılan üçüncü grupta X n b r metr k uzay olduğu kabul ed lerek büzülme veya
büzülme t p dönüşümler n sab t noktalarının varlığı araştırılmaktadır.

B l nen lk sab t nokta teorem , “Aradeğer Teorem ” n n sonucu olup şu şek lde fade
ed l r: “ X = [a, b] ⊂ R olmak üzere f : X → X sürekl dönüşüm se, f n n X de b r sab t
noktası vardır ” şekl nded r. 1912 yılında Hollandalı matemat kç L. E. J. Brouwer bu
teorem Rn uzayına “ B, Rn de kapalı b r yuvar ve f : B → B sürekl dönüşüm se, f n n
X de b r sab t noktası vardır ” şekl nde gen şletm şt r. Ancak bu teorem sonsuz boyutlu
uzaylar ç n geçerl değ ld r. 1930 yılında J. Schauder bu teorem sonsuz boyutlu Banach
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uzaylarına “B, X Banach uzayının boş olmayan kompakt, konveks b r alt kümes ve
f : B → B sürekl b r dönüşüm olsun. Bu takd rde f , X de en az b r sab t noktaya sah pt r”
şek nde genellem şt r. Sab t nokta teor n n en ünlü sonucu ve sab t nokta teor s n n
başlangıcı olarak kabul ed len teorem 1922 yılında Polonyalı matemat kç Stefan Banach
tarafından doktora tez nde fade ed len “ Banach Sab t Nokta Teorem ” olarak b l nen ve
sab t noktanın varlığını ve tekl ğ n garant eden şu teoremd r: “ (X, d) b r tam metr k uzay
ve T : X → X b r büzülme dönüşümü olsun; yan her x, y ∈ X ç n d (Tx, Ty) ≤ kd (x, y)

olacak şek lde b r k ∈ [0, 1) vardır. Bu takd rde T dönüşümü X de b r tek noktaya sah pt r.”
Bu teorem b r ntegral denklem n çözümünün varlığını spatlamak amacıyla kurulmuştur.
Ayrıca Banach sab t nokta teorem nde keyf x ∈ X ç n (T n)n∈N P card terasyon d z s n n
T dönüşümünün sab t noktasına yakınsayacak olacağıda ver lm şt r. Burada bel rtmek
gerek r k 1837 de L ouv lle tarafından tanıtılan ve 1890 da İtalyan matemat kç P card
tarafından ad d ferens yel denklemler ç n Cauchy problem n n tahm n çözümünü
araştırmasında kullanılan ve s stemat k olarak gel şt r len ardışık yaklaşım yöntem yaklaşık
k b n yıldan fazla tar he sah pt r. Sonuç olarak sab t noktanın varlığını ve tekl ğ n
bel rlemes n n yanısıra, eğer varsa sab t noktayı bulmayı sağlayan Banach sab t nokta
teorem oldukça kullanışlıdır. İşte bu yüzden bu kullanışlı teorem, ya büzülme şartı
zayıflatılarak ya da metr k uzaydan daha genel uzaylar tanımlanarak araştırmacılar
tarafından hala üzer nde çalışılmaktadır.

Bu çalışmanın temel amacı alışılmış metr k uzayların l teratürdek son
genellemeler nden b r olan Gn−metr k uzay tanıtılmasının yanı sıra, G−metr k uzayda
b l nen bazı sab t nokta teoremler n Gn−metr k uzayda genellemekt r. Bu genelleşt r lm ş
teoremler n alışılmış metr k uzaya nd rgen p- nd rgenemeyeceğ araştırıldıktan sonra,
klas k yöntemle (P card terasyonu) spatlar yapılacak, daha sonra bu spatların kapalı
bağıntılar yardımıyla daha bas t ve kısa olacak şek lde ver leb leceğ göster lecekt r.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Topoloj ve fonks yonel anal z n temel n oluşturanmetr k uzay kavramı lk defa 1906
yılında Fransız Matemat kç Maur ce Frechét tarafından l teratüre kazandırılmıştır.

Tanım 2.1 X boş olmayan b r küme ve d : X ×X → R b r fonks yon olsun.
M1) Her x, y ∈ X ç n d (x, y) ≥ 0 ve d (x, y) = 0 ⇔ x = y,
M2) Her x, y ∈ X ç n d (x, y) = d (y, x),
M3) Her x, y, z ∈ X ç n d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z)

şartları sağlanıyorsa d fonks yonuna X üzer nde b r metr k ve (X, d) k l s ne metr k uzay
adı ver l r.

Alışılmış (klas k) metr k uzayları genelleşt rme f kr yle, 1963 yılında Gähler
tarafından ortaya atılan 2-metr k uzay kavramı aşağıdak g b d r.

Tanım 2.2 X boştan farklı b r küme olmak üzere, d : X ×X ×X → [0, ∞) fonks yonu,
İ1) B rb r nden farklı keyf x, y ∈ X elemanları ç n d(x, y, z) ̸= 0 olacak şek lde

b r z ∈ X vardır,
İ2) Keyf x, y, z ∈ X elemanlarından herhang k s eş t se d(x, y, z) = 0 dır,
İ3) d(x, y, z) = d(x, z, y) = d(y, x, z) = d(y, z, x) = d(z, x, y) = d(z, y, x) d r,
İ4) Keyf x, y, z, a ∈ X ç n d(x, y, z) ≤ d(x, y, a) + d(x, a, z) + d(a, y, z) d r,

koşullarını sağlıyorsa d yeX üzer nde b r 2−metr k den r ve (X, d) k l s ne 2−metr k uzay
adı ver l r.

Her ne kadar Gähler yaptığı çalışmada 2−metr k uzayın alışılmış metr k uzayın b r
genelleşt r lmes olduğunu dd a etm ş olsa da daha sonra yapılan b r çok çalışmada
2−metr k uzayın alışılmış metr k uzayın b r genellemes olmadığı ortaya konmuştur.
Örneğ n alışılmış metr k uzayda, metr k sürekl b r fonks yon ken 2−metr ğ n sürekl
olması gerekmed ğ göster lm şt r. Yan bu uzaklık fonks yonları arasında b r lg n n
olmadığı ortaya konmuştur. Daha sonra 1984 tek doktora çalışmasında Dhage alışılmış
metr k uzayın b r genellemes olarakD−metr k uzay kavramını, 2−metr k uzaydak İ1) ve
İ2) aks yomlarını değ şt rerek aşağıdak g b verm şt r.

Tanım 2.3 X boştan farklı b r küme olmak üzere, D : X ×X ×X → [0, ∞) fonks yonu
D1) D(x, y, z) = 0 ⇔ x = y = z d r,
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D2) D(x, y, z) = D(x, z, y) = D(y, x, z) = D(y, z, x) = D(z, x, y) = D(z, y, x)

d r,
D3) Keyf x, y, z, a ∈ X ç n D(x, y, z) ≤ D(x, y, a) +D(x, a, z) +D(a, y, z) d r,

koşullarını sağlıyorsa D ye X üzer nde b r D−metr k den r ve (X, D) k l s ne D−metr k
uzay adı ver l r.

2003 yılında Mustafa ve S ms, D−metr k uzayda yakınsaklık ve d z sel sürekl l k
g b kavramların y tanımlı olmadığını ortaya koymuşlar, Dhagen n çalışmasında bazı
hatalar ve kusurların olduğunu gösterm şlerd r. Dolayısıyla alışılmış metr k uzayların b r
genelleşt rmes f kr yle ortaya atılan D−metr k uzayın da probleml olması sebeb yle, bu
problem n üstes nden geleb lmek adına 2006 yılında alışılmış metr k uzayın b r
genelleşt rmes olarak G−metr k uzay kavramını aşağıdak g b tanıtmışlardır.

Tanım 2.4 X boştan farklı b r küme olmak üzere, G : X ×X ×X → [0, ∞) fonks yonu
G1) x = y = z se G(x, y, z) = 0 dır,
G2) x ̸= y olacak şek ldek her x, y ∈ X ç n G(x, x, y) > 0 dır,
G3) y ̸= z olacak şek ldek her x, y, z ∈ X ç n G(x, x, y) ≤ G(x, y, z) dır,
G4) G(x, y, z) = G(x, z, y) = G(y, x, z) = G(y, z, x) = G(z, x, y) = G(z, y, x)

d r,
G5) Her x, y, z, w ∈ X ç n G(x, y, z) ≤ G(x,w,w) +G(w, y, z) d r,

koşullarını sağlıyorsaG yeX üzer nde b rG-metr k den r ve (X,G) k l s neG−metr k uzay
adı ver l r.

L teratür ncelend ğ nde alışılmış metr k uzayların daha b rçok genelleşt rmes n n
mevcut olduğunu görmek mümkündür. Örneğ n 2012 yılında Shaban Sedgh vd. S−metr k
uzay kavramını tanıtmıştır. Daha sonra, 2015 yılında Abbas vd. S−metr k uzayı n
mertebeye genelleyerek A−metr k uzay kavramını ortaya koymuşlardır. Buraya kadar olan
kısımda adı geçen genelleşt r lm ş metr k uzaylar l teratürde üzer ne hala çalışılan ve
popüler olanlardır. Ayrıca bu genelleşt r lm ş metr k uzayların aks yomat k yapıları farklı
olsa da k den fazla nokta arasındak uzaklığı aynı anda ölçme fırsatını vermeler bu uzaylar
ç n ortak yöndür. Bu anlamda k nokta arasındak uzaklık kavramına dayalı alışılmış
metr k uzayın son genellemes 2016 yılında yapılmıştır. Bu uzay Roshan vd. tarafından
tanıtılmış olup, b ve d kdörtgensel metr k uzayın b r komb nasyonudur, adına d kdörtgensel
b−metr k uzay veya Branc ar b−metr k uzay adı ver l r.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çalışmanın 6. bölümünde yer alan ve Gn− metr k uzayda ver len sab t
nokta teoremler n n spatlarında kullanılacak, alışılmış metr k uzaylardak bazı ünlü sab t
nokta teoremler ver lecekt r. Ayrıca alışılmış metr k uzaylarda bazı b l nen tanımlar
hatırlatılacaktır.

Tanım 3.1 X boştan farklı b r küme olsun. d : X ×X → [0, ∞) fonks yonu her x, y ∈ X

ç n
1)d(x, y) = 0 ⇔ x = y

2)d(x, y) = d(y, x)

3)d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)
koşullarını sağlıyorsa d fonks yonuna X kümes üzer nde alışılmış (standart) metr k ve
(X, d) k l s ne de alışılmış metr k uzay den r.

Tanım 3.2 (X, d) b r metr k uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda b r d z olsun. Eğer ver len her
ε > 0 sayısına karşılık n ≥ n0 şekl ndek her b r n doğal sayısı ç n d(xn, x) < ε olacak
şek lde b r n0 ∈ N sayısı varsa (xn) d z s ne yakınsaktır den r ve x noktasına da bu d z n n
l m t den r.

Tanım 3.3 (X, d) b r metr k uzay, x ∈ X ve (xn) bu uzayda b r d z olsun. Ver len her ε > 0

sayısına karşılık her n, m ≥ n0 ç n d(xn, xm) < ε olacak şek lde b r n0 ∈ N sayısı varsa
(xn) d z s ne Cauchy d z s den r.

Tanım 3.4 (X, d) b r metr k uzay olsun. X uzayındak her b r Cauchy d z s yakınsak se
(X, d) metr k uzayına tam metr k uzay den r.

Tanım 3.5 X boş olmayan b r küme ve T : X → X b r fonks yon olsun. T (x) = x eş tl ğ n
sağlayan x ∈ X noktasına T fonks yonunun b r sab t noktası den r.

Tanım 3.6 (X, d) b r metr k uzay ve T : X → X b r fonks yon olsun. Eğer her x, y ∈ X

ç n d(T (x), T (y)) ≤ αd(x, y) olacak şek lde 0 ≤ α < 1 sab t var se T fonks yonuna b r
büzülme dönüşümü den r.
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Teorem 3.1 (X, d) b r tam metr k uzay ve T : X → X b r büzülme dönüşümü olsun. Bu
takd rde T n n b r tek sab t noktası vardır. Yan T (x) = x olacak şek lde b r tek x ∈ X

noktası vardır. Özell kle x0, X te keyf b r nokta ve xn = T n(x0) şekl nde tanımlanan X de
b r d z olarak alınır se (xn) d z s bu sab t noktaya yakınsar.

Teorem 3.2 (X, d) b r tam metr k uzay ve T : X → X b r dönüşüm olsun. T dönüşümü
λ ∈

[
0, 1

2

)
olmak üzere her x, y ∈ X ç n

d(T (x), T (y)) ≤ λ [d(x, T (x)) + d(y, T (y))]

koşulunu sağlıyor se T n n X uzayı ç nde b r tek sab t noktası vardır (Kannan, 1969).

Teorem 3.3 (X, d) b r tam metr k uzay ve T : X → X b r dönüşüm olsun. T dönüşümü
α, β, γ negat f olmayan sayılar ve α + β + γ < 1 olmak üzere her x, y ∈ X ç n

d(T (x), T (y)) ≤ αd(x, T (x)) + βd(y, T (y) + γd(x, y)

koşulunu sağlıyor se T n n X uzayı ç nde b r tek sab t noktası vardır (Re ch, 1971).

Teorem 3.4 (X, d) b r tam metr k uzay ve T : X → X b r dönüşüm olsun. T dönüşümü
λ ∈ [0, 1) olmak üzere her x, y ∈ X ç n

d (T (x) , T (y)) ≤ λmax {d (x, T (x)) , d (y, T (y))}

koşulunu sağlıyor se T n n X uzayı ç nde b r tek sab t noktası vardır (B anch n , 1972).

Teorem 3.5 (X, d) b r tam metr k uzay ve T : X → X b r dönüşüm olsun. T dönüşümü
λ ∈

[
0, 1

2

)
olmak üzere her x, y ∈ X ç n

d(T (x), T (y)) ≤ λ [d(x, T (y)) + d(y, T (x))]

koşulunu sağlıyor se T n n X uzayı ç nde b r tek sab t noktası vardır (Chatterjea, 1972).

Teorem 3.6 (X, d) b r tam metr k uzay ve T : X → X b r dönüşüm olsun. T dönüşümü
λ ∈ [0, 1) olmak üzere her x, y ∈ X ç n

d(T (x), T (y)) ≤ λmax {d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))}

koşulunu sağlıyor se T n n X uzayı ç nde b r tek sab t noktası vardır (Ć r ć, 1974).
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4. G−METRİK UZAYLAR

Soyut b r kümen n k nesnes arasındak mesafe kavramı, kümen n geometr k ve
topoloj k yönler n ncelemek ç n hayat b r rol oynar. Bu kavram, k nesnen n yakınlığına
t t z b r matemat ksel anlam kazandırır ve bu nedenle geometr de olduğu g b , graf teor ,
karar verme süreçler ve eşleşt rme problemler g b sosyal b l mlerde de önem kazanmıştır.
Uzaklık kavramı le donatılmış b r küme ve bu kümede yer alan k obje üzer ne tanımlı
dönüşümler metr k sab t nokta teor s n n en öneml k temel b leşen d r. B r dönüşüm
altında değ şmez kalan b r noktaya, bu dönüşümün sab t noktası den r. Sab t nokta teor s ,
ntegral ve d ferans yel denklemler g b doğrusal ve doğrusal olmayan operatör
denklemler n n çözümler n n varlığını ve tekl ğ n sağlayan koşullarla lg len r. Böylece
topoloj ve fonks yonel anal z n öneml b r dalı hal ne gel r. Metr k sab t nokta teor s ndek
en öneml sonuçlardan b r Banach büzülme prens b d r. Bu prens p, (X, d) tam b r metr k
metr k uzay olmak üzere, f : X → X dönüşümü 0 ≤ k < 1 ç n d (fx, fy) ≤ kd (x, y)

(büzülme) şartını sağlıyorsa, f dönüşümünün b r tek sab t noktası olduğunu söyler. Banach
büzülme prens b metr k sab t nokta teor s n n başlangıç noktası olarak görülmekted r. Bu
prens b genelleşt rmen n ve gel şt rmen n k genel yolu şunlardır:

1 büzülme şartını genelleşt rmek,
2 doğanın f z ksel problemler n modellemek ç n uygun çerçevey oluşturan

genelleşt r lm ş b r uzaklık yapısının tanıtılmasıdır.
Bu anlamda, S egfr ed Gähler 1963 te 2−metr k uzayları klas k (alışılmış) metr k uzayların
b r genellemes olarak aşağıdak g b tanıtmıştır.

X boştan farklı b r küme ve d : X × X × X → [0,∞) fonks yonu keyf
x, y, z, w ∈ X ç n aşağıdak aks yomları sağlasın;

Aksiyom 1) B r b r nden farklı her x, y ∈ X ç n d (x, y, z) ̸= 0 olacak şek lde en
az b r z ∈ X vardır,

Aksiyom 2) x = y = z se d (x, y, z) = 0,
Aksiyom 3) d (x, y, z)=d (x, z, y)=d (y, x, z)=d (y, z, x)=d (z, x, y)=d (z, y, x),
Aksiyom 4) d (x, y, z) ≤ d (x, y, w) + d (x,w, z) + d (w, y, z).

Bu takd rde d fonks yonuna X üzer nde 2−metr k den r ve (X, d) k l s ne 2−metr k uzay
adı ver l r (Gahler, 1963). K.S.Ha ve arkadaşları 1988 de klas k (alışılmış) metr k uzaylar
le 2−metr k uzaylar arasında b r bağlantı olmadığı göster lm şt r (Ha, 1988). Örneğ n
alışılmış (klas k) metr k sürekl ken 2−metr k değ şken b leşenler ne göre sürekl olmak
zorunda değ ld r. 1984 te Bapure Dhage doktora tez nde Gähler n 2−metr k uzay ç n
verd ğ aks yomat k yapıda D : X × X × X → [0,∞) fonks yonu ç n Aks yom 1 ve
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Aks yom 2 yer ne

Aksiyom 1∗) D (x, y, z) = 0 ancak ve ancak x = y = z,

aks yomunu vererek ve Aksiyom 3) ve Aksiyom 4) ü değ şt rmeden klas k (alışılmış)
metr k uzayları genelleşt rmek adınaD−metr k kavramını tanıtmıştır (Dhage, 1984). Ancak
2003 yılına gel nd ğ nde Zead Mustafa ve Bra ley S msD−metr k uzaylarda yakınsaklık ve
sürekl l k kavramının y tanımlı olmadığını göstermeler n n yanı sıra D−metr k uzayda
Dhage tarafından ver len b rçok topoloj k kavramın hatalı ve eks k olduğunu tesp t
etm şlerd r (Mustafa ve S ms, 2003). Mustafa ve S ms genelleşt r lm ş D−metr k
uzaylardak temel kusurların üstes nden gelmek ç n G−metr k adı ver len daha sağlam b r
genelleşt r lm ş metr k sınıfı Tanım 4.1 dek g b verm şlerd r. Burada bel rtmek gerek r k
b r uzay üzer ndek uzaklık kavramının geleneksel tanımı bu uzaydak k noktanın
”b r b r nden ne kadar ayrı” olduğunun ölçülmes f kr üzer ne gel şt r lm ş olmasıdır.
Ancak bu tanım uzaydak k den fazla elemanın b rb r nden ne kadar ayrıldığını aynı anda
ölçme fırsatı vermez. Bu anlamda G−metr k uzay g b genelleşt r lm ş metr k uzaylar
üzer nde yapılan çalışmalar teor k açıdan oldukça öneml d r. Bu bölümünde G−metr k
uzaylar le lg l detaylı b r rdeleme yapılacak olup, bu nceleme ç n temel olarak k
kaynaktan yararlanılacaktır. Bu kaynaklar (Mustafa vd., 2006; Agarwal vd., 2015) d r.

Tanım 4.1 X boştan farklı küme olmak üzere, G : X × X × X → [0,∞) fonks yonu, her
x, y, z, w ∈ X ç n
(G1) x = y = z ken G (x, y, z) = 0,
(G2) ∀x, y ∈ X ve x ̸= y ken G (x, y, y) > 0,
(G3) ∀x, y, z ∈ X ve y ̸= z ken G (x, x, y) ≤ G (x, y, z),
(G4) G (x, y, z) = G (x, z, y) = . . .( {x, y, z} tüm permütasyonlarına göre),
(G5) (genelleşt r lm ş üçgen eş ts zl ğ ) ∀x, y, z, w ∈ X ç n

G (x, y, z) ≤ G (x,w,w) +G (w, y, z) ,

aks yomlarını sağlıyorsa, bu fonks yonaX üzer ndeG−metr k den r. Ayrıca (X,G) k l s ne
de G−metr k uzay adı ver l r (Mustafa ve S ms, 2006).

Örnek 4.1 X boştan farklı küme olmak üzere, G : X × X × X → [0,∞) fonks yonu, her
x, y, z ∈ X ç n

G (x, y, z) =

{
0 , x = y = z

1 , d ğer durumlarda

şekl nde tanımlı se X üzer nde G−metr kt r ( özel olarak ayrık G−metr k den r ).
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Örnek 4.2 X boştan farklı küme olmak üzere, G : X × X × X → [0,∞) fonks yonu, her
x, y, z ∈ X ç n

G (x, y, z) =


0 , değ şkenler n heps eş t
1 , değ şkenler n herhang k s eş t
2 , değ şkenler n heps farklı

şekl nde tanımlı se X üzer nde G−metr kt r.

Örnek 4.3 X = R+ olmak üzere, G : X ×X ×X → [0,∞) fonks yonu, her x, y, z ∈ X

ç n

G (x, y, z) =

{
0 , x = y = z

max {x, y, z} , d ğer durumlarda

şekl nde tanımlı se X üzer nde G−metr kt r.

Aşağıdak örnek b rG−metr k uzay ver ld ğ nde, üç farklı şek lde yen b rG−metr k
uzayın elde ed lmes le lg l d r.

Örnek 4.4 (X,G) b r G−metr k uzay ve λ ∈ [0,∞) olmak üzere, her x, y, z ∈ X ç n

G1 (x, y, z) = λG (x, y, z)

G2 (x, y, z) = m n {λ,G (x, y, z)}

G3 (x, y, z) =
G (x, y, z)

λ+G (x, y, z)

şekl nde tanımlı G1, G2 ve G3 tanımlı fonks yonlar X üzer nde G−metr kt rler.

4.1 Alışılmış (Klas k) Metr k Uzaylar ve G−Metr k
Uzaylar Arasındak İl şk ler

Aşağıda alışılmış (klas k) metr k uzaylar le G−metr k uzaylar arasındak geç ş
mümkün kılan bazı örneklere yer ver lecekt r.

Örnek 4.5 (X, d) b r alışılmış metr k uzay olmak üzere; ∀ x, y, z ∈ X ç n

GM : X ×X ×X −→ [0,∞)

(x, y, z) 7−→ GM (x, y, z) := max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}
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ve
GS : X ×X ×X −→ [0,∞)

(x, y, z) 7−→ GS (x, y, z) := d (x, y) + d (y, z) + d (z, x)

şekl nde tanım fonks yonlar X üzer nde b r G−metr kt r. Ayrıca bu G−metr kler

GM (x, y, z) ≤ GS (x, y, z) ≤ 3GM (x, y, z)

eş ts zl kler n sağlar.
Gerçekten, GM (x, y, z)=max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)} şekl nde tanımlı

GM fonks yonun ∀ x, y, z, w ∈ X ç n b r G−metr k olduğu aşağıdak g b göster leb l r;
(G1) x = y = z ken d (x, y) = d (y, z) = d (z, x) = 0 olduğundan

GM (x, y, z) = max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}
= 0

elde ed l r. Dolayısıyla G1 aks yomu sağlanır.
(G2) ∀x, y ∈ X ve x ̸= y ken

GM (x, y, y) = max {d (x, y) , d (y, y) , d (y, x)}
= d (x, y)

d r. Buradan d (x, y) > 0 olduğundanGM (x, y, y) > 0 elde ed l r. DolayısıylaG2 aks yomu
sağlanır.
(G3) ∀x, y, z ∈ X ve y ̸= z ken

GM (x, y, y) = max {d (x, y) , d (y, y) , d (y, x)}
= max {d (x, y) , d (y, x)}
≤ max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}
= GM (x, y, z)

olur. Yan GM (x, x, y) ≤ GM (x, y, z) elde ed l r. Dolayısıyla G3 aks yomu sağlanır.
(G4)

GM (x, y, z) = max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}

= max {d (x, z) , d (z, y) , d (y, x)}

= GM (x, z, y)

bulunur. Benzer şek lde {x, y, z} kümes n n tüm permütasyonları ç nde d ğer eş tl kler
bas tçe göster leb l r. Sonuç olarak G4 aks yomu sağlanır.
(G5) ∀x, y, z, w ∈ X ç n

GM (x, y, z) = max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}
≤ max {d (x,w) + d (w, y) , d (y, z) , d (z, w) + d (w, x)}
≤ d (x,w) +max {d (w, y) , d (y, z) , d (z, w)}
= GM (x,w,w) +GM (w, y, z)
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dır. O halde GM (x, y, z) ≤ GM (x,w,w) + GM (w, y, z) elde ed l r. Dolayısıyla G5

aks yomu sağlanır. Sonuç olarak GM fonks yonu b r G−metr kt r.
Benzer şek lde GS (x, y, z) = d (x, y) + d (y, z) + d (z, x) şekl nde tanımlı

GS fonks yonun ∀ x, y, z, w ∈ X ç n b r G−metr k olduğu aşağıdak g b göster leb l r;
(G1) x = y = z ken d (x, y) = d (y, z) = d (z, x) = 0 olduğundan

GS (x, y, z) = d (x, y) + d (y, z) + d (z, x)

= 0

elde ed l r. Dolayısıyla G1 aks yomu sağlanır.
(G2) ∀x, y ∈ X ve x ̸= y ken

GS (x, y, y) = d (x, y) + d (y, y) + d (y, x)

= d (x, y) + d (y, x)

d r. Buradan d (x, y) > 0 olduğundan GS (x, y, y) > 0 elde ed l r. Dolayısıyla G2 aks yomu
sağlanır.
(G3) ∀x, y, z ∈ X ve y ̸= z ken

GS (x, x, y) = d (x, y) + d (y, y) + d (y, x)

= d (x, y) + d (y, x)

≤ d (x, y) + d (y, z) + d (z, x)

= GS (x, y, z)

olur. Yan GS (x, x, y) ≤ GS (x, y, z) elde ed l r. Dolayısıyla G3 aks yomu sağlanır.
(G4)

GS (x, y, z) = d (x, y) + d (y, z) + d (z, x)

= d (x, z) + d (z, y) + d (y, x)

= GM (x, z, y)

bulunur. Benzer şek lde {x, y, z} kümes n n tüm permütasyonları ç nde d ğer eş tl kler
bas tçe göster leb l r. Sonuç olarak G4 aks yomu sağlanır.
(G5) ∀x, y, z, w ∈ X ç n

GS (x, y, z) = d (x, y)︸ ︷︷ ︸
≤d(x,w)+d(w,y)

+ d (y, z) + d (z, x)︸ ︷︷ ︸
≤d(z,w)+d(w,x)

olup, buradan

GS (x, y, z) = d (x, y) + d (y, z) + d (z, x)

≤ d (x,w) + d (w, y) + d (y, z) + d (z, w) + d (w, x)

= d (x,w) + d (w, x) + d (w, y) + d (y, z) + d (z, w)

= d (x,w) + d (w, x)︸ ︷︷ ︸
=GS(x,w,w)

+ d (w, y) + d (y, z) + d (z, w)︸ ︷︷ ︸
=GS(w,y,z)
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elde ed l r. Yan GS (x, y, z) ≤ GS (x,w,w)+GS (w, y, z) bulunur. DolayısıylaG5 aks yomu
sağlanır. Sonuç olarak GS fonks yonu b r G−metr kt r.

∀ x, y, z ∈ X ç n GM ve GS metr kler n n tanımı gereğ

GM (x, y, z) = max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}

≤ d (x, y) + d (y, z) + d (z, x)

= GS (x, y, z)

elde ed l r. Yan
GM (x, y, z) ≤ GS (x, y, z) (*)

d r. Ayrıca

d (x, y) ≤ max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}

d (y, z) ≤ max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}

d (z, x) ≤ max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}

eş ts zl kler her zaman geçerl d r. Bu eş ts zl kler alt alta toplanırsa

d (x, y) + d (y, z) + d (z, x)︸ ︷︷ ︸
=GS(x,y,z)

≤ 3max {d (x, y) , d (y, z) , d (z, x)}︸ ︷︷ ︸
=GM (x,y,z)

elde ed l r. Yan
GS (x, y, z) ≤ 3GM (x, y, z) (**)

d r. (∗) ve (∗∗) eş ts zl kler nden GM (x, y, z) ≤ GS (x, y, z) ≤ 3GM (x, y, z) eş ts zl kler
elde ed l r.

Örnek 4.6 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere; ∀ x, y ∈ X ç n

dM : X ×X −→ [0,∞)

(x, y) 7−→ dM (x, y) := max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}

ve
dS : X ×X −→ [0,∞)

(x, y) 7−→ dS (x, y) := G (x, x, y) +G (x, y, y)

şekl nde tanım fonks yonlar X üzer nde b r alışılmış metr kt r. Ayrıca bu alışılmış metr kler
ç n

dM (x, y) ≤ dS (x, y) ≤ 2dM (x, y)

eş ts zl kler geçerl d r.
Gerçekten, dM (x, y)=max {G (x, x, y) , G (x, y, y)} şekl nde tanımlı dM fonks yonun

∀ x, y, z ∈ X ç n b r alışılmış metr k olduğu aşağıdak g b göster leb l r;
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∀ x, y ∈ X ç nG (x, x, y) ≥ 0 veG (x, y, y) ≥ 0 olduğundan dM (x, y) ≥ 0 dır. Eğer x = y

se G (x, x, y) = 0 ve G (x, y, y) = 0 olup, dM (x, y) = 0 elde ed l r. Dolayısıyla alışılmış
metr k uzayın poz t f tanımlılık aks yomu sağlanmış olur. dM fonks yonunun tanımı gereğ ve
G4 aks yomundan

dM (x, y) = max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}
dM (y, x) = max {G (y, y, x) , G (y, x, x)}

}
=⇒ dM (x, y) = dM (y, x) d r.

Dolayısıyla alışılmış metr k uzayın s metr aks yomu sağlanmış olur. Ayrıca

dM (x, y) = max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}
dM (y, z) = max {G (y, y, z) , G (y, z, z)}

}
olmak üzere

dM (x, y) + dM (y, z) = max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}+max {G (y, y, z) , G (y, z, z)}

≥ max {G (x, x, y) +G (y, y, z) , G (x, y, y) +G (y, z, z)}

≥ max {G (x, x, z) , G (x, z, z)}

= dM (x, z)

elde ed l r. Dolayısıyla alışılmış metr k uzayın üçgen eş ts zl ğ aks yomu sağlanmış olur.
Sonuç olarak dM fonks yonu b r alışılmış metr kt r.

Benzer şek lde, dS (x, y) = G (x, x, y) + G (x, y, y) şekl nde tanımlı dS fonks yonun
∀ x, y, z ∈ X ç n b r alışılmış metr k olduğu aşağıdak g b göster leb l r;
∀ x, y ∈ X ç n G (x, x, y) ≥ 0 ve G (x, y, y) ≥ 0 olup G (x, x, y) + G (x, y, y) ≥ 0

olacağından dS (x, y) ≥ 0 dır. Eğer x = y se G (x, x, y) = 0 ve G (x, y, y) = 0 olup,
dS (x, y) = 0 elde ed l r. Dolayısıyla alışılmış metr k uzayın poz t f tanımlılık aks yomu
sağlanmış olur. dS fonks yonunun tanımı gereğ ve G4 aks yomundan

dS (x, y) = G (x, x, y) +G (x, y, y)

dS (y, x) = G (y, y, x) +G (y, x, x)

}
=⇒ dS (x, y) = dS (y, x) d r.

Dolayısıyla alışılmış metr k uzayın s metr aks yomu sağlanmış olur. Ayrıca

dS (x, y) = G (x, x, y) +G (x, y, y)

dS (y, z) = G (y, y, z) +G (y, z, z)

}
olmak üzere

dS (x, y) + dS (y, z) = G (x, x, y) +G (x, y, y) +G (y, y, z) +G (y, z, z)

= G (x, x, y) +G (y, y, z) +G (x, y, y) +G (y, z, z)

≥ G (x, x, z) +G (x, z, z)

= dS (x, z)

elde ed l r. Dolayısıyla alışılmış metr k uzayın üçgen eş ts zl ğ aks yomu sağlanmış olur.
Sonuç olarak dS fonks yonu b r alışılmış metr kt r.
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∀ x, y, z ∈ X ç n dM ve dS metr kler n n tanımı gereğ ,

dM (x, y) = max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}

≤ G (x, x, y) +G (x, y, y)

= dS (x, y)

d r. Yan
dM (x, y) ≤ dS (x, y) (*)

elde ed l r. Y ne tanımlar kullanılarak

dS (x, y) = G (x, x, y) +G (x, y, y)

≤ max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}+max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}

= max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}︸ ︷︷ ︸
=dM (x,y)

+max {G (x, x, y) , G (x, y, y)}︸ ︷︷ ︸
=dM (x,y)

= 2dM (x, y)

d r. Yan
dS (x, y) ≤ 2dM (x, y) (**)

elde ed l r. Böylece (∗) ve (∗∗) dan

dM (x, y) ≤ dS (x, y) ≤ 2dM (x, y)

eş ts zl kler geçerl d r.

Not 4.1 Örnek 4.6 ışığında dM ve dS metr kler denkt rler.

Örnek 4.7 X = {x, y} olmak üzere G : X ×X ×X −→ [0,∞) fonks yonu;
G (x, x, x) = G (y, y, y) = 0

G (x, x, y) = 1

G (x, y, y) = 2
şekl nde tanımlansın. Bu takd rde G− fonks yonu X üzer nde b r G−metr k olup, alışılmış
b r metr k uzaydan üret lmez.

4.2 G−Metr k Uzayda Bazı Öneml Eş ts zl kler

Aşağıdak yardımcı teoremde keyf b rG−metr ğ n bazı temel özell kler ver lecekt r.
Bu özell kler oldukça öneml olup, bundan sonrak kısımlarda sık sık kullanılacaktırlar.
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Yardımcı Teorem 4.1 (X,G) b r G−metr k uzay olarak ver ls n. Bu takd rde, her
x, y, z, w ∈ X ç n aşağıdak eş ts zl kler geçerl d r :
1) G (x, y, z) = 0 se x = y = z d r.
İspat : ∀ x, y, z ∈ X ç n G (x, y, z) = 0 ver ls n.
Durum 1 : Varsayalım k x, y, z değ şkenler farklı olsun. Bu takd rde

G (x, y, z) ≥ G (x, x, y)︸ ︷︷ ︸
G3) aks yomu

=⇒ G (x, x, y) = 0 =⇒ x = y︸ ︷︷ ︸
G2) aks yomu

elde ed l r k bu x ̸= y olması le çel ş rd .
Durum 2 : Varsayalım k x, y, z değ şkenler herhang k s eş t d ğer değ şken farklı olsun.
Genell ğ bozmaksızın x = y ̸= z olarak alınsın. Bu takd rde

G (x, y, z) ≥ G (y, y, z)︸ ︷︷ ︸
G3) aks yomu

=⇒ G (y, y, z) = 0 =⇒ y = z︸ ︷︷ ︸
G2) aks yomu

elde ed l r k bu y ̸= z olması le çel ş rd .
Sonuç olarak G (x, y, z) = 0 ken x, y, z değ şkenler heps eş tt r.
2) G (x, y, y) ≤ 2G (x, x, y) d r.
İspat :

G (x, y, y) ≤ G (x, y, x) +G (x, x, y) ∵ G5) aks yomu
= G (x, x, y) +G (x, x, y) ∵ G4) aks yomu
= 2G (x, x, y)

d r.
3) G (x, y, z) ≤ G (x, x, y) +G (x, x, z) d r.
İspat :

G (x, y, z) = G (y, x, z)

≤ G (y, x, x) +G (x, x, z) ∵ G5) aks yomu
= G (x, x, y) +G (x, x, z) ∵ G4) aks yomu

d r.
4) G (x, y, z) ≤ G (x,w, z) +G (w, y, z) d r.
İspat : ∀ x, y, z, w ∈ X ç n,

z ̸= x =⇒


G (x, y, z) ≤ G (x,w,w) +G (w, y, z) ∵ G5) aks yomu

= G (w,w, x) +G (w, y, z) ∵ G4) aks yomu
≤ G (w, z, x) +G (w, y, z) ∵ G3) aks yomu

d r.

z = x ∧ y ̸= w =⇒



G (x, y, z) = G (x, y, x)

≤ G (x, y, w) ∵ G3) aks yomu
≤ G (x, y, w) +G (x,w, x) ∵ G5) aks yomu
= G (w, y, x) +G (x,w, x)

= G (w, y, z) +G (x,w, z)
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d r.

z = x ∧ y = w =⇒


G (x, y, z) = G (x, y, x)

≤ G (x, y, x) +G (w,w, x)

= G (x,w, z) +G (w, y, z)

5) G (x, y, z) ≤ G (x, y, w) +G (x,w, z) +G (w, y, z) d r.
İspat : ∀ x, y, z, w ∈ X ç n, 4) de ver len eş ts zl kten

G (x, y, z) ≤ G (x,w, z) +G (w, y, z)

G (x, z, y) ≤ G (x,w, y) +G (w, z, y)

G (z, y, x) ≤ G (z, w, x) +G (w, y, x)

eş ts zl kler elde ed l r, bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa

3G (x, y, z) ≤ 2 [G (x, y, w) +G (x,w, z) +G (w, y, z)]

elde ed l r. Buradan

G (x, y, z) ≤ 2

3
[G (x, y, w) +G (x,w, z) +G (w, y, z)]

≤ G (x, y, w) +G (x,w, z) +G (w, y, z)

eş ts zl ğ bulunur.
6) G (x, y, z) ≤ G (x,w,w) +G (y, w, w) +G (z, w, w) d r.
İspat : ∀ x, y, z, w ∈ X ç n,

G (x, y, z) ≤ G (x,w,w) +G (w, y, z) ∵ G5) aks yomu
= G (x,w,w) +G (y, w, z) ∵ G4) aks yomu
≤ G (x,w,w) +G (y, w, w) +G (w,w, z) ∵ G5) aks yomu

d r.
7) n ≥ 2 olacak şek ldek her n doğal sayısı ve ∀ x1, x2, . . . xn ∈ X ç n,

G (x1, xn, xn) ≤ G (x1, x2, x2) +G (x2, x3, x3) + · · ·+G (xn−1, xn, xn) (*)

ve
G (x1, x1, xn) ≤ G (x1, x1, x2) +G (x2, x2, x3) + · · ·+G (xn−1, xn−1, xn) (**)

d r.
İspat : ∀ x1, x2, . . . xn ∈ X ç n (∗) eş ts zl ğ n n geçerl l ğ n n spatı ç n tümevarım yöntem
kullanılırsa;
n = 2 ç n

G (x1, x2, x2) ≤ G (x1, x2, x2)
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d r.
n = k ç n eş ts zl ğ n doğru olduğu kabul ed ls n. Yan

G (x1, xk, xk) ≤
k−1∑
i=1

G (xi, xi+1, xi+1)

eş ts zl ğ geçerl d r.
n = k + 1 ç n

G (x1, xk+1, xk+1) ≤ G (x1, xk, xk) +G (xk, xk+1, xk+1) ∵ G5) aks yomu

≤
k−1∑
i=1

G (xi, xi+1, xi+1) +G (xk, xk+1, xk+1)

=
k∑

i=1

G (xi, xi+1, xi+1)

elde ed ll r k n = k + 1 ç n (∗) eş ts zl ğ n sağlandığı göster lm ş olur. Benzer şek lde (∗∗)
eş ts zl ğ n n geçerl l ğ n n spatı ç n tümevarım yöntem kullanılırsa;
n = 2 ç n

G (x1, x1, x2) ≤ G (x1, x1, x2)

d r.
n = k ç n eş ts zl ğ n doğru olduğu kabul ed ls n. Yan

G (x1, x1, xk) ≤
k−1∑
i=1

G (xi, xi, xi+1)

eş ts zl ğ geçerl d r.
n = k + 1 ç n

G (x1, x1, xk+1) ≤ G (x1, x1, xk) +G (xk, xk, xk+1) ∵ G5) aks yomu

≤
k−1∑
i=1

G (xi, xi, xi+1) +G (xk, xk, xk+1)

=
k∑

i=1

G (xi, xi, xi+1)

elde ed ll r k n = k + 1 ç n (∗∗) eş ts zl ğ n sağlandığı göster lm ş olur.
8) ∀ x, y, z, w ∈ X ve x ̸= y ç n, |G (x, y, z)−G (x, y, w)| ≤ G (x,w, z) d r.
İspat : ∀ x, y, z, w ∈ X ve x ̸= y ç n,

G (x, y, z) ≤ G (x,w, z) +G (x, y, w)︸ ︷︷ ︸
4) tek eş ts zl kten

⇒ G (x, y, z)−G (x, y, w) ≤ G (x,w, z)
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d r. Ayrıca sırasıyla G5) aks yomu ve x ̸= y özell ğ kullanılarak

G (x, y, w) ≤ G (x,w, z) +G (z, z, y)

≤ G (x,w, z) +G (x, y, z)

}
⇒ −G (x,w, z) ≤ G (x, y, z)−G (x, y, w)

elde ed l r. Sonuç olarak

−G (x,w, z) ≤ G (x, y, z)−G (x, y, w) ≤ G (x,w, z)

eş ts zl kler nden |G (x, y, z)−G (x, y, w)| ≤ G (x,w, z) d r.
9) |G (x, y, z)−G (x, y, w)| ≤ max {G (w, z, z) , G (z, w, w)} d r.
İspat : ∀ x, y, z, w ∈ X ç n,

G (x, y, z) ≤ G (x, y, w) +G (w,w, z)︸ ︷︷ ︸
G5) aks yomu

⇒ G (x, y, z)−G (x, y, w) ≤ G (w,w, z)

G (x, y, w) ≤ G (x, y, z) +G (z, z, w)︸ ︷︷ ︸
G5) aks yomu

⇒ −G (z, z, w) ≤ G (x, y, z)−G (x, y, w)

d r. Bu eş ts zl klerden

−G (z, z, w) ≤ G (x, y, z)−G (x, y, w) ≤ G (w,w, z)

elde ed l r. Bu son eş ts zl k

−max {G (w,w, z) , G (z, z, w)} ≤ G (x, y, z)−G (x, y, w) ≤ max {G (w,w, z) , G (z, z, w)}

şekl nde yazılab l r. Sonuç olarak

|G (x, y, z)−G (x, y, w)| ≤ max {G (w, z, z) , G (z, w, w)}

eş ts zl ğ elde ed l r.

4.3 S metr k G−Metr k Uzaylar

Tanım 4.2 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere; ∀ x, y ∈ X ç n

G (x, x, y) = G (x, y, y)

eş tl ğ geçerl se, (X,G) uzayına s metr k G−metr k uzay den r.
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Not 4.2 Örnek 4.1, Örnek 4.2 ve Örnek 4.3 te ver len G−metr k uzaylar s metr kt rler.
Örnek 4.4 de ver len

G1 (x, y, z) = λG (x, y, z)

G2 (x, y, z) = m n {λ,G (x, y, z)}

G3 (x, y, z) =
G (x, y, z)

λ+G (x, y, z)

G1,G2 veG3 metr kler G−metr ğ n n s metr k olması durumunda s metr k aks durumlarda
s metr k değ ld rler.
Örnek 4.7 de ver len G−metr k G (x, x, y)︸ ︷︷ ︸

=1

̸= G (x, y, y)︸ ︷︷ ︸
=2

olması neden yle s metr k değ ld r.

Yardımcı Teorem 4.2 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere; aşağıdak fadeler b rb r ne
denkt r:
) (X,G), G−metr k uzayı s metr kt r.
) ∀ x, y, z ∈ X ç n G (x, y, y) ≤ G (x, y, z).
) ∀ x, y, z, a, b ∈ X ç n G (x, y, z) ≤ G (x, y, a) +G (b, y, z).

İspat ∀ x, y, z, a, b ∈ X ç n
⇒ :
x ̸= z ç n, G3) aks yomu gereğ nce G (x, y, y) ≤ G (x, y, z) d r.
x = z ç n G (x, y, y) = G (x, x, y)︸ ︷︷ ︸

(X,G) s metr k uzay

= G (z, x, y) d r.

⇒ :

G (x, y, z) ≤ G (y, y, x) +G (y, y, z) ∵ Yardımcı Teo. 4.1 - 3. özell kten
≤ G (a, y, x) +G (b, y, z) ∵ den
= G (x, y, a) +G (b, y, z) ∵ G4) aks yomu

⇒ :
G (x, y, y) ≤ G (x, y, x) +G (y, y, y)︸ ︷︷ ︸

=0

∵ den

= G (x, x, y) ∵ G4) aks yomu
d r. Benzer şek lde

G (x, x, y) ≤ G (x, x, x)︸ ︷︷ ︸
=0

+G (y, x, y) ∵ den

= G (x, y, y) ∵ G4) aks yomu

eş ts zl kler elde ed l r. Sonuç olarak

G (x, y, y) ≤ G (x, x, y) ∧ G (x, x, y) ≤ G (x, y, y) ⇒ G (x, x, y) = G (x, y, y) dir.
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Yardımcı Teorem 4.3 (X, d) b r alışılmış metr k uzay olmak üzere, Örnek 4.5 te tanımlanan
GM ve GS fonks yonları s metr k G− metr klerd r. Ayrıca ∀ x, y ∈ X ç n

GS (x, y, y) = 2GM (x, y, y) = 2d (x, y)

eş tl kler geçerl d r.

İspat Alışılmış d metr ğ kullanılarak tanımlanan GM ve GS metr kler n n tanımı gereğ ;
∀ x, y ∈ X ç n

GS (x, x, y) = d (x, x) + d (x, y) + d (y, x) = 2d (x, y)

GS (x, y, y) = d (x, y) + d (y, y) + d (y, x) = 2d (x, y)

olup buradan GS (x, x, y) = GS (x, y, y) olduğundan GS metr ğ s metr kt r. Benzer şek lde

GM (x, x, y) = max {d (x, x) , d (x, y) , d (y, x)} = d (x, y)

GM (x, y, y) = max {d (x, y) , d (y, y) , d (y, x)} = d (x, y)

olup, buradan GM (x, x, y)=GM (x, y, y) olduğundan GM metr ğ s metr kt r.
Ayrıca GS (x, y, y) = 2d (x, y) ve GM (x, y, y) = d (x, y) olduğundan

GS (x, y, y) = 2GM (x, y, y) = 2d (x, y)

elde ed l r.

Yardımcı Teorem 4.4 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere; ∀ x, y ∈ X ç n

dG : X ×X −→ [0,∞)

(x, y) 7−→ dG (x, y) := G (x, y, y)

şekl nde tanımlı dG fonks yonu ver ls n. Bu takd rde;
) dG fonks yonu poz t f tanımlıdır ve üçgen eş ts zl ğ n sağlar.
) Eğer (X,G) s metr k G−metr k uzay se (X, dG) alışılmış metr k uzaydır.

İspat ) ∀ x, y ∈ X ç n G (x, y, y) ≥ 0 olduğundan dG (x, y) = G (x, y, y) ≥ 0 dır. Eğer
x = y seG (x, y, y) = 0 olup dG (x, y) = G (x, y, y) = 0 dır. Böylece dG fonks yonu poz t f
tanımlıdır.
Ayrıca

dG (x, y) = G (x, y, y)

≤ G (x, z, z) +G (z, y, y) ∵ G5) aks yomu
= dG (x, z) + dG (z, y)
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elde ed l r. Böylece dG fonks yonu üçgen eş ts zl ğ n sağlar.
) G4 aks yomu gereğ G (x, x, y) = G (y, x, x) d r. Ayrıca G−metr ğ s metr k se
G (x, x, y) = G (x, y, y) d r. Bu k eş tl k b rleşt r l rse

G (x, x, y) = G (y, x, x) = G (x, y, y)

bulunur. Buradan dG fonks yonunun tanımı gereğ G (y, x, x)=dG (y, x) ve
G (x, y, y)=dG (x, y) olduğundan

G (y, x, x)︸ ︷︷ ︸
=dG(y,x)

= G (x, y, y)︸ ︷︷ ︸
=dG(x,y)

elde ed l r. Yan G (y, x, x) = dG (y, x) = dG (x, y) = G (x, y, y) d r. Böylece dG fonks yonu
s metr kt r.
Sonuç olarak dG fonks yonu poz t f tanımlı, s metr k ve üçgen eş ts zl ğ n sağlayacağından
X üzer nde alışılmış b r metr kt r.

4.4 G−Metr k Topoloj

Tanım 4.3 (X,G) b r G−metr k uzay olsun. x ∈ X merkezl , r > 0 yarıçaplı G−açık
yuvarı;

BG (x, r) = {y ∈ X : G (x, y, y) < r}

şekl ndek X n b r alt kümes d r. x ∈ X merkezl , r > 0 yarıçaplı G−kapalı yuvarı;

BG [x, r] = {y ∈ X : G (x, y, y) ≤ r}

şekl ndek X n b r alt kümes d r.

Örnek 4.8 Örnek 4.1 de ver len ayrık G−metr k uzayı ç n

BG (x, r) =

{
X , r > 1

{x} , r ≤ 1

d r. Örnek 4.3 de ver len G−metr k uzayı ç n açık yuvar

BG (x, r) =

{
[0, r) , x < r

∅ , x > r

d r. Örnek 4.4 te ver len G−metr k uzaylar ç n açık yuvarlar, sırasıyla aşağıdak g b d r;

BG1 (x, r) = BG

(
x,
r

λ

)
,

BG2 (x, r) = {y ∈ X : m n {λ,G (x, x, y)} < r} ,

BG3 (x, r) = BG

(
x,

λr

1− r

)
.
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Yardımcı Teorem 4.5 (X,G) b rG−metr k uzay olmak üzere, keyf w ∈ X merkezl , r > 0

yarıçaplı açık yuvar ç n aşağıdak fadeler geçerl d r.
) G (w, x, y) < r se x, y ∈ BG (w, r) d r.
) Her y ∈ BG (w, r) ç n BG (y, δ) ⊆ BG (w, r) olacak şek lde b r δ ∈ R+ vardır.

İspat ) G3) aks yomu gereğ ; x ̸= y ç n, aşağıdak eş ts zl kler vardır

r ≥ G (w, x, y) ≥ G (w, x, x) ⇒ x ∈ BG (w, r) ,

r ≥ G (w, x, y) ≥ G (w, y, y) ⇒ y ∈ BG (w, r)

d r.
) Her y ∈ BG (w, r) ç n; y ∈ BG (w, r) ⇒ G (w, y, y) < r d r. Yan , r − G (w, y, y) > 0

dır. Bu fade δ := r−G (w, y, y) olarak tanımlansın. Keyf z ∈ BG (y, δ) ç n,G (y, z, z) < δ

olup
G (w, z, z) ≤ G (w, y, y)︸ ︷︷ ︸

=r−δ

+G (y, z, z)︸ ︷︷ ︸
<δ

∵ G5) aks yomu

< r − δ + δ = r

eş ts zl ğ elde ed l r. G (w, z, z) < r olduğu ç n z ∈ BG (w, r) d r. Sonuç olarak; her y ∈
BG (w, r) ç n, keyf z ∈ BG (y, δ) ken z ∈ BG (w, r) olduğu ç n BG (y, δ) ⊆ BG (w, r) d r.

Yardımcı Teorem 4.6 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere, her x ∈ X ve her r ∈ R+

ç n

BG

(
x,

1

3
r

)
⊆ BdS (x, r) ⊆ BdM (x, r) ⊆ BG (x, r) ⊆ BdM (x, 2r) ⊆ BG (x, 2r)

d r.

İspat Keyf y ∈ X ç n y ∈ BG

(
x,

1

3
r

)
olsun. Bu durumda G (x, y, y) <

1

3
r d r. Ayrıca

Yardımcı Teorem 4.1 - 2 den

G (y, x, x) ≤ 2G (x, y, y) ≤ 2

3
r

elde ed l r. dS n n tanımından

dS (x, y) = G (x, x, y) +G (x, y, y)

<
2

3
r +

1

3
r

= r
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d r. Yan dS (x, y) < r olup, buradan y ∈ BdS (x, r) elde ed l r. Bu se

BG

(
x,

1

3
r

)
⊆ BdS (x, r) (I)

demekt r. Benzer şek lde, keyf y ∈ X ç n y ∈ BdS (x, r) olsun. Bu durumda

dS (x, y) = G (x, x, y) +G (x, y, y) < r

d r. O halde

dM (x, y) = max {G (x, y, y) , G (y, x, x)} < G (x, x, y) +G (x, y, y) < r

olacağından dM (x, y) < r d r Bu se y ∈ BdM (x, r) demek olup,

BdS (x, r) ⊆ BdM (x, r) (II)

elde ed l r.
Benzer şek lde, keyf y ∈ X ç n y ∈ BdM (x, r) olsun. Bu durumda
dM (x, y) = max {G (x, y, y) , G (y, x, x)} < r d r. Yan ;
• eğer G (x, y, y) ≤ G (y, x, x) se G (x, y, y) ≤ dM (x, y) = G (y, x, x) < r elde ed l r. O
halde G (x, y, y) < r olup, y ∈ BG (x, r) sonucu elde ed l r.
• eğer G (y, x, x) ≤ G (x, y, y) se dM (x, y) = G (x, y, y) < r d r. O halde G (x, y, y) < r

olup, y ∈ BG (x, r) sonucu elde ed l r. Sonuç olarak

BdM (x, r) ⊆ BG (x, r) (III)

elde ed l r. Benzer şek lde keyf y ∈ X ç n y ∈ BG (x, r) olsun. y ∈ BG (x, r) se
G (x, y, y) < r d r. Buradan G (x, y, y) < 2r yazılab l r. Ayrıca Yardımcı Teorem 4.1 - 2
den G (y, x, x) ≤ 2G (x, y, y) olacağından G (y, x, x) < 2r sonucu da elde ed l r. Sonuç
olarak G (x, y, y) < 2r ve G (y, x, x) < 2r elde ed l r. Buradan
max {G (x, y, y) , G (y, x, x)} < 2r yazılab l r. max {G (x, y, y) , G (y, x, x)} = dM (x, y)

olduğundan dM (x, y) < 2r bulunur. Bu se y ∈ BdM (x, 2r) demekt r. Böylece

BG (x, r) ⊆ BdM (x, 2r) (IV)

bulunur. Son olarak, keyf y ∈ X ç n y ∈ BdM (x, 2r) olsun. y ∈ BdM (x, 2r) se
dM (x, y) = max {G (x, y, y) , G (y, x, x)} < 2r d r. Yan ;
• eğer G (x, y, y) ≤ G (y, x, x) se G (x, y, y) ≤ dM (x, y) = G (y, x, x) < 2r elde ed l r. O
halde G (x, y, y) < 2r olup, y ∈ BG (x, 2r) sonucu elde ed l r.
• eğerG (y, x, x) ≤ G (x, y, y) se dM (x, y) = G (x, y, y) < 2r d r. O haldeG (x, y, y) < 2r

olup, y ∈ BG (x, 2r) sonucu elde ed l r. Sonuç olarak

BdM (x, 2r) ⊆ BG (x, 2r) (V)

elde ed l r. I, II, III, IV ve V den spat tamamlanmış olur.
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Not 4.3 (X, τ) b r (alışılmış-klas k) b r topoloj k uzay olsun. x ∈ X çeren tüm τ−açık
alt kümeler n n a les Bx olmak üzere, Bx a les x de b r komşuluk s stem olduğu
b l nmekted r. Buna göre aşağıdak önerme metr k uzaydak açık yuvarlar tarafından
üret len b r topoloj ortaya koyab lmek adına b r yöntem olarak düşünüleb leceğ genel
topoloj dersler nden b l nmekted r.
X b r küme ve her x ∈ X ç n Bx, X n alt kümeler n n boştan farklı b r a les olmak üzere;
) Her B ∈ Bx ç n x ∈ B d r,
) Her B1, B2 ∈ Bx ç n B3 ⊆ B1 ∩B2 olacak şek lde b r B3 ∈ Bx vardır,
) Her B ∈ Bx ç n en az b r B′ ∈ Bx vardır öylek her y ∈ B

′ ç n en az b r B′′ ∈ By

vardır k B
′′ ⊆ B d r,

şartları sağlanıyorsa, Bx, x noktasının komşuluk s stem olacak şek lde X üzer nde b r tek
τ topoloj s vardır. Buna göre, (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere, keyf x ∈ X ç n x
merkezl tüm açık yuvarların a les Bx, x de b r komşuluk s stem olacak şek lde X üzer nde
b r tek τG topoloj s vardır. Dahası τG, X üzer nde dS ve dM denk metr kler (Bkz. Not 4.1 )
tarafından üret len metr k topoloj olduğu ç n metr kleşt r leb l rd r. Ayrıca τG Hausdorff
ayırma özell ğ n sağlar.

Gerçekten, yukarıdak önerme kullanılacak olursa, lk k özell ğ n sağlandığı
B (x, r1) ∩ B (x, r2) = B (x,m n {r1, r2}) eş tl ğ nden açıktır. B = B (x, r) ∈ βx b r açık
yuvar ve B′

= B ∈ βx olsun. ∀y ∈ B ç n B′′ ⊆ B olacak şek lde ∃B′′ ∈ βy olduğu
göster lmel d r. y ∈ B = B (x, r) se G (x, y, y) < r d r. λ ve δ,
G (x, y, y) < λ < λ+ δ < r olacak şek lde poz t f reel sayılar olsun.
İdd a: B′′

= B (y, δ) ⊆ B = B (x, r) olduğudur. Bunu spatlamak ç n, keyf b r
z ∈ B (y, δ) alınsın. Bu takd rde G (y, z, z) < δ dır. G5 aks yomudan

G (x, z, z) ≤ G (x, y, y) +G (y, z, z) < λ+ δ < r

elde ed l r. Yan z ∈ B (x, r) d r. Böylece her x ∈ X ç n x merkezl tüm açık yuvarların
a les Bx, x de b r komşuluk s stem olacak şek lde X üzer nde b r tek τG topoloj s vardır.
Ayrıca Yardımcı Teorem 4.6 dan ∀x ∈ X ve ∀r > 0 ç n

BdM (x, r) ⊆ BG (x, r) ⊆ BdM (x, 2r) ⊆ BG (x, 2r)

fades geçerl d . Bu se ∀x ∈ X ç n β ′
x = {BdM (x, r) : r > 0} x a les n n βx denk olan

x noktasının b r komşuluk s stem olması demekt r, yan aynı topoloj y üret rler. Böylece
τG = τdM d r, bu se τG n n metr kleşt reb l rl ğ n ve Hausdorff ayırma özell ğ n sağladığını
göster r.

Not 4.4 Yardımcı Teorem 4.3, 4.6 ve Not 4.3 ün ışığında her G−metr k uzay alışılmış b r
metr k uzaya topoloj k olarak denkt r. Bu nedenle G−metr k uzaylar üzer ne çalışmak
”topoloj k” olarak gereks z görüleb l r. Ancak unutulmamalıdır k G−metr k uzay ve
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alışılmış metr k uzay topoloj ler n aynı olması, metr k yapılardak aynılığı get rmeyeceğ
g b özell kle ” zometr k denkl k ” anlamındak farklılık bu uzaylar üzer nde geometr k
yapıların farklı olması anlamına gel r. Ayrıca keyf b r G−metr k uzay her zaman alışılmış
b r metr k uzaydan elde ed lmeyeb l r (Bkz. Örnek 4.7). Sonuç olarak G−metr k uzayların
geometr s alışılmış metr k uzayların geometr s n kapsayıcı şek lde daha genel olacaktır.
Bu noktada alışılmış metr k uzaylardak topoloj k kavramların G−metr k uzaylardak
karşılıklarını yazmak gayet anlamlıdır. Bu anlamda tez n bundan sonrak kısmında
alışılagelm ş kavramların önüne ” G− ” ön et ket yazılacaktır. Tekrar bel rt lmel k bu ön
et ket sayes nde b l nen kavramların G−metr k uzaylardak karşılıkları yazılmış olacaktır,
asla yen kavramlar değ ld rler. Benzer şek lde b r sonrak bölüm ç n ” Gn− ” ön et ket
kullanılacaktır.

4.5 G−Metr k Uzaylarda Yakınsaklık Kavramı

Tanım 4.4 (X,G) b rG−metr k uzay ve (xp)p∈N ⊂ X de b r d z olarak ver ls n. Her ϵ ∈ R+

ve n0 ≤ p, r özell ğ ndek her p, r ∈ N ç nG (xp, xr, x) ≤ ϵ olacak şek lde b r n0 ∈ N varsa
(xp)p∈N d z s x e G−yakınsaktır den r. Kısaca,

l m
p,r→∞

G (xp, xr, x) = 0, (xp)
G−→ x veya (xp) → x

göster mler nden b r le göster l r.

Yardımcı Teorem 4.7 (X,G) b r G−metr k uzay olsun. Bu uzayda G−yakınsak b r d z n n
l m t tekt r.

İspat (X,G), G−metr k uzayında (xp)p∈N ⊂ X d z s , X de b rb r nden farklı x ve y
elemanlarına G−yakınsak olduğunu varsayılsın. Yan ,
(xp) → x ⇐⇒ ∀ ϵ ∈ R+ ç n ∃ n1 ∈ N öylek n1 ≤ p, r özell ğ ndek ∀ p, r ∈ N ç n
G (xp, xr, x) ≤

ϵ

3
dır. Benzer şek lde,

(xp) → y ⇐⇒ ∀ ϵ ∈ R+ ç n ∃ n2 ∈ N öylek n2 ≤ p, r özell ğ ndek ∀ p, r ∈ N ç n
G (xp, xr, y) ≤ ϵ

3
dır. Eğer n0 = max {n1, n2} olarak alınırsa, n0 ≤ p özell ğ ndek ∀

p ∈ N ç n
G (x, x, y) ≤ G (x, xp, xp) +G (xp, y, y)

≤ G (xp, xp, x) + 2G (xp, xp, y)

≤ ϵ

3
+ 2

ϵ

3
= ϵ
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d r. Sonuç olarak, ϵ keyf olduğundanG (x, x, y) = 0 dır. Bu se x = y demek olup, varsayım
le çel ş r.

Yardımcı Teorem 4.8 (X,G) b rG−metr k uzay ve (xp)p∈N ⊂ X de b r d z olarak ver ls n.
Aşağıdak fadeler b rb rler ne denkt rler.
) (xp) d z s x e G−yakınsaktıṙ.
) l m
p→∞

G (xp, xp, x) = 0.

) l m
p→∞

G (xp, x, x) = 0.

v) r ≥ p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xr, x) = 0.

v) l m
p→∞

G (xp, xp, x) = 0 ve l m
p→∞

G (xp, xp+1, x) = 0.

v ) l m
p→∞

G (xp, x, x) = 0 ve l m
p→∞

G (xp, xp+1, x) = 0.

v ) l m
p→∞

G (xp, xp+1, xp+1) = 0 ve l m
p→∞

G (xp, xp+1, x) = 0.

v ) l m
p→∞

G (xp, xp+1, xp+1) = 0 ve r > p ç n l m
p→∞

G (xp, xr, x) = 0.

x) r > p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xr, x) = 0.

İspat ⇒ ; yakınsaklık tanımında p = r olarak alınırsa spat açıktır.
⇒ ; l m

p→∞
G (xp, xp, x) = 0 ver ls n.G (xp, x, x) ≤ 2G (xp, xp, x)︸ ︷︷ ︸

Yardımcı Teorem 4.1- den

eş ts zl ğ n n her k

tarafının p→ ∞ ç n l m t alınırsa

l m
p→∞

G (xp, x, x) ≤ l m
p→∞

2G (xp, xp, x) = 0

dır. Böylece l m
p→∞

G (xp, x, x) = 0 olarak bulunur.

⇒ v ; l m
p→∞

G (xp, x, x) = 0 ver ls n. r ≥ p ç n l m
p→∞

G (xr, x, x) = 0 dır. Ayrıca

G (xp, xr, x) ≤ G (xp, x, x) +G (xr, x, x)︸ ︷︷ ︸
G5) aks yomundan

eş ts zl ğ n n her k tarafının p → ∞ ç n l m t

alınırsa
l m

p,r→∞
G (xp, xr, x) ≤ l m

p→∞
G (xp, x, x) + l m

r→∞
G (xr, x, x) = 0

dır. Böylece l m
p,r→∞

G (xp, xr, x) = 0 olarak bulunur.

v⇒v ; r ≥ p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xr, x) = 0 olduğuna göre r = p ve r = p + 1 olduğunda da
fade doğru olur.
v⇒v ; l m

p→∞
G (xp, xp, x)=0 ve l m

p→∞
G (xp, xp+1, x)=0 ver ls n.G (xp, x, x) ≤ 2G (xp, xp, x)︸ ︷︷ ︸

Yardımcı Teorem 4.1- den
eş ts zl ğ n n her k tarafının p→ ∞ ç n l m t alınırsa

l m
p→∞

G (xp, x, x) ≤ l m
p→∞

2G (xp, xp, x) = 0

dır. Böylece l m
p→∞

G (xp, x, x) = 0 olarak bulunur.

v ⇒v ; l m
p→∞

G (xp, x, x) = 0 ve l m
p→∞

G (xp, xp+1, x) = 0 ver ls n. Ayrıca
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G (xp, xp, xp+1) ≤ G (xp, x, x) +G (x, xp, xp+1)︸ ︷︷ ︸
G5) aks yomundan

eş ts zl ğ n n her k tarafının p → ∞ ç n

l m t alınırsa

l m
p→∞

G (xp, xp, xp+1) ≤ l m
p→∞

G (xp, x, x) + l m
p→∞

G (x, xp, xp+1) = 0

dır. Böylece l m
p→∞

G (xp, xp, xp+1) = 0 dır. G (xp, xp+1, xp+1) ≤ 2G (xp, xp, xp+1)︸ ︷︷ ︸
Yardımcı Teorem 4.1- den

eş ts zl ğ n n her k tarafının p→ ∞ ç n l m t alınırsa

l m
p→∞

G (xp, xp+1, xp+1) ≤ l m
p→∞

2G (xp, xp, xp+1) = 0

dır. Böylece l m
p→∞

G (xp, xp+1, xp+1) = 0 dır.

v ⇒v ; l m
p→∞

G (xp, xp+1, xp+1) = 0 ve l m
p→∞

G (xp, xp+1, x) = 0 ver ls n. p < p + 1 = r

olsun. Bu takd rde l m
p→∞

G (xp, xr, x) = l m
p,r→∞

G (xp, xr, x) = 0 dır.
v ⇒ x ; Açıktır.
x⇒ ; Tanımdan d rekt elde ed l r.

Yardımcı Teorem 4.9 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere, x e G−yakınsak olan b r
(xp)p∈N ⊂ X d z s ver ls n. Bu d z

(
X, dS

)
ve
(
X, dM

)
metr k uzayınlarında da yakınsaktır.

Kısaca aşağıdak önermeler doğrudur;

(xp)p∈N
(X,G)−→ x ⇒ (xp)p∈N

(X,dS)
−→ x,

(xp)p∈N
(X,G)−→ x ⇒ (xp)p∈N

(X,dM)
−→ x.

İspat (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere, l m
p,r→∞

G (xp, xr, x) = 0 olacak şek lde b r

(xp)
(X,G)−→ x d z ver ls n. Yardımcı Teorem 4.8 - ve den l m

p→∞
G (xp, xp, x) = 0 ve

l m
p→∞

G (xp, x, x) = 0 dır. dS metr ğ n n

dS (xp, x) = G (xp, xp, x) +G (xp, x, x)

şekl ndek tanımında eş tl ğ n n her k tarafının p→ ∞ ç n l m t alınırsa

l m
p→∞

dS (xp, x) = l m
p→∞

G (xp, xp, x)︸ ︷︷ ︸
=0

+ l m
p→∞

G (xp, x, x)︸ ︷︷ ︸
=0

bulunur. Bu se (xp)p∈N
(X,dS)
−→ x demekt r. Benzer şek lde d ğer önermede kolaylıkla

göster leb l r.



28

Tanım 4.5 (X,G) b rG−metr k uzay ve (xp)p∈N ⊂ X de b r d z olarak ver ls n. Her ϵ ∈ R+

ve n0 ≤ p, r, s özell ğ ndek her p, r, s ∈ N ç n G (xp, xr, xs) ≤ ϵ olacak şek lde b r n0 ∈ N
varsa (xp)p∈N d z s ne G−Cauchy d z s den r.

Yardımcı Teorem 4.10 B r G−metr k uzayda her G−yakınsak d z G−Cauchy d z s d r.

İspat (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere, x ∈ X noktasına yakınsayan b r (xp)p∈N ⊂
X d z s ver ls n. G−yakınsaklık tanımı gereğ , her ϵ ∈ R+ ve n0 ≤ p, r özell ğ ndek her
p, r ∈ N ç n G (xp, xr, x) ≤ ϵ

3
olacak şek lde b r n0 ∈ N vardır. Buna göre p, r, s ≥ n0

özell ğ ndek her doğal sayı ç n G5 aks yomundan

G (xp, xr, xs) ≤ G (xp, x, x) +G (x, xr, xs)

≤ 2G (xp, xp, x) +G (x, xr, xs)

≤ 2
ϵ

3
+
ϵ

3
= ϵ

elde ed l r. Bu se (xp) n n b r G−Cauchy d z s olması demekt r.

Yardımcı Teorem 4.11 (X,G) b r G−metr k uzay ve (xp)p∈N ⊂ X de b r d z olarak
ver ls n. Aşağıdak fadeler b rb rler ne denkt rler.
) (xp) b r G−Cauchy d z s d r.
) l m
p,r→∞

G (xp, xr, xr) = 0.

) r ≥ p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xr, xr) = 0.

v) r > p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xr, xr) = 0.

v) l m
p,r→∞

G (xp, xp, xr) = 0.

v ) r ≥ p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xp, xr) = 0.

v ) r > p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xp, xr) = 0.

v ) l m
p→∞

G (xp, xp+1, xp+1) = 0 ve r ≥ p ç n l m
p→∞

G (xp, xp+1, xr) = 0.

İspat ⇒ ; Cauchy tanımında s = r olarak alınırsa spat açıktır.
l m

p,r→∞
G (xp, xr, xr) = 0. ver ls n. G−yakınsaklık tanımı gereğ her ϵ ∈ R+ ve n0 ≤ p, r

özell ğ ndek her p, r ∈ N ç n G (xp, xr, xr) ≤ ϵ olacak şek lde b r n0 ∈ N vardır.
Bu tanımda p, r doğal sayıları arasında p = r, p > r veya p < r durumlarından sadece b r
mevcuttur. Özel olarak
• n0 ≤ p = r alınırsa xp = xr olup G (xp, xr, xr) = 0 ≤ ϵ olacağı açıktır,
• n0 ≤ p < r veya n0 ≤ r < p alınması G−yakınsaklık tanımında h çb r şey
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değ şt rmeyeceğ nden, r ≥ p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xr, xr) = 0 ve r > p ç n

l m
p,r→∞

G (xp, xr, xr) = 0 olduğu durumundan açıktır. Tam ters mantıkla ve v
ver ld ğ nde n n yazılab leceğ tanımdan açıktır. Benzer mantıkla sadece tanımı
kullanarak l m

p,r→∞
G (xp, xp, xr) = 0 dır ancak ve ancak r ≥ p ç n l m

p,r→∞
G (xp, xp, xr) = 0

ve r > p ç n l m
p,r→∞

G (xp, xp, xr) = 0 olduğu elde ed l r. Ayrıca ver ld ğ nde r = p + 1

yazarak l m
p→∞

G (xp, xp+1, xp+1) = 0 veya r ≥ p ç n l m
p→∞

G (xp, xp+1, xr) = 0 rahatlıkla
elde ed leb l r.

Yardımcı Teorem 4.12 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere, b r (xp)p∈N ⊂ X d z s
ver ls n. Bu takd rde aşağıdak önermeler doğrudur.
) (X,G) metr k uzayında (xp) d z s G−Cauchy d r ancak ve ancak (xp) d z s

(
X, dS

)
metr k uzayında Cauchy d r.
) (X,G) metr k uzayında (xp) d z s G−Cauchy d r ancak ve ancak (xp) d z s

(
X, dM

)
metr k uzayında Cauchy d r.

İspat ) (X,G) metr k uzayında (xp) d z s G−Cauchy olsun. Yan her ϵ ∈ R+ ve
n0 ≤ p, r, s özell ğ ndek her p, r, s ∈ N ç n G (xp, xr, xs) ≤ ϵ olacak şek lde b r n0 ∈ N
vardır. Bu tanımda özel olarak;
• s = r alınırsa p, r → ∞ ken G (xp, xr, xr) → 0 dır,
• s = p alınırsa p, r → ∞ ken G (xr, xp, xp) → 0 dır.
Bu durumda p, r → ∞ ken dS (xp, xr) = [G (xp, xr, xr) +G (xr, xp, xp)] → 0 elde ed l r.
Dolayısıyla (xp) d z s

(
X, dS

)
metr k uzayında Cauchy d r.(

X, dS
)
metr k uzayında (xp) d z s Cauchy olsun. Yan her ϵ ∈ R+ ve n0 ≤ p, r

özell ğ ndek her p, r ∈ N ç n dS (xp, xr) = [G (xp, xr, xr) +G (xr, xp, xp)] ≤ ϵ olacak
şek lde b r n0 ∈ N vardır. O halde özel olarak G (xp, xr, xr) ≤ ϵ ve G (xr, xp, xp) ≤ ϵ

olacağından, l m
p,r→∞

G (xp, xr, xr) = 0 ve l m
p,r→∞

G (xp, xp, xr) = 0 elde ed l r. Buradan

Yardımcı Teorem 4.11 den (xp) d z s G−Cauchy d r. Benzer şek lde
(
X, dM

)
metr k uzayı

ç nde spat ver leb l r.

Tanım 4.6 B r G−metr k uzayda her G−Cauchy d z s G−yakınsak se bu uzaya tam uzay
( veya G−tam uzay ) den r.

Yardımcı Teorem 4.13 B r G−metr k uzayın G−tam olması ç n gerek ve yeter koşul(
X, dM

)
ve
(
X, dS

)
metr k uzaylarının tam olmasıdır.
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İspat τG, τdM ve τdS topoloj ler n n denk olduğu d kkate alınarak Yardımcı Teorem 4.12 den
spat açıktır.

4.6 G−Metr k Uzaylarda Sürekl l k Kavramı

Tanım 4.7 (X,G) ve (X∗, G∗) k G−metr k uzay, x0 ∈ X ve f : X −→ X∗ fonks yon
olsun. Keyf ϵ > 0 ver ls n, bu takd rde her BG∗ (f (x0) , ϵ), G−açık yuvarı ç n
f (BG (x0, δ)) ⊆ BG∗ (f (x0) , ϵ) olacak şek lde b r δ > 0 varsa f fonks yonuna x0 ∈ X

noktasında G−sürekl d r den r. Eger f fonks yonu X kümes n n tüm noktalarında
G−sürekl se X kümes üzer nde G−sürekl d r den r.

Bu tanımı şu şek lde de ver leb l r:
f : X −→ X∗ fonks yonuna x0 ∈ X noktasında G−sürekl d r⇔ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek
G (x0, x, x) < δ özell ğ ndek ∀ x ∈ X ç n G∗ (f (x0) , f (x) , f (x)) < ϵ dur.

Yardımcı Teorem 4.14 (X,G) ve (X∗, G∗) k G−metr k uzay ve f : X −→ X∗ fonks yonu
ver ls n. f fonks yonu x0 ∈ X noktasında G−sürekl d r ancak ve ancak G metr ğ x0 ∈ X

noktasında d z sel sürekl d r ( yan (xp)p∈N
G−→ xo ken (f (xp))p∈N

G∗
−→ f (xo)).

İspat (X,G) ve (X∗, G∗) k G−metr k uzay ve f : X −→ X∗ fonks yonu ver ls n. f
fonks yonu x0 ∈ X noktasında G−sürekl se ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek G (x0, x, x) < δ

özell ğ ndek ∀ x ∈ X ç n G∗ (f (x0) , f (x) , f (x)) < ϵ dur. Ayrıca (xp)p∈N
G−→ xo

olduğundan her δ > 0 ç n ∃ n0 ∈ N öylek ∀p > n0 ç n G (xp, xp, x0) < δ dır. Buradan f
fonks yonunun x0 noktasında sürekl olmasından ∀ ϵ > 0 ve δ > 0 ken ∃ n0 ∈ N öylek
∀p > n0 ken G∗ (f (xp) , f (xp) , f (x0)) < ϵ elde ed l r. Bu se (f (xp))p∈N

G∗
−→ f (xo)

demekt r. G metr ğ x0 ∈ X noktasında d z sel sürekl ken f fonks yonu x0 ∈ X noktasında
G−sürekl olmadığı varsayılsın. Yan her δ > 0 ç n x ̸= x0 olmak üzere G (x0, x, x) < δ

ken G∗ (f (x0) , f (x) , f (x)) > ϵ olacak şek lde b r ϵ > 0 vardır. Burada özel olarak
δ =

1

p
olarak alınırsa G (xp, xp, x0) <

1

p
ken G∗ (f (xp) , f (xp) , f (x0)) ≥ ϵ olur. Bu se

(xp)p∈N
G−→ xo ken (f (xp))p∈N

G∗
9 f (xo) demek olup, bu b r çel şk d r. Dolayısıyla

varsayım yanlış olup, f fonks yonu x0 ∈ X noktasında G−sürekl d r.

Yardımcı Teorem 4.15 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere f : X −→ X fonks yonu
ver ls n. Bu takd rde f fonks yonunun X üzer nde sürekl olması ç n gerek ve yeter koşul f
fonks yonunun

(
X, dS

)
ve
(
X, dM

)
metr k uzayınlarında da sürekl olmasıdır. Kısaca
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aşağıdak önermeler doğrudur.

) f fonks yonu (X,G) de G− sürekl d r⇐⇒ f fonks yonu
(
X, dS

)
de sürekl d r.

) f fonks yonu (X,G) de G− sürekl d r⇐⇒ f fonks yonu
(
X, dM

)
de sürekl d r.

İspat ) (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere f : X −→ X fonks yonu X üzer nde

G−sürekl olsun. G−sürekl l k tanımı gereğ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek G (x, y, y) <
δ

3
özell ğ ndek ∀ x ∈ X ç nG (f (x) , f (y) , f (y)) <

ϵ

3
dur. Bu tanımda dS metr ğ n n tanımı

ve G (x, y, y) <
δ

3
olması

dS (x, y) = G (x, y, y) +G (x, x, y)

< G (x, y, y) + 2G (x, y, y)

< 3G (x, y, y)

< δ

anlamına gel rken, G (f (x) , f (y) , f (y)) <
ϵ

3
olması

dS (f (x) , f (y)) = G (f (x) , f (y) , f (y)) +G (f (x) , f (x) , f (y))

< G (f (x) , f (y) , f (y)) + 2G (f (x) , f (y) , f (y))

< 3G (f (x) , f (y) , f (y))

< ϵ

olduğu anlamına gel r. Yan ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek dS (x, y) < δ özell ğ ndek ∀ x ∈ X

ç n dS (f (x) , f (y)) < ϵ elde ed l r. Bu se f fonks yonunun
(
X, dS

)
metr k uzayında sürekl

olması demekt r.
Ters ne

(
X, dS

)
b r metr k uzay olmak üzere f : X −→ X fonks yonu X üzer nde sürekl

olsun. Sürekl l k tanımı gereğ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek dS (x, y) < δ özell ğ ndek ∀ x ∈
X ç n dS (f (x) , f (y)) < ϵ dur. Bu tanımda dS (x, y) = G (x, y, y) + G (x, x, y) < δ

olmasından G (x, y, y) < δ sonucu çıkarken, dS (f (x) , f (y)) = G (f (x) , f (y) , f (y)) +

G (f (x) , f (x) , f (y)) < ϵ olmasındanG (f (x) , f (y) , f (y)) < ϵ sonucu ortaya çıkar. Yan
∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek G (x, y, y) < δ özell ğ ndek ∀ x ∈ X ç nG (f (x) , f (y) , f (y)) < ϵ

elde ed l r. Bu se f fonks yonunun G−sürekl olması demekt r.
Benzer mantıkla ) dek önermede spatlanab l r.

Yardımcı Teorem 4.16 (X,G) b r G−metr k uzay olmak üzere, G (x, y, z) fonks yonu
değ şken b leşenler ne göre G−sürekl d r.
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İspat (xp)p∈N, (yq)q∈N, (zr)r∈N ⊂ X d z ler sırasıyla x, y, z ∈ X elemanlarına
G−yakınsak olsunlar. G5 aks yomundan

G (x, y, z) ≤ G (y, yq, yq) +G (yq, x, z) (I)

G (z, x, yq) ≤ G (x, xp, xp) +G (xp, yq, z) (II)

ve
G (z, xp, yq) ≤ G (z, zr, zr) +G (zr, xp, yq) (III)

eş ts zl kler elde ed l r. Bu eş ts zl kler alt alta toplanıp, gerekl sadeleşt rmeler yapılırsa;

G (x, y, z)−G (xp, yq, zr) ≤ G (y, yq, yq) +G (x, xp, xp) +G (z, zr, zr)

= G (x, xp, xp) +G (y, yq, yq) +G (z, zr, zr)

bulunur. Ayrıca (III) eş ts zl ğ nde G5 aks yomu kullanılırsa,

G (xp, yq, zr) ≤ G (xp, x, x) +G (x, yq, zr)

≤ G (xp, x, x) +G (x, yq, z) +G (z, z, zr)

= G (xp, x, x) +G (z, z, zr) +G (x, yq, z)

≤ G (xp, x, x) +G (z, z, zr) +G (x, y, z) +G (y, yq, y)

elde ed l r. Bu son eş ts zl k düzenlen rse,

G (xp, yq, zr)−G (x, y, z) ≤ G (xp, x, x) +G (yq, y, y) +G (zr, z, z, )

eş ts zl ğ bulunur. (III), son eş ts zl k ve Yardımcı Teorem 4.1-2 den

|G (xp, yq, zr)−G (x, y, z)| ≤ 2 [G (x, xp, xp) +G (y, yq, yq) +G (z, zr, zr)]

elde ed l r. Bu eş ts zl kte p, q, r → ∞ ç n l m t alınırsaG (xp, yq, zr) → G (x, y, z) bulunur.
Böylece, Yardımcı Teorem 4.14 den G fonks yonu G−sürekl d r.
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5. Gn−METRİK UZAYLAR

Alışılmış metr k uzaylarda uzaklık kavramının geleneksel tanımının, bu uzaydak k
noktanın “b r b r nden ne kadar ayrı” olduğunun ölçülmes üzer ne ver ld ğ n söylemek
yanlış olmayacaktır. Ancak bu tanım uzaydak k den fazla elemanın b rb r nden ne kadar
ayrıldığını aynı anda ölçme fırsatı vermez. Bu anlamda üç nokta arasındak uzaklık kavramı
üzer ne kurulu ve alışılmış metr k uzayların b r genelleşt lm ş olan G−metr k uzaylar b r
öncek bölümde tanıtılmıştı. Bu bölümde üçten fazla eleman arasındak uzaklık kavramına
dayalı, G−metr k uzayların genelleşt r lmes olan Gn−metr k uzayları ver lecekt r.
L teratürde Gn−metr k uzaylar le lg l lk çalışmalar; (Khan, 2014) ve (Roldán vd., 2014)
referanslarındak çalışmalardır. Ancak bu bölüm Gn−metr k uzaylar le lg l l teratürdek
en son çalışma olan ve (Khan, 2014) ve (Roldán vd., 2014) çalışmalarını kapsayan (Cho
vd, 2018) çalışması baz alınarak oluşturulacaktır.

Boştan farklı b r X kümes ç n
n∏

i=1

X =

n−tane︷ ︸︸ ︷
X ×X × · · · ×X = Xn olmak üzere n.

mertebeden b r G−metr k uzay aşağıdak g b tanımlanır;

Tanım 5.1 X boştan farklı b r küme olmak üzere, Gn : Xn → [0,∞) fonks yonu aşağıdak
aks yomları sağlasın;
(Gn1) (poz t f tanımlılık): Her x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n

Gn (x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r,
(Gn2) (permütasyon değ şmezl ğ ): σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} b r permütasyon
fonks yon olmak üzere:

Gn (x1, x2, . . . , xn) = Gn

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r,
(Gn3) (monotonluk): {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek
her (x1, x2, . . . , xn) , (y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç n

Gn (x1, x2, . . . , xn) ≤ Gn (y1, y2, . . . , yn)

d r,
(Gn4) (genelleşt r lm ş üçgen eş ts zl ğ ): s, t ∈ N ç n s + t = n ve x1, x2, . . . , xs,
y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere;

Gn (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) ≤ Gn (x1, . . . , xs, w, w, . . . , w) +Gn (w,w, . . . , w, y1, . . . , yt)
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d r. Bu takd rde Gn fonks yonuna X üzer nde n nc mertebeden b r G−metr k adı ver l r.
Ayrıca (X,Gn) k l s ne n nc mertebeden G−metr k uzay adı ver l r.

Not 5.1 Tez n bundan sonrak kısmında kısalığın hatırına;
n nc mertebeden G−metr ğe; Gn−metr k,
n nc mertebeden G−metr k uzaya; Gn−metr k uzay adı ver lecekt r.

Not 5.2 Alışılmış b r (X, d) metr k uzayında üçgen eş ts zl ğ , ∀x, y, w ∈ X ç n d (x, y) ≤
d (x,w) + d (w, y) şekl nded r. Bu eş ts zl k ” x le y noktaları arasındak uzaklık x le w
ve w le y noktaları arasındak uzaklıklar yardımıyla, yaklaşık olarak ölçülmek sten yorsa,
b r w ∈ X noktası gerekl d r ” olarak yorumlanab l r. Burada x le y arasındak uzaklığın
w1 ̸= w2 olmak üzere d (x,w1) ve d (y, w2) uzaklıları yardımıyla ölçülemeyeceğ ne d kkat
ed lmel d r. x le y noktaları arasındak uzaklık d (x, y); x le y noktaları arasındak farklılık
olarak düşünülürse, x = y se x le y noktaları arasındak farklılık 0 dır. Ters ne; x le y
noktaları arasındak farklılık 0 se x = y olarak düşünüleb l r. Aynı zamanda x le y noktaları
arasındak farklılık le y le x noktaları arasındak farklılık aynı olarak ele alınmalıdır. Bu
düşünceler net ces nde ” x le w noktası ve y le w noktası yeter nce benzer olması ç n,
üçgen eş ts zl ğ gereğ x le y noktaları yeter nce benzer olmalıdır ” sonucu ortaya çıkar. Bu
anlamda

Gn (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) ≤ Gn (x1, . . . , xs, w, . . . , w) +Gn (w, . . . , w, y1, . . . , yt)

eş ts zl ğ le ver len (Gn4) aks yomuna genelleşt r lm ş üçgen eş ts zl ğ den lmes gayet
mantıklıdır. Yan Gn (x1, x2, . . . , xs, w, w, . . . , w) ve Gn (w,w, . . . , w, y1, y2, . . . , yt)

yeter nce küçük se Gn (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) yeter nce küçük olmak zorundadır. Bu
{x1, x2, . . . , xs, w} ve {y1, y2, . . . , yt, w} ver kümeler yüksek benzerl klere sah pse
{x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt} ver kümes de yüksek benzerl ğe sah pt r olarak
yorumlanab l r. Sonuç olarak unutulmamalıdır k ver kümeler n n benzerl k anal z nde b r
w noktası oldukça öneml d r.

Aşağıda Gn−metr k uzayın daha rahat anlaşılması ç n G4−metr k uzayda,
Gn−metr k uzay aks yomlarından kolayca elde ed leb len bazı bas t özell kler ver lecekt r.

Yardımcı Teorem 5.1 (X,G4) b r G4−metr k uzay olmak üzere; her x, y, p, q, w ∈ X ç n
aşağıdak önermeler geçerl d r;
) G4 (x, y, p, q) = 0 ⇐⇒ x = y = p = q.
)
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G4 (x, y, p, q)=G4 (y, x, p, q)=G4 (p, y, x, q)=G4 (q, y, p, x)=G4 (x, p, y, q)=G4 (x, y, q, p).
) x, y, p, q, w ∈ X elemanları b rb r nden farklı olmak üzere

G4 (x, y, y, y) ≤ G4 (x, x, y, p) G4 (x, x, y, y) ≤ G4 (x, x, y, p)

G4 (x, y, y, y) ≤ G4 (x, y, y, p) G4 (x, x, y, y) ≤ G4 (x, y, y, p)

G4 (x, y, y, y) ≤ G4 (x, y, p, p) G4 (x, x, y, y) ≤ G4 (x, y, p, p)

G4 (x, y, p, p) ≤ G4 (x, y, p, q)

v)

G4 (x, y, p, q) ≤ G4 (x,w,w,w) +G4 (w, y, p, q)

G4 (x, y, p, q) ≤ G4 (x, y, w, w) +G4 (w,w, p, q)

İspat ) ve ) de ver len önermeler (Gn1) ve (Gn2) aks yomlarından açıktır.
) (Gn3) aks yomunda X  Y olacak şek lde X = {x1, x2, x3, x4} ve Y = {y1, y2, y3, y4}

kümeler ele alınırsa, altı durum söz konusudur;
Durum 1 : |X| = 1 ve |Y | = 2 olmak üzere X = {x1} ve Y = {x1, x2} olsun. Bu takd rde

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x1, x1, x1, x2)

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x1, x1, x2, x2)

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x1, x2, x2, x2)

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x2, x2, x2, x2)

eş ts zl kler vardır.
Durum 2 : |X| = 1 ve |Y | = 3 olmak üzereX = {x1} ve Y = {x1, x2, x3} olsun. Bu takd rde

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x1, x1, x2, x3)

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x1, x2, x2, x3)

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x1, x2, x3, x3)

eş ts zl kler vardır.
Durum 3 : |X| = 1 ve |Y | = 4 olmak üzere X = {x1} ve Y = {x1, x2, x3, x4} olsun. Bu
takd rde

G4 (x1, x1, x1, x1) ≤ G4 (x1, x2, x3, x4)

eş ts zl kler vardır.
Durum 4 : |X| = 2 ve |Y | = 3 olmak üzere X = {x1, x2} ve Y = {x1, x2, x3} olsun. Bu
takd rde

G4 (x1, x1, x1, x2) ≤ G4 (x1, x1, x2, x3)

G4 (x1, x1, x1, x2) ≤ G4 (x1, x2, x2, x3)

G4 (x1, x1, x1, x2) ≤ G4 (x1, x2, x3, x3)

(5.1)
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ve
G4 (x1, x1, x2, x2) ≤ G4 (x1, x1, x2, x3)

G4 (x1, x1, x2, x2) ≤ G4 (x1, x2, x2, x3)

G4 (x1, x1, x2, x2) ≤ G4 (x1, x2, x3, x3)

(5.2)

eş ts zl kler vardır. (5.1) eş ts zl ğ nde x1 = y, x2 = x ve x3 = p fadeler yerler ne yazılıp,
(Gn2) aks yomu kullanılırsa

G4 (y, y, y, x) = G4 (x, y, y, y) ≤ G4 (x, x, y, p)

G4 (y, y, y, x) = G4 (x, y, y, y) ≤ G4 (x, y, y, p)

G4 (y, y, y, x) = G4 (x, y, y, y) ≤ G4 (x, y, p, p)

eş tl kler elde ed l r. Benzer şek lde, (5.2) eş ts zl ğ nde x1 = x, x2 = y ve x3 = p fadeler
yerler ne yazılıp, (Gn2) aks yomu kullanılırsa

G4 (x, x, y, y) ≤ G4 (x, x, y, p)

G4 (x, x, y, y) ≤ G4 (x, y, y, p)

G4 (x, x, y, y) ≤ G4 (x, y, p, p)

eş ts zl kler elde ed l r.
Durum 5 : |X| = 2 ve |Y | = 4 olmak üzere X = {x1, x2} ve Y = {x1, x2, x3, x4} olsun. Bu
takd rde

G4 (x1, x1, x2, x2) ≤ G4 (x1, x2, x3, x4) G4 (x1, x1, x1, x2) ≤ G4 (x1, x2, x3, x4)

eş ts zl kler vardır.
Durum 6 : |X| = 3 ve |Y | = 4 olmak üzere X = {x1, x2, x3} ve Y = {x1, x2, x3, x4} olsun.
Bu takd rde

G4 (x1, x1, x2, x3) ≤ G4 (x1, x2, x3, x4)

G4 (x1, x2, x2, x3) ≤ G4 (x1, x2, x3, x4)

G4 (x1, x2, x3, x3) ≤ G4 (x1, x2, x3, x4)

eş ts zl kler vardır. Bu eş ts zl klerde x1 = x, x2 = y, x3 = p ve x4 = q fadeler yerler ne
yazılırsa,

G4 (x, x, y, p) ≤ G4 (x, y, p, q)

G4 (x, y, y, p) ≤ G4 (x, y, p, q)

G4 (x, y, p, p) ≤ G4 (x, y, p, q)

eş ts zl kler elde ed l r.
v) (Gn4) ak yomunda s+ t = 4 olmak üzere; beş durum söz konusudur;
Durum 1 : s = 0, t = 4 ç n

G4 (y1, y2, y3, y4) ≤ G4 (w,w,w,w) +G4 (y1, y2, y3, y4)

eş ts zl ğ vardır.
Durum 2 : s = 1, t = 3,

G4 (x1, y1, y2, y3) ≤ G4 (x1, w, w, w) +G4 (w, y1, y2, y3)
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eş ts zl ğ vardır.
Durum 3 : s = 2, t = 2,

G4 (x1, x2, y1, y2) ≤ G4 (x1, x2, w, w) +G4 (w,w, y1, y2)

eş ts zl ğ vardır.
Durum 4 : s = 3, t = 1,

G4 (x1, x2, x3, y1) ≤ G4 (x1, x2, x3, w) +G4 (w,w,w, y1)

eş ts zl ğ vardır.
Durum 5 : s = 4, t = 0 dır.

G4 (x1, x2, x3, x4) ≤ G4 (x1, x2, x3, x4) +G4 (w,w,w,w)

eş ts zl ğ vardır. Ancak 1 nc le 5 nc durum ve 2 nc le 4 üncü durum b r b rler ne denkt r.
Dolayısıyla üç t p eş ts zl k vardır.
Durum 2 de x1 = x, y1 = y, y2 = p, y3 = q fadeler yerler ne yazılırsa

G4 (x, y, p, q) ≤ G4 (x,w,w,w) +G4 (w, y, p, q)

eş ts zl ğ elde ed l r.
Durum 3 de x1 = x, x2 = y, y1 = p, y2 = q fadeler yerler ne yazılırsa

G4 (x, y, p, q) ≤ G4 (x, y, w, w) +G4 (w,w, p, q)

eş ts zl ğ elde ed l r.

Not 5.3 Tez n bundan sonrak kısmında, kısalığın hatırına Gn−metr ğ nde tekrar eden
noktalar kalın (bold) olarak yazılacaktır. Örneğ n;

Gn (x, y, . . . , y) yer ne Gn (x; y)

ya da
Gn (x, y, . . . , y, z) yer ne Gn (x; y;z) veya Gn (x, z; y)

g b notasyonlar kullanılacaktır. Eğer tekrar eden elemanların kaç defa tekrar ett ğ n n
vurgusu yapılmak sten rse

Gn

x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
s−tane

, y, w, . . . , w

 = Gn ([x]
s , y, w, . . . , w)

yada

Gn

x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
s−tane

, y, w, . . . , w

 = Gn ([x]
s , y;w)



38

yada

Gn

x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
s−tane

, y, w, . . . , w

 = Gn

(
[x]s , y, [w]n−s−1)

notasyonlardan b r kullanılacaktır.

Örnek 5.1 X ̸= ∅ b r küme olsun.∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n d : Xn → [0,∞) fonks yonu

d (x1, x2, . . . , xn) =

{
0 , x1 = x2 = · · · = xn

1 , d ğer durumlarda

şekl nde tanımlansın. Bu takd rde d, X üzer nde b r Gn−metr kt r, özel olarak
ayrık Gn−metr k den r.

Gerçekten, ∀x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, w ∈ X ç n;
(Gn1) d (x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇔ x1 = x2 = . . . = xn d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu
sağlanır.
(Gn2) x1 = x2 = . . . = xn se xσ(1) = xσ(2) = . . . = xσ(n) olup
d (x1, x2, . . . , xn) = 0 = d

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r. Eğer x1, x2, . . . , xn ∈ X

elemanlarından en az k s farklı se, bu elemanlar ç n
d (x1, x2, . . . , xn) = 1 = d

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.

(Gn3) {xi = 1, . . . , n}  {yi = 1, . . . , n} olmak üzere,
|{x1, x2, . . . , xn}| = 1 se x1 = x2 = . . . = xn olup y1, y2, . . . , yn elemanlarından da en az
k s farklı olur. Böylece d (x1, x2, . . . , xn) = 0 < 1 = d (y1, y2, . . . , yn) elde ed l r.
Eğer, |{x1, x2, . . . , xn}| > 1 se x1, x2, . . . , xn ∈ X elemanlarıdan en az k s farklı
olacağından y1, y2, . . . , yn ∈ X elemanlarından da en az k s farklı olur. Böylece
d (x1, x2, . . . , xn) = 1 = d (y1, y2, . . . , yn) elde ed l r. Sonuç olarak Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s+ t = n olmak üzere,
Durum 1 : d (x1, x2, . . . , xs;w) = 1 veya d (y1, y2, . . . , yt;w) = 1 se x1, x2, . . . , xs, w ve
w, y1, y2, . . . , yt elemanlarından en az k s b r b r nden farklı olacağından

d (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt)︸ ︷︷ ︸
=1

≤ d (x1, x2, . . . , xs;w)︸ ︷︷ ︸
=1

+ d (y1, y2, . . . , yt;w)︸ ︷︷ ︸
=1

dır,
Durum 2 : d (x1, x2, . . . , xs;w) = 0 veya d (y1, y2, . . . , yt;w) = 1 se x1=x2=· · ·=xn=w
ve w, y1, y2, . . . , yt elemanlarından en az k s b r b r nden farklı olacağından

d (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt)︸ ︷︷ ︸
=1

≤ d (x1, x2, . . . , xs;w)︸ ︷︷ ︸
=0

+ d (y1, y2, . . . , yt;w)︸ ︷︷ ︸
=1

dır,
Durum 3 : d (x1, x2, . . . , xs;w) = 0 veya d (y1, y2, . . . , yt;w) = 0 se x1 = x2 · · · = xn = w
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ve y1 = y2 = · · · = yt = w olup

d (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt)︸ ︷︷ ︸
=0

≤ d (x1, x2, . . . , xs;w)︸ ︷︷ ︸
=0

+ d (y1, y2, . . . , yt;w)︸ ︷︷ ︸
=0

dır. Böylece Gn4 aks yomu sağlanır.

Örnek 5.2 ( Gn−çap metr k ) :

d :
n∏

i=1

R+ −→ [0,∞)

(x1, x2, . . . , xn) 7−→ d (x1, x2, . . . , xn) = max
0≤i≤n

xi − m n
0≤j≤n

xj

şekl nde tanımlı d fonks yonu
n∏

i=1

R+ üzer nde b rGn−metr k olduğu her x1, x2, . . . , xn ∈ R+

ç n aşağıdak g b göster l r;
(Gn1)

d (x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ max
0≤i≤n

xi − m n
0≤j≤n

xj = 0

⇐⇒ max
0≤i≤n

xi = m n
0≤j≤n

xj

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere,

{x1, x2, . . . , xn} =
{
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

}
olduğundan d (x1, x2, . . . , xn) = d

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
dır. Dolayısıyla Gn2 aks yomu

sağlanır.
(Gn3) {xi = 1, . . . , n}  {yi = 1, . . . , n} ⊂ R+ olduğundan

max {x1, x2, . . . , xn} ≤ max {y1, y2, . . . , yn} ve m n {x1, x2, . . . , xn} ≥ m n {y1, y2, . . . , yn}

d r. Böylece
d (x1, . . . , xn) = max

0≤i≤n
xi − m n

0≤j≤n
xj

≤ max
0≤i≤n

yi − m n
0≤j≤n

yj

= d (y1, y2, . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ R+ olmak üzere;

Mx = max {x1, x2, . . . , xs} , mx = m n {x1, x2, . . . , xs}
My = max {y1, y2, . . . , yt} , my = m n {y1, y2, . . . , yt}
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olarak tanımlansın. Genell ğ bozmaksızın Mx ≤ My olduğu varsayılarak üç temel durum
vardır;
Durum 1)mx ≤Mx ≤ my ≤My,
Durum 2)mx ≤ my ≤Mx ≤My,
Durum 3)my ≤ mx ≤Mx ≤My.
Bu temel durumlarda da kend çers nde alt durumlara sah pt r:
Durum 1 ç n aşağıdak alt durumlar söz konusudur;
Alt durum :mx ≤Mx ≤ my ≤My ≤ w ,

d (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) = My −mx

≤ w −mx

≤ w −mx + w −mx

= w −mx︸ ︷︷ ︸
=d(x1,x2,...,xs;w)

+ w −mx︸ ︷︷ ︸
=d(x1,x2,...,xt;w)

Alt durum :mx ≤Mx ≤ my ≤ w ≤My,

d (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) = My −mx

≤ My −mx + w −my

= w −mx +My −my

= w −mx︸ ︷︷ ︸
=d(x1,x2,...,xs;w)

+ My −my︸ ︷︷ ︸
=d(y1,y2,...,yt;w)

Alt durum :mx ≤Mx ≤ w ≤ my ≤My,

d (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) = My −mx

≤ My −mx + w − w

= w −mx +My − w

= w −mx︸ ︷︷ ︸
=d(x1,x2,...,xs;w)

+ My − w︸ ︷︷ ︸
=d(y1,y2,...,yt;w)

Alt durum v :mx ≤ w ≤Mx ≤ my ≤My,

d (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) = My −mx

≤ My −mx +Mx − w

= Mx −mx +My − w

= Mx −mx︸ ︷︷ ︸
=d(x1,x2,...,xs;w)

+ My − w︸ ︷︷ ︸
=d(y1,y2,...,yt;w)

Alt durum v : w ≤ mx ≤Mx ≤ my ≤My

d (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) = My −mx

≤ My − w

≤ Mx − w +My − w

= Mx − w︸ ︷︷ ︸
=d(x1,x2,...,xs;w)

+ My − w︸ ︷︷ ︸
=d(y1,y2,...,yt;w)
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Sonuç olarak Durum 1 dek beş alt durum ç n Gn4 aks yomu sağlanır. Durum 2 ve Durum
3 ç nde Gn4 aks yomu sağlandığı Durum 1 ın spatına benzer olarak göster leb l r.

Not 5.4 (X, ∥.∥) normlu b r uzay olmak üzere, d fonks yonu

d : Xn −→ [0,∞)

(x1, x2, . . . , xn) 7−→ d (x1, x2, . . . , xn) = max
0≤i≤n

∥xi∥ − m n
0≤j≤n

∥xj∥

şekl nde tanımlansın. Bu takd rde d, X üzer nde b r Gn−metr k değ ld r. Gerçekten
Gn2, Gn3 ve Gn4 aks yomları sağlanır, fakat Gn1 aks yomu her zaman sağlanmaz.

Aşağıdak ver len Yardımcı Teorem 5.2 ve 5.3 b rGn−metr k uzay ver ld ğ nde, yen
b r Gn−metr k uzayın elde ed l ş le lg l d r.

Yardımcı Teorem 5.2 (X,G1
n) ve (X,G2

n), Gn−metr k uzaylar ve ψ : [0,∞) → [0,∞)

aşağıdak özel kler sağlan b r fonks yon olsun.
) ψ, [0,∞) üzer nde artandır,
) ψ (0) = 0,
) ∀x, y ∈ [0,∞) ç n ψ (x+ y) = ψ (x) + ψ (y).

Bu takd rde
d (x1, . . . , xn) = ψ

(
G1

n (x1, . . . , xn)
)

ve
d (x1, . . . , xn) = G1

n (x1, . . . , xn) +G2
n (x1, . . . , xn)

şekl nde tanımlı d fonks yonları X üzer nde b r Gn−metr kt r.

İspat Öncel kle d (x1, . . . , xn) = G1
n (x1, . . . , xn) + G2

n (x1, . . . , xn) şekl nde tanımlı d
fonks yonu ver ls n;
(Gn1) Her x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n

d (x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ G1
n (x1, . . . , xn) +G2

n (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ G1
n (x1, . . . , xn) = 0 ve G2

n (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere:

d (x1, . . . , xn) = G1
n (x1, . . . , xn) +G2

n (x1, . . . , xn)

= G1
n

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
+G2

n

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
= d

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
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d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek her (x1, x2, . . . , xn) ve
(y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç n

d (x1, . . . , xn) = G1
n (x1, . . . , xn) +G2

n (x1, . . . , xn)

≤ G1
n (y1, . . . , yn) +G2

n (y1, . . . , yn)

= d (y1, . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere;

d (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) = G1
n (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) +G2

n (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt)

≤ G1
n (x1, x2, . . . , xs;w) +G1

n (y1, y2, . . . , yt;w)

+G2
n (x1, x2, . . . , xs;w) +G2

n (y1, y2, . . . , yt;w)

= d (x1, x2, . . . , xs;w) + d (y1, y2, . . . , yt;w)

d r. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır. Sonuç olarak

d (x1, . . . , xn) = G1
n (x1, . . . , xn) +G2

n (x1, . . . , xn)

şekl nde tanımlı d fonks yonu X üzer nde b r Gn−metr kt r.
Benzer şek lde d (x1, . . . , xn) = ψ (G1

n (x1, . . . , xn)) şekl nde tanımlı d fonks yonu
ver ls n;
(Gn1) Her x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n

d (x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ ψ (G1
n (x1, . . . , xn)) = 0

⇐⇒ G1
n (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere:

d (x1, . . . , xn) = ψ
(
G1

n (x1, . . . , xn)
)

= ψ
(
G1

n

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

))
= d

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek her (x1, x2, . . . , xn) ve
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(y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç nG1
n (x1, . . . , xn) ≤ G1

n (y1, . . . , yn) d r. Ayrıca, ψ, [0,∞) üzer nde
artan olduğundan

d (x1, . . . , xn) = ψ
(
G1

n (x1, . . . , xn)
)

≤ ψ
(
G1

n (y1, . . . , yn)
)

= d (y1, . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere; ψ, [0,∞)

üzer nde artan olduğundan

d (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) = ψ
(
G1

n (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt)
)

≤ ψ
(
G1

n (x1, x2, . . . , xs;w) +G1
n (y1, y2, . . . , yt;w)

)
= ψ

(
G1

n (x1, x2, . . . , xs;w)
)
+ ψ

(
G1

n (y1, y2, . . . , yt;w)
)

= d (x1, x2, . . . , xs;w) + d (y1, y2, . . . , yt;w)

d r. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır. Sonuç olarak d (x1, . . . , xn) = ψ (G1
n (x1, . . . , xn))

şekl nde tanımlı d fonks yonu X üzer nde b r Gn−metr kt r.

Yardımcı Teorem 5.3 ψ fonks yonu Yardımcı Teorem 5.2 de ver len özell klere sah p olmak
üzere, b r (X,Gn), Gn−metr k uzayı ver ls n. Ayrıca k ∈ R+ sab t b r reel sayı olsun. Bu
takd rde ψ ◦Gn b leşke fonks yonu ( aşağıdak ler g b tanımlı olmak üzere )X üzer nde b r
Gn−metr kt r;
) ψ (x) = kx olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = kGn (x1, x2, . . . , xn),

) ψ (x) =
x

1 + x
olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =

Gn (x1, x2, . . . , xn)

1 +Gn (x1, x2, . . . , xn)
,

) ψ (x) =
√
x olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =

√
Gn (x1, x2, . . . , xn) dır. Üstel k

p ≥ 1 sab t olacak şek lde ψ (x) = x1/p ç nde doğrudur.
v) ψ (x) =log (x+ 1) olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn)=log (Gn (x1, x2, . . . , xn) + 1),

v) ψ (x)=m n {k, x} olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =m n {k,Gn (x1, x2, . . . , xn)}.

İspat ) ψ (x) = kx olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = kGn (x1, x2, . . . , xn) olsun.
Her x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n
(Gn1)

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ kGn (x1, x2, . . . , xn) = 0

⇐⇒ Gn (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn
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d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = kGn (x1, x2, . . . , xn)

= kGn

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
= (ψ ◦Gn)

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek
her (x1, x2, . . . , xn) , (y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç n Gn (x1, . . . , xn) ≤ Gn (y1, . . . , yn) d r.
Ayrıca, ψ, [0,∞) üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = kGn (x1, x2 . . . , xn)

≤ kGn (y1, y2, . . . , yn)

= (ψ ◦Gn) (y1, , y2 . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere; ψ, [0,∞)

üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) = k (G (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt))

≤ k (Gn (x1, x2, . . . , xs;w) +Gn (y1, y2, . . . , yt;w))

= kGn (x1, x2, . . . , xs;w) + kGn (y1, y2, . . . , yt;w)

= (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xs;w) + (ψ ◦Gn) (Gn (y1, y2, . . . , yt;w))

d r. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır.

) ψ (x) =
x

1 + x
olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =

Gn (x1, x2, . . . , xn)

1 +Gn (x1, x2, . . . , xn)
ver ls n.

Her x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n
(Gn1)

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ Gn (x1, x2, . . . , xn)

1 +Gn (x1, x2, . . . , xn)
= 0

⇐⇒ Gn (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =
Gn (x1, x2, . . . , xn)

1 +Gn (x1, x2, . . . , xn)

=
Gn

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
1 +Gn

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
= (ψ ◦Gn)

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
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d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek her (x1, x2, . . . , xn) ve
(y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç n Gn (x1, . . . , xn) ≤ Gn (y1, . . . , yn) d r. Ayrıca, ψ, [0,∞) üzer nde
artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =
Gn (x1, x2, . . . , xn)

1 +Gn (x1, x2, . . . , xn)

≤ Gn (y1, . . . , yn)

1 +Gn (y1, . . . , yn)

= (ψ ◦Gn) (y1, . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere; ψ, [0,∞)

üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) =
Gn (x1, x2, . . . , xn)

1 +Gn (x1, x2, . . . , xn)

≤ Gn (x1, x2, . . . , xs;w) +Gn (y1, y2, . . . , yt;w)
1 +Gn (x1, . . . , xs;w) +Gn (y1, . . . , yt;w)

≤ Gn (x1, x2, . . . , xs;w)
1 +Gn (x1, . . . , xs;w)

+
Gn (y1, y2, . . . , yt;w)
1 +Gn (y1, . . . , yt;w)

= (ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs;w) + (ψ ◦Gn) (Gn (y1, . . . , yt;w))

d r. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır.
) ψ (x) =

√
x olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =

√
Gn (x1, x2, . . . , xn) ver ls n.

Üstel k p ≥ 1 sab t olacak şek lde ψ (x) = x1/p ç nde doğrudur. Her x1, x2, . . . , xn ∈ X

ç n
(Gn1)

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇐⇒
√
Gn (x1, x2, . . . , xn) = 0

⇐⇒ Gn (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =
√
Gn (x1, x2, . . . , xn)

=
√
Gn

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
= (ψ ◦Gn)

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek her (x1, x2, . . . , xn) ve
(y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç n Gn (x1, . . . , xn) ≤ Gn (y1, y2 . . . , yn) d r. Ayrıca, ψ, [0,∞)
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üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) =
√
Gn (x1, x2, . . . , xn)

≤
√
Gn (y1, y2 . . . , yn)

= (ψ ◦Gn) (y1, . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere; ψ, [0,∞)

üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) =
√
Gn (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt)

≤
√
Gn (x1, x2, . . . , xs;w) +Gn (y1, y2, . . . , yt;w)

≤
√
Gn (x1, . . . , xs;w) +

√
Gn (y1, . . . , yt;w)

= (ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs;w) + (ψ ◦Gn) (Gn (y1, . . . , yt;w))

d r. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır.
v) ψ (x)=log (x+ 1) olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn)=log (Gn (x1, x2, . . . , xn) + 1)

ver ls n. Her x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n
(Gn1)

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ log (Gn (x1, x2, . . . , xn) + 1) = 0

⇐⇒ Gn (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = log (Gn (x1, x2, . . . , xn) + 1)

= log
(
Gn

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
+ 1
)

= (ψ ◦Gn)
(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek her (x1, x2, . . . , xn) ve
(y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç n Gn (x1, . . . , xn) ≤ Gn (y1, . . . , yn) d r. Ayrıca, ψ, [0,∞) üzer nde
artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = log (Gn (x1, x2, . . . , xn) + 1)

≤ log (Gn (y1, . . . , yn) + 1)

= (ψ ◦Gn) (y1, . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere; ψ, [0,∞)
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üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) = log (Gn (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) + 1)

≤ log (Gn (x1, x2, . . . , xs;w) +Gn (y1, y2, . . . , yt;w) + 1)

≤ log (Gn (x1, x2, . . . , xs;w) + 1) + log (Gn (y1, y2, . . . , yt;w) + 1)

= (ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs;w) + (ψ ◦Gn) (y1, y2, . . . , yt;w)

d r. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır.
v) ψ (x) = m n {k, x} olmak üzere (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = m n {k,Gn (x1, x2, . . . , xn)}
ver ls n. Her x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n
(Gn1)

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ m n {k,Gn (x1, x2, . . . , xn)} = 0

⇐⇒ Gn (x1, . . . , xn) = 0

⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn

d r. Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2) σ, {1, 2, . . . , n} kümes n n herhang b r permütasyonu olmak üzere

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = m n {k,Gn (x1, x2, . . . , xn)}

= m n
{
k,Gn

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)}
= (ψ ◦Gn)

(
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

)
d r. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek
her (x1, x2, . . . , xn) , (y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn ç n Gn (x1, . . . , xn) ≤ Gn (y1, . . . , yn) d r.
Ayrıca, ψ, [0,∞) üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xn) = m n {k,Gn (x1, x2, . . . , xn)}

≤ m n {k,Gn (y1, y2 . . . , yn)}

= (ψ ◦Gn) (y1, . . . , yn)

d r. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s, t ∈ N ç n s+ t = n ve x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere; ψ, [0,∞)

üzer nde artan olduğundan

(ψ ◦Gn) (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt) = m n {k,Gn (x1, . . . , xs, y1, . . . , yt)}

≤ m n {k, (Gn (x1, x2, . . . , xs;w) +Gn (y1, y2, . . . , yt;w))}

= m n {k,Gn (x1, x2, . . . , xs;w)}+m n {k,Gn (y1, y2, . . . , yt;w)}

= (ψ ◦Gn) (x1, x2, . . . , xs;w) + (ψ ◦Gn) (y1, y2, . . . , yt;w)

d r. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır.
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5.1 Alışılmış (Klas k) Metr k Uzaylar ve Gn−Metr k
Uzaylar Arasındak İl şk ler

Teorem 5.1 X ̸= ∅ b r küme olmak üzere, (X, d) b r G2−metr k uzay olması ç n gerek ve
yeter koşul (X, d) n n alışılmış b r metr k uzay olmasıdır.

İspat (X, d) b r G2−metr k uzay olmak üzere, d : X × X → [0,∞) fonks yonu sırasıyla
(Gn1) ,(Gn2) ,(Gn3) ,(Gn4) aks yomlarını aşağıdak şek lde sağlar;
(Gn1) (poz t f tanımlılık): Her x1, x2 ∈ X ç n

d (x1, x2) = 0 ⇐⇒ x1 = x2

d r. Bu alışılmış metr k uzaylardak poz t f tanımlılık aks yomuna karşılık gel r.
(Gn2) (permütasyon değ şmezl ğ ): σ : {1, 2} → {1, 2} b r permütasyon fonks yon olmak
üzere:

d (x1, x2) = d
(
xσ(1), xσ(2)

)
=


d (x1, x2)

veya
d (x2, x1)

d r. Bu alışılmış metr k uzaylardak s metr aks yomuna karşılık gel r.
(Gn3) (monotonluk): {xi : i = 1, 2}  {yi : i = 1, 2} olacak şek ldek her (x1, x2) ve
(y1, y2) ∈ X2 ç n

0 = d (x1, x1) = d (x2, x2) ≤ d (x1, x2)

d r. Bu alışılmış b r metr k uzayda k eleman arasındak uzaklığın her zaman sıfırdan büyük,
sıfır olab lmes ç nde k elemanın b rb r ne eş t olmasına karşılık gel r.
(Gn4) (genelleşt r lm ş üçgen eş st s zl ğ ): s, t ∈ N ç n s + t = 2 ve x1, y1, w ∈ X olmak
üzere;

d (x1, y1) ≤ d (x1, w) + d (w, y1)

d r. Bu alışılmış metr k uzaylardak üçgen eş ts zl ğ ne karşılık gel r
Sonuç olarak (Gn1), (Gn2), (Gn3), (Gn4) aks yomları n = 2 ç n alışılmış metr k uzay
aks yomları le denkt r.

Ayrıca (X, d) b rG2−metr k uzay se (X, d) n n b rD−metr k uzay olduğuda benzer
şek lde aks yomların örtüşmes le göster leb l r.

Aşağıdak örnek b r Gn−metr k uzay yardımıyla alışılmış metr k uzay örnekler elde
etme le lg l d r.
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Örnek 5.3 (X,Gn) keyf b r Gn−metr k uzay olmak üzere;.
) dS (x, y) : = Gn (x; y) +Gn (y; x)

) d (x, y) : = Gn (x, y, . . . , y) +Gn (x, x, y, . . . , y) + · · ·+Gn (x, . . . , x, y)

) dM (x, y) : = max {Gn (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ {x, y} , 1 ≤ i ≤ n}

şekl nde tanımlı d fonks yonları X üzer nde alışılmış metr klerd r.
Gerçekten alışılmış metr k uzay aks yomlarından poz t f tanımlılık ve s metr

aks yomlarının sağlandığı dS ve d fonks yonları ç n çok açıktır. Bu anlamda dS ve d
fonks yonlarının sadece üçgen eş ts zl ğ aks yomunu sağladığı aşağıdak şek lde ver leb l r.
) dS fonks yonun tanımı ve (Gn4) aks yomu gereğ

dS (x, z) + dS (z, y) = Gn (x; z) +Gn (z; x) +Gn (z; y) +Gn (y; z)

= Gn (x; z) +Gn (z; y) +Gn (y; z) +Gn (z; x)

≥ Gn (x; y) +Gn (y; x)

= dS (x, y)

elde ed l r. Yan dS fonks yonu üçgen eş ts zl ğ n sağlar.
) d fonks yonun tanımı ve (Gn4) aks yomu gereğ

d (x, z) + d (z, y) = Gn

(
[x]1 ; z

)
+ · · ·+Gn

(
[x](n−1) , z

)
+Gn

(
[z]1 ; y

)
+ · · ·+Gn

(
[z](n−1) , y

)
= Gn

(
[x]1 ; z

)
+Gn

(
[z]1 ; y

)︸ ︷︷ ︸
≥Gn([x]1;y)

+ · · ·

· · ·+Gn

(
[x](n−1) , z

)
+Gn

(
[z](n−1) , y

)
︸ ︷︷ ︸

≥Gn([x](n−1);y)

≥ Gn

(
[x]1 ; y

)
+ · · ·+Gn

(
[x](n−1) , y

)
= d (x, y)

elde ed l r. Yan d fonks yonu üçgen eş ts zl ğ n sağlar.
) ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n; Gn (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0 olduğundan
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dM (x, y) : = max {Gn (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ {x, y} , 1 ≤ i ≤ n} ≥ 0 dır.

dM (x, y) = 0 ⇐⇒ max {Gn (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ {x, y} , 1 ≤ i ≤ n} = 0

⇐⇒ ∀ i ∈ [1, n] ve xi ∈ {x, y} ç n Gn (x1, x2, . . . , xn) = 0

⇐⇒ ∀ i ∈ [1, n] ve xi ∈ {x, y} ç n x1 = x2 = · · · = xn = 0

⇐⇒ x = y.

Yan dM fonks yonu poz t f tanımlıdır. Genell ğ bozmaksızın,

dM (x, y) = max {Gn (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ {x, y} , 1 ≤ i ≤ n}
= max {Gn (x; y) , Gn (x, x; y) , . . . , Gn (x, , . . . , x, y)}
= max {Gn (y; x) , Gn (y, y; x) , . . . , Gn (y, , . . . , y, x)} ∵ (Gn2) aks yomu
= dM (y, x)

dır. Yan dM fonks yonu s metr kt r. Benzer şek lde, genell ğ bozmaksızın

dM (x, y) = max {Gn (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ {x, y} , 1 ≤ i ≤ n}

= max {Gn (x; y) , Gn (x, x; y) , . . . , Gn (x, , . . . , x, y)}

= Gn

x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
s−tane

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
(n−s)−tane


yazılab l r. Buna göre (Gn4) aks yomundan

dM (x, z) + dM (z, y) = Gn

x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
s−tane

, z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
(n−s)−tane

+Gn

z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
s−tane

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
(n−s)−tane



≥ Gn

x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
s−tane

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
(n−s)−tane


= dM (x, y)

elde ed l r. Yan dM fonks yonu üçgen eş ts zl ğ n sağlar. Sonuç olarak dM fonks yonu X
üzer nde b r alışılmış metr kt r.

Örnek 5.4 (Ortalama Gn−metr k) : Alışılmış b r (X, d) metr k uzayı

ç n Gn : Xn → [0,∞) fonks yonu Gn (x1, x2, . . . , xn) =
1

n2

n∑
i,j=1

d (xi, xj) şekl nde

tanımlansın. Bu takd rde Gn fonks yonu X üzer nde b r Gn− metr kt r. Gerçekten (Gn1),
(Gn2), (Gn3), (Gn4) aks yomları aşağıdak g b sağlanır;
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(Gn1) d, X üzer nde b r metr k olduğundan ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} ç n xi=xj se d (xi, xj)=0
olup Gn (x1, x2, . . . , xn) = 0 olarak elde ed l r. Ters ne Gn (x1, x2, . . . , xn) = 0 se
1

n2

n∑
i,j=1

d (xi, xj) = 0 olup ∀ i, j ∈ {1, . . . , n} ç n d (xi, xj) = 0 dır. Dolayısıyla

∀ i, j ∈ {1, . . . , n} ç n xi = xj = 0 dır. Sonuç olarak Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2)

σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}
i 7→ σ (i)

j 7→ σ (j)

b r permütasyon fonks yon olmak üzere: d alışılmış b r metr k uzay olduğundan
n∑

i,j=1

d (xi, xj) =
n∑

i,j=1

d
(
xσ(i), xσ(j)

)
d r. O halde

Gn (x1, . . . , xn) =
1

n2

n∑
i,j=1

d (xi, xj) = Gn

(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
dır. Sonuç olarak Gn2 aks yomu sağlanır.
(Gn3) {x1, . . . , xn}  {y1, . . . , yn} olmak üzere
{d (xi, xj) : i, j ∈ {1, . . . , n}} ⊂ {d (yi, yj) : i, j ∈ {1, . . . , n}} d r. O halde

Gn (x1, . . . , xn) = 1
n2

n∑
i,j=1

d (xi, xj)

< 1
n2

n∑
i,j=1

d (yi, yj)

= Gn (y1, . . . , yn)

d r. Sonuç olarak Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) Keyf x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olsun. d, X üzer nde b r alışılmış metr k
olduğundan ∀ i = 1, . . . , s ve ∀ j = 1, . . . , t ç n d (xi, yj) ≤ d (xi, w) + d (w, yj) üçgen

eş ts zl ğ geçerl d r. Bu eş ts zl kten
n∑

i,j=1

d (xi, yj) ≤
s∑

i=1

d (xi, w) +
t∑

j=1

d (w, yj) olduğu

açıktır. Buradan

Gn (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) ≤ Gn (x1, x2, . . . , xs,w) +Gn (y1, y2, . . . , yt,w)

elde ed l r.

Örnek 5.5 ( Maks mum Gn−metr k ) : (X, d) b r alışılmış metr k uzay olmak üzere;

GM
n : X × · · · ×X −→ [0,∞)

(x1, . . . , xn) 7−→ GM
n (x1, . . . , xn) := max

0≤i,j≤n
{d (xi, xj)}
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şekl nde tanım GM
n fonks yonu X üzer nde b r Gn−metr kt r. Gerçekten,

(Gn1)

GM
n (x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ max

0≤i,j≤n
{d (xi, xj)} = 0 ⇐⇒ ∀ i, j = 1, . . . , n ç n xi=xj dır.

Dolayısıyla Gn1 aks yomu sağlanır.
(Gn2)

σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}
i 7→ σ (i)

j 7→ σ (j)

σ, {1, 2, . . . , n} kümes üzer nde yukarıdak g b tanımlı b r permütasyon fonks yon
olduğundan {x1, x2, . . . , xn} =

{
xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)

}
kümeler eş t olur. O halde

max
0≤i,j≤n

{d (xi, xj)} = max
0≤i,j≤n

{
d
(
xσ(i), xσ(j)

)}
d r. Sonuç olarak

GM
n (x1, . . . , xn) = GM

n

(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
dır. Dolayısıyla Gn2 aks yomu sağlanır.

(Gn3) {xi : i = 1, . . . , n}  {yi : i = 1, . . . , n} olmak üzere ∀ i, j = 1, . . . , n ç n
{d (xi, xj) : i, j ∈ {1, . . . , n}} ⊂ {d (yi, yj) : i, j ∈ {1, . . . , n}} dır. O halde
max

0≤i,j≤n
{d (xi, xj)} ≤ max

0≤i,j≤n
{d (yi, yj)} olduğu açıktır. Sonuç olarak

GM
n (x1, x2, . . . , xn) ≤ GM

n (y1, y2, . . . , yn)

dır. Dolayısıyla Gn3 aks yomu sağlanır.
(Gn4) s+ t = n ç n x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt, w ∈ X olmak üzere

GM
n (x1, x2, . . . , xs, y1, y2, . . . , yt) = max

0≤i≤s, 0≤j≤t
{d (xi, yj)}

≤ max
0≤i≤s,0≤j≤t

{d (xi, w) + d (w, yj)}

≤ max
0≤i≤s

{d (xi, w)}+ max
0≤j≤t

{d (w, yj)}

= GM
n (x1, x2, . . . , xs;w) +GM

n (y1, y2, . . . , yt;w)

dır. Dolayısıyla Gn4 aks yomu sağlanır.

5.2 Gn−Metr k Uzayda Bazı Öneml Eş ts zl kler

Bu kısımda keyf b rGn−metr ğ n temel özell kler n n yer aldığı b r yardımcı teorem
ver lecekt r. Bu yardımcı teorem oldukça öneml olup, bundan sonrak kısımlarda çok sık
kullanılacaktır.

Yardımcı Teorem 5.4 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olarak ver ls n. Bu takd rde, her
x, y, w, x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n aşağıdak eş ts zl kler geçerl d r :
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1) Gn ([x]
s , y, . . . , y) ≤ Gn ([x]

s , w, . . . , w) +Gn ([w]
s , y, . . . , y) d r.

İspat : (Gn4) aks yomundan açıktır.

2) Gn ([x]
s ;w) ≤ sGn (x;w) d r.

İspat : (Gn4) aks yomu gereğ aşağıdak eş ts zl kler yazılab l r;

Gn ([x]
s ;w) ≤ Gn

(
[x](s−1) ;w

)
+Gn (x;w)

≤ Gn

(
[x](s−2) ;w

)
+Gn (x;w) +Gn (x;w)

...
≤ Gn (x;w) +Gn (x;w) + · · ·+Gn (x;w)︸ ︷︷ ︸

s−tane

= sGn (x;w)

d r. Sonuç olarak Gn ([x]
s ;w) ≤ sGn (x;w) elde ed l r.

3) Gn ([x]
s ;w) ≤ (n− s)Gn (w; x) d r.

İspat : (Gn4) aks yomu gereğ aşağıdak eş ts zl kler yazılab l r;

Gn ([x]
s ;w) = Gn

(
[w](n−s) ; x

)
≤ Gn

(
[w](n−s−1) ; x

)
+Gn (w; x)

≤ Gn

(
[w](n−s−2) ; x

)
+Gn (w; x) +Gn (w; x)

...
≤ Gn (w; x) +Gn (w; x) + · · ·+Gn (w; x)︸ ︷︷ ︸

(n−s)−tane

= (n− s)Gn (w; x)

Uyarı : Özel olarak; s = 1 ç n Gn (x,w, . . . , w) ≤ (n− 1)Gn (w, x, . . . , x) d r. Bu
eş ts zl k bundan sonrak bölümlerde oldukça sık kullanılacaktır.

4) Gn (x;w) ≤
[

s

1− (s− 1) (n− s− 1)

]
Gn ([x]

s ;w) d r.
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İspat : (Gn4) aks yomu gereğ aşağıdak eş ts zl kler yazılab l r;

Gn (x;w) ≤ Gn (x, x;w) +Gn (w; x)

≤ Gn (x, x, x;w) +Gn (w; x) +Gn (w; x)
...
≤ Gn ([x]

s ;w) + (s− 1)Gn (w; x)

≤ Gn ([x]
s ;w) + (s− 1) [Gn (x, . . . , x, w, w) +Gn (x;w)]

...
≤ Gn ([x]

s ;w) + (s− 1) [Gn ([x]
s ;w) + (n− s− 1)Gn (x;w)]

d r. Buradan Gn (x;w) ≤
s

1− (s− 1) (n− s− 1)
Gn ([x]

s ;w) dur.

5 ) Gn (x1, x2, . . . , xn) ≤
n∑

i=1

Gn (xi, w, . . . , w) d r.

İspat : (Gn2) ve (Gn4) aks yomları gereğ aşağıdak eş ts zl kler yazılab l r;

Gn (x1, x2, . . . , xn) ≤ Gn (x1, w, . . . , w) +Gn (x2, . . . , xn, w)

≤ Gn (x1;w) +Gn (x2, w, . . . , w) +Gn (x3, . . . , xn, w, w)
...

≤
n∑

i=1

Gn (xi, w, . . . , w)

6 ) |Gn (x1, x2, . . . , xn−1, y)−Gn (x1, x2, . . . , xn−1, w)| ≤ max {Gn (y;w) , Gn (w; y)} d r.
İspat : (Gn2) ve (Gn4) aks yomları gereğ
Gn (x1, x2, . . . , xn−1, y) ≤ Gn (x1, x2, . . . , xn−1, w) +Gn (w, . . . , w, y) d r. Buradan

Gn (x1, x2, . . . , xn−1, y)−Gn (x1, x2, . . . , xn−1, w) ≤ Gn (w, . . . , w, y) (5.3)

elde ed l r. Benzer şek lde Gn (x1, . . . , xn−1, w) ≤ Gn (x1, . . . , xn−1, y)+Gn (y, . . . , y, w)

d r. Buradan

Gn (x1, x2, . . . , xn−1, w)−Gn (x1, x2, . . . , xn−1, y) ≤ Gn (y, . . . , y, w)

elde ed l r. Ayrıca bu son eş ts zl k yön değ şt r lerek

−Gn (y, . . . , y, w) ≤ Gn (x1, x2, . . . , xn−1, y)−Gn (x1, x2, . . . , xn−1, w) (5.4)

şekl nde yazılab l r. Sonuç olarak (5.3) - (5.4) eş ts zl kler ve mutlak değer n özell ğ nden

|Gn (x1, x2, . . . , xn−1, y)−Gn (x1, x2, . . . , xn−1, w)| ≤ max {Gn (y, . . . , y, w) , Gn (w, . . . , w, y)}

eş ts zl ğ ver leb l r.
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7 )
∣∣∣Gn ([x]

s ;w)−Gn

(
[x]k ;w

)∣∣∣ ≤ |s− k|Gn (x,w, . . . , w) d r.
İspat : 2) özell ğ nden

−sGn (x;w) ≤ Gn ([x]
s ;w) ≤ sGn (x;w) (5.5)

ve
−kGn (x;w) ≤ Gn

(
[x]k ;w

)
≤ kGn (x;w)

eş ts zl ker vardır. Son eş ts zl k

−Gn

(
[x]k ;w

)
≤ −kGn (x;w) (5.6)

şekl nde yazılab leceğ nden, (5.5) - (5.6) eş ts zl kler taraf tarafa toplanır ve mutlak değer
özell ğ kullanılırsa∣∣∣Gn ([x]

s ;w)−Gn

(
[x]k ;w

)∣∣∣ ≤ |s− k|Gn (x,w, . . . , w)

eş ts zl ğ elde ed l r.

8) ∀ x1, x2, . . . xn ∈ X ç n,

Gn (x1; xn) ≤ Gn (x1; x2) +Gn (x2; x3) + · · ·+Gn (xn−1; xn)

ve
Gn (xk; x1) ≤ Gn (x2; x1) +Gn (x3; x2) + · · ·+Gn

(
xn; xn−1

)
d r.
İspat : Tümevarımla spat verel rse;

Gn (x1; xk) ≤
k−1∑
i=1

Gn

(
xi; x +1

)
eş ts zl ğ n n geçerl olduğu kabul ed ls n. Ayrıca Gn4 aks yomundan

Gn

(
x1; xk+1

)
≤ Gn (x1; xk) +Gn

(
xk; xk+1

)
≤

k−1∑
i=1

Gn

(
xi; x +1

)
+Gn

(
xk; xk+1

)

=
k∑

i=1

Gn

(
xi; x +1

)
olup, spat tamamlanmış olur. Benzer şek lde d ğer eş ts zl k ç nde tümevarımla spat
ver l rse;

Gn (xk; x1) ≤
k−1∑
i=1

Gn (xi+1; x )
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eş ts zl ğ n n geçerl olduğu kabul ed ls n. Ayrıca Gn4 aks yomundan

Gn (xk+1; x1) ≤ Gn (xk; x1) +Gn (xk+1; xk)

≤
k−1∑
i=1

Gn (xi+1; x ) +Gn (xk+1; xk)

=
k∑

i=1

Gn (xi+1; x )

olup, spat tamamlanmış olur.

5.3 Çok Katlı Bağımsız Gn−Metr k Uzaylar

Tanım 5.2 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olsun. {xi : i = 1, . . . , n} = {yi : i = 1, . . . , n}
özell ğ ndek Xn uzayının tüm (x1, x2, . . . , xn) ve (y1, y2, . . . , yn) elemanları ç n
Gn (x1, x2, . . . , xn) = Gn (y1, y2, . . . , yn) koşulu sağlanıyorsa Gn−metr ğ ne çok katlı
bağımsız den r. Örneğ n;
G3−metr ğ çok katlı bağımsız se

G3 (x1, x2, x2) = G3 (x1, x1, x2)

d r.
G4−metr ğ çok katlı bağımsız se

G4 (x1, x2, x2, x2) = G4 (x1, x1, x2, x2) = G4 (x1, x1, x1, x2)

ve
G4 (x1, x1, x2, x3) = G4 (x1, x2, x2, x3) = G4 (x1, x2, x3, x3)

d r.
G5−metr ğ çok katlı bağımsız se

G5 (x1, x2, x2, x2, x2) = G5 (x1, x1, x2, x2, x2) = G5 (x1, x1, x1, x2, x2) = G5 (x1, x1, x1, x1, x2)

ve

G5 (x1, x1, x1, x2, x3) = G5 (x1, x2, x2, x2, x3) = G5 (x1, x2, x3, x3, x3)

G5 (x1, x1, x2, x2, x3) = G5 (x1, x1, x2, x3, x3) = G5 (x1, x2, x2, x3, x3)

ve

G5 (x1, x1, x2, x3, x4) = G5 (x1, x2, x2, x3, x4) = G5 (x1, x2, x3, x3, x4) = G5 (x1, x2, x3, x4, x4)

d r.
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D kkat ed l rse 3 üncü mertebeden G−metr ğ , yan G3−metr ğ , b r öncek bölümde
ver len G−metr ğ ne karşılık gel r. Böylece G−metr ğ ndek s metr kavramı, n = 3 ç n
Gn−metr ğ ndek çok katlı bağımsızlık kavramına karşılık gelmekted r. Dolayısıyla çok
katlı bağımsızlık kavramı Gn−metr k uzaylarda s metr kavramını çeren daha genel b r
kavramdır.

Ayrıca (Gn3) monotonluk aks yomu:
“ {xi : i = 1, . . . , n} ⊆ {yi : i = 1, . . . , n} olacak şek ldek her (x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn) ∈
Xn ç n Gn (x1, x2, . . . , xn) ≤ Gn (y1, y2, . . . , yn) d r ” şekl nde düzenlen rse Gn−metr k
uzay çok katlı bağımsız olur.

Not 5.5 Örnek 5.3 de tanımlanan dS alışılmış metr ğ eğer Gn−çok katlı bağımsız se

dS (x, y) = 2Gn (x; y)

şekl ne nd rgeneb l r. Eğer Gn−çok katlı bağımsız değ lse;

dS (x, y) = Gn (x; y) +Gn (y; x)

≤ Gn (x; y) + (n− 1)Gn (x; y)

= nGn (x; y)

ve

dS (x, y) = Gn (x; y) +Gn (y; x)

≥ Gn (x; y) +
1

n− 1
Gn (x; y)

=
n

n− 1
Gn (x; y)

eş ts zl kler geçerl olacağından

n

n− 1
Gn (x; y) ≤ dS (x, y) ≤ nGn (x; y)

eş ts zl ğ elde ed l r.

Ayrıca genel anlamda Gn çok katlı bağımsız se

Gn (x; y) ≤ Gn (x;w) +Gn (w; y)

ve
Gn (x; y) ≤ Gn (x;w) +Gn (y;w)

eş ts zl kler n n geçerl olduğu tanımdan açıktır.
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5.4 Gn−Metr k Topoloj

Tanım 5.3 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olsun. x ∈ X merkezl r > 0 yarıçaplı Gn−açık
yuvarı;

BGn (x, r) = {y ∈ X : Gn (x, y, . . . , y) < r}

şekl ndek X n b r alt kümes d r. x ∈ X merkezl r > 0 yarıçaplı Gn−kapalı yuvarı;

BGn [x, r] = {y ∈ X : Gn (x, y, . . . , y) ≤ r}

şekl ndek X n b r alt kümes d r.

Yardımcı Teorem 5.5 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olmak üzere, aşağıdak önermeler
geçerl d r.
) |{x1, x2, . . . , xn}| ≥ 3 olmak üzere, her i ∈ {1, . . . , n} ç n

Gn (x1, x2, . . . , xn) < r ⇒ xi ∈ BGn (x1, r)

d r.
) Gn−çok katlı bağımsız olmak üzere, her i ∈ {1, . . . , n} ç n

Gn (x1, x2, . . . , xn) < r ⇒ xi ∈ BGn (x1, r)

d r.
) Keyf b r y ∈ BGn (x1, r1) ∩BGn (x2, r2) ç n

BGn (y, δ) ⊆ BGn (x1, r1) ∩BGn (x2, r2)

olacak şek lde en az b r δ ∈ R+ vardır

İspat Gn (x1, x2, . . . , xn) < r ver ls n.
) |X| ≥ 3 olduğundan, her i ∈ {1, . . . , n} ç n {x1, xi, . . . , xi}  {x1, x2, . . . , xn} d r. Buna
göre (Gn3) aks yomu gereğ

Gn (x1, xi, . . . , xi) ≤ Gn (x1, x2, . . . , xn) < r

d r. O halde her i ∈ {1, . . . , n} ç n xi ∈ BGn (x1, r) d r.
) |X| ≥ 3 spat b r öncek spattan açıktır. Eğer |X| = 2 ç n X = {x1, x2} olup

Gn (x1, x2, . . . , x2) = Gn (x1, x2, . . . , xn) < r

ve
Gn (x2, x1, . . . , x1) = Gn (x1, x2, . . . , xn) < r
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olacağından x1, x2 ∈ BGn (x1, r) d r.
) y ∈ BGn (x1, r1) ∩ BGn (x2, r2) se y ∈ BGn (x1, r1) ve y ∈ BGn (x2, r2) d r. Gn−açık

yuvar tanımı gereğ y ∈ BGn (x1, r1) seGn (x1; y)<r1 ve y ∈ BGn (x2, r2) seGn (x2; y)<r2
d r. Buradan δ : = m n {r1 −Gn (x1; y) , r2 −Gn (x2; y)} olarak tanımlansın. Burada k
durum söz konusudur;
Durum 1 : δ = r1 −Gn (x1; y) < r2 −Gn (x2; y) olmak üzere, her z ∈ BGn (y, δ) ç n,

Gn (y; z) < δ ⇒ Gn (y; z) +Gn (x1; y) < r1

⇒ Gn (x1; z) ≤ Gn (y; z) +Gn (x1; y) < r1

⇒ Gn (x1; z) < r1

elde ed l r yan z ∈ BGn (x1, r1) bulunur. Ayrıca

Gn (y; z) < δ ⇒ Gn (y; z) < r2 −Gn (x2; y)
⇒ Gn (x2; y) +Gn (y; z) < r2

⇒ Gn (x2; z) ≤ Gn (x2; y) +Gn (y; z) < r2

elde ed l r. Bu se z ∈ BGn (x2, r2) demekt r. Sonuç olarak z ∈ BGn (y, δ) ken
z ∈ BGn (x1, r1) ∩ BGn (x2, r2) bulunur. Bu se BGn (y, δ) ⊆ BGn (x1, r1) ∩ BGn (x2, r2)

demekt r. δ = r2 −Gn (x2; y) < r1 −Gn (x1; y) durumuda benzer şek lde göster leb l r.

Yardımcı Teorem 5.6 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olmak üzere, her x ∈ X ve her r ∈ R+

ç n
BGn

(
x,
r

n

)
⊆ BdS (x, r) ⊆ BGn (x, r)

d r.

İspat Keyf z ∈ BGn

(
x,
r

n

)
ver ls n. z ∈ BGn

(
x,
r

n

)
se Gn (x; z) <

r

n
d r. Ayrıca dS

metr ğ n n tanımından

dS (x, z) = Gn (x; z) +Gn (z; x)

≤ Gn (x; z) + (n− 1)Gn (x; z) ∵ Yardımcı Teo. 5.4 - 4 ten

= nGn (x; z)

< r

elde ed l r. Yan dS (x, z) < r d r. Bu se z ∈ BdS (x, r) demekt r. Buradan

BGn

(
x,
r

n

)
⊆ BdS (x, r) elde ed lm ş olur. Benzer şek lde keyf z ∈ BdS (x, r) ver ls n. Bu
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takd rde dS (x, z) = Gn (x; z) +Gn (z; x) < r d r. Ayrıca

dS (x, z) = Gn (x; z) +Gn (z; x)

≥ Gn (x; z) + (n− 1)Gn (x; z) ∵ Yardımcı Teo. 5.4 - 4 ten

= nGn (x; z)

olup, r > dS (x, z) ≥ nGn (x; z) elde ed l r. Buradan r > Gn (x; z) eş ts zl ğ bulunur, bu
se z ∈ BGn (x, r) demekt r, böylece BdS (x, r) ⊆ BGn (x, r) elde ed l r.

Sonuç olarak BGn

(
x,
r

n

)
⊆ BdS (x, r) ⊆ BGn (x, r) d r.

Tanım 5.4 (X,Gn) b rGn−metr k uzay olsun.B = {BGn (x, r) : x ∈ X, r ∈ R+} a les X
üzer nde b r topoloj üret r. Bu topoloj ye Gn−metr k topoloj adı ver l r.

Teorem 5.2 Gn−metr k topoloj tekt r ve metr kleşt r leb l r. Ayrıca τ (G)Hausdorff ayırma
özell ğ n sağlar.

İspat Not 4.3 de ver len açıklamalara benzer şek lde kolayca spatlanab l r.

5.5 Gn−Metr k Uzaylarda Yakınsaklık Kavramı

Tanım 5.5 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olmak üzere, (xp)p∈N ⊂ X b r d z olsun. Her
ϵ ∈ R+ ve i0 ≤ i1, i2, . . . , in−1 özell ğ ndek her i1, i2, . . . , in−1 ∈ N ç n
Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
≤ ϵ olacak şek lde b r i0 ∈ N varsa (xp)p∈N d z s x e

Gn−yakınsaktır den r. Kısaca,

l m
i1,i2,...,in−1→∞

Gn

(
xi1 , . . . , xin−1,x

)
= 0, (xp)

Gn→ x veya (xp) → x

göster mler nden b r le göster l r.

Tanım 5.6 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olmak üzere, (xp)p∈N ⊂ X b r d z olsun. Her ϵ ∈
R+ ve i0 ≤ i1, i2, . . . , in özell ğ ndek her i1, i2, . . . , in ∈ N ç n Gn (xi1 , xi2 , . . . , xin) ≤ ϵ

olacak şek lde b r i0 ∈ N varsa (xp)p∈N d z s ne Gn−Cauhcy d z s den r.

Tanım 5.7 B r Gn−metr k uzayda her Gn−Cauchy d z s Gn−yakınsak se bu uzaya tam
uzay ( veya Gn−tam uzay ) den r.
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Yardımcı Teorem 5.7 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olsun. Bu uzayda Gn−yakınsak b r
d z n n l m t tekt r.

İspat (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olsun. Bu uzayda (xp) d z s n n b rb r nden farklı x ve
y elemanlarına Gn−yakınsak olduğu varsayılsın. Yan ,

(xp) → x ⇐⇒ ∀ ϵ ∈ R+ ç n ∃ α ∈ N öylek α ≤ i1, i2, . . . , in özell ğ ndek her
i1, i2, . . . , in−1 ∈ N ç n Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
≤ ϵ

n
dır. Benzer şek lde,

(xp) → y ⇐⇒ ∀ ϵ ∈ R+ ç n ∃ β ∈ N öylek β ≤ i1, i2, . . . , in özell ğ ndek
her i1, i2, . . . , in−1 ∈ N ç n Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,y

)
≤ ϵ

n
. Eğer i0 = max {α, β} olarak

alınırsa, i0 ≤ p özell ğ ndek ∀ p ∈ N ç n

Gn (x; y) ≤ Gn

(
x; xp

)
+Gn (xp, y, . . . , y) ∵ (Gn4) aks yomu

≤ Gn

(
x; xp

)
+ (n− 1)Gn

(
y; xp

)
∵ Yardımcı Teo 5.4 - 4 den

≤ ϵ

n
+

(n− 1) ϵ

n
= ϵ

d r. Sonuç olarak, ϵ keyf olduğundan Gn (x; y) = 0 dır. Bu se x = y demek olup, varsayım
le çel ş r.

Yardımcı Teorem 5.8 (X,Gn) b rGn−metr k uzay olsun. Bu uzayda herGn−yakınsak d z
b r Gn−Cauhcy d z s d r.

İspat Gn−metr k uzayında (xp)
Gn→ x olacak şek lde keyf b r (xp) ⊂ X d z s ver ls n.

Yan , ∀ ϵ ∈ R+ ve i0 ≤ i1, i2, . . . , in−1 özell ğ ndek her i1, i2, . . . , in−1 ∈ N ç n
Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
≤ ϵ

n
olacak şek lde b r i0 ∈ N vardır. ∀ i0 ≤ i1, i2, . . . , in−1, in

ç n (Gn4) aks yomundan

Gn (xi1 , xi2 , . . . , xin) ≤ Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
+Gn

(
[x](n−1) , xin

)
≤ Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
+ (n− 1)Gn (xin ; x)

≤ ϵ

n
+

(n− 1) ϵ

n
= ϵ

elde ed l r. Bu se (xp) d z s n n b r Gn−Cauhcy d z s olması demekt r.

Yardımcı Teorem 5.9 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay ve (xp)p∈N ⊂ X b r d z olsun. Bu
takd rde aşağıdak önermeler b rb r ne denkt rler;
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) (xp)
Gn→ x,

) ∀ ϵ ∈ R+, ∃ N ∈ N öylek ∀ k ≥ N ç n xk ∈ BGn (x, ϵ),
) Sab t b r s ∈ [1, n] ç n l m

i1,i2,...,is→∞
Gn (xi1 , . . . , xis,x, . . . , x) = 0 d r. Yan , ∀ ϵ ∈ R+,

∃ i0 ∈ N öylek i0 ≤ i1, i2, . . . , is özell ğ ndek her i1, i2, . . . , is ∈ N ç n
Gn (xi1 , . . . , xis,x, . . . , x) < ϵ dır.

İspat )⇒ ) : (xp)
Gn→ x ver ls n. Yan , ∀ ϵ ∈ R+, ∃ i0 ∈ N öylek i0 ≤ i1, i2, . . . , in−1

özell ğ ndek her i1, i2, . . . , in−1 ∈ N ç n Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
≤ ϵ dır. k ∈ N ç n

i1 = i2 = · · · = in−1 = k ≥ i0 olarak alınırsa Gn (xk, . . . , xk, x) ≤ ϵ olur. Tanım gereğ bu
se xk ∈ BGn (x, ϵ) demekt r.
)⇒ ) : ∀ ϵ ∈ R+, ∃ N ∈ N öylek ∀ k ≥ N ç n xk ∈ BGn (x, ϵ) ⇒ Gn (x, xk, . . . , xk) < ϵ

dur. O halde her j ∈ {1, . . . , n− 1} ⊂ N ve her N ≤ k ≤ ij ç n Gn

(
x; xij

)
<

ϵ

(n− 1)2

yazılab l r. Yardımcı Teorem 5.4 - 3 ve Yardımcı Teorem 5.4 - 4 den

Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
≤

n−1∑
j=1

Gn

(
xij ; x

)

≤
n−1∑
j=1

(n− 1)Gn

(
x; xij

)
< ϵ

dur. Sonuç olarak ∀ ϵ ∈ R+, ∃ N ∈ N öylek N ≤ k ≤ i1, i2, . . . , in−1 özell ğ ndek her
i1, i2, . . . , in−1 ∈ N ç n Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
≤ ϵ olduğundan (xp)

Gn→ x d r.
)⇒ ) : ∀ ϵ ∈ R+, ∃ N ∈ N öylek ∀ k ≥ N ç n xk ∈ BGn (x, ϵ) se xk ∈ BGn

(
x,
ϵ

s

)
yazılab l r. O halde ∀ ϵ ∈ R+, j ∈ {1, . . . , s} ⊂ N olmak üzere her N ≤ k ≤ is ç n
Gn

(
x; xis

)
<

ϵ

s (n− 1)
yazılab l r. Yardımcı Teorem 5.4 - 3 ten

Gn (xi1 , xi2 , . . . , xis , x, . . . , x) ≤
s∑

j=1

Gn

(
xij ; x

)
<

s∑
j=1

(n− 1)Gn

(
x; xij

)
< ϵ

elde ed l r. Yan , ∀ ϵ ∈ R+, ∃ k ∈ N öylek k ≤ i1, i2, . . . , is özell ğ ndek her i1, i2,...,is ∈ N
ç n Gn (xi1 , . . . , xis,x, . . . , x) < ϵ dır.
)⇒ ) : ∀ ϵ ∈ R+, ∃ k ∈ N öylek k ≤ i1, i2, . . . , is özell ğ ndek her i1, i2, . . . , is ∈ N ç n

Gn (xi1 , . . . , xis,x, . . . , x) < ϵ ver ls n. Buradan özel olarak k = i1 = i2 = · · · = is ç n
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Gn ([xk]
s ; x) < 1− (n− s− 1) (s− 1)

(n− s)
ϵ yazılab l r. O halde

Gn (x; xk) ≤
[

n− s

1− (n− s− 1) (s− 1)

]
Gn

(
[x]n−s ; xk

)
∵ Yardımcı Teo. 5.4 - 5 ten

< ϵ

elde ed l r. Sonuç olarak Gn (x; xk) < ϵ eş ts zl ğ bulunur. Bu se xk ∈ BGn (x, ϵ) demekt r.

Yardımcı Teorem 5.10 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay ve (xp)p∈N ⊂ X b r d z olsun. Bu
takd rde aşağıdak önermeler b rb r ne denkt rler;
) (xp) b r Gn−Cauchy d z s d r,
) l m
k→∞

Gn

(
xk; xk+1

)
= 0,

) s ∈ [1, n− 1] ç n l m
k,l→∞

Gn ([xk]
s ; xl) = 0 dır.

İspat )⇒ ) : (xp) b r Gn−Cauchy d z s d r. O halde ∀ ϵ ∈ R+, ∃ i0 ∈ N öylek i0 ≤
i1, i2, . . . , in özell ğ ndek her i1, i2, . . . , in ∈ N ç nGn (xi1 , xi2 , . . . , xn) ≤ ϵ dır. Bu tanımda
özel olarak i1 = k ve i2, . . . , in = k + 1 olarak alınırsa, ∀ ϵ ∈ R+, ∃ i0 ∈ N öylek
i0 ≤ k, k + 1 özell ğ ndek her k, k + 1 ∈ N ç n Gn (xk, xk+1, . . . , xk+1) ≤ ϵ dur. Bu se
l m
k→∞

Gn

(
xk; xk+1

)
= 0 demekt r.

)⇒ ) : l m
k→∞

Gn

(
xk; xk+1

)
= 0 ver ls n. Yan ∀ ϵ ∈ R+, ∃ i0 ∈ N öylek i0 ≤ k, k + 1

özell ğ ndek her k, k + 1 ∈ N ç n Gn

(
xk; xk+1

)
≤ ϵ

s
d r. Bu tanım k + 1 = l alınırsa,

Yardıımcı Teorem 5.4 - 3 ten Gn ([xk]
s ; xl) ≤ sGn (xk; xl) olduğundan, ∀ ϵ ∈ R+, ∃ i0 ∈

N öylek i0 ≤ k, l özell ğ ndek her k, l ∈ N ç n Gn ([xk]
s ; xl) ≤ ϵ şekl ne dönüşür. Bu se

l m
k,l→∞

Gn ([xk]
s ; xl) = 0 demekt r.

)⇒ ) : s ∈ [1, n− 1] ç n l m
k,l→∞

Gn ([xk]
s ; xl) = 0 ver ls n. Burada özel olarak k = ik ve

l = il nd slemes seç ls n.Gn−yakınsaklık tanımı gereğ ∀ ϵ ∈ R+, ∃ p ∈ N öylek p ≤ ik, il

özell ğ ndek her ik, il ∈ N ç nGn

(
[xik ]

s ; xil
)
≤ 1− (s− 1) (n− s− 1)

s
ϵ dur. Her ϵ ∈ R+

ve i1, i2, . . . , in ≥ p ç n, Yardımcı Teo. 5.4 - 5 ve 6 dan

Gn (xi1 , xi2 , . . . , xn) ≤
n∑

i=1

Gn

(
xik ; xi1

)

≤
n−1∑
i=1

[
s

1− (s− 1) (n− s− 1)

]
Gn

(
[xik ]

s ; xi1
)

< ϵ

bulunur. Bu se l m
i1,i2,...,in→∞

Gn (xi1 , xi2 , . . . , xn) = 0 demek olup, (xp) b r Gn−Cauchy d z s
olduğu anlamına gel r.
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5.6 Gn−Metr k Uzaylarda Sürekl l k Kavramı

Tanım 5.8 (X,Gn) ve (X∗, G∗
n) k Gn−metr k uzay, x0 ∈ X ve f : X −→ X∗ fonks yon

olsun. ∀ ϵ > 0 ve her BG∗
n
(f (x0) , ϵ), Gn−açık yuvarı ç n

f (BGn (x0, δ)) ⊆ BG∗
n
(f (x0) , ϵ) olacak şek lde b r δ > 0 varsa f fonks yonuna x0 ∈ X

noktasında Gn−sürekl d r den r. Eger f fonks yonu X kümes n n tüm noktalarında
Gn−sürekl se X kümes üzer nde Gn−sürekl d r den r.

Bu tanımı şu şek lde de ver leb l r: f fonks yonuna x0 ∈ X noktasında
Gn−sürekl d r ⇔ ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek Gn (x0; x) < δ özell ğ ndek ∀ x ∈ X ç n
G∗

n (f (x0) ; f (x)) < ϵ dur.

Yardımcı Teorem 5.11 (X,Gn) ve (X∗, G∗
n) k Gn−metr k uzay ve f : X −→ X∗

fonks yonu ver ls n. f fonks yonu x0 ∈ X noktasında Gn−sürekl d r ancak ve ancak f
fonks yonu x0 ∈ X noktasında d z sel sürekl d r. ( yan (xp)p∈N

Gn−→ xo ken

(f (xp))p∈N
G∗

n−→ f (xo)).

İspat f : (X,Gn) −→ (X∗, G∗
n) fonks yonu Gn−sürekl olmak üzere, (xp)

Gn−→ xo olacak
şek lde (xp) d z s ver ls n. (xp)

Gn−→ xo se her δ ∈ R+ ve k ≤ i1, i2, . . . , in−1 özell ğ ndek
her i1, i2, . . . , in−1 ∈ N ç n Gn

(
xi1 , xi2 , . . . , xin−1,x

)
≤ δ olacak şek lde b r k ∈ N vardır.

Özel olarak k=i1=i2=· · ·=in−1 ç n Gn (xk, . . . , xk, x) ≤ δ dır. Ayrıca f fonks yonu
Gn−sürekl olduğundan her k ∈ N ve her ϵ ∈ R+ ç n
Gn (f (xk) , . . . , f (xk) , f (x)) ≤

ϵ

(n− 1)2
yazılab l r. Yardımcı Teorem 5.4 - 4 ve 6 dan

Gn

(
f (xi1) , f (xi2) , . . . , f

(
xin−1

)
, f (x)

)
≤

n−1∑
j=1

Gn

(
f
(
xij
)
; f (x)

)

≤
n−1∑
j=1

(n− 1)Gn

(
f
(
xij
)
; f (x)

)
≤ ϵ

d r. Sonuç olarak her ϵ ∈ R+ ve k ≤ i1, i2, . . . , in−1 özell ğ ndek her i1, i2, . . . , in−1 ∈ N
ç n Gn

(
f (xi1) , f (xi2) , . . . , f

(
xin−1

)
, f (x)

)
≤ ϵ elde ed l r. Bu se (f (xp))

G∗
n−→ f (xo)

demekt r.
Varsayılsın k f fonks yonu Gn−sürekl olmasın. Bu durumda f fonks yonu en az

b r x ∈ X noktasında Gn−sürekl değ ld r. Yan ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0 öylek en az b r y ∈
X ç n Gn (x; y) < δ ken G∗

n (f (y) ; f (x)) ≥ ϵ dur. Fakat böyle b r durum da (xp) →
xo ken (f (xp))9 f (xo) elde ed l r. Bu se b r çel şk d r.
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Teorem 5.3 (X,Gn) b r Gn−metr k uzay olmak üzere, Gn (x1, x2, . . . ,xn) fonks yonu tüm
değ şken b leşenler ne göre Gn−sürekl d r.

İspat Her i = 1, . . . ,n ç n
(
x
(k)
i

)
k∈N

d z s (d z ler ) xi ∈ X elemanına Gn−yakınsak

olsun(lar). Yardımcı Teorem 5.9- den
(
x
(k)
i

)
k∈N

Gn−→ xi olduğundan ∀ ϵ ∈ R+ ç n ∃ Ni ∈

N öylek k ≥ Ni ç n Gn

(
x
(k)
i , xi, . . . , xi

)
≤ ϵ

n
d r. N = max {N1, N2, . . . ,Nn} olmak

üzere k ≥ N ç n, Gn4 aks yomundan

Gn

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
≤ Gn

(
x
(k)
1 , x1, . . . , x1

)
+Gn

(
x1, x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
≤ Gn

(
x
(k)
1 , x1, . . . , x1

)
+Gn

(
x
(k)
2 , x2, . . . , x2

)
+Gn

(
x1, x2, x

(k)
3 , . . . , x

(k)
n

)
...

≤
n∑

i=1

Gn

(
x
(k)
i , xi, . . . , xi

)
+Gn (x1, x2, . . . ,xn)

< ϵ+Gn (x1, x2, . . . ,xn)

elde ed l r. Yan Gn

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
< ϵ + Gn (x1, x2, . . . ,xn) d r. Benzer şek lde

Gn (x1, x2, . . . ,xn) < ϵ + Gn

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
elde ed l r. Sonuç olarak∣∣∣Gn

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
−Gn (x1, x2, . . . ,xn)

∣∣∣ < ϵ elde ed l r. Yan

Gn

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
→ Gn (x1, x2, . . . ,xn) bulunur. Bu se Yardımcı Teorem 5.11 den

Gn−fonks yonunun Gn−sürekl olduğu anlamına gel r

Not 5.6 (X,Gn) b r Gn−metr k uzayı olsun. Eğer bu uzayda her Gn−sürekl dönüşümün
sab t b r noktası varsa, Gn−metr k uzayına sab t nokta özell ğ ne sah pt r den r.

Tanım 5.9 (X,Gn) ve (X∗, G∗
n) k Gn−metr k uzay olmak üzere f : X −→ X∗

fonks yonu ver ls n. f fonks yonu b reb r ve örten olmak üzere, f ve f−1 fonks yonları
sırasıyla X ve X∗ üzer nde Gn−sürekl d r se f fonks yonuna Gn−homeomorf zm den r.
Ayrıca (X,Gn) ve (X∗, G∗

n), homeomorf k Gn−metr k uzaylar olarak adlandırılır.

Tanım 5.10 (X,Gn) ve (X∗, G∗
n) homeomorf k Gn−metr k uzaylar olmak üzere, (X,Gn)

b r t özell ğ ne sah p ken (X∗, G∗
n) da t özell ğ ne sah p se bu t özell ğ ne Gn−topoloj k

nvaryant (değ şmez) adı ver l r.
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Teorem 5.4 Sab t nokta özell ğ b r Gn−topoloj k nvaryanttır.

İspat (X,Gn) sab t nokta özell ğ ne sah p b r Gn−metr k uzayı olmak üzere, (Y,G∗
n),

Gn−metr k uzayı üzer ne tanımlı b r h : X → Y , Gn−homeomorf zm ver ls n. Ayrıca
∼
f : Y → Y şekl nde tanımlı b r Gn−sürekl fonks yon olmak üzere;

f : X → X

x 7→
(
h−1 ◦

∼
f ◦ h

)
(x)

şekl nde tanımlı b r f : X → X fonks yonu alınsın. Bu takt rde tanım gereğ f fonks yonuda
Gn−sürekl olur. (X,Gn) sab t nokta özell ğ ne sah p b r Gn−metr k uzayı olduğu ç n en
az b r x ∈ X ç n f (x) = x d r. y = h (x) se

∼
f (y) =

∼
f (h (x)) =

(
h ◦ h−1 ◦

∼
f ◦ h

)
(x) = (h ◦ f) (x) = h (x) = y

elde ed l r. Bu se
∼
f fonks yonunun sab t noktası var demek olup (Y,G∗

n), Gn−metr k uzayı
sab t nokta özell ğ ne sah p olduğu anlamına gel r.
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6. Gn−METRİK UZAYINDA BAZI SABİT NOKTA
TEOREMLERİ ÜZERİNE

Modern fonks yonel anal z n öncüsü olan Polonyalı matemat kç Stefan Banach (30
Mart 1892 - 31 Ağustos 1945) 20. yüzyılın en öneml matemat kç ler nden b r olarak kabul
ed lmekted r. Genel fonks yonel anal z teor s üzer ne lk monograf olan 1932 tar hl
Théor e des opérat ons l néa res (Doğrusal İşlemler Teor s ) k tabı en öneml eserler nden
b r d r. Banach 1920 de tamamlanan ve 1922 de yayınlanan tez nde, tam normlu vektör
uzayı kavramının aks yomat k yapısını ortaya koyarak, fonks yonel anal z alanının
temeller n atmasının yanı sıra, Banach’ ın adını taşıyan b rçok matemat ksel kavram vardır.
Bunlar arasında Banach uzayı, Banach ceb r , Banach-Tarsk paradoksu, Hahn-Banach
teorem , Banach-Ste nhaus teorem , Banach-Mazur oyunu, Banach-Alaoğlu teorem ve
belk de en ünlü olanı Banach sab t nokta teorem sayılab l r.

Banach sab t nokta prens b oldukça sade, şık ve bas t oluşu neden yle ntegral ve
d ferans yel denklemler teor s ne özel uygulmaları le b rl kte tüm anal zde belk de en
yaygın olarak uygulanan ve kullanılan sab t nokta teorem d r. Bu teorem b r metr k uzay
üzer nde nşa ed ld ğ nden, Banach sab t nokta prens b n çeren çalışma yayınlandıktan
sonra gel şt r len ve gel şen teor ye, metr k sab t nokta teor s den r. Metr k sab t nokta
teor s le lg l çalışmalar ncelend ğ nde, bu çalışmalarda genel olarak k yöntem üzer ne
durulmaktadır. B r nc s Banach sab t nokta teorem nde fade ed len büzülme koşulu yer ne
bu koşulu çeren, daha genel b r büzülme koşulunun ver lmes , k nc s Banach büzülme
koşulunun ver ld ğ alışılmış metr k uzayı çeren daha genel b r metr k uzay ver lmes d r.
L teratürün yaklaşık son altmış yılı ncelend ğ nde, araştırmacıların çoğunun alışılmış
metr k uzayın genelleşt rmeler üzer ne çalıştıkları görülmekted r. Bu genelleşt rmelerden
en popüler olanlarından b r de G−metr k uzaydır. Ancak unutulmamalıdır k l teratürde bu
tür genelleşt r lm ş metr k uzaylar üzer ne çalışmanın önem n gösteren mot ve ed c çok
fazla çalışma yoktur. Teor de genellemeler der n b r anlayışa yaklaştırırlarsa har ka
araçlardır. Örneğ n, Banach daraltma lkes 1922 de Banach tarafından keşfed lmed .
Y neleme ve sab t b r noktaya yakınsaması 1922 den çok önce b l n yordu. Banach’ ın
özgünlüğü, metr k uzayların soyut ortamında sab t noktanın varlığını bel rtmekt .

Bu anlamda genelleşt r lm ş metr k uzaylarda yapılan bu çalışmanın temel
mot vasyonunu ve özgünlüğünü çeren bu bölümde sırasıyla şunlar ver lecekt r;

1) G3−metr k uzaydak b l nen bazı sab t nokta teremler n n, Gn−metr k
uzaylardak genellemeler ver lecekt r,

2) Gn−metr k uzaylardak bu genelleşt r lm ş sab t nokta teoremler n n spatlarında,
bu teoremler n gerçekten alışılmış metr k uzayda b l nen sab t nokta teoremler n n
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genellemes olup-olmadığı sorusu cevaplanacaktır. Bunun ç n öncek bölümlerde ver len(
X, dS

)
alışılmış metr k uzaydan yararlanılacaktır,
3) Gn−metr k uzaylardak bu genelleşt r lm ş sab t nokta teoremler n n spatları

klas k yöntemler n dışında kapalı b r bağıntı yardımıyla çok kısa b r şek lde de
ver leb leceğ göster lecekt r,

4) Son olarakta 6.1 bölümünde ver len T dönüşümler n n P özell ğ ne sah p
oldukları göster lecekt r.

6.1 Gn−Metr k Uzayda Bazı Sab t Nokta Teoremler n n(
X, dS

)
Alışılmış Metr k Uzayındak Karşılıkları

Bu alt bölümde G3−metr k uzaydak b l nen bazı sab t nokta teoremler n n,
Gn−metr k uzaylardak genellemeler ver lecek ve bu genellemeler n alışılmış b r metr k
uzaya nd rgen p- ndergenemeyeceğ sorgulanacaktır. Daha sonra klas k P card terasyon
yöntem kullanılarak spatlar yapılacaktır.

Teorem 6.1 (Banach Büzülme Teorem ) : (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun.
∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X dönüşümü a ∈ [0, 1) olmak üzere

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ aGn (x1, x2, . . . , xn) (6.1)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

İspat Keyf b r x0 ∈ X ç n xp = T pxo olacak şek lde b r (xp)p∈N ⊂ X d z s ver ls n. En
az b r p ∈ N ç n xp+1 = xp se xp ∈ X elemanı T dönüşümünün b r sab t noktasıdır. Her
p ∈ N ç n xp+1 ̸= xp olarak alınsın. Bu takd rde (6.1) şartından

Gn

(
xp+1; xp+2

)
= Gn

(
Txp;Txp+1

)
≤ aGn

(
xp; xp+1

)
elde ed l r. Bu son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ ap−1Gn (x1; x2)

d r. Bu eş ts zl kte p→ ∞ ç n l m t alınırsa, a ∈ [0, 1) olduğundan Gn

(
xp; xp+1

)
→ 0 elde

ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 5.10 gereğ (xp)p∈N d z s b r Gn−Cauchy d z s d r.
(X,Gn) b r tam Gn−metr k uzay olduğundan (xp) → u olacak şek lde b r u ∈ X vardır.
Buna göre (6.1) şartından

Gn (xp+1;Tu) ≤ aGn (xp;u)



69

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl k p→ ∞ ken l m t durumunda,Gn−fonks yonu tüm b leşen
elemanlarına göre sürekl olduğundan (bkz. Teorem 5.3)

Gn (u;Tu) ≤ aGn (u;u) = 0

şekl ne nd rgen r. Buradan u = Tu olarak bulunur. Yan T dönüşümü en az b r sab t noktası
vardır.

Bu sab t noktanın tekl ğ n göstermek ç n; T dönüşümünün b rb r nden farklı u ve v
g b en az k sab t noktasının olduğu varsayılsın. Bu durumda;

Gn (u; v) = Gn (Tu;Tv)

≤ aGn (u; v)

< Gn (u; v)

elde ed l r k bu b r çel şk olup, varsayım yanlıştır. Yan T dönüşümü b r tek sab t noktası
vardır.

Not 6.1 Teorem 6.2, (Mustafa vd., 2010) refaransında ver len Teorem 2.1 n genellemes d r.

Teorem 6.2 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

n

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ a

[
n∑

i=1

Gn (xi;Tx )

]
(6.2)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.2) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ a [Gn (x;Tx) + (n− 1)Gn (y;Ty)]

ve
Gn (Ty;Tx) ≤ a [Gn (y;Ty) + (n− 1)Gn (x;Tx)]

eş zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ an [Gn (x;Tx) +Gn (y;Ty)] (6.3)

elde ed l r.
Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (6.3) eş ts zl ğ n n

(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı
dS (Tx, Ty) ≤ an

2

[
dS (x, Tx) + dS (y, Ty)

]
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şekl nde olur. 0 ≤ an

2
<

1

2
olduğundan, Kannan sab t nokta teorem nden (Kannan, 1969),

T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.
Fakat Gn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.3) eş ts zl ğ n n

(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı
dS (Tx, Ty) ≤ a (n− 1)

[
dS (x, Tx) + dS (y, Ty)

]
şekl nded r. Ancak 0 ≤ a (n− 1) <

1

2
her zaman mümkün değ ld r. Bu durumda Kannan

sab t nokta teorem
(
X, dS

)
metr k uzayında, T dönüşümünün sab t noktası hakkında b lg

vermez.
Sonuç olarak

(
X, dS

)
alışılmış metr k uzayına nd rgeme yapılarak bu teorem

spatlanamaz. Bu anlamda teorem spatlamak adına Gn−metr ğ ne has özell kler ve
tekn kler kullanılacaktır.

Keyf b r x0 ∈ X ç n xp = Txp−1 = T pxo olacak şek lde b r (xp)p∈N ⊂ X d z s
ver ls n. En az b r p ∈ N ç n xp = xp−1 se xp−1 ∈ X elemanı T dönüşümünün b r sab t
noktasıdır. Her p ∈ N ç n xp ̸= xp−1 olarak alınsın. Bu takd rde (6.2) şartından

Gn

(
xp; xp+1

)
= Gn

(
Txp−1;Txp

)
≤ a

[
Gn

(
xp−1; xp

)
+ (n− 1)Gn

(
xp;Txp

)]
= a

[
Gn

(
xp−1; xp

)
+ (n− 1)Gn

(
xp; xp+1

)]
olup, buradan

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ a

1− a (n− 1)
Gn

(
xp−1; xp

)
elde ed l r. λ =

a

1− a (n− 1)
olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ λpGn (x0; x1)

d r. Benzer y neleme le r > p özell ğ ndek keyf r, p ∈ N ç n

Gn (xp; xr) ≤ Gn

(
xp;Txp

)
+ · · ·+Gn (xr−1; xr) ∵ Yardımcı Teorem 5.4 - 9 dan

≤ [λp + · · ·+ λr−1]Gn (x0;Txo)

≤ λp

1− λ
Gn (x0;Txo)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, λ ∈ [0, 1) olduğundan
Gn (T

pxo;Trxo) → 0 elde ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 5.10 gereğ
(xp = T pxo)p∈N d z s b r Gn−Cauchy d z s d r. (X,Gn) b r tam Gn−metr k uzay
olduğundan (xp) → u olacak şek lde b r u ∈ X vardır. Yan l m

p→∞
Gn (T

pxo;u) = 0 dır.

İdd a : Tu = u dur. Yan u, T dönüşümünün b r sab t noktasıdır.
Tu ̸= u olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.2) eş ts zl ğ nden

Gn (xp+1;Tu) ≤ a
[
Gn

(
xp; xp+1

)
+ (n− 1)Gn (u;Tu)

]
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eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn metr ğ değ şken
b leşenler ne göre sürekl olduğundan

Gn (u;Tu) ≤ a (n− 1)Gn (u;Tu)

sonucu elde ed l r. Bu eş ts zl kte a (n− 1) < 1 olduğundan Gn (u;Tu) = 0 bulunur. Yan
Tu = u dur. Ancak bu durumda varsayım le çel ş l r. Sonuç olarak, u, T dönüşümünün
sab t noktasıdır.

Ş md T dönüşümünün sab t noktasının tekl ğ göster lecekt r; T dönüşümünün
b rb r nden farklı u ve v g b en az k sab t noktasının olduğu varsayılsın, bu takd rde

Gn (u; v) = Gn (Tu;Tv)

≤ a [Gn (u;Tu) + (n− 1)Gn (v;Tv)]

d r. Ancak bu durumda Gn (u; v) = 0 sonucu elde ed l r k bu u = v demek olup, varsayım
le çel ş l r. Sonuç olarak T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır. Bundan sonrak
kısımda T dönüşümünün u sab t noktasında Gn−sürekl olduğu göster lecekt r. Bunun ç n
u ∈ X noktasına yakınsak olacak şek lde X de b r (yp)p∈N d z s ele alınsın. Bu takd rde
(6.2) eş ts zl ğ nden

Gn

(
u;Typ

)
= Gn

(
Tu;Typ

)
≤ a

[
Gn (u;Tu) + (n− 1)Gn

(
yp;Typ

)]
≤ a

[
Gn (u;Tu) + (n− 1)

(
Gn (yp;u) +Gn

(
u;Typ

))]
d r. Buradan

Gn

(
u;Typ

)
≤ a (n− 1)

1− a (n− 1)
Gn (yp;u)

elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn

(
u;Typ

)
→ 0 olarak bulunur. Yan

Typ → u = Tu elde ed l r k bu T dönüşümünün u noktasında Gn−sürekl olması demekt r.

Not 6.2 Teorem 6.3, (Mustafa vd., 2008) refaransında ver len Teorem 2.1 ve (Mustafa vd.,
2010) refaransında ver len Teorem 2.2 n n genellemes d r.

Teorem 6.3 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü
(
a+

n∑
i=1

bi

)
∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ aGn (x1, x2, . . . , xn) +
n∑

i=1

biGn (xi;Tx ) (6.4)

yada

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ aGn (x1, x2, . . . , xn) +
n∑

i=1

biGn (Txi; x ) (6.5)
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eş ts zl kler nden (şartlarından) b r n sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t
noktası vardır ve bu sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.4) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ aGn (x; y) + b1Gn (x;Tx) + (b2 + · · ·+ bn)Gn (y;Ty)

ve
Gn (Ty;Tx) ≤ aGn (y; x) + b1Gn (y;Ty) + (b2 + · · ·+ bn)Gn (x;Tx)

eş ts zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ a [Gn (x; y) +Gn (y; x)] +
n∑

i=1

bi [Gn (x;Tx) +Gn (y;Ty)]

(6.6)
elde ed l r.

Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (6.6) eş ts zl ğ n n
(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ adS (x, y) +
(b1 + · · ·+ bn)

2

[
dS (x, Tx) + dS (y, Ty)

]
şekl nded r. 0 ≤

(
a+

n∑
i=1

bi

)
< 1 olduğundan, Re ch sab t nokta teorem nden (Re ch, 1971)

T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.
Fakat Gn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.6) eş ts zl ğ n n

(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ adS (x, y) +
(b1 + · · ·+ bn) (n− 1)

n

[
dS (x, Tx) + dS (y, Ty)

]
şekl nded r. Ancak a + 2

(b1 + · · ·+ bn) (n− 1)

n
< 1 her zaman mümkün değ ld r. Bu

durumda Re ch sab t nokta teorem
(
X, dS

)
metr k uzayında, T dönüşümünün sab t noktası

hakkında b lg vermez.
Sonuç olarak

(
X, dS

)
alışılmış metr k uzayına nd rgeme yapılarak bu teorem

spatlanamaz. Bu anlamda teorem spatlamak adına Gn−metr ğ ne has özell kler ve
tekn kler kullanılacaktır.

Keyf b r x0 ∈ X ç n xp = Txp−1 = T pxo olacak şek lde b r (xp)p∈N ⊂ X d z s
ver ls n. En az b r p ∈ N ç n xp = xp−1 se xp−1 ∈ X elemanı T dönüşümünün b r sab t
noktasıdır. Her p ∈ N ç n xp ̸= xp−1 olarak alınsın. Bu takd rde (6.4) şartından

Gn

(
xp; xp+1

)
= Gn

(
Txp−1;Txp

)
≤ aGn

(
xp−1; xp

)
+ b1Gn

(
xp−1; xp

)
+

n∑
i=2

biGn

(
xp;Txp

)
= [a+ b1]Gn

(
xp−1; xp

)
+

n∑
i=2

biGn

(
xp; xp+1

)
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olup, buradan

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ a+ b1

1− b2 − · · · − bn
Gn

(
xp−1; xp

)
eş ts zl ğ elde ed l r. λ =

a+ b1
1− b2 − · · · − bn

olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek
tekrarlanırsa

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ λpGn (x0; x1)

eş ts zl ğ bulunur. Benzer y neleme le r > p özell ğ ndek keyf r, p ∈ N ç n

Gn (xp; xr) ≤
[
λp + · · ·+ λr−1

]
Gn (x0;Txo) ≤

λp

1− λ
Gn (x0;Txo)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, λ ∈ [0, 1) olduğundan
Gn (T

pxo;Trxo) → 0 elde ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 6.10 gereğ
(xp = T pxo)p∈N d z s b r Gn−Cauchy d z s d r. (X,Gn) b r tam Gn−metr k uzay
olduğundan (xp) → u olacak şek lde b r u ∈ X vardır. Yan l m

p→∞
Gn (T

pxo;u) = 0 dır.

İdd a : Tu = u dur. Yan u, T dönüşümünün b r sab t noktasıdır.
Tu ≠ u olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.4) eş ts zl ğ nden

Gn (xp+1;Tu) ≤ aGn (xp;u) + b1Gn

(
xp; xp+1

)
+ (b2 + · · ·+ bn)Gn (u;Tu)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn metr ğ değ şken
b leşenler ne göre sürekl olduğundan

Gn (u;Tu) ≤ (b2 + · · ·+ bn)Gn (u;Tu)

sonucu elde ed l r. Bu eş ts zl kte b2 + · · · + bn < 1 olduğundan Gn (u;Tu) = 0 bulunur.
Yan Tu = u dur. Ancak bu durumda varsayım le çel ş l r. Sonuç olarak, u, T
dönüşümünün sab t noktasıdır.

Ş md T dönüşümünün sab t noktasının tekl ğ göster lecekt r; T dönüşümünün
b rb r nden farklı u ve v g b en az k sab t noktasının olduğu varsayılsın, bu takd rde

Gn (u; v) = Gn (Tu;Tv)

≤ aGn (u; v) + b1Gn (u;Tu) + (b2 + · · ·+ bn)Gn (v;Tv)

d r. Ancak bu durumda Gn (u; v) = 0 sonucu elde ed l r k bu u = v demek olup, varsayım
le çel ş l r. Sonuç olarak T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır. Bundan sonrak
kısımda T dönüşümünün u sab t noktasında Gn−sürekl olduğu göster lecekt r. Bunun ç n
u ∈ X noktasına yakınsak olacak şek lde X de b r (yp)p∈N d z s ele alınsın. Bu takd rde
(6.4) eş ts zl ğ nden

Gn

(
u;Typ

)
= Gn

(
Tu;Typ

)
≤ aGn

(
u; yp

)
+ b1Gn (u;Tu) + (b2 + · · ·+ bn)Gn

(
yp;Typ

)
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eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn

(
u;Typ

)
→ 0 bulunur.

Yan Typ → u = Tu elde ed l r k bu T dönüşümünün u noktasında Gn−sürekl olması
demekt r.

Not 6.3 Teorem 6.4, (Mustafa vd., 2008) refaransında ver len Teorem 2.3 ün genellemes d r.

Teorem 6.4 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax
1≤i≤n

{Gn (xi;Tx )} (6.7)

yada
Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax

1≤i≤n
{Gn (Txi; x )} (6.8)

eş ts zl kler nden (şartlarından) b r n sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t
noktası vardır ve bu sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.7) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}

ve
Gn (Ty;Tx) ≤ amax {Gn (y;Ty) , Gn (x;Tx)}

eş zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ 2amax {Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)} (6.9)

elde ed l r.
Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (3.9) eş ts zl ğ n n

(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı
dS (Tx, Ty) ≤ amax

{
dS (x, Tx) , dS (y, Ty)

}
olur. 0 ≤ a < 1 olduğundan, B anch n sab t nokta teorem nden (B anch n , 1972) T
dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Fakat Gn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.9) eş ts zl ğ n n
(
X, dS

)
metr k uzaydak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2a (n− 1)

n
max

{
dS (x, Tx) , dS (y, Ty)

}
şekl nded r. Ancak 0 ≤ 2a (n− 1)

n
< 1 her zaman mümkün değ ld r. Bu durumda B anch n

sab t nokta teorem
(
X, dS

)
metr k uzayında, T dönüşümünün sab t noktası hakkında b lg
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vermez.
Sonuç olarak

(
X, dS

)
alışılmış metr k uzayına nd rgeme yapılarak bu teorem

spatlanamaz. Bu anlamda teorem spatlamak adına Gn−metr ğ ne has özell kler ve
tekn kler kullanılacaktır.

Keyf b r x0 ∈ X ç n xp = Txp−1 = T pxo olacak şek lde b r (xp)p∈N ⊂ X d z s
ver ls n. En az b r p ∈ N ç n xp = xp−1 se xp−1 ∈ X elemanı T dönüşümünün b r sab t
noktasıdır. Her p ∈ N ç n xp ̸= xp−1 olarak alınsın. Bu takd rde (6.7) şartından

Gn

(
xp; xp+1

)
= Gn

(
Txp−1;Txp

)
≤ amax

{
Gn

(
xp−1; xp

)
, Gn

(
xp; xp+1

)}
= aGn

(
xp−1; xp

)
∵ 0 ≤ a < 1

d r. Yan
Gn

(
xp; xp+1

)
≤ aGn

(
xp−1; xp

)
elde ed l r, bu son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ apGn (x0; x1)

şekl ne nd rgen r. Benzer y neleme le r > p özell ğ ndek keyf r, p ∈ N ç n

Gn (xp; xr) ≤ Gn

(
xp;Txp

)
+ · · ·+Gn (xr−1; xr) ∵ Yardımcı Teorem 5.4 - 9 dan

≤ [ap + · · ·+ ar−1]Gn (x0;Txo)

≤ ap

1− a
Gn (x0;Txo)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, a ∈ [0, 1) olduğundan
Gn (T

pxo;Trxo) → 0 elde ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 5.10 gereğ
(xp = T pxo)p∈N d z s b r Gn−Cauchy d z s d r. (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay
olduğundan (xp) → u olacak şek lde b r u ∈ X vardır. Yan l m

p→∞
Gn (T

pxo;u) = 0 dır.

İdd a : Tu = u dur. Yan u, T dönüşümünün b r sab t noktasıdır.
Tu ̸= u olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.7) eş ts zl ğ nden

Gn (xp+1;Tu) ≤ amax
{
Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn (u;Tu)

}
eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn metr ğ değ şken
b leşenler ne göre sürekl olduğundan

Gn (u;Tu) ≤ aGn (u;Tu)

sonucu elde ed l r. Yan Gn (u;Tu) = 0 olup Tu = u elde ed l r. Ancak bu durumda
varsayım le çel ş l r. Sonuç olarak, u, T dönüşümünün sab t noktasıdır.



76

Ş md T dönüşümünün sab t noktasının tekl ğ göster lecekt r; T dönüşümünün
b rb r nden farklı u ve v g b en az k sab t noktasının olduğu varsayılsın, bu takd rde

Gn (u; v) = Gn (Tu;Tv)

≤ amax {Gn (u;Tu) , Gn (v;Tv)}

= 0

d r. Yan u = v demek olup, varsayım le çel ş l r. Sonuç olarak T dönüşümünün b r tek
sab t noktası vardır. Bundan sonrak kısımda T dönüşümünün u sab t noktasındaGn−sürekl
olduğu göster lecekt r. Bunun ç n b r u ∈ X noktasına yakınsak olacak şek lde X de b r
(yp)p∈N d z s ele alınsın. Bu takd rde (6.7) eş ts zl ğ nden

Gn

(
u;Typ

)
= Gn

(
Tu;Typ

)
≤ amax

{
Gn (u;Tu) , Gn

(
yp;Typ

)}
= aGn

(
yp;Typ

)
≤ a

[
Gn (yp;u) +Gn

(
u;Typ

)]
d r. Buradan Gn

(
u;Typ

)
≤ a

1− a
Gn (yp;u) olup, bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t

alınırsa, Gn

(
u;Typ

)
→ 0 bulunur. Yan Typ → u = Tu elde ed l r k bu T dönüşümünün

u noktasında Gn−sürekl olması demekt r.

Not 6.4 Teorem 6.5, (Mustafa vd., 2010) refaransında ver len Teorem 2.3 ün genellemes d r.

Teorem 6.5 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü (a+ b) ∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ aGn (x1, x2, . . . , xn) + bmax
1≤i≤n

{Gn (xi;Tx )} (6.10)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.10) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ aGn (x; y) + bmax {Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}

ve
Gn (Ty;Tx) ≤ aGn (y; x) + bmax {Gn (y;Ty) , Gn (x;Tx)}
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eş zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ a [Gn (x; y) +Gn (y; x)] + 2bmax {Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}
(6.11)

elde ed l r.
Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (6.11) eş ts zl ğ n n

(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı
dS (Tx, Ty) ≤ adS (x, y) + bmax

{
dS (x, Tx) , dS (y, Ty)

}
şekl nde olur. 0 ≤ a + b < 1 olduğundan, Re ch sab t nokta teorem nden, T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır.

FakatGn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.11) eş ts zl ğ n n
(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ adS (x, y) +
2b (n− 1)

n
max

{
dS (x, Tx) , dS (y, Ty)

}
şekl nded r. Ancak a +

2b (n− 1)

n
< 1 her zaman mümkün değ ld r. Bu durumda Re ch

sab t nokta teorem
(
X, dS

)
metr k uzayında, T dönüşümünün sab t noktası hakkında b lg

vermez.
Sonuç olarak

(
X, dS

)
alışılmış metr k uzayına nd rgeme yapılarak bu teorem

spatlanamaz. Bu anlamda teorem spatlamak adına Gn−metr ğ ne has özell kler ve
tekn kler kullanılacaktır.

Keyf b r x0 ∈ X ç n xp = Txp−1 = T pxo olacak şek lde b r (xp)p∈N ⊂ X d z s
ver ls n. En az b r p ∈ N ç n xp = xp−1 se xp−1 ∈ X elemanı T dönüşümünün b r sab t
noktasıdır. Her p ∈ N ç n xp ̸= xp−1 olarak alınsın. Bu takd rde (6.10) şartından

Gn

(
xp; xp+1

)
= Gn

(
Txp−1;Txp

)
≤ aGn

(
xp−1; xp

)
+ bmax

{
Gn

(
xp−1; xp

)
, Gn

(
xp; xp+1

)} (6.12)

eş ts zl ğ elde ed l r. Burada k durum söz konusudur;
Durum 1 : Gn

(
xp−1; xp

)
≥ Gn

(
xp; xp+1

)
se (6.12) eş ts zl ğ

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ (a+ b)Gn

(
xp−1; xp

)
şekl ne nd rgen r.

Durum 2 : Gn

(
xp−1; xp

)
≤ Gn

(
xp; xp+1

)
se (6.12) eş ts zl ğ

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ aGn

(
xp−1; xp

)
+ bGn

(
xp; xp+1

)
şekl ne nd rgen r. Buradan Gn

(
xp; xp+1

)
≤ a

1− b
Gn

(
xp−1; xp

)
bulunur. Bu son eş ts zl k,

Gn

(
xp−1; xp

)
≤ Gn

(
xp; xp+1

)
kabulü le b rleşt r l rse

Gn

(
xp−1; xp

)
≤ Gn

(
xp; xp+1

)
≤ a

1− b
Gn

(
xp−1; xp

)
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elde ed l r, ancak bu eş ts zl k 0 ≤ a+ b < 1 olduğundan mümkün değ ld r.
Sonuç olarak (6.12) eş ts zl ğ nden

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ (a+ b)Gn

(
xp−1; xp

)
elde ed l r. λ = a+ b olmak üzere, bu son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ λpGn (x0; x1)

bulunur. Benzer y neleme le r > p özell ğ ndek keyf r, p ∈ N ç n

Gn (xp; xr) ≤ Gn

(
xp;Txp

)
+ · · ·+Gn (xr−1; xr) ∵ Yardımcı Teorem 5.4 - 9 dan

≤ [λp + · · ·+ λr−1]Gn (x0;Txo)

≤ λp

1− λ
Gn (x0;Txo)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, λ ∈ [0, 1) olduğundan
Gn (T

pxo;Trxo) → 0 elde ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 5.10 gereğ
(xp = T pxo)p∈N d z s b r Gn−Cauchy d z s d r. (X,Gn) b r tam Gn−metr k uzay
olduğundan (xp) → u olacak şek lde b r u ∈ X vardır. Yan l m

p→∞
Gn (T

pxo;u) = 0 dır.

İdd a : Tu = u dur. Yan u, T dönüşümünün b r sab t noktasıdır.
Tu ̸= u olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.10) eş ts zl ğ nden

Gn (xp+1;Tu) ≤ aGn (xp;u) + bmax
{
Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn (u;Tu)

}
eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn metr ğ değ şken
b leşenler ne göre sürekl olduğundan

Gn (u;Tu) ≤ bGn (u;Tu)

sonucu elde ed l r. Yan Gn (u;Tu) = 0 olup Tu = u elde ed l r. Ancak bu durumda
varsayım le çel ş l r. Sonuç olarak, u, T dönüşümünün sab t noktasıdır.

Ş md T dönüşümünün sab t noktasının tekl ğ göster lecekt r; T dönüşümünün
b rb r nden farklı u ve v g b en az k sab t noktasının olduğu varsayılsın, bu takd rde

Gn (u; v) = Gn (Tu;Tv)

≤ aGn (u; v) + bmax {Gn (u;Tu) , Gn (v;Tv)}

= aGn (u; v)

d r. Yan u = v demek olup, varsayım le çel ş l r. Sonuç olarak T dönüşümünün b r tek
sab t noktası vardır. Bundan sonrak kısımda T dönüşümünün u sab t noktasındaGn−sürekl
olduğu göster lecekt r. Bunun ç n b r u ∈ X noktasına yakınsak olacak şek lde X de b r
(yp)p∈N d z s ele alınsın. Bu takd rde (6.10) eş ts zl ğ nden

Gn

(
u;Typ

)
= Gn

(
Tu;Typ

)
≤ aGn

(
u; yp

)
+ bmax

{
Gn (u;Tu) , Gn

(
yp;Typ

)}
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d r.Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn

(
u;Typ

)
≤ bGn

(
u;Typ

)
bulunur k b < 1

olduğundanGn

(
u;Typ

)
= 0 bulunur. Yan Typ → u = Tu elde ed l r k bu T dönüşümünün

u noktasında Gn−sürekl olması demekt r.

Not 6.5 Teorem 6.6, (Vats vd., 2011) refaransında ver len Teorem 1 n genellemes d r.

Teorem 6.6 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

2

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax


Gn (x1;Tx1) , Gn (x1;Tx2) , . . . , Gn (x1;Txn) ,
Gn (x2;Tx1) , Gn (x2;Tx2) , . . . , Gn (x2;Txn) ,

...
...

...
Gn (xn;Tx1) , Gn (xn;Tx2) , . . . , Gn (xn;Txn)


(6.13)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.13) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x;Tx) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx) , Gn (y;Ty)}

ve
Gn (Ty;Tx) ≤ amax {Gn (y;Tx) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Tx) , Gn (x;Ty)}

eş zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ 2amax {Gn (x;Tx) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx) , Gn (y;Ty)}
(6.14)

elde ed l r.
Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (6.14) eş ts zl ğ n n

(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2amax
{
1

2
dS (x, Tx) ,

1

2
dS (x, Ty) ,

1

2
dS (y, Tx) ,

1

2
dS (y, Ty)

}
= amax

{
dS (x, Tx) , dS (x, Ty) , dS (y, Tx) , dS (y, Ty)

}
şekl nded r. 0 ≤ a < 1 olduğundan, (Rhoades, 1977) referansında ver len 24 üncü büzülme
koşullu sab t nokta teorem nden, T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.
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FakatGn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.14) eş ts zl ğ n n
(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2a (n− 1)

n
max

{
dS (x, Tx) , dS (x, Ty) , dS (y, Tx) , dS (y, Ty)

}
şekl nded r. Ancak

2a (n− 1)

n
< 1 her zamanmümkün değ ld r. Bu durumda (Rhoades, 1977)

de ver len 24 üncü büzülme koşulu le ver len sab t nokta teorem
(
X, dS

)
metr k uzayında,

T dönüşümünün sab t noktası hakkında b lg vermez. Sonuç olarak
(
X, dS

)
alışılmış metr k

uzayına nd rgeme yapılarak bu teorem spatlanamaz. Bu anlamda teorem spatlamak adına
Gn−metr ğ ne has özell kler ve tekn kler kullanılacaktır.

Keyf b r x0 ∈ X ç n xp = Txp−1 = T pxo olacak şek lde b r (xp)p∈N ⊂ X d z s
ver ls n. En az b r p ∈ N ç n xp = xp−1 se xp−1 ∈ X elemanı T dönüşümünün b r sab t
noktasıdır. Her p ∈ N ç n xp ̸= xp−1 olarak alınsın. Bu takd rde (6.13) şartından

Gn

(
xp; xp+1

)
= Gn

(
Txp−1;Txp

)
≤ amax

{
Gn

(
xp−1;Txp−1

)
, Gn

(
xp−1;Txp

)
, Gn

(
xp;Txp−1

)
, Gn

(
xp;Txp

)}
= amax

{
Gn

(
xp−1; xp

)
, Gn

(
xp−1; xp+1

)
, Gn

(
xp; xp

)
, Gn

(
xp; xp+1

)}
= amax

{
Gn

(
xp−1; xp

)
, Gn

(
xp−1; xp+1

)
, Gn

(
xp; xp+1

)}
elde ed l r. Burada üç durum söz konusudur;

Durum 1: Gn

(
xp; xp+1

)
≤ aGn

(
xp−1; xp

)
olsun.

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ apGn (x0; x1)

d r. Benzer y neleme le r > p özell ğ ndek keyf r, p ∈ N ç n

Gn (xp; xr) ≤ Gn

(
xp;Txp

)
+ · · ·+Gn (xr−1; xr) ∵ Yardımcı Teorem 5.4 - 9 dan

≤ [ap + · · ·+ ar−1]Gn (x0;Txo)

≤ ap

1− a
Gn (x0;Txo)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, a ∈ [0, 1) olduğundan
Gn (T

pxo;Trxo) → 0 elde ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 5.10 gereğ
(xp = T pxo)p∈N d z s b r Gn−Cauchy d z s d r.

Durum 2: Gn

(
xp; xp+1

)
≤ aGn

(
xp−1; xp+1

)
olsun. Buradan

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ aGn

(
xp−1; xp+1

)
≤ a

[
Gn

(
xp−1; xp

)
+Gn

(
xp; xp+1

)]
olup,

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ a

1− a
Gn

(
xp−1; xp

)
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elde ed l r. λ =
a

1− a
olmak üzere, bu son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ λpGn (x0; x1)

bulunur. Benzer y neleme le r > p özell ğ ndek keyf r, p ∈ N ç n

Gn (xp; xr) ≤ Gn

(
xp;Txp

)
+ · · ·+Gn (xr−1; xr) ∵ Yardımcı Teorem 5.4 - 9 dan

≤ [λp + · · ·+ λr−1]Gn (x0;Txo)

≤ λp

1− λ
Gn (x0;Txo)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, λ ∈ [0, 1) olduğundan
Gn (T

pxo;Trxo) → 0 elde ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 5.10 gereğ
(xp = T pxo)p∈N d z s b r Gn−Cauchy d z s d r.

Durum 3: Gn

(
xp; xp+1

)
≤ aGn

(
xp; xp+1

)
olsun. Ancak a ∈ [0, 1/2) olduğundan bu

durum mümkün değ ld r. Sonuç olarak, (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olduğundan
(xp) → u olacak şek lde b r u ∈ X vardır. Yan l m

p→∞
Gn (T

pxo;u) = 0 dır.

İdd a : Tu = u dur. Yan u, T dönüşümünün b r sab t noktasıdır.
Tu ̸= u olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.13) eş ts zl ğ nden

Gn (xp+1;Tu) = Gn (Txp;Tu) ≤ amax
{
Gn

(
xp;Txp

)
, Gn (xp;Tu) , Gn

(
u;Txp

)
, Gn (u;Tu)

}
eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, Gn metr ğ değ şken
b leşenler ne göre sürekl olduğundan

Gn (u;Tu) ≤ amax {Gn (u;Tu) , Gn (u;Tu) , Gn (u;Tu) , Gn (u;Tu)}

= aGn (u;Tu)

sonucu elde ed l r. a ∈ [0, 1/2) olduğundan, Gn (u;Tu) = 0 olup Tu = u elde ed l r.
Ancak bu durumda varsayım le çel ş l r. Sonuç olarak, u, T dönüşümünün sab t noktasıdır.

Ş md T dönüşümünün sab t noktasının tekl ğ göster lecekt r; T dönüşümünün
b rb r nden farklı u ve v g b en az k sab t noktasının olduğu varsayılsın, bu takd rde
(6.13) eş ts zl ğ nden

Gn (u; v) = Gn (Tu;Tv)

≤ amax {Gn (u;Tu) , Gn (u;Tv) , Gn (v;Tu) , Gn (v;Tv)}

= amax {Gn (u;u) , Gn (u; v) , Gn (v;u) , Gn (v; v)}

= amax {Gn (u; v) , Gn (v;u)}

d r. Buradan a ∈ [0, 1/2) olduğundan

Gn (u; v) ≤ aGn (v;u) (6.15)
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bulunur. Benzer şek lde

Gn (v;u) = Gn (Tv;Tu)

≤ amax {Gn (v;Tv) , Gn (v;Tu) , Gn (u;Tv) , Gn (u;Tu)}

= amax {Gn (v; v) , Gn (v;u) , Gn (u; v) , Gn (u;u)}

= amax {Gn (v;u) , Gn (u; v)}

olup, Gn (v;u) ≤ aGn (u; v) elde ed l r. Bu son eş ts zl k (6.15) de yer ne yazılırsa

Gn (u; v) ≤ aGn (v;u) ≤ a2Gn (u; v)

elde ed l r. a ∈ [0, 1/2) olduğundan,Gn (u; v) = 0 bulunur. Yan u = v demek olup, varsayım
le çel ş l r. Sonuç olarakT dönüşümünün tek b r sab t noktası vardır. Bundan sonrak kısımda
T dönüşümünün u sab t noktasındaGn−sürekl olduğu göster lecekt r. Bunun ç n b r u ∈ X

noktasına yakınsak olacak şek lde X de b r (yp)p∈N d z s ele alınsın. Bu takd rde (6.13)
eş ts zl ğ nden

Gn (Typ;u) = Gn (Typ;Tu)

≤ amax
{
Gn

(
yp;Typ

)
, Gn (Typ;Tu) , Gn

(
u;Typ

)
, Gn (u;Tu)

}
Bu eş ts zl kte p→ ∞ ç n l m t alınırsa,Gn (Typ;u) → 0 bulunur. Yan Typ → u=Tu elde
ed l r k bu T dönüşümünün u noktasında Gn−sürekl olması demekt r.

Not 6.6 Teorem 6.7, (Mustafa vd., 2008) refaransında ver len Sonuç 2.6 nın genellemes d r.

Teorem 6.7 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax


Gn (x1;Tx2) , Gn (x1;Tx3) , . . . , Gn (x1;Txn) ,
Gn (x2;Tx1) , Gn (x2;Tx3) , . . . , Gn (x2;Txn) ,

...
...

...
Gn (xn;Tx1) , Gn (xn;Tx2) , . . . , Gn

(
xn;Txn−1

)


(6.16)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat Teorem 6.6 nın spatına benzer olarak ver leb l r.

Not 6.7 Teorem 6.8, (Mustafa vd., 2009) refaransında ver len Teorem 2.1 n genellemes d r.
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Teorem 6.8 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

2

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax
1≤i≤n

{
Gn (x1, . . . , xn) , Gn (xi;Tx ) , Gn

(
xi;Tx +1

)}
(6.17)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın ( burada i = n ç n xn+1 = x1 ). Bu takd rde T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır ve bu sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.17) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x; y) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)}

≤ amax {Gn (x; y) +Gn (y; x) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)}

ve

Gn (Ty;Tx) ≤ amax {Gn (y; x) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Tx) , Gn (x;Ty)}

≤ amax {Gn (x; y) +Gn (y; x) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Tx) , Gn (x;Ty)}

eş zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa,

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ 2amax

{
Gn (x; y) +Gn (y; x) , Gn (x;Tx) ,
, Gn (y;Ty) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)

}
(6.18)

Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (6.18) eş ts zl ğ n n
(
X, dS

)
metr k uzaydak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2amax
{
dS (x, y) ,

1

2
dS (x, Tx) ,

1

2
dS (y, Ty) ,

1

2
dS (x, Ty) ,

1

2
dS (y, Tx)

}
≤ 2amax

{
dS (x, y) , dS (x, Tx) , dS (y, Ty) , dS (x, Ty) , dS (y, Tx)

}
olur. 0 ≤ 2a < 1 olduğundan, Ć r ć sab t nokta teorem nden (Ć r ć, 1974), T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır.

Fakat Gn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.18) eş ts zl ğ alışılmış metr k uzaydak
karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2amax


dS (x, y) ,

(n− 1)

n
dS (x, Tx) ,

(n− 1)

n
dS (y, Ty)

,
(n− 1)

n
dS (x, Ty) ,

(n− 1)

n
dS (y, Tx)


≤ 2amax

{
dS (x, y) , dS (x, Tx) , dS (y, Ty) , dS (x, Ty) , dS (y, Tx)

}
olur. Benzer şek lde 0 ≤ 2a < 1 olduğundan, Ć r ć sab t nokta teorem nden, T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır. Sonuç olarak Gn−metr k uzayda ver len bu teorem n

(
X, dS

)



84

alışılmış metr k uzaydak karşılığı yazılarak, Gn−metr ğ n h çb r özell ğ n kullanılmadan
spat ver lm şt r. Yan bu sab t nokta teorem aslında Ć r ć sab t nokta teorem n nGn−metr k
uzaydak yansıması olup, yen b r sab t nokta teorem değ ld r.

Not 6.8 Teorem 6.9, (Mustafa vd., 2009) refaransında ver len Teorem 2.8 n genellemes d r.

Teorem 6.9 (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

n

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ a max
1≤j≤n


n∑

i∈{{1,...,n}\{j}}

Gn

(
xi;Txj

) (6.19)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.19) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (y;Tx) , Gn (x;Ty)}

ve
Gn (Ty;Tx) ≤ amax {Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)}

eş zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa,

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ 2amax {Gn (y;Tx) , Gn (x;Ty)} (6.20)

Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (6.20) eş ts zl ğ n n
(
X, dS

)
metr k uzaydak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2amax
{
1

2
dS (y, Tx) ,

1

2
dS (x, Ty)

}
= amax

{
dS (y, Tx) , dS (x, Ty)

}
olur. 0 ≤ a < 1/n olduğundan, Chatterjea sab t nokta teorem nden (Chatterjea, 1972), T
dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Fakat Gn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.20) eş ts zl ğ alışılmış metr k uzaydak
karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2amax
{
(n− 1)

n
dS (y, Tx) ,

(n− 1)

n
dS (x, Ty)

}

≤ 2a (n− 1)

n
max

{
dS (y, Tx) , dS (x, Ty)

}
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olur. Benzer şek lde 0 ≤ 2a (n− 1)

n
< 1 olduğundan, Chatterjea sab t nokta teorem nden,

T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.
Sonuç olarak Gn−metr k uzayda ver len bu teorem n

(
X, dS

)
alışılmış metr k

uzaydak karşılığı yazılarak,Gn−metr ğ n h çb r özell ğ n kullanılmadan spat ver lm şt r.
Yan bu sab t nokta teorem aslında Chatterjea sab t nokta teorem n n Gn−metr k uzaydak
yansıması olup, yen b r sab t nokta teorem değ ld r.

Not 6.9 Teorem 6.10, (Mustafa vd., 2009) refaransında ver len Teorem 2.4 n genellemes d r.

Teorem 6.10 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

2

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax
1≤i≤n

{
Gn

(
xi;Tx +1

)
+Gn (xi+1;Tx )

}
(6.21)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın ( burada i = n ç n xn+1 = x1 ). Bu takd rde T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır ve bu sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.21) eş ts zl ğ nden, x ̸= y olmak üzere ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x;Ty) +Gn (y;Tx) , 2Gn (y;Ty)}

≤ 2amax {Gn (x;Ty) +Gn (y;Tx) , Gn (y;Ty)}

≤ 2amax {Gn (x;Ty) +Gn (y;Tx) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}

ve

Gn (Ty;Tx) ≤ amax {Gn (y;Tx) +Gn (x;Ty) , 2Gn (x;Tx)}

≤ 2amax {Gn (y;Tx) +Gn (x;Ty) , Gn (x;Tx)}

≤ 2amax {Gn (x;Ty) +Gn (y;Tx) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}

eş zl kler yazılab l r. Bu eş ts zl kler taraf tarafa toplanırsa

Gn (Tx;Ty) +Gn (Ty;Tx) ≤ 4amax {Gn (x;Ty) +Gn (y;Tx) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}
(6.22)

elde ed l r.
Eğer Gn−çok katlı bağımsız se; (6.22) eş ts zl ğ n n

(
X, dS

)
metr k uzayındak

karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 4amax
{
1

2

[
dS (x, Ty) + dS (y, Tx)

]
,
1

2
dS (x, Tx) ,

1

2
dS (y, Ty)

}
≤ 2amax

{[
dS (x, Ty) + dS (y, Tx)

]
, dS (x, Tx) , dS (y, Ty)

}
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olur. 0 ≤ 2a < 1 olduğundan, (Rhoades, 1977) de 22 nc büzülme koşulu le ver len sab t
nokta teorem nden, T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Fakat Gn−çok katlı bağımsız değ lse; (6.22) eş ts zl ğ alışılmış metr k uzaydak
karşılığı

dS (Tx, Ty) ≤ 2amax
{
n− 1

n

[
dS (x, Ty) + dS (y, Tx)

]
,
n− 1

n
dS (x, Tx) ,

n− 1

n
dS (y, Ty)

}
≤ 2a (n− 1)

n
max

{[
dS (x, Ty) + dS (y, Tx)

]
, dS (x, Tx) , dS (y, Ty)

}
olur. Ancak

2a (n− 1)

n
< 1 olduğundan, (Rhoades, 1977) de 21 nc büzülme koşulu le

ver len sab t nokta teorem nden, T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.
Sonuç olarak Gn−metr k uzayda ver len bu teorem n

(
X, dS

)
alışılmış metr k

uzaydak karşılığı yazılarak,Gn−metr ğ n h çb r özell ğ n kullanılmadan spat ver lm şt r.
Yan bu sab t nokta teorem aslında (Rhoades, 1977) de 21 nc büzülme koşulu le ver len
sab t nokta teorem n n Gn−metr k uzaydak yansıması olup, yen b r sab t nokta teorem
değ ld r.

6.2 Gn−Metr k Uzayda Kapalı B r Bağıntı Sağlayan
Dönüşümler İç n Bazı Sab t Nokta Teoremler

Bu kısımda 6.1 bölümünde ver len sab t nokta teoremler n n spatları b r kapalı
bağıntı ( mpl c t relat on ) yardımıyla oldukça kısa b r şek lde ver lecekt r. Bunun ç n
aşağıda kullanılacak kapalı bağıntı ( mpl c t relat on ) tanımlanacak ve bu bağıntıya l şk n
örnekler ver lecekt r. Burada sab t nokta teoremler n n spatlarının kısalığını vurgulamak
adına, 6.1 bölümünde ver len sab t nokta teoremler n n numaraları değ şt r lmeden 6.1
bölümünde ver ld ğ g b numaralandırılacaktır. Ayrıca kapalı bağıntılar le lg l detaylı
okuma yapmak steyen okuyucular ç n, bu kavramı l teratüre kazadıran ve G−metr k
uzayda da bu kavramı uygulayan Valer u Popa nın (Popa vd., 2013) çalışması g b
makaleler okunab l r.

Tanım 6.1 [ Kapalı Bağıntı ( Impl c t Relat on ) ] : R+ negat f olmayan reel sayılar
kümes ve n, 3 ten büyük b r doğal sayı olsun. F =

{
F : R6

+ −→ R | F sürekl
}
bütün

sürekl F dönüşümler n n kümes n gösters n. Buna göre aşağıdak aks yomlar
sağlanıyorsa, bu aks yom s stem ne F üzer nde kapalı bağıntı den r.

f1) F (t1, . . . , t5, t6) fonks yonu t5 ve t6 g rd ler ne göre artmayandır, yan t5 < tp5

ve t6 < tp6 ken
F (t1, . . . , t5, t6) ≥ F (t1, . . . , t

p
5, t

p
6)
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dır,
f2) Her u, v ≥ 0 ve F (u, v, v, u, u+ v, 0) ≤ 0 ken u ≤ hv olacak şek lde b r

h ∈ [0, 1) vardır,
f3) Her t > 0 ç n F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) > 0 dır.

Aşağıdak örneklerde bu kapalı bağıntının koşullarını sağlayan bazı fonks yon
örnekler ver lm şt r;

Örnek 6.1 F fonks yonu α, β, γ ≥ 0, α + βn + 2γ < 1 ve α + γn < 1 olmak üzere
F (t1, . . . , t6) = t1−αt2−β [t3 + (n− 1) t4]−γ (t5 + t6) şekl nde tanımlansın. Bu takt rde
F ∈ F dur. Gerçekten,

F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − β [t3 + (n− 1) t4] − γ (t5 + t6) ç n t5 < tp5 ve t6 < tp6

olmak üzere;

F (t1, . . . , t5, t6) = t1 − αt2 − β [t3 + (n− 1) t4]− γ (t5 + t6)

F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) = t1 − αt2 − β [t3 + (n− 1) t4]− γ (tp5 + tp6)

d r. Buradan F (t1, . . . , t5, t6) ≥ F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) olup f1 şartı sağlanır.

∀u, v ≥ 0 ve F (u, v, v, u, u+ v, 0) ≤ 0 olmak üzere

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− αv − β [v + (n− 1)u]− γ (u+ v + 0) ≤ 0

= u (1− β (n− 1)− γ)− v (α + β + γ) ≤ 0

olduğundan, h =
α + β + γ

1− β (n− 1)− γ
∈ [0, 1) ç n u ≤ hv elde ed lm ş olur. Böylece f2 şartı

sağlanmış olur.
∀ t > 0 ç n

F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) = t− αt− β [0 + (n− 1) 0]− γ (t+ (n− 1) t)

= t− αt− γnt

= t (1− α− γn)

> 0

olduğundan f3 şartı sağlanmış olur.

Örnek 6.2 F fonks yonu α, β, γ ≥ 0, α + β + γ + 2λ < 1 ve α + nλ < 1 olmak üzere
F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3 − γt4 − λ (t5 + t6) şekl nde tanımlansın. Bu takt rde F ∈ F

dur. Gerçekten;
F (t1, . . . , t6) = t1−αt2−βt3−γt4−λ (t5 + t6) ç n t5 < tp5 ve t6 < tp6 olmak üzere;

F (t1, . . . , t5, t6) = t1 − αt2 − βt3 − γt4 − λ (t5 + t6)

F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) = t1 − αt2 − βt3 − γt4 − λ (tp5 + tp6)
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d r. Buradan F (t1, . . . , t5, t6) ≥ F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) olup f1 şartı sağlanır.

∀u, v ≥ 0 ve F (u, v, v, u, u+ v, 0) ≤ 0 olmak üzere

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− αv − βv − γu− λ (u+ v) ≤ 0

= u (1− γ − λ)− v (α + β + λ) ≤ 0

olduğundan, h =
α + β + λ

1− γ − λ
∈ [0, 1) ç n u ≤ hv elde ed lm ş olur. Böylece f2 şartı

sağlanmış olur.
∀ t > 0 ç n

F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) = t− αt− β0− γ0− λ (t+ (n− 1) t)

= t− αt− λnt

= t (1− α− nλ)

> 0

olduğundan f3 şartı sağlanmış olur.

Örnek 6.3 F fonks yonu α, β, γ ≥ 0 ve α + β + nγ ∈ [0, 1) olmak üzere
F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βmax {t3, t4} − γmax {t5, t6} şekl nde tanımlansın. Bu
takt rde F ∈ F dur.Gerçekten;

F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βmax {t3, t4} − γmax {t5, t6} şekl nde olduğundan,
Durum 1 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βmax {t3, t4} − γt5,
Durum 2 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βmax {t3, t4} − γt6,
bu k alt durum ç n f1 şartının sağlandığı ayrı ayrı göster leb l r.
F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3 − γt5 ç n t5 < tp5 ve t6 < tp6 olmak üzere;

F (t1, . . . , t5, t6) = t1 − αt2 − βmax {t3, t4} − γt5

F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) = t1 − αt2 − βmax {t3, t4} − γtp5

d r. Buradan F (t1, . . . , t5, t6) ≥ F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) olup f1 şartı sağlanır. Benzer şek lde

Durum 2 ç nde f1 şartı sağlandığı kolaylıkla görülmekted r.
∀u, v ≥ 0 ve F (u, v, v, u, u+ v, 0) ≤ 0 olmak üzere

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− αv − βmax {v, u} − γmax {u+ v, 0} ≤ 0

d r. Eğer u > v olsaydı,

0 ≥ F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− αv − βu− γ (u+ v)

≥ u− αu− βu− γ (u+ u)

= u [1− (α + β + 2γ)]
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bulunurdu. Burada u ≥ 0 olup 0 ≥ u [1− (α + β + 2γ)] olması ç n 1 < (α + β + 2γ)

olması gerek rd k bu da α + β + 2γ ∈ [0, 1) fades le çel ş rd . Böylece u ≤ v d r. Sonuç
olarak,

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− αv − βmax {v, u} − γmax {u+ v, 0}
= u− αv − βv − γu− γv

= u (1− γ)− v (α + β + γ)

≤ 0

olduğundan, h =
α + β + γ

1− γ
∈ [0, 1) ç n u ≤ hv elde ed lm ş olur. Böylece f2 şartı

sağlanmış olur.
∀ t > 0 ç n

F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) = t− αt− βmax {0, 0} − γmax {t, (n− 1) t}

= t− αt− γ (n− 1) t

= t [1− (α + γ (n− 1))]

> 0

olduğundan f3 şartı sağlanmış olur.

Örnek 6.4 F fonks yonu α, β ≥ 0 ve α + (n− 1) β < 1 olmak üzere F (t1, . . . , t6) =

t1 − αt2 − βmax {t3, t4, t5, t6} şekl nde tanımlansın. Bu takt rde F ∈ F dur. Gerçekten;
F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βmax {t3, t4, t5, t6} şekl nde olduğundan,

Durum 1 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3,
Durum 2 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt4,
Durum 3 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt5,
Durum 4 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt6,
durumları sözkonusudur. Burada Durum 1 ve Durum 2 ç n f1 şartının sağlandığı çok bas t
b r şek lde görülmekted r. Durum 3 ç n;
F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt5 ç n t5 < tp5 ve t6 < tp6 olmak üzere;

F (t1, . . . , t5, t6) = F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt5

F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) = F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βtp5

d r. Buradan F (t1, . . . , t5, t6) ≥ F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) olup f1 şartı sağlanır. Benzer şek lde

Durum 4 ç nde f1 şartı sağlandığı kolaylıkla görülmektd r.
∀u, v ≥ 0 ve F (u, v, v, u, u+ v, 0) ≤ 0 olmak üzere

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− αv − β (u+ v) ≤ 0
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d r. Buradan h =
α + β

1− β
∈ [0, 1) ç n u ≤ hv elde ed lm ş olur. Böylece f2 şartı sağlanmış

olur.
∀ t > 0 ç n

F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) = t− αt− βmax {0, 0, t, (n− 1) t}

= t− αt− β (n− 1) t

= t [1− α− β (n− 1)]

> 0

olduğundan f3 şartı sağlanmış olur.

Örnek 6.5 F fonks yonu a ∈
[
0,

1

2

)
ç n F (t1, . . . , t6) = t1 − amax {t2, t3, t4, t5, t6}

şekl nde tanımlansın. Bu takt rde F ∈ F dur. Gerçekten;
F (t1, . . . , t6) = t1 − amax {t2, t3, t4, t5, t6} şekl nde olduğundan,

Durum 1 : F (t1, . . . , t6) = t1 − at2,
Durum 2 : F (t1, . . . , t6) = t1 − at3,
Durum 3 : F (t1, . . . , t6) = t1 − at4,
Durum 4 : F (t1, . . . , t6) = t1 − at5,
Durum 5 : F (t1, . . . , t6) = t1 − at6,
bu beş alt durum ç n f1 şartının sağlandığı ayrı ayrı göster leb l r.
F (t1, . . . , t6) = t1 − at2 ç n t5 < tp5 ve t6 < tp6 olmak üzere;
F (t1, . . . , t5, t6) = t1 − at2

F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) = t1 − at2

}
=⇒ F (t1, . . . , t5, t6) = F (t1, . . . , t

p
5, t

p
6) olup f1 şartı

sağlanır. Benzer şek lde Durum 2, Durum 3 ve Durum 4 ç nde f1 şartı sağlandığı
kolaylıkla görülmektd r.
F (t1, . . . , t6) = t1 − at5 ç n t5 < tp5 ve t6 < tp6 olmak üzere;
F (t1, . . . , t5, t6) = t1 − at5

F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) = t1 − atp5

}
=⇒ F (t1, . . . , t5, t6) ≥ F (t1, . . . , t

p
5, t

p
6) olup f1 şartı

sağlanır. Benzer şek lde Durum 5 ç nde göster leb l r.
∀u, v ≥ 0 ve F (u, v, v, u, u+ v, 0) ≤ 0 olmak üzere

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− amax {v, v, u, u+ v, 0} ≤ 0

= u− a (u+ v) ≤ 0

olup, buradan u ≤ a

1− a
v elde ed l r. a ∈

[
0,

1

2

)
olduğundan h =

a

1− a
< 1 elde ed l r.

Böylece f2 şartı sağlanmış olur.
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∀ t > 0 ç n

F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) = t− amax {t, 0, 0, t, (n− 1) t}

= t− a (n− 1) t

= t [1− a (n− 1)]

> 0

olduğundan f3 şartı sağlanmış olur.

Örnek 6.6 F fonks yonu α, β, γ ≥ 0, α + β + 2γ < 1 ve α + γn < 1 olmak üzere
F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3 − γmax {2t4, t5 + t6} şekl nde tanımlansın. Bu takt rde
F ∈ F dur. Gerçekten;

F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3 − γmax {2t4, t5 + t6} şekl nde olduğundan,
Durum 1 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3 − 2γt4,
Durum 2 : F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3 − γ (t5 + t6),
durumları söz konusu olup, Durum 1 ç n f1 şartının sağlandığı çok açıktır. Durum 2 ç n;.
F (t1, . . . , t6) = t1 − αt2 − βt3 − γt5 ç n t5 < tp5 ve t6 < tp6 olmak üzere;

F (t1, . . . , t5, t6) = t1 − αt2 − βt3 − γ (t5 + t6)

F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) = t1 − αt2 − βt3 − γ (tp5 + tp6)

d r. Buradan F (t1, . . . , t5, t6) ≥ F (t1, . . . , t
p
5, t

p
6) olup f1 şartı sağlanır.

∀u, v ≥ 0 ve F (u, v, v, u, u+ v, 0) ≤ 0 olmak üzere

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u− αv − βv − γmax {2u, u+ v + 0}

d r. Buradan F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u − αv − βv − γ2u ≤ 0 se, h =
α + β

1− 2γ
∈ [0, 1)

olmak üzere u ≤ hv elde ed lm ş olur. Böylece f2 şartı sağlanmış olur. Benzer şek lde, eğer

F (u, v, v, u, u+ v, 0) = u − αv − βv − γ (u+ v) ≤ 0 se, h =
α + β + γ

1− γ
∈ [0, 1) olmak

üzere u ≤ hv elde ed lm ş olur. Böylece f2 şartı sağlanmış olur.
∀ t > 0 ç n

F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) = t− αt− β0− γmax {2.0, t+ (n− 1) t}

= t− αt− nγt

= t [1− α− γn]

> 0

olduğundan f3 şartı sağlanmış olur.
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Teorem 6.11 (X,Gn) b rGn−metr k uzay veF fonks yonuda f1−f3 özell kler n sağlamak
üzere, ∀x, y ∈ X ç n T : X → X dönüşümü

F (Gn (Tx;Ty) , Gn (x; y) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)) ≤ 0 (6.23)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün en çok b r sab t noktası vardır.

İspat T dönüşümünün b rb r nden farklı u ve v g b en az k sab t noktası olsun. (6.23)
eş ts zl ğ nden

F (Gn (Tu;Tv) , Gn (u; v) , Gn (u;Tu) , Gn (v;Tv) , Gn (u;Tv) , Gn (v;Tu)) ≤ 0

elde ed l r. Bu eş ts zl k u ve v sab t noktalar olduğu ç n

F (Gn (u; v) , Gn (u; v) , 0, 0, Gn (u; v) , Gn (v;u)) ≤ 0

şekl ne nd rgen r. Ayrıca Gn (v;u) ≤ (n− 1)Gn (u; v) olup, F fonks yonu f1 şartını
sağladığından

F (Gn (u; v) , Gn (u; v) , 0, 0, Gn (u; v) , (n− 1)Gn (u; v)) ≤ 0

elde ed l r. Gn (u; v) = t den rse, F (t, t, 0, 0, t, (n− 1) t) ≤ 0 bulunur k bu F

fonks yonunun f3 şartını sağlaması le çel ş r. Sonuç olarak varsayım yanlış olup, T
dönüşümünün en çok b r sab t noktası vardır.

Teorem 6.12 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay ve F ∈ F üzere, ∀x, y ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü

F (Gn (Tx;Ty) , Gn (x; y) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)) ≤ 0 (6.23)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

İspat Keyf b r x0 ∈ X ç n xp = Txp−1 = T pxo olacak şek lde b r (xp)p∈N ⊂ X d z s
ver ls n. En az b r p ∈ N ç n xp = xp−1 se xp−1 ∈ X elemanı T dönüşümünün b r sab t
noktasıdır. Her p ∈ N ç n xp ̸= xp−1 olarak alınsın. Bu takd rde (6.23) şartından

0 ≥ F
{
Gn

(
Txp−1;Txp

)
, Gn (xp−1;xp) , Gn

(
xp−1;Txp−1

)
,

, Gn

(
xp;Txp

)
, Gn

(
xp−1;Txp

)
, Gn

(
xp;Txp−1

)}
= F

(
Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn (xp−1;xp) , Gn

(
xp−1; xp

)
, Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn

(
xp−1; xp+1

)
, 0
)
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elde ed l r.Gn4 aks yomundanGn

(
xp−1; xp+1

)
≤ Gn

(
xp−1; xp

)
+Gn

(
xp; xp+1

)
olduğundan

ve F fonks yonu f1 şartını sağladığından b r üstek eş ts zl k

0 ≥ F
(
Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn (xp−1;xp) , Gn

(
xp−1; xp

)
, Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn

(
xp−1; xp+1

)
, 0
)

≥ F

(
Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn (xp−1;xp) , Gn

(
xp−1; xp

)
,

, Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn

(
xp−1; xp

)
+Gn

(
xp; xp+1

)
, 0

)

şekl ne nd rgen r. Buradan f2 şartı gereğ Gn

(
xp; xp+1

)
≤ hGn

(
xp−1; xp

)
olacak şek lde

b r h ∈ [0, 1) vardır. Bu son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn

(
xp; xp+1

)
≤ hGn

(
xp−1; xp

)
≤ · · · ≤ hpGn (x0; x1)

bulunur. Benzer y neleme le r > p özell ğ ndek keyf r, p ∈ N ç n

Gn (xp; xr) ≤ Gn

(
xp; xp+1

)
+ · · ·+Gn (xr−1; xr) ∵ Yardımcı Teorem 5.4 - 9 dan

≤ [hp + · · ·+ hr−1]Gn (x0;Txo)

≤ hp

1− h
Gn (x0;Txo)

eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl kte p → ∞ ç n l m t alınırsa, h ∈ [0, 1) olduğundan
Gn (xp; xr) → 0 elde ed l r. Sonuç olarak Yardımcı Teorem 5.10 gereğ (xp = T pxo)p∈N
d z s b r Gn−Cauchy d z s d r. (X,Gn) b r Gn−tam metr k uzay olduğundan (xp) → u

olacak şek lde b r u ∈ X vardır. Yan l m
p→∞

Gn (xp;u) = 0 dır.

İdd a : Tu = u dur. Yan u, T dönüşümünün b r sab t noktasıdır.
Tu ̸= u olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.23) eş ts zl ğ nden

0 ≥ F
(
Gn (Txp;Tu) , Gn (xp;u) , Gn

(
xp;Txp

)
, Gn (u;Tu) , Gn (xp;Tu) , Gn

(
u;Txp

))
= F

(
Gn (xp+1;Tu) , Gn (xp;u) , Gn

(
xp; xp+1

)
, Gn (u;Tu) , Gn (xp;Tu) , Gn

(
u; xp+1

))
eş ts zl ğ elde ed l r. F ve Gn sürekl fonks yonlar oldukları d kkate alınarak, bu son
eş ts zl kte p→ ∞ ç n l m t alınırsa

0 ≥ F (Gn (u;Tu) , Gn (u;u) , Gn (u;u) , Gn (u;Tu) , Gn (u;Tu) , Gn (u;u))

= F (Gn (u;Tu) , 0, 0, Gn (u;Tu) , Gn (u;Tu) , 0)

sonucu.elde ed l r. Buradan F fonks yonu f2 şartını sağladığından h ∈ [0, 1) ç n
Gn (u;Tu) ≤ h0 = 0 bulunur k bu da Gn (u;Tu) = 0 yan u = Tu demekt r. Böylece
varsayım le çel ş r, sonuç olarak u, T dönüşümünün tek sab t noktasıdır.

Bundan sonrak kısımda Teorem 6.12 n n ışığında yukarıdak örnekler kullanılarak 6.1
bölümünde ver len sab t nokta teoremler n n spatları oldukça kısa b r şek lde ver lecekt r.
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Teorem 6.13 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

n

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ a

[
n∑

i=1

Gn (xi;Tx )

]
(6.2)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.2) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ a [Gn (x;Tx) + (n− 1)Gn (y;Ty)]

elde ed l r. Örnek 6.1 de α = 0, β = a, γ = 0 ç n ve Teorem 6.12 n n ışığında, T
dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Teorem 6.14 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü
(
a+

n∑
i=1

bi

)
∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ aGn (x1, x2, . . . , xn) +
n∑

i=1

biGn (xi;Tx ) (6.4)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

İspat (6.4) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ aGn (x; y) + b1Gn (x;Tx) + (b2 + · · ·+ bn)Gn (y;Ty)

elde ed l r. Örnek 6.2 te α = a, β = b1, γ = b2 + · · · + bn, λ = 0 ç n ve Teorem 6.12 n n
ışığında, T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Teorem 6.15 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax
1≤i≤n

{Gn (xi;Tx )} (6.7)

eş ts zl kğ n (şartlarını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır
ve bu sab t noktada Gn−sürekl d r.
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İspat (6.7) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}

elde ed l r. Örnek 6.3 te α = 0, β = a, γ = 0 ve Teorem 6.12 n n ışığında, T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır.

Teorem 6.16 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü (a+ b) ∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ aGn (x1, x2, . . . , xn) + bmax
1≤i≤n

{Gn (xi;Tx )} (6.10)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

İspat (6.10) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ aGn (x; y) + bmax {Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty)}

elde ed l r. Örnek 6.3 te α = a, β = b, γ = 0 ve Teorem 6.12 n n ışığında, T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır.

Teorem 6.17 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

2

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax


Gn (x1;Tx1) , Gn (x1;Tx2) , . . . , Gn (x1;Txn) ,
Gn (x2;Tx1) , Gn (x2;Tx2) , . . . , Gn (x2;Txn) ,

...
...

...
Gn (xn;Tx1) , Gn (xn;Tx2) , . . . , Gn (xn;Txn)


(6.13)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.13) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x;Tx) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx) , Gn (y;Ty)}

elde ed l r. Örnek 6.4 te α = 0, β = a ç n ve Teorem 6.12 n n ışığında, T dönüşümünün b r
tek sab t noktası vardır.
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Teorem 6.18 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈ [0, 1) olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax


Gn (x1;Tx2) , Gn (x1;Tx3) , . . . , Gn (x1;Txn) ,
Gn (x2;Tx1) , Gn (x2;Tx3) , . . . , Gn (x2;Txn) ,

...
...

...
Gn (xn;Tx1) , Gn (xn;Tx2) , . . . , Gn

(
xn;Txn−1

)


(6.16)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.16) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)}

elde ed l r. Örnek 6.3 te α = 0, β = 0, γ = a ç n ve Teorem 6.12 n n ışığında, T
dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Teorem 6.19 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

2

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax
1≤i≤n

{
Gn (x1, . . . , xn) , Gn (xi;Tx ) , Gn

(
xi;Tx +1

)}
(6.17)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın ( burada i = n ç n xn+1 = x1 ). Bu takd rde T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır.

İspat (6.17) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x; y) , Gn (x;Tx) , Gn (y;Ty) , Gn (x;Ty) , Gn (y;Tx)}

elde ed l r. Örnek 6.5 ve Teorem 6.12 ışığında, T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Teorem 6.20 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

n

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ a max
1≤j≤n


n∑

i∈{{1,...,n}\{j}}

Gn

(
xi;Txj

) (6.19)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın. Bu takd rde T dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır ve bu
sab t noktada Gn−sürekl d r.
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İspat (6.19) eş ts zl ğ nden, ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (y;Tx) , Gn (x;Ty)}

elde ed l r. Örnek 6.3 te α = 0, β = 0, γ = a ç n ve Teorem 6.12 n n ışığında, T
dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

Teorem 6.21 (X,Gn) b rGn−tam metr k uzay olsun. ∀x1, x2, . . . , xn ∈ X ç n T : X → X

dönüşümü a ∈
[
0,

1

2

)
olmak üzere;

Gn (Tx1, Tx2, . . . , Txn) ≤ amax
1≤i≤n

{
Gn

(
xi;Tx +1

)
+Gn (xi+1;Tx )

}
(6.21)

eş ts zl ğ n (şartını) sağlasın ( burada i = n ç n xn+1 = x1 ). Bu takd rde T dönüşümünün
b r tek sab t noktası vardır ve bu sab t noktada Gn−sürekl d r.

İspat (6.21) eş ts zl ğ nden, x ̸= y olmak üzere ∀x, y ∈ X ç n

Gn (Tx;Ty) ≤ amax {Gn (x;Ty) +Gn (y;Tx) , 2Gn (y;Ty)}

elde ed l r. Örnek 6.6 da α = 0, β = 0, γ = a ç n ve Teorem 6.12 n n ışığında, T
dönüşümünün b r tek sab t noktası vardır.

6.3 Gn−Metr k Uzaylarda P Özell ğ

Tanım 6.2 B r (X, d) metr k uzayda T : X → X dönüşümünün boştan farklı sab t
noktalarının kümes

Fix (T ) := {p ∈ X : T (p) = p}

şekl nde tanımlıdır. Her k ∈ N ç n, Fix (T ) = Fix
(
T k
)
olması durumuna T dönüşümün

P özell ğ den r (Chugh vd., 2010).

Bu bölümde 6.1 bölümünde ver len T dönüşümler n n P özell ğ ne sah p oldukları
göster lecekt r.

Teorem 6.22 Teorem 6.2 dek (6.2) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.
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İspat Teorem 6.2 den T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.2) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a

[
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
+ (n− 1)Gn

(
T kp;Tk+1p

)]
olup, buradan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a

1− a (n− 1)
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. λ =

a

1− a (n− 1)
olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ λpGn (p;Tp)

d r. λ ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Teorem 6.23 Teorem 6.3 dek (6.4) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.3 den T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.4) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tkp

)
+ b1Gn

(
T k−1p;Tkp

)
+

n∑
i=2

biGn

(
T kp;Tk+1p

)
olup, buradan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a+ b1

1−
n∑

i=2

bi

Gn

(
T k−1p;Tkp

)

elde ed l r. λ =
a+ b1

1−
n∑

i=2

bi

olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ λpGn (p;Tp)

d r. λ ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.
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Teorem 6.24 Teorem 6.4 dek (6.7) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.4 den T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.7) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ amax

{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
∵ a ∈ [0, 1)

= aGn

(
T k−1p;Tkp

)
olup, buradan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. Son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ apGn (p;Tp)

d r. a ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Teorem 6.25 Teorem 6.5 dek (6.10) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.5 den T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.10) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tkp

)
+ bmax

{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
d r. Burada k durum söz konusudur;

Durum 1 : Gn

(
T k−1p;Tkp

)
< Gn

(
T kp;Tk+1p

)
se

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tkp

)
+ bGn

(
T kp;Tk+1p

)
elde ed l r. Buradan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a

1− b
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
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bulunur. Bu eş ts zl k Durum 1 dek kabul le b rleşt r l rse

Gn

(
T k−1p;Tkp

)
< Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a

1− b
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. Ancak

a

1− b
∈ [0, 1) olması neden yle bu eş ts zl k tutarsız olup Durum 1 dek

kabul doğru değ ld r.
Durum 2 : Gn

(
T k−1p;Tkp

)
≥ Gn

(
T kp;Tk+1p

)
se

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ (a+ b)Gn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. λ = a+ b olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ λpGn (p;Tp)

d r. λ ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Teorem 6.26 Teorem 6.6 dek (6.13) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.4 den T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.13) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ amax

{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)
, Gn

(
T kp;Tkp

)}
= amax

{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
elde ed l r. Burada üç durum söz konusudur;

Durum 1 :

max
{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= Gn

(
T k−1p;Tkp

)
se Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tkp

)
eş ts zl ğ elde ed l r. Bu eş ts zl k

y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ apGn (p;Tp)

d r. a ∈ [0, 1/2) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım
le çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Durum 2 :

max
{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
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se Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tk+1p

)
eş ts zl ğ elde ed l r. Gn4

aks yomundan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tk+1p

)
≤ a

[
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
+Gn

(
T kp;Tk+1p

)]
bulunur. Buradan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a

1− a
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. λ =

a

1− a
olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ λpGn (p;Tp)

d r. λ ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Durum 3 :

max
{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= Gn

(
T kp;Tk+1p

)
se Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T kp;Tk+1p

)
eş ts zl ğ elde ed l r. Ancak

a ∈ [0, 1/2) olduğundan böyle b r durum söz konusu değ ld r.
Sonuç olarak tüm durumlardan T dönüşümünün P özell ğ ne sah p olduğu

göster lm ş oldu.

Teorem 6.27 Teorem 6.7 dek (6.16) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.7 den T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.16) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ amax

{
Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, Gn

(
T kp;Tkp

)}
= aGn

(
T k−1p;Tkp

)
olup, buradan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. Son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ apGn (p;Tp)
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d r. a ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Teorem 6.28 Teorem 6.8 dek (6.17) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.8 den T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.17) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ amax

{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
d r. Burada k durum söz konusudur;

Durum 1 : max
{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= Gn

(
T k−1p;Tkp

)
se

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. Son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ apGn (p;Tp)

d r. a ∈ [0, 1/2) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım
le çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Durum 2 : max
{
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
, Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= Gn

(
T kp;Tk+1p

)
se

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T kp;Tk+1p

)
elde ed l r. Ancak a ∈ [0, 1/2) olduğundan Durum 2 mümkün değ ld r.

Teorem 6.29 Teorem 6.9 dak (6.19) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.9 dan T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
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p ̸= T (p) olduğu varsayılsın.Bu takd rde (6.19) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ amax

{
Gn

(
T kp;Tkp

)
, Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)}
= aGn

(
T k−1p;Tk+1p

)
∵ Gn4 aks yomundan

≤ a
[
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
+Gn

(
T kp;Tk+1p

)]
bulunur. Buradan

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a

1− a
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
elde ed l r. λ =

a

1− a
olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ λpGn (p;Tp)

d r. λ ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Teorem 6.30 Teorem 6.10 dak (6.21) koşulu altında, T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

İspat Teorem 6.10 dan T dönüşümünün b r sab t noktası vardır. Böylece her k ∈ N ç n
Fix

(
T k
)
̸= ∅ dır. k > 1 ve keyf p ∈ Fix

(
T k
)
olsun. Bu takd rde p ∈ Fix (T ) olduğu

göster lmel d r.
p ̸= T (p) olduğu varsayılsın. Bu takd rde (6.21) şartından

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ amax

{
Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
+Gn

(
T kp;Tkp

)
, 2Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= amax

{
Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, 2Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
d r. Burada k durum söz konusudur;

Durum 1 : max
{
Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, 2Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
se

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ aGn

(
T k−1p;Tk+1p

)
≤ a

[
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
+Gn

(
T kp;Tk+1p

)]
∵ Gn4 aks yomundan

bulunur. Buradan
Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ a

1− a
Gn

(
T k−1p;Tkp

)
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elde ed l r. λ =
a

1− a
olmak üzere, son eş ts zl k y nelenerek tekrarlanırsa

Gn (p;Tp) = Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ λpGn (p;Tp)

d r. λ ∈ [0, 1) olduğundan Gn (p;Tp) = 0 bulunur. Bu se p = Tp demek olup, varsayım le
çel şk d r. Böylece p ∈ Fix (T ) d r. Sonuç olarak T dönüşümü P özell ğ ne sah pt r.

Durum 2 : max
{
Gn

(
T k−1p;Tk+1p

)
, 2Gn

(
T kp;Tk+1p

)}
= 2Gn

(
T kp;Tk+1p

)
se

Gn

(
T kp;Tk+1p

)
≤ 2aGn

(
T kp;Tk+1p

)
bulunur. Ancak a ∈ [0, 1/2) olduğundan Durum 2 mümkün değ ld r.
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7. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu çalışmada alışılmış metr k uzayların l teratürdek son genellemeler nden b r olan
Gn−metr k uzay tanıtılmış ve G−metr k uzayda b l nen bazı sab t nokta teoremler
Gn−metr k uzayda genellenm şt r. Bu genelleşt r lm ş teoremler n alışılmış metr k uzaydan
elde ed l p-ed lemeyeceğ ayrımına g d lm ş, eğer alışılmış metr k uzaydan elde
ed lem yorsa Gn−metr ğ n n tekn k özell kler kullanılarak klas k yöntemle (P card
terasyonu) spatlar yapılmıştır. Bu spatların aşırı uzun ve sıkıcı olmasından dolayı kapalı
bağıntı ( mpl c t relat on) kavramından yararlanarakta spatlar oldukça bas t ve şık halde de
ver leb leceğ göster lm şt r.
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8. SONUÇ VE ÖNERİLER

L teratürde genelleşt r lm ş metr k uzaylar üzer ne çalışmanın önem n gösteren
mot ve ed c çok fazla çalışma yoktur. Teor de genellemeler der n b r anlayışa
yaklaştırırlarsa har ka araçlardır. Bu anlamda, genelleşt r lm ş metr k uzaylarda ver len
sab t nokta teor ler eğer alışılmış metr k uzaydan elde ed leb l yorsa, başka b r dey şle
genelleşt r lm ş metr k uzaydan alışılmış metr k uzaya nd rgeme yapılarak bu teoremler
spatlanab l yorsa bu teoremler orj nal, yen ve özgün olmayacaktır. Bu çalışmada alışılmış
metr k uzayların son genellemeler nden b r olan G−metr k uzayda b l nen bazı sab t nokta
teoremler n n Gn−metr k uzayda genellemeler yapılırken, bu genelled ğ m z teoremler n
orj nall ğ ve özgünlüğü

(
X, dS

)
alışılmış metr k uzayına nd rgeme yapılarak test

ed lm şt r. İnd rgeme yapılamadığı durumlarda Gn−metr ğ n n tekn k özell kler n n
kullanılması teoremler n özgünlüğü hakkında b lg verm şt r. Ancak burada
unutulmamalıdır k

(
X, dS

)
alışılmış metr k uzayına nd rgeme yapılamaması başka

alışılmış metr k uzaylara nd rgeme yapılamayacağı anlamı taşımaz. Bu durumda farklı
alışılmış metr k uzayların kullanılarak yen çalışmalar yapılması öner leb l r.
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