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OZET

Bu tez alti bolimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimiinde tezin amaci
aciklanmistir,ikinci boliimiinde tez igerisinde siklikla kullanilan kavramlar yer almaktadir.
Bu kavramlar bilinen kavramlar olup degismeli cebirler iizerinde tanimlanmis olan
caprazlanmis modiilleri, ¢aprazlanmis modiil 6rneklerini, simplisel cebirleri ve temel
kategori bilgilerini igermektedir. Ugiincii béliimde, degismeli cebirler {izerinde
caprazlanmis modiiller kategorisi ile Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan simplisel
cebirlerin kategorisi arasindaki denklik incelenmistir. Dordiincii bdliimde ise {igiincl
boliimde ele aliman denkligi veren funktorlar kullanilarak, caprazlanmis modiil homotopisi
ile simplisel homotopi arasindaki iliski verilmistir. Son iki bdliimde ise bulgular ve

tartisma, sonug ve Oneriler ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Simplisel Cebir, Caprazlanmis Modiil, Kategoriksel Denklik
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SUMMARY

This thesis consists of six chapters. The aim of the thesis is given in the first part of
the thesis. Frequently used in the thesis in the second part of the thesis concepts are included.
These concepts are known concepts and include crossed modules defined on commutative
algebras, crossed module examples, simplical algebras and basic category information. In
the third part, on commutative algebras The equivalence between the category of crossed
modules and the category of simplical algebras of length 1 of the Moore complex is examined.
In the fourth chapter, the relationship between the crossed module homotopy and the simplical
homotopy is given by using the functors giving the equivalence discussed in the third chapter.

In the two last sections, findings and discussion, result and recommendations are discussed.

Keywords: Simplical Algebra, Crossed Module, Categorical Equivalence
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1. GIRIS VE AMAC

Cebirsel topolojide bir takim topoloji problemlerine cebirsel yollarla ¢oziimler
aranir. Bunun i¢in en kullanish ara¢ topolojik uzaylar i¢in bulunan temel grup kavramidir.
Uzaylarin temel gruplarini hesaplayabilmek i¢in birgok yol mevcuttur. Bunlardan bazilari,
Van-Kampen Teoremi ve Ortli uzaylar teorisidir. Whitehead, temel gruplar iizerine yaptigi
bir arastirma esnasinda, bir uzaymn 2.mertebeden relatif homotopi grubundan uzayin temel
grubuna siir doniisiimii i¢in bir ¢ok dzelligin saglandigini elde etmistir. Daha sonraki
siirecte bu 6nemli oldugu anlasilan sinir doniigiimii 6zel olarak ¢aprazlanmis modiil olarak
isimlendirilmistir. Caprazlanmis modiiller, grup temsil teorisi, Kombinatoryel grup teori,
cebirsel K-teorisi, gruplar lizerinde homoloji ve kohomoloji teorisi, devirli homoloji ve
diferensiyel geometri gibi birgok alanda kullanilmaktadir. Simplisel Grup ise ilk kez Dold
Kan calismistir ve bir ¢ok Onemli Ozellik elde etmistir. Bunlardan bazilar1 sunlardir:
Simplisel objeler iyi1 bir bicimde yapilandirilmis olan bir homotopi teoriye sahiptir,
simplisel objeler baglantili uzaylarin tiim homotopi tiplerini modellerler, diigiikk boyutlarda
bazi hesaplamalarin yapilmasi miimkiindiir. Sonraki ¢alismalarda T.Porter, Z.Arvasi vb.
degismeli cebirler ilizerinde simplisel cebir yapisim1 tanimlamis ve bir ¢ok o6zeligini

incelemislerdir.

Bu calismanin amaci literatiirde yer alan yani iyi bilinen bir 6zelligi agik olarak
incelemektir. “Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan simplisel cebirlerin kategorisi ile
degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin kategorisi, kategoriksel olarak denktir”.
Ayrica bu denklik kullanilarak literatiirde yer almayan 06zelliklerin arastirhimasit da

amaclanmaktadir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

2.1 Temel Kavramlar

Bu tezde genel olarak M.Andre (Andre, 1974), Z.Arvasi (Arvasi, 1994), Z.Arvasi ve
T. Porter (Arvasi ve Porter, [1998), Z. Arvasi ve T. Porter (Arvasi ve Porter, 1996), Z. Arvasi
(Arvasi, 1997), R. Brown ve N.D. Gilbert (Brown ve Gilbert, 1989), R. Brown ve P.J. Higgins
(Brown ve Higgins, 1981)), P. Carrasco (Carrasco, 1987) kaynaklarindan yararlanilmigtir.

Tanim 1. R bir halka ve M bir toplamsal abelyen grup olsun. Her m,myi,ms € M ve
r,r1,79 € R igin

RxM — M

(r,m) +— rm

carpimi
r(my+msg) = rmyg+rms
(ri1+re)m = rim-+rem

(rirg)m = ri(rem)

sartlarini sagliyorsa M ye bir sol R-modiil denir. Carpim

MxR — M

(m,r) — mr
seklinde sagdan tanmimli ise M bir sag R—modiil yapisi olusturur.
Ornek 1. R bir halka olmak iizere herhangi bir A abelyen grubur € R ve a € A icin

RxA — A
(r,a) = ra=0

tamimlamast ile bir R — modul yapisi olusturur.

Tanim 2. R ve S iki halka olsun. Bir M abelyen grubu hem sol R—modiil hem de sag
S—modiil ve herr € R,m € M, s € S i¢gin

r(ms) = (rm)s
ozelligini sagliyor ise M ye (R — S) - bimodiil denir ve rp Mg olarak gosterilir.
Tamim 3. M ve N , iki R— modiil olsun.f : M — N fonksiyonu, her v,y € M ver € R
icin,
fle+y) = fl@)+fy)
flrz) = rf(z)

sartlarini saghyor ise f : M — N ye bir R— modiil homomorfizmi denir.



Tamim 4. M bir R—modiil ve M', M nin bir altgrubu olsun. Eger her m’ € M' ve herr € R
icinrm/ € M ise M’ ye M nin bir altmodiilii denir.

Ornek 2. f : M — N bir R— modiil homomorfizmi olsun. Bu durumda

Cekf={me M: f(m)=0}
M nin alt modiiliidiir. Ciinkii , Cek f, M nin alt grubu ve m € M,r € R igin

frm)=rf(m)=r0=0
oldugundan rm € Cek f dir. Ayrica,
f(M)={ne N:n=f(m), me M}
de N nin alt modiiliidiir. Ctinkii f(M), N nin alt grubuven € f(M),r € Rigin
nr = f(m)r = f(mr)
dir ve M bir R—modiil oldugundan mr € M’ dir. Dolayisiyla
nr € f(M)

elde edilir. Buna gore f(M) bir R-modiildiir.

Tamim 5. R bir degismeli halka , A, B ve G birer R— modiil olmak iizere
fiAxXxB—GCG

fonksiyonu,
fla+a',b) = f(a,b)+ f(d',b)
fla,b+b) = f(a,b) + f(a,b)
rf(a,b) = f(ra,b) = f(a,rb)

sartlarini saglhyor ise [ ye R— bilineer fonksiyonu denir.
Tanmim 6. Kk bir degismeli halka olsun. Bir M K— cebiri (K iizerinde bir M cebiri )

MxM — M

(m1,me) — mymy

ve

(mlmg)mg = m (m2m3)

asosyatif carpimini saglayan bir K—modiildiir. Eger her my, mo € M i¢in miymo = maomy

ise M’ ye degismeli cebir denir.



Tanim 7. R bir k— cebir ise R iizerinde A cebiri

AxA — A
(a,a1) —— aa

ve

(alag)ag = a1 (CLQGg)

asosyatif carpimini saglayan bir R— bimodiildiir.

Tanim 8. M ve R iki degismeli k - cebir olmak iizere,
0: M — R

déniisiimii icin her m,m" € M ve k € K icin

1) om+m') = 9(m)+aom)
2) J(km) = ko(m)
3) 9(mm) = 9(m)d(m)

ozellikleri saglyyorsa O doniigiimiine K - cebir morfizmi denir.
Tanim 9. M ve R, Kk - cebir olmak tizere

RxM — M
(r,m) +— r.m

doniisiimii her k € k, m,m’ € M, r,r € R icin

i) k(r.m) = (kr).m = r.(km)
ii) r.(m4+m) = rm+rm

iii) (r4+r)m = rm+r.m

i) r.(mm’) = (rm)m’ = m(r.m)
v)  (rr').m = r.(r'.m)

sartlarimi saghyor ise bu doniigiime bir sol etki ( action ) denir. v € R nin m € M iizerine

etkisi r.m ile gosterilir. Benzer sekilde sag etki de tanimlanir ve m.r ile gosterilir.

Tanim 10. M ve P iki cebir olsun ve P nin M iizerine etkisi tanimli olsun.
M x P ={(m,p)/me€ M,p € P}

tizerinde
1) (m,p)+(m,p) = (m+m,p+p)
2) k.(m,p) = (km,kp)

3) (m,p).(m',p) = (mm',pp)



islemleri tanmimli ise M x P ye M ile P nin direkt ¢carpim cebiri denir.

Px M={(p,m)/pe P,me M}

tizerinde
) (pm)+@,m) = (p+p,m+m)
2) k.(p,m) = (kp,km)
3) (p,m).(0),m") = (pp’,pm +p.m+mm)

islemleri tamimlanmissa P x M ye P ile M nin yart - direkt ¢arpim cebiri denir ve M ve P
degismeli ise P x M de bir degismeli cebirdir.

Tamim 11. R birimli bir K - cebir olsun. 0 : C' — R bir R— cebir morfizmi ve

Rx(C — C ve Cx R — C
(r,e) +—— 1. (c,r) — cr

R nin C iizerine etkisi ile birlikte her c,c € C' ver € R icin
CM1) O(r.c) = rd(c)
d(er) = 9O(or

saglantyorsa C cebirine R iizerinde bir on¢aprazlanmus ( pre - crossed ) modiil denir. Ayrica

/

CM2) dcc = cc

!
c.0c = cc

/

sarti saglaniyorsa R iizerinde C cebrine bir ¢aprazlanms ( crossed ) modiil denir ve (C, R, 0)

ile gosterilir. Burada CM?2 sartina Peiffer kosulu adi verilir ve c, ¢ € Cigin
<e ¢ >=cc —dec
esitligine de Peiffer komiitatorii ad verilir.

Tamm 12. Bir (C, R, 0) caprazlanmis modiiliinden (C',R',0" ) ¢aprazlanmis modiiliine
tamml bir morfizm ; o : C —> C' ve 8 : R — R, seklinde tamimli iki cebir

homomorfizmden olusur ve

diyagrami degismelidir. Ayrica a(r.c) = [(r).a(c) dir. Bu durumda & = (o, 3) ye bir

caprazlanmis modiil morfizmi denir.



Onerme 1. 0 : C — R bir ¢aprazlanmis modiil ise Cekd, C'’ nin merkezindedir.

Ispat. c € C ve a € CekO igin ac = ca oldugunu gostermeliyiz.

ac =0(a).c=0.c=0=c0=c.0(a) = ca

oldugundan
a€ Mer(C)={ceC:YaecC igin ca=a.c}

olur.
Onerme 2. 0 : C — R bir ¢aprazlanmis modiil ise (C'), R nin bir idealidir.

Ispat. 9(C) = {d(c):c e C} iken, her r € R igin r0(c) = 9(r.c) ve r.c € C olup,
d(r.c) = r(0c) olur. Yani 0(c), R nin bir idealidir.

Ornek 3. R bir k-cebiri ve I, R nin ideali olsun.
w: I — R
T — 1
icine (inclusion) doniigiimiinii ele alalim. R’ nin I iizerine etkisi

RxI — I
(r,i) — 14 =70

seklinde ¢carpim islemi olarak verilsin. Bu durumda ¢aprazlanmis modiil aksiyomlart

CM1) ig(ri) = i¢(ri) = ri = rig(i)
CM?2) igii = ii = i

seklinde kolayca saglanwr. Dolayisyla (1, R,i¢) bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur.
Tersine, herhangi bir 0 : C' — R ¢aprazlanmig R-modiil verildiginde OC = I 'min R/ de
ideal oldugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 4. M herhangi bir R-bimodiil oslun.

MxM — M

(my,mq) — mimy =0
carpimi tammlamirsa M bir R-cebir yapisi olusturur. Bu durumda

0: M — R
r +— 0(z) =0

seklinde verilen sifir morfizmi

RxM — M

(r,m) +—— rm =r1rm



etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢caprazlanmis modiil yapist olugturur. Ciinkii
CM1) O(rom) = 0O(rm) = 0 = r0 = r0(m)
CM2) Om.m' = 0m = 0m' = 0 = mm

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlart saglanmir. Tersine, 0 : C' — R herhangi bir
caprazlanmis modiil verildiginde CekO bir R/0C' - modiil yapist olusturur.

Ornek 5. K bir cebir ve her k, k' € K icin
R = {fk; fi i K — K, fi(k) = kk/}
olmak tizere
0: K — R
k fk:
k cebir homomorfizmi,
Rx K — K

(k) — fu k' =kE
etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢caprazlanmis modiil yapisi olusturur. Gergekten
cM1) O(fi-K) = O(kk)
= 0(k)I(K)
= fd(K)
CM2) Ok.k = fu-k
= kK

esitlikleri elde edilir.

2.2 Temel Kategoriksel Kavramlar

Tamim 13. Bir A = (A, Ao, s, t, i, m) kategorisi, objelerinin sinifi Ay, morfizmler sinifi A,
, source ve target fonksiyonlart s,t : Ay — Ay, birim fonksiyonu i : Ay — Ay, x —>
i(x) =1, ve bileske m : Ay x Ay — Ay, (a,b) — a o b fonksiyonlarindan meydana gelir.
Burada Ay x Ay = {(a,b) : t(a) = s(b)} olmak iizere bileske

i) (birlesme) her a,b,c € A; igint(a) = s(b) ve t(b) = s(c) olmak iizere,

(aob)oc=ao(boc)

i1) (birim  mor fizm) her a € A; igin

i(s(a)) oa=1ym0a=a ve aci(t(a)) =aolyy =a



sartlarin1 saglar. Eger x,y € A, ise source u x target 1 y olan tiim morfizmler kiimesi A(z, y)

ile gosterilir. O halde,
A(z,y) ={a € Ay : s(a) =x vet(a) =y}
dir.

Ornek 6. Kiimeler ve bunlar arasindaki fonksiyonlar kategori meydana getirir ve Set ile

gosterilir.

Ornek 7. Topolojik uzaylar ve aralarindaki siirekli fonksiyonlar bir kategori olusturur ve

Top ile gosterilir.

Ornek 8. Gruplar ve bunlar arasindaki homomorfizmler bir kategori olusturur. Gryp ile

gosterilir.

Ornek 9. Degismeli cebirlerin caprazlanmis modiilleri ve aralarindaki morfizmler bir

kategori olusturur ve X M od ile gosterilir.

Ornek 10. Degismeli cebirler iizerindeki simplisel cebirler ve aralarindaki morfizmler bir

kategori olusturur ve SimpAlg ile gosterilir.

Tamm 14. A bir kategori ve a € A(x,y), A iginde bir morfizm olsun. Eger a o b = 1, ve
boa = 1, olacak sekilde bir b € A(y, x) morfizmi varsa a ya A iginde bir izomorfizm, x,y

objelerine de izomorftur denir ve x = y ile gosterilir.

Yukaridaki tanimda verilen b € A(y, x) morfizmine a € A(x,y) morfizminin tersi

denir ve a~! seklinde gosterilir. Ayni zamanda b € A(y, =) de bir izomorfizmdir.

Ornek 11. Kiimeler kategorisi Set de izomorfizmler bijektif (birebir ve érten) tir. Topolojik
uzaylar kategorisi Top da izomorfizmler homeomorfizmlerdir. Gruplar kategorisi Gp de

izomorfizmler bijektif grup homomorfizmleridir.

Tamim 15. A ve B iki kategori, F| : Ay — By ve Fy : Ay — By fonksiyonlar olsun. Eger
(i) hera € A, i¢in sFi(a) = Fys(a),tFi(a) = Fyt(a)
(ii) her z € Ay icin Fi(1;) = 1p, ()

(iii) t(a) = s(b) olacak sekildeki her a,b € A; i¢in Fy(aob) = Fi(a)o Fy(b) sartlart
saglaniyorsa F' = (F}, Fy) ikilisine A kategorisinden B kategorisine bir funktor denir.



Ornek 12. U : Top — Set fonksiyonu her topolojik uzayr temel kiimesine tasiyan bir
funktordur. Bu funktor unutkan (forgetful) funktor olarak adlandirilir. Iki funktorun bileskesi
de bir funktordur.

Tamm 16. F, G : A — B iki funktor ven : Ay — By her x € Aq igin s(n(x)) = Fy(z) ve
t(n(x)) = Go(x) sartlarini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eger her a € A(zx,y)
icin Gy(a)n(xz) = n(y)Fi(a) ise n dogal doniisiim olarak adlandirilir ve ) : F' = G ile

gosterilir.

Go(y)

F,G : A — B funktorlari i¢in 7 : ' = G bir dogal doniisiim olsun. Eger her = € Aj igin

n(y)

n(x), B de bir izomorfizm ise ) : F' = G ye bir dogal izomorfizm denir. Bu duruma, F' ve

G dogal denktir denir ve F' ~ G seklinde gosterilir.

Tamim 17. F' : A — B bir funktor olsun. Eger G o F ~ 1, ve F' o G ~ 1g olacak sekilde
bir G : B — A funktoru varsa A ve B kategorilerine denktir denir ve A ~ B ile gésterilir.

Tamim 18. Bir E simplisel cebiri; degismeli kK- cebirlerin (E,) n € N objelerinden olusur.
Oyleki ; d} : E, — E,_1 (0 <i<n#0)ve st By — En (0 < j < n) degismeli

k-cebir homomorfizmleri olmak iizere bu operatérler icin simplisel 6zdeslikler diye bilinen,

[y

0<i<j<nised 'd} =d}~}d}

0<i<j<mises! s =s"ls"

J J+1°%
. . : n+l.n __ .n—1n
3) 0<i <3< nised; sj—sjfldi

(9]
—_— — — ~—

5N

i=jveyai=j+lised"s? =id

5) 0<j<i—1<nise d?“s? = ngldlﬁ

ozdeslikleri saglanir. Aslhinda bir simplisel cebir, AP [n| kategorisinden Ceb (degismeli Kk -
cebirlerin kategorisi ) kategorisine tanimli bir funktor dur. Soyleki bu A°P [n| kategorisini

kisaca hatirlayalim:
n]={0<1<2. <n}

AP [n] kategorisinin herhangi bir objesidir. [n] ve [m] objeleri igcin f : [n] — [m]
morfizmleri ise monoton fonksiyon olup, i < j icin f(i) < f(j) olan bir operatordiir.

0 [n—1] — [n];0 <i < nigin

5?(1;):{ r sr<i

r+1,x>1
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veay : [n+1] — [n] ;0 < j < nigin

r ;x<]
a;<w>={ =/

r—1lix >

ile tammh iki ozel operator yardimyla f : [n] — [m] operatoriiniin bu operatérlerin

birlesimi seklinde yazilabilecegini biliyoruz. Dolayisiyla A°[n| kategorisi ;

A®[n]: - [2] gé 1] g? [0]

S—— al/ \‘ao/
\a(%)/ 0
seklinde diyagramatik olarak tanimlanabilir.

E, A?[n] den Ceb’e E ([n]) = E, ve E(6}') = d} ve E(a}) = s7 seklinde tanimli

oldugundan bir simplisel cebiri sematik olarak,

s
i dg
E: - EQ d2 El d} EO

Q#ﬁj T
51

seklinde gosterilebilir. A [n] de d; ve «; operatorleri simplisel 6zdeslikleri saglayan
operatdrler ve E yapi koruyan bir morfizm oldugundan d} ve 47 operatorleri de simplisel

0zdeslikleri saglar.

Tamim 19. E ve F'iki simplisel cebir olsun. Birt : 2 — F'’ ye simplisel cebir morfizmi E :
A [n] — Ceb ve F : A [n] — Ceb funktorlar: arasindaki dogal transformasyondur.
Yani herhangi bir [n] ,[m] € A [n] ve f : [n] — [m] operatirii igin

diyagram degismeli olacak sekilde Ceb kategorisinde ) : E,, — F,, ve iy, 1 B, — F,

cebir homomorfizmleri vardir.
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Bu durum diyagram olarak agagidaki gibi gosterilebilir. Buna gore

E:... o By E, E,
to t1 to

F:... o Fy F Fy
\/

A ———
diyagrami degismelidir. £/ ve F' iki simplisel cebir oldugunda, ¢, : F, — F,, k - cebir
homomorfizmleri olmak tizere, d} t,, = t,—1 d; ve t,s; = s;t,,—1 O0zelliklerini saglayan bir
f:+ E — F, f, homomorfizmlerin bir sinifi tanimlanabilir. Yani ¢, £/ simplisel cebirinden,

F simplisel cebirine taniml1 bir morfizmdir.
Tanim 20. E bir simplisel cebir olsun. E nin Moore kompleksi (N E, 0) ,
NE ="0) Cekdy
ile tamiml bir zincir kompleksidir. Burada 0,, : NFE, — NEFE,_, diferansiyelleri her bir
adimda d;} kisitlamast ile tamimhidir. Yani;
(NE,0): ..NE, % NE, 45 NE, = E,

seklinde tamimhidir. Simplisel ozdesliklere gore 0,, 0,1 = 0 oldugu gosterilebilir. Burada ;

NE, = FEy

NE, = Cekd}

NE, = Cekd3n Cekd?
NE; = Cekd3 N Cekds N Cekds

seklindedir.

Onerme 3. E simplisel cebirinin n. homotopi modiilii w, (E) , E 'nin moore kompleksinin n.

homolojisi modiiliine izomorftur. Yani

™ (F) = H, (NE,J)
_ NE, N Cekd,
B drr;i% (NEn-i-l)
seklindedir. Aslinda ; 0,, : NE,, — NE,_ ,d! ile tamimli ve 0,1, : NE, .1 — NE,,

At ile tamimh oldugundan ;
Cekd,  Cekd;NNE,
Imd,y1 AN (NE,)

n 1(
Cekd® N Cekd?_, N ...Cekd?
d:zli% (NEn-i-l)
A Cekd
dZi%(NEn-&-l)

dir.
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Tamm 21. E ve E' iki simplisel cebir ve f |, ¢ = E — E' iki simplisel déniisiim olsun.

Egern > 0 olmak tizere 0 < i < n i¢in,
hi = Ey — B,

homomorfizmleri igin

G =

dyihy = ga
ity = hiTidy i<
d?illh?+l - d?ifh?
dithr = hylr, 0> j+1
sptthr = Riflst i<
sptthr = Bl i

ozdeslikleri saglaniyorsa h; larin h ailesine f den g ye bir simplisel homotopi denir.

Onerme 4.

simplisel cebir olsun. Her n > 0 i¢in @ € B,, olmak lizere
a— sy~ td(a) € Cekdy
dir.
Ispat. a € B, icin

dy(a — sy~ dy(a)) = di(a) —dysg™'dy(a))
= dy(a) — dg(a)
= 0

oldugundan a — s 'd3(a) € Cekdp elde edilir.
Teorem 1. B bir simplisel cebir olsun. Her n > 0 igin
B, & Cekdy x sy~ (Bpn_1)

dir.
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ispat.
0: B, — Cekdy x st (B, 1)
a = 0a) = (a— s dy(a), 55 dy(a)

doniisiimiinii ele alinsin. a,a’ € B, icin
)

0(a)0(d) = (a— sy 'dy(a), sg"dy(a))((a" — sg dp(a’), g dg(a')))
= (Sgild’g(a)(a'—sg_ldg(a')) +sy 7 dg(a )(a_sg—ldg(a))
+ (a—sgldy(a))(a" —s§~ dy(a), sg~ dg (a)sg i (a'))
= ((s¢7'dg(a))(a — s~ dg(a))) + (sg~ " dy(a'))(a — sg~"dg (a))
+ ad — asgfldg(a') — a'sgfldg(a)
+ sg My (a)sg T dy(a), st iy (a) st i ()
= (a'sy7dp(a) — s§~ dp(aad’) + asy~dp(a’) — s§ diy (aa)
+ ad — asg’ldg(a/) — a’sg’ldg(a) + sgfldg(aa'), sgfldg(aa'))

(ad’ — sg~"dg (aa’), s~ df(aa’))
= f(aa)

olup 6 bir cebir morfizmidir. Benzer sekilde,

0t Cekd? x sy ' (B,.1) — B,
(z, 557 (v)) — 07z, 557 (y) =a 455 (y)

doniistimiinii ele alinsin.

icin,

0 (w557 W)@ 557 () =

= 0 Na,sp (y)0 ', 0 (y))

olur. Yani 0~ cebir morfizmidir. Ayrica,

06 ((z, 557 (y)) = 60 (x, 56 (1))
= Oz +s5(y))
(@ + 55 (y) — 5 g (x+ 557 (y), 56 " dg(x + 557 ()
(+ 55 (y) — 5 dg(x) — 557 (y), 55 ' dig ()
sodgsy ()

n—1

= (557 ()

+

(6716)(a) = 67'(6(a))
= 07 (a— sy d(a), s di(a)
= a—spdg(a) + s d3a)

= a
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elde edilir. O halde 0 bir izomorfizmdir.
B, = Cekdy x sy (B, _1)

izomorfizmi mevcut oldugundan, herbir B,, yi, B, nin Moore kompleksindeki terimlerin
dejenere olanlarimin ¢okkatli yari direkt ¢carpimi olarak elde edebilmek icin, gerektiginde bu

izomorfizm iglemi tekrarlanmalidir. Soyle ki

K, K, = Cekd}™, 6" =d'""/Cekd;™!
ol = si /Cekdyt

bigiminde tanimlanan bir simplisel cebir olsun. i < n—1icin di"'d? = d?'d} oldugundan
i < n — 1iken Cekdy ler, 5] morfizmleri vasitasiyla Cek:dg_l lere doniistir. Benzer sekilde
i <n—2icindy st = s d oldugundan i < n — 2 iken, o7 morfizmleri de Cekds leri

Cekd(}“ lere doniistiiriiv. Buna gore Teorem 1 B, ve K,,_1 e uygulanirsa

I

B, Cekd? x sy (Bp_1)
>~ Cekd? x sp~H(Cekdl™ x 507 2(By_s)

= K, 1 % (s Cekdy™ x 53 si2(B,_2))

elde edilir. K da bir simplisel cebir oldugundan

I

Cekdy = K, Cekdy ™ x o) 2K, o

&~ (Cekd? N Cekd}) x sy Cekdy™!
olur ve buna gore
B, = ((Cekdy N Cekd}) x st Cekdy™) x (si 1 Cekd) ™ x s 50 (B 2))
elde edilir. Boylece B,, asagidaki bicimde ayristirtlabilir.
Onerme 5. G bir simplisel cebir ise, herhangi birn > 0i¢in, 0 <i <n—2vei < j <n—3

olmak tizere

Gp = (NG, ¥ sy 'NGp1) ¥ .. X 8P TH{(NGot 3 8§ 2NGLa)} ..
xs?’_Q {(NGn_z X s0TONG L 3) X ... X 8§+1(NG]'+1 X s?NG'j)}

dir. Bunun = 1,2, 3 icin acarsak

Gl & NGl X SgNGO
Gy = (NGyxsiNGy) % (siNGy % sis§NGy)
Gz = (NG3xs2NGy) x (s2NGy x s2siNGy) % (s3NGy

X s2SING) x (s2sINGy % s3sisSNGY)

bulunur.
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3. SIMPLISEL CEBIRLER VE CAPRAZLANMIS
MODULLER

3.1 Simplisel Cebirlerden Caprazlanmis Modiillere

E, Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan bir Simplisel cebir olsun. Yani

7d8*>
di dg
E: - E—d E di—> E,
1

1 1
N T
simplisel cebiri igin
2 1
NE: --0—=0-—2NE, "~ NE,
olsun, burada
P - NEO - EO
M = NE, = Kerd;,
o.M — P PxM — M
ve
o(m) = di(m)  (p,m) = pm=sy(p)m
olarak tanimlansm. Bu tanimlamalar ile bir (M, P,0) g¢aprazlanmis modiilii bulunabilir.
Bunun i¢in
CM1) OJ(pm) = pd(m)
CM2) O(m)m' = mm

sartlarini kontrol edilmelidir. p € P ve m € M igin

CM1) O(pm) = 0

(so(
= di(s)
1(0
1180

o
= X
QL
g

dir.
CM2) m,m € NE, = Kerd}



olacak sekilde m ve m’ elemanlari igin

= d3sh(m)disi(m') — d3st(mm') +mm’
= dj(sy(m)si(m’) — si(m)si(m)) + mm’
olur. Burada s} (m)sl(m’) — sl(m)sl(m’) € NE, oldugu gosterilmelidir.

NE, = Kerd; N Kerd]

16

oldugundan, yukaridaki ifadenin Kerd? ve Kerd; nin elemani oldugunun ayri ayri

gosterilmesi gerekir.

di(sp(m)si(m’) — si(m)si(m)) = di(sp(m)disi(m’) — dysi(m)dgsi(m’))

= msgdy(m’) — sgdg(m)sfdg(m)

= m0-00=0
olup, boylelikle
so(m)si(m’) — si(m)sj(m’) € Kerdy
olur.
i (sp(m)si(m’) — si(m)si(m)) = di(sg(m)disi(m’) — disi(m)dist(m))
= mm —mm =0
olup

so(m)si(m') — si(m)si(m’) € Kerd;

olur. Boylelikle yukaridaki esitliklerden

so(m)si(m’) — si(m)si(m’) € NEy

olup NE, = {0} oldugundan s}(1m)st(m’) — st(m)sl(m’) = 0 dir. Béylece d2(0) = 0 olur.

Yani 9(m).m = mm’ elde edilir. O halde

PxM — M
(p,m) +—— pm=sd(p)m

etkisi ile birlikte
o: M — P
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morfizmi bir ¢aprazlanmig modiil olur. Bu ¢aprazlanmig modiilii (M, P,0) = M seklinde
gosterilsin. Boylece

G:Simp<y — XMod

E — G(E)=M
doniisiimii elde edilir. Simdi de Simlisel cebirlerin morfizmlerinden ¢aprazlanmis modiillerin
morfizmlerinin elde edildigini gosterelim; E ve E’> simplisel cebir ve f : E — E’ bir

simplisel morfizmi i¢in

E:... . E, E,
v v

fl f2J/ \_/‘1l foJ/

E ... R 8 B, E,

N T

olup
a
l;n . l?nfl
8?71
fn fnfl
o
B, "B,
o1t
J
den
fooidd = &f.  0<i<n
o o1 = fusiTh 0<j<n—1

esitlikleri saglanir. Buradan

G(E) =M =(M,P,0)ve G(E') =M =(M,P,d)

icin
G(E) : M= Kerdt"™"~ p = E,
G(f)l fl/Cek’déi lfo
G(E/) . M, = Keré(l)éﬁ P/ = E[/)
-
olup

(f1/Cekdy, fo) = G(E) — G(E')

doniisiimii ele alinsin.

i) a € Cekd} igin

fod(a) = fodi(a) = 0ifi(a)
= a/fl((l)
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olup f,0 = 0 f, bulunur.

ii)pe Pvem € M igin

filpm) = f1(S§(p)m) = f1(S§(p) fi(m)

bulunur. O halde
G(f) = (fr/Kerdg, fo)

déniisiimii G(E) caprazlanmis modiiliinden G(E") ¢aprazlanmis modiiliine bir ¢aprazlanmis
modiil morfizmidir. £, E’ ve E" simplisel cebirlerive f : E — E veg : B — E"

simplisel morfizmleri i¢in
G(gof) = G(g)oG(f)

oldugunu gostermek zor degildir. Béylece G' doniisiimii bir funktordur.

3.2 Caprazlanmis Modiillerden Simplisel Cebirlere

Tersine; M = (0 :M — P) degismeli k—cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun.
Burada Ey = P, E; = P x M ve E; = (P x M) x M alinsin. Burada

dé: El — EO

(p,m) +— dy(p,m)=p
d%: E; — Ey

(p,m) — di(p,m)=p+9(m)
882 EO — El

p — sy(p) = (p,0)

tanimlansin. Bu doniisiimler birer k—cebir morfizmidir. Clinkii;

déZElz PNM—>E0:p
(p,m) = dj(p,m)=p

i¢in; (p,m), (¢,n) € P x M olmak iizere

do((p,m) - (¢,n)) = do(pq, pn + Gm + mn)
= pq
= dy(p,m)dy(q,n)
dir.
di:Ey= PxM — Ey=p
(p,m) = di(p,m) =p+09(m)
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i¢in (p,m), (¢,n) € P x M olmak iizere,

di((p,m) - (¢;n)) = di(pg, pn + qn +mn)
= pq+ 9(pn + ¢, + mn)
= pq+0(pn) + 9(gn) + 0(mn)
= pq+pd(n)+qd(m) + d(m)d(n)
= plg+9(n)) +9(m)(q+ 0(n))
= (¢+09(n))(p+90(m))
= di(p,m)di(g,n)
dir, ve
sg:Egz p — Ei=PxM
p = s5(p) = (p,0)
p,q € Pigin
so(p,q) = s4(pg,0)
= (,0)(q,0)
= s9(p)sg(a)

bulunur. Déniistimlerin toplam ve etkiyi korudugu aciktir. Burada

(PxM)xM — M
((p,m),m/) — (p,m),m/:pm/—i—mm/

etkisi yardimiyla (P »x M) x M cebiri olusturulabilir. Bu cebiri E ile gosterilsin ve

d(% = F, — FE)
(p,m,m’) +—— d3(p,m,m’) = (p,m)
d% FEs — B
(p, m, m/) —  d2(p,m, m/) = (p,m + m/)
d% E2 — E1
(p,m,m") — d&(p,m,m’) = (p+d(m),m)
Sé E — Ey
(p,m) — s5(p,m) = (p,m,0)
S% El — E2
(p,m) — s1(p,m) = (p,0,m)

doniisiimleri tanimlansm. Burada d; ve s; doniisiimlerinin birer cebir morfizmi olduklar

gosterilmelidir.

B=FEy: (PxM)xM — Ei=PxM
(p,m,m’) —  di(p,m,m’) = (p,m)

icin (p,m,m’), (¢,n,n’) € (P x M) x M olmak iizere

d3(((p,m),m).((¢,n),n

’ ’ /

)) = dy((p,m),m").d3((q,n),n)



oldugu gosterilsin.

d3((p,m,m).(q;n,n")) = d§((p,m)(g,n), (p,m),s + (q,n), +m'n)
= di(pq, pp + qn +mn, (p,m),y + (q,n),, +mn’)
= (Pq, Pn + G +mn)

d3((pm).m’).dg((qgn).n’) = (p,m).(q,n)

= (pq,pn + qm + mn)

oldugundan esitlik saglanir.

L=FEy: PxM)xM — Ei=PxM
(p,m7m/) — d%(p,m,m/):(p,m—i—m,)

(p,m,m/), (q,n,n') €(PxM)x M igin;

’ ’ /

di(((p,m),m).((g,n),n)) = & ((p, m),m).d3 ((q.n),n)

oldugu gosterilsin.

& (((p,m),m).((g,n),n))

43 ((p,m)(q,n), (p,m),
(q,n), +m'n)

= &(pg, pn + g +mn, (p,m),,
(¢,n), +m'n)

(pq, Pn + G + mn + (p,m),
(qg,n),, + m'n)

(pg, Pn + G + mn + p, + mn’

q,, +nm +m'n’)

+

_|_

+

+

&3 ((p,m),m").d3((g,n),n)

(p,m +m').(¢,n+n)
(PG P’ + D’
(m4+m').(n+n)

= (PG Pn + Py + G + Gy
+ mn+mn +m'n+mn)

+

oldugundan esitlik saglanir.

d2=FEy,: (PxM)xM — E =PxM
(p,m,m/) — d%(p,m,m/):(p%—a(m),m,)

(p,m,m), (¢,n,n’) € (P x M) x M olmak iizere

’ /

dy(((p,m),m").((a.n),n)) = d3((p,m),m").d5((g,n),n)



oldugu gosterilsin.

d3(((p,m),m").((g,n),n"))

+

+

+

+

d3((p,m),m’).d3((q,n),n)

_|_

oldugundan esitlik saglanir.

Px M
(p,m)

sy By

(p,m),(q,n) € P x M olmak iizere

21

d5(pg, P + G +mn 4 p,y +mn
q,, +m'n+mn)

(pq + O(pn + G +mn), p,y

mn + q,, + mn+m'n)
(g + O(pn) + 0(aqm) + O
mn' +q,, +mn+mn')

(pg + O(pn) + 0(gm) + O(m)O(n), p,y
mn' +q, +m'n+mn)
(p+0(m),m).(q¢ +(n),n)
(p+9(m)).(q + 0(n)), (p+ 0(m)),y
(g +0(n)),, +mn)

pq + p.0(n) + q.0(m) + d(m)d(n),p,,
o(m), +q, +0n),, +m'n’

mn),p,
n

— Ey=(PxM)xM
= so(p,m) = (p,m,0)

so((p,m).(q:m)) = sp(p,m)sp(q. n)

esitligi gosterilsin.

so((p,m).(q,n))
s6(p, m)sy(q,n)

oldugundan esitlik saglanir.

s1: By

PxM
(p,m)

(p,m),(q,n) € P x M olmak lizere

ss(pq, Pn + @ + mn)
(P4, Pn + G + mn, 0)

= (p,m,0)(q,n,0)
(pq, Pn + Gm + mn, 0)

— FEy=(PxM)xM
— s%(p,m) = (p,O,m)

s1((p,m).(q,n)) = s1(p,m)si(q,n)

esitligi gosterilsin.

s1((p,m).(g,n))

si(p,m)si(q,n)

s1(pq, pn + @m + mn)
(P, 0, pn + G + mn)
= (p,0,m).(g,n,0)
(P, 0, pn + G + mn)
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oldugundan esitlik saglanir. Boylece carpim sartlarini saglayarak dontisiimlerin birer cebibr

morfizmi oldugu goriiliir. Simdi de doniisiimlerin simplisel 6zdesliklerin saglandig:

gosterilsin.
—d—
d2 dg
By d3 Ey di Fy
N T
51

icin 1) n =21i¢in? = 0, 1, 2 olur
A = did?
A = did?
B3 = di

2)n =0 igin

sl = 50
3)n = 1igin

das1 = sodp
4)n = 1i¢in

d3sy = Id

disy = Id

dist = Id
n = 0 i¢gin

disy = Id

5)n = 1igin

21 _ 041
dysy = Sody

1) (did?)((p,m), m") = (dsd2)((p,m), m") esitligini gdsterelim.

(dyd?)((p,m),m") = dg(d3((p,m), m"))
= dj(p,m+m)
= p
(dodd)((p,m),m") = dg(d3((p,m), m"))
= dy(p,m)
= p



oldugundan esitlik saglanir.

(dbd2)((p, m),m") = (d}d?)((p,m), m’) esitligini gdsterelim.

(dyd3)((p,m),m) = dg(d3((p,m), m"))
= dj(p+9(m),m)
= p+9(m)

(didg)((p,m),m") = di(d3((p,m), m"))

di(p,m)

= p+09(m)

oldugundan esitlik saglanir.

(drd3)((p, m),m") = (d}d?)((p,m), m’) esitligini gosterelim.
(did3)((p,m),m’) = di(d5((p,m),m"))
= di(p+09(m),m)
= p+9(m)+0(m)
(did})((p,m),m’) = di(di((p,m),m"))
= di(p,m+m)
= p+om+m)
= p+9d(m)+0(m)

oldugundan esitlik saglanir.

2) s5s0(p) = stsd(p) esitligini gosterelim.
sos0(p) = s

= Sé

= (p,0,0)

siso(p) = si(s5(p))

I

VA
=
—

=
)
~—

oldugundan esitlik saglanir.

3) d3si(p, m) = sdd}(p, m) esitligini gosterelim.

dysi(p,m) = di(si(p,m))
= dj(p,0,m)
= (p,0)
sodo(p,m) = sp(do(p,m))
= s5(p)
= (p.0)



oldugundan esitlik saglanir.

4)
dgsg(p,m) = di(ss(p,m))
= dg (P, m, 0)
= (p,m)
dgs(p,m) = (p,m)
esitligini elde ettigimizden d%s} = Id olur.
disg(p,m) = di(se(p,m))
= di(p,m,0)
= (p,m+0)
(p,m)
disy(p,m) = (p,m)

esitligini elde ettigimizden d2s} = Id olur.

disi(p,m) = di(si(p,m))

disi(p,m) = (p,m)

esitligini elde ettigimizden d2s} = Id olur.

dpso(p) = dy(s5(p))

dgso(p) = p

esitliginden d}s) = Id olur.

5) d3sy(p, m) = sdd}(p, m) esitligini gosterelim.

dysg(p,m) = di(so(p,m))
= d3(p,m,0)
(p + 9(m),0)
so(di(p,m))
= sp(p+a(m))
= (p+9(m),0)

sydi(p,m)

24
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oldugundan esitlik saglanir. Boylelikle d; ve s; doniisiimlerinin simplisel 6zdesliklerini
sagladig1 goriilmiis olur. Simdi Moore Kompleksinin uzunlugunun 1 olmasmi kontrol
edilsin. Bunun igin N Fy = Cekd? N Cekd? = 0 oldugunun kontrol edilmesi gerekir.

Cekdy = {((p,m),m) € Es|d3((p,m),m’) = (0,0)}
= {((p,m),m)|(p,m) = (0,0)}
= {((0,0),m")|m" € M}

Cekd? {((p,m),m")|d((p,m), m") = (0,0)}
= {((p;m),m")|(p,m +m’) = (0,0)}
= {((p, m),m)|(p=0,m=—-m",m € M}
= {((o, —m’),m’)|m’ € M}

olur ve boylelikle
Cekd? N Cekd? = {((0,0),m") ve ((0,—m'),m’)|m’ € M}
= {(0,0,0)}
bulunur. Béylece NE; = 0 olup Moore Kompleksinin boyu 1 olur. Béylece (M, P, 0)

caprazlanmis modiiliinden

_ >

- (PXxM)x M PxM P

B S

seklinde Moore Kompleksinin uzunlugu 1 olan bir simplisel cebir elde edildi. Bunu

F: XMod — Simp<

biciminde kategoriler arasinda bir doniisiim ile ifade edelim. Simdi, X M od kategorisindeki
morfizmlerin F' doniistimil altindaki goriintiilerini inceleyelim. M = (0 : M — P) ve

N = (8' : N — R) ¢aprazlanmig modiilleri igin
f=01,0): M — N

caprazlanmis modiil morfizmi olsun. Buna gore,

M—92 .p
f1 fo
N— R
d/

icin ' f; = fo0dirvep € P,m € M igin fi(pm) = fo(p) f1(m) saglanir. Bu ¢aprazlanmig

modiil morfizminin F' doniisiimii altindaki goriintiisii,

R

FM)=--- o (PxM)x M PxM P
F(f)l le fll fo
F(N)=--- - (RxN)x N Rx N R

-
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fo=P—R , folp) = folp)
EZPNM—H%NN : E(I%m) = (fo(p), fr(m))
fo=(PxM)xM-— (RxN)xN , fi((p,m),m) = ((fo(p), fr(m)), fr(m))

olmak iizere,

F(f)= (., fo, Ji, Jo)

seklinde tanimlansm. F'(f) in bir simplisel morfizm oldugunu gésterelim.

olup f; doniisiimeri birer cebir morfizmidir. Ayrica (p, m) € P x M igin,

fodi(p,m) = fo(p) = fo(p)

ve
5o fi(p,m) = 65 (fo(p), f1(p)) = fo(p)
olup
fody = 85 f1
olur. o o
fodi(p,m) = folp+0(m))
= fo(p) + foO(m)
ve
5ifilp,m) = 61(fo(p), fr(m))
= fo(p) + 0 fi(m)
= folp) + foO(m)
olup

fodi =61 /1

olur ve p € P i¢in

fisfp) = fi(p,0)

(fo(p,0))
aofolp) = o3(folp)
= <f0<p>70)
olup

fisg =0ofo

elde edilir. Benzer sekilde ((p,m),m’) € (P x M) x M igin,

Sidi((p,m),m) = fi(p,m)
= (fo(p), fr(m))



olup

olur.

olup

olur.

olup

elde edilir. (p,

olup

olur.

olup

05fo((p,m),m’) = & ((fo(p), fu(m)), f(m'))
= (fo(p), fi(m))

fids =0 f2

fidi((p,m),m’) = filp,m+m)
= (fo(p), fr(m) + fi(m))

82 fa((p,m),m’) = 85((fo(p), fr(m)), fr(m))
= (fo(p), fr(m) + fi(m))

fidi =01f

Lid3((p,m),m’) = filp+0(m),m)
= (folp

) + fod(m), fi(m))
05 fo((p.m),m’) = 03((folp), fr(m)), fr(m))
= (folp) + 9 fi(m), fr(m'))

(fo(p)
= (folp) + fod(m), fr(m))

fid; = 63f

m) € P x M igin,

Es(l)<p7 m) = f2((p7 m)? O)

oo filp.m) = o5((fo(p). fr(m))

fsi=oifi

elde edilir. O halde F(f) = (... fs, f1, fo) bir simplisel morfizmdir.

27
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M = M2-p = M P
fll Y ifo guﬁ‘ gofo
N = N—=R
gll igo L T
L= L2
fo0 o' f
filpm) = fo(p) fiom)
900 = g
91(rn) = 90(1)g1(n)
1) gofo0 Qo(foa)
= (0 f1)
= (goal)fl
= (0"g)h
= a”(glfl)
2) (glfl)(pm) gl(fl(pm))
= g( ( )fl(m)
= go(fo(p))gl(h(m
= (90S0)(P) (g1 1)
dir.
M) B9 vy 29 pr)
icin
F(gf) = F(9)F(f)
oldugu kolayca gortliir.

Boylece ' : X Mod — Simp < 1 donlistimii bir Funktor olur.

Teorem 2. F': C = XMod — D =Smp<lveG:D=Smp<1—C=XMod
funktorlari i¢cin Go F = 1c ve F o G = 1p dir.

Ispat. A= (M, P,0) € Ob(C) alnsin.
F(A)=A=---(PxM)xM PxM P
_ - 1
olur ve F(A) = A € Ob(D) dir. Ayrica G(F(A)) = G(A) = Kerd} s P bulunur ve
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G(F(A)) € Ob(C) olur. Burada

Kerdy = {(p,m)|d(p,m) =0}
= {(p,m)|ds(p,m) =p =0}
= {(0,m

elde edilir. Yani

2
3
2
R
S
> |
Z

bulunur.

F.C=XMod — D=Smp<lveG:D=Smp<1—C=XMod
olmak iizere A = (M, P,0), A" = (M',P',9') € Ob(C) olmak iizere f = (f1, fo) : A —

! ..
A’ morfizm olsun. Buna gore

M—2 - p
M —— P
) fd = 9h

2) filpm) = fo(p) s m)

saglamir. f' = (f1, fo) caprazlanmig modiil morfizminin F funktoru altindaki goriintiisii

FA)=A=--. o (PxM)x M PxM P
F(f)i le hi foi
F(A/):W:'H "~<P,><1M/)>4M/4>PINM/ P’

seklinde olur. Burada fo = fo fi(p,m) = (fo(p), fr(m)) € P x M’ seklindedir. Bunun
cebir morfizmi oldugu gosterilmelidir. (p, m)(p',m') = (pp’,p, + p., +mm’) olup,

Allp.m)(p',m)) = filpp,pp + P +mm)
(foop)s [1(Pyy + Py +mim))
= (fo(p)fo(l?/%fo(P)fl(m’ +fo(P) )‘i‘fl(m)fl(ml))
= (fO(p)7f1(m>>(fO(p,)af1( ))
= filp,m)filp’,m)

olup f, cebir morfizmidir. Benzer sekilde f, ven € N igin f, doniisiimleri de cebir morfizmi
olur. d; ve s; morfizmleri igin
di: PxM — P
(p,m) +— p



morfizmleri igin

d: PxM — P
(p,m) +—— p+9(m)
So: P — PxM
p +— (p.0)
d2: (PxM)xM — PxM
((p,m),m’) — +— (p,m)
di: (PxM)xM — PxM
((p,m),m’) = (p,m+m)
d3: (PxM)xM — PxM
(p,m),m’) = (p+9(m),m)
s§r PxM — (PxM)xM
(p,;m)  +— ((p,m),0)
si: PxM — (PxM)xM
(p;m) > ((p,0),m)
i fody(p,m) = fo(p)
do.fr(p,m) = d5(fol(p), fr(m))
= fo(p)

ii) fodi(p,m) = fo(p+0(m))
= fo(p) + fod(m)
= fo(p) + fod(m)
_ s

61 f1(p, m)

i) fisy(p) =

50 folp) =

30

olur. Benzer sekilde digerleri icin de degismelilik saglanir. Buna gore f = F(f) : F(A) —
F(A') doniisiimii bir simplisel morfizmdir.

GF(A) =

GF(A/) =

di
M = Kerd}

51
M' = Kerd} !

|

P

|

P/



olup GF(f) = f olur. Dolayisiyla G o F' = 1¢ elde edilir.

G:D=Smp<1—C=XMod

d? d}
1 0
E=.--F; Fy d Ey di Ey

NS
1

. 1
E € Obj(D) olsun. G(E) = E; = Kerd} o, Ey olup G(E) € Obj(C) dir. Buradan

_
R e —

E()NE

F(G(E)):--(Eyx E) x B,

-

olup FG(E) € Obj(D) dir. Onerme 5 geregi

&
[

Eq

Ey x NFE;

(Eo © NE)) x NE;

((Ey x NE1) x NE1) x NE;

e 1 1R

oldugundan
FGE)=FE

elde edilir. Buradan F o G = 1y oldugu séylenir. O halde C ve D kategorileri denktir.

31
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4. SIMPLISEL CEBIRLERIN VE CAPRAZLANMIS
MODULLERIN HOMOTOPiSI

4.1 Simplisel Cebir Homotopisinden Caprazlanmis Modiil
Homotopisine

E ve E’, Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan iki simplisel cebir olsun. f, g ise F ve

E’ arasinda simplisel morfizmler ve h, f ve ¢ yi birlestiren bir simplisel homotopi olsun.

d3
d2 d}
Ey di Ey

IS TN

| | \

h(lJ 51,\1 ]1 0 g0 J}o

\4 // d(z) \4 / L \4 /
E =...FE 3% o 39 E
- 2 2 1 1 0

\38-—/

SimpAlg < 1 kategorisinden X M od kategorisine gegis funktoru olan GG funktoru

kullanilirsa,

GE) = (0:M — P)

GE) = (0:M — P)
caprazlanmig modiilleri ve G(f) = (f1/m, fo) ¢aprazlanmis modiil morfizmi elde edilir,
burada P = Ey, M = Kerd}, ,d = d}/y ve P nin M iizerine etkisi p.m = s5(p)m dir ve
P =E,,M = Keré},d = 6}/, ve P nin M’ iizerine etkisi p .m = 9j(p )m’ olur.
Burada a € Fj igin k(a) = hd(a) — 99 fo(a) tanimlamasini yapilsin.

Yardimai Teorem 1. Va € Ej igin k(a) € Kerd} = NE, dir.

Ispat.
dg(k(a)) = d5(hg(a) — 0pfola))
= 55hd(a) — 6588 fo(a)
fola) = fo(a)

= 0
olur. Yani k(a) € Kers} bulunur. O halde her a € Ey icin k(a) € Kerdl = NE, olup

k: P — M
a +— k(a)=hd(a) — 3 fo(a)
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doniistimii tammlanmaus olur.

Yardimer Teorem 2. k : P — M, k(a) = hQ(a) — 99 fo(a) doniisiimii icin
otk = go— fo
kdi = g1 f

esitlikleri saglanir.

Ispat.
otk = 6i(hg— 00 fo)
— Gl 51k,
= go— Jo
yani 61k = go — fo elde edilir.

kal = (1~ O )
=y} — b fod
= hdt — oL
~ 52n — osson,
— 53hy — oRoLaTh
52h — 620858}
02h) — 520802h) + 62h} — 621 + 52ht — 62h)
= (02hy — 630862 — 62h} + O02hY) + o3kt — 62h¢
= 02[h{ — Oy02hy — hi + 0162h] + 05hi — 62 h}

olur. Burada e € Kerdj igin
05[(ho — 0505ho — hy + 0155ho)(e)] = 5ho(e) — 930505 hao(e)
— 5hi(e) + 630105h(e)
= 52h1(e) (5(2)}1(1)(6)
= —ho (e) + 805152h1(e)
= —hid}(e) + 6201 62hi(e)
= hgdg(e) + 5501 hodg (e)
olur. e € Kerd} oldugundan d}(e) = 0 olup, 63[(hi—0302hi —hi+0162h) (e)] = 0 bulunur.
Benzer sekilde e € Kerd} igin,

01[(ho — 0pd5hg — hi + 0155hg)(e)] = 0thg(e) — 010pd5hg(e)
— 6hi(e) + 6301 02h(e)
= 02hi(e) — dahi(e)
— 0ihi(e) + 8ghy(e)
= 0ihi(e) — 02hi(e)
— 0ihi(e) + d2hy(e)
=0

_l_

d
d

~— —

1
0
1
0
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olur. Buna gore e € Kerdyicin (hi—0}63hs—hi+0162hd)(e) € Kerd2NKers? = NGy =0
elde edilir. Oyleyse 63|h — O362hy — hi + 0163hl] = 0 dur: Buna gére,
kd} = &3h} — 63h{
= g— N
bulunur. Buradan,
k=h)—d0fo: P — M

doniisiimii icin,

g0 = fo+0ik

g = fit+kd
yani

g0 = fo+ 0k

g = fit+ko

esitlikleri saglanmig olur.

Yardimei Teorem 3. a,a € P icin k(aa') = fo(a).k(a') + fo(a').k(a) + k(a)k(a) esitligi
saglanir yani k bir fy derivasyondur.
Ispat.
k(ad') = (h§—3fo)(ad)
= h§(a)hg(d’) — B8 fo(a) 3G fo(a')
folak(a') + fola')k(a) + k(a)k(d') = 8 fola)k(a’) + O fola )k(a)

/

+ k(a)k(a)

= 9 fola)(hi(a’) — D fola'))

+ 90 fo(a")(hi(a) — 08 fola))

= 9 fola)hi(a’) — 9§ fola)d fo(a')
+ 0 fola’) — 83 fola)OR fola)

+ hi(a)hg(a’) — hi(a)dg fola)

— R fola)h§(a’) + 89 fo(a)dg fola)

= hg(a)hi(a’) — 3 fo(a)O fo(a')
olup k(ad') = fo(a).k(a") + fo(a').k(a) + k(a)k(a') esitligi elde edilir.

Sonug 1. G(h) = k : P — M, G(h)(a) = k(a) = h3(a) — A(63hY)(a) doniisiimii
G(f),G(g) : G(E) — G(E") ¢aprazlanmis modiil morfizmleri arasinda bir homotopidir.

4.2 Caprazlanmis Modiil Homotopisinden Simplisel Cebir

Homotopisine

= (M 9, Pyve C' = (M N P') iki caprazlanmis modiil (degismeli

ceblrlerm) f=(fi. fo) ve g = (g1, 90) C ile C" arasinda iki caprazlanmis modiil morfizmi
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ve s, f ile g arasinda bir ¢aprazlanmis modiil homotopisi olsun.

NN
YRy

8/

X Mod kategorisinden StmpAlg < 1 kategorisine gecis funktoru olan F funktoru

kullanilirsa,
F(C)=(+-Mx(Mx P) M x P P)
FC)=(--MxMxP)__— "MxP __ "F)

seklinde Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan simplisel cebirler elde edilir. Burada,

hy: P — M x P

p — hg(p) = (s(p). fo(p))
hl: MxP — M x(M xP)

(m,p) +— hg(m,p) = (s(0(m) + p), fr(m), fo(p))
hl: MxP — M x(M xP)

(m,p) = hy(m,p) = (fr(m) + s0(m), s(p), fo(p))

doniistimleri tanimlanabilir.
Yardimcei Teorem 4. Yukarida tamimlanan hj), hi ve hi cebir morfizmidir:

Ispat. Bu doniisiimlerin k—lineerligi aciktir. p,r € P icin

ho(pr) = (s(pr), folpr))

= (fo(p).s(r) + fo(r).s(p) + s(p)s(r), fo(p) fo(r))
ho(p)ho(r) (s(p), fo(p))(s(r), fo(r))

= (fo(p)-s(r) + fo(r).s(p) + s(p)s(r), fo(p) fo(r))



olup h)(pr) = h(p)hd(r) elde edilir. (m,p), (n,r) € M x P igin

hi((m,p)(n,r)) = hi(p.n+r.m+mn,pr)
(s(O(p.-n +r.m + mn)
pr), fi(pn+r.m+mn), fo(pr))
(s((pd(n) + rd(m) + d(mn)
pr), Ji(
),

p.n) + fi(r.m)

mn), fo(pr)))

p).s0(n) + fod(n).s(p)
)s9(n) + fo(r).s0(n)
s(r) + s(r)sd(m)
s0(n) + fod(n).s0(m)
)
(p

fi(
fol
s(p
foo(m).
fod(m).
s0(m)sd(n) + fo(p).s(r

fo(r).s(p) + s(p)s(r), fo(p).f1(n)
fo(r).fi(m) + fi(m) f1(n), fo(p) fo(r))

m

e I e B

r

ve

hi(m, p)hi(n,r)

e [ L e
SH
=
=
2
_l’_
:H
E?
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( n),
olur. Yukaridaki esitliklerden hi((m,p)(n,r)) = h(l)(m,p)h(l)(n,r) oldugu goriiliir.

(m,p), (n,r) € M x P igin

hi((m,p)(n,r))

hi(p.n + r.m +mn, pr)
(fi(p.n+ r.m + mn)
sO(p.n+r.m+mn),s(pr), fo(pr))

(

fo(p).sO(n) + fod(n).s(p

fo(?“)sa(m)+fo (m)s(r
fo0(m).s0(n) + fo0(n).s0(m)
s0(m)sd(n), fo(p)-s(r) + fo(r).s(p)

s(p)s(r), fo(p) fo(r))

hi(m, p)hi(n,r)

m+ + + + + 1 + |
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elde edilir. O halde h, h ve h} doniisiimlerinin birer cebir morfizmi oldugu goriiliir.

Yardimei Teorem 5. 1), hi ve hi doniisiimleri igin simplisel homotopi ézdeslikleri saglanir:

Sonug 2.
Ry: P — M xP
o(p) = (S(p), fo(p))
h: MxP — x (M x P
ho(m,p) = (s(@ (m+p)) 1(m), fo(p))
hl: MxP — M x (M % P

hilm,p) = (fi(m) + s(0(m), s(p), fo(p))

olmak iizere F(s) = h = (h?), f = (...,(f1,f0),fo) : F(C) — F(C) ve

g = (.,(91,90),9) : F(C) — F(C") simplisel morfizmleri arasinda bir simplisel
homotopi belirler.
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S. BULGULAR VE TARTISMA

Bu c¢alismada, Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan degismeli cebirler tizerindeki
simplisel cebirlerin kategorisi ile degismeli cebirlerin ¢caprazlanmis modiillerinin kategorisi
arasindaki denklik agik olarak ele alindi. Bu denklik literatiirde mevcut olup iyi
bilinmektedir. Daha sonra bu denklik yardimiyla, simplisel doniisiimler arasinda tanimlanan
homotopiden, ¢aprazlanmis modiil morfizmleri arasindaki homotopinin elde edilebildigi
gosterildi ve sonra tersine ¢aprazlanmis modiil morfizmlerinin homotopisinden simplisel
cebir morfizmleri arasindaki homotopi elde edildigi ispatlandi. Bu ¢alismanin ana bulgusu
budur.

Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan degismeli cebirler iizerindeki simplisel
cebirler kategorisi ile degismeli cebirlerin 2-¢aprazlanmis modiilleri kategorisi arasindaki
bilinen denklik kullanilarak, yukarida ifade edilen bulgu simpisel homotopi ile

2-¢aprazlanmis modiil homotopisi i¢in de ele alinabilir.



39

6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde kategoriksel denkligin 6nemi vurgulandi ve literatiirde yer alan, Moore
kompleksinin uzunlugu 1 olan simplisel degismeli cebirlerin kategorisi arasindaki denklik
ile degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin kategorisi arasindaki denklik, acik bir
sekilde ele alindi. Daha sonra bu denklik kullanilarak, simplisel homotopiden ¢aprazlanmis
modiil homotopisini elde edilebildigi gosterildi ve sonra tersine caprazlanmis modiil
homotopisinden simplisel cebir homotopisi elde edildigi ispatlandi. Moore kompleksinin
uzunlugu 2 olan simplisel degismeli cebirler kategorisi ile degismeli cebirlerin
2-¢aprazlanmis modiilleri kategorisi arasindaki bilinen denklik kullanilarak, yukarida ifade
edilen sonug simpisel homotopi ile 2-¢aprazlanmis modiil homotopisi i¢in incelenebilecegi

Onerilir.
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