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ÖZET

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin matematiksel özellikleri uygulamalı
matematik alanının önemli araştırma konularındandır. Bu tezde öncelikle, bazı kısmi
diferensiyel denklemlerin (KDD) integrallenebilirlik özelliği Painlevé metodu (WTC
algoritması) ile araştırılmıştır. Ele alınan denklemler; (2+1)-boyutlu Korteweg-de Vries tipi
(KdV4) denklemi, (1+1)-boyutlu genelleştirilmiş Boussinesq denklem sistemi (GBQS) ve
(2+1)-boyutlu Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklemidir. Denklemlerin Painlevé
özelliğine sahip olup olmadığı araştırılırken cebirsel işlemler Maple programı kullanarak
yapılmıştır ve sonuç olarak KdV4 denklemi ve BLMP denklemi Painlevé özelliğine sahip
olduğundan integrallenebilirdir fakat GBQS nin bağdaşabilirlik şartını sağlamadığından
Painlevé özelliğine sahip olmadığı gösterilmiştir. Ancak bu sonuç denklemin
integrallenemez olduğunu garantilemez. İntegrallenebilirliği farklı yöntemler de kontrol
edilmelidir.

Kısmi diferensiyel denklemlerin karmaşık fiziksel yapısının anlaşılmasını
kolaylaştırmak için tam çözümlerini bulmak gerekir. İncelenen KdV4 denklemi ve BLMP
denkleminin genelleştirilmiş Kudryashov metodu ile tam çözümleri bulunmuştur. GBQS
nin tam çözümlerinin elde edilmesi için de Jacobi eliptik fonksiyon metodu kullanılmıştır.
Denklemlerin tam çözümleri bulunurken Maple programı yardımıyla denklemler
çözülmüştür ve elde edilen çözümler hiperbolik (soliton) ve trigonometrik (periyodik)
fonksiyon içermektedir.

İntegrallenebilirlik ve soliton çözüm araştırmalarında korunum kanunları da önemli
bir rol oynar. Son olarak bu tezde varyasyonel metot olarak da bilinen çarpan metodu ile
denklemlerin korunum kanunları bulunmuştur ve bu çalışma yapılırken Maple paket
programının alt programı olan Cheviakov’ ın yazmış olduğu GeM paket programı
kullanılmıştır. Bunun sonucunda KdV4 ve BLMP denklemlerinin keyfi fonksiyonların
varlığı mevcut olduğundan sonsuz çoklukta korunum kanunları bulunabildiği sonucuna
varılmıştır. GBQS aşikar korunum vektörüne sahiptir. Eğer bir KDD de çok sayıda
korunum kanunu çıkıyor ise bu onun yüksek ihtimalle integrallenebilir ve çözülebilir
olduğunu gösterir.

Anahtar Kelimeler: Painlevé Metodu, Korunum Kanunları, Genelleştirilmiş
Kudryashov Metodu, Jacobi Eliptik Fonksiyon Metodu, Tam Çözümler
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SUMMARY

Investigation of mathematical properties of nonlinear differential equations is one of
the major research topics in applied mathematics. In this thesis, the integrability of some
partial differential equations (PDEs) is primarily investigated through the use of Painlevé
method (also known as the WTC algorithm). The following are the PDEs discussed;
(2+1)-dimensional Korteweg-de Vries Type (KdV4) equation, (1+1)-dimensional
generalized Boussinesq equation system (GBQS) and (2+1)-dimensional
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) equation. In order to determine whether or not the
equations have Painlevé properties, Maple is employed for the algebraic operations
pertaining to it. As a result, it is found that KdV4 and BLMP have the Painlevé properties
and therefore they are integrable; however it is observed that GBQS does not have the
Painlevé property since it could not satisfy the compatibility conditions. Nonetheless, this
result does not guarantee that the equation is not integrable. Integrability should still be
investigated by other methods.

In order to facilitate the understanding of the complex physical structure of the PDEs,
it is necessary to find their exact solutions. The exact solutions to the KdV4 and BLMP are
obtained by generalized Kudryashov method. The Jacobi elliptic function method is used to
obtain the exact solutions of the Boussinesq equation system. To find the exact solutions of
the equations, the correspondingmethods have been implemented onMaple and the equations
are solved. The results subsequently obtained are solutions containing hyperbolic (soliton)
and trigonometric (periodic) functions.

Conservation laws also play a significant role in integrability and soliton solution
research. Finally, in this thesis, an effort is made to determine the conservation laws of
equations by the multiplier method, which is also originally known as the ’variational
method’ . For this purpose, GeM software package for Maple, written by Cheviakov, is
used. As a result, owing to the existence of arbitrary functions of the KDV4 and BLMP
equations, it is concluded that an infinite multitude of conservation laws are found. GBQS
has an explicit conservation vector. If there are many conservation laws in a PDE, it
indicates that it’s most likely integrable and solvable.

Keywords: Painlevé Method, Conservation Laws, Generalized Kudryashov
Method,Jacobi Elliptic Function Method, Exact Solutions
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

Lineer olmayan denklemler uygulamalı matematik, fizik ve mühendislik alanlarının
birçoğunda karşımıza çıkmaktadır. Bu sebeple lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
matematiksel özellikleri önemli araştırma konularındandır. Bu tezde ele alınan denklemler;
(2+1)-boyutlu Korteweg-de Vries tipi (KdV4) denklemi, (1+1)-boyutlu genelleştirilmiş
Boussinesq denklem sistemi (GBQS) ve (2+1)-boyutlu Boiti-Leon-Manna-Pempinelli
(BLMP) denklemidir. Öncelikle, KDD lerin integrallenebilirliğini test etme amacıyla
geliştirilen tekillik manifoldu komşuluğunda açılım kavramını ilk defa 1983 yılında Weiss,
Tabor ve Carnevale (WTC) tarafından ortaya koyulan WTC algoritması olarak da bilinen
Painlevé metoduyla incelenen denklemlerin integrallenebilirliği test edilmiştir.
Denklemlerin Painlevé özelliğine sahip olup olmadığı araştırılırken cebirsel işlemler Maple
programı kullanarak yapılmıştır ve bunun sonucunda KdV4 ve BLMP denklemleri Painlevé
özelliğine sahip olduğundan integrallenebilirdir fakat GBQS nin bağdaşabilirlik şartını
sağlamadığından Painlevé özelliğine sahip olmadığı görülmüştür. Ancak bu denklem için
integrallenemez denilemez. İntegrallenebilir olup olmadığını anlayabilmek için farklı
metotlar uygulanmalıdır.

KDD lerin karmaşık fiziksel yapısının anlaşılmasını kolaylaştırmak için tam
çözümlerini bulmak gerekir. İncelenen KdV4 denklemi ve BLMP denkleminin
genelleştirilmiş Kudryashov metodu ile tam çözümleri bulunmuştur. GBQS nin tam
çözümlerinin elde edilmesi için de Jacobi eliptik fonksiyon metodu kullanılmıştır.
Denklemlerin tam çözümleri bulunurken Maple programı yardımıyla denklemler
çözülmüştür ve elde edilen tam çözümler soliton ve periyodik çözümlerdir.

Korunum kanunları, denklemlerin integrallenebilirlik ve soliton çözüm
araştırmalarında önemli rol oynamaktadır. Son olarak, ilk defa Alman bilim insanı Steudel
tarafından ortaya atılan çarpan metodu ile denklemlerin korunum kanunları bulunmuştur ve
bu çalışma yapılırken GeM paket programı kullanılmıştır. Bunun sonucunda KdV4 ve
BLMP denklemlerinin keyfi fonksiyonların varlığı mevcut olduğundan sonsuz çoklukta
korunum kanunları bulunabildiği sonucuna varılmıştır. GBQS aşikar korunum vektörüne
sahiptir. Eğer bir KDD de çok sayıda korunum kanunu çıkıyor ise bu onun yüksek ihtimalle
integrallenebilir ve çözülebilir olduğunu gösterir.



2

2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Lineer olmayan denklemler uygulamalı matematik, fizik ve mühendislik alanlarının
birçoğunda önemli rol oynamaktadır. Doğada birçok olay matematiksel olarak
modellendiğinde lineer olmayan diferensiyel denklemlerle tanımlanır. Örneğin belli bir
ortamda kararlı ısı denilen zamandan bağımsız ısı dağılımı, zamana bağlı ısı yayılması,
değişik tipteki dalga yayılmaları gibi fiziksel olaylar kısmi türevli denklemler yardımıyla
kolayca incelenebilmektedir. Dolayısıyla lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin
çevremizdeki fiziksel olayları açıklamada payı oldukça yüksektir. Bu nedenle bilim
insanları için lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerini elde etmek
önemli bir araştırma konusu olmuştur. Araştırmacılar son zamanlarda lineer olmayan kısmi
diferensiyel denklemlerin tam çözümlerini bulmak ve sınıflandırmak için çeşitli metotlar
geliştirme yolunda çalışmalar yapmıştır. Yardımcı denklem metodu (Sirendaoreji, 2006),
genelleştirilmiş Kudryashov metodu (Koparan vd. 2017), Jacobi eliptik fonksiyon metodu
(Liu vd. 2001b), tanh fonksiyon metodu (Wazwaz, 2004), üstel fonksiyon metodu (Bekir
ve Boz, 2009), (G′

G
)- açılım metodu (Wang vd. 2008) vb. gibi metotlar lineer olmayan kısmi

diferensiyel denklemlerin tam çözümlerini elde etmek için kullanılan yöntemlerden
bazılarıdır. Bu yüksek lisans tez çalışmasının amaçlarının bir tanesi, ele alınan KDD lere
dalga dönüşümü uygulayarak denklemleri ADD lere indirgeyip genelleştirilmiş
Kudryashov metodu veya Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile denklemlerin hareketli dalga
çözümlerini bulmaktır. Kullanılan metotlardaki cebirsel işlemler elle yapılması bir hayli zor
işlemler olduğu için Maple programı yardımıyla çözümler elde edilmiştir.

Ayrıca denklemlerin integrallenebilirliği ve soliton çözümleri üzerinde de
yoğunlaşılmıştır. Soliton çözümlerin elde edilebilmesi için lineer olmayan denklemlere
uygulanan metotlardan bazılarına örnek olarak ters saçılım metodu (Ablowitz ve Sugar,
1981), Bäcklund-Darboux dönüşümleri (Weiss, 1984), Hirota bilineer form metodu (Hirota,
1971), yardımcı eşitlik metodu (Sirendaoreji, 2004), Painlevé kesme metodu (Hassan,
2004) vb. gibi örnekler verilebilir. Lineer olmayan denklemlerin özellikleri araştırılırken en
başta incelenen özelliklerden bir tanesi o denklemin integrallenebilirliğidir. Lineer olmayan
denklemlerin integrallenebilirliğini kontrol etmek için birçok metot kullanılabilir. Bu
metotlara örnek olarak Lax çiftlerinin, simetrilerinin, Bäcklund ve Darboux dönüşümlerinin
bulunması, Painlevé metodu vb. verilebilir (Ablowitz ve Sugar, 1981). Ayrıca eğer bir kısmi
diferensiyel denklemin çok sayıda korunum kanunları bileşenleri bulunabiliyorsa bu onun
kuvvetli ihtimalle integrallenebilir ve çözümlerinin bulunabilir olduğunu gösterir (Ablowitz
ve Clarkson, 1992). Bu tez çalışmasında denklemlerin integrallenebilirlik özelliği
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araştırırken Painlevé metodundan yararlanıldı ve cebirsel işlemler Maple programı
yardımıyla yapıldı. Bir denklemin Painlevé özelliğine sahip olması, denklemin çözümünün
keyfi seçilen bir tekil manifold civarında tek değerli olması ve Laurent serisi şeklinde
gösterilebilir olması anlamına gelmektedir. 20. yüzyılın başlarında Paul Painlevé ve onunla
birlikte çalışan arkadaşları E. Picard, L. Fuchs, R. Fuchs, J. Charzy, B. Gambier, S.
Kowalaevski, L. R. Garnier lineer olmayan diferensiyel denklemlerin singüler (tekil)
noktalarını derinden araştırdılar. Yaptıkları çalışmalar sonucunda hareketli tekillikleri
sadece kutuplar olan bir denklem sınıfı olduğu kanısına vardılar (Ince, 1956). 1980 yılında
Ablowitz, Ramani, Segur (ARS) diferensiyel denklemler için ARS algoritması olarak
bilinen Painlevé metodunu geliştirdiler (Ablowitz vd. 1980). 1983 yılında Weiss, Tabor ve
Carnevale ARS algoritmasını genelleyerek WTC algoritması diye adlandırılan kısmi
diferensiyel denklemlerin integrallenebilirliğini test etmeye yarayan metodu geliştirmiştir
(Weiss vd. 1983).

Son on yılda, aktif araştırma çalışmaları kısmi diferensiyel denklemler için korunum
kanunlarının elde edilmesine odaklanmıştır ve korunum kanunlarının bulunması için birçok
etkili metot geliştirilmiştir. Bunlara örnek olarak varyasyonel problemler için Noether’ın
teoremi (Noether, 1918), çarpan metodu (Anco ve Bluman, 2002), kısmi Noether yaklaşımı
(Kara ve Mahomed, 2006) verilebilir. Kısmi diferensiyel denklemlerin tüm korunum
kanunlarında fiziksel yorum olmayabilir fakat korunum kanunları kısmi diferensiyel
denklemlerin integrallenebilirlik çalışmasında gereklidir. Eğer bir kısmi diferensiyel
denklemde çok sayıda korunum kanunu çıkıyor ise bu onun yüksek ihtimalle
integrallenebilir olduğunu ve çözülebilir olduğunu gösterir (Ablowitz ve Clarkson, 1992).
Öte yandan korunum kanunları kısmi diferensiyel denklemlerin analizinde özellikle
nümerik integrasyonunda, soliton çözümlerin elde edilmesinde, kısmi diferensiyel
denklemlerin indirgenmesinde Hamilton yapılar ve diferensiyel operatörleri, gibi bazı
özellik çalışmalarında da çok kullanışlıdır (Leveque, 1992). Ayrıca bir diğer örnek olarak
nümerik hataların kontrolü verilebilir. Korunum kanunları klasik olmayan dönüşümler
teorisinde de önemli bir rol oynar (Adem ve Khalique, 2012). Klasik olmayan dönüşümlere
örnek olarak normal formlar ve asimptotik integrallenebilirlik verilebilir (Kodama ve
Mikhailov, 1996). Bu tezde ele alınan çarpan metodu Lie simetri teorisi ile bağlantısız ve
doğrudan diverjans koşulunun sıfır olması durumundan yola çıkarak oluşturulmuştur.
Korunum kanunlarının bulunmasında en eski metotlardan biri olan çarpan metodu tamamen
hesaplama teknikleriyle elde edilir. Çarpan metodu, varyasyonel metot ve karakteristikler
metot olarak da bilinir. İlk olarak çarpan metodunu Alman bilim insanı Steudel ortaya
atmıştır (Steudel, 1962). Daha sonra S.C Anco ve G.W Bluman kapsamlı teorik alt
yapısıyla vermiştir (Bluman ve Anco, 2002).
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Çarpan metodunda işlem hacmi epey fazladır. Düşük mertebeden az terim
bulunduran denklemler için problem olarak görülmese de yüksek mertebeden denklemlerin
çarpan metodu ile korunum kanunlarını saptamak bir hayli zordur. Bu problemi gidermek
için Cheviakov, Maple paket programını kullanarak GeM alt programını yazmıştır. Bu
program yardımıyla yüksek mertebeden denklemlerinde korunum kanunları kolaylıkla
bulunabilir (Cheviakov, 2007).

2.1 Kısmi Diferensiyel Denklemler

Bu bölümde kısmi diferensiyel denklemler ile ilgili tezde bahsi geçen tanımlar
verilmiştir.

Tanım 1. Içinde en az iki bağımsız ve en az bir bağımlı değişken ile bağımsız değişkenlere
göre çesitli basamaktan (mertebeden) kısmi türevlerini kapsayan eşitliklere (özdeşlik değil)
kısmi diferensiyel (türevli) denklem denir. Bir kısmi diferensiyel denklem, u bağımlı ve x, y
bağımsız değişkenler olmak üzere

ux=
∂u

∂x
, uy=

∂u

∂y
, uxx=

∂u

∂x2
, uxy=

∂u

∂x∂y
, uyy=

∂u

∂y2

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, ...) = 0 (2.1)

şeklinde ifade edilir (Koca, 2008).

Tanım 2. Bir kısmi türevli denklemde görülen en yüksek basamaktan kısmi türevin
basamağına denklemin mertebesi denir (Koca, 2008).

Tanım 3. Bir kısmi diferensiyel denklem, bağımlı değişkene ve bağımlı değişkenin türevlerine
göre bir polinom şekline getirilebiliyorsa, denklemde bulunan en yüksek mertebeden türevin
kuvvetine (derecesine) kısmi diferensiyel denklemin derecesi adı verilir (Topoğlu, 2007).

Tanım 4. Bir kısmi türevli denklemi özdeş olarak sağlayan ve keyfi fonksiyon veya keyfi sabit
içermeyen bir fonksiyona bu kısmi türevli denklemin bir özel çözümü denir (Koca, 2008).

Tanım 5. Bir kısmi türevli denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyon içeren ve denklemi
özdeş olarak sağlayan bir yüzey ailesine bu kısmi türevli denklemin genel çözümü denir.
Keyfi fonksiyonları içeren bir yüzey ailesinin bir denklemin genel çözümü olabilmesi için bu
fonksiyon veya fonksiyonların en az denklemin mertebesi kadar sürekli türevlenebilir
olmaları gerekir (Koca, 2008).

Not 1. x, y bağımsız ve u bağımlı değişken olmak üzere, iki bağımsız değişken içeren kısmi
diferensiyel denklemler için çoğu zaman

p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
, r =

∂u

∂x2
, s =

∂u

∂x∂y
, t =

∂u

∂y2
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gösterimleri kullanılır (Koca, 2008).

Tanım 6. p = ux, q = uy olmak üzere

F (x, y, u, p, q) = 0 (2.2)

birinci mertebeden genel kısmi diferensiyel denklemi ele alalım. Burada F nin p ve q ya göre
lineer olması gerekmemektedir.

G(x, y, u, a, b) = 0 (2.3)

iki parametreli bir yüzey ailesi, birinci mertebeden (2.2) denklemini sağlıyorsa bu yüzey
ailesine (2.2) denkleminin tam integrali (tam çözümü) denir (Koca, 2008).

Tanım 7. Bir kısmi diferensiyel denklemdeki bağımlı değişken (veya bağımlı değişkenler) ve
denklemdeki bütün kısmi türevleri birinci dereceden ve denklemin bağımlı değişken ile onun
türevleri parantezinde yazdığımızda katsayılar yalnızca bağımsız değişkenlerin fonksiyonu
oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde lineer olmayan denklem denir. x, y bağımsız
ve u bağımlı değişken olmak üzere, iki bağımsız ve bir bağımlı değişken içeren birinci ve ikinci
mertebeden lineer kısmi diferensiyel denklemlerin genel şekilleri sırasıyla

P (x, y)ux +Q(x, y)uy +R(x, y)u = S(x, y),

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +D(x, y)ux + E(x, y)uy + F (x, y)u = G(x, y)

formundadır (Koca, 2008).

Tanım 8. Bir kısmi diferensiyel denklem, denklemin içerdiği en yüksek mertebeden kısmi
türeve göre (denklemdeki düşük mertebeli türevlerin ve bağımlı değişkenin bulunuş şeklinden
bağımsız olarak) lineer ise bu denkleme yarı - lineer (kuasi - lineer) denir. x, y bağımsız ve
u bağımlı değişken olmak üzere, iki bağımsız ve bir bağımlı değişkene sahip birinci ve ikinci
mertebeden yarı - lineer denklemlerin genel şekilleri sırasıyla

P (x, y, u)ux +Q(x, y, u)uy = R(x, y, u),

A(x, y, u, ux, uy)uxx +B(x, y, u, ux, uy)uxy + C(x, y, u, ux, uy)uyy +D(x, y, u, ux, uy) = 0

formunda gösterilebilir (Koca, 2008).

Not 2. Her lineer denklem aynı zamanda yarı - lineerdir, fakat yarı - lineer denklem lineer
bir denklem olmayabilir. Bu tersi duruma örnek olarak,

uuxy − uxuy = 0

yukarıdaki denklem verilebilir.
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Tanım 9. Bir kısmi diferensiyel denklem yarı - lineer ve denklemde görülen en yüksek
mertebeden türevlerin katsayıları yalnızca bağımsız değişkenlerin fonksiyonları ise bu
denkleme hemen hemen lineerdir denir. x, y bağımsız ve u bağımlı değişken olmak üzere,
iki bağımsız ve bir bağımlı değişkene sahip ikinci mertebeden hemen - hemen lineer bir
denklemin genel formu

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +D(x, y, u, ux, uy) = 0

şeklindedir (Koca, 2008).

2.2 Oluşum Denklemleri

Zamana bağlı kısmi diferensiyel denklemlere oluşum denklemleri denir. Yani
bağımsız değişkenlerinden biri t zaman olan kısmi diferensiyel denklemlere denilmektedir.
Oluşum denklemleriK[u]; u ve u nun x e göre türevlerinin tanımlı fonksiyonu olmak üzere

ut = K[u]

formu şeklindedir. Eğer K[u], u terimine göre lineer ise, bu tip denklemlere lineer oluşum
denklemleri ve K[u], u terimine göre lineer değil ise, bu tip denklemlere lineer olmayan
oluşum denklemleri denilir. Lineer dalga denklemi veya bir teldeki titreşimi, ısı iletimini
tanımlayan denklemler lineer oluşum denklemlerine verilebilecek ilk akla gelen örneklerdir
(Keskin, 2010). Aşağıda bazı iyi bilinen oluşum denklemi örnekleri verilmiştir.

- u bağımlı değişken x, y, z, t bağımsız değişkenler olmak üzere

utt − c2uxx = 0

utt − c2(uxx + uyy) = 0

utt − c2(uxx + uyy + uzz) = 0

şeklinde yazılan denklemlere sırasıyla bir boyutlu, iki boyutlu, üç boyutlu lineer dalga
denklemi denir (Gümüş, 2018).

- u bağımlı değişken x ve t bağımsız değişkenler olmak üzere

ut − kuxx = 0

denklemine bir boyutlu lineer ısı denklemi denir (Gümüş, 2018).

Lineer olmayan oluşum denklemleri ise mekanik, fizik, kimya, biyoloji gibi birçok
daldaki problemlerde gözlenmektedir (Keskin, 2010). Şimdi lineer olmayan oluşum
denklemleri için birkaç örnek verelim.
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- u bağımlı değişken x, t bağımsız değişkenler olmak üzere

ut + uux = 0 (2.4)

denklemine birinci mertebeden lineer olmayan bir dalga oluşum denklemi denir (Gümüş,
2018). (2.4) denklemi u(x, t), t zamanında x konumundaki araçların yoğunluğunu gösteren
bir boyutlu trafik çalışmalarından türetilmiştir. Korunum kanunlarına sahip olan gaz dinamiği
çalışmaları için de (2.4) denklemi bir model denklem olarak kullanılmaktadır (Gümüş, 2018).
Doğada ikinci basamaktan lineer olmayan oluşum denklemleri ile de karşılaşılabilir. Bu tip
denklemlere örnek olarak da aşağıdaki denklemler verilebilir.

- Birim zamanda anlık sıcaklığa bağlı olarak ısı üreten bir ısı kaynağıyla, bir cisimdeki
ısı transferi incelendiğinde u bağımlı değişken t bağımsız değişken f fonksiyon ve k bir sabit
olmak üzere

ut = div(k∇u) + f(u)

lineer olmayan ısı denklemine rastlanır (Tatar, 2009).

- Yer değiştirmeye bağlı, lineer olmayan bir dış kuvvet nedeniyle zorlamalı titreşimi
göz önünde bulundurulduğunda u bağımlı değişken x, t bağımsız değişkenler f fonksiyon ve
a bir sabit olmak üzere

utt − a2uxx = f(u)

şeklindeki lineer olmayan bir dalga denklemi bulunur (Tatar, 2009).

- Kuantum mekaniğinde karşılaşılan, sırasıyla aşağıdaki formlarda verilen
Sine-Gordan, Klein-Gordan, Kübik Schrödinger lineer olmayan oluşum denklemleri u

bağımlı değişken t bağımsız değişken vem, γ sabitler olmak üzere

utt −△u+ sinu = 0,

utt −△u+mu+ γu3 = 0,

iut −△u+ γ | u2 | u = 0

şeklinde verilebilir (Tatar, 2009).

- Polimerler, camlar ve bunlar gibi ikili alaşımların faz geçişleri üzerinde yapılan
çalışmalarda, yüksek basamaktan lineer olmayan oluşum denklemi olan Cahn-Hilliard
denklemi ∈ belirli bir küçük sabit, genellikle Φ(u) = u3 − u olarak alınmak üzere

ut+ ∈ △2u = △Φ(u)

dördüncü basamaktan bir oluşum denklemidir (Tatar, 2009).
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- Yüksek mertebeden oluşum denklemlerine verilebilecek diğer bir örnek ise; u
bağımlı değişken x, t bağımsız değişkenler ve a, b sabitler olmak üzere

ut + auux + buxxx = 0

KdV (Korteveg-de Vries) denklemi olarak bilinen bir yüksek mertebeden lineer olmayan
oluşum denklemidir. KdV denklemini ilk olarak 1834 yılında Edinburg ile Glasgow
arasındaki kanalda soliter dalgaları inceleyen J. Scott Russel’in keşfetmesi ve sığ sulardaki
dalga dinamiği olarak tanımlanması sonucunda bu denklem tanınmaya başlandı (Yeşil,
2009).

2.3 İntegrallenebilirlik

Lineer olmayan adi veya kısmi diferensiyel denklemler dinamik sistemler olarak da
bilinir. Dinamik sistemler bağımlı değişkenlerin sayısına, dış kuvvetlerin doğa ve etki
alanlarına, sistemin enerjisine bağlı olarak faz uzayında düzenli yörüngelerin yanı sıra
kaotik yörüngeler de meydana getirirler. Dinamik sistemlerin düzgün ve kaotik rejimlerinin
belirlenmesi, karakterizasyonu ve sınıflandırılması genellikle iyi tanımlı analitik metotların
olmayışı sebebi ile başarılı olamamaktadır. Aslında lineer olmayan dinamik sistemlerde
verilen sistemin hareketinin ne zaman düzgün olduğunu bulmak önemli bir problemdir.
Başka bir deyişle Hamilton olabilen ya da olamayan bir dinamik sistem hangi şartlar altında
ne zaman tamamen integrallenebilirdir ve ne zaman düzensiz ya da kaotik hareket alanına
geçerek integrallenemezdir.

Bu araştırmalar yapılırken, integrallenebilirliğin ne olduğu ve onun ne zaman
bulunabileceği soruları doğal olarak ortaya çıkacaktır. İntegrallenebilirliğin ne olduğuna
dair yanıt pek açık değildir. Bunun sebebi ise integrallenebilirliğin bazı kavramları iyi
tanımlı değildir ve şimdiye denk anlaşılabilir bir tanımı bulunmamaktadır.
İntegrallenebilirlik hallerini anlamayı kolaylaştıran iyi tanımlı bir ölçüt bulunmayışından
ötürü, integrallenebilirliğin ne zaman bulunabileceğine de cevap vermek kolay değildir
(Bekir, 2005).

İntegrallenebilirlik, dinamik sistemi global olarak anlamak ve nicel bilgi elde etme
işinde başarıyla kullanılabilen matematiksel bir özellik olarak düşünülebilir. Bu tezin
amaçlarından biri de tekil nokta analizinin tarihsel gelişmesini anlatmak ve bunun en
gelişmiş formu olan Painlevé metodunu bazı lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlere
uygulamaktır.
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2.4 Painlevé İntegrallenebilirliği

Tekil nokta analizi olarak da bilinen Painlevé metodu serbest değişkeni içeren
kompleks düzlemde, kutuplar, cebirsel ve logaritmik dallanma noktalar ve esas tekillikler
gibi genel çözümlere sahip olan tekillikleri bulmak, cinslerini belirlemek ve çözümün hangi
şartlar altında meromorfik olduğunu araştırmaktır. Varsayalım ki dinamik bir sistem olsun.
Bu dinamik sistem Painlevé özelliğine sahip bir diferensiyel denklem sistemi ile
ilişkilendiriliyorsa bu dinamik sistem de integrallenebilir ve çözüm de hareketli bir tekil
nokta civarında bir Laurent serisine açılmalıdır (Bekir, 2005).

Adi bir diferensiyel denklemin P-tipinde olup olmadığını incelemek için
M.J.Ablowitz, A.Ramani, H.Segur tarafından geliştirilen ARS metodundan yararlanılır.
Kısmi diferensiyel denklemler için de ARS metodundan yola çıkarak bir algoritma
yazılmıştır. Fakat bu algoritmanın kesinliğe sahip olması için bazı değişikliklere ihtiyacı
olmaktadır. Bu algoritmaya göre kısmi diferensiyel denklemin tüm indirgemelerinin
yapılması gerekir. Ancak bu epeyce zordur. Bu sebeple ARS metodu Weiss, Tabor ve
Carnevale tarafından bir tekillik manifoldu civarında açılım kavramı getiren adi diferensiyel
denklemi indirgemeye ihtiyaç duymadan kısmi diferensiyel denklemin doğrudan
incelenmesine imkan verecek şekilde genişletilmiştir (Weiss vd. 1983).

Painlevé özelliğini olası integrallenebilir bir denklemi tanımlamak için bir metot
olarak kullanan ilk insan bir sabit nokta hakkında katı bir cismin rotasyonunu çalışan
Sophie Kowalevski’dir (Kruskal ve Clarkson, 1992). Doğal olayların modelleri olarak
integrallebilir dinamik sistemler evrensel bir rol oynamaktadır. Bir lineer olmayan kısmi
diferensiyel denklem veya adi diferensiyel denklemin Painlevé özelliğine sahip olması
denklemin integrallebilir olduğunu gösterir. Öte yandan eğer bir denkleme Painlevé metodu
uygulandığında denklem Painlevé özelliğine sahip değilse bu denklem için integrallenemez
denilmez. Ayrıca o denklem özel durumda integrallebilir de olabilir. Eğer Painlevé metodu
ile denklem integrallenebilir değilse daha farklı metotlar ile integrallenebilirliğini kontrol
edilebilir. Bu metotlardan biri ters saçılım metodu olarak örnek verilebilir. Eğer bir
denklem ters saçılım metodunun herhangi bir formu ile çözülebiliyorsa bu denklem tam
integrallenebilirdir diye adlandırılır (Kruskal ve Clarkson, 1992). Bu terminoloji tam
integrallenebilir Hamilton sistemleri olarak KdV denkleminin yorumundan
kaynaklanmaktadır. Yani temelinde Hamilton sistemlerine dayanır. Örnekleri çoğaltacak
olursak bir kısmi diferensiyel denklemin n-soliton çözümünün bulunması, sonsuz tane
simetri üreticine sahip olması, Hamilton yapıda olması o denklemin integrallenebildiğini
gösterir (Kruskal ve Clarkson, 1992). Bu bahsedilen metotlar sayesinde integrallenebilirlik
test edilebilir. Şimdi, kısmi diferensiyel denklemlere Painlevé metodu uygulanırken
bilinmesi gereken bazı kavram, tanım ve teoremlerden bahsedilecektir.
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Tanım 10. Bir w = f(z) kompleks fonksiyonu bir z0 noktası ve bu noktanın
komşuluğundaki her noktada türevli ise f(z) ye z0 noktasında analitik fonksiyon denir (Zill
ve Shanahan, 2013).

Tanım 11. Bir f(z) kompleks fonksiyonunun analitik olmadığı noktaları f(z) nin singüler
(tekil) noktalarıdır (Zill ve Shanahan, 2013).

Tanım 12. z = z0 noktası w = f(z) kompleks fonksiyonun bir singüler (tekil) noktası
olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu, z0 noktasının bir delinmiş komşuluğunda analitiktir ve
Laurent seri açılımı elde edilebilir. Singüler noktalar ayrık ve ayrık olmayan olmak üzere
ikiye ayrılır. Eğer f fonksiyonu z0 noktasında analitik değil fakat R > 0 için
0 <| z − z0 |< R de analitik ise bu durumda z0 noktasına f fonksiyonun ayrık singüler
noktası denir. Başka bir deyişle z0, f fonksiyonun singüler noktası olmak üzere, bu
komşulukta fonksiyonun başka singüler noktası bulunmuyorsa z0 noktasına f fonksiyonun
ayrık singüler noktası denir. Bir f(z) fonksiyonun z = z0 tekil noktasının her komşuluğu
z0 dışında f nin en az bir tekil noktasını içeriyorsa z0 a f nin ayrık olmayan tekil noktası
denir. Örneğin; f(z) =

1

z
fonksiyonu için z = 0 ayrık singüler noktadır. Ancak

g(z) = Logz fonksiyonu orijin ve negatif reel eksen üzerindeki tüm noktalarda ayrık
olmayan singülerliğe sahiptir (Zill ve Shanahan, 2013).

Laurent Serileri: Bir z0 noktası civarındaki dairenin tümünde analitik olan f

fonksiyonunun, z0 noktası komşuluğunda yakınsak bir seriye açılabileceğini göstermek için
Taylor teoremini kullanılır. Fakat; f(z) =

1

z
, f(z) =

ez

z2
şeklindeki fonksiyonlar z = 0

noktasında analitik olmadıklarından, bu tür durumlardaki fonksiyonlara Taylor açılımı
uygulanamaz. Bu tür fonksiyonları ifade etmede kullanılan ve 1840 yılları civarında
Laurent tarafından formülleştirilen açılımlara Laurent açılımı veya Laurent serisi adı
verilmektedir. Bu seriler kompleks sayılar teorisinde büyük rol oynamaktadır. Örneğin; bir
fonksiyonun singüler noktası bulunup, ne tür bir singülariteye sahip olduğunun tespit
edilmesinde, fonksiyona ait Laurent açılımını kullanılır. Genel olarak bir f fonksiyonunun
Laurent serisi

f(z) = · · ·+ b−n

(z − z0)n
+ · · ·+ b−1

z − z0︸ ︷︷ ︸+b0 + b1(z − z0) + · · ·+ bn(z − z0)
n + · · ·︸ ︷︷ ︸

Esas kısım Regüler kısım

şeklindedir (Zill ve Shanahan, 2013).

Teorem 1. ( Laurent Teoremi ): f fonksiyonu D = {z ∈ C : r <| z − z0 |< R} halka
bölgesinde analitik olsun. O halde ∀ z ∈ D için f fonksiyonu

f(z) =
∞∑
bn

n=−∞

(z − z0)
n
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seri açılıma sahiptir. Bu seriye f fonksiyonunun z0 etrafındaki Laurent serisi denir. bn
kaysayıları

bn =
1

2πi

∫
C

f(s)

(s− z0)−n+1
ds; n = 0,±1,±2, ...

şeklinde ifade edilir. Burada z0, C nin bir iç noktası ve C tamamen D bölgesinde yer alan
basit kapalı pozitif yönlü bir eğridir (Sloughter, 2004).

Tanım 13. f fonksiyonu z = z0 noktasında ayrık singülerliğe sahip olsun.

a) Kaldırılabilir singülerlik: Eğer f fonksiyonunun z0 noktasının bir
komşuluğundaki Laurent seri açılımında (z − z0) ın negatif kuvvetleri bulunmuyorsa, z0
noktasına f fonksiyonunun kaldırılabilir singüler noktasıdır denir (Zill ve Shanahan, 2013).

b) Kutup noktası: Eğer f fonksiyonunun z0 noktası civarındaki Laurent seri
açılımında esas kısım sıfırdan farklı sonlu sayıda terimler içeriyorsa, z0 noktasına f

fonksiyonunun bir kutup noktasıdır denir. Eğer esas kısımda sıfırdan farklı son katsayı
n ≥ 1 olmak üzere, z0, f fonksiyonunun n inci mertebeden kutup noktasıdır. Özel olarak
n = 1 ise, z0, f fonksiyonunun basit kutup noktasıdır denir (Zill ve Shanahan, 2013).

c) Esas singüler nokta: f fonksiyonunun z0 noktası civarındaki Laurent seri
açılımının esas kısmı sonsuz çoklukta terim içeriyorsa, z0 noktası f fonksiyonun esas
singüler noktasıdır denir (Zill ve Shanahan, 2013).

Tanım 14. Bir f fonksiyonunun belli bir bölgede tekillikleri sadece kutup noktaları ise yani
kutuplar dışında her noktada analitik ise f , bu bölgede bir meromorf fonksiyondur denir
(Bekir, 2005).

Sabit ve Hareketli Tekillikler: Bir diferensiyel denklemin tekil noktaları sabit ve
hareketli olmak üzere iki şekilde karşımıza çıkar. Diferensiyel denklemde çözümler,
integral sabitlerini içerdiğinden, bu tekil noktalar integral sabitlerine ve dolayısıyla
problemin başlangıç ve sınır şartlarına bağlı olabilirler. Böyle tekil noktalara hareketli tekil
noktalar denir. Öte yandan, tekil noktalar integral sabitlerine bağlı değilse, bu türdeki tekil
noktalara sabit tekil noktalar denir (Kangalgil, 2008).

Cebirsel Dallanma Tekilliği: n > 1 pozitif tamsayı olmak üzere w = f(z) = (z −
z0)

1
n şeklindeki çözüm z = z0 noktasında cebirsel dallanma tekilliğine sahiptir denir. w =

f(z) = ( z2 + 1)
1
2 fonksiyonu z = ±i noktalarında cebirsel dallanma tekillik noktalarına

sahiptir (Kangalgil, 2008).
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Cebirsel dallanma tekilliği çok değerli fonksiyonlarla ilgilidir. w = f(z)

fonksiyonunda z nin her bir değerine w nin tek bir değeri karşılık geliyorsa w ye z nin tek
değerli fonksiyonu denir ya da f(z) tek değerlidir denir. Örneğin, w = f(z) = z2

fonksiyonu tek değerli fonksiyondur. z nin her bir değerine karşılık w nin birden çok değeri
karşılık geliyorsa w ye z nin bir çok değerli fonksiyonu denir. Örneğin, w = f(z) =

z
1
2 fonksiyonu çok değerli bir fonksiyondur. z = −1 noktası için w nin ±i şeklinde iki

değeri karşılık gelir. w = f(−1) = (−1)
1
2 = {z ∈ C | z2 = −1} = {±i}.

2.5 Tam Çözümler

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin tam çözümleri periyodik, kompleks, kink,
soliton ve kompakton çözümler şeklinde elde edilir. Periyodik çözümler, sin, cos, tan, cot
fonksiyonlarını içeren çözümlerdir. Kompleks çözümler, karmaşık sonuçlar içeren
çözümlerdir. Kink çözümler, (a + tanh) ve (a + coth) fonksiyonlarını içeren çözümlerdir.
Soliton çözümler, sinh, cosh, tanh, coth, sech, cosech fonksiyonlarını içeren çözümlerdir.
Kompakton çözümler, sin2, cos2, sec2, cosec2 fonksiyonlarını içeren çözümlerdir (Topoğlu,
2007).

2.6 Dalgalar

Bir boşlukta yayılan veya bir ortamda bir kaynak tarafından meydana gelen, enerjinin
taşınmasını sağlayan, titreşimin bir noktadan diğer noktalara iletilmesine dalga denir. Her
dalga hareketinin kendine özgü bir enerjisi vardır. Güneş ışığından alınan enerji ile oluşan
okyanus dalgaları ve depremlerin yıkıcı etkileri buna örnek verilebilir. Dalgalar mekanik ve
elektromanyetik dalga olmak üzere ikiye ayrılır (Gümüş, 2018).

2.6.1 Mekanik Dalga

Yayılması için katı-sıvı-gaz gibi maddesel ortamlara ihtiyaç duyan dalgalara
mekanik dalga denir. Örnek olarak yay, su, ses ve deprem dalgaları verilebilir. Mekanik
dalgalar ortamın esnekliği nedeniyle denge konumuna varmaya çalışırken salınımlar yapar.
Böylece salınım etkisi esneklik kuvvetinden kaynaklı maddenin yerini değiştirmeden
hareketin yerini değiştirmiş olur. Mesela bir sarmal yay üzerinde dalga oluşturabilmek için
yayın herhangi bir noktasına kuvvet uygulamak gerekir. Yaya kuvvet uygulandığında
kuvvetin uygulandığı parçacık hareket eder ve yay üzerindeki parçacık uygulanan kuvvet
etkisiyle hareket esnasında iş yapmış olur. Dalga yayıldıkça yayın her parçası yanındakine
kuvvet uygular ve böylece yayın tamamı iş yapmış ve enerji bir parçacıktan diğer parçacığa
hareket enerjisi olarak aktarılmış olur (Gümüş, 2018).
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2.6.2 Elektromanyetik Dalga

Yayılması için ortamlara gerek duymayan boşlukta da yayılabilen dalgalara
elektromanyetik dalga denir. Bu tür dalgalara örnek olarak radyo dalgaları, mikro dalgalar,
ışık, X ışınları verilebilir (Gümüş, 2018).

Dalgaların Ortak Özellikleri :

Dalga Boyu :Ardışık iki dalga çukuru ya da iki dalga tepesi arasındaki yatay uzaklığa
dalga boyu denir. λ ile gösterilir.

Periyot : Bir tam dalganın oluşması için geçen süreye veya ardışık iki dalga çukuru
ya da iki dalga tepesinin geçmesi için geçen süreye periyot denir. T ile gösterilir.

Frekans : Birim zamanda oluşan dalga sayısına frekans denir. Periyot ve frekans
dalga kaynağına bağlıdır. Ortamın değişmesi periyot ile frekansı değiştirmez. f ile ifade
edilir.

Genlik : Tam bir dalganın tepesinin ya da çukurunun denge konumuna olan
uzaklığına genlik denir. Genlik dalganın taşıdığı enerji ile doğru orantılıdır.

Hız : Dalganın birim zamandaki yer değiştirmesine hız denir. Ortam aynı olduğu
sürece bir periyotluk zaman diliminde her dalga bir periyotluk sürede bir dalga boyu kadar
yol alır. Hızın frekansla değişimi dağılma (dispersiyon) olarak adlandırılır (Gümüş, 2018).

Şekil 2.1 Birim Zamandaki Salınım Sayısı
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2.7 Soliter Dalga ve Soliton Dalgaların Keşfi

Sonlu bir genliğe sahip, sabit hız ve sabit bir şekil ile ilerleyen hareketli dalgalara
soliter dalga denir. Soliton dalga ise benzer türdeki başka bir dalga ile çarpıştığında şeklini
ve hızını değiştirmeyen soliter dalga çeşitidir. İki tane soliter dalga birbirlerine gittikçe
yakınlaştıkça zamanla deforme olur ve sonuçta tek bir dalga paketinde birleşirler. Bu dalga
paketi, bir süre sonra çarpışmadan önce ki aynı şekil ve hıza sahip iki soliter dalgaya ayrılır.
Çarpışma, hiçbir dalganın dalga formuna zarar vermez. Çarpışma anında dalga genliği iki
dalganın toplamından daha küçük olur. Bu lineer olmayan bir davranıştır. Lineer olmama
durumu hayati bir önem taşır. Birçok oluşum denklemleri için, soliter dalgalar elastik
olmadan dağılır ve radyasyona bağlı olarak enerji kaybeder. Solitonlar için bu durum
benzer şekilde değildir. Tamamen lineer olmayan bir etkileşimden sonra soliter dalgalar
aynı hız ve şekille kimliklerini koruyarak dağılırlar. Kararlılık soliton fiziğinde önemli bir
rol oynar. Model denklemlerindeki solitonların kararlılığı, lineer olmama ve dağılma
arasındaki hassas dengeden kaynaklanır. Lineer olmama bir soliter dalganın daha uzakta
toplanmasına neden olur. Dağılma, bir yerde toplanmış dalganın yayılma efektidir. Eğer bu
iki zıt efektten biri kaybedilirse, solitonlar kararsız hale gelir ve sonuçta yok olurlar.
Dağılmayan dalgalar olarak bilinen solitonlar, ilk olarak John Scott Russell tarafından 1834
yılında Edinburg ile Glasgow arasındaki kanalda sığ sularında geniş bir soliter dalga olarak
gözlemlendi. Bu keşif soliton fiziğinin başlangıcı olarak söylenebilir. John Scot Russell
kanalda atların çekiyor olduğu bir botu izlerken sürekli bir formda ve kanal boyunca uzun
mesafeler kat eden dalgaların bozulma ve türbülansa karşı dağılmadan durabilmesini
sağlayan en iyi ortamın nasıl olması gerektiğini anlamaya çalışıyordu. Bot durmaya
çalıştığında suyun çalkantısı ile şeklini kaybetmeyen sabit bir hızda olduğu fark edilen bir
dalga botun ön taraflarında ortaya çıktı. J.S. Russell o zamanlar ”S.Russell tekil dalgası”
veya ”soliton” olarak adlandırılan bu dalgaları ”çevrimli dalga” olarak tanımladı. Bu
dalgaları at sırtında kanalda gözden kaybolana kadar en fazla 2 mil kadar takip etti ve dalga
hızının saatte en fazla 8 mil olduğunu hesapladı. J.S. Russell kendi laboratuarında deneysel
olarak bu tip dalgaları üretmeye çalıştı. Bütün bu çalışmalardan sonra bu tür dalgaların
özelliklerinin aşağıdaki gibi olduğuna kanaat getirdi. (Topoğlu, 2007)

-Dalgalar istikrarlı, değişmez ve uzun mesafeler boyunca ilerleyebilirler. (Normal
dalgalar ya düzleşme ya da dikleşme ve bozulma eğilimindedir.)

- Hızı dalganın boyutuna, genişliği de suyun derinliğine bağlıdır.

-Bu tip dalgalar, birleşmek yerine büyük bir dalga küçük bir dalgaya yetişir ve
üzerinden geçer. (Normal dalgalar birleşirler.)
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-Eğer dalga su derinliği için çok büyükse bir küçük bir de büyük iki dalgaya ayrılır.

Scott Russell’in gözlemleri Newton ve Bernouli’nin geçerli dalga teorilerini
kullanarak tekrar üretilemediği için tüm bilim insanları tarafından hoş karşılanmadı. Lord
Rayleigh 1870 yılında Russell’in gözlemlerini matematik modelleriyle bağdaştırmak için
bir yazı yazdı. Dalgaların sığ bir kanalın yüzeyindeki yayılımını açıklayan denklem
Korteweg de Vries tarafından 1895’de bulundu. Galilean uyguladıktan ve çeşitli
dönüşümler yaptıktan sonra KdV denklemini basitleştirilmiş şekliyle yazdı.

ut + 6uux + uxxx = 0

Bir diğer deyişle KdV diye adlandırdıkları bu denklem aslında Russell’in kanalda
gözlemlediği ve üzerine çalışmalar yaptığı solitonlar gibi sığ bir kanalın yüzeyindeki
dalganın dağılımını tanımlamak için yazılmıştı. Buna rağmen 1895’te çalışmalarını
yayımladıklarında Russell’in gözlem ve çalışmasını kabul etmediler. Oysa KdV denklemi
soliton ile çözülen en iyi bilinen lineer olmayan diferensiyel denklemlerden biridir. Bu
lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemin soliton çözümü

u(x, t) =
1

2
c sech21

2

√
c(x− ct+ δ)

şeklindedir. Burada c solitonun hızıdır ve δ fazdır. Bu John Scott Russell tarafından
gözlemlenen soliter dalgayı temsil eder ve tepe genliğinin hızın yarısı olduğunu gösterir. Bu
yüzden daha büyük soliter dalgalar daha fazla hıza sahiptir. Matematiksel sistemi fiziksel
sisteme bağlayan sezginin eksikliğine bağlı olarak lineer olmayan denklemlerle kontrol
edilebilen olgu ileriki araştırmaların akıllarda hala anlaşılması zor olgular olarak kalmasına
neden olmuştur. Solitonlar birçok lineer olmayan sistemin teorik ve bilimsel araştırmalarda
kullanılmasını sağlayan yaygın bir çözüm yeteneğine sahiptir. Solitonların başka bir soliton
ile etkileştikten sonra şeklini koruması ve dağılmaması özelliği teorik fizikçilerin
parçacıkları soliton gibi modellemesi için ikna edici olmuştur. Özellikle kuantum fiziğinde
parçacıkların hareketi tam olarak bu şekilde algılanıyor. Lineer olmayan Schrödinger
denklemi kuantum mekaniğinde parçacıkların herhangi bir andaki konumlarını belirleyip
modellemede kullanılır. Bu denklem için soliton çözümler bulunabilir (Topoğlu, 2007).

2.8 Soliton Teorisine Fiziksel Yorum

Fizik terimi olan dalga, bir ortamda veya bir boşlukta yayılan ve genellikle enerjinin
taşınmasına yol açan titreşime denir. Yaygın olarak bilinenleri, suda ilerleyen yüzey
dalgalarıdır. Buna ek olarak ses, ışık ve atomun içindeki taneciklerin hareketleri de dalga
özelliklerini gösterir. En basit dalgada bile titreşimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile
periyodik olarak salınım yaparlar. Ses dalgaları gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri
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bir ortama ihtiyaç duyarlarken, elektromanyetik dalgalar bir ortama ihtiyaç duymazlar ve
boşlukta da yayılabilirler. Bir ortamdaki bir dalganın yayılması ortamın özelliklerine de
bağlıdır (Crawford, 1983). Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak sınıflandırılabilirler.
Duran dalgalar, pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardır. Bu tip dalgalar, dalganın
bulunduğu ortam dalganın hareket ettiği yönün tersine hareket ettiğinde veya durağan bir
ortamda birbiri ile zıt yönde ilerleyen dalgaların girişmesi sonucunda oluşurlar. İlerleyen
dalgalar ise, bir noktadan diğer bir noktaya madde taşıması söz konusu olmaksızın enerjinin
yayılması ile oluşan dalgalardır. Solitonlar ise aşağıdaki iki temel özelliği sağlayan lineer
olmayan dalgalar olarak tanımlanabilir (Wadati, 2001).

i) Şekil, hız gibi özellikleri değişmeksizin yayılan yerleşik (lokalize) dalgalardır.

ii)Karşılıklı çarpışmaya karşı kararlıdırlar ve kendi özelliklerini çarpışma sonrasında
koruyabilirler.

Dolayısıyla büyük genlikli bir soliter dalgası, küçük genlikli bir soliter dalgasına
göre daha hızlı hareket eder. Bir soliter dalgasının hızı genliği ile orantılı olduğundan, bir
soliter dalga normal dalgalardan farklıdır. Örneğin biri alçak biri yüksek iki ses aynı anda
oluştuğunda, kulağımız her iki seside aynı anda duyacaktır. Fakat bu iletim esnasında
soliter dalgaları kullanılsaydı, yüksek sesi daha önce duymamız gerekirdi. İnsan
vücudundaki sinirler arasındaki iletişim ise normal dalgalarla yapılmazlar. Sıcak bir çay
bardağı ele alındığında sıcaklık kademeli olarak hissedilirken, kor halindeki sıcak bir kömür
parçasına veya sıcak bir fırına el yaklaştırıldığında, sıcaklık hemen hissedilir ve el geriye
çekilir. Dolayısıyla sinirler bir nevi soliter dalgası oluşturarak beyine bilgiyi en kısa sekilde
normal dalgalara göre daha hızlı olarak iletirler. Günümüzde ilk kez bir su kanalında
gözlenen soliter dalgası artık soliton olarak; akışkanlar mekaniği, temel parçacıklar fiziği,
lazer fiziği, süper iletkenlik fiziği, biyofizik gibi bir çok fizik alanlarında kullanılmaktadır
(Chaohao, 1995).

Şekil 2.2 Soliter Dalganın Hareketi
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3. METOTLAR

Bu bölümde öncelikle, kısmi diferensiyel denklemlerin integrallenebilirliğini test
eden Weiss, Tabor, Carnevale (WTC) algoritması olarak da bilinen Painlevé metodu
verilmiştir. Daha sonra lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlere dalga dönüşümü
uygulanarak lineer olmayan adi diferensiyel denkleme dönüştürüp, bu tip denklemlerin tam
çözümlerini bulmayı amaçlayan yöntemlerden olan genelleştirilmiş Kudryashov metodu ve
Jacobi eliptik fonksiyon metodu verilmiştir. Son olarak da kısmi diferensiyel denklemlerin
korunum kanunlarının bulunmasını amaçlayan ve ilk olarak Alman bilim adamı Steudel
tarafından ortaya atılan çarpan metodu verilmiştir.

3.1 Kısmi Türevli Denklemler için Painlevé Metodu
(WTC)

Diferensiyel denklemlerin singüler noktaları, sabit singüler noktalar ve hareketli
singüler noktalar olmak üzere ikiye ayrılır. Denklemdeki sabit aykırı noktalar, denklemin
çözümü yapılmadan da bulunabilen tekilliklerdir. Hareketli aykırı noktalar ise başlangıç
koşullarına bağlı olan lineer olmayan denklemlerde karşımıza çıkan tekilliklerdir. Bir
diferensiyel denklemin Painlevé özelliğini taşıması için çözümün tüm hareketli tekil nokta
civarında Laurent serisine açılması gerekir (Bekir, 2005). 1980 yılında Ablowitz, Ramani,
Segur (ARS) bir adi diferensiyel denklemin P-tipinde olup olmadığını belirlemeye yarayan
ARS algoritmasını ortaya atmışlardır (Ablowitz vd. 1980). Algoritma derken özel türde bir
problemi çözmek için standardize edilmiş herhangi bir yöntem (metot) demek istenmiştir.
Ayrıca bu yöntem aykırı (tekil) nokta analizi, Painlevé testi olarak da bilinmektedir
(Ablowitz vd. 1980). Adi diferensiyel denklemlerin Painlevé özelliği araştırılırken
uygulanan ARS algoritması, kısmi diferensiyel denklemler için WTC algoritması olarak
geliştirilmiştir (Özemir, 2012). ARS algoritması ile incelenen adi diferensiyel denklemde
indirgeme yapılmadan kısmi diferensiyel denklemlerin doğrudan incelenmesini sağlamak
amacı ile geliştirilen tekillilik manifoldu komşuluğunda açılım kavramı ilk defa 1983
yılında Weiss, Tabor ve Carnevale (WTC) tarafından ortaya konmuştur (Weiss vd. 1983).

Tanım 15. (Tekillik Manifoldu): Tanım 1 de kısmi diferensiyel denklemin genel formu
verilmiştir. Bu denklem için bağımlı değişken u nun Laurent seri açılımı

u = ϕα

∞∑
j=0

ujϕ
j (3.1)
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şeklinde tanımlanır. i = 1, ..., n ve zi = zi(x, y) olmak üzere, burada geçen

ϕ(z1, z2, ...zn) = 0 (3.2)

ifadesine tekillik manifoldu denir (Bekir, 2005).

Şimdi kısmi diferensiyel denklemler için WTC yöntemini dört adımda inceleyelim
(Bekir, 2005).

I.Adım: Etkin davranışın bulunması

ϕ keyfi bir fonksiyon olmak üzere

u = u0ϕ
α (3.3)

ifadesinin (2.1) kısmi diferensiyel denkleminin etkin terimlerinde (en yüksek mertebeden
lineer terim ve lineer olmayan en yüksek dereceli terim) yerine yazılarak dengelenen her bir
terim için bulunabilecek tüm αi değerleri elde edilir ve fonksiyonun en alt sınırını gösteren
α değeri (dengelenme sayısı) algoritmada kullanılmak üzere buradan belirlenir. Yöntemin
uygulanabilmesi için α değerinin negatif tam sayı olması gerekir (Kaur ve Wazwaz, 2018).
Belirlenenα değerinden sonra n denkleminmertebesi olmak üzereϕα−n terimlerinden oluşan
denklemden u0 ̸= 0 olmak üzere ϕ nin kısmi türevlerinden oluşan u0 baş terimi elde edilir.
Bulunan değerler bu koşulları sağlamaz ise yöntem uygulanmaya devam edilemez.

II. Adım: Dallanmaların belirlenmesi

Yalnızca ϕ ve ϕ nin kısmi türevlerine bağlı olan denkleme Ej denilsin. E0 = 0

denklemi çözüldüğünde, birkaç çözüm bulunabilir. Bu çözümlere dallanma adı verilir.

III. Adım: Rezonansların bulunması

E0 = 0 denkleminde belirlenemeyen uj fonksiyonlarının j değerlerinin bulunmasıdır.
Bu adımda önceden elde edilen α ve u0 değerleri

u = u0ϕ
α + ujϕ

α+j (3.4)

fonksiyonunda yerine yazıldıktan sonra Tanım 1 deki kısmi diferensiyel denklemde yerine
koyulup, lineer olan ϕα+j−n teriminin katsayılarından oluşan polinom sıfıra eşitlenir
(P (j) = 0) ve denklemin köklerinden oluşan değerler rezonans değerleri olarak bulunur.
(3.4) fonksiyonu Tanım 1 de yerine yazıldıktan sonra oluşan Ej = 0 denkleminde her
zaman (j + 1) çarpanı bulunması gerekir. Yani j = −1, Ej = 0 denkleminin her zaman bir
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kökü olarak karşımıza çıkar. Bu sebeple j = −1 iken ϕ manifoldu da daima keyfidir.
(Kangalgil, 2008) (Öğün, 2008).

Not 3. i) Laurent seri açılımının kısmi diferensiyel denklemin genel çözümü olması için, Ej

denkleminin n − 1 tane negatif olmayan farklı tam sayı ve gerçel rasyonel kökü olmalıdır.
Eğer bu şart sağlanmıyorsa çözümlerden hiçbiri genel çözüm değildir. (Bekir, 2005)

ii) Rezonansların negatif olduğu durumu bu test yapılırken ihmal etmeliyiz çünkü
genel çözüm bulurken Laurent seri açılımı negatif olmayan rezonans değerleri alınarak
tanımlanır. (Bekir, 2005)

iii) Rezonansların pozitif olduğu durumda gerçel tam sayı olmayan herhangi bir kök
varsa bu denklemde hareketli dallanma noktası olduğunu gösterir. Buna karşılık gelen
çözümler genellikle Painlevé özelliğini taşımaz. (Bekir, 2005)

IV. Adım: Keyfi fonksiyonların bulunması ve rezonanslardaki bağdaşabilirlik
şartlarının sağlanması

Bir önceki adımda bulunan rezonansların en büyüğü js olsun. O halde

u =

js∑
j=0

ujϕ
j+α (3.5)

sonlu toplamı Tanım 1 deki kısmi diferensiyel denklemde yerine yazılıp, ϕα+j−n teriminin
katsayılarının bulunması ile

P (j)uj +Rj = 0 (3.6)

elde edilir. Burada Rj , k = 0, 1, 2, ...j − 1 olmak üzere ϕ ve uk nın kısmi türevlerini içinde
bulunduran bir polinomdur. Buradan uj, (j = 0, 1, 2, ..., js) fonksiyonları için indirgeme
bağıntısı belirlenir. j rezonansı için P (j) = 0 olduğundan Rj fonksiyonu özdeş olarak sıfır
ise (3.6) den elde edilen uj fonksiyonlarının keyfi olduğu ve rezonansın bağdaşabilir olduğu
söylenir (Hao vd. 2008). Sıfırdan farklı ise ϕ keyfiliği için (3.1) Laurent seri açılımı yoktur.
Ayrıca bir rezonans değeri daima −1 dir ve bu da ϕ fonksiyonunun serbest tekillik
manifolduna karşılık geldiğinden bu rezonans her zaman bağdaşabilirdir (Verma ve Kaur,
2018). Son olarak j nin bütün pozitif değerlerindeki rezonansların hepsi bağdaşabilir
olmalıdır (Kaur ve Wazwaz, 2018). Eğer bütün bu koşullar sağlanıyorsa bu kısmi
diferensiyel denklem Painlevé özelliğini sağlar yani integrallenebilirdir denir (Hao vd.
2008).

Not 4. Eğer dallanma birden fazla ise KDD nin integrallenebilir olması için oluşan
dallanmaların rezonanslarına karşılık gelen uj fonksiyonlarının hepsinin keyfi olması ve
rezonanslarının hepsinin bağdaşabilir olması gerekir.
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Not 5. Bir kısmi diferensiyel denklem Painlevé özelliğine sahipse (P-tipinde ise),
integrallenebilirdir denir. Fakat integrallebilirse Painlevé özelliğini sağlamak zorunda
değildir. Öte yandan Painlevé özelliğini sağlamayan bir kısmi diferensiyel denklem için bu
KDD integrallenemez denilemez. İntegrallenebilirliğini kontrol etmek için daha başka
metotlar uygulanmalıdır.

Not 6. Tekillik manifoldu belli bir kısmi diferensiyel denklemi sağladığında sonsuz serinin
kesilebileceğini ve eldeki lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemin sonlu seri şeklinde bir
özel çözümünün bulunabileceğini göstermişlerdir. (Bekir, 2005)

Not 7. Painlevé özelliği olan bir denklemin bağımsız değişkenlerine göre türevi alınırsa
oluşan yeni denkleminde Painlevé özelliğine sahip olduğu söylenebilir. (Bekir, 2005)

Not 8. WTC algoritması bir kısmi diferensiyel denkleme uygulandıktan sonra denklemin
Painlevé özelliğine sahip olmadığı ile karşılaşılıyorsa, denklemin özel çözümünün Painlevé
özelliğini sağlayıp sağlamadığı kontrol edilebilir.

3.2 Tam Çözüm Metotları

Matematiksel fizik alanında metotlar kullanarak lineer olmayan denklemleri çözmek
ve tam çözümlerini aramak önemli bir rol oynar. Son on yılda tam çözüm, matematikçiler
ve fizikçiler için son derece aktif araştırma alanlarından biri haline gelmiştir. Modelleme
yapmak, çözümlerin kararlılığını analiz etmeyi ve kısmi diferensiyel denkleme nümerik
analiz yapmayı sağlar. Fizik, mekanik, kimya ve biyoloji gibi birçok önemli alan ve
dinamik süreçlerde lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlere rastlayabiliriz. Lineer
olmayan dalga; dağılım, dağılma, yayılma, reaksiyon ve taşınım olayları lineer olmayan
oluşum denklemlerinde son derece büyük bir öneme sahiptir. Son zamanlarda lineer
olmayan kısmi diferensiyel denklemlerinin araştırma alanında önemli ilerlemeler vardır.
Lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlere tam çözümler bulmada, soliton teorisinin
gelişmesiyle de araştırmacılar uygun teknikler kullanarak sonuçlara ulaşmaktadır.
Özellikle, lineer olmayan denklemler için soliton çözümlerin varlığı kaos, matematiksel
biyoloji, difüzyon süreci, plazma fiziği, optik lifler, katı hal fiziği vb. gibi birçok fizik
alanındaki olası uygulamalar nedeniyle çok önemli bir değere sahiptir. Kısmi diferensiyel
denklemlerin alt bir kategorisi haline gelen lineer olmayan oluşum denklemlerinin yeni
dalga çözümlerini elde etmek için birçok metotlar önerilmiş ve geliştirilmiştir. Bu metotlara
örnek olarak yardımcı denklem metodu (Sirendaoreji, 2003), genelleştirilmiş Kudryashov
metodu (Koparan, 2017), Jacobi eliptik fonksiyon metodu (Parkes vd. 2002), tanh -
fonksiyon metodu (Zhang, 2010), üstel - fonksiyon metodu (Wu ve He, 2007) vb. gibi
yöntemler verilebilir. Bu tez çalışmasında üzerinde çalışılan lineer olmayan kısmi
diferensiyel denklemlere hareketli dalga dönüşümü yapılarak, denklemleri lineer olmayan
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adi diferensiyel denklemlere indirgeyip genelleştirilmiş Kudryashov metodu veya Jacobi
eliptik fonksiyon metodu ile denklemlerin hareketli dalga çözümleri bulunmuştur.
Kullanılan yöntemler ile elde edilen tam çözümler lineer olmayan kısmi diferensiyel
denklemlerin trigonometrik ve hiperbolik fonksiyon içeren çözümlerini vermektedir. Bir
diğer deyişle periyodik ve soliton çözümler elde edilmiştir. Şimdi bu çalışmada kullanılacak
olan metotları tanımlayalım. Öncelikle tam çözüm metotlarında sıkça karşılaşılan
dengelenme sayısı kavramının tanımını verelim.

Dengelenme Sayısı: Toplam şeklinde verilen tam çözümün fonksiyonunun üst
sınırını gösteren sayıya dengelenme sayısı denir. Dengelenme sayısı lineer olmayan
herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yüksek dereceden lineer olmayan terim ile en
yüksek mertebeden lineer olan terim arasında yazılan bir bağıntı sonucu yapılan işlemde
elde edilen sabit bir sayıdır. Bu tanımı daha iyi anlamak için genel bir örnek verilirse,

herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yüksek dereceden lineer olmayan terim vq(
dsv

dξs
)t

ve en yüksek mertebeden lineer terim
dpv

dξp
olarak verilsin. Bu adi diferensiyel denklemin

terimlerine v = τm dönüşümü yapılırsa, p, q, s, t pozitif tamsayı ve m dengeleme sayısı
olmak üzere dengelenme bağıntısı, m + p = mq + t(m + s) olarak yazılır ve bu adi
diferensiyel denklemin sonucundan elde edilen m pozitif dengelenme sayısıdır (Kaplan,
2013).

3.2.1 Genelleştirilmiş Kudryashov Metodu

Genelleştirilmiş Kudryashov metodu lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin
tam çözümünü elde etmek için kullanılır. Bu metot genellikle dengelenme sayısı bir olan
adi diferensiyel denklemler için kullanışlıdır. x, y, z bağımsız değişkenler, u(x, y, z) bağımlı
değişken ve N bir polinom olmak üzere

N(u, ux, uy, uz, uxx, uyy, ...) = 0 (3.7)

lineer olmayan bir kısmi diferensiyel denklemin genel bir formu olarak verilsin.
Genelleştirilmiş Kudryashov metodunun uygulama aşamaları şunlardır:

i) k, l,m keyfi sabitler ve ξ bağımsız değişken olsun.

u(x, y, z) = u(ξ), ξ = kx+ ly −mz (3.8)

dalga dönüşümü, (3.7) denkleminde yerine yazıldığında aşağıdaki gibi lineer olmayan bir adi
diferensiyel denklem elde edilir.

N(u, u′, u′′, ..., ) = 0 (3.9)
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ii) an ̸= 0, bm ̸= 0 ve ai(i = 0, 1, ..., n), bj(j = 0, 1, ..., r) sabitler olmak üzere (3.9)
denkleminin çözümü aşağıdaki rasyonel formda aranabilir:

u(ξ) =

∑n
i=0 aiQ

i(ξ)∑r
j=0 bjQ

j(ξ)
(3.10)

A integral sabiti olmak üzere

Q(ξ) =
1

1 + Aeξ
(3.11)

(3.12) denkleminin bir çözümüdür ve yardımcı denklem aşağıdaki gibidir (Koparan vd.
2017):

dQ

dξ
= Q2(ξ)−Q (ξ) (3.12)

iii) (3.9) denkleminde en yüksek dereceden lineer olmayan terim ile en yüksek
mertebeden lineer olan terim arasında dengelenme yapıldıktan sonra m dengeleme sayısı
olmak üzere, n − r = m olacak şekilde (3.10) denklemindeki n ve r pozitif tamsayıları
bulunur.

iv) (3.10) denklemi ile (3.12) denklemini (3.9) denkleminde yerine yazarsak, Q =

Q(ξ) olmak üzere R(Q) polinomu elde edilir. Sonrasında R(Q) nun tüm katsayıları sıfıra
eşitlenir ve bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel sistemi Maple (Maple User
Manual) ile çözerek, ai(i = 0, 1, ..., n), bj(j = 0, 1, ..., r) ve k, l,m bilinmeyenleri bulunur.
Sonuç olarak, bulunan bu değerler ve (3.12) denklemi (3.10) denkleminde yerine yazılıp,
(3.8) dönüşümü yapılırsa (3.7) denkleminin tam çözümleri elde edilir.

3.2.2 Jacobi Eliptik Fonksiyon Metodu

Jacobi eliptik fonksiyon metodu, lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin
hareketli dalga çözümlerini toplu şekilde bulmak için kullanılmaktadır. Bu yöntem, yeni bir
genel ansatz aracılığıyla sunulur ve lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlerin Jacobi
eliptik fonksiyonları periyodik çözümlerini bulmayı sağlamaktadır. Bu yöntem ilk olarak
Liu (Liu vd. 2001a) ve Fu (Fu vd. 2001) tarafından tanıtılmıştır ve lineer olmayan dalga
denklemlerinin periyodik çözümleri elde edilmiştir. Daha sonra yöntem birçok formda
geliştirilmiştir ve uygulanmıştır. Jacobi eliptik fonksiyon metodu literatürde yaygın olarak
kullanılan tanh metodu, cosh metodu, sinüs-cosinüs metodu, genişletilmiş tanh metodu gibi
yöntemlerden daha geneldir. Bu yöntemin diğer yöntemlere göre üstünlüğü, periyodik ve
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hiperbolik fonksiyonlar dahil olmak üzere her tipteki tam çözümü içermesidir. x, y

bağımsız değişkenler, u bağımlı değişken ve N bir polinom olmak üzere

N(u, ux,uy, uxx, ...) = 0 (3.13)

lineer olmayan kısmi diferensiyel denklem olsun. k, l keyfi sabitler olmak üzere (3.13)
denklemi

u(x, y) = u(ξ), ξ = kx− ly (3.14)

dalga dönüşümü yapılarak aşağıdaki lineer olmayan adi diferensiyel denkleme indirgenir.

N(u, u′, u′′, u′′′, ...) = 0 (3.15)

(3.13) denklemindeki en yüksek dereceden lineer olmayan terim ile en yüksek mertebeden
lineer olan terim arasında dengeleme yapılarak n pozitif tamsayısı hesaplanır. F (ξ), (3.17)
denklemini sağlasın ve ai (i = 0, 1, 2, ..., n) birer keyfi sabit olmak üzere 3.13 denkleminin
çözümleri

u(ξ) =
n∑

i=0

aiF
i(ξ) (3.16)

formunda aranır. P,Q, ve R sabitler olmak üzere yardımcı denklem aşağıdaki gibidir:

F ′(ξ) =
√
PF 4(ξ) +QF 2(ξ) +R (3.17)

denkleminin türevleri

F ′′ = 2PF 3 +QF,

F ′′′ = (6PF 2 +Q)F ′,

F ′′′ = 24P 2F 5 + 20PQF 3 + (12PR +Q2)F,
...

(3.18)

şeklinde alınabilir (Ebaid ve Aly, 2012). Maple yardımıyla, (3.16) ve (3.17) denklemi
(3.15) denkleminde yerine yazılarak, aynı kuvvetli F i(F ′)j (j = 0, 1, i = 0, 1, 2, ...) lerin
katsayıları her biri sıfıra eşitlenerek, bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel
denklem sistemi Maple (Maple User Manual) kullanarak çözüldüğünde, a0, a1, ..., an ve k, l
bilinmeyenlerine ulaşılır. Elde edilen sonuçlar (3.16) denkleminde yerine yazıldığında,
periyodik ve soliton çözümler bulunur. (3.16) denklemi (Ebaid ve Aly, 2012) dan iyi
bilindiği üzere aşağıda belirtildiği gibi Jacobi eliptik fonksiyonun ailelerine sahiptir.
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Durum P Q R F (ξ)

1 m2 −(1 +m2) 1 snξ

2 −m2 2m2 − 1 1−m2 cnξ

3 1 −(1 +m2) m2 nsξ

4 1 −(1 +m2) m2 nsξ

5 1 −(1 +m2) m2 dcξ

6 1−m2 2−m2 1 scξ

7 1 (2−m2) (1−m2) csξ

8 1 (2−m2) (1−m2) csξ

9
1

4

1− 2m2

2

1

4
nsξ ± csξ

10
1

4

1− 2m2

2

1

4
nsξ ± csξ

11
1−m2

4

1 +m2

2

1−m2

4
ncξ ± scξ

12 P > 0 Q < 0
m2Q2

(1 +m2)2P

√
−m2Q

(1 +m2)P
sn

(√
−Q

1 +m2
ξ

)

13 P < 0 Q > 0
(1−m2)Q2

(m2 − 2)2P

√
−Q

(2−m2)P
dn

(√
Q

2−m2
ξ

)

14 1 m2 + 2 1− 2m2 −m4 dnξcnξ

snξ

15 − 4

m
6m−m2 − 1 −2m3 +m4 +m2 mdnξcnξ

msn2ξ + 1
(3.19)
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16
4

m
−6m−m2 − 1 2m3 +m4 +m2 mdnξcnξ

msn2ξ − 1

17
1

4

1− 2m2

2

1

4

snξ

1± cnξ

18
1

4

1− 2m2

2

1

4

snξ

1± cnξ

19
1−m2

4

1 +m2

2

1−m2

4

cnξ

1± snξ

20
C2m4 − (B2 + C2)m2 +B2

4

m2 + 1

2

m2 − 1

4(C2m2 −B2)

√
(B2 − C2)

(B2 − C2m2)
+ snξ

Bcnξ + Cdnξ

21
B2 + C2

4

m2

2
− 1

m4

4(C2 +B2)

√
(B2 + C2 − C2m2)

(B2 + C2)
+ dnξ

Bsnξ + Ccnξ

22 −(m2 + 2m+ 1)B2 2m2 + 2
2m2 −m2 − 1

B2

msn2ξ − 1

B(msn2ξ + 1)

snξ, cnξ, dnξ fonksiyonları kullanılarak diğer Jacobi fonksiyonları aşağıdaki gibi
verilir:

nsξ =
1

snξ
, ncξ =

1

cnξ
, ndξ =

1

dnξ
, scξ =

cnξ

snξ
,

csξ =
snξ

cnξ
, dsξ =

dnξ

snξ
, sdξ =

snξ

dnξ

Aynı zamanda bu fonksiyonlar aşağıda verilen formülleri de sağlar:

sn2ξ + cn2ξ = 1, dn2ξ +m2sn2ξ = 1, ns2ξ = 1 + cs2ξ,

ns2ξ = m2 +m2ds2ξ, sc2ξ + 1 = nc2ξ, m2sd2ξ + 1 = nd2ξ.

Buna ek olarak bu fonksiyonların türev özellikleri aşağıdaki gibidir:

sn′ξ = cnξdnξ, cn′ξ = −snξdnξ, dn′ξ = −m2snξcnξ.

m → 1 için Jacobi eliptik fonksiyonlar aşağıda belirtildiği gibi hiperbolik fonksiyonlara
dönüşür: (Ebaid ve Aly, 2012)

snξ → tanhξ, {cnξ, dnξ} → sechξ, {scξ, sdξ} → sinhξ,

{dsξ, csξ} → cschξ, {ncξ, ndξ} → coshξ, nsξ → cothξ, {cdξ, dcξ} → 1.

(3.20)
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m → 0 için Jacobi eliptik fonksiyonlar aşağıda belirtildiği gibi trigonometrik fonksiyonlara
dönüşür: (Ebaid ve Aly, 2012)

{snξ, sdξ} → sinξ, {cnξ, cdξ} → cosξ, scξ → tanξ,

{nsξ, dsξ} → cscξ, {ncξ, dcξ} → secξ, csξ → cotξ, {dnξ, ndξ} → 1.

(3.21)

3.3 Çarpan Metodu

Son on yılda, aktif araştırma çalışmaları kısmi diferensiyel denklemler için korunum
kanunlarının elde edilmesine odaklanmıştır ve korunum kanunlarının bulunması için birçok
etkili metot geliştirilmiştir. Bunlara örnek olarak varyasyonel problemler için Noether’ın
teoremi (Noether, 1918), çarpan metodu (Anco ve Bluman, 2002), kısmi Noether yaklaşımı
(Kara ve Mahomed, 2006) verilebilir. Kısmi diferensiyel denklemlerin tüm korunum
kanunlarında fiziksel yorum olmayabilir fakat korunum kanunları kısmi diferensiyel
denklemlerin integrallenebilirlik çalışmasında gereklidir. Eğer bir kısmi diferensiyel
denklemde çok sayıda korunum kanunu çıkıyor ise bu onun yüksek ihtimalle
integrallenebilir olduğunu ve çözülebilir olduğunu gösterir (Ablowitz ve Clarkson, 1992).
Öte yandan korunum kanunları kısmi diferensiyel denklemlerin analizinde özellikle
nümerik integrasyonunda, soliton çözümlerin elde edilmesinde, kısmi diferensiyel
denklemlerin indirgenmesinde Hamilton yapılar ve diferensiyel operatörleri, gibi bazı
özellik çalışmalarında da çok kullanışlıdır (Leveque, 1992). Ayrıca bir diğer örnek olarak
nümerik hataların kontrolü verilebilir. Korunum kanunları klasik olmayan dönüşümler
teorisinde de önemli bir rol oynar (Adem ve Khalique, 2012). Klasik olmayan dönüşümlere
örnek olarak normal formlar ve asimptotik integrallenebilirlik verilebilir (Kodama ve
Mikhailov, 1996). Bu tezde ele alınan çarpan metodu Lie simetri teorisi ile bağlantısız ve
doğrudan diverjans koşulunun sıfır olması durumundan yola çıkarak oluşturulmuştur.
Korunum kanunlarının bulunmasında en eski metotlardan biri olan çarpan metodu tamamen
hesaplama teknikleriyle elde edilir. Çarpan metodu, varyasyonel metot ve karakteristikler
metot olarak da bilinir. İlk olarak çarpan metodunu Alman bilim insanı Steudel ortaya
atmıştır (Steudel, 1962). Daha sonra S.C Anco ve G.W Bluman kapsamlı teorik alt
yapısıyla vermiştir (Bluman ve Anco, 2002). Çarpan metodunda sıkça karşılaşılan bazı
kavramların tanımları aşağıda verilmiştir.

Tanım 16. n bağımsız ve m bağımlı değişken olmak üzere x = (x1, x2, ..., xn),

u = (u1, u2, ..., um), k. mertebeden bir kısmi diferensiyel denklem u(1), u(2), ..., u(k) kısmi
türevler olmak üzere

Eα= (x, u, u(1), ..., u(k)) = 0, α = 1, ...,m (3.22)

olsun. Yani xi total türev operatörüne ilişkin olmak üzere sırasıyla uα
i = Di(u

α), uα
ij =

DjDi(u
α), ... verilsin. Böylece total türev operatörü aşağıdaki gibidir (Adem ve Khalique,
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2012):

Di=
∂

∂xi
+uαi

∂

∂uα
+uαij

∂

∂uα
j

+ · · · i = 1, ..., n (3.23)

Tanım 17. ∀ α için Euler-Lagrange operatörü

δ

δuα
=

∂

∂uα
+
∑

(−1)s

s≥1

Di1 ...Dis

∂

∂uα
i1i2...is

, α = 1, ...,m (3.24)

olarak verilir (Adem ve Khalique, 2012)

Tanım 18. T = (T 1, T 2, ..., T n), T j ∈ A, j = 1, ..., n n− bileşenli vektör olsun.
DiT

i|(3.22) = 0 ise T korunum vektörüdür (Adem ve Khalique, 2012).

∧α(x, u, u(1), ...) çarpanlar olmak üzere çarpan yaklaşımıyla korunum vektörleri

∧αEα = DiT
i (3.25)

karakteristik formunda yazılır (San, 2014). Çarpanlar (karakteristikler) için belirleyici
denklemler (3.25) nin varyasyonel türevini alınarak

δ(∧αEα)

δuα
= 0 (3.26)

olarak elde edilir (San, 2014). Belirleyici denklemde bağımlı değişkenin türev çeşitlerinin
katsayıları sıfıra eşitlenerek bulunan sistemin çözülmesiyle çarpanlar bulunur. Her bir
çarpana karşılık yerel korunum vektörü asosiye olur. Bu metotta işlem hacmi gerçekten
fazladır. Düşük mertebeden az terim bulunduran denklemler için problem olarak görülmese
de yüksek mertebeden denklemlerin çarpan yöntemi ile korunum kanunlarını bulmak
epeyce zordur. Bu problemi gidermek için Cheviakov, Maple paket programını kullanarak
GeM (CardioCemm Solutions, 2016) alt programını yazmıştır. Bu program yardımıyla
yüksek mertebeden denklemlerinde korunum kanunları kolaylıkla elde edilebilir
(Cheviakov, 2007).



28

4. UYGULAMALAR

Bu bölümde, üç farklı lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemin bazı
matematiksel özellikleri incelenmiştir. Yapılan cebirsel işlemler Maple (Maple User
Manual) veya Maple paket programının alt programı Cheviakov’ ın yazmış olduğu GeM
paket programı (CardioCemm Solutions, 2016) kullanılarak yapılmıştır. İncelenen ilk
denklem, (2+1)-boyutlu KdV tipi (KdV4) denklemdir. KdV4 denklemine ilk defa Weiss,
Tabor ve Carnevale (WTC) tarafından geliştirilen WTC algoritması uygulanarak
integrallenebilirliği araştırılıp sonrasında denkleme dalga dönüşümü yapılarak lineer
olmayan adi diferensiyel denkleme indirgeyip tam çözüm metotlarından biri olan
genelleştirilmiş Kudryashov metodu ile hareketli dalga çözümleri elde edilmiştir ve bu
denklem için Studel’in geliştirmiş olduğu çarpan metodu ile korunum kanunları
bulunmuştur. Ele alınan diğer bir denklem ise (1+1)-boyutlu genelleştirilmiş Boussinesq
denklem sistemi (GBQS) dir. Bu denklem ailesine Painlevé testi yapılıp Painlevé özelliğine
sahip olup olmadığı araştırılıp, denklem sistemine dalga dönüşümü uygulanarak lineer
olmayan adi diferensiyel denklem sistemine indirgeyip Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile
periyodik ve hiperbolik fonksiyon içeren çözümleri bulunmuştur. Son olarak
genelleştirilmiş Boussinesq denklem ailesinin çarpan metodu ile korunum vektörü
bileşenleri elde edilmiştir. İncelenen son denklem (2+1)-boyutlu
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklemine Painlevé metodu uygulanarak Painlevé
anlamında integrallenebilirliği araştırılıp, denklemin genelleştirilmiş Kudryashov metodu
ile tam çözümleri elde edilmiştir ve çarpan metodu ile korunum kanunları bulunmuştur.

4.1 (2+1)-Boyutlu Korteweg-de Vries Tipi (KdV4)
Denklemi

(2+1)-boyutlu KdV tipi denklem,

uxy + uxxxt + uxxxx + 3(u2
x)x + 4uxuxt + 2uxxut = 0 (4.1)

olarak verilir (Wazwaz, 2013). (2+1)-boyutlu bir Korteweg-de Vries tipi denklemi sığ su
dalgalar, yüzey ve iç dalgaları gibi doğrusal olmayan dalgaların yayılımını modelleyen bir
denklemdir (Adem ve Khalique, 2012). Abdullahi Rashid Adem, Lie simetri yöntemini ve
çoklu üstel-fonksiyon yöntemini kullanarak (4.1) denkleminin simetrilerini ve üstel
çözümlerini bulmuştur (Adem, 2016). (4.1) denkleminin Bell polinomları, bilineer formları,
Bäcklund dönüşümleri, soliton ve periyodik çözümleri elde edilmiştir (Ayhan vd.
2017),(Ayhan vd. 2016). Bu kısımda (4.1) denkleminin WTC algoritması ile Painlevé
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anlamında integrallenebilirliğini test edilip genelleştirilmiş Kudryashov metodu ile tam
çözümleri elde edilmiştir ve çarpan metodu kullanılarak korunum kanunları bulunmuştur.
Jacobi eliptik fonksiyon metodu bu denklem için denenmiş olup bir sonuç elde
edilememiştir.

4.1.1 Painlevé Metodu

(4.1) denklemine Painlevé metodunu uygulandığında ilk olarak etkin davranışın
bulunması gerekir. ϕ keyfi bir fonksiyon olmak üzere etkin davranış

u(x, y, t) = u0(x, y, t)ϕ
α (4.2)

ifadesindeki α ve u0(x, y, t) ın belirlenmesi ile bulunur. Bunu elde etmek için (4.2) ifadesi
(4.1) lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemde etkin terimlerde yerine yazıldığında tüm
terimler dengelendiğinde ve αi ler bulunduğunda 2α− 3 ve α− 4 kuvvetlerine sahip olan ϕ
li terimlerin dengelenmesinden elde edilen α = −1 değeri algoritmada kullanılmak üzere
seçilir. Bulunan α = −1 değeri (4.2) ifadesinde daha sonra da (4.1) lineer olmayan kısmi
diferensiyel denklemde yerine yazıldığında ϕ−5 li terimlerden oluşan denklem çözülüp
u0(x, y, t) = 2ϕx, u0(x, y, t) ̸= 0 fonksiyonu elde edilir. Bulunan α ve u0(x, y, t) değerleri
(3.4) fonksiyonunda yerine yazıldıktan sonra

u(x, y, t) = 2ϕxϕ
−1 + ujϕ

j−1 (4.3)

ifadesi (4.1) denkleminde yerine yazılarak n mertebe olmak üzere ujϕ
α+j−n terimini ifade

eden ujϕ
−5+j li lineer olan tüm terimlerin katsayılarından oluşan polinom

j4 − 10j3 + 23j2 + 10j − 24 = 0

şeklinde bulunur ve polinomun kökleri rezonans değerleri olarak adlandırılır. Buradan
rezonanslar

j = −1, 1, 4, 6

olarak elde edilir. İlk rezonans olan j = −1, ϕ(x, y, t) = 0 ın tekillik manifoldunun
keyfiliğinden her zaman bulunmak zorundadır. Diğer rezonansların keyfi fonksiyonlarının
kontrol edilmesi için Laurent serisini

u(x, y, t) =
6∑

j=0

ujϕ
j−1

şeklinde oluşturarak (4.1) denkleminde yerine yazılır. Elde edilen ifade ϕ nin kuvvetlerine
göre düzenlenir ve kuvvetlerin katsayıları birer denklem olarak yazıldıktan sonra bir
cebirsel denklem sistemi oluşturulup bilinmeyen uj fonksiyonları elde edilir. u2,u3,u5

ifadelerini elde etmek ve u1,u4,u6 ifadelerinin keyfi fonksiyon olup olmadığı kontrol
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ederek, rezonansların bağdaşabilirlik şartını sağlayıp sağlamadığını saptamak gerekir.
Detaylı anlatılırsa ujϕ

−5+j li terimlere j rezonans değerleri yazıldığında rezonanslara
karşılık gelen uj ler ϕ li terimlerin katsayısıdır. (4.1) denklemi için ujϕ

−5+j li terimine j

rezonans değerleri yerleştirildiğinde j = 0, 1, 2, ..., 6 değerleri için sırasıyla
ϕ−5, ϕ−4, ϕ−3, ϕ−2, ϕ−1, ϕ0, ϕ1 li terimlerin katsayıları denklem olarak tanımlanır ve bu
cebirsel denklem sistemi çözülerek sırasıyla u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6 fonksiyonları elde
edilir. Varsayalım ki j = 4 olsun. ujϕ

−5+j = u4ϕ
−1 olur ve ϕ−1 li terimin katsayısı bu

terimden incelenir ve elde edilir. j = 4 rezonans değeri için ϕ−1 li terimden gelen u4 değeri
keyfi gelirse j = 4 rezonans değeri bağdaşabilir olur. Tüm terimlere detaylı şekilde cebirsel
işlemler yapıldığında

j = 0 : ϕ−5 : u0 = 2ϕx,

j = 1 : ϕ−4 : u1 = u1,

j = 2 : ϕ−3 : u2 =
1

6ϕ4
x + 6ϕ3

xϕt

(−2ϕ2
xϕxxt + 3ϕ2

xxϕx − 4ϕ2
xϕxxx − · · · ),

j = 3 : ϕ−2 : u3 =
1

12ϕ5
x(ϕt + ϕx)2

(ϕ2
x(ϕt + 5ϕx)(ϕt + ϕx)ϕxxxx + · · · ),

j = 4 : ϕ−1 : u4 = u4,

j = 5 : ϕ0 : u5 = −720u4,tϕ
12
x ϕt − 1080u4,tϕ

11
x ϕ2

t − · · · ,
j = 6 : ϕ1 : u6 = u6

değerlerine ulaşılır. Sonuç olarak u1,u4,u6 ifadeleri keyfi fonksiyonlar olup rezonans
değerleri bağdaşabilirlik koşulunu sağladığından ve aynı zamanda u2,u3,u5 fonksiyonları
bulunabildiğinden (4.1) denklemi WTC anlamında Painlevé özelliğine sahiptir yani
integrallenebilirdir denir. Literatürde, (4.1) denkleminin Painlevé integrallenebilir olduğu
ile ilgili çalışma yapılmamıştır.

4.1.2 Genelleştirilmiş Kudryashov Metodu İle Tam Çözüm

x, y, t bağımsız değişkenler, c keyfi sabit ve ξ bağımsız değişken olmak üzere
aşağıdaki formun aracılığı ile (4.1) denklemine hareketli dalga dönüşümü uygulandığında

u(x, y, t) = u(ξ), ξ = x+ y − ct (4.4)

denklem lineer olmayan adi diferensiyel denkleme indirgenir. İndirgeme sonucunda

(1− c)u
(iv)

+ u′′ + 6u′u′′ − 6cu′u′′ = 0 (4.5)

oluşan (4.5) denkleminin en yüksek mertebeli lineer terim u(iv) ve en yüksek dereceli lineer
olmayan terim u′u′′ arasında dengeleme yapılır. Dengeleme bağıntısı m + 4 = m + 1 +

m + 2 olarak yazılır. Bu bağıntı çözüldüğünde dengelenme sayısı m = 1 olarak bulunur.
Genelleştirilmiş Kudryashov metoduna görem elde edildikten sonra n−r = m şartına bağlı
olarak n ve r sayıları seçilmelidir. m = 1 olduğundan n = 2 ve r = 1 olarak seçilirse,
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a0, a1, a2,b0, b1 belirsiz sabitler olmak üzere (4.5) denkleminin rasyonel formda olan çözümü

u(ξ) =
a0 + a1Q+ a2Q

2

b0 + b1Q
(4.6)

olarak bulunur. A integral sabiti ve Q = Q(ξ) olmak üzere

Q(ξ) =
1

1 + Aeξ
(4.7)

(4.8) denkleminin bir çözümüdür ve yardımcı denklem aşağıdaki gibidir:

dQ

dξ
= Q2(ξ)−Q (ξ) (4.8)

(4.6) denklemi (4.5) denkleminde yerine yazılır ve (4.8) denklemi çıkan ifadelerde Q nun
türevleri cinsinden türevli ifadeler bitene kadar yerine yazılır. Son olarak Qk fonksiyonları
düzenlenir ve fonksiyonların katsayıları birer denklem olarak tanımlanır. Elde edilen cebirsel
denklem sistemi aşağıdaki gibidir:

Q10 : 12ca22b
3
1 − 24a2b

4
1 + 24ca2b

4
1 − 12a22b

3
1 = 0,

Q9 : 60a2b
4
1 − 120a2b0b

3
1 − 60ca2b

4
1 + 30a22b

3
1 + 60ca22b

2
1b0

−30ca22b
3
1 + 120ca2b0b

3
1 − 60a22b

2
1b0 = 0,

Q8 : −12a2b
2
1a1b0 − 12ca0b

3
1a2 + 108ca22b

2
0b1 − 150ca22b

2
1b0

+12a2b
3
1a0 − 108a22b

2
0b1 + 24ca22b

3
1 + 50ca2b

4
1 − 24a22b

3
1

+12ca2b
2
1a1b0 + 240ca2b

2
0b

2
1 + 150a22b

2
1b0 − 52a2b

4
1

−300ca2b0b
3
1 − 240a2b

2
0b

2
1 + 300a2b0b

3
1 = 0,

Q7 : 48a0b
2
1a2b0 − 48a1b

2
0a2b1 + 24a2b

2
1a1b0 + 24ca0b

3
1a2

−276ca22b
2
0b1 + 120ca22b

2
1b0 + 276ca22b

2
0b1 − 1206a22b

2
1b0

+72ca22b
3
0 − 6ca22b

3
1 − 15ca2b

4
1 − 72a22b

3
0 + 6a22b

3
1 + 18a2b

4
1

−24cb21a2a1b0 + 48ca1b
2
0b1a2 − 48ca0b

2
1a2b0 + 240ca2b

3
0b1

−600ca2b
2
0b

2
1 + 250ca2b0b

3
1 − 240a2b

3
0b1 − 24a2b

3
1a0

+600a2b
2
0b

2
1 − 260a2b0b

3
1 = 0,

Q6 : −108a0b
2
1a2b0 + 108a1b

2
0a2b1 − 12a2b

2
1a1b0 + 60a2b

2
0b1a0

−12ca0b
3
1a2 + 60ca2b

3
0a1 − 30ca22b

2
1b0 − 60a1b

3
0a2 + 12a2b

3
1a0

−228a22b
2
0b1 + 30a22b

2
1b0 − 192ca22b

3
0 + ca2b

4
1 + 228ca22b

2
0b1

+192a22b
3
0 − 2a2b

4
1 − 120a2b

4
0 + 12ca2b0b

2
1a1 − 60ca2b

2
0b1a0

−108ca1b
2
0b1a2 + 108ca2b0b

2
1a0 − 600ca2b

3
0b1 + 500ca2b

2
0b

2
1

−75ca2b0b
3
1 + 120ca2b

4
0 + 600a2b

3
0b1 − 520a2b

2
0b

2
1 + 90a2b0b

3
1 = 0,
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Q5 : −12b30a
2
1 − 24a1b

4
0 − 12b21a

2
0b0 + 24a1b

2
0b1a0 + 24a0b

3
0b1

−24ca0b1b
3
0 + 12a0b

2
1b0a1 − 156a2b

2
0b1a0 + 12cb21a

2
0b0 − 156ca2b

3
0a1

+72a0a2b0b
2
1 − 72a1a2b

2
0b1 − 60ca22b

2
0b1 − 504a2b

3
0b1 + 60a22b

2
0b1

+6ca21b
2
0b1 + ca1b0b

3
1 + 36ca1b

3
0b1 + 156a1b

3
0a2 − 6a21b

2
0b1 + 12ca21b

3
0

+168ca22b
3
0 + 6cb31a

2
0 − 6a20b

3
1 − 168a22b

3
0 + 2b41a0 + 336a2b

4
0

+72ca1b
2
0b1a2 − 12ca1b0b

2
1a0 + 182a2b

2
0b

2
1 + 16b31a0b0 + 36b21a0b

2
0

−72ca2b0b
2
1a0 − 24ca1b

2
0b1a0 + 486ca2b

3
0b1 − 151ca2b

2
0b

2
1 + 14ca1b

2
0b

2
1

+5ca2b0b
3
1 − 14cb31a0b0 − 36cb21a0b

2
0 − 336ca2b

4
0 − cb41a0 − 36a1b

3
0b1

+156ca2b
2
0b1a0 + 24ca1b

4
0 − 16a1b

2
0b

2
1 − 2a1b0b

3
1 − 10a2b0b

3
1 = 0,

Q4 : 30a21b
3
0 + 60a1b

4
0 + 30a20b

2
1b0 − 60a1b

2
0b1a0 − 60a0b

3
0b1 − 60ca1b

4
0

+60ca0b
3
0b1 − 24b21a0a1b0 + 132a2b

2
0b1a0 − 30cb21a

2
0b0 + 12a20b

3
1

−12b21a0b0a2 + 12a1b
2
0a2b1 + 132ca2a1b

3
0 − 12ca21b

2
0b1 − 48ca22b

3
0

−cb0a1b
3
1 − 80ca1b

3
0b1 − 132a1b

3
0a2 + 12a21b

2
0b1 − 30ca21b

3
0 − 12cb31a

2
0

−336a2b
4
0 − 132ca2b

2
0b1a0 − 12ca1b

2
0b1a2 + 24ca1b0b

2
1a0 + 12ca2b

2
1a0b0

+60ca1b
2
0b1a0 − 26b31a0b0 − 76b21a0b

2
0 − 25ca1b

2
0b

2
1 − 125ca2b

3
0b1

+25cb31b0a0 + 80cb21a0b
2
0 + 330ca2b

4
0 + 48a22b

3
0 − 2a0b

4
1 + cb41a0 + 76a1b

3
0b1

+11ca2b
2
0b

2
1 + 26a1b

2
0b

2
1 + 2a1b0b

3
1 + 154a2b

3
0b1 − 22a2b

2
1b

2
0 = 0,

Q3 : −24a21b
3
0 − 52a1b

4
0 − 24b21a

2
0b0 + 48a1b

2
0b1a0 + 52a0b1b

3
0 + 50ca1b

4
0

−50ca0b1b
3
0 − 36a2b

2
0b1a0 + 24cb21a

2
0b0 − 36ca2b

3
0a1 + 6ca21b

2
0b1

+55ca1b
3
0b1 + 36a1b

3
0a2 − 6a20b

3
1 + 140a2b

4
0 + 36ca2b

2
0b1a0 − 130ca2b

4
0

−6a21b
2
0b1 + 24ca21b

3
0 + 6ca20b

3
1 − 12ca1b0b

2
1a0 + 11ca1b

2
1b

2
0 − ca2b1b

3
0

+10b31a0b0 + 50a0b
2
1b

2
0 − 11cb31a0b0 − 55cb21a0b

2
0 − 50a1b

3
0b1

−48ca1b
2
0b1a0 + 12a0b

2
1a1b0 − 10a1b

2
0b

2
1 − 10a2b

3
0b1 = 0,

Q2 : 6a21b
3
0 + 18a1b

4
0 + 6b21a

2
0b0 − 12a1b

2
0b1a0 − 18b1a0b

3
0 − 15ca1b

4
0

+15cb1a0b
3
0 − 6cb21b0a

2
0 − 11ca1b

3
0b1 − 6ca21b

3
0 − 20a2b

4
0

+12ca1b
2
0b1a0 − 10b21a0b

2
0 + 11cb21a0b

2
0 + 16ca2b

4
0 + 10a1b

3
0b1 = 0,

Q1 : 2b1a0b
3
0 + ca1b

4
0 − cb1a0b

3
0 − 2a1b

4
0 = 0.

Cebirsel denklem sisteminin Maple yardımıyla çözülmesiyle, elde edilen durumlar
aşağıda verilmiştir:

Durum 1:

a0 =
5

4
b0, a1 = b0, a2 = 0, b0 = b0, b1 = −4b0, c = 2
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Bulunan değerler ve (4.8) denklemi (4.6) denkleminde yerine yazılıp (4.4) dönüşümü
yapılırsa (4.1) denkleminin dalga çözümü aşağıdaki gibi elde edilir:

u(x+ y − 2t) =
1

4

−27− 24A sinh(x+ y − 2t)− 6A cosh(x+ y − 2t) + 5A2

A2 + 9− 6A cosh(x+ y − 2t)
.

Durum 2:

a0 = b1, a1 = −3b1, a2 = 0, b0 = b1, b1 = b1, c = 2

Elde edilen sonuçlar (4.8) denkleminde ve (4.6) denkleminde yerine yazılıp (4.4) dönüşümü
yapılırsa (4.1) denkleminin tam çözümü

u(x+ y − 2t) =
4A sinh(x+ y − 2t)− 4 + A2

A2 + 4 + 4A cosh(x+ y − 2t)

şeklinde bulunur.

Durum 3:

a0 = −1

2
a1, a1 = b1, a2 = −2b1, b0 = −1

2
b1, b1 = b1, c =

5

4

Önceki durumlar ile benzer yol izlendiğinde, denklemin aşağıdaki gibi

u(x+ y − 5
4
t) = −1

2

−8A2 sinh(x+y−5
4
t) cosh(x+y−5

4
t)+4A2 cosh(x+y−5

4
t)2−2A2−3+A4

A4−4A2 cosh(x+y−5
4
t)2+2A2+1

hareketli dalga çözümü elde edilir. Bu durumlar incelendiğinde elde edilen tam çözümlerin
hiperbolik fonksiyon içeren soliton çözümler olduğu anlaşılır. Öte yandan bulunan dalga
dönüşümlerine literatürde rastlanmamıştır. Dolayısıyla elde edilen soliton çözümler
orijinaldir. (Ayhan vd. 2016),(Ayhan vd. 2017) makalelerinde (4.1) denkleminin bu tezde
elde edilen soliton çözümlerinden farklı soliton çözümleri ve bunun yanısıra trigonometrik
fonksiyon içeren periyodik çözümleri elde edilmiştir.

4.1.3 Çarpan Metodu İle Korunum Kanunu

(4.1) denklemi için Studel’in geliştirmiş olduğu çarpan metodu kullanılarak korunum
kanunları bulunacaktır. (4.1) denklemini Λ(x, y, t, u, ux, uy, ut) fonksiyonu ile çarpalım.

Λ(uxy + uxxxt + uxxxx + 3(u2
x)x + 4uxuxt + 2uxxut) = 0 (4.9)

Buradan belirleyici denklem (4.9) denklemi varyasyonel türevi alınarak

δ

δu
[Λ(uxy + uxxxt + uxxxx + 3(u2

x)x + 4uxuxt + 2uxxut)] = 0 (4.10)
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şeklinde bulunur. (4.10) denklemini tam türevlere göre açıldığında

Λx(uxy + uxxxt + uxxxx + 3(u2
x)x + 4uxuxt + 2uxxut)

−Dx[Λux(uxy + uxxxt + uxxxx + 3(u2
x)x + 4uxuxt + 2uxxut) + Λ(6uxx + 4utx)]

−Dt[Λut(uxy + uxxxt + uxxxx + 3(u2
x)x + 4uxuxt + 2uxxut) + Λ(2uxx)]

+D2
x[Λ(6ux + 2ut)] +DxDy[Λ] +DtDx[Λ(4ux)] +DtD

3
x[Λ] +D4

x[Λ]

elde edilir. Burada u nun türevlerinin katsayılarından oluşan belirleyici denklem sistemi

Λu,y,y = 0, Λt,t = Λu,y, Λt,x = −1

2
Λu,y, Λu,t = 0, Λux,t = Λu,

Λut,t = 2Λu, Λx,x = 0, Λuy,y = 4Λu, Λuy ,uy = 0, Λut ,uy = 0,

Λx,y = Λu,y ux, Λu,x = 0, Λux,y = −2Λt − 6Λx + 8Λuux + 4Λuut,

Λut,y = −4Λx + 4Λuux,Λu,u= 0, Λu,ux = 0, Λu,uy = 0,

Λut ,ut = 0, Λut ,ux = 0, Λut,x = 0, Λuy,x = 0, Λux ,uy = 0,

Λux ,ux = 0, Λuy,t = 0, Λu,ut = 0, Λux,x = Λu,

(4.11)

olarak bulunur ve bu denklem sisteminin çözümünün bulunması karmaşık ve büyük
hesaplamalar içerdiğinden Maple paket programının alt programı olan Cheviakov’ un
geliştirmiş olduğu GeM paket programından faydalanılmıştır. Bu sistemin çözümünden Ci,

i = 1, 2, 3, 4, 5 ve Fi, i = 1, 2 keyfi sabitler olmak üzere çarpan fonksiyonu Λ

Λ(x, y, t, u, ux, uy, ut) = −1

2
tF1y + uxF1(y) + F2(y) +

C1t
2

2

+ (((4ut+2ux)y−x)C1+(4ut+2ux)C2−6C3)t
2

+ (4uyy2+(2u+2xux)y)C1

2

+
(−8C3ut + 8uyC2)y

2
+

(2u+ 2xux)C2

2
+ utC4 + C5uy + xC3
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şeklinde elde edilir. Bir diğer deyişle (4.1) denklemi için yedi tane lineer bağımsız çarpan
aşağıdaki gibi bulunmuştur:

Λ1 =
t2

2
+ 2ytut + ytux −

xt

2
+ 2uyy

2 + yu+ yxux,

Λ2 = 2tut + tux + u+ xux + 4uyy,

Λ3 = −3t− 4yut + x,

Λ4 = ut,

Λ5 = uy,

Λ6 = −1

2
tF1y + uxF1(y),

Λ7 = F2(y).

Λi, i = 1, 2, ..., 7 değerlerinin her biri (4.1) denklemi ile çarpıldığında, denklemin x, y, t ye
göre tüm terimlerinin tam türevi altında Dx, Dy, Dt nin katsayıları korunum vektörleri olur
yani korunum kanunları elde edilmiş olur. Böylece yukarıdaki çarpanlara karşılık gelen (4.1)
denkleminin korunum kanunları aşağıdaki gibidir:

Λ5 = uy ile denklem çarpılırsa

uyuxy + uyuxxxt + uyuxxxx + 3(u2
x)xuy + 4uxuxtuy + 2uxxutuy = 0

denkleminin x, y, t ye göre tüm terimleri tam türev altında

(uy)(uxy + uxxxt + uxxxx + 3(u2
x)x + 4uxuxt + 2uxxut) = Dx(T

x
1 ) +Dy(T

y
1 ) +Dt(T

t
1)

olarak yazılabilir. Dolayısıyla korunum kanunu

T t
1 =

1

24
[−16uxuxyu− 3uxxxxyu+ 16u2

xuy + 3uxuxxy − 3uxxuxy + 3uxxxuy] ,

T x
1 =

1

24
[−6uyyu− 48uxuxyu− 12uxxxyu− 16utuxyu− 16uxutyu

+32utuxuy + 9uyutxx + 3utuxxy − 3uxxuty − 6utxuxy + 6uxutxy

+48u2
xuy − 9uutxxy + 12uxxxuy − 12uxxuxy + 12uxuxxy + 6u2

y],

T y
1 =

1

12
24uxxuxu+ 16uxutxu+ 3uxyu+ 6uxxxxu+ 8utuxxu

+6utxxxu+ 3uxuy];

şeklinde elde edilir. Diğer altı çarpan için de benzer yol izlendiğinde, korunum
vektörleri aşağıdaki gibi bulunmuş olur:
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Λ4 = ut çarpanı için korunum vektörü

T t
2 =

1

24
[32uxxuxu+ 16uxutxu+ 12uxyu+ 3uxutxx + 9uxxxxu

+16utuxxu+ 9utxxxu+ 16utu
2
x + 3utuxxx − 3uxxutx + 16u3

x

+6uxxxux − 3u2
xx],

T x
2 =

1

24
[−32uxutxu− 16uttuxu+ 6uxyu− 6utyu− 16ututxu

−9utxxxu− 9uttxxu+ 80utu
2
x + 32u2

tux + 27uxutxx − 3uttuxx

+6uxuttx − 6u2
tx + 15utuxxx − 21uxxutx + 12ututxx

+6utuy + 6uxuy + 48u3
x + 24uxxxux − 12u2

xx],

T y
2 =

1

4
[−uxxu− utxu+ utux + u2

x];

gibi elde edilir. Λ2 = 2tut + tux + u+ xux + 4uyy çarpanı için korunum kanunu

T t
3 =

1

12
[32yu3

x + 12tu2
x − 12xu2

x + 32yutu
2
x + 12uux + 64yuuxxux

+32yuutxux + 6yutxxux − 6yu2
xx + 24yuuxy + 3uxx + 3tuxxx − 3xuxxx

+18yuuxxxx + 12yuxxxux + 32yuuxxut + 6yuxxxut − 6yuxxutx + 18yuutxxx],

T x
3 =

1

12
[96yu3

x + 36tu2
x − 36xu2

x + 160yutu
2
x + 64yu2

tux + 12uux

+12yuyux + 48yuxxxux − 24xutux − 64yuutxux + 54yutxxux − 32yuuttux

−24yu2
xx − 12yu2

tx + 6tuy − 6xuy + 12yuuxy + 9uxx + 12tuxxx − 12xuxxx

+30yuxxxut − 12yuuty − 42yuxxutx − 32yuututx − 9xutxx + 24yututxx

+24tutux + 12yuyut + 12yuttxux + 6utx + 9tutxx − 18yuutxxx

−6yuxxutt − 18yuuttxx],

T y
3 =

1

2
[2yu2

x + tux − xux + 2yutux + u− 2yuuxx − 2yuutx];
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olarak bulunur. Λ1 =
t2

2
+ 2ytut + ytux −

xt

2
+ 2uyy

2 + yu+ yxux için korunum vektörü

T t
4 =

1

24
[16tu3

x + 16xu3
x − 16uu2

x + 64yuyu
2
x + 32tutu

2
x + 6tuxxxut

+18tuutxxx − 12yuxyuxx + 24tuuxy − 64yuuxyux − 6tuxxutx

+80tuuxxux − 16xuuxxux + 3uxxux + 12yuxxyux − 9uuxxx

+6tuxxxux + 6xuxxxux + 32tuutxux + 6tutxxux − 3tu2
xx − 3xu2

xx

−3xuuxxxx + 12yuyuxxx − 12yuuxxxy + 21tuuxxxx + 32tuuxxut],

T x
4 =

1

24
[48tu3

x + 48xu3
x − 64uu2

x + 192yuyu
2
x + 128tutu

2
x

+32xutu
2
x − 18tuuttxx + 24tuxxxux + 24xuxxxux + 48yuxxyux

+6tuyux + 6xuyux + 15uxxux + 15xutxxux + 24yu2
y + 12tuttxux

−48uutux + 128yuyutux − 64yuutyux + 39tutxxux + 6xuuxy

+16xuutxux + 12utxux + 24yutxyux − 32tuuttux + 12tuyut

−12xu2
xx − 12tu2

tx − 24uuy − 24yuuyy + 6tuuxy − 48yuxyuxx

−192yuuxyux − 45uuxxx − 12tu2
xx − 80tuutxux + 64tu2

tux + 3xuxxxut

−48yuuxxxy − 64yuuxyut + 12yuxxyut + 27tuxxxut − 12tuuty + 36yuyutxx

−24yuxyutx − 33tuxxutx − 9xuxxutx − 32tuutux − 36uutxx + 24tututxx

+48yuyuxxx − 12yuxxuty − 36yuutxxy − 21tuutxxx + 3xuutxxx − 6tuxxutt],

T y
4 =

1

12
[3tu3

x + 3xu2
x − 3uux + 12yuyux + 96yuuxxux + 6tutux

+64yuutxux − 3tuuxx + 24yuuxxxx + 32yuuxxut + 12yuuxy

−6tuutx + 24yuutxxx];
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gibidir. Λ3 = −3t− 4yut + x çarpanı için korunum kanunu

T t
5 =

1

12
[16tyu3

x + 16xyu3
x + 12t2u2

x − 12txu2
x − 16yuu2

x + 32y2uyu
2
x

+32tyutu
2
x + 18tyuutxxx + 6xyuxxxux + 3t2uxxx − 3txuxxx + 6tyuxxxut

+12tuux − 32y2uuxyux + 32tyuutxux − 9yuuxxx − 6tyuxxutx

+3yuxxux + 80tyuuxxux − 16xyuuxxux + 6y2uxxyux + 6tyuxxxux

+6tyutxxux − 3tyu2
xx − 3xyu2

xx + 24tyuuxy + 3tuxx − 6y2uxyuxx

+6y2uyuxxx − 6y2uuxxxy + 21tyuuxxxx − 3xyuuxxxx + 32tyuuxxut],

T x
5 =

1

12
[48tyu3

x + 48xyu3
x + 36t2u2

x − 36txu2
x − 64yuu2

x + 96y2uyu
2
x

+128tyutu
2
x − 6u2 + 12y2u2

y + 24y2uxxyux − 32y2uutyux + 12tyuttxux

+32xyutu
2
x + 64tyu2

tux + 24tyuxxxux + 12yutxux − 80tyuutxux − 6ux

+6tuux + 6xuux + 6tyuyux + 6xyuyux − 96y2uuxyux + 15yuxxux + 6tutx

+24xyuxxxux + 24t2utux − 24txutux − 48yuutux + 64y2uyutux + 6tyuuxy

+16xyuutxux + 12y2utxyux + 39tyutxxux + 15xyutxxux − 32tyuuttux

−12tyu2
xx − 12xyu2

xx − 12tyu2
tx + 6t2uy − 6txuy − 24yuuy − 12y2uuyy

+6xyuuxy + 6tuxx + 12t2uxxx − 12txuxxx − 45yuuxxx + 12tyuyut

+3xuxx − 24y2uxyuxx + 24y2uyuxxx − 24y2uuxxxy − 12y2uxyutx

−33tyuxxutx − 32y2uuxyut + 6y2uxxyut + 27tyuxxxut + 3xyuxxxut − 12tyuuty

−6y2uxxuty + 18y2uyutxx − 6tyuxxutt − 18tyuuttxx
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−9xyuxxutx − 32tyuututx + 9t2utxx − 9txutxx − 36yuutxx

+24tyututxx − 18y2uutxxy − 21tyuutxxx + 3xyuutxxx],

T y
5 =

1

6
[3uxt

2 + 3yu2
xt+ 3ut− 3xuxt− 3yuuxxt+ 6yuxutt+ 48y2uuxuxx

−6yuutxt+ 3xyu2
x − 3yuux + 6y2uyux + 6y2uuxy − 3xyuuxx + 12y2uuxxxx

+16y2uuxxut + 32y2uuxutx + 12y2uutxxx];

olarak bulunur. Λ6 = −1

2
tF1y + uxF1(y) çarpanı için korunum kanunu

T t
6 =

1

12
[16F1(y)uxxuxu+ 3F1(y)uxxxxu+ 12F ′

1u
2
x + 3tF ′

1uxxx

−16F1(y)u
3
x − 6F1(y)uxxxux + 3F1(y)u

2
xx],

T x
6 =

1

12
[−6F ′

1uxu− 16F1(y)uxutxu− 6F1(y)uxyu− 3F1(y)utxxxu

−32F1(y)utu
2
x − 15F1(y)uxutxx + 36tF ′

1u
2
x + 24tF ′

1utux + 12tF ′
1uxxx

−3F1(y)utuxxx + 9F1(y)uxxutx + 9tF ′
1utxx + 6tF ′

1uy − 48F1(y)u
3
x

−6tF
′′
1 u− 6F1(y)uxuy − 24F1(y)uxxxux + 12F1(y)u

2
xx − 3F ′

1uxx],

T y
6 =

1

2
[F1(y)uxxu+ tF

′
1ux − F1(y)u

2
x];

olarak elde edilir. Λ7 = F2(y) çarpanı için korunum vektörü aşağıdaki gibi bulunur:

T t
7 =

1

4
[4F2(y)u

2
x + F2(y)uxxx],

T x
7 =

1

4
[−2F

′
2u+ 8F2(y)utux + 3F2(y)utxx + 12F2(y)u

2
x

+4F2(y)uxxx + 2F2(y)uy],

T y
7 =

1

2
[F2(y)ux].
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Keyfi fonksiyonların varlığı mevcut olduğundan dolayı, (4.1) denklemi için sonsuz
çoklukta korunum kanunları bulunabilir. Eğer bir kısmi diferensiyel denklemde çok sayıda
korunum kanunu çıkıyor ise bu onun yüksek ihtimalle integrallenebilir olduğunu ve
çözülebilir olduğunu gösterir (Ablowitz ve Clarkson, 1992). Elde edilen korunum
kanunları, ilk olarak Abdullahi Rashid Adem tarafından bulunmuştur (Adem, 2016).

4.2 (1+1)-Boyutlu Genelleştirilmiş Boussinesq Sistemi
(GBQS)

(1+1)-boyutlu genelleştirilmiş Boussinesq denklem sistemi

ut + uux + vx = c1uxxt,

vt + [(1 + v)u]x = c2uxxx

(4.12)

olarak verilir (Chun-Li vd. 2004). (4.12) denklem sistemi Nwogu’nun Boussinesq modeli
olarak da bilinen inşaat mühendisleri için kıyı ve liman düzenlenmesinde lineer olmayan su
dalgamodeli oluşturan bir modeldir. Chun-Li, GBQS nin fiziksel olarak önemli sınır koşulları
altında tam soliter dalga çözümlerini incelemeye odaklanmıştır (Chun-Li vd. 2004). (4.12)
Boussinesq sistem ailesi v su dalgasının yüksekliği ve u x yönü boyunca suyun yüzey hızı
olmak üzere, c1 − c2 = 1/3 olacak şekilde bir ilişki olmak koşuluyla c1, c2 keyfi sabitler
olarak tanımlanarak Zhang tarafından (Zhanga vd. 2004) ve Chen tarafından (Chen vd.
2008) modellenmiştir. Li Jibin, GBQS nin hareketli dalga çözümlerinin çatallanması ile ilgili
çalışmalar yapmıştır (Li, 2008). Bu bölümde (4.12) sisteminin Painlevé özelliğini incelenip
Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile tam çözümleri ve çarpan metodu kullanılarak korunum
kanunları bulunmuştur. Genelleştirilmiş Kudryashov metodu ile tam çözümler elde edilmeye
çalışılmıştır fakat sonuç elde edilememiştir.

4.2.1 Painlevé Metodu

(4.12) denklem sistemine Painlevé metodunu uygulandığında. Metoda göre ilk olarak
etkin davranışın bulunması gerekir. Yani, ϕ keyfi bir fonksiyon olmak üzere

u(x, y) = u0(x, y)ϕ
α1 ,

v(x, y) = v0(x, y)ϕ
α2

(4.13)

ifadelerindeki α1, α2, u0(x, y) ve v0(x, y) belirlenmesi gerekir. Bunu elde etmek için (4.13)
ifadesi (4.12) sisteminde etkin terimlerde yerine yazıldığında tüm terimler dengelendiğinde
α1 = −2, α2 = −2 olarak bulunur. Elde edilen α1 = −2, α2 = −2 değerleri (4.13)
ifadesinde daha sonra da (4.12) sisteminde yerine yazıldığında ϕ−5 li terimlerden oluşan
denklemlerdeki bilinmeyen u0(x, y) ve v0(x, y) fonksiyonları
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u0(x, t) = 12c1ϕxϕt, v0(x, y) = 6c2ϕ
2
x, u0(x, t) ̸= 0, v0(x, t) ̸= 0 olarak bulunur. Bulunan

bu değerler (3.4) fonksiyonunda yerine yazıldığında

u(x, t) = −2ϕxϕ
−2 + ujϕ

j−2,

v(x, t) = −2ϕxϕ
−2 + vjϕ

j−2
(4.14)

ifadeleri (4.12) denklem sisteminde yerine yazılarak sırasıyla ujϕ
−5+j ve vjϕ−5+j li lineer

olan tüm terimlerin katsayılarından oluşan polinomlar

−c1j
3 + 9c1j

2 − 14c1j − 24c1 = 0,

12c1j − 48c1 = 0

şeklinde bulunur ve polinomların kökleri rezonans değerleri olarak adlandırılır. Elde edilen
rezonanslar aşağıdaki gibidir:

j = −1, 4, 4, 6

İlk rezonans olan j = −1, ϕ(x, t) = 0 ın tekillik manifoldunun keyfiliğinden her zaman
bulunmak zorundadır. Diğer rezonansların keyfi fonksiyonlarının kontrol edilmesi için
Laurent serileri

u(x, t) =
6∑

j=0

ujϕ
j−2,

v(x, t) =
4∑

j=0

vjϕ
j−2

olarak oluşturularak (4.12) sisteminde yerine yazılır. Elde edilen ifadeler ϕ nin kuvvetlerine
göre düzenlenir ve kuvvetlerin katsayıları birer denklem olarak yazıldıktan sonra cebirsel
denklem sistemi oluşturulup bilinmeyen uj ve vj fonksiyonları elde edilir. (1+1)-boyutlu
genelleştirilmiş Boussinesq denklem sisteminde Painlevé metodu kuralları doğrultusunda
u1,u2,u3, u5, v1,v2,v3, v5 ifadelerini elde etmek ve u4,u6, v4, v6 ifadelerinin keyfi fonksiyon
olup olmadığı kontrol ederek, rezonansların bağdaşabilirlik şartını sağlayıp sağlamadığını
saptamak gerekir. ϕ li terimlerden oluşan cebirsel denklem sisteminin çözümü sonucunda
u1,u2,u3, v1,v2,v3 ifadeleri elde edilebilirken, j = 4 deki rezonans değeri bağdaşabilirlik
şartını sağlamadığından (4.12) denklem sistemi Painlevé özelliğine sahip değildir. Öte
yandan integrallenemez olduğu söylenilemez. İntegrallenebilirliği daha başka yöntemler
yolu ile kontrol edilebilir. Ayrıca (4.12) denklem sisteminin Painlevé özelliğine sahip
olmadığı ilk olarak (Chun-Li vd. 2004) makalesinde gösterilmiştir. Li tarafından dinamik
sistemler yöntemiyle (4.12) denklem sisteminin tüm olası soliter dalga çözümlerinin ve
sayılamaz sonsuz çoklukta periyodik dalga çözümlerinin varlığını gösteren bir çalışma
yapılarak denklem sisteminin integrallenebilir olduğu gösterilmiştir (Li, 2008).
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4.2.2 Jacobi Eliptik Fonksiyon Metodu İle Tam Çözüm

c keyfi bir sabit ve ξ bağımsız değişken olmak üzere (4.12) denklem sisteminin
hareketli dalga dönüşümü aşağıdaki gibi olsun.

u(x, t) = u(ξ), v(x, t) = v(ξ), ξ = x− ct (4.15)

dalga dönüşümü (4.12) denklemine uygulandığında indirgeme sonucunda

−cu′ + uu′ + v′ + cc1u
′′′ = 0,

−cv′ + u′ + uv′ + vu′ − c2u
′′′ = 0

(4.16)

lineer olmayan adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. İlk denklemdeki en yüksek
mertebeye sahip lineer terim (u′′′) ile en yüksek dereceden lineer olmayan terim (u′u)

dengelendiğinde m + 3 = m + 1 + m dengelenme bağıntısı elde edilir. Buradan
dengelenme sayısı m = 2 olarak hesaplanır. İkinci denklemdeki en yüksek mertebeye sahip
lineer terim (u′′′) ile en yüksek dereceden lineer olmayan terim (uv′) dengelendiğinde
m + 3 = m + n + 1 dengelenme bağıntısı elde edilir. Buradan n = 2 dengeleme sayısına
ulaşılır. F (ξ) (4.18) denklem sistemini sağlayan bir denklem, a0, a1, a2, b0, b1 ve b2 birer
keyfi sabit olmak üzere (3.16) formundan aranan çözümler

u(ξ) = a0 + a1F (ξ) + a2F (ξ)2

v(ξ) = b0 + b1F (ξ) + b2F (ξ)2
(4.17)

şeklinde elde edilir. P,Q,R sabitler olmak üzere aşağıda verilen denklem yardımcı denklem
olsun.

F ′(ξ) =
√
PF 4(ξ) +QF 2(ξ) +R (4.18)

Böylece (4.18) yardımcı denkleminin türevleri aşağıdaki gibi alınabilir.

F ′′ = 2PF 3 +QF,

F ′′′ = (6PF 2 +Q)F ′,

F ′′′ = 24P 2F 5 + 20PQF 3 + (12PR +Q2)F,
...

(4.19)

Maple programı yardımıyla, (4.17) ifadeleri (4.16) denklem sisteminde yerine yazılır.
Sonrasında (4.18) denklemi ve (4.19) denklemleri elde edilen son işlemde yerine yazılıp,
aynı kuvvetli F i(F ′)j (j = 0, 1, i = 0, 1, 2, ...) lerin katsayıları düzenlendiğinde ve elde
edilen katsayıların her biri sıfıra eşitlendiğinde, aşağıdaki gibi bir cebirsel denklem sistemi
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elde edilir:
2a22 + 24cc1a2P = 0,

3a1a2 + 6cc1a1P = 0,

−2ca2 + a21 + 2a0a2 + 2b2 + 8cc1a2Q = 0,

−ca1 + a0a1 + b1 + cc1a1Q = 0,

4b2a2 − 24c2a2P = 0,

3b2a1 + 3b1a2 − 6c2a1P = 0,

2a2 − 2cb2 + 2b2a0 + 2b1a1 + 2b0a2 − 8c2a2Q = 0,

−cb1 − c2a1Q+ a1 + b1a0 + b0a1 = 0.

(4.20)

Bu cebirsel denklem sistemi çözüldüğünde

a0 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

, a1 = 0, a2 = −12cc1P,

b0 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

, b1 = 0, b2 = 6c2P, c = c
(4.21)

elde edilir. Bulunan sonuçlar (4.17) denkleminde yerine yazıldığında

u(ξ) = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1PF (ξ)2,

v(ξ) =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2PF (ξ)2
(4.22)

çözümleri bulunur. Elde edilen çözümlerin (3.19) daki tabloda bulunan durumlar
uygulandığında (4.12) denklem sistemi Jacobi eliptik fonksiyon ailelerine sahip olur (Ebaid
ve Aly, 2012). Elde edilen tam çözümler periyodik ve hiperbolik sonuçlar şeklindedir.
Şimdi bu sonuçları detaylı şekilde aşağıda verelim.

m → 1, (4.12) denklem sisteminin hiperbolik fonksiyon içeren soliton çözümleri
elde edilir.m → 0, (4.12) denklem sisteminin trigonometrik fonksiyon içeren hareketli dalga
çözümleri elde edilir.

Durum 1 : Eğer P : m2, Q : −(1 +m2) ve F (ξ) = snξ olursa, tam çözüm

u1 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Psn2ξ,
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v1 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Psn2ξ

olarak bulunur. Özel olarak m → 1 seçilirse, (3.20) den bilindiği üzere F (ξ) = tanh ξ
olacağından ve (4.12) denklem sisteminin özel tam çözümü aşağıdaki gibi bulunur:

u1(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 16c2c21 − c2
cc1

− 12cc1 tanh(x− ct)2,

v1(x, t) =
1

4

−4c2c21 − 16c2c
2c21 + c22

c2c21
+ 6c2 tanh(x− ct)2.

Durum 2 : (3.19) deki tablodan P : −m2, Q : (2m2 − 1), F (ξ) = cnξ olarak
seçildiğinde, tam çözüm

u2 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Pcn2ξ,

v2 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Pcn2ξ

şeklinde elde edilir. Özel olarak m → 1 alınırsa (3.20) den bilindiği üzere F (ξ) = sechξ
olacağından (4.12) denklem sisteminin özel çözümlerinden biri aşağıdaki gibi elde edilir:

u2(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21 − c2
cc1

+ 12cc1 sech(x− ct)2,

v2(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 8c2c
2c21 + c22

c2c21
− 6c2 sech(x− ct)2.

Durum 3 : P : 1, Q : −(1 +m2), F (ξ) = nsξ olduğunda tam çözüm

u3 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Pns2ξ,

v3 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Pns2ξ

şeklinde bulunur.m → 1 seçildiğinde F (ξ) = cothξ olur ve (4.12) denklem sisteminin özel
çözümü aşağıda verilen fonksiyonlar olarak bulunur:

u3(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 16c2c21 − c2
cc1

− 12cc1 coth(x− ct)2,

v3(x, t) =
1

4

−16c2c
2c21 − 4c2c21 + c22
c2c21

+ 6c2 coth(x− ct)2.
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Durum 4 : Eğer P : 1, Q : −(1 +m2), F (ξ) = nsξ olarak alınırsa tam çözüm

u3 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Pns2ξ,

v3 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Pns2ξ

şeklinde elde edilir. m → 0 olarak seçilirse (3.21) den bilindiği gibi F (ξ) = csc ξ dönüşür
ve (4.12) denklem sisteminin özel periyodik çözümlerinden biri aşağıda verilen fonksiyonlar
gibidir:

u4(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 8c2c21 − c2
cc1

− 12cc1 csc(x− ct)2,

v4(x, t) =
1

4

−4c2c21 − 8c2c
2c21 + c22

c2c21
+ 6c2 csc(x− ct)2.

Durum 5 : P : 1, Q : −(1 +m2), F (ξ) = dcξ alındığında

u5 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Pdc2ξ,

v5 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Pdc2ξ

m → 0, F (ξ) = sec ξ, olur ve (4.12) denkleminin trigonometrik fonksiyon içeren özel tam
çözümlerden biri elde edilir.

u5(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 8c2c21 − c2
cc1

− 12cc1 sec(x− ct)2,

v5(x, t) =
1

4

−8c2c
2c21 − 4c2c21 + c22

c2c21
+ 6c2 sec(x− ct)2.

Durum 6 : (3.19) deki tablodan P : 1−m2, Q : 2−m2, F (ξ) = scξ olarak seçilirse

u6 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Psc2ξ,

v6 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Psc2ξ

m → 0 (3.21) den bilindiği üzere F (ξ) = tan ξ olur ve (4.12) denkleminin özel periyodik
çözümlerden biri bulunmuş olur.

u6(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 16c2c21 − c2
cc1

− 12cc1 tan(x− ct)2,

v6(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 16c2c
2c21 + c22

c2c21
+ 6c2 tan(x− ct)2.
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Durum 7 : P : 1, Q : (2−m2), F (ξ) = csξ olarak seçilsin, o halde

u7 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Pcs2ξ,

v7 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Pcs2ξ

m → 1 (3.20) den bilindiği gibi, F (ξ) = cschξ olarak elde edilir ve (4.12) denkleminin özel
hiperbolik fonksiyon içeren tam çözümlerden biri elde edilir.

u7(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21 − c2
cc1

− 12cc1 csch(x− ct)2,

v7(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 8c2c
2c21 + c22

c2c21
+ 6c2 csch(x− ct)2.

Durum 8 : Eğer P : 1, Q : (2−m2), F (ξ) = csξ olarak alınırsa

u8 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1Pcs2ξ,

v8 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2Pcs2ξ

m → 0, F (ξ) = cot ξ dönüşür ve (4.12) denkleminin özel trigonometrik fonksiyon içeren
çözümlerden biri elde edilir.

u8(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 16c2c21 − c2
cc1

− 12cc1 cot(x− ct)2,

v8(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 16c2c
2c21 + c22

c2c21
+ 6c2 cot(x− ct)2.

Durum 9 : (3.19) deki tablodan P :
1

4
, Q :

1− 2m2

2
, F (ξ) = nsξ ± csξ olarak

seçilirse

u9 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P (nsξ ± csξ)2 ,

v9 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P (nsξ ± csξ)2

Bu durumdam → 1, F (ξ) = coth ξ ± cschξ olur ve (4.12) denklem sisteminin özel soliton
çözümlerinden biri bulunur.

u9(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 4c2c21 − c2
cc1

− 3cc1 coth((x− ct)± csch(x− ct))2,

v9(x, t) =
1

4

−4c2c21 − 4c2c
2c21 + c22

c2c21
+

3

2
c2 coth((x− ct)± csch(x− ct))2.
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Durum 10 : Eğer P :
1

4
, Q :

1− 2m2

2
, F (ξ) = nsξ ± csξ olarak alınırsa

u10 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P (nsξ ± csξ)2 ,

v10 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P (nsξ ± csξ)2 .

m → 0, F (ξ) = csc ξ ± cot ξ dönüşür ve (4.12) denklem sisteminin özel hareketli dalga
çözümlerinden biri bulunur.

u10(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 4c2c21 − c2
cc1

− 3cc1 csc((x− ct)± cot(x− ct))2,

v10(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 4c2c
2c21 + c22

c2c21
+

3

2
c2 csc((x− ct)± cot(x− ct))2.

Durum 11 : Varsayalım ki P :
(1−m2)

4
, Q :

(1 +m2)

2
, F (ξ) = ncξ ± scξ olsun

u11 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P (nsξ ± csξ)2 ,

v11 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P (nsξ ± csξ)2

m → 0, F (ξ) = sec ξ ± tan ξ olur ve (4.12) denklem sisteminin özel dalga çözümlerinden
birine ulaşılır.

u11(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 4c2c21 − c2
cc1

− 3cc1 sec((x− ct)± tan(x− ct))2,

v11(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 4c2c
2c21 + c22

c2c21
+

3

2
c2 sec((x− ct)± tan(x− ct))2.

Durum 12 : Eğer (3.19) deki tablodan P > 0, Q < 0,

F (ξ) =

√
−m2Q

(1 +m2)P
sn

(√
−Q

1 +m2
ξ

)

olarak seçilirse

u12 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1
−m2Q

(1 +m2)
sn2

(√
−Q

1 +m2
ξ

)
,

v12 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2
−m2Q

(1 +m2)
sn2

(√
−Q

1 +m2
ξ

)
.
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m → 1, F (ξ) =

√
−m2Q

(1 +m2)P
tanh

(√
−Q

1 +m2
ξ

)
olur ve (4.12) denklem sisteminin özel

hiperbolik fonksiyon içeren soliton çözümlerinden biri saptanır.

u12(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

+ 6cc1Q tanh(
1

2

√
−2Q(x− ct))2,

v12(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 8c2c
2Qc21 + c22

c2c21
− 3c2Q tanh(

1

2

√
−2Q(x− ct))2.

Durum 13 : Eğer (3.19) deki tablodan P < 0, Q > 0,

F (ξ) =

√
−Q

(2−m2)P
dn

(√
Q

2−m2
ξ

)
durumu incelenirse

u13 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1
−Q

(2−m2)
dn2

(√
Q

2−m2
ξ

)
,

v13 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2
−Q

(2−m2)
dn2

(√
Q

2−m2
ξ

)

m → 1, F (ξ) =

√
−Q

(2−m2)P
sech

(√
Q

2−m2
ξ

)
olur ve (4.12) denklem sisteminin özel

soliton çözümlerinden biri elde edilir.

u13(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

+ 12cc1Q sech(
√
Q(x− ct))2,

v13(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 8c2c
2Qc21 + c22

c2c21
− 6c2Q sech(

√
Q(x− ct))2.

Durum 14 : Eğer (3.19) deki tablodan P : 1, Q : m2 + 2, F (ξ) =
dnξcnξ

snξ
durumu

ele alınırsa
u14 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P
dn2ξcn2ξ

sn2ξ
,

v14 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P
dn2ξcn2ξ

sn2ξ

m → 0, F (ξ) =
cos ξ
sin ξ

a dönüşür ve (4.12) denklem sisteminin özel tam çözümlerinden biri
saptanır.

u14(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 16c2c21 − c2
cc1

+ 12cc1
cos2(x− ct)

sin2(x− ct)
,
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v14(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 16c2c
2c21 + c22

c2c21
+ 6c2

cos2(x− ct)

sin2(x− ct)
.

Durum 15 : P : − 4

m
, Q : 6m−m2−1, F (ξ) =

mdnξcnξ

msn2ξ + 1
durumu ele alındığında

u15 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P
m2dn2ξcn2ξ

m2(sn2ξ + 1)2
,

v15 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P
m2dn2ξcn2ξ

m2(sn2ξ + 1)2

m → 1, F (ξ) =
m sechξ sechξ

m tanh ξ tanh ξ + 1
ve (4.12) denklem sisteminin özel hareketli dalga

çözümlerinden biri elde edilir.

u15(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 32c2c21 − c2
cc1

+
48cc1 sech4(x− ct)

(tanh2(x− ct) + 1)2
,

v15(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 32c2c
2c21 + c22

c2c21
− 24c2 sech4(x− ct)

(tanh2(x− ct) + 1)2
.

Durum 16 : Eğer P :
4

m
, Q : −6m − m2 − 1, F (ξ) =

mdnξcnξ

msn2ξ − 1
durumu

incelenirse

u16 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P
m2dn2ξcn2ξ

m2(sn2ξ − 1)2
,

v16 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P
m2dn2ξcn2ξ

m2(sn2ξ − 1)2

Ayrıca (3.20) e göre m → 1 seçilirse F (ξ) =
m sechξ sechξ

m tanh ξ tanh ξ − 1
olduğu görülür ve (4.12)

denklem sisteminin özel tam çözümlerinden biri elde edilir.

u16(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 64c2c21 − c2
cc1

− 48cc1 sech4(x− ct)

(tanh2(x− ct)− 1)2
,

v16(x, t) =
1

4

−4c2c21 − 64c2c
2c21 + c22

c2c21
+

24c2 sech4(x− ct)

(tanh2(x− ct)− 1)2
.

Durum 17 : Eğer (3.19) deki tablodan P :
1

4
, Q :

1− 2m2

2
, F (ξ) =

snξ

1± cnξ
alınır

ve incelenirse

u17 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P
sn2ξ

(1± cnξ)2
,
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v17 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P
sn2ξ

(1± cnξ)2

Aynı zamanda (3.20) e göre m → 1 seçilirse F (ξ) =
tanh ξ

1± sechξ
olduğu görülür ve (4.12)

denklem sisteminin özel hiperbolik fonksiyon içeren soliton çözümlerinden biri elde edilir.

u17(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 4c2c21 − c2
cc1

− 3cc1 tanh2(x− ct)

(1± sech(x− ct))2
,

v17(x, t) =
1

4

−4c2c21 − 4c2c
2c21 + c22

c2c21
+

3c2 tanh2(x− ct)

2(1± sech(x− ct))2
.

Durum 18 : Varsayalım ki P :
1

4
, Q :

1− 2m2

2
, F (ξ) =

snξ

1± cnξ
olsun

u18 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P
sn2ξ

(1± cnξ)2
,

v18 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P
sn2ξ

(1± cnξ)2

m → 0, F (ξ) =
sin ξ

1± cos ξ
olur ve (4.12) denklem sisteminin özel trigonometrik fonksiyon

içeren periyodik çözümlerinden biri elde edilmiş olur.

u18(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 4c2c21 − c2
cc1

− 3cc1 sin2(x− ct)

(1± cos(x− ct))2
,

v18(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 4c2c
2c21 + c22

c2c21
+

3c2 sin2(x− ct)

2(1± cos(x− ct))2
.

Durum 19 : Eğer P :
1−m2

4
, Q :

1 +m2

2
, F (ξ) =

cnξ

1± snξ
olursa

u19 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P
cn2ξ

(1± snξ)2
,

v19 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P
cn2ξ

(1± snξ)2

m → 0, F (ξ) =
cos ξ

1± sin ξ
olur ve (4.12) denklem sisteminin özel tam çözümlerinden biri

bulunmuş olur.

u19(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 4c2c21 − c2
cc1

− 3cc1 cos2(x− ct)

(1± sin(x− ct))2
,

v19(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 4c2c
2c21 + c22

c2c21
+

3c2 cos2(x− ct)

2(1± sin(x− ct))2
.
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Durum 20 : (3.19) deki tablodan P :
C2m4 − (B2 + C2)m2 +B2

4
,

Q :
m2 + 1

2
, F (ξ) =

√
(B2 − C2)

(B2 − C2m2)
+ snξ

Bcnξ + Cdnξ
alınıp incelenirse

u20 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P


√

(B2 − C2)

(B2 − C2m2)
+ snξ

Bcnξ + Cdnξ


2

,

v20 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P


√

(B2 − C2)

(B2 − C2m2)
+ snξ

Bcnξ + Cdnξ


2

m → 0, F (ξ) =

√
(B2 − C2)

(B2 − C2m2)
+ sin ξ

B cos ξ + C
olur ve (4.12) denkleminin özel periyodik

çözümlerinden biri elde edilir.

u20(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 4c2c21Q− c2
cc1

−
3cc1B

2(

√
(B2 − C2)

(B2 − C2)
+ sn(x− ct))2

(B cos(x− ct) + C)2
,

v20(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 4c2c
2c21 + c22

c2c21
+

3

2

c2B(

√
(B2 − C2)

(B2 − C2)
+ sn(x− ct))2

(B cos(x− ct) + C)2
.

Durum 21 : Eğer P :
B2 + C2

4
, Q :

m2

2
−1, F (ξ) =

√
(B2 + C2 − C2m2)

(B2 + C2)
+ dnξ

Bsnξ + Ccnξ
olarak alınırsa

u21 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P


√

(B2 + C2 − C2m2)

(B2 + C2)
+ dnξ

Bsnξ + Ccnξ


2

,

v21 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P


√

(B2 + C2 − C2m2)

(B2 + C2)
+ dnξ

Bsnξ + Ccnξ


2
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m → 0, F (ξ) =

√
(−C2m2 +B2 + C2)

(B2 + C2)
+ 1

B sin ξ + C cos ξ
olur ve (4.12) denkleminin özel tam

çözümlerinden biri bulunmuş olur.

u21(x, t) = −1

2

−2c2c1 − 8c2c21Q− c2
cc1

−
48cc1

(
1

4
B2 +

1

4
C2

)
(B sin(x− ct) + C cos(x− ct))2

,

v21(x, t) =
1

4

−4c2c21 − 8c2c
2c21 + c22

c2c21
+

24c2

(
1

4
B2 +

1

4
C2

)
(B sin(x− ct) + C cos(x− ct))2

.

Durum 22 : Eğer P : −(m2 + 2m + 1)B2, Q : 2m2 + 2, F (ξ) =
msn2ξ − 1

B(msn2ξ + 1)
durumu incelenirse

u22 = −1

2

−2c2c1 + 8c2c21Q− c2
cc1

− 12cc1P
m2(sn2ξ − 1)2

B2(msn2ξ + 1)2
,

v22 =
1

4

−4c2c21 + 8c2Qc2c21 + c22
c2c21

+ 6c2P
m2(sn2ξ − 1)2

B2(msn2ξ + 1)2

m → 1, F (ξ) =
m tanh ξ tanh ξ − 1

B(m tanh ξ tanh ξ + 1)
olur ve (4.12) denklem sisteminin özel soliton

çözümlerinden biri bulunur.

u22(x, t) = −1

2

−2c2c1 + 32c2c21 − c2
cc1

+
48cc1

(
tanh2(x− ct)− 1

)2
(tanh2(x− ct) + 1)2

,

v22(x, t) =
1

4

−4c2c21 + 32c2c
2c21 + c22

c2c21
−

24c2
(
tanh2(x− ct)− 1

)2
(tanh2(x− ct) + 1)2

.

(4.12) denklem sisteminin Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile tam çözümleri
bulunduğunda elde edilen hareketli dalga çözümler trigonometrik fonksiyon içeren
periyodik çözümler ve hiperbolik fonksiyon içeren soliton çözümlerdir. (4.12) denklem
ailesi ile yapılan çalışmalar için literatür araştırması yapıldığında, Huang ve Chen
çatallanma metodunu kullanarak GBQS nin soliter dalga ve periyodik dalga çözümlerini
bulmuştur (Huang ve Chun-Li, 2007). Aynı zamanda Li, GBQS için dinamik sistemler
yöntemini kullanarak tüm olası soliter dalga çözümlerinin ve sayılamaz sonsuz çoklukta
periyodik dalga çözümlerinin varlığını gösteren bir çalışma yapmıştır (Li, 2008). Bu tezde
kullanılan tam çözüm metodu ile elde edilen hareketli dalga çözümlerine literatürde
rastlanmamıştır.
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4.2.3 Çarpan Metodu İle Korunum Kanunu

Bu kısımda (4.12) denklem sisteminin çarpan metodu ile korunum kanunları
bulunacaktır. Denklem sistemini Λ1(x, t, u, v) ve Λ2(x, t, u, v) fonksiyonları ile çarpalım.

Λ1(x, t, u, v)(ut + uux + vx − c1uxxt) = 0,

Λ2(x, t, u, v)(vt + [(1 + v)u]x − c2uxxx) = 0
(4.23)

Belirleyici denklem üstteki denklem sisteminin varyasyonel türevini alarak bulunur. Yani

δ

δu
[Λ1(x, t, u, v)(ut + uux + vx − c1uxxt)] = 0,

δ

δv
[Λ2(x, t, u, v)(vt + [(1 + v)u]x − c2uxxx)] = 0

(4.24)

şeklinde elde edilir. Burada (4.24) ifadesi açıldığında u ve v nin türevlerinin katsayılarından
oluşan belirleyici denklem sistemi

Λ1x = 0, Λ2x = 0, Λ1t = 0, Λ2t = 0, Λ1u = 0, Λ2u = 0, Λ1v = 0, Λ2v = 0 (4.25)

olarak elde edilir. Bu belirleyici denklem sisteminin çözümünden g1, g2 sabit olmak üzere,
çarpan fonksiyonları Λ1,Λ2

Λ1(x, t, u, v) = g1,

Λ2(x, t, u, v) = g2
(4.26)

olarak bulunur. Dolayısıyla (4.12) denklem sistemi için çarpanlar bulunmuş olur. Buradan
korunum vektörü Λ1 = 1 ve Λ2 = 0 için

T t
1 = −c1uxx + u, T x

1 =
u2

2
+ v (4.27)

olarak elde edilir ve Λ1 = 0 ve Λ2 = 1 e bağlı korunum vektörü bileşenleri

T t
2 = v, T x

2 = −c2uxx + uv + u (4.28)

olarak bulunur. Bulunan korunum kanunları aşikardır.

4.3 (2+1)-Boyutlu Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP)
Denklemi

(2+1)-boyutlu BLMP denklem

uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy = 0 (4.29)

şeklindedir (Alofi ve Abdelkawy, 2012). Gilson, (2+1)-boyutlu
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklemini sığ su dalga denklemlerinin
(2+1)-boyutlu genellemesi yapılırken bilineer yaklaşım yoluyla araştırmalar sayesinde
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türetti (Gilson vd. 1993). L.Luo, BLMP denkleminin bilineer formlar yardımıyla yeni
soliton çözümlerini ve Lax çiftlerini bulmuş, Bäcklund dönüşümünü yapmıştır (Luo,
2011a). (Luo, 2011a) makalesinde BLMP denklemine Hirota bilineer metodu ve Riemann
teta fonksiyonunu kullanılarak çoklu periyodik dalga çözümleri bulunmuştur. Ayrıca L.Luo,
BLMP denklemi için bilineer formu elde etmek ve elde edilen lineerleşebilir bilineer
denklemi Lax çiftini kullanmak için ikili Bell polinomlarını incelemiştir (Luo, 2011b). Ying
Li ve Desheng Li, modifiye edilmiş Clarkson-Kruskal metodu yardımı ile BLMP
denkleminin Bäcklund dönüşümü yapmıştır ve bu dönüşümlerden yararlanarak
trigonometrik fonksiyon içeren yeni tam çözümler bulmuştur (Zhang, 2008). Bu bölümde
(4.29) denkleminin Painlevé özelliği incelenip, genelleştirilmiş Kudryashov metodu ile tam
çözümleri elde edilmiştir ve çarpan metodu kullanılarak korunum kanunları bulunmuştur.
Jacobi eliptik fonksiyon metodu bu denklem için denenmiştir ve sonuç elde edilememiştir.

4.3.1 Painlevé Metodu

(4.29) denklemine Painlevé metodunu uygulandığında ilk olarak etkin davranışın
bulunması gerekir.O halde ϕ keyfi bir fonksiyon olmak üzere

u(x, y, t) = u0(x, y, t)ϕ
α (4.30)

ifadesindeki α ve u0(x, y, t) ın belirlenmesi gerekir. Bunu elde etmek için (4.30) ifadesini
(4.29) kısmi diferensiyel denklemde etkin terimlerde yerine yazıldığında tüm terimler
dengelendiğinde ve αi ler bulunduğunda 2α − 3 ve α − 4 kuvvetlerine sahip olan ϕ li
terimlerin dengelenmesinden elde edilen α = −1 değerleri algoritmada kullanılmak üzere
seçilir. Bulunan α = −1 değeri (4.30) ifadesinde daha sonra da (4.29) kısmi diferensiyel
denklemde yerine yazıldığında ϕ−5 li terimlerden oluşan denklem çözülüp
u0(x, y, t) = −2ϕx, u0(x, y, t) ̸= 0 fonksiyonu elde edilir. Bulunan α ve u0(x, y, t)

değerleri (3.4) fonksiyonunda yerine yazıldıktan sonra

u(x, y, t) = −2ϕxϕ
−1 + ujϕ

j−1 (4.31)

ifadesi (4.29) denkleminde yerine yazılarak ujϕ
−5+j li lineer olan tüm terimlerin

katsayılarından oluşan polinom

j4 − 10j3 + 23j2 + 10j − 24 = 0

şeklinde bulunur ve polinomun kökleri rezonans değerleri olarak adlandırılır. Buradan
rezonanslar

j = −1, 1, 4, 6

olarak elde edilir. İlk rezonans olan j = −1, ϕ(x, y, t) = 0 ın tekillik manifoldunun
keyfiliğinden her zaman bulunmak zorundadır. Diğer rezonansların keyfi fonksiyonlarının
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kontrol edilmesi için Laurent serisini

u(x, y, t) =
6∑

j=0

ujϕ
j−1

şeklinde oluşturarak (4.29) denkleminde yerine yazılır. Elde edilen ifade ϕ nin kuvvetlerine
göre düzenlenir ve kuvvetlerin katsayıları birer denklem olarak yazıldıktan sonra cebirsel
denklem sistemi oluşturulup bilinmeyen uj fonksiyonları elde edilir. u2,u3,u5 ifadelerini
elde etmek ve u1,u4,u6 ifadelerinin keyfi fonksiyon olup olmadığı kontrol ederek,
rezonansların bağdaşabilirlik şartını sağlayıp sağlamadığını saptamak gerekir. Detaylı
anlatılırsa ujϕ

−5+j li terimlere j rezonans değerleri yazıldığında rezonanslara karşılık gelen
uj ler ϕ li terimlerin katsayısıdır. (4.29) denklemi için ujϕ

−5+j li terimine j rezonans
değerleri yerleştirildiğinde j = 0, 1, 2, ..., 6 değerleri için sırasıyla
ϕ−5, ϕ−4, ϕ−3, ϕ−2, ϕ−1, ϕ0, ϕ1 li terimlerin katsayıları denklem olarak tanımlanır ve bu
cebirsel denklem sistemi çözülerek sırasıyla u0, u1, u2, u3, u4, u5, u6 fonksiyonları elde
edilir. Tüm terimlere detaylı şekilde cebirsel işlemler yapıldığında

j = 0 : ϕ−5 : u0 = −2ϕx,

j = 1 : ϕ−4 : u1 = u1,

j = 2 : ϕ−3 : u2 =
1

6ϕ2
x + 6ϕy

(−3ϕxxϕxy + ϕxxxϕy + 3ϕxϕyxx + · · · ),

j = 3 : ϕ−2 : u3 =
1

24ϕ4
xϕy

3
(−ϕxϕy

3ϕxxxx − 6ϕ2
xϕ

2
yϕxxxy − · · · ),

j = 4 : ϕ−1 : u4 = u4,

j = 5 : ϕ0 : u5 = − 1

288ϕ8
xϕy

5
(288u4,xϕ

7
xϕy

5 + 102ϕxϕ
2
xxϕxyϕy

4ϕt − · · · ),

j = 6 : ϕ1 : u6 = u6

değerlerine ulaşılır. Sonuç olarak u1,u4,u6 ifadeleri keyfi fonksiyonlar olup rezonans
değerleri bağdaşabilirlik koşulunu sağladığından ve aynı zamanda u2,u3,u5 fonksiyonları
bulunabildiğinden (4.29) denklemi WTC anlamında Painlevé özelliğine sahiptir yani
integrallenebilirdir denir. Literatüre bakıldığında, Wazwaz ilk olarak (Wazwaz, 2020)
makalesinde aynı sonuca varmıştır.

4.3.2 Genelleştirilmiş Kudryashov Metodu İle Tam Çözüm

x, y, t bağımsız değişkenler, c keyfi sabit ve ξ bağımsız değişken olmak üzere
aşağıdaki formun aracılığı ile (4.29) denklemine hareketli dalga dönüşümü yapıldığında

u(x, y, t) = u(ξ), ξ = x+ y − ct (4.32)

bu denklem lineer olmayan adi diferensiyel denkleme indirgenir. İndirgeme sonucunda

u
(iv) − cu′′ − 6u′u′′ = 0 (4.33)
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oluşan (4.33) denkleminin en yüksek mertebeli lineer terim u(iv) ve en yüksek dereceli lineer
olmayan terim u′u′′ arasında dengeleme yapılır. Dengeleme bağıntısı m + 4 = m + 1 +

m + 2 olarak yazılır. Bu bağıntı çözüldüğünde dengelenme sayısı m = 1 olarak bulunur.
Genelleştirilmiş Kudryashov metoduna göre m elde edildikten sonra n − r = m şartına
bağlı olarak n ve r sayıları seçilmelidir.m = 1 olduğundan n = 2 ve r = 1 olarak seçilirse,
a0, a1, a2,b0, b1 belirsiz sabitler olmak üzere (4.33) denkleminin rasyonel formda olan çözümü

u(ξ) =
a0 + a1Q+ a2Q

2

b0 + b1Q
(4.34)

olarak bulunur. A integral sabiti ve Q = Q(ξ) olmak üzere

Q(ξ) =
1

1 + Aeξ
(4.35)

(4.36) denkleminin bir çözümüdür ve yardımcı denklem aşağıdaki gibidir:

dQ

dξ
= Q2(ξ)−Q (ξ) (4.36)

(4.34) denklemi (4.33) denkleminde yerine yazılır ve (4.36) denklemi, çıkan sonuçlarda Q
nun türevleri cinsinden türevli ifadeler bitene kadar yerine yazılır. Son olarak Qk

fonksiyonları düzenlenir ve fonksiyonların katsayıları birer denklem olarak tanımlanır. Elde
edilen cebirsel denklem sisteminin Maple yardımıyla çözülmesiyle bulunan üç farklı durum
aşağıda verilmiştir:

Durum 1:

a0 = −b0 −
1

2
a1, a1 = a1, a2 = 0, b0 = a1, b1 = −2b0, c = 1,

Eğer elde edilen değerler ve (4.36) denklemi (4.34) denkleminde yerine yazılıp (4.32)
dönüşümü yapılırsa (4.29) denkleminin dalga çözümü

u(x+ y − t) = −1

2

−1− 4A sinh(x+ y − t)− 2A cosh(x+ y − t) + 3A2

A2 + 1− 2A cosh(x+ y − t)

olarak bulunur.

Durum 2:

a0 =
b0(a1 − 2b0)

b1
, a1 = a1, a2 = 2b1, b0 = b1, b1 = a1, c = 1,

Bulunan sonuçlar ve (4.36) denklemi (4.34) denkleminde yerine yazılıp (4.32) dönüşümü
yapılırsa (4.29) denkleminin tam çözümü

u(x+ y − t) = − 2A sinh(x+ y − t)− 1 + A2

A2 + 1 + 2A cosh(x+ y − t)
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şeklinde elde edilir.

Durum 3:

a0 = −1

2
a1, a1 = a1, a2 = −4b0, b0 = a1, b1 = −2b0, c = 4,

Yukarıdakiler ile benzer yol izlendiğinde, denklemin aşağıdaki gibi hareketli dalga çözümü
bulunur:

u(x+ y − 4t) = −1
2
−16A2 sinh(x+y−4t) cosh(x+y−4t)+12A2 cosh(x+y−4t)2−6A2−7+A4

A4−4A2 cosh(x+y−4t)2+2A2+1

Elde edilen hareketli dalga çözümleri hiperbolik fonksiyon içeren soliton çözümlerdir.
Literatür araştırması sonucu edinilen bilgilere göre, (Luo, 2011a), (Zhang, 2008)
makalelerinde denklemin periyodik dalga çözümleri elde edilmiştir. Ayrıca Wazwaz (4.29)
denkleminin çoklu soliton ve çoklu kompleks soliton çözümlerini elde etmiştir (Wazwaz,
2020). Bu çalışmada bulunan soliton çözümler literatüre kazandırılan yeni dalga
çözümlerdir.

4.3.3 Çarpan Metodu İle Korunum Kanunu

Bu bölümde (4.29) denklemi için çarpan metodu kullanılarak korunum kanunları
bulunacaktır. BLMP denklemini Λ(x, y, t, u) fonksiyonu ile çarpalım.

Λ(uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy) = 0 (4.37)

Buradan belirleyici denklemleri (4.37) denkleminin varyasyonel türevini alarak
bulunduğunda.

δ

δu
[Λ(uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy)] = 0 (4.38)

(4.38) denklemini tam türevlere göre açtığımızda

Λx(uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy)−Dx[Λux(uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy)]

−Dy[Λuy(uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy) + Λ(−3uxx)] +D2
x[Λ(−3uy)]

+DyDt[Λ] +DyD
3
x[Λ] + Λ[(−3uxy)] +DxDy[Λ(−3ux)]

elde edilir. Burada u nun türevlerinin katsayılarından oluşan belirleyici denklem sistemi

Λt,y = 0, Λx = 0, Λu = 0 (4.39)

olarak bulunur ve bu denklem sisteminin çözümünün bulunması karmaşık ve büyük
hesaplamalar içerdiğinden Maple paket programının alt programı olan Cheviakov’ un
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geliştirmiş olduğu GeM paket programından faydalanılmıştır. Bu sistemin çözümünden
F2(y), F1(t) keyfi sabitler olmak üzere, çarpan fonksiyonu Λ

Λ(x, y, t, u) = F2(y) + F1(t) (4.40)

şeklinde elde edilir. Bir diğer deyişle (4.29) denklemi için iki tane lineer bağımsız çarpan
aşağıdaki gibi bulunmuştur:

Λ1 = F1(t),

Λ2 = F2(y).

Λi, i = 1, 2 değerlerinin her biri (4.29) denklemi ile çarpıldığında, denklemin x, y, t

ye göre tüm terimlerinin tam türevi altında Dx, Dy, Dt nin katsayıları korunum vektörleri
olur yani korunum kanunları elde edilmiş olur. Şimdi yukarıdaki çarpanlara karşılık gelen
(4.29) denkleminin korunum kanunlarını aşağıda verelim.

Λ1 = F1(t) çarpanı ile denklem çarpılırsa

uytF1(t) + uxxxyF1(t)− 3uxxuyF1(t)− 3uxuxyF1(t) = 0 (4.41)

denkleminin x, y, t ye göre tüm terimleri tam türev altında

(F1(t))(uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy) = Dx(−3uxF1(t)uy + uxxyF1(t))

+Dy(−uF1t) +Dt(uyF1(t))

olarak yazılabilir. O halde F1(t) ye bağlı korunum vektörü

T t
1 = uyF1(t), T x

1 = −3uxF1(t)uy + uxxyF1(t), T y
1 = −uF1t (4.42)

olarak elde edilir ve Λ2 = F2(y) keyfi fonksiyonu ile denklem çarpılırsa

uytF2(y) + uxxxyF2(y)− 3uxxuyF2(y)− 3uxuxyF2(y) = 0

oluşan bu denklemin ise x, y, t ye göre tüm terimlerinin tam türevi

(F2(y))(uyt + uxxxy − 3uxxuy − 3uxuxy) = Dx( T
x
2 ) +Dy(T

y
2 ) +Dt(T

t
2)

şeklinde yazılabilir ve F2(y) ye bağlı korunum kanunu

T t
2 = uyF2(y), T x

2 = −3uxF2(y)uy + uxxyF2(y), T y
2 = 0 (4.43)

şeklinde bulunur. Bulunan sonuçlardan da anlaşıldığı üzere (4.29) denkleminin keyfi
fonksiyonlarının varlığı mevcut olduğundan (4.29) denklemi için sonsuz çoklukta korunum
kanunları elde edilebileceği yorumu yapılabilir. Literatürde, (4.29) denkleminin korunum
kanunları bulunmaktadır (Asadi ve Nadjafikhah, 2015).



59

5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu yüksek lisans tez çalışmasında bazı lineer olmayan kısmi diferensiyel
denklemlerin matematiksel özellikleri araştırılmıştır . Öncelikle kısmi diferensiyel
denklemlerin integrallenebilirliğini test eden WTC algoritması olarak da bilinen Painlevé
metodu ile üç farklı lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemin integrallenebilirliği
incelenmiştir. Denklemlerin WTC algoritması ile integrallenebilirliği araştırılırken yapılan
cebirsel işlemler elle yapılması bir hayli zor olduğu için işlemler Maple paket programı
yardımıyla yapılmıştır. İncelenen kısmi diferensiyel denklemlerden (2+1)-boyutlu KdV
(KdV4) denklem ve (2+1)-boyutlu BLMP denklemin Painlevé özelliğine sahip olduğu yani
integrallenebilir olduğu anlaşılmıştır. Öte yandan (1+1)-boyutlu genelleştirilmiş Boussinesq
denklem sistemi bağdaşabilirlik koşulunu sağlamadığından Painlevé özelliğine sahip
değildir. Ancak bu denklem için integrallenemez denilemez. İntegrallenebilir olup
olmadığını anlayabilmek için farklı metotlar uygulanmalıdır.

Kısmi diferensiyel denklemlerin fiziksel yapısını anlayabilmek için en iyi yollardan
biri tam çözümlerini bulmaktır. Tam çözümlerin bulunması için birçok metot mevcuttur ve
bilim insanları hala çeşitli yöntemler geliştirmek için araştırmalar yapmaktadır. Bu tezde
incelenen lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlere dalga dönüşümü uygulanıp lineer
olmayan adi diferensiyel denkleme indirgedikten sonra tam çözüm metodu uygulanmıştır.
Ele alınan KdV4 ve BLMP denklemlerine genelleştirilmiş Kudryashov metodu uygulanarak
Maple programı yardımıyla tam çözümleri elde edilmiştir. Genelleştirilmiş Boussinesq
denklem sisteminin tam çözümlerinin elde edilmesi için de Jacobi eliptik fonksiyon metodu
kullanılmıştır ve tam çözümleri bulunurken Maple programı kullanılarak cebirsel işlemler
yapılmıştır. Bulunan sonuçlar hiperbolik (soliton) ve trigonometrik (periyodik) fonksiyon
içeren çözümler olup hareketli dalga ve soliter dalga çözümlerdir.

İntegrallenebilirlik ve soliton çözüm araştırmalarında korunum kanunları önemli bir
rol oynar. Son olarak bu yüksek lisans tez çalışmasında ilk defa Alman bilim insanı Steudel
tarafından ortaya atılan varyasyonel metot ve karakteristikler metot olarak da bilinen çarpan
metoduyla denklemlerin korunum kanunları saptanmaya çalışılmıştır ve bu çalışma
yapılırken Maple paket programının alt programı olan Cheviakov’ ın yazmış olduğu GeM
paket programı kullanılmıştır. Bu metot sonucunda KdV4 ve BLMP denklemlerinin keyfi
fonksiyonların varlığı mevcut olduğundan sonsuz sayıda korunum kanunları bulunabildiği
sonucuna varılmıştır. Genelleştirilmiş Boussinesq denklem sistemi aşikar korunum
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vektörüne sahiptir. Eğer bir kısmi diferensiyel denklemin çok sayıda korunum kanunu
çıkıyor ise bu onun yüksek ihtimalle integrallenebilir ve çözülebilir olduğunu gösterir.

Bundan sonra yapılabilecek çalışmalarda genelleştirilmiş Boussinesq denklem
sisteminin integrallenebilirliği farklı metotlarla kontrol edilebilir. Buna örnek olarak ters
saçılım metodu verilebilir. Öte yandan ele alınan denklem sisteminin sonsuz tane lie simetri
üreticine sahip olması veya n-soliton çözümünün elde edilmesi denklem sisteminin
integrallenebilir olduğunu işaret eder. Ayrıca bu denklem sisteminin Hamilton yapıda
yazılabilir olması denklem sisteminin integrallenebilirliğini gösterir. Kısmi diferensiyel
denklemlerin tam çözümlerinin bulunması için birçok yöntem mevcuttur. İleriki
çalışmalarda bu tezde çalışılan denklemlerin literatürde olmayan yeni hareketli dalga
çözümleri farklı tam çözüm metotları ile elde edilip, literatüre yeni tam çözümler
kazandırılabilir. Son olarak, elde edilen çözümlerin fiziksel yapısını daha iyi anlamak için
grafikleri çizilebilir.
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