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OZET

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin matematiksel 6zellikleri uygulamali
matematik alaninin 6nemli arastirma konularindandir. Bu tezde oncelikle, baz1 kismi
diferensiyel denklemlerin (KDD) integrallenebilirlik 6zelligi Painlevé metodu (WTC
algoritmasi) ile arastirilmistir. Ele alinan denklemler; (2+1)-boyutlu Korteweg-de Vries tipi
(KdV4) denklemi, (1+1)-boyutlu genellestirilmis Boussinesq denklem sistemi (GBQS) ve
(2+1)-boyutlu Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklemidir. Denklemlerin Painlevé
ozelligine sahip olup olmadig: arastirilirken cebirsel islemler Maple programi kullanarak
yapilmistir ve sonu¢ olarak KdV4 denklemi ve BLMP denklemi Painlevé 6zelligine sahip
oldugundan integrallenebilirdir fakat GBQS nin bagdasabilirlik sartin1 saglamadigindan
Painlevé oOzelligine sahip olmadig1 gosterilmisti. Ancak bu sonu¢ denklemin
integrallenemez oldugunu garantilemez. integrallenebilirligi farkli yontemler de kontrol
edilmelidir.

Kismi diferensiyel denklemlerin karmasik fiziksel yapisinin anlasilmasini
kolaylastirmak icin tam ¢dziimlerini bulmak gerekir. Incelenen KdV4 denklemi ve BLMP
denkleminin genellestirilmis Kudryashov metodu ile tam ¢oziimleri bulunmustur. GBQS
nin tam ¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in de Jacobi eliptik fonksiyon metodu kullanilmistir.
Denklemlerin tam ¢oziimleri bulunurken Maple programi yardimiyla denklemler
cozlilmistir ve elde edilen ¢oziimler hiperbolik (soliton) ve trigonometrik (periyodik)

fonksiyon icermektedir.

Integrallenebilirlik ve soliton ¢dziim arastirmalarinda korunum kanunlar1 da 6nemli
bir rol oynar. Son olarak bu tezde varyasyonel metot olarak da bilinen ¢arpan metodu ile
denklemlerin korunum kanunlar1 bulunmustur ve bu c¢alisma yapilirken Maple paket
programimnin alt programi olan Cheviakov’ 1n yazmis oldugu GeM paket programi
kullanilmistir. Bunun sonucunda KdV4 ve BLMP denklemlerinin keyfi fonksiyonlarin
varligi mevcut oldugundan sonsuz g¢oklukta korunum kanunlari bulunabildigi sonucuna
varilmisti. GBQS asikar korunum vektoriine sahiptir. Eger bir KDD de ¢ok sayida
korunum kanunu c¢ikiyor ise bu onun yiiksek ihtimalle integrallenebilir ve ¢oziilebilir

oldugunu gosterir.

Anahtar Kelimeler: Painlevé Metodu, Korunum Kanunlari, Genellestirilmis

Kudryashov Metodu, Jacobi Eliptik Fonksiyon Metodu, Tam Coziimler
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SUMMARY

Investigation of mathematical properties of nonlinear differential equations is one of
the major research topics in applied mathematics. In this thesis, the integrability of some
partial differential equations (PDEs) is primarily investigated through the use of Painlevé
method (also known as the WTC algorithm). The following are the PDEs discussed;
(2+1)-dimensional Korteweg-de Vries Type (KdV4) equation, (I1+1)-dimensional
generalized Boussinesq  equation system (GBQS) and  (2+1)-dimensional
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) equation. In order to determine whether or not the
equations have Painlevé properties, Maple is employed for the algebraic operations
pertaining to it. As a result, it is found that KdV4 and BLMP have the Painlevé properties
and therefore they are integrable; however it is observed that GBQS does not have the
Painlevé property since it could not satisfy the compatibility conditions. Nonetheless, this
result does not guarantee that the equation is not integrable. Integrability should still be

investigated by other methods.

In order to facilitate the understanding of the complex physical structure of the PDEs,
it is necessary to find their exact solutions. The exact solutions to the KdV4 and BLMP are
obtained by generalized Kudryashov method. The Jacobi elliptic function method is used to
obtain the exact solutions of the Boussinesq equation system. To find the exact solutions of
the equations, the corresponding methods have been implemented on Maple and the equations
are solved. The results subsequently obtained are solutions containing hyperbolic (soliton)

and trigonometric (periodic) functions.

Conservation laws also play a significant role in integrability and soliton solution
research. Finally, in this thesis, an effort is made to determine the conservation laws of
equations by the multiplier method, which is also originally known as the ’variational
method’ . For this purpose, GeM software package for Maple, written by Cheviakov, is
used. As a result, owing to the existence of arbitrary functions of the KDV4 and BLMP
equations, it is concluded that an infinite multitude of conservation laws are found. GBQS
has an explicit conservation vector. If there are many conservation laws in a PDE, it

indicates that it’s most likely integrable and solvable.

Keywords: Painlevé Method, Conservation Laws, Generalized Kudryashov
Method,Jacobi Elliptic Function Method, Exact Solutions
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1. GIRIS VE AMAC

Lineer olmayan denklemler uygulamali matematik, fizik ve miithendislik alanlarinin
bircogunda karsimiza c¢ikmaktadir. Bu sebeple lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
matematiksel 6zellikleri 6nemli arastirma konularindandir. Bu tezde ele alinan denklemler;
(2+1)-boyutlu Korteweg-de Vries tipi (KdV4) denklemi, (1+1)-boyutlu genellestirilmis
Boussinesq denklem sistemi (GBQS) ve (2+1)-boyutlu Boiti-Leon-Manna-Pempinelli
(BLMP) denklemidir. Oncelikle, KDD lerin integrallenebilirligini test etme amaciyla
gelistirilen tekillik manifoldu komsulugunda agilim kavramini ilk defa 1983 yilinda Weiss,
Tabor ve Carnevale (WTC) tarafindan ortaya koyulan WTC algoritmasi olarak da bilinen
Painlevé metoduyla incelenen denklemlerin integrallenebilirligi test edilmistir.
Denklemlerin Painlevé 6zelligine sahip olup olmadig arastirilirken cebirsel islemler Maple
programi kullanarak yapilmistir ve bunun sonucunda KdV4 ve BLMP denklemleri Painlevé
ozelligine sahip oldugundan integrallenebilirdir fakat GBQS nin bagdasabilirlik sartini
saglamadigindan Painlevé 6zelligine sahip olmadigr goriilmiistiir. Ancak bu denklem igin
integrallenemez denilemez. Integrallenebilir olup olmadigini anlayabilmek icin farkli

metotlar uygulanmalidir.

KDD lerin karmagik fiziksel yapisinin anlasilmasini kolaylastirmak i¢in tam
¢oziimlerini bulmak gerekir. Incelenen KdV4 denklemi ve BLMP denkleminin
genellestirilmis Kudryashov metodu ile tam ¢o6ziimleri bulunmustur. GBQS nin tam
coziimlerinin elde edilmesi i¢in de Jacobi eliptik fonksiyon metodu kullanilmistir.
Denklemlerin tam ¢oziimleri bulunurken Maple programi yardimiyla denklemler

¢oziilmiistiir ve elde edilen tam ¢oziimler soliton ve periyodik ¢oziimlerdir.

Korunum kanunlari, denklemlerin integrallenebilirlik ve soliton ¢6ziim
arastirmalarinda onemli rol oynamaktadir. Son olarak, ilk defa Alman bilim insan1 Steudel
tarafindan ortaya atilan ¢carpan metodu ile denklemlerin korunum kanunlar1 bulunmustur ve
bu calisma yapilirken GeM paket programi kullanilmistir. Bunun sonucunda KdV4 ve
BLMP denklemlerinin keyfi fonksiyonlarin varligi mevcut oldugundan sonsuz coklukta
korunum kanunlar1 bulunabildigi sonucuna varilmistir. GBQS asikar korunum vektoriine
sahiptir. Eger bir KDD de ¢ok sayida korunum kanunu ¢ikiyor ise bu onun yiiksek ihtimalle

integrallenebilir ve ¢oziilebilir oldugunu gosterir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Lineer olmayan denklemler uygulamali matematik, fizik ve miithendislik alanlarinin
bircogunda O©nemli rol oynamaktadir. Dogada bir¢ok olay matematiksel olarak
modellendiginde lineer olmayan diferensiyel denklemlerle tanimlanir. Ornegin belli bir
ortamda kararli 1s1 denilen zamandan bagimsiz 1s1 dagilimi, zamana baglh 1s1 yayilmasi,
degisik tipteki dalga yayilmalar1 gibi fiziksel olaylar kismi tiirevli denklemler yardimiyla
kolayca incelenebilmektedir. Dolayisiyla lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin
cevremizdeki fiziksel olaylar1 agiklamada payr oldukga yiiksektir. Bu nedenle bilim
insanlart i¢in lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek
onemli bir arastirma konusu olmustur. Arastirmacilar son zamanlarda lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin tam ¢o6ziimlerini bulmak ve siniflandirmak i¢in ¢esitli metotlar
gelistirme yolunda calismalar yapmistir. Yardime1 denklem metodu (Sirendaoreji, 2006),
genellestirilmis Kudryashov metodu (Koparan vd. 2017), Jacobi eliptik fonksiyon metodu
(Liu vd. 2001b), tanh fonksiyon metodu (Wazwaz, 2004), iistel fonksiyon metodu (Bekir
ve Boz, 2009), (%)— acilim metodu (Wang vd. 2008) vb. gibi metotlar lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin tam ¢ozlimlerini elde etmek i¢in kullanilan yontemlerden
bazilaridir. Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinin amaglarinin bir tanesi, ele alinan KDD lere
dalga doniisiimii uygulayarak denklemleri ADD lere indirgeyip genellestirilmis
Kudryashov metodu veya Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile denklemlerin hareketli dalga
¢cozlimlerini bulmaktir. Kullanilan metotlardaki cebirsel islemler elle yapilmasi bir hayli zor

islemler oldugu icin Maple programi yardimiyla ¢oziimler elde edilmistir.

Ayrica denklemlerin integrallenebilirligi ve soliton ¢oziimleri iizerinde de
yogunlasilmistir. Soliton ¢oziimlerin elde edilebilmesi i¢in lineer olmayan denklemlere
uygulanan metotlardan bazilarina 6rnek olarak ters sacilim metodu (Ablowitz ve Sugar,
1981)), Biacklund-Darboux doniisiimleri (Weiss, 1984), Hirota bilineer form metodu (Hirota,
1971), yardimci esitlik metodu (Sirendaoreji, 2004), Painlevé kesme metodu (Hassan,
2004) vb. gibi 6rnekler verilebilir. Lineer olmayan denklemlerin 6zellikleri arastirilirken en
basta incelenen 6zelliklerden bir tanesi o denklemin integrallenebilirligidir. Lineer olmayan
denklemlerin integrallenebilirligini kontrol etmek i¢in birgok metot kullanilabilir. Bu
metotlara 6rnek olarak Lax ciftlerinin, simetrilerinin, Biacklund ve Darboux doniisiimlerinin
bulunmasi, Painlevé metodu vb. verilebilir (Ablowitz ve Sugar, 1981). Ayrica eger bir kismi
diferensiyel denklemin ¢ok sayida korunum kanunlar1 bilesenleri bulunabiliyorsa bu onun
kuvvetli ihtimalle integrallenebilir ve ¢oziimlerinin bulunabilir oldugunu gosterir (Ablowitz

ve Clarkson, [1992). Bu tez c¢alismasinda denklemlerin integrallenebilirlik 6zelligi



aragtirirken Painlevé metodundan yararlanildi ve cebirsel islemler Maple programi
yardimiyla yapildi. Bir denklemin Painlevé 6zelligine sahip olmasi, denklemin ¢ézlimiiniin
keyfi secilen bir tekil manifold civarinda tek degerli olmasi ve Laurent serisi seklinde
gosterilebilir olmasi anlamina gelmektedir. 20. yiizyilin baglarinda Paul Painlevé ve onunla
birlikte calisan arkadaslart E. Picard, L. Fuchs, R. Fuchs, J. Charzy, B. Gambier, S.
Kowalaevski, L. R. Garnier linecer olmayan diferensiyel denklemlerin singiiler (tekil)
noktalarin1 derinden arastirdilar. Yaptiklar1 calismalar sonucunda hareketli tekillikleri
sadece kutuplar olan bir denklem sinifi oldugu kanisina vardilar (Ince, 1956). 1980 yilinda
Ablowitz, Ramani, Segur (ARS) diferensiyel denklemler icin ARS algoritmasi olarak
bilinen Painlevé metodunu gelistirdiler (Ablowitz vd. 1980). 1983 yilinda Weiss, Tabor ve
Carnevale ARS algoritmasini genelleyerek WTC algoritmasi diye adlandirilan kismi
diferensiyel denklemlerin integrallenebilirligini test etmeye yarayan metodu gelistirmistir
(Weiss vd. 1983).

Son on yilda, aktif arastirma ¢aligsmalar1 kismi diferensiyel denklemler i¢in korunum
kanunlarinin elde edilmesine odaklanmistir ve korunum kanunlarimnin bulunmasi i¢in birgok
etkili metot gelistirilmistir. Bunlara 6rnek olarak varyasyonel problemler i¢in Noether’in
teoremi (Noether, [1918), carpan metodu (Anco ve Bluman, 2002), kismi Noether yaklagimi
(Kara ve Mahomed, 2006) verilebilir. Kismi diferensiyel denklemlerin tiim korunum
kanunlarinda fiziksel yorum olmayabilir fakat korunum kanunlart kismi diferensiyel
denklemlerin integrallenebilirlik calismasinda gereklidir. Eger bir kismi diferensiyel
denklemde c¢ok sayida korunum kanunu g¢ikiyor ise bu onun yiliksek ihtimalle
integrallenebilir oldugunu ve ¢oziilebilir oldugunu gosterir (Ablowitz ve Clarkson, [1992).
Ote yandan korunum kanunlari kismi diferensiyel denklemlerin analizinde &zellikle
niimerik integrasyonunda, soliton ¢ozlimlerin elde edilmesinde, kismi diferensiyel
denklemlerin indirgenmesinde Hamilton yapilar ve diferensiyel operatorleri, gibi bazi
ozellik calismalarinda da ¢ok kullanishdir (Leveque, 1992). Ayrica bir diger 6rnek olarak
niimerik hatalarin kontrolii verilebilir. Korunum kanunlar1 klasik olmayan doniisiimler
teorisinde de 6nemli bir rol oynar (Adem ve Khalique, 2012). Klasik olmayan doniigiimlere
ornek olarak normal formlar ve asimptotik integrallenebilirlik verilebilir (Kodama ve
Mikhailov, 1996). Bu tezde ele alinan ¢arpan metodu Lie simetri teorisi ile baglantisiz ve
dogrudan diverjans kosulunun sifir olmasi durumundan yola ¢ikarak olusturulmustur.
Korunum kanunlarinin bulunmasinda en eski metotlardan biri olan ¢carpan metodu tamamen
hesaplama teknikleriyle elde edilir. Carpan metodu, varyasyonel metot ve karakteristikler
metot olarak da bilinir. Ik olarak ¢arpan metodunu Alman bilim insam Steudel ortaya
atmistir (Steudel, 1962). Daha sonra S.C Anco ve G.W Bluman kapsamli teorik alt
yapistyla vermistir (Bluman ve Anco, 2002).



Carpan metodunda islem hacmi epey fazladir. Diisiik mertebeden az terim
bulunduran denklemler i¢in problem olarak goriilmese de yiiksek mertebeden denklemlerin
carpan metodu ile korunum kanunlarini saptamak bir hayli zordur. Bu problemi gidermek
icin Cheviakov, Maple paket programini kullanarak GeM alt programini yazmistir. Bu
program yardimiyla yiiksek mertebeden denklemlerinde korunum kanunlari kolaylikla
bulunabilir (Cheviakov, 2007).

2.1 Kismi Diferensiyel Denklemler

Bu boliimde kismi diferensiyel denklemler ile ilgili tezde bahsi gegen tanimlar
verilmistir.

Tanim 1. I¢inde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimsiz degiskenlere
gore ¢esitli basamaktan (mertebeden) kismi tiirevierini kapsayan esitliklere (6zdeslik degil)
kismi diferensiyel (tiirevli) denklem denir. Bir kismi diferensiyel denklem, u bagimli ve x,y
bagimsiz degiskenler olmak iizere

ou ou ou ou ou

Up=F" Uy= s Uga=F7 5 s Usy=F7 o~ s Uyy=—7 5
or’ Y Oy ox2’ ™ oxoy Y oy?

F(Q::yuuaum7uyauxwauacy7uyy7 ) = 0 (21)

seklinde ifade edilir (Koca, 2008).

Tanm 2. Bir kismi tiirevli denklemde gériilen en yiiksek basamaktan kismi tiirevin

basamagina denklemin mertebesi denir (Koca, 2008).

Tamim 3. Bir kismi diferensiyel denklem, bagimli degiskene ve bagimli degiskenin tiirevierine
gore bir polinom sekline getirilebiliyorsa, denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin

kuvvetine (derecesine) kismi diferensiyel denklemin derecesi adi verilir (Topoglu, 2007).

Tanim 4. Bir kismi tiirevli denklemi ozdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon veya keyfi sabit

icermeyen bir fonksiyona bu kismi tiirevli denklemin bir ozel ¢oziimii denir (Koca, 2008).

Tanim 5. Bir kismi tiirevli denklemin mertebesi kadar keyfi fonksiyon iceren ve denklemi
ozdes olarak saglayan bir yiizey ailesine bu kismi tiirevli denklemin genel ¢oziimii denir.
Keyfi fonksiyonlart iceren bir yiizey ailesinin bir denklemin genel ¢oziimii olabilmesi i¢in bu
fonksiyon veya fonksiyonlarin en az denklemin mertebesi kadar siirekli tiirevienebilir

olmalari gerekir (Koca, 2008).

Not 1. x, y bagimsiz ve u bagimli degisken olmak iizere, iki bagimsiz degisken iceren kismi
diferensiyel denklemler i¢in cogu zaman

ou ou ou ou ou

= — = — [ — :—t:_
P= 51 8y’r a2’ ° 0xdy’ Oy?



gosterimleri kullanilir (Koca, 2006).

Tanim 6. p = u,, ¢ = u, olmak iizere

F(z,y,u,p,q) =0 (2.2)

birinci mertebeden genel kismi diferensiyel denklemi ele alalim. Burada F nin p ve q ya gore

lineer olmasi gerekmemektedir.
G(z,y,u,a,b) =0 (2.3)

iki parametreli bir yiizey ailesi, birinci mertebeden (2.2) denklemini saglyorsa bu yiizey

ailesine (2.3) denkleminin tam integrali (tam ¢éziimii) denir (Koca, 2008).

Tamm 7. Bir kismi diferensiyel denklemdeki bagimli degisken (veya bagimli degiskenler) ve
denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemin bagimli degisken ile onun
tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu
oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde lineer olmayan denklem denir. x, y bagimsiz
ve u bagimli degisken olmak iizere, iki bagimsiz ve bir bagimli degisken i¢eren birinci ve ikinci

mertebeden lineer kismi diferensiyel denklemlerin genel sekilleri sirasiyla

P(x,y)u, + Q(x,y)uy + R(z,y)u = S(z,y),
Az, y) gy + B(x, y)uzy + C(x, y)uyy + D(z,y)u, + E(z,y)uy + F(z,y)u = G(z,y)

formundadir (Koca, 2008).

Tamm 8. Bir kismi diferensiyel denklem, denklemin icerdigi en yiiksek mertebeden kismi
tiireve gore (denklemdeki diisiik mertebeli tiirevlerin ve bagimli degiskenin bulunus seklinden
bagimsiz olarak) lineer ise bu denkleme yari - lineer (kuasi - lineer) denir. x, y bagimsiz ve
u bagimli degisken olmak iizere, iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci

mertebeden yari - lineer denklemlerin genel sekilleri sirasiyla

P('xa Y, U)Ux + Q(xa Y, U)Uy = R(l’, Y, U),
A(I, Y, U, Uy, uy)”xa: + B(ZE, Y, U, Uy, uy)u:‘cy + C((L’, Y, U, Uy, uy)uyy + D(ZL’, Y, U, Uy, uy) =0

formunda gosterilebilir (Koca, 20085).

Not 2. Her lineer denklem ayni zamanda yart - lineerdir, fakat yart - lineer denklem lineer

bir denklem olmayabilir. Bu tersi duruma ornek olarak,
Ullgy — Ugly =0

yukaridaki denklem verilebilir.



Tanim 9. Bir kismi diferensiyel denklem yari - lineer ve denklemde gériilen en yiiksek
mertebeden tiirevlerin katsayilart yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlart ise bu
denkleme hemen hemen lineerdir denir. x, y bagimsiz ve u bagiml degisken olmak iizere,
iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci mertebeden hemen - hemen lineer bir

denklemin genel formu
A(Z‘, y)uxx + B(xv y)umy + O(I’, y)uyy + D(.T, Y, U, Uy, uy) =0

seklindedir (Koca, 20086).

2.2 Olusum Denklemleri

Zamana baghh kismi diferensiyel denklemlere olusum denklemleri denir. Yani
bagimsiz degiskenlerinden biri ¢ zaman olan kismi diferensiyel denklemlere denilmektedir.

Olusum denklemleri K [u]; v ve u nun z e gore tirevlerinin tanimli fonksiyonu olmak tizere
u = Klul

formu seklindedir. Eger K [u], u terimine gore lineer ise, bu tip denklemlere lineer olusum
denklemleri ve Ku|, u terimine gore lineer degil ise, bu tip denklemlere lineer olmayan
olusum denklemleri denilir. Lineer dalga denklemi veya bir teldeki titresimi, 1s1 iletimini
tanimlayan denklemler lineer olusum denklemlerine verilebilecek ilk akla gelen 6rneklerdir

(Keskin, 2010). Asagida bazi iyi bilinen olusum denklemi 6rnekleri verilmistir.

- u bagiml degisken x, y, z, t bagimsiz degiskenler olmak iizere
Uy — gy = 0
Ut — CQ(UME + U/yy) =0

Ut — CQ(uzz + Uy + uzz) =0

seklinde yazilan denklemlere sirasiyla bir boyutlu, iki boyutlu, ii¢c boyutlu lineer dalga
denklemi denir (Glimiis, 2018).

- u bagimli degisken x ve ¢ bagimsiz degiskenler olmak iizere
Uy — kg =0
denklemine bir boyutlu lineer 1s1 denklemi denir (Giimiis, 2018).
Lineer olmayan olusum denklemleri ise mekanik, fizik, kimya, biyoloji gibi bir¢ok

daldaki problemlerde gozlenmektedir (Keskin, 2010). Simdi lineer olmayan olusum

denklemleri i¢in birka¢ 6rnek verelim.



- u bagimli degisken x, t bagimsiz degiskenler olmak tizere
Uy + uty =0 (2.4)

denklemine birinci mertebeden lineer olmayan bir dalga olusum denklemi denir (Giimiis,
2018). (2.4) denklemi u(x,t), t zamaninda 2 konumundaki araglarm yogunlugunu gosteren
bir boyutlu trafik caligmalarindan tiiretilmistir. Korunum kanunlarina sahip olan gaz dinamigi
calismalari i¢in de (2.4) denklemi bir model denklem olarak kullanilmaktadir (Giimiis, 2018).
Dogada ikinci basamaktan lineer olmayan olusum denklemleri ile de karsilasilabilir. Bu tip

denklemlere 6rnek olarak da asagidaki denklemler verilebilir.

- Birim zamanda anlik sicakliga bagli olarak 1s1 {ireten bir 151 kaynagiyla, bir cisimdeki
1s1 transferi incelendiginde v bagimli degisken ¢ bagimsiz degisken f fonksiyon ve k bir sabit
olmak tizere

up = div(kVu) + f(u)

lineer olmayan 1s1 denklemine rastlanir (Tatar, 2009).

- Yer degistirmeye bagli, lineer olmayan bir dig kuvvet nedeniyle zorlamali titresimi
g6z o6ntinde bulunduruldugunda v bagimli degisken x, ¢ bagimsiz degiskenler f fonksiyon ve
a bir sabit olmak iizere

Uy — A Ugy = f (1)

seklindeki lineer olmayan bir dalga denklemi bulunur (Tatar, 2009).

- Kuantum mekaniginde karsilagilan, sirasiyla asagidaki formlarda verilen
Sine-Gordan, Klein-Gordan, Kiibik Schrodinger lineer olmayan olusum denklemleri

bagimli degisken ¢ bagimsiz degisken ve m, y sabitler olmak {izere

uy — Au + sinu = 0,
Uy — Au 4+ mu +yud = 0,
iuy — Au+y|u? fu=0

seklinde verilebilir (Tatar, 2009).

- Polimerler, camlar ve bunlar gibi ikili alagimlarin faz gecisleri tlizerinde yapilan
caligmalarda, yiiksek basamaktan lineer olmayan olusum denklemi olan Cahn-Hilliard

denklemi € belirli bir kiigiik sabit, genellikle ®(u) = u® — u olarak alinmak iizere
wt € N*u = AP (u)

dordiincii basamaktan bir olusum denklemidir (Tatar, 2009).



- Yiiksek mertebeden olusum denklemlerine verilebilecek diger bir Ornek ise; u

bagimli degisken z, ¢t bagimsiz degiskenler ve a, b sabitler olmak {izere
U + autly, + btgpy, = 0

KdV (Korteveg-de Vries) denklemi olarak bilinen bir yiiksek mertebeden lineer olmayan
olusum denklemidir. KdV denklemini ilk olarak 1834 yilinda Edinburg ile Glasgow
arasindaki kanalda soliter dalgalari inceleyen J. Scott Russel’in kesfetmesi ve s1§ sulardaki

dalga dinamigi olarak tanimlanmasi sonucunda bu denklem taninmaya baslandi (Yesil,
2009).

2.3 integrallenebilirlik

Lineer olmayan adi veya kismi diferensiyel denklemler dinamik sistemler olarak da
bilinir. Dinamik sistemler bagimli degiskenlerin sayisina, dis kuvvetlerin doga ve etki
alanlarina, sistemin enerjisine bagl olarak faz uzayinda diizenli yoriingelerin yani sira
kaotik yoriingeler de meydana getirirler. Dinamik sistemlerin diizgiin ve kaotik rejimlerinin
belirlenmesi, karakterizasyonu ve siniflandirilmasi genellikle iyi tanimli analitik metotlarin
olmayisi sebebi ile basarili olamamaktadir. Aslinda lineer olmayan dinamik sistemlerde
verilen sistemin hareketinin ne zaman diizgiin oldugunu bulmak 6nemli bir problemdir.
Bagka bir deyisle Hamilton olabilen ya da olamayan bir dinamik sistem hangi sartlar altinda
ne zaman tamamen integrallenebilirdir ve ne zaman diizensiz ya da kaotik hareket alanina

gecerek integrallenemezdir.

Bu arastirmalar yapilirken, integrallenebilirligin ne oldugu ve onun ne zaman
bulunabilecegi sorulart dogal olarak ortaya cikacaktir. Integrallenebilirligin ne olduguna
dair yanit pek agik degildir. Bunun sebebi ise integrallenebilirligin bazi kavramlar iyi
tamimli  degildir ve simdiye denk anlasilabilir bir tanimi bulunmamaktadir.
Integrallenebilirlik hallerini anlamay1 kolaylastiran iyi tanimli bir 6l¢iit bulunmayisindan
otiirli, integrallenebilirligin ne zaman bulunabilecegine de cevap vermek kolay degildir
(Bekir, 2005).

Integrallenebilirlik, dinamik sistemi global olarak anlamak ve nicel bilgi elde etme
isinde basartyla kullanilabilen matematiksel bir 6zellik olarak diisiintilebilir. Bu tezin
amaglarindan biri de tekil nokta analizinin tarihsel gelismesini anlatmak ve bunun en
gelismis formu olan Painlevé metodunu bazi lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere

uygulamaktir.



2.4 Painlevé Integrallenebilirligi

Tekil nokta analizi olarak da bilinen Painlevé metodu serbest degiskeni igeren
kompleks diizlemde, kutuplar, cebirsel ve logaritmik dallanma noktalar ve esas tekillikler
gibi genel ¢oziimlere sahip olan tekillikleri bulmak, cinslerini belirlemek ve ¢oziimiin hangi
sartlar altinda meromorfik oldugunu arastirmaktir. Varsayalim ki dinamik bir sistem olsun.
Bu dinamik sistem Painlevé Ozelligine sahip bir diferensiyel denklem sistemi ile
iliskilendiriliyorsa bu dinamik sistem de integrallenebilir ve ¢6ziim de hareketli bir tekil

nokta civarinda bir Laurent serisine agilmalidir (Bekir, 2005).

Adi bir diferensiyel denklemin P-tipinde olup olmadigini incelemek icin
M.J.Ablowitz, A.Ramani, H.Segur tarafindan gelistirilen ARS metodundan yararlanilir.
Kismi diferensiyel denklemler icin de ARS metodundan yola ¢ikarak bir algoritma
yazilmistir. Fakat bu algoritmanin kesinlige sahip olmasi i¢in bazi1 degisikliklere ihtiyaci
olmaktadir. Bu algoritmaya gore kismi diferensiyel denklemin tiim indirgemelerinin
yapilmasi gerekir. Ancak bu epeyce zordur. Bu sebeple ARS metodu Weiss, Tabor ve
Carnevale tarafindan bir tekillik manifoldu civarinda agilim kavrami getiren adi diferensiyel
denklemi indirgemeye ihtiya¢ duymadan kismi diferensiyel denklemin dogrudan

incelenmesine imkan verecek sekilde genisletilmistir (Weiss vd. 1983).

Painlevé 6zelligini olasi integrallenebilir bir denklemi tanimlamak i¢in bir metot
olarak kullanan ilk insan bir sabit nokta hakkinda kat1 bir cismin rotasyonunu caligan
Sophie Kowalevski’dir (Kruskal ve Clarkson, 1992). Dogal olaylarin modelleri olarak
integrallebilir dinamik sistemler evrensel bir rol oynamaktadir. Bir lineer olmayan kismi
diferensiyel denklem veya adi diferensiyel denklemin Painlevé 6zelligine sahip olmasi
denklemin integrallebilir oldugunu gosterir. Ote yandan eger bir denkleme Painlevé metodu
uygulandiginda denklem Painlevé 6zelligine sahip degilse bu denklem i¢in integrallenemez
denilmez. Ayrica o denklem 6zel durumda integrallebilir de olabilir. Eger Painlevé metodu
ile denklem integrallenebilir degilse daha farkli metotlar ile integrallenebilirligini kontrol
edilebilir. Bu metotlardan biri ters sacilim metodu olarak ornek verilebilir. Eger bir
denklem ters sagilim metodunun herhangi bir formu ile ¢oziilebiliyorsa bu denklem tam
integrallenebilirdir diye adlandirilir (Kruskal ve Clarkson, [1992). Bu terminoloji tam
integrallenebilir ~ Hamilton sistemleri olarak KdV  denkleminin  yorumundan
kaynaklanmaktadir. Yani temelinde Hamilton sistemlerine dayanir. Ornekleri ¢ogaltacak
olursak bir kismi diferensiyel denklemin n-soliton ¢dziimiiniin bulunmasi, sonsuz tane
simetri Ureticine sahip olmasi, Hamilton yapida olmas: o denklemin integrallenebildigini
gosterir (Kruskal ve Clarkson, 1992). Bu bahsedilen metotlar sayesinde integrallenebilirlik
test edilebilir. Simdi, kismi diferensiyel denklemlere Painlevé metodu uygulanirken

bilinmesi gereken bazi kavram, tanim ve teoremlerden bahsedilecektir.
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Tamm 10. Bir w = f(z) kompleks fonksiyonu bir z, noktast ve bu noktanin
komsulugundaki her noktada tiirevli ise f(z) ye zo noktasinda analitik fonksiyon denir (Zill
ve Shanahan, 2013).

Tamm 11. Bir f(z) kompleks fonksiyonunun analitik olmadigi noktalar: f(z) nin singiiler
(tekil) noktalaridwr (Zill ve Shanahan, 2013).

Tammm 12. 2z = zynoktasi w = f(z) kompleks fonksiyonun bir singiiler (tekil) noktasi
olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu, zy noktasinin bir delinmis komsulugunda analitiktir ve
Laurent seri agilimi elde edilebilir. Singiiler noktalar ayrik ve ayrik olmayan olmak tizere
ikive ayrilir. Eger f fonksiyonu z, noktasinda analitik degil fakat R > 0 igin
0 <| z — 2z |< R de analitik ise bu durumda z, noktasina [ fonksiyonun ayrik singiiler
noktast denir. Baska bir deyisle zy, [ fonksiyonun singiiler noktast olmak iizere, bu
komsulukta fonksiyonun baska singiiler noktast bulunmuyorsa z, noktasina f fonksiyonun
ayrik singiiler noktast denir. Bir f(z) fonksiyonun z = 2z, tekil noktasimin her komsulugu
zodwsinda f nin en az bir tekil noktasini iceriyorsa zya f nin ayrik olmayan tekil noktast
denir. Ornegin, f(z) = % fonksiyonu icin z = 0 ayrik singiiler noktadir. Ancak
g(z) = Logz fonksiyonu orijin ve negatif reel eksen iizerindeki tiim noktalarda ayrik

olmayan singiilerlige sahiptir (Zill ve Shanahan, 2013).

Laurent Serileri: Bir z; noktasi civarindaki dairenin tiimiinde analitik olan f
fonksiyonunun, 2, noktas1 komsulugunda yakinsak bir seri;re acilabilecegini gostermek i¢in
Taylor teoremini kullanilir. Fakat; f(z) = %, f(z) = % seklindeki fonksiyonlar z = 0
noktasinda analitik olmadiklarindan, bu tiir durumlardaki fonksiyonlara Taylor agilimi
uygulanamaz. Bu tiir fonksiyonlar1 ifade etmede kullanilan ve 1840 yillar1 civarinda
Laurent tarafindan formiillestirilen agilimlara Laurent a¢ilimi veya Laurent serisi adi
verilmektedir. Bu seriler kompleks sayilar teorisinde biiyiik rol oynamaktadir. Ornegin; bir
fonksiyonun singiiler noktasi bulunup, ne tiir bir singiilariteye sahip oldugunun tespit
edilmesinde, fonksiyona ait Laurent a¢ilimini1 kullanilir. Genel olarak bir f fonksiyonunun

Laurent serisi

b_n b_

flz) = ~~+m+-~+z 12 +bo +b1(z — 20) + -+ bp(z — 20)" + -+
— <0 — 20 ~ _
Esas kisim Regiiler kisim

seklindedir (Zill ve Shanahan, 2013).

Teorem 1. ( Laurent Teoremi ): f fonksiyonu D = {z € C : r <| z — 29 |< R} halka
bélgesinde analitik olsun. O halde N~ z € D igin f fonksiyonu

f(2) = balz = 20)"

n=—oo
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seri a¢ilima sahiptir. Bu seriye f fonksiyonunun z, etrafindaki Laurent serisi denir. b,
kaysayilar
1
b, = —,/Lds; n=0,+1,+42, ..
2mi ) (s — zp)~nt!
C
seklinde ifade edilir. Burada z,, C nin bir i¢ noktasi ve C tamamen D bélgesinde yer alan

basit kapali pozitif yonlii bir egridir (Sloughter, 2004).

Tanim 13. f fonksiyonu z = zy noktasinda ayrik singiilerlige sahip olsun.

a) Kaldirdabilir singiilerlik: FEger [ fonksiyonunun zy noktasimin  bir
komsulugundaki Laurent seri agiliminda (z — z) in negatif kuvvetleri bulunmuyorsa, 2,

noktasina f fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktasidwr denir (Zill ve Shanahan, 2013).

b) Kutup noktasi: Eger f fonksiyonunun z, noktasi civarimdaki Laurent seri
aciliminda esas kisim sifirdan farkli sonlu sayida terimler iceriyorsa, z, noktasina f
fonksiyonunun bir kutup noktasidir denir. Eger esas kisimda sifirdan farkli son katsayt
n > 1 olmak iizere, zy, f fonksiyonunun n inci mertebeden kutup noktasidir. Ozel olarak

n = lise, zy, [ fonksiyonunun basit kutup noktasidir denir (Zill ve Shanahan, 2013).

¢) Esas singiiler nokta: f fonksiyonunun z, noktasi civarindaki Laurent seri
acilimimin esas kismi sonsuz ¢oklukta terim igeriyorsa, zy noktasi f fonksiyonun esas
singtiler noktasidir denir (Zill ve Shanahan, 2013).

Tamim 14. Bir f fonksiyonunun belli bir bélgede tekillikleri sadece kutup noktalari ise yani
kutuplar disinda her noktada analitik ise f, bu bélgede bir meromorf fonksiyondur denir
(Bekir, 2005).

Sabit ve Hareketli Tekillikler: Bir diferensiyel denklemin tekil noktalar1 sabit ve
hareketli olmak iizere iki sekilde karsimiza ¢ikar. Diferensiyel denklemde ¢oziimler,
integral sabitlerini igerdiginden, bu tekil noktalar integral sabitlerine ve dolayisiyla
problemin baslangic ve sinir sartlarina bagl olabilirler. Boyle tekil noktalara hareketli tekil
noktalar denir. Ote yandan, tekil noktalar integral sabitlerine bagli degilse, bu tiirdeki tekil
noktalara sabit tekil noktalar denir (Kangalgil, 2008).

Cebirsel Dallanma Tekilligi: n > 1 pozitif tamsay1 olmak tizere w = f(z) = (2 —
zo)% seklindeki ¢6ziim z = 2, noktasinda cebirsel dallanma tekilligine sahiptir denir. w =
f(z) = (2% 4 1)2 fonksiyonu z = =i noktalarinda cebirsel dallanma tekillik noktalarina
sahiptir (Kangalgil, 2008).
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Cebirsel dallanma tekilligi ¢ok degerli fonksiyonlarla ilgilidir w = f(2)
fonksiyonunda 2 nin her bir degerine w nin tek bir degeri karsilik geliyorsa w ye z nin tek
degerli fonksiyonu denir ya da f(z) tek degerlidir denir. Ornegin, w = f(z) = 22
fonksiyonu tek degerli fonksiyondur. z nin her bir degerine karsilik w nin birden ¢ok degeri
karsilik geliyorsa w ye z nin bir ¢ok degerli fonksiyonu denir. Ornegin, w = f(z) =
z%fonksiyonu cok degerli bir fonksiyondur. z = —1 noktas1 i¢in w nin +:¢ seklinde iki
degeri karsihik gelir. w = f(—1) = (=1)z2 = {z € C | 22 = —1} = {+i}.

2.5 Tam Coziimler

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin tam ¢6ziimleri periyodik, kompleks, kink,
soliton ve kompakton ¢ozlimler seklinde elde edilir. Periyodik ¢6ziimler, sin, cos, tan, cot
fonksiyonlarin1 igeren ¢oziimlerdir. Kompleks ¢oziimler, karmasik sonuglar iceren
¢oztimlerdir. Kink ¢oziimler, (a + tanh) ve (a + coth) fonksiyonlarini igeren ¢oziimlerdir.
Soliton ¢ozlimler, sinh, cosh,tanh, coth, sech, cosech fonksiyonlarini igeren ¢éziimlerdir.
Kompakton ¢dziimler, sin?, cos?, sec?, cosec? fonksiyonlarmi igeren ¢oziimlerdir (Topoglu,
2007).

2.6 Dalgalar

Bir boslukta yayilan veya bir ortamda bir kaynak tarafindan meydana gelen, enerjinin
taginmasini saglayan, titresimin bir noktadan diger noktalara iletilmesine dalga denir. Her
dalga hareketinin kendine 6zgii bir enerjisi vardir. Giines 15131ndan alinan enerji ile olusan
okyanus dalgalar1 ve depremlerin yikici etkileri buna 6rnek verilebilir. Dalgalar mekanik ve
elektromanyetik dalga olmak iizere ikiye ayrilir (Glimiis, 2018).

2.6.1 Mekanik Dalga

Yayilmasi i¢in kati-sivi-gaz gibi maddesel ortamlara ihtiya¢ duyan dalgalara
mekanik dalga denir. Ornek olarak yay, su, ses ve deprem dalgalar1 verilebilir. Mekanik
dalgalar ortamin esnekligi nedeniyle denge konumuna varmaya ¢alisirken salinimlar yapar.
Boylece salinim etkisi esneklik kuvvetinden kaynakli maddenin yerini degistirmeden
hareketin yerini degistirmis olur. Mesela bir sarmal yay {lizerinde dalga olusturabilmek i¢in
yaym herhangi bir noktasina kuvvet uygulamak gerekir. Yaya kuvvet uygulandiginda
kuvvetin uygulandig1 parcacik hareket eder ve yay lizerindeki pargacik uygulanan kuvvet
etkisiyle hareket esnasinda is yapmis olur. Dalga yayildik¢a yayin her parcast yanindakine
kuvvet uygular ve boylece yayimn tamami is yapmis ve enerji bir parcaciktan diger parcaciga

hareket enerjisi olarak aktarilmis olur (Giimiis, 2018).
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2.6.2 Elektromanyetik Dalga

Yayilmas1 i¢in ortamlara gerek duymayan boslukta da yayilabilen dalgalara
elektromanyetik dalga denir. Bu tiir dalgalara 6rnek olarak radyo dalgalari, mikro dalgalar,

151k, X 1s1nlart verilebilir (Giimiis, 2018).
Dalgalarin Ortak Ozellikleri :

Dalga Boyu : Ardisik iki dalga ¢ukuru ya da iki dalga tepesi arasindaki yatay uzakliga
dalga boyu denir. ) ile gosterilir.

Periyot : Bir tam dalganin olusmasi i¢in gecen siireye veya ardisik iki dalga ¢cukuru

ya da iki dalga tepesinin ge¢mesi i¢in gegen silireye periyot denir. T ile gosterilir.

Frekans : Birim zamanda olusan dalga sayisina frekans denir. Periyot ve frekans
dalga kaynagina baglidir. Ortamin degismesi periyot ile frekansi degistirmez. f ile ifade

edilir.

Genlik : Tam bir dalganin tepesinin ya da cukurunun denge konumuna olan

uzakligina genlik denir. Genlik dalganin tasidig1 enerji ile dogru orantilidir.

Hiz : Dalganin birim zamandaki yer degistirmesine hiz denir. Ortam ayni oldugu
stirece bir periyotluk zaman diliminde her dalga bir periyotluk siirede bir dalga boyu kadar

yol alir. Hizin frekansla degisimi dagilma (dispersiyon) olarak adlandirilir (Giimiis, 2018).

Dalga Boyu

Zaman

— — — = = = =
e _ _ _

Bir Salimm

Sekil 2.1 Birim Zamandaki Salinim Sayis1
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2.7 Soliter Dalga ve Soliton Dalgalarin Kesfi

Sonlu bir genlige sahip, sabit hiz ve sabit bir sekil ile ilerleyen hareketli dalgalara
soliter dalga denir. Soliton dalga ise benzer tiirdeki baska bir dalga ile ¢arpistifinda seklini
ve hizim degistirmeyen soliter dalga cesitidir. Iki tane soliter dalga birbirlerine gittikge
yakinlastikca zamanla deforme olur ve sonugta tek bir dalga paketinde birlesirler. Bu dalga
paketi, bir siire sonra ¢arpismadan once ki ayni1 sekil ve hiza sahip iki soliter dalgaya ayrilir.
Carpisma, hi¢bir dalganin dalga formuna zarar vermez. Carpisma aninda dalga genligi iki
dalganin toplamindan daha kii¢iik olur. Bu lineer olmayan bir davranistir. Lineer olmama
durumu hayati bir 6nem tasir. Bircok olusum denklemleri icin, soliter dalgalar elastik
olmadan dagilir ve radyasyona bagli olarak enerji kaybeder. Solitonlar i¢in bu durum
benzer sekilde degildir. Tamamen lineer olmayan bir etkilesimden sonra soliter dalgalar
ayn1 hiz ve sekille kimliklerini koruyarak dagilirlar. Kararlilik soliton fiziginde 6énemli bir
rol oynar. Model denklemlerindeki solitonlarin kararlilifi, lineer olmama ve dagilma
arasindaki hassas dengeden kaynaklanir. Lineer olmama bir soliter dalganin daha uzakta
toplanmasina neden olur. Dagilma, bir yerde toplanmis dalganin yayilma efektidir. Eger bu
iki zit efektten biri kaybedilirse, solitonlar kararsiz hale gelir ve sonugta yok olurlar.
Dagilmayan dalgalar olarak bilinen solitonlar, ilk olarak John Scott Russell tarafindan 1834
yilinda Edinburg ile Glasgow arasindaki kanalda s1g sularinda genis bir soliter dalga olarak
gozlemlendi. Bu kesif soliton fiziginin baslangici olarak sdylenebilir. John Scot Russell
kanalda atlarin ¢gekiyor oldugu bir botu izlerken siirekli bir formda ve kanal boyunca uzun
mesafeler kat eden dalgalarin bozulma ve tiirbiilansa karst dagilmadan durabilmesini
saglayan en iyi ortamin nasil olmasi gerektigini anlamaya calisiyordu. Bot durmaya
calistiginda suyun calkantisi ile seklini kaybetmeyen sabit bir hizda oldugu fark edilen bir
dalga botun 6n taraflarinda ortaya cikti. J.S. Russell o zamanlar ”’S.Russell tekil dalgas1”
veya “soliton” olarak adlandirilan bu dalgalar1 cevrimli dalga” olarak tanimladi. Bu
dalgalar at sirtinda kanalda gozden kaybolana kadar en fazla 2 mil kadar takip etti ve dalga
hizinin saatte en fazla 8 mil oldugunu hesapladi. J.S. Russell kendi laboratuarinda deneysel
olarak bu tip dalgalan iiretmeye c¢alisti. Biitiin bu ¢alismalardan sonra bu tiir dalgalarin

ozelliklerinin agagidaki gibi olduguna kanaat getirdi. (Topoglu, 2007)

-Dalgalar istikrarli, de§ismez ve uzun mesafeler boyunca ilerleyebilirler. (Normal

dalgalar ya diizlesme ya da diklesme ve bozulma egilimindedir.)
- Hiz1 dalganin boyutuna, genisligi de suyun derinligine baglidir.

-Bu tip dalgalar, birlesmek yerine biiylik bir dalga kiiclik bir dalgaya yetisir ve

iizerinden geger. (Normal dalgalar birlesirler.)
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-Eger dalga su derinligi i¢in ¢ok biiyiikse bir kii¢iik bir de biiyiik iki dalgaya ayrilir.

Scott Russell’in gozlemleri Newton ve Bernouli’nin gecgerli dalga teorilerini
kullanarak tekrar tiretilemedigi i¢in tiim bilim insanlar1 tarafindan hos karsilanmadi. Lord
Rayleigh 1870 yilinda Russell’in gézlemlerini matematik modelleriyle bagdastirmak igin
bir yazi yazdi. Dalgalarin si1g bir kanalin yilizeyindeki yayilimimi agiklayan denklem
Korteweg de Vries tarafindan 1895’de bulundu. Galilean uyguladiktan ve c¢esitli
doniisiimler yaptiktan sonra KdV denklemini basitlestirilmis sekliyle yazdi.

U + 60U, + Uyyy = 0

Bir diger deyisle KdV diye adlandirdiklar1 bu denklem aslinda Russell’in kanalda
gozlemledigi ve lizerine calismalar yaptigi solitonlar gibi sig bir kanalin yiizeyindeki
dalganin dagilimimi tanimlamak i¢in yazilmisti. Buna ragmen 1895°te calismalarini
yayimladiklarinda Russell’in gozlem ve c¢alismasini kabul etmediler. Oysa KdV denklemi
soliton ile ¢oziilen en iyi bilinen lineer olmayan diferensiyel denklemlerden biridir. Bu
lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin soliton ¢oziimi

1 1
u(x,t) = Sesec h2§\/5(:v —ct+9)

seklindedir. Burada ¢ solitonun hizidir ve 0 fazdir. Bu John Scott Russell tarafindan
gozlemlenen soliter dalgay: temsil eder ve tepe genliginin hizin yarist oldugunu gosterir. Bu
ylizden daha biiylik soliter dalgalar daha fazla hiza sahiptir. Matematiksel sistemi fiziksel
sisteme baglayan sezginin eksikligine baglh olarak lineer olmayan denklemlerle kontrol
edilebilen olgu ileriki arastirmalarin akillarda hala anlasilmasi zor olgular olarak kalmasina
neden olmustur. Solitonlar birgok lineer olmayan sistemin teorik ve bilimsel arastirmalarda
kullanilmasin1 saglayan yaygin bir ¢6zliim yetenegine sahiptir. Solitonlarin baska bir soliton
ile etkilestikten sonra seklini korumasi ve dagilmamast 6zelligi teorik fizik¢ilerin
parcaciklar soliton gibi modellemesi igin ikna edici olmustur. Ozellikle kuantum fiziginde
parcaciklarin hareketi tam olarak bu sekilde algilaniyor. Lineer olmayan Schrédinger
denklemi kuantum mekaniginde pargaciklarin herhangi bir andaki konumlarini belirleyip

modellemede kullanilir. Bu denklem i¢in soliton ¢6ziimler bulunabilir (Topoglu, 2007)).

2.8 Soliton Teorisine Fiziksel Yorum

Fizik terimi olan dalga, bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle enerjinin
tasinmasina yol acan titresime denir. Yaygin olarak bilinenleri, suda ilerleyen ylizey
dalgalaridir. Buna ek olarak ses, 151k ve atomun i¢indeki taneciklerin hareketleri de dalga
ozelliklerini gosterir. En basit dalgada bile titresimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile

periyodik olarak salinim yaparlar. Ses dalgalar1 gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri
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bir ortama ihtiya¢ duyarlarken, elektromanyetik dalgalar bir ortama ihtiya¢ duymazlar ve
boslukta da yayilabilirler. Bir ortamdaki bir dalganin yayilmasi ortamin 6zelliklerine de
baghdir (Crawford, [1983). Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak siniflandirilabilirler.
Duran dalgalar, pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardir. Bu tip dalgalar, dalganin
bulundugu ortam dalganin hareket ettigi yoniin tersine hareket ettiginde veya duragan bir
ortamda birbiri ile zit yonde ilerleyen dalgalarn girismesi sonucunda olusurlar. Ilerleyen
dalgalar ise, bir noktadan diger bir noktaya madde tagimasi s6z konusu olmaksizin enerjinin
yayilmasi ile olusan dalgalardir. Solitonlar ise asagidaki iki temel 6zelligi saglayan lineer
olmayan dalgalar olarak tanimlanabilir (Wadati, 2001)).

i) Sekil, hiz gibi 6zellikleri degismeksizin yayilan yerlesik (lokalize) dalgalardir.

i1) Karsilikli carpigmaya karsi kararhidirlar ve kendi 6zelliklerini ¢arpigma sonrasinda

koruyabilirler.

Dolayisiyla biiyiik genlikli bir soliter dalgasi, kiiclik genlikli bir soliter dalgasina
gore daha hizli hareket eder. Bir soliter dalgasinin hiz1 genligi ile orantili oldugundan, bir
soliter dalga normal dalgalardan farklidir. Ornegin biri algak biri yiiksek iki ses ayn1 anda
olustugunda, kulagimiz her iki seside ayni anda duyacaktir. Fakat bu iletim esnasinda
soliter dalgalar1 kullamlsaydi, yiiksek sesi daha once duymamiz gerekirdi. Insan
viicudundaki sinirler arasindaki iletisim ise normal dalgalarla yapilmazlar. Sicak bir ¢ay
bardag: ele alindiginda sicaklik kademeli olarak hissedilirken, kor halindeki sicak bir komiir
parcasina veya sicak bir firina el yaklastirildiginda, sicaklik hemen hissedilir ve el geriye
cekilir. Dolayistyla sinirler bir nevi soliter dalgasi olusturarak beyine bilgiyi en kisa sekilde
normal dalgalara gore daha hizli olarak iletirler. Giiniimiizde ilk kez bir su kanalinda
gozlenen soliter dalgas1 artik soliton olarak; akiskanlar mekanigi, temel pargaciklar fizigi,
lazer fizigi, stiper iletkenlik fizigi, biyofizik gibi bir ¢ok fizik alanlarinda kullanilmaktadir
(Chaohao, [1995).

Sekil 2.2 Soliter Dalganin Hareketi
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3. METOTLAR

Bu boliimde oncelikle, kismi diferensiyel denklemlerin integrallenebilirligini test
eden Weiss, Tabor, Carnevale (WTC) algoritmasi olarak da bilinen Painlevé metodu
verilmistir. Daha sonra lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere dalga doniistimii
uygulanarak lineer olmayan adi diferensiyel denkleme doniistiiriip, bu tip denklemlerin tam
¢cOziimlerini bulmay1 amaclayan yontemlerden olan genellestirilmis Kudryashov metodu ve
Jacobi eliptik fonksiyon metodu verilmistir. Son olarak da kismi diferensiyel denklemlerin
korunum kanunlarinin bulunmasini amacglayan ve ilk olarak Alman bilim adami Steudel

tarafindan ortaya atilan ¢carpan metodu verilmistir.

3.1 Kismi Tiirevli Denklemler icin Painlevé Metodu
(WTC)

Diferensiyel denklemlerin singiiler noktalari, sabit singiiler noktalar ve hareketli
singiiler noktalar olmak tizere ikiye ayrilir. Denklemdeki sabit aykir1 noktalar, denklemin
¢Oziimli yapilmadan da bulunabilen tekilliklerdir. Hareketli aykir1 noktalar ise baslangig¢
kosullarina bagli olan lineer olmayan denklemlerde karsimiza g¢ikan tekilliklerdir. Bir
diferensiyel denklemin Painlevé 6zelligini tasimasi i¢in ¢ézlimiin tiim hareketli tekil nokta
civarinda Laurent serisine a¢ilmasi gerekir (Bekir, 2005). 1980 yilinda Ablowitz, Ramani,
Segur (ARS) bir adi diferensiyel denklemin P-tipinde olup olmadigini belirlemeye yarayan
ARS algoritmasini ortaya atmiglardir (Ablowitz vd. 1980). Algoritma derken 6zel tiirde bir
problemi ¢ozmek icin standardize edilmis herhangi bir yontem (metot) demek istenmistir.
Ayrica bu yontem aykir1 (tekil) nokta analizi, Painlevé testi olarak da bilinmektedir
(Ablowitz  vd. [1980). Adi diferensiyel denklemlerin Painlevé ozelligi arastirilirken
uygulanan ARS algoritmasi, kismi diferensiyel denklemler igcin WTC algoritmasi olarak
gelistirilmistir (Ozemir, 2012). ARS algoritmasi ile incelenen adi diferensiyel denklemde
indirgeme yapilmadan kismi diferensiyel denklemlerin dogrudan incelenmesini saglamak
amaci ile gelistirilen tekillilik manifoldu komsulugunda ac¢ilim kavrami ilk defa 1983

yilinda Weiss, Tabor ve Carnevale (WTC) tarafindan ortaya konmustur (Weiss vd. 1983).

Tamim 15. (Tekillik Manifoldu): Tamim 1 de kismi diferensiyel denklemin genel formu

verilmistirv. Bu denklem icin bagimli degisken v nun Laurent seri agilimi

u= "y u¢ (3.1)
=0
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seklinde tamimlanr. i = 1,....n ve z; = z;(x,y) olmak iizere, burada gegen
(21,29, ...2n) =0 (3.2)

ifadesine tekillik manifoldu denir (Bekir, 2005).

Simdi kismi diferensiyel denklemler i¢in WTC ydntemini dort adimda inceleyelim
(Bekir, 2005).

I.Adim: Etkin davranisin bulunmasi

¢ keyfi bir fonksiyon olmak iizere
u = ugp” (3.3)

ifadesinin (R.1)) kismi diferensiyel denkleminin etkin terimlerinde (en yiiksek mertebeden
lineer terim ve lineer olmayan en yiiksek dereceli terim) yerine yazilarak dengelenen her bir
terim i¢in bulunabilecek tiim «; degerleri elde edilir ve fonksiyonun en alt sinirin1 gosteren
a degeri (dengelenme sayisi) algoritmada kullanilmak iizere buradan belirlenir. Yntemin
uygulanabilmesi i¢in o degerinin negatif tam say1 olmas1 gerekir (Kaur ve Wazwaz, 2018).
Belirlenen o degerinden sonra n denklemin mertebesi olmak lizere ¢~ " terimlerinden olugan
denklemden ug # 0 olmak iizere ¢ nin kismi tiirevlerinden olusan u bas terimi elde edilir.

Bulunan degerler bu kosullar1 saglamaz ise yontem uygulanmaya devam edilemez.
I1. Adim: Dallanmalarin belirlenmesi

Yalnizca ¢ ve ¢ nin kismi tiirevlerine bagl olan denkleme F; denilsin. £y, = 0

denklemi ¢oziildiigiinde, birkag¢ ¢oziim bulunabilir. Bu ¢oziimlere dallanma adi verilir.
II1. Adim: Rezonanslarin bulunmasi

Ey = 0 denkleminde belirlenemeyen u; fonksiyonlarmin j degerlerinin bulunmasidir.

Bu adimda 6nceden elde edilen « ve u degerleri
U = Uogba + Uj¢a+j (34)

fonksiyonunda yerine yazildiktan sonra Tanim [l deki kismi diferensiyel denklemde yerine
koyulup, lineer olan ¢“™~" teriminin katsayilarindan olusan polinom sifira esitlenir
(P(j) = 0) ve denklemin koklerinden olusan degerler rezonans degerleri olarak bulunur.
(B.4) fonksiyonu Tanim [] de yerine yazildiktan sonra olusan E; = 0 denkleminde her

zaman (j + 1) ¢arpan1 bulunmasi gerekir. Yani j = —1, E; = 0 denkleminin her zaman bir
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kokii olarak karsimiza c¢ikar. Bu sebeple j = —1 iken ¢ manifoldu da daima keyfidir.
(Kangalgil, 2008) (Ogiin, 2008).

Not 3. i) Laurent seri agilimimin kismi diferensiyel denklemin genel ¢oziimii olmasi igin, F;
denkleminin n — 1 tane negatif olmayan farkli tam sayt ve gercel rasyonel kokii olmalidir.

Eger bu sart saglanmiyorsa ¢oziimlerden hi¢hiri genel ¢oziim degildir. (Bekir, 2005)

ii) Rezonanslarin negatif oldugu durumu bu test yapilirken ihmal etmeliyiz ¢linkii
genel ¢oziim bulurken Laurent seri a¢ilimi negatif olmayan rezonans degerleri alinarak
tammlanir. (Bekir, 2005)

iii) Rezonanslarin pozitif oldugu durumda gercel tam say1 olmayan herhangi bir kék
varsa bu denklemde hareketli dallanma noktasi oldugunu gosterir. Buna karsilik gelen

¢oziimler genellikle Painlevé ozelligini tasimaz. (Bekir, 2005)

IV. Adim: Keyfi fonksiyonlarin bulunmasi ve rezonanslardaki bagdasabilirlik

sartlarinin saglanmasi

Bir 6nceki adimda bulunan rezonanslarin en biiyiigii j5 olsun. O halde
Js
u=>» up e (3.5)
j=0

sonlu toplam1 Tanmm [I] deki kismi diferensiyel denklemde yerine yazilip, ¢/~ teriminin
katsayilarinin bulunmasi ile

elde edilir. Burada R;, K = 0,1,2,...j — 1 olmak iizere ¢ ve u; nin kismi tiirevlerini i¢inde
bulunduran bir polinomdur. Buradan u;, (j = 0,1,2, ..., j;) fonksiyonlar i¢in indirgeme
bagintisi belirlenir. j rezonanst igin P(j) = 0 oldugundan R; fonksiyonu 6zdes olarak sifir
ise (B.6) den elde edilen u; fonksiyonlarmin keyfi oldugu ve rezonansin bagdasabilir oldugu
soylenir (Hao vd. 2008). Sifirdan farkl ise ¢ keyfiligi i¢in (B.1]) Laurent seri agilimi yoktur.
Ayrica bir rezonans degeri daima —1 dir ve bu da ¢ fonksiyonunun serbest tekillik
manifolduna karsilik geldiginden bu rezonans her zaman bagdasabilirdir (Verma ve Kaur,
2018). Son olarak j nin biitiin pozitif degerlerindeki rezonanslarin hepsi bagdasabilir
olmahidir (Kaur ve Wazwaz, 2018). Eger biitiin bu kosullar saglaniyorsa bu kismi
diferensiyel denklem Painlevé 6zelligini saglar yani integrallenebilirdir denir (Hao vd.
2008).

Not 4. Eger dallanma birden fazla ise KDD nin integrallenebilir olmast i¢in olusan
dallanmalarin rezonanslarina karsilik gelen w; fonksiyonlarimin hepsinin keyfi olmasi ve

rezonanslarmin hepsinin bagdasabilir olmasi gerekir.
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Not 5. Bir kismi diferensiyel denklem Painlevé ozelligine sahipse (P-tipinde ise),
integrallenebilirdir denir. Fakat integrallebilirse Painlevé ozelligini saglamak zorunda
degildir. Ote yandan Painlevé ozelligini saglamayan bir kismi diferensiyel denklem igin bu
KDD integrallenemez denilemez. Integrallenebilirligini kontrol etmek icin daha baska

metotlar uygulanmalidir.

Not 6. Tekillik manifoldu belli bir kismi diferensiyel denklemi sagladiginda sonsuz serinin
kesilebilecegini ve eldeki lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin sonlu seri seklinde bir

ozel ¢oziimiintin bulunabilecegini gostermislerdir. (Bekir, 2003)

Not 7. Painlevé ozelligi olan bir denklemin bagimsiz degiskenlerine gére tiirevi alinirsa

olusan yeni denkleminde Painlevé ozelligine sahip oldugu séylenebilir. (Bekir, 2005)

Not 8. WTC algoritmast bir kismi diferensiyel denkleme uygulandiktan sonra denklemin
Painlevé ozelligine sahip olmadigi ile karsilasilyyorsa, denklemin 6zel ¢oziimiiniin Painlevé

ozelligini saglayp saglamadigi kontrol edilebilir.

3.2 Tam Coziim Metotlan

Matematiksel fizik alaninda metotlar kullanarak lineer olmayan denklemleri ¢c6zmek
ve tam ¢Oziimlerini aramak 6nemli bir rol oynar. Son on yilda tam ¢6ziim, matematikgiler
ve fizik¢iler i¢in son derece aktif arastirma alanlarindan biri haline gelmistir. Modelleme
yapmak, c¢oziimlerin kararliliin1 analiz etmeyi ve kismi diferensiyel denkleme niimerik
analiz yapmay1 saglar. Fizik, mekanik, kimya ve biyoloji gibi bircok onemli alan ve
dinamik siireclerde lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere rastlayabiliriz. Lineer
olmayan dalga; dagilim, dagilma, yayilma, reaksiyon ve tasinim olaylar1 lineer olmayan
olusum denklemlerinde son derece biiyiikk bir dneme sahiptir. Son zamanlarda lineer
olmayan kismi diferensiyel denklemlerinin arastirma alaninda 6nemli ilerlemeler vardir.
Lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere tam c¢oziimler bulmada, soliton teorisinin
gelismesiyle de  arastirmacilar uygun teknikler kullanarak sonuglara ulagmaktadir.
Ozellikle, lineer olmayan denklemler icin soliton ¢dziimlerin varhi@ kaos, matematiksel
biyoloji, difiizyon siireci, plazma fizigi, optik lifler, kat1 hal fizigi vb. gibi bir¢ok fizik
alanindaki olas1 uygulamalar nedeniyle ¢ok 6nemli bir degere sahiptir. Kismi diferensiyel
denklemlerin alt bir kategorisi haline gelen lineer olmayan olusum denklemlerinin yeni
dalga ¢ozlimlerini elde etmek i¢in birgok metotlar nerilmis ve gelistirilmistir. Bu metotlara
ornek olarak yardimci denklem metodu (Sirendaoreji, 2003), genellestirilmis Kudryashov
metodu (Koparan, 2017), Jacobi eliptik fonksiyon metodu (Parkes vd. 2002), tanh -
fonksiyon metodu (Zhang, 2010), iistel - fonksiyon metodu (Wu ve He, 2007) vb. gibi
yontemler verilebilir. Bu tez calismasinda {izerinde calisilan lineer olmayan kismi

diferensiyel denklemlere hareketli dalga doniisiimii yapilarak, denklemleri lineer olmayan
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adi diferensiyel denklemlere indirgeyip genellestirilmis Kudryashov metodu veya Jacobi
eliptik fonksiyon metodu ile denklemlerin hareketli dalga ¢ozlimleri bulunmustur.
Kullanilan yontemler ile elde edilen tam c¢oziimler lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin trigonometrik ve hiperbolik fonksiyon iceren ¢oziimlerini vermektedir. Bir
diger deyisle periyodik ve soliton ¢ézlimler elde edilmistir. Simdi bu ¢alismada kullanilacak
olan metotlar1 tanimlayalim. Oncelikle tam ¢6ziim metotlarinda sik¢a karsilasilan

dengelenme sayis1 kavraminin tanimini verelim.

Dengelenme Sayisi: Toplam seklinde verilen tam ¢oziimiin fonksiyonunun iist
simirin1  gosteren saylya dengelenme sayist denir. Dengelenme sayisi lineer olmayan
herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek dereceden lineer olmayan terim ile en
yiikksek mertebeden lineer olan terim arasinda yazilan bir baginti sonucu yapilan islemde

elde edilen sabit bir sayidir. Bu tanimi daha iyi anlamak i¢in genel bir 6rnek verilirse,

d
herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek dereceden lineer olmayan terim v9( J g; )!
/

ve en yiiksek mertebeden lineer terim d—;; olarak verilsin. Bu adi diferensiyel denklemin

terimlerine v = 7™ doniisimi yapilirsa, p, q, s,t pozitif tamsay1 ve m dengeleme sayisi
olmak iizere dengelenme bagintisi, m + p = mq + t(m + s) olarak yazilir ve bu adi
diferensiyel denklemin sonucundan elde edilen m pozitif dengelenme sayisidir (Kaplan,
2013).

3.2.1 Genellestirilmis Kudryashov Metodu

Genellestirilmis Kudryashov metodu lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin
tam ¢Ozlimiini elde etmek icin kullanilir. Bu metot genellikle dengelenme sayisi bir olan
adi diferensiyel denklemler igin kullanighdir. z, y, z bagimsiz degiskenler, u(z, y, z) bagimh

degisken ve NNV bir polinom olmak {izere
N (u, Uy, Uy, Uy, Uy, Uy, ...) =0 (3.7)

lineer olmayan bir kismi diferensiyel denklemin genel bir formu olarak verilsin.

Genellestirilmis Kudryashov metodunun uygulama asamalar1 sunlardir:

i) k, 1, m keyfi sabitler ve £ bagimsiz degisken olsun.
ulz,y,2) = u(€), € = kz +ly —mz (3.8)

dalga doniisiimii, (B.7) denkleminde yerine yazildiginda asagidaki gibi lineer olmayan bir adi
diferensiyel denklem elde edilir.

N(u,u',u",...;)) =0 (3.9)
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i) an # 0,by, # 0ve a;(i = 0,1,...,n),b;(j = 0,1, ...,7) sabitler olmak iizere (B.9)

denkleminin ¢oziimii asagidaki rasyonel formda aranabilir:

iz %Q'(§)

= : 3.10

A integral sabiti olmak {izere
= ! 3.11
Q&) = T At (3.11)

(B.12) denkleminin bir ¢oziimiidiir ve yardimec1 denklem asagidaki gibidir (Koparan vd.
2017):

dQ
e Q*(&) - Q&) (3.12)

iii) (8.9) denkleminde en yiiksek dereceden lineer olmayan terim ile en yiiksek
mertebeden lineer olan terim arasinda dengelenme yapildiktan sonra m dengeleme sayisi
olmak iizere, n — r = m olacak sekilde (B.10) denklemindeki n ve r pozitif tamsayilari

bulunur.

iv) (B.10) denklemi ile (8.12) denklemini (B.9) denkleminde yerine yazarsak, Q =
Q(€&) olmak tizere R(Q) polinomu elde edilir. Sonrasinda R(Q)) nun tiim katsayilart sifira
esitlenir ve bir cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Bu cebirsel sistemi Maple (Maple User|
Manual) ile ¢ozerek, a;(i = 0,1,...,n),b;(j = 0,1, ...,r) ve k, [, m bilinmeyenleri bulunur.
Sonug olarak, bulunan bu degerler ve (8.12) denklemi (3.10) denkleminde yerine yazilip,
(B.8) doniisiimii yapilirsa (8.7) denkleminin tam ¢oziimleri elde edilir.

3.2.2 Jacobi Eliptik Fonksiyon Metodu

Jacobi eliptik fonksiyon metodu, lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin
hareketli dalga ¢6zlimlerini toplu sekilde bulmak i¢in kullanilmaktadir. Bu yontem, yeni bir
genel ansatz araciliiyla sunulur ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin Jacobi
eliptik fonksiyonlar1 periyodik ¢éziimlerini bulmay1 saglamaktadir. Bu yontem ilk olarak
Liu (Liu vd. 20014) ve Fu (Fu vd. 2001)) tarafindan tanitilmistir ve lineer olmayan dalga
denklemlerinin periyodik ¢oziimleri elde edilmistir. Daha sonra yontem birgok formda
gelistirilmistir ve uygulanmistir. Jacobi eliptik fonksiyon metodu literatiirde yaygin olarak
kullanilan tanh metodu, cosh metodu, siniis-cosiniis metodu, genisletilmis tanh metodu gibi

yontemlerden daha geneldir. Bu yontemin diger yontemlere gore iistiinliigii, periyodik ve
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hiperbolik fonksiyonlar dahil olmak tiizere her tipteki tam ¢oziimii icermesidir. z,y

bagimsiz degiskenler, u bagimli degisken ve IV bir polinom olmak iizere
N(u, g Uy, Ugg, ...) = 0 (3.13)

lineer olmayan kismi diferensiyel denklem olsun. k,[ keyfi sabitler olmak iizere (B.13)

denklemi
u(e,y) = u(€), € = kz —ly (3.14)

dalga doniisiimii yapilarak asagidaki lineer olmayan adi diferensiyel denkleme indirgenir.
N(u,u u" u",..) =0 (3.15)

(B.13) denklemindeki en yiiksek dereceden lineer olmayan terim ile en yiiksek mertebeden
lineer olan terim arasinda dengeleme yapilarak n pozitif tamsayis1 hesaplamir. F(¢), (B.17)
denklemini saglasin ve a; (i = 0, 1,2, ..., n) birer keyfi sabit olmak iizere denkleminin

coziimleri
u(€) = a;F'(€) (3.16)
1=0

formunda aranir. P, (), ve R sabitler olmak {lizere yardimci1 denklem asagidaki gibidir:

F'(§) = PFY()+QF () +R (3.17)
denkleminin tirevleri
F'" =2PF3 + QF,

F/N — (6PF2 + Q)F/,

3.18
F" = 24P*F5 4 20PQF® + (12PR + Q?)F, ©.18)

seklinde almabilir (Ebaid ve Aly, 2012). Maple yardimiyla, (3.16) ve (B.17) denklemi
(B.19) denkleminde yerine yazilarak, aym kuvvetli F*(F')7 (j = 0,1, i = 0,1,2,...) lerin

katsayilar1 her biri sifira esitlenerek, bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel

denklem sistemi Maple (Maple User Manual) kullanarak ¢6ziildiiglinde, ag, a4, ..., a, ve k, [
bilinmeyenlerine ulasilir. Elde edilen sonuglar (B.16) denkleminde yerine yazildiginda,
periyodik ve soliton ¢oziimler bulunur. (B.16) denklemi (Ebaid ve Aly, 2012) dan iyi
bilindigi iizere agsagida belirtildigi gibi Jacobi eliptik fonksiyonun ailelerine sahiptir.
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Durum P Q R F(&)
1 m? —(1+m?) 1 sné
2 —m? 2m? — 1 1 —m? cné
3 1 —(1+m?) m? nsé
4 1 —(1 +m?) m? ns&
5 1 —(1+m?  m? dcé
6 1—m? 2-—m? 1 sc
7 1 (2 —m?) (1 —m?) csé
8 1 (2 —m?) (1 —m?) csé
9 1 1 —2m? 1 €+ st

1 5 1 nsé + cs
10 1 1 —2m? 1 €+ st

1 5 1 nsé + cs

11— 1 2 1 —m?
11 4m —i—2m 4m ncé + scé

m*Q? -m?Q —Q
12 P>0 <0
@ (1+ m2)2P Arm) P \V Tome®
(1—m?)Q? —Q Q
13 P <0 >0 d
@ (m? — 2)2P e p ™\ 2z
d
14 1 m? + 2 1—2m? — m? nicng
sné
4 d
15 —— 6m—m?—1 —2m3+m*+m? mdngeng
m msn2§ + 1

(3.19)
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4 d
16 — —6m —m?—1 2m?®+m*+ m? _mdnieng

m msn?§ — 1
17 1 1 —2m? 1 sné

4 2 4 14 ené
18 1 1—2m? 1 sné

4 2 4 1+ ené
19 1 —m? 1+m? 1 —m? cné

4 2 4 1+ sné
B? — C*
(2 2 >2 +sng
9 C?’m* — (B2 +C*)m?*+B?> m?+1 m? — 1 (B? — C?m?)
4 2 4(C?*m? — B?) Bené 4 Cdné
B2 2 _ 2,2
( +§ g m’) +dné
, B C m’ m’ (B*+C?)
4 2 4(C? + B?) Bsné& 4+ Ccené
2m? —m? —1 msn?é — 1
22 —(m?*+2 1)B? 2m? + 2
(m” +2m +1) me B? B(msn?¢ + 1)
sn&, cn&, dn& fonksiyonlar1 kullanilarak diger Jacobi fonksiyonlar1 asagidaki gibi
verilir: . . ¢
cn
- - pdf=— _ s
sné dn& sné
s cné’ s sng&’ sd dné

Ayni zamanda bu fonksiyonlar agsagida verilen formiilleri de saglar:

sn2é 4+ en?E =1, dn*€ + m?sn?¢ =1, ns’€ = 1 + ¢s%,

ns?& = m? + m2ds?€, sc26 + 1 = nc®€, m?sd*€ + 1 = nd?¢.
Buna ek olarak bu fonksiyonlarin tiirev 6zellikleri asagidaki gibidir:
sn'é = enédné, en'é = —snédné, dn'€ = —m2snécené.

m — 1 i¢in Jacobi eliptik fonksiyonlar asagida belirtildigi gibi hiperbolik fonksiyonlara
dontistir: (Ebaid ve Aly, 2012)

sn& — tanh&, {cn&,dn&} — sech&, {sc, sd€} — sinhé,
(3.20)
{ds€, cs&} — csch€, {nc€,ndl} — coshé, ns& — cothg, {cd€, dc&} — 1.
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m — 0 i¢in Jacobi eliptik fonksiyonlar asagida belirtildigi gibi trigonometrik fonksiyonlara
doniisiir: (Ebaid ve Aly, 2012)

{sn&, sd¢} — sing, {cn&, cd{} — cos, sc€ — tan,
(3.21)
{ns, ds&} — esc€, {nc,dc€} — sec, cs€ — coté, {dn&, ndé} — 1.

3.3 Carpan Metodu

Son on yilda, aktif arastirma ¢aligsmalar1 kismi diferensiyel denklemler i¢in korunum
kanunlarinin elde edilmesine odaklanmistir ve korunum kanunlarinin bulunmasi igin birgok
etkili metot gelistirilmistir. Bunlara 6rnek olarak varyasyonel problemler i¢in Noether’in
teoremi (Noether, [1918), carpan metodu (Anco ve Bluman, 2002), kismi Noether yaklagimi
(Kara ve Mahomed, 2006) verilebilir. Kismi diferensiyel denklemlerin tiim korunum
kanunlarinda fiziksel yorum olmayabilir fakat korunum kanunlart kismi diferensiyel
denklemlerin integrallenebilirlik c¢alismasinda gereklidir. Eger bir kismi diferensiyel
denklemde ¢ok sayida korunum kanunu ¢ikiyor ise bu onun yiiksek ihtimalle
integrallenebilir oldugunu ve ¢oziilebilir oldugunu gosterir (Ablowitz ve Clarkson, [1992).
Ote yandan korunum kanunlar1 kismi diferensiyel denklemlerin analizinde o6zellikle
niimerik integrasyonunda, soliton c¢oziimlerin elde edilmesinde, kismi diferensiyel
denklemlerin indirgenmesinde Hamilton yapilar ve diferensiyel operatorleri, gibi bazi
ozellik calismalarinda da ¢ok kullanishdir (Leveque, 1992). Ayrica bir diger 6rnek olarak
niimerik hatalarin kontrolii verilebilir. Korunum kanunlar1 klasik olmayan doniisiimler
teorisinde de 6nemli bir rol oynar (Adem ve Khalique, 2012). Klasik olmayan doniigiimlere
ornek olarak normal formlar ve asimptotik integrallenebilirlik verilebilir (Kodama ve
Mikhailov, 1996). Bu tezde ele alinan ¢arpan metodu Lie simetri teorisi ile baglantisiz ve
dogrudan diverjans kosulunun sifir olmasi durumundan yola ¢ikarak olusturulmustur.
Korunum kanunlarinin bulunmasinda en eski metotlardan biri olan ¢carpan metodu tamamen
hesaplama teknikleriyle elde edilir. Carpan metodu, varyasyonel metot ve karakteristikler
metot olarak da bilinir. Ik olarak ¢arpan metodunu Alman bilim insan1 Steudel ortaya
atmistir (Steudel, 1962). Daha sonra S.C Anco ve G.W Bluman kapsamli teorik alt
yapistyla vermistir (Bluman ve Anco, 2002). Carpan metodunda sik¢a karsilasilan bazi

kavramlarin tanimlar1 agagida verilmistir.

Tanim 16. n bagimsiz ve m bagimli degisken olmak iizere * = (z' 2% ... 2"),

u = (u',u?, ...,u™), k. mertebeden bir kismi diferensiyel denklem U(1), U(2), -y U(k) Kismi

tiirevler olmak tizere

E.,= (x,u,u(l), cnllgy) =0, a=1,..m (3.22)

olsun. Yani ' total tiirev operatoriine iliskin olmak iizere sirasiyla u$ = D;(u®), ug; =

D;D;(u®), ... verilsin. Béylece total tiirev operatorii asagidaki gibidir (Adem ve Khalique,
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2012):
0 0
Di=—+u; & e di=1, . 3.23
ox? R du® il ou * : " (323)
Tanim 17. V « i¢cin Euler-Lagrange operatorii
o 0 0
— = —1)°D;,..D;, ——, a=1,.., 3.24
du®  Qu® * Z( )'Diy T oud « " (3.24)

521 1192...15
olarak verilir (Adem ve Khalique, 2012)

Tanmm 18. 7 = (T4, 7% ...T"), T7 € A, j = 1,...n n— bilesenli vektor olsun.
D;T"| @z = 0ise T korunum vektoriidiir (Adem ve Khalique, 2012).

N*(x,u, u), ...) arpanlar olmak {izere ¢arpan yaklasimiyla korunum vektorleri
NE, = DT (3.25)

karakteristik formunda yazilir (San, 2014). Carpanlar (karakteristikler) icin belirleyici
denklemler (B.25) nin varyasyonel tiirevini almarak

I(AYEy)

- 2
- 0 (3.26)

olarak elde edilir (San, 2014). Belirleyici denklemde bagimli degiskenin tiirev ¢esitlerinin
katsayilar1 sifira esitlenerek bulunan sistemin c¢oziilmesiyle c¢arpanlar bulunur. Her bir
carpana karsilik yerel korunum vektorii asosiye olur. Bu metotta islem hacmi gercekten
fazladir. Diisiik mertebeden az terim bulunduran denklemler i¢in problem olarak goriilmese
de yiiksek mertebeden denklemlerin ¢arpan yontemi ile korunum kanunlarin1 bulmak
epeyce zordur. Bu problemi gidermek i¢in Cheviakov, Maple paket programini kullanarak
GeM (CardioCemm Solutions, 2016) alt programini yazmistir. Bu program yardimiyla
yiuksek mertebeden denklemlerinde korunum kanunlar1i kolaylikla elde edilebilir
(Cheviakov, 2007).
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4. UYGULAMALAR

Bu bolimde, ii¢ farkli lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin bazi
matematiksel Ozellikleri incelenmistir. Yapilan cebirsel islemler Maple (Maple User
Manual) veya Maple paket programinin alt programi Cheviakov’ in yazmis oldugu GeM
paket programi (CardioCemm Solutions, 2016) kullanilarak yapilmistir. incelenen ilk
denklem, (2+1)-boyutlu KdV tipi (KdV4) denklemdir. KdV4 denklemine ilk defa Weiss,
Tabor ve Carnevale (WTC) tarafindan gelistirilen WTC algoritmasit uygulanarak
integrallenebilirligi arastiritlip sonrasinda denkleme dalga doniistimii yapilarak lineer
olmayan adi diferensiyel denkleme indirgeyip tam ¢6ziim metotlarindan biri olan
genellestirilmis Kudryashov metodu ile hareketli dalga c¢oziimleri elde edilmistir ve bu
denklem icin Studel’in gelistirmis oldugu ¢arpan metodu ile korunum kanunlar
bulunmustur. Ele alinan diger bir denklem ise (1+1)-boyutlu genellestirilmis Boussinesq
denklem sistemi (GBQS) dir. Bu denklem ailesine Painlevé testi yapilip Painlevé 6zelligine
sahip olup olmadig1 arastirilip, denklem sistemine dalga doniisiimii uygulanarak lineer
olmayan adi diferensiyel denklem sistemine indirgeyip Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile
periyodik ve hiperbolik fonksiyon iceren c¢oOziimleri bulunmustur. Son olarak
genellestirilmis Boussinesq denklem ailesinin ¢arpan metodu ile korunum vektorii
bilesenleri elde edilmistir. Incelenen son denklem (2+1)-boyutlu
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklemine Painlevé metodu uygulanarak Painlevé
anlaminda integrallenebilirligi arastirilip, denklemin genellestirilmis Kudryashov metodu

ile tam ¢oziimleri elde edilmistir ve ¢carpan metodu ile korunum kanunlar1 bulunmustur.

4.1 (2+1)-Boyutlu Korteweg-de Vries Tipi (KdV4)

Denklemi
(2+1)-boyutlu KdV tipi denklem,

olarak verilir (Wazwaz, 2013)). (2+1)-boyutlu bir Korteweg-de Vries tipi denklemi s1g su
dalgalar, yiizey ve i¢ dalgalar1 gibi dogrusal olmayan dalgalarin yayilimint modelleyen bir
denklemdir (Adem ve Khalique, 2012). Abdullahi Rashid Adem, Lie simetri yontemini ve
coklu iistel-fonksiyon yontemini kullanarak (4.1)) denkleminin simetrilerini ve iistel
¢oziimlerini bulmustur (Adem, 2016). (4.1)) denkleminin Bell polinomlar, bilineer formlari,
Bécklund doniisiimleri, soliton ve periyodik c¢oziimleri elde edilmistir (Ayhan vd.
2017),(Ayhan vd. 2016). Bu kisimda (§.1)) denkleminin WTC algoritmasi ile Painlevé



29

anlaminda integrallenebilirligini test edilip genellestirilmis Kudryashov metodu ile tam
coziimleri elde edilmistir ve ¢arpan metodu kullanilarak korunum kanunlari bulunmustur.
Jacobi eliptik fonksiyon metodu bu denklem igin denenmis olup bir sonu¢ elde

edilememistir.

4.1.1 Painlevé Metodu

(@.1) denklemine Painlevé metodunu uygulandiginda ilk olarak etkin davranisin
bulunmasi gerekir. ¢ keyfi bir fonksiyon olmak iizere etkin davranis

u(z,y,t) = uo(z,y, ) (4.2)

ifadesindeki o ve ug(z,,t) n belirlenmesi ile bulunur. Bunu elde etmek igin (4.2) ifadesi
(B.1) lineer olmayan kismi diferensiyel denklemde etkin terimlerde yerine yazildiginda tiim
terimler dengelendiginde ve «; ler bulundugunda 2o — 3 ve av — 4 kuvvetlerine sahip olan ¢
li terimlerin dengelenmesinden elde edilen &« = —1 degeri algoritmada kullanilmak {izere
secilir. Bulunan o = —1 degeri (#.2)) ifadesinde daha sonra da (4.1)) lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemde yerine yazildiginda ¢ > li terimlerden olusan denklem ¢oziiliip
uo(z,y,t) = 2¢,,up(z,y,t) # 0 fonksiyonu elde edilir. Bulunan « ve wug(z,y, t) degerleri
(B.4) fonksiyonunda yerine yazildiktan sonra

u(z,y,t) = 20,01 + Ujgﬁjfl 4.3)

ifadesi (4.1)) denkleminde yerine yazilarak n mertebe olmak iizere u; ™ terimini ifade

eden u;¢~>*7 1i lineer olan tiim terimlerin katsayilarindan olusan polinom
G4 1052 42352 +105 —24 =0

seklinde bulunur ve polinomun kokleri rezonans degerleri olarak adlandirilir. Buradan
rezonanslar
j = _17 17 47 6

olarak elde edilir. 1k rezonans olan j = —1, ¢(z,y,t) = 0 1n tekillik manifoldunun
keyfiliginden her zaman bulunmak zorundadir. Diger rezonanslarin keyfi fonksiyonlarinin

kontrol edilmesi i¢in Laurent serisini
6
i—1
U(.I‘, Y, t) = Zuj¢j
§=0

seklinde olusturarak (§.1)) denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade ¢ nin kuvvetlerine
gore diizenlenir ve kuvvetlerin katsayilari birer denklem olarak yazildiktan sonra bir
cebirsel denklem sistemi olusturulup bilinmeyen wu; fonksiyonlar1 elde edilir. ug us us

ifadelerini elde etmek ve w; u4ug ifadelerinin keyfi fonksiyon olup olmadigi kontrol
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ederek, rezonanslarin bagdasabilirlik sartin1 saglaylp saglamadigini saptamak gerekir.
Detayli anlatilirsa u;¢°*7 1i terimlere j rezonans degerleri yazildiginda rezonanslara
karsilik gelen u; ler ¢ li terimlerin katsayisidir. (@.1)) denklemi igin u;p~ 5t 1i terimine j
rezonans degerleri yerlestirildiginde j = 0,1,2,...,6 degerleri i¢in sirasiyla
2,07 73,072,071, ¢, ¢! i terimlerin katsayilar1 denklem olarak tanimlanir ve bu
cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek sirastyla wg,wy, us, us, ug, us, ug fonksiyonlarr elde
edilir. Varsayalim ki j = 4 olsun. u;¢ "% = uy¢~" olur ve ¢~' li terimin katsayisi bu
terimden incelenir ve elde edilir. j = 4 rezonans degeri igin ¢! 1i terimden gelen uy degeri
keyfi gelirse j = 4 rezonans degeri bagdasabilir olur. Tiim terimlere detayli sekilde cebirsel

islemler yapildiginda

j:O:¢_5: u0:2¢m7

7=1: 4. Uy = Uy,
.. 1 94?2 2 b AR ...
jI4 -1 Uy = Uy,

J=5:0": wus=—T20us;0:2¢, — 1080uy P t? — - - |

j=6:0': wug=ug
degerlerine ulasilir. Sonug olarak w; us ug ifadeleri keyfi fonksiyonlar olup rezonans
degerleri bagdasabilirlik kosulunu sagladigindan ve ayni zamanda wusy us us fonksiyonlar:
bulunabildiginden (#.1)) denklemi WTC anlaminda Painlevé ozelligine sahiptir yani
integrallenebilirdir denir. Literatiirde, (#.1]) denkleminin Painlevé integrallenebilir oldugu

ile ilgili calisma yapilmamustir.

4.1.2 Genellestirilmis Kudryashov Metodu Ile Tam Coziim

x,y,t bagimsiz degiskenler, ¢ keyfi sabit ve ¢ bagimsiz de§isken olmak {izere

asagidaki formun araciligi ile (4.1)) denklemine hareketli dalga doniisiimii uygulandiginda
u(z,y,t) =u(l), E=x+y—ct 4.4
denklem lineer olmayan adi diferensiyel denkleme indirgenir. indirgeme sonucunda
(1= c)u"™ +u” + 6u'” — 6eu'n” =0 4.5)

olusan (4.3) denkleminin en yiiksek mertebeli lineer terim u(*) ve en yiiksek dereceli lineer
olmayan terim u/u” arasinda dengeleme yapilir. Dengeleme bagintist m +4 = m + 1 +
m + 2 olarak yazilir. Bu bagint1 ¢6ziildiigiinde dengelenme sayis1 m = 1 olarak bulunur.
Genellestirilmis Kudryashov metoduna gore m elde edildikten sonra n —r = m sartina bagh

olarak n ve r sayilar1 secilmelidir. m = 1 oldugundan n = 2 ve r = 1 olarak segilirse,
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ap, a1, ag, by, by belirsiz sabitler olmak {izere (@) denkleminin rasyonel formda olan ¢oziimii

ap + a1Q + a2Q?

= 4.6
olarak bulunur. A integral sabiti ve () = Q(§) olmak {izere
Q) = — (4.7
14 Aet 7)
(#.8) denkleminin bir ¢6ziimiidiir ve yardime1 denklem asagidaki gibidir:
dQ
e Q*(€) - Q&) (4.8)

(#.6) denklemi (#.3) denkleminde yerine yazilir ve (B.§) denklemi ¢ikan ifadelerde @ nun
tiirevleri cinsinden tiirevli ifadeler bitene kadar yerine yazilir. Son olarak Q* fonksiyonlar
diizenlenir ve fonksiyonlarin katsayilari birer denklem olarak tanimlanir. Elde edilen cebirsel
denklem sistemi asagidaki gibidir:

Q0 : 12ca2b? — 24aybt + 24casbt — 12a3b3 = 0,

Q° : 60ab] — 120a2bob? — 60casbi + 30a3b3 + 60caibiby
—30cazb? + 120casbobi — 60a3b?by = 0,

Q% : —12asb3a1by — 12cagb3as + 108ca3bib, — 150ca3biby
+12asb3ag — 108a2b2by + 24ca3b? + 50casbi — 24a3b3
+12casbiarby + 240casb2b? + 150a3biby — 52asb]
—300casbgb? — 24Oa2bgb% + 300a2b0b§’ =0,

Q" : 48agbiasby — 48a1biashy + 24axbiarby + 24capbiasy
—276ca3baby + 120cazbiby + 276cazbiby — 1206a3b3bg
+72ca3bs — 6ca3zb? — 15caxb] — T2a3b3 + 6a3b3 + 18asb]
—24cbiasaby + 48caibibias — 48cagh?asby + 240caxbib
—6000@21)31)% + 250casbyb? — 240a2b8b1 — 24ayblagy
+600a9b2b3 — 260abyb3 = 0,

Q% : —108agb?asby + 1O8a1bgagbl — 12asb%a1by + 60@2()31)1@0
—120a0b§a2 + 600a2b8a1 — 300a§b%b0 — 6Oalbga2 + 12a2b§a0
—228a3b3by + 30a3b3by — 192ca2bi + casbi + 228caibib,
+192a2b3 — 2asb] — 120a5b] + 12casbobia; — 60cazbibyag
—1080a1b3b1a2 + 108ca2b0b%a0 — 6()Ocagbgb1 + 5000a2b(2)b%
—T5casbob? + 120casby + 600a2b3by — 520a2b2b3 + 90azbeb? = 0,
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Q° : —12b3a? — 24a,by — 12b2a2by + 24a,b3biag + 24a0biby
—24ca0b1bg + 12apb?boa; — 156a2b8b1a0 + 1206%@%1)0 — 1560a2bga1
+T72a0asbob? — 72a1a2b2b; — 60ca3bab, — 504asbiby + 60a3b2by
+60a%bgb1 + caybob? + 360albgb1 + 156a1bga2 — Ga%bgbl + 120@%1)3
+168ca3bi + 6¢blal — 6a2b? — 168a3b3 + 2biag + 336asb;
+72caibibias — 12cabobiag + 182a2b3b? + 16b3agby + 36b3agbi
—T2casbobiag — 24caibibiag + 486casbib; — 151casbab? + 14ca bib?
+5cagbob; — 14cbiagby — 36¢biagh3 — 336ca2bé — cbiag — 36a1b3b,
+156cagbibiag + 24ca by — 16a162b3 — 2a1bob3 — 10azbeb3 = 0,

Q* : 30a3b3 + 60a;1by + 30a2b3by — 60a1babiag — 60agbib; — 60ca; by
"‘600@0()3[)1 — 24[)%@0011[)0 + 132@2[)3()1@0 — BOCb%CL(Q]bO + 12@3():1;
—1203agboas + 12a1b3asby + 132casa by — 12ca?bib, — 48ca3by
—cboa b? — 800a1bg’b1 — 132a1b8a2 + 12a%b(2)b1 — 300a%b3 — 120b§’a%
—336a2bf)1 — 1320a2b(2)b1a0 - 120a1b(2)bla2 + 24caibobiag + 12cazbagby
+6006L1b%bl&0 — 26[)?&0[)0 — 76[)%@063 — 250&1[)36% — 1256&2[)861
+25¢b3bgag + 80ch?agh? + 330caqby + 48a3by — 2agb] + cbiag + T6a1b3b
—I—llcagbgb% + 26@1()(2)1)% + 2a1b0b‘1’ + 154&2()8[)1 - 22&2()?[)(2) == 0,

Q% : —24a2b} — 52a,b3 — 24b3a2by + 48a1b3biag + 52aebi b3 + 50cay by
—500a0blbg — 36agb(2]b1a0 + 24cb%a%b0 — 360a2bga1 + Gcafbgbl
+55caibiby + 36a1b3ay — 6a2b? + 140asby + 36cazbibiag — 130casby
—6a3b3by + 24caiby + 6calby — 12carbobiag + 11carbibi — caxbi b
+10b3agho + 50aeb3b3 — 11cbdaghy — 55cb2agh? — 50a1b3b;
—48caybibiag + 12agb3ayby — 10a16263 — 10a2b3b, = 0,

Q% : 6a3b} + 18a1bg + 6b3aby — 12a,b3biag — 18b1agby — 15cab]
+15¢hyaghy — 6cb3boal — 11carb3by — 6catby — 20aqby
+12caib2biag — 10b3agh? + 11cbiaghi + 16casby + 10a1b3b; = 0,

Q" = 2b1aob} 4 cayby — cbyaghy — 2a,b5 = 0.

Cebirsel denklem sisteminin Maple yardimiyla ¢oziilmesiyle, elde edilen durumlar

asagida verilmistir:

Durum 1:

5
aozibo, ai =by, ay =0, by = by, by = —4by, c=2
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Bulunan degerler ve (4.8) denklemi (4.6) denkleminde yerine yazilip (#.4) doniisiimii
yapilirsa (B.1]) denkleminin dalga ¢oziimii asagidaki gibi elde edilir:

—27 — 24Asinh(z + y — 2t) — 6 A cosh(z +y — 2t) + 5A?

1
—2t) = -
wz+y =2 =7 A2+ 9 — 6Acosh(z +y — 21)

Durum 2:
ap = by, a; = —3by, ag =0, by=">b1, by =0y, c=2

Elde edilen sonuglar (4.§) denkleminde ve (#.6) denkleminde yerine yazilip (#.4) doniisiimii
yapilirsa (8.1]) denkleminin tam ¢oziimii

4Asinh(z +y —2t) — 4+ A?

—92) =
u(z +y ) A2+ 4+ 4Acosh(x +y — 2t)
seklinde bulunur.
Durum 3:
1 1 5
ag = —§a1, a; = by, az = —2by, by = —561, by =b1, c= 4

Onceki durumlar ile benzer yol izlendiginde, denklemin asagidaki gibi

—8A? sinh(eryf%t) cosh(x+yfgt)+4A2 cosh(z+yf%t)272A273+A4

1
ur+y—3t) =—3 5
A*—4 A2 cosh(z+y— Zt)2+2A2+1

hareketli dalga ¢6ziimii elde edilir. Bu durumlar incelendiginde elde edilen tam ¢oziimlerin
hiperbolik fonksiyon iceren soliton ¢dziimler oldugu anlasilir. Ote yandan bulunan dalga
doniistimlerine literatlirde rastlanmamistir. Dolayisiyla elde edilen soliton c¢dztimler
orijinaldir. (Ayhan vd. 2016),(Ayhan vd. 2017) makalelerinde (4.1}) denkleminin bu tezde
elde edilen soliton ¢oziimlerinden farkli soliton ¢éziimleri ve bunun yanisira trigonometrik
fonksiyon igeren periyodik ¢oziimleri elde edilmistir.

4.1.3 Carpan Metodu ile Korunum Kanunu

(B.1)) denklemi i¢in Studel’in gelistirmis oldugu ¢arpan metodu kullanilarak korunum
kanunlari bulunacaktir. (#.1)) denklemini A(z,y,t, u, ug, u,, u;) fonksiyonu ile ¢arpalim.

Buradan belirleyici denklem (#.9) denklemi varyasyonel tiirevi almarak

)
E[A(uw + Upgat + Uggze + 3(U2) 2 + dUgtiyy + 2ugpuy)] = 0 (4.10)
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seklinde bulunur. (#.10)) denklemini tam tiirevlere gére a¢ildiginda

+D2[A(6u, + 2u)] + D, Dy[A] + Dy D, [A(4u,)] + D, D3[A] + D[A]

elde edilir. Burada v nun tiirevlerinin katsayilarindan olusan belirleyici denklem sistemi

1
Au,y,y - 07 At,t - Au,y» At,ac = _§Au,ya Au,t = 07 Auw,t = Au7

Aut,t = 2A,, Ax,cc =0, Auy,y = 4A,, Auyauy =0, A’ut7Uy =0,

Ax,y = Au7y Uy, Auwc = 07 Augp,y = _2At - 6A:Jc + 8Auum + 4Auuta
(4.11)

Aut,y = _4A;r + 4Auuaxu Auau - 07 Au;um - 07 Auauy - Oa
Autaut =0, A‘Ut7Uz =0, Aut,x =0, Auy,:r =0, AUIVLLy =0,

AUz?'uz = 07 Auy,t = 0; Auauz = 07 Aum,m = Am

olarak bulunur ve bu denklem sisteminin ¢Oziimiiniin bulunmasi karmasik ve biyiik
hesaplamalar icerdiginden Maple paket programinin alt programi olan Cheviakov’ un
gelistirmis oldugu GeM paket programindan faydalanilmistir. Bu sistemin ¢6ziimiinden C;,

1=1,2,3,4,5ve F;, i = 1, 2 keyfi sabitler olmak iizere ¢arpan fonksiyonu A

C,t?
2

1
A(xa y7t7 U, Ug, U’y7ut) = _§tF1y + uﬂCFl(y) + Fz(y) +

+(((4ut+2uz)yf:r)C1+(4ut+2uz)027603)t + (duyy?+(2u+2ruy)y)Cy
2 2

(—8C5us + 8uy,Cy)y  (2u + 2zu,)Cy
* 2 + 2

+ Ut04 + C5Uy + 1303
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seklinde elde edilir. Bir diger deyisle (4.1)) denklemi icin yedi tane lineer bagimsiz ¢arpan

asagidaki gibi bulunmustur:

2

t t
A= 5 + 2ytuy + ytu, — %

Ay = 2tuy + tu, + v + zuy, + 4uyy,
A3 = -3t — 4yut +z,

+ 2uyy2 + yu + yru,,

A4 = Uy,
As = Uy,
1
Aﬁ = —§tF1y + ’LLIF1<y),
A7 = Fy(y).

A;,i = 1,2, ..., 7 degerlerinin her biri (4.1)) denklemi ile ¢arpildiginda, denklemin z,y, ¢ ye

gore tiim terimlerinin tam tiirevi altinda D,, D,, D, nin katsayilar1 korunum vektorleri olur

yani korunum kanunlari elde edilmis olur. Bylece yukaridaki carpanlara karsilik gelen (4.1))

denkleminin korunum kanunlar1 asagidaki gibidir:

A5 = u, ile denklem carpilirsa
Uy Uy + Uy Uzt + Uy + B(Ui)xuy + AUy tty + 2ugpupu, =0

denkleminin x, y, t ye gore tiim terimleri tam tiirev altinda

(Uy) (Ugy + Uzt + Ugzzs + 3(u?)y + 4ugtiyy + 2ugpuy) = Do (TF) + D, (TY) + D, (T?)

olarak yazilabilir. Dolayisiyla korunum kanunu

Tf = 21 [—16uxuxyu — BUgpgayl + 16u§uy + BUp Uy — SUgalpy + 3umxuy] ,

1
17 = ﬂ[—6uyyu — 48Uz Uyt — 12Uggpyu — 16upu v — 16U U U

+32U Uy Uy + YUy Uty + SUgUggy — SUggUpy — OUgUgy + UL Uggy

+48u2uy, — Mulygry + 12Uty — 120Uy + 12Up Uy, + 6u§],

1
Ty = 524umu$u + 16Uz U U + SUzyt + OUgzret + Utz u

06Ut + gty ];

seklinde elde edilir. Diger alt1 carpan ic¢in de benzer yol izlendiginde, korunum

vektorleri asagidaki gibi bulunmus olur:
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A4 = u, carpani igin korunum vektorii

T = ﬁ[32umuxu + 16Uzt u + 12Ugyt + 3UgUizy + Mggzatt

+16u vyt + QUpprt + 16utu§ + 3UpUpry — FUgrUsy + 16ui

1
T3 = ﬁ[—32u$umu — 16wy uzu + 6ugyu — 6uyu — 16w u

—QUprzath — NMigrzptt + 80Usu? + 320Uy + 2TUpUtry — SUgtUsy
—|—6uxutm — 6U?x —+ 15utumx - 21umum -+ 12ututm

+6usuy + 6ugu, + 48ud 4+ 24uyp,u, — 1202 ),

1
y _ 21.
Ty = = [zt — Ut + Uty + Ul

4

gibi elde edilir. Ay = 2tu; + tu, + u + zu, + 4uyy ¢arpani i¢in korunum kanunu
1
T = E[BQyu:;’ + 12tu? — 12zu2 + 32yupu? + 12uu, + 64yun,u,
+32yUtlyz Uy + OYUpprtly — 6yufm + 24yutipy + 3Uzy + StUpre — 3TULey
F18Yuttyrrr + 12YUprptiy + 32yutiprtty + 6YUgrrtty — 6YUprtipy + 18YUlpy],

Ty = —[96yu3 + 36tu? — 36xu2 + 160yuu? + 64yuiu, + 12uu,

L
12
+12yuyuy + 48YUppptly — 24Uty — 64yUtg Uy + DAYUipr Uy — 32YUly Uy
—24yu2, — 12yu?, + 6tu, — 6zu, + 12yutiyy, + Ny + 120U — 120Uy,
+30Y Uz tty — 12yutlyy — 42YUga iy — 32YUliUiy — XUy + 24YUiUtzy
+24tupug + 12yuyue + 12yupaty + 6uy + Mty — 18Yutlgay

—Oy Uy Uy — 18yuuttmm]7

1
Ty = 5[2yui + tu, — Tuy + 2yupty + U — 2YUlyy — 2YUly;
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olarak bulunur. A; = 3 ~+ 2ytuy + ytu, — il

2

2

T = 2—14[16151@ + 16zu3 — 16uu2 + 64yu,u + 32tuu? + 6t
F18tUUgzw — 12YUgyUys + 241Uty — 64YUlyy Uy — GLULL UL,
+80tut gty — 16TUULL UL + SUzpUy + 12YUpgy Uy — ULz,
68Uz pr Uy + 6TUpppUy + 32tUtppty + 6Uu, — 3tu?, — 3zu?,

—3TUU gz + 120Uy Usre — 12YUUzpey + 21TUU g0 + 32t Uty

T¢ = 2—14[48251@ + 48xu? — 64uu? + 192yu,u? + 128tu,u?

+32zuu? — 18tUtlyyy + 248 Upppty + 240 Uspyp Uy + A8Y Uy Uy

+6tuyu, + 6xUyty + 10Ugyty + 152U U, + 24yu§ + 12Uy
—48uuug + 128yuyuitn, — 64yunty + 39Uzt + 6TUUL,

+16zuniuy + 12UU, + 24Ytipyty, — 326Uttty + 12tuyu,

—12zu?, — 12tu?, — 24uu, — 24yuu,, + 6tutiy, — 48YUyyty,
—192yutiyu, — 45Uty — 12tu?, — 80tutuy, + 64tuu, + 3TUpeyty
—A8YUlgppy — 64YUULy U + 12YUgayts + 278Uz U — 120Uty + 36y Uy Uty

—24YUgy Uty — 33tUgp Uty — ITULL ULy — 32EUULUY, — 36UULyy + 24TUs Uy

FABYUyUgprr — 12YUgatipy — 36YUULpey — 21Uy + 3TUULzpe — (GRS

TY = —[3tu? + 3zu? — 3uu, + 12yu,u, + 96yuu,u, + 6tugu,

1
ol
+64yutiuy — 3tUlyy + 24YUlgrre + 32YUlz Uy + 12yuty,
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+ 2u,y? 4+ yu + yru, igin korunum vektori



gibidir. A3 = —3t — 4yu, + x ¢arpani i¢in korunum kanunu

1
= E[l6tyu§ + 16zyud + 126202 — 12tzu? — 16yuu? + 32yu,u?

T
+32ty 2 + 188y Uy + BTY Uity + 32y — STy + Oyt
+12tuu, — 32y2uuxyux + 32tyutt Uy — YUULrr — OTYUgr Uy

+ 3yt ty + 80tyuti i, — 162yULU LU, + 6y2umyuz + 61Y Uy Uy

+6t YUty — StyuZ, — 3zyul, + 24tyun,, + 3ty — 6y Usy Uy,

—|—6y2uyuxm — 6y2uumxy + 21ty Ut pyry — 3TYUU s + 32EYUU LUy,

TS = 1—12[48tyu§; + 48xyud + 36t%u2 — 36txuZ — 6dyuu? + 96y u,u?
+128tyusu? — 6u® + 129702 + 24y Upay e — 32y° Uty Uy + 120yt Uy
+32xyutui + 64tyufux + 24t Yt ppetly + 129U, — 80tyun U, — 6u,
+6tuu, + 6run, + 6tyuyu, + 6ryuyu, — 96y2uuxyux + 15y Uty + 6Ty,
F24TYUgpp Uy + 242U, — 24tTULU, — A8YUULU, + 64y2uyutum + 6tyuty,
+16zyutis, ;s + 12y2utzyux 4 39 YUtrr Uy + 10TYUsprUy — 32TYUULHUL
—12tyu2, — 12zyu?, — 12tyu?, + 6t*u, — 6tzu, — 24yuu, — 12y%uu,,
+OTYyUULy + Oy, + 1262 Uy — 12t0Ug00 — 4DYUULzy + 12tyu,uy

+32Us — 249 Uy Uy + 24U Uy U — 240 Uy — 1202 Uy sy

33ty U Ute — 32U° Uty Uy + OY Uy + 2TEY gty + BTYUaptty — 12byuniyy

_6y2uxa:uty + 18y2uyutxx - thuxxutt - 18tyuuttxac

38
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—9TYUgp Uy — S2EYUU Uy + MUy — T U — SOYUU Ly
+24tyus gy — 18y2uutmy — 21ty utlygry + 3TYUULzs ),
y _ 1 2 2 2
15 = G [Bu,t? + 3yust + 3ut — 3xu,t — 3yutg,t + 6yuzut + 48y Uttty
—Oyutt + 3:Eyuz — Jyuu, + 6y2uyum + 6y2uumy — 3TYUlgy + 122Ul s
+16y2 Uttty + 32y2 Ut Uy + 1202 Ule);
1 ..
olarak bulunur. Ag = —§tF 1y + U, F1 (y) ¢arpant i¢in korunum kanunu

1
Tt = E[lGFl (V) Uizt + 3F (Y Uppeett + 12F 2 + 3t F{Ugss

—16F; (y)ui — 6L (y)umzmu:r + 3F1(y>u?cx]7

T8 = %[—6F{uxu — 16 F1 (y)ugtipu — 6F1 (y)ugyu — 3F1 (Y) Ugaatt
—32F (y)uu? — 15F; (y)uytityy + 36tF{u2 + 24t Fluguy + 120F Uy
—3F1 (Y) Uty + OFL(Y) Uzl + W Uy + 6L Fu, — 48F (y)ul
—6tFy u — 651 (y)upy — 24F) (Y) tppetiy + 12F) (y)u2, — 3F{u.,),
T = SRt + Py — Fa(p)e)

olarak elde edilir. A; = F5(y) ¢arpani i¢in korunum vektorii agagidaki gibi bulunur:

1
T% = Z[4F2(y)u§: + F2<y)umx]7

1 p
17 = Z[_QFW + 8F5(y)uptiy + 3F5(y)sen + 12F5(y)u?

+4F2 (y)uaxca: + 2F2 (y)uy]a

T = SIFs(y)u)
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Keyfi fonksiyonlarm varligi mevcut oldugundan dolay1, (4.1)) denklemi i¢in sonsuz
coklukta korunum kanunlar1 bulunabilir. Eger bir kismi diferensiyel denklemde ¢ok sayida
korunum kanunu c¢ikiyor ise bu onun yiliksek ihtimalle integrallenebilir oldugunu ve
coziilebilir oldugunu gosterir (Ablowitz ve Clarkson, [1992). Elde edilen korunum
kanunlari, ilk olarak Abdullahi Rashid Adem tarafindan bulunmustur (Adem, 2016).

4.2 (1+1)-Boyutlu Genellestirilmis Boussinesq Sistemi
(GBQS)

(1+1)-boyutlu genellestirilmis Boussinesq denklem sistemi

Up + Uy + Uy = C1Ugyt,

(4.12)
v+ [(1+v)ul, = cotgey

olarak verilir (Chun-Li vd. 2004). (#.12) denklem sistemi Nwogu’nun Boussinesq modeli
olarak da bilinen ingaat miihendisleri i¢in kiy1 ve liman diizenlenmesinde lineer olmayan su
dalga modeli olusturan bir modeldir. Chun-Li, GBQS nin fiziksel olarak 6nemli sinir kosullari
altinda tam soliter dalga ¢oziimlerini incelemeye odaklanmistir (Chun-Li vd. 2004). (4.12)
Boussinesq sistem ailesi v su dalgasinin yiiksekligi ve u x yonii boyunca suyun yiizey hizi
olmak iizere, c; — co = 1/3 olacak sekilde bir iligki olmak kosuluyla ¢, co keyfi sabitler
olarak tanimlanarak Zhang tarafindan (Zhanga vd. 2004) ve Chen tarafindan (Chen vd.
2008) modellenmistir. Li Jibin, GBQS nin hareketli dalga ¢6ziimlerinin ¢atallanmasi ile ilgili
¢alismalar yapmustir (Li, 2008). Bu boliimde (4.12) sisteminin Painlevé 6zelligini incelenip
Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile tam ¢oziimleri ve ¢arpan metodu kullanilarak korunum
kanunlar1 bulunmustur. Genellestirilmis Kudryashov metodu ile tam ¢oziimler elde edilmeye

calisilmistir fakat sonug elde edilememistir.

4.2.1 Painlevé Metodu

(#.12) denklem sistemine Painlevé metodunu uygulandiginda. Metoda gore ilk olarak

etkin davranigin bulunmasi gerekir. Yani, ¢ keyfi bir fonksiyon olmak {izere

u<x> y) = UO(ZE, y)¢ala

(4.13)
v(z,y) = volz, y)o™

ifadelerindeki a1, cva, ug(z, y) ve vo(x, y) belirlenmesi gerekir. Bunu elde etmek icin (4.13)
ifadesi (4.12) sisteminde etkin terimlerde yerine yazildiginda tiim terimler dengelendiginde
a; = —2,a9 = —2 olarak bulunur. Elde edilen oy = —2,ao = —2 degerleri ()
ifadesinde daha sonra da (#.12) sisteminde yerine yazildiginda ¢~ li terimlerden olusan
denklemlerdeki bilinmeyen uo(z,y) ve vo(x,y) fonksiyonlari



41

ug(w,t) = 12¢10,04, vo(x,y) = 6cad?, ug(x,t) # 0,v(x,t) # 0 olarak bulunur. Bulunan
bu degerler (B.4) fonksiyonunda yerine yazildiginda

u(z,t) = —2¢,072 + uj¢’ 2,

v(x,t) = —20,072 4 v;¢7 2 (4.14)

ifadeleri (#.12) denklem sisteminde yerine yazilarak sirastyla u;¢>%7 ve v;¢~°*7 li lineer

olan tiim terimlerin katsayilarindan olusan polinomlar

—Clj3 + 9Clj2 - 1401j - 24C1 = 0,
12¢17 — 48¢; = 0

seklinde bulunur ve polinomlarin kokleri rezonans degerleri olarak adlandirilir. Elde edilen
rezonanslar agagidaki gibidir:
j=-1,4,4,6

[k rezonans olan j = —1, ¢(z,t) = 0 m tekillik manifoldunun keyfiliginden her zaman
bulunmak zorundadir. Diger rezonanslarin keyfi fonksiyonlarinin kontrol edilmesi igin

Laurent serileri
6
i—2
U([L‘,t) = Zujqu )
=0

4
v(x,t) = Zvjqﬁj’Q
j=0

olarak olusturularak (#.12)) sisteminde yerine yazilir. Elde edilen ifadeler ¢ nin kuvvetlerine
gore diizenlenir ve kuvvetlerin katsayilar1 birer denklem olarak yazildiktan sonra cebirsel
denklem sistemi olusturulup bilinmeyen u; ve v; fonksiyonlar elde edilir. (1+1)-boyutlu
genellestirilmis Boussinesq denklem sisteminde Painlevé metodu kurallar1 dogrultusunda
U1, U U3, Us, U1, V2,3, Us 1fadelerini elde etmek ve wuy ug, vy, v 1fadelerinin keyfi fonksiyon
olup olmadig1 kontrol ederek, rezonanslarin bagdasabilirlik sartin1 saglayip saglamadigini
saptamak gerekir. ¢ li terimlerden olusan cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii sonucunda
Uy, us Uz, V1,02, v3 ifadeleri elde edilebilirken, j = 4 deki rezonans degeri bagdasabilirlik
sartin1 saglamadigindan (4.12) denklem sistemi Painlevé ozelligine sahip degildir. Ote
yandan integrallenemez oldugu soylenilemez. integrallenebilirligi daha baska yontemler
yolu ile kontrol edilebilir. Ayrica (#.12) denklem sisteminin Painlevé 6zelligine sahip
olmadig: ilk olarak (Chun-Li vd. 2004) makalesinde gosterilmistir. Li tarafindan dinamik
sistemler yontemiyle (#.12) denklem sisteminin tiim olas1 soliter dalga ¢oziimlerinin ve
sayllamaz sonsuz coklukta periyodik dalga ¢oziimlerinin varligini gosteren bir ¢alisma
yapilarak denklem sisteminin integrallenebilir oldugu gosterilmistir (Li, 2008).
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4.2.2 Jacobi Eliptik Fonksiyon Metodu fle Tam Céziim

¢ keyfi bir sabit ve ¢ bagimsiz degisken olmak iizere (4.12) denklem sisteminin
hareketli dalga doniistimii agagidaki gibi olsun.

u(a,t) = u(©), v(a,t) =v(e), E=z—ct (4.15)
dalga doniisiimii (#.12) denklemine uygulandiginda indirgeme sonucunda

—cu/’ +uu + v+ ceu” =0, 4.16)

—cv' +u +uw + o — e =0
lineer olmayan adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Tlk denklemdeki en yiiksek
mertebeye sahip lineer terim (u”) ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terim (u'u)
dengelendiginde m + 3 = m + 1 + m dengelenme bagintis1 elde edilir. Buradan
dengelenme sayis1 m = 2 olarak hesaplanr. ikinci denklemdeki en yiiksek mertebeye sahip
lineer terim (u”) ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terim (uv’) dengelendiginde
m + 3 = m + n + 1 dengelenme bagintisi elde edilir. Buradan n = 2 dengeleme sayisina
ulagilir. F(§) (#.18) denklem sistemini saglayan bir denklem, ao, a1, as, by, by ve by birer
keyfi sabit olmak iizere (B.16) formundan aranan ¢oziimler

u(§) = ap + e F(§) + ax F(§)?

0(€) = by + by F(€) + by F(€)? (4.17)

seklinde elde edilir. P, (), R sabitler olmak iizere asagida verilen denklem yardimci1 denklem

olsun.

F'(€) = /PF(§) + QF*(&) + R (4.18)
Boylece (#.18) yardimer denkleminin tiirevleri asagidaki gibi almabilir.

F" =2PF3 + QF,
F/l/ — (6PF2 + Q)F/,

4.19
F" = 24P*F5 + 20PQF? + (12PR + Q2)F, (4.19)

Maple programi yardimiyla, (#.17) ifadeleri (#.16) denklem sisteminde yerine yazilr.
Sonrasinda (4.18) denklemi ve (4.19) denklemleri elde edilen son islemde yerine yazilip,
aym kuvvetli F*(F")7 (j = 0,1, i = 0,1,2,...) lerin katsayilar1 diizenlendiginde ve elde

edilen katsayilarin her biri sifira esitlendiginde, asagidaki gibi bir cebirsel denklem sistemi
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elde edilir:
2a3 + 24ccias P = 0,

3&1&2 + 6ccla1P = O,
—2cay + a? + 2agay + 2by + 8ccras@ = 0,
—cay1 + agay + b1 + cclalQ = 0,
(4.20)
4b2a2 - 24020,2P = 0,
3b2a1 + 3b1a2 — 602@1]3 = O,

2&2 — 20b2 + 2b2a0 + 2b16L1 + 2b0a2 - SCQ(IQQ = 0,

—Cbl — CgalQ +ai + bla() + boa1 =0.

Bu cebirsel denklem sistemi ¢oziildiiglinde

1_22 822 _
=75 tara 627 ar =0, az = —12c, P,
“a 4.21)
1422 1+ 8 2.2, 2 4.
b():— CCl+ 62262061+62, ble, bQZGCQP,C:C
4 c2ct

elde edilir. Bulunan sonuglar (#.17) denkleminde yerine yazildiginda

1 —2c%, + 82AQ —
u(§) = -3 cat8ial-c 12¢c1 PF(€)?,
cCq
—4c*ct + 8coQc*ct + 3

1
4 c2c?

(4.22)
+ 6c,PF(€)?

¢oziimleri bulunur. Elde edilen ¢oziimlerin (B.19) daki tabloda bulunan durumlar
uygulandiginda (.12) denklem sistemi Jacobi eliptik fonksiyon ailelerine sahip olur (Ebaid
ve Aly, 2012). Elde edilen tam c¢oziimler periyodik ve hiperbolik sonuclar seklindedir.

Simdi bu sonuglar1 detayli sekilde asagida verelim.

m — 1, (B.12) denklem sisteminin hiperbolik fonksiyon igeren soliton ¢oziimleri
elde edilir. m — 0, (#.12)) denklem sisteminin trigonometrik fonksiyon igeren hareketli dalga
¢Oztimleri elde edilir.

Durum 1: Eger P : m?, Q: —(1+ m?) ve F(£) = sné olursa, tam ¢dziim

1 —2c%c; + 8c22Q — ¢y
2 ccy

Uy = — 12¢cq Psn®¢,



44

_ 1—4020% + 8cQcc + 3
4 c2c?

olarak bulunur. Ozel olarak m — 1 segilirse, (3.20) den bilindigi tizere F(§) = tanh¢
olacagindan ve (#.12)) denklem sisteminin 6zel tam ¢oziimii asagidaki gibi bulunur:

U1

+ Gea PsnE

1 —2c%c; — 1632 —
u(x,t) = —= ca ca-e_ 12cc; tanh(x — ct)?,
2 ccy
1 —4c%c? — 16coc%c2 + 2
vi(z,t) = 1 ! 020%2 L~ 2 1 6¢cytanh(z — ct)?.

Durum 2 : (B.19) deki tablodan P : —m?, Q : (2m? — 1), F(£) = cné olarak
secildiginde, tam ¢Oziim

1 -2c%¢; 4 8¢*¢iQ —
Ug = —— catoeg @ 12001Pcn2§,
2 ccy
1 —4c%c? + 8coQc?c? + 2
Vg = — ! 22Q ! 2 4 602Pcn2§
4 c2cy

seklinde elde edilir. Ozel olarak m — 1 almirsa (B.20) den bilindigi iizere F'(¢) = sec hé
olacagindan (#.12) denklem sisteminin 6zel ¢oziimlerinden biri asagidaki gibi elde edilir:
1—2c%c; + 8c*c2 — ¢y

t)=—= 12 h(z — ct)?
ug(z, t) 5 o + 12¢cy sec h(x — ct)?,

2 .2 2.2, 2
1 —4ctc; + 8cc”ci + 6

vo(x,t) =
’ c2c?

— 6cy sec h(z — ct)?,

W

Durum3:P:1, Q: —(1+m?), F(£) = nsé oldugunda tam ¢dziim

1 —2c%c; +8c22Q — ¢

Uz = — 12¢c; Pns?¢€,
2 ccy
1—4 2.2 8 2.2 2
V3 = — ca Tt 622620 Gt + 6y Pns*€
4 2t

seklinde bulunur. m — 1 secildiginde F'(£) = cot h¢ olur ve (#.12) denklem sisteminin 6zel
¢Oziimi asagida verilen fonksiyonlar olarak bulunur:

1 —2c%¢c; — 160%? — Co

2 ccy

ug(z,t) = — — 12¢c; coth(z — ct)?,

1 —16¢,*cf — 4Pt + ¢3
vs(z,t) = 1 ¢ 010202 CATD 4 6eycoth(z — ct).
1
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Durum 4 : Eger P: 1, Q : —(1+m?), F(§) = ns olarak alinirsa tam ¢oziim

1—2c2 822 —
U3 = —— ot Sera @ _ 12¢c1 Pns’E,
2 ccq
1—4 2.2 8 2.2 + 2
V3 = — cat 622620 075 + 6¢o Pns*¢
4 2t

seklinde elde edilir. 7 — 0 olarak secilirse (8.21]) den bilindigi gibi F/(¢) = csc ¢ doniisiir

ve (#.12) denklem sisteminin 6zel periyodik ¢oziimlerinden biri asagida verilen fonksiyonlar
gibidir:

1 —2c%c; — 8c*c — ¢y

ug(z,t) = —3 — 12¢cc; ese(x — ct)?,
cCy
1 —4c*c} — 8coc®ct + 3
vy(m,t) = 1 1 02022 L2 4 6eyese(z — ct)
1

Durum5: P: 1, Q: —(1+m?), F(§) = dc¢ alindiginda

1 —2c%c; + 8c23Q — ¢y

Us = — 12001Pd02§,
2 ccy
1—4 2.2 8 2.2 2
. c“el + §2§661+62+602Pdc25
4 ccy

m — 0, F(§) = sec&, olur ve (#.12)) denkleminin trigonometrik fonksiyon igeren 6zel tam
¢Ozlimlerden biri elde edilir.

1 —2c%c; — 8c*c2 — ¢y

us(z,t) = ~3 — 12cc; sec(x — ct)?,
cCq
1 —8coc?c? — 4cc? + ¢
vs(x,t) = 1 2 10202 L2 4 6eysec(z — ct).
1

Durum 6 : (3.19) deki tablodan P : 1 —m?, Q : 2—m?, F(€) = sc€ olarak segilirse

1 —2c%c; + 8c%c2Q — ¢
Ug = —— L+ ! z 12001P502$,
2 ccy
1 —4cc? + 8c,Qc?c? + 2
Vg = — ! 2262 1 2 + 6CQPSC2€
4 c2cq

m — 0 (B.21) den bilindigi tizere F'(£) = tan¢ olur ve (#.12) denkleminin 6zel periyodik

¢Ozlimlerden biri bulunmus olur.

1 —2c%c; + 16¢2¢2 — ¢y

ug(x,t) = —3 — 12cc; tan(z — ct)?,
CcCq
1—4 2.2 16 2.2 2
ve(x,t) = 1 ca +c2c§26 Gt G + 6y tan(x — ct)?
1
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Durum7:P: 1, Q: (2—m?), F(§) = cs olarak segilsin, o halde

1-2 2 8 2.2 _
e a@ - — 12¢cy Pes’€,
2 ccy

U7 =

_ 1A+ 862262026% + 3 | 6eyPes’E
4 i

U7

m — 1 (B.20) den bilindigi gibi, F'(£) = csc hé olarak elde edilir ve (#.12) denkleminin 6zel

hiperbolik fonksiyon iceren tam ¢dziimlerden biri elde edilir.

1 —2c%¢; + 822 — ¢
= Lt L2 12cc; esc h(z — ct)?,

U7(.T,t) = _2 CC]_
1 —4c*c? + 8cyc®c? + 2
vr(x,t) = 1 L 62022 L——2 4 6cyesch(x — ct)?.
1

Durum 8 : Eger P: 1, Q: (2 —m?), F(§) = cs olarak alinirsa

1 —2c¢%c; +8¢°¢iQ —
ug = ——= catoed @ _ 12¢c1 Pes®¢,
2 ccy
1 —4c2c? + 8c,Qc?c? + 2
vg = — 1+860ca +q + 602P032§

4 c2c?
m — 0, F(§) = cot& doniisiir ve (#.12)) denkleminin 6zel trigonometrik fonksiyon igeren
¢Ozlimlerden biri elde edilir.

1 —2c%¢; + 1622 — ¢
- s L2 12¢¢, cot(x — ct)?,

) =—
1—-4 2.2 16 2.2 2
vg(w,t) = 1 ca +c2c§26 At + 6¢5 cot(x — ct)?
) 1 1 —2m?
Durum 9 : (3.19) deki tablodan P : T Q : — F(&) = ns¢ £ cs olarak
secilirse

1 —2¢%; +82A3Q —

Ug = —= catscal-c 12cc1 P (nsé + cs{)z,
2 cC1
1—4 2.2 8 2.2 2

Vg = — o 1 8eQca 6 + 6co P (ns€ £ cs€)”

4 c2c?

Bu durumda m — 1, F(£) = coth & + csc h€ olur ve (#.12) denklem sisteminin 6zel soliton

¢Ozlimlerinden biri bulunur.

1 2%, — 422 —
ug(w,t) = . ca CClc a-a 3cep coth((x — ct) £ esc h(x — ct))?,

_4 2.2 4 2.2 2 3
COCA TG 4 e coth((z — ct) + esch(s — cf)).

1
09(3:775) = Z CQC%
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.1—2m2

1
Durum 10 : Eger P : 7 Q : 5 F (&) = ns¢ £ cs€ olarak alinirsa

1-2 2 8 2.2
o = —3 ca +CCC aQ-c 12¢c1 P (ns€ + es€)?
1

1_422 8 2.2 2
vio = ; cet QCQZQC are + 6¢y P (ns€ £ ¢s€)”.
2c

m — 0, F(§) = csc& + cot{ doniigir ve (#.12) denklem sisteminin 6zel hareketli dalga

¢Oztimlerinden biri bulunur.

1-2 2 4 2.2
uip(x,t) = —3 catica-o _ 3cey ese((x — et) + cot(x — ct))?,
cCq
1—4 2.2 4 2.2 2 3
vio(z,t) = 1 ca +02222C are + ¢2 csc((z — ct) & cot(z — ct))?.
1

1 —m? 1 2
Durum 11 : Varsayalim ki P : ( 4m ),Q : ( +2m )

, F(&) = nc€ £ sc€ olsun

1-2 2 8 2.2 _
un =g ca +ccc a@-c 12cc1 P (nsé + 035)2,
1

1_422 8 2.2 2
v = g cat 2622QC ato + 6co P (ns€ £ cs€)”
c2ct

m — 0, F(§) = sec{ & tan ¢ olur ve (#.12)) denklem sisteminin 6zel dalga ¢éziimlerinden

birine ulagilir.

1 —2c%c; + 422 — ¢y

upy (z,t) = 5 — 3cey sec((x — ct) £ tan(z — ct))?,
CcCq
1—4 2.2 4 2.2 2 3
v (2, t) = 1 ca +022220 At 3¢ sec((z — ct) & tan(z — ct))?.
1

Durum 12 : Eger (B.19) deki tablodan P > 0, Q <0,

—m*Q —Q

Fe) = A+m2)P" ( 1+ m2£>

olarak segilirse

1 —2c%c; + 8c22Q — ¢y 126, -m*Q ( —Q >

2=y cep (1+m2)8n 1+m2> )’
o — 1 —4c%c] + 8c,Qc?ct + ¢ + 6y —-m?2Q 2 —Q .
4 2t (1+m2) 14+ m?
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(1+m?2)P 14+ m?
hiperbolik fonksiyon igeren soliton ¢oziimlerinden biri saptanir.

—m?2 _
m— 1, F(§) = @ tanh ( ¢ ) olur ve (#.12)) denklem sisteminin 6zel

1 —2¢%; 4 823Q — 1
uia(z,t) = —3 ca +CCC a@ = + GCletanh(ix/—ZQ(x —ct))?,
1
1 —4c2c} + 8¢o*QcE + ¢ 1
via(z,t) = 1 ! 0222 Qarta 3@ tanh(§\/—2Q(x — ct))?.
1

Durum 13 : Eger (B.19) deki tablodan P < 0, Q > 0,

F(§) = ﬁdn ( 5 _Qm2§>

durumu incelenirse

1 —2c%c; +8c22Q — ¢y —Q Q
== — 12cc; ———-dn?
s 2 cep e (2 —m2) " 2—m?2> |’
1 —4c%c? + 8coQc*c? + ¢ —Q Q
== 6 dn’
U=y 2c2 00 (2 —m?) " 2 — m25

m — 1, F(§) = 4 /ﬁ sech (N / 2—Lm2€> olur ve (#.12) denklem sisteminin dzel

soliton ¢oziimlerinden biri elde edilir.

1 —2c%c; + 8c22Q — ¢

uz(x, t) = —3 + 12ce,Q sec h(+/Q(z — ct))?,
cCq
1—4 2.2 2 2 2

ol 1) = ATIEECATE 00 seeh(V/Q(r — e))”

1
- ) 9 dnécné
Durum 14 : Eger (B.19) deki tablodan P : 1, Q : m? 42, F(£) = ¢ durumu
sn

ele alinirsa

1—-92 2 8 2.2 _ d 2 2
Uy = —~ e +8c7¢Q —cp 12001]3%’
2 ccy sn2&
1 —4c%c? + 8coQcc? + 2 dn’&cn?
vie = 7 - 222Q ——* + 602 P 52 ‘
c?cy sn2¢

cos : .. . .
m — 0, F(§) = sing a doniisiir ve (#.12) denklem sisteminin 6zel tam ¢oziimlerinden biri
saptanir.
1 —2c%c; + 1622 — ¢y cos*(x — ct)

+ 12cc ,
2 ey ' sin®(z — ct)

U14(l’, t) =
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1 —4c%ct + 16c9cc2 + 3 cos?(z — ct)
via(z,t) = ~ + 6ca— -
14(® 1) 4 et *sin®(z — ct)

4 d
Durum15:P: ——, Q :6m—m?—1, F(§) = mdn&eng durumu ele alindiginda
m msn?é + 1
s = _1—20201 +8c%ciQ — ¢y 1%¢e,P m2dn?Ecen?E |
2 cep m?2(sn2¢ + 1)?
s — 1 —4c%c] +8c,Qc?ct + ¢ G, P m2dn®£cn?é
4 2t m?2(sn2§ + 1)2
m sec h& sec hé

ve (4.12) denklem sisteminin 6zel hareketli dalga

1, I =
m = 1 F(E) mtanh ¢ tanh & + 1
¢Ozlimlerinden biri elde edilir.

1 —2c%c; + 32c%c — ¢y 48cc sec h(z — ct)

u ,],’7t = — 7
15( ) 2 cCq (tanh2<{£ _ Ct) + 1)2
vis(z,t) = 1—4cct + 32c5c%ci + 5 24cysec hi(z — ct) .

’ 4 e (tanh?®(x — ct) 4 1)2

4 d
Durum 16 : Eger P : —, Q : —6m —m? — 1, F(§) = mdnens durumu
m msn?& — 1
incelenirse
1 —2c%c; + 8c22Q — ¢y m2dn?Een?E
S —12¢c1 P
e 2 ey « m2(sn2¢ —1)?’
o — 1—4c%c} + 8c,Qcct +  GeyP m2dn2Een?€
4 c2c? m2(sn2¢ — 1)2
m sec h& sec hé

Ayrica (B.20) e gore m — 1 segilirse F(£) = nhE anhé — 1 oldugu goriilir ve (4.12)
m —_

denklem sisteminin 6zel tam ¢oziimlerinden biri elde edilir.

1 —2cc; — 64c2c? — ¢y 48ccy sec ht(x — ct)

U(x, 1) = - 7
16(2, ) 2 cep (tanh?(z — ct) — 1)2
1 —4cc? — 64coc®ct + 3 24cysec bt (z — ct)
U16<x7t) = Z 2.2 2 9°
3 (tanh”(z — ct) — 1)
1 1—2m?
Durum 17 : Eger (3.19) deki tablodan P : —, Q : —m, F() = sné alinir
4 2 1+ ené
ve incelenirse
1-2 2 2.2 2
. c“cp + 8¢ 02—12001P sn

2 ey (1 £ cn&)?’
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1—4020% + 802262020% +c3 el sn2¢
4 Acq (1 + cng)?

tanh
Ayni zamanda (3.20) e gére m — 1 segilirse F(¢&) = % oldugu goriiliir ve (4.12)

17 =

denklem sisteminin 6zel hiperbolik fonksiyon iceren soliton ¢éziimlerinden biri elde edilir.

1 —2c%c; —4c*c2 — ¢y 3cey tanh® (2 — ct)
'U,17(SC,t) =75 - 29
2 ccy (1 £sech(z —ct))
(2, 1) 1 —4c*c? — deac*c? + 3 3¢y tanh? (2 — ct)
v17(z - :
s 4 c2c? 2(1 +sech(x — ct))?
1 1 —2m? sn
D 18 : V. limki P: - —, F(§) = 1
urum arsayalim ki T Q B (€) TE et olsun
1 —2c%c; + 8c22Q — ¢y sn’¢
- = —12c, P
s 2 ey « (1 £ cné)?’
o — 1—dc*ct + 802262020% + c3 6oy P sn?¢
4 2cf (1 £ cné)?
sin &

m — 0, F(§) = m olur ve (#.12) denklem sisteminin 6zel trigonometrik fonksiyon

iceren periyodik ¢ozlimlerinden biri elde edilmis olur.

1 —-2c%c; +4c*2 — ¢y 3ceysin’(z — ct)

t) = -
us(2, 1) 2 ccy (14 cos(z — ct))?’
ois(t) = 1—4c%c] +depc®cf + 65 3¢y sin’(z — ct)
’ 4 2t 2(1 + cos(z — ct))?
Durum 19 : Eger P -~ @ Lt g = )
uru :Eger P : : = olursa
s R 2 1+ sné
1-2 2 8 2.2 . 2
U9 = — =< catoe CIQ @ - 12001PL,
2 ccy (1+sné)?
1o = 1—4620% + 802262626% + c3 ey P cn?é
4 2cq (1+sné)?

m — 0, F(§) = %ang olur ve (#.12) denklem sisteminin 6zel tam ¢oziimlerinden biri

bulunmus olur.

2 ccy (1 £ sin(z — ct))?’
1—4 2.2 4 2.2 2 3 9 _
'U19<1',t) — c Ccy + 4coc C1 -+ Cy Co COS (I IS )

S

22 2(1 & sin(z — ct))?’
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C*m* — (B + C*)m? + B>

Durum 20 : (3.19) deki tablodan P 7 ,
(B% - C?)
41 (52— C2r) T
Q: 5 F() = Bené + Cdné alinip incelenirse
(B%* - (C?) + sné
——— +sn
. 1 —2c%c; + 8c23Q — ¢y  19ee P (B* — C?m?)
079 cey ! Bené + Cdné ’
2
(BP=C?)
———— +sn
1 —4cc? + 8coQc?c? + c2 (B — C*m?)
U9y = — L ! 2 + 6co P
074 c2c? 2 Bené + Cdné
(B? - C?) .
(B% — C?m?) +sing
m — 0, F(§) = Boos 1 C olur ve (4.12) denkleminin 6zel periyodik
¢Ozlimlerinden biri elde edilir.
B2 _ 02)
3cc, B? (——i—snx—ct 2
() — _1—20201 +4c*c3Q — ¢ B 1B (B2 —(C?) ( )
200 2 ccy (Bcos(z — ct) + C)? ’
(B? — C?) 9
B\ =——~ + sn(z —ct
vl t)_1—4020%+40202c%+63+§ (B2 — C?) ( )
ATy c2c? 2 (Bcos(x — ct) + C)?

B2 4 C? m2 (B2 + C?)

\/(32 +C? = Cmd)
(&) =

Durum 21 : Eger P : ——1, F
" & 4 @ 2 ’ Bsn& + Cené
olarak alinirsa
2

BQ + CQ _ CQ 2
( 5 5 m’) + dné

1 —2c%¢; + 8020% — Cy (B +C )

U21 = — = — 12001P s
2 ccy Bsné 4+ Cené

oy — 1 —4c%c] +8c,Qc?ct + 3 (B*+C?)
4 c2c? Bsn& + Cené

BQ 2 _ (2,2
\/( +C Cm)+dn§
+6C2P
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22 2 2
\/( Cm? + B+ C?)

(2507

0, F =
m = 0, F(§) Bsiné + Ccosé
¢Oziimlerinden biri bulunmus olur.

olur ve (#.12) denkleminin 6zel tam

1 1
48ccy (—32 + ZCQ>

(2.1) 1 —2c%c; — 82A2Q — ¢y 4
ug (z,t) = —= —
2 2 ey (Bsin(x — ct) + C cos(z — ct))?’
1 1
24 -B?+ -C?
(z.1) 1 —4c%c2 — 8coc?c? + 3 “ (4 3 )
vo1(z,t) = = :
A 4 et (Bsin(z — ct) + C cos(x — ct))?

msn?é — 1
B(msn?¢ + 1)

Durum 22 : Eger P : —(m? +2m + 1)B?, Q : 2m* + 2, F(§) =
durumu incelenirse

gy — 1267 +8%¢Q — ¢y 19ce, P m?(sn?¢ — 1)?

2 cep B2(msn?¢ 4+ 1)2

1 —4c2c? + 8¢2Qc*c + ¢
Vg = —
2Ty 2t
mtanh & tanh & — 1
- 1, F =
" (&) = Bintanhemnhe+ 1)
¢Ozlimlerinden biri bulunur.

m?(sn?¢ —1)3
B2%(msn?¢ + 1)?

+ 662P

olur ve (#.12) denklem sisteminin 6zel soliton

2
(1. 1) = _1-2¢%; +32¢%¢ — o N 48cc; (tanh*(z — ct) — 1)
’ 2 cey (tanh®(z — ct) + 1)’

—4E%C + 320,23 + 2 24y (tanh*(z — ct) — 1)2

1
4 2c2 (tanh®(z — ct) 4 1)2

1)22(13, t) =

(#.12) denklem sisteminin Jacobi eliptik fonksiyon metodu ile tam ¢dziimleri
bulundugunda elde edilen hareketli dalga ¢oziimler trigonometrik fonksiyon igeren
periyodik ¢oziimler ve hiperbolik fonksiyon igeren soliton ¢oziimlerdir. (#.12) denklem
ailesi ile yapilan caligmalar icin literatiir arastirmasi yapildiginda, Huang ve Chen
catallanma metodunu kullanarak GBQS nin soliter dalga ve periyodik dalga ¢6éziimlerini
bulmustur (Huang ve Chun-Li, 2007). Ayn1 zamanda Li, GBQS i¢in dinamik sistemler
yontemini kullanarak tiim olasi soliter dalga ¢6ziimlerinin ve sayilamaz sonsuz c¢oklukta
periyodik dalga ¢éziimlerinin varligini gosteren bir ¢alisma yapmistir (Li, 2008). Bu tezde
kullanilan tam ¢6ziim metodu ile elde edilen hareketli dalga c¢oziimlerine literatiirde

rastlanmamastir.
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4.2.3 Carpan Metodu ile Korunum Kanunu

Bu kisimda (#.12) denklem sisteminin ¢arpan metodu ile korunum kanunlari

bulunacaktir. Denklem sistemini Ay (z, ¢, u, v) ve Ay(x,t, u,v) fonksiyonlari ile carpalim.

Ay (2,8, u,v) (U + Uty + Vp — ClUger) = 0,

(4.23)
Ao, t,u,0) (v + [(1 +v) u], — Cotlyzs) = 0

Belirleyici denklem iistteki denklem sisteminin varyasyonel tiirevini alarak bulunur. Yani

[A1(z, t,u, ) (U + wty + vy — CrUze)] = 0,
gu (4.24)
Ag(x tou,v) (v + [(1+v)ul, — cotlgas)] =0

seklinde elde edilir. Burada (4.24) ifadesi agildiginda u ve v nin tiirevlerinin katsayilarindan
olusan belirleyici denklem sistemi

Alx - 0, AQz - O7 Alt - 0, AQt - 0, Alu - 0, Agu - O7 Alv — O, A2v — O (425)

olarak elde edilir. Bu belirleyici denklem sisteminin ¢oziimiinden gy, g» sabit olmak iizere,
carpan fonksiyonlart Ay, As
A(x,t,u,v) = g,
1( )= (4.26)
AQ('xa t7 u, U) = 02
olarak bulunur. Dolayistyla (#.12) denklem sistemi igin ¢arpanlar bulunmus olur. Buradan
korunum vektori A; = 1 ve Ay = 0 i¢in
w2
Tf = —ClUgy + U, T‘lgC = ? +v (427)

olarak elde edilir ve Ay = 0 ve Ay = 1 e bagli korunum vektorii bilesenleri
Th=v, TS = —Cotlgy +uv +u (4.28)

olarak bulunur. Bulunan korunum kanunlar1 agikardir.

4.3 (2+1)-Boyutlu Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP)
Denklemi
(2+1)-boyutlu BLMP denklem
Uyt + Uy — Sgally — 3l = 0 (4.29)

seklindedir (Alofi ve Abdelkawy, 2012). Gilson, (2+1)-boyutlu
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli (BLMP) denklemini s1§ su dalga denklemlerinin

(2+1)-boyutlu genellemesi yapilirken bilineer yaklasim yoluyla arastirmalar sayesinde
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tiretti (Gilson vd. 1993). L.Luo, BLMP denkleminin bilineer formlar yardimiyla yeni
soliton ¢oziimlerini ve Lax ciftlerini bulmus, Bécklund doniisiimiinii yapmistir (Luo,
2011a). (Luo, 20114a) makalesinde BLMP denklemine Hirota bilineer metodu ve Riemann
teta fonksiyonunu kullanilarak ¢oklu periyodik dalga ¢6ziimleri bulunmustur. Ayrica L.Luo,
BLMP denklemi i¢in bilineer formu elde etmek ve elde edilen lineerlesebilir bilineer
denklemi Lax ¢iftini kullanmak i¢in ikili Bell polinomlarini incelemistir (Luo, 2011b). Ying
Li ve Desheng Li, modifiye edilmis Clarkson-Kruskal metodu yardimi ile BLMP
denkleminin Bécklund donilisimii yapmistir ve bu donilisimlerden yararlanarak
trigonometrik fonksiyon igeren yeni tam ¢oziimler bulmustur (Zhang, 2008). Bu boéliimde
(.29) denkleminin Painlevé dzelligi incelenip, genellestirilmis Kudryashov metodu ile tam
coziimleri elde edilmistir ve ¢arpan metodu kullanilarak korunum kanunlari bulunmustur.

Jacobi eliptik fonksiyon metodu bu denklem i¢in denenmistir ve sonug elde edilememistir.

4.3.1 Painlevé Metodu

(#.29) denklemine Painlevé metodunu uygulandiginda ilk olarak etkin davranisin
bulunmasi gerekir.O halde ¢ keyfi bir fonksiyon olmak iizere

u(x,y,t) = uo(z,y,t)o" (4.30)

ifadesindeki o ve ug(z,,t) 1 belirlenmesi gerekir. Bunu elde etmek igin (#.30) ifadesini
(#.29) kismi diferensiyel denklemde etkin terimlerde yerine yazildiginda tiim terimler
dengelendiginde ve «; ler bulundugunda 2o — 3 ve o — 4 kuvvetlerine sahip olan ¢ i
terimlerin dengelenmesinden elde edilen &« = —1 degerleri algoritmada kullanilmak {izere
secilir. Bulunan o« = —1 degeri (4.30) ifadesinde daha sonra da (#.29) kismi diferensiyel
denklemde yerine yazildiginda ¢=° 1i terimlerden olusan denklem ¢oziiliip
uo(x,y,t) = —2¢,,up(z,y,t) # 0 fonksiyonu elde edilir. Bulunan o ve ug(z,y,1t)
degerleri (B.4) fonksiyonunda yerine yazildiktan sonra

U(l’, Y, t) = _2¢x¢_l + uj¢j_1 (431)

ifadesi (#.29) denkleminde yerine yazilarak u;¢~°* 1i lineer olan tiim terimlerin

katsayilarindan olusan polinom
G4 —105% +2352 4105 —24=0

seklinde bulunur ve polinomun kokleri rezonans degerleri olarak adlandirilir. Buradan
rezonanslar
j=-1,1,4,6

olarak elde edilir. Tk rezonans olan j = —1, ¢(z,y,t) = 0 1n tekillik manifoldunun

keyfiliginden her zaman bulunmak zorundadir. Diger rezonanslarin keyfi fonksiyonlarinin
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kontrol edilmesi i¢in Laurent serisini
6
ulw,y,t) =Y ue’
j=0

seklinde olusturarak (#.29) denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade ¢ nin kuvvetlerine
gore diizenlenir ve kuvvetlerin katsayilar1 birer denklem olarak yazildiktan sonra cebirsel
denklem sistemi olusturulup bilinmeyen u; fonksiyonlar elde edilir. us us us ifadelerini
elde etmek ve wu;u4us ifadelerinin keyfi fonksiyon olup olmadig:i kontrol ederek,
rezonanslarin bagdasabilirlik sartin1 saglayip saglamadigini saptamak gerekir. Detayl
anlatilirsa u;¢~°" li terimlere j rezonans degerleri yazildiginda rezonanslara karsilik gelen
u; ler ¢ li terimlerin katsayisidir. (#.29) denklemi igin u;¢~°T i terimine j rezonans
degerleri  yerlestirildiginde 7 = 0,1,2,...,6 degerleri i¢in sirasiyla
5,074 73 072 0L, @0, @' i terimlerin katsayilari denklem olarak tanimlanir ve bu
cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek sirastyla wg,uq, us, us, ug, us, ug fonksiyonlarr elde

edilir. Tiim terimlere detayli sekilde cebirsel islemler yapildiginda

J=0:97"1  ug=—2¢,,

j=1:07" w =,

1
| =2:073: = ————(—30:Pz - 30 Ouzs + -+ ),
J o U2 6(;5:25—#6@51,( o ¢y+¢ ¢y+ ¢¢y + )
F=B0 = (e e = 602 =)
j=4:071r ug =y,

1
C_p L0 . _ 745 2
J=hidh = o (B0, 4 102006y =)
j=6:9¢": Ug = Ug

degerlerine ulasilir. Sonug olarak w; usug ifadeleri keyfi fonksiyonlar olup rezonans
degerleri bagdasabilirlik kosulunu sagladigindan ve ayni zamanda wus us us fonksiyonlar:
bulunabildiginden (#.29) denklemi WTC anlaminda Painlevé ozelligine sahiptir yani
integrallenebilirdir denir. Literatiire bakildiginda, Wazwaz ilk olarak (Wazwaz, 2020)

makalesinde ayni sonuca varmistir.

4.3.2 Genellestirilmis Kudryashov Metodu Ile Tam Coziim

x,y,t bagimsiz degiskenler, ¢ keyfi sabit ve & bagimsiz de§isken olmak {izere
asagidaki formun araciligi ile (#.29) denklemine hareketli dalga doniisiimii yapildiginda

u(z,y,t) =u(f), E=x+y—ct (4.32)

bu denklem lineer olmayan adi diferensiyel denkleme indirgenir. Indirgeme sonucunda

(iv)

u cu” — 6u'u" =0 (4.33)
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olusan (4.33) denkleminin en yiiksek mertebeli lineer terim u(**) ve en yiiksek dereceli lineer
olmayan terim u'u” arasinda dengeleme yapilir. Dengeleme bagintisi m +4 = m + 1 +
m + 2 olarak yazilir. Bu bagint1 ¢6ziildiigiinde dengelenme sayis1 m = 1 olarak bulunur.
Genellestirilmis Kudryashov metoduna gore m elde edildikten sonra n — » = m sartina
bagli olarak n ve r sayilar1 se¢ilmelidir. m = 1 oldugundan n = 2 ve r = 1 olarak segilirse,

ayp, a1, az b, by belirsiz sabitler olmak iizere (#.33) denkleminin rasyonel formda olan ¢éziimii

) + alQ + CLQQ2

4.34
olarak bulunur. A integral sabiti ve ) = Q(§) olmak tizere
Q) = (435)
1+ Aet ’
(#.36) denkleminin bir ¢oziimiidiir ve yardime1 denklem asagidaki gibidir:
dQ
i Q*(€) - Q(©) (4.36)

(#.34) denklemi (4.33) denkleminde yerine yazilir ve (4.36) denklemi, ¢ikan sonuglarda @
nun tiirevleri cinsinden tiirevli ifadeler bitene kadar yerine yazilir. Son olarak @
fonksiyonlar1 diizenlenir ve fonksiyonlarin katsayilari birer denklem olarak tanimlanir. Elde
edilen cebirsel denklem sisteminin Maple yardimiyla ¢oziilmesiyle bulunan ii¢ farklt durum

asagida verilmistir:

Durum 1:

1
aoz—bo—§a1, a; =ay, a; =0, by=ay, by = —2by, c=1,

Eger elde edilen degerler ve (#.3d) denklemi (#.34) denkleminde yerine yazilip (4.32)
doniisiimii yapilirsa (#.29) denkleminin dalga ¢oziimii

1 —1—4Asinh(z +y —t) — 2Acosh(x +y — t) + 3A?

— 1) = —
u(r +y—t) 9 A2+ 1—2Acosh(x +y —1t)
olarak bulunur.
Durum 2:
b — 2b
ao:()(al—())’ a; = ay, a2:2b1, bo:bl, bl:a17 C:17

by

Bulunan sonuglar ve (#.36G) denklemi (4.34) denkleminde yerine yazilip (#.32) doniisiimii
yapilirsa (#.29) denkleminin tam ¢ozimii

2Asinh(z +y —t) — 1 + A?
A% +1+42Acosh(z+y —1t)

ulx+y—t)=
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seklinde elde edilir.

Durum 3:

1
o = _5&1, ar = a1, az = —4by, by = a1, by = —2by, ¢ =4,
Yukaridakiler ile benzer yol izlendiginde, denklemin asagidaki gibi hareketli dalga ¢oziimii
bulunur:
1 —16A2sinh(z+y—4t) cosh(z+y—4t)+12A2 cosh(z+y—4t)2 —6A42 -7+ A%
UJ(J: + Yy— 4t) - 2 . AL —4A2 cgsh(a:+yf4t)2+2A2+y1

Elde edilen hareketli dalga c¢oziimleri hiperbolik fonksiyon igceren soliton ¢oziimlerdir.
Literatiir arastirmasi sonucu edinilen bilgilere gore, (Luo, 2011a), (Zhang, 2008)
makalelerinde denklemin periyodik dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica Wazwaz (4.29)
denkleminin ¢oklu soliton ve ¢oklu kompleks soliton ¢oziimlerini elde etmistir (Wazwaz,
2020). Bu calismada bulunan soliton ¢oziimler literatiire kazandirilan yeni dalga

¢Ozlimlerdir.

4.3.3 Carpan Metodu Ile Korunum Kanunu

Bu bolimde (#.29) denklemi igin ¢arpan metodu kullanilarak korunum kanunlart
bulunacaktir. BLMP denklemini A(z, y, ¢, u) fonksiyonu ile garpalim.

Ay + Uy — 3Upptly — 3Uzliyy) =0 (4.37)

Buradan belirleyici denklemleri (#.37) denkleminin varyasyonel tiirevini alarak

bulundugunda.

)
E[A(uyt + Uggay — Sz tly — Uglyy)] =0 (4.38)

(#.38) denklemini tam tiirevlere gore actigimizda

Am(“yt + umzxy - 3u:vxuy - 3u:ruxy) - D:v [Auz (uyt + u:px:vy - 3uzxuy - 3uxuzy)]
—Dy[Au, (gt + Upgay — BUgatly — 3Uglyy) + A(—3ug,)] + DI[A(—3u,)]

+D,D,[A] + D, D3[A] + A[(—3uyy)] + DeDy[A(—3uy)]
elde edilir. Burada u nun tiirevlerinin katsayilarindan olusan belirleyici denklem sistemi
Ay=0, Ay =0, A, =0 (4.39)

olarak bulunur ve bu denklem sisteminin ¢oziimiiniin bulunmasi karmagik ve biiyiik

hesaplamalar icerdiginden Maple paket programinin alt programi olan Cheviakov’ un
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gelistirmis oldugu GeM paket programindan faydalanilmistir. Bu sistemin ¢oziimiinden

Fy(y), F1(t) keyfi sabitler olmak iizere, carpan fonksiyonu A

seklinde elde edilir. Bir diger deyisle (#.29) denklemi igin iki tane lineer bagimsiz garpan
asagidaki gibi bulunmustur:

A;,i = 1,2 degerlerinin her biri (#.29) denklemi ile ¢arpildiginda, denklemin z, y, ¢
ye gore tiim terimlerinin tam tiirevi altinda D,, D,,, D; nin katsayilar1 korunum vektorleri
olur yani korunum kanunlar1 elde edilmis olur. Simdi yukaridaki ¢arpanlara karsilik gelen

(#.29) denkleminin korunum kanunlarini asagida verelim.

A, = Fi(t) carpani ile denklem carpilirsa
Uyt F1 (1) + Uy F1 () — Bttty F1 () — Bugug, Fi(t) =0 (4.41)
denkleminin x, y, t ye gore tiim terimleri tam tiirev altinda

(F1(1)) (Uyt + Upgay — Sty — 3Uglyy) = Dy(—3up Fy () uy + Ugey F1 (1))
+Dy(—ulh,) + Di(uy Fi(t))

olarak yazilabilir. O halde Fi(t) ye bagli korunum vektorii
T = u,Fi(t), Ty = —3u,Fi(t)uy + g, Fi1(t), TV = —ukFy, (4.42)

olarak elde edilir ve Ay = F»(y) keyfi fonksiyonu ile denklem carpilirsa

Uyt Fo (V) + Uzzay Fo(Y) — Btaatiy Fo(y) — 3ugps, Fo(y) =0
olusan bu denklemin ise x, y, t ye gore tiim terimlerinin tam tiirevi

(F2(y))(uyt + Uaaay — Buaatly — Bustiny) = Do( Ty) + Dy(TY) + Di(T3)

seklinde yazilabilir ve F»(y) ye bagli korunum kanunu

T3 = uyFay), T5 = =3uuFa(y)uy + taey Fa(y), T3 =0 (4.43)

seklinde bulunur. Bulunan sonuglardan da anlasildig iizere (4.29) denkleminin keyfi
fonksiyonlarinin varligi mevcut oldugundan (#.29) denklemi i¢in sonsuz goklukta korunum
kanunlar1 elde edilebilecegi yorumu yapilabilir. Literatiirde, (#.29) denkleminin korunum
kanunlar1 bulunmaktadir (Asadi ve Nadjafikhah, 2015).
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5. SONUC VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda bazi lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin matematiksel Ozellikleri arastirilmistir . Oncelikle kismi diferensiyel
denklemlerin integrallenebilirligini test eden WTC algoritmasi olarak da bilinen Painlevé
metodu ile {i¢ farkli lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin integrallenebilirligi
incelenmistir. Denklemlerin WTC algoritmasi ile integrallenebilirligi arastirilirken yapilan
cebirsel islemler elle yapilmasi bir hayli zor oldugu i¢in islemler Maple paket programi
yardimiyla yapilmistir. Incelenen kismi diferensiyel denklemlerden (2+1)-boyutlu KdV
(KdV4) denklem ve (2+1)-boyutlu BLMP denklemin Painlevé 6zelligine sahip oldugu yani
integrallenebilir oldugu anlagilmistir. Ote yandan (1+1)-boyutlu genellestirilmis Boussinesq
denklem sistemi bagdasabilirlik kosulunu saglamadigindan Painlevé oOzelligine sahip
degildir. Ancak bu denklem icin integrallenemez denilemez. Integrallenebilir olup

olmadigini anlayabilmek i¢in farkli metotlar uygulanmalidir.

Kismi diferensiyel denklemlerin fiziksel yapisini anlayabilmek i¢in en iyi yollardan
biri tam ¢dziimlerini bulmaktir. Tam ¢éziimlerin bulunmasi i¢in birgok metot mevcuttur ve
bilim insanlar1 hala cesitli yontemler gelistirmek i¢in aragtirmalar yapmaktadir. Bu tezde
incelenen lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere dalga doniistimii uygulanip lineer
olmayan adi diferensiyel denkleme indirgedikten sonra tam ¢6ziim metodu uygulanmaistir.
Ele alinan KdV4 ve BLMP denklemlerine genellestirilmis Kudryashov metodu uygulanarak
Maple programi yardimiyla tam c¢oziimleri elde edilmistir. Genellestirilmis Boussinesq
denklem sisteminin tam ¢oziimlerinin elde edilmesi i¢in de Jacobi eliptik fonksiyon metodu
kullanilmigtir ve tam ¢oziimleri bulunurken Maple programi kullanilarak cebirsel islemler
yapilmistir. Bulunan sonuglar hiperbolik (soliton) ve trigonometrik (periyodik) fonksiyon

iceren ¢ozlimler olup hareketli dalga ve soliter dalga ¢oztimlerdir.

Integrallenebilirlik ve soliton ¢6ziim arastirmalarinda korunum kanunlar1 énemli bir
rol oynar. Son olarak bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda ilk defa Alman bilim insan1 Steudel
tarafindan ortaya atilan varyasyonel metot ve karakteristikler metot olarak da bilinen ¢arpan
metoduyla denklemlerin korunum kanunlari saptanmaya c¢alisilmistir ve bu calisma
yapilirken Maple paket programinin alt programi olan Cheviakov’ in yazmis oldugu GeM
paket programi kullanilmistir. Bu metot sonucunda KdV4 ve BLMP denklemlerinin keyfi
fonksiyonlarin varligi mevcut oldugundan sonsuz sayida korunum kanunlar1 bulunabildigi

sonucuna varilmistir. Genellestirilmis Boussinesq denklem sistemi asikar korunum



60

vektoriine sahiptir. Eger bir kismi diferensiyel denklemin ¢ok sayida korunum kanunu

cikiyor ise bu onun yiiksek ihtimalle integrallenebilir ve ¢oziilebilir oldugunu gosterir.

Bundan sonra yapilabilecek caligmalarda genellestirilmis Boussinesq denklem
sisteminin integrallenebilirligi farkli metotlarla kontrol edilebilir. Buna 6rnek olarak ters
sacilim metodu verilebilir. Ote yandan ele alinan denklem sisteminin sonsuz tane lie simetri
iireticine sahip olmasi veya n-soliton ¢Oziimiiniin elde edilmesi denklem sisteminin
integrallenebilir oldugunu isaret eder. Ayrica bu denklem sisteminin Hamilton yapida
yazilabilir olmasi1 denklem sisteminin integrallenebilirligini gosterir. Kismi diferensiyel
denklemlerin tam c¢oziimlerinin bulunmas1 ic¢in birgok ydntem mevcuttur. Ileriki
caligmalarda bu tezde calisilan denklemlerin literatiirde olmayan yeni hareketli dalga
cozlimleri farkli tam ¢o6ziim metotlar1 ile elde edilip, literatiire yeni tam c¢dzlimler
kazandirilabilir. Son olarak, elde edilen ¢oziimlerin fiziksel yapisin1 daha iyi anlamak igin

grafikleri ¢izilebilir.
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