
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bazı Manifoldların Warped Çarpımları Üzerine 
 

Yasemin Emine Cengiz 
 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
 

Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dalı 
 

Ekim 2011 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On The Warped Products of Some Manifolds 
 

Yasemin Emine Cengiz 
 

MASTER OF SCIENCE THESIS 
 

      Department of Mathematics and Computer Science 
 

October 2011 
 
 



 

 

Bazı Manifoldların Warped Çarpımları Üzerine 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Yasemin Emine Cengiz 

 
 
 
 
 
 
 

Eskişehir Osmangazi Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Lisansüstü Yönetmeliği Uyarınca 

Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dalı 

Geometri Bilim Dalında 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

Olarak Hazırlanmıştır 

 
 
 
 
 
 
 

Danışman: Doç. Dr. Cumali Ekici 

 
 
 
 
 
 

Ekim 2011 
 



ONAY 

 
Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dalı Yüksek Lisans öğrencisi 

Yasemin Emine Cengiz’in YÜKSEK LİSANS tezi olarak hazırladığı “Bazı 

Manifoldların Warped Çarpımları Üzerine” başlıklı bu çalışma, jürimizce lisansüstü 

yönetmeliğinin ilgili maddeleri uyarınca değerlendirilerek kabul edilmiştir. 

 
 
                                                                                                                  
Danışman  : Doç. Dr. Cumali Ekici 
 
 
İkinci Danışman :  
 
 
 
Yüksek Lisans Tez Savunma Jürisi: 
 
Üye : Doç. Dr. Cumali EKİCİ 
 
 
Üye : Prof. Dr. Ali GÖRGÜLÜ 
 
 
Üye : Prof. Dr. İsmail KOCAYUSUFOĞLU 
 
 
Üye : Doç. Dr. Kürşat YENİLMEZ 
 
 
Üye : Doç. Dr. İbrahim GÜNALTILI 
 
 
 
 
 
 

 Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulu’nun ............................. tarih ve ........................ 

sayılı kararıyla onaylanmıştır. 

  
  
  
  

 Prof. Dr. Nimetullah BURNAK 
  

 Enstitü Müdürü 
  
 



 
 

v 
 

ÖZET 
 
 

Bu çalışmanın amacı, bazı manifoldlar üzerinde warped çarpım yapısını 

incelemektir.  Fernando Dobarro ve Enrique Lami Lami Dozo tarafından 

yayınlatılan “Scalar Curvature and Warped Products of Riemann Manifolds” ile 

Bang-Yen Chen tarafından yayınlatılan “Warped Products in Real Space Form” 

çalışmalarında verilen teoremler detaylı bir şekilde incelenmiştir.   

 

Giriş bölümünde, Riemann ve yarı-Riemann manifoldları üzerinde warped 

çarpımı yapısının tarihsel gelişim süreci açıklanmıştır.  

 

Çalışmanın ikinci bölümünde, yapılacak hesaplamalarda yardımcı olacak 

olan Riemann manifoldları, yarı-Riemann manifoldları ve Çarpım uzayları için  

bazı önemli tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde ise yarı-Riemann manifoldlarda warped çarpımı kavramı 

ele alınmış ve çarpım manifoldları da kullanılarak warped çarpım 

manifoldlarında bir eğrinin geodezik olması için gerekli şartlar araştırılmıştır.  

Daha sonra warped çarpım eğriliği bulunmuştur.   

 

Çalışmanın son bölümünde ise, Riemann manifoldlarda warped çarpımı 

üzerinde skalar eğrilik hesaplanmıştır.  Ayrıca reel uzay formlar üzerinde 

warped çarpımı ile ilgili bazı teoremler ve ispatları verilmiştir. 

 
 
 
 
Anahtar Kelimeler:  Çarpım manifoldları, warped çarpımı, eğrilikler 
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SUMMARY 
 

 

            The aim of this study is to examine the structure of warped product on 

some manifolds.  In this thesis, some theorems have been examined in detail, 

proved in the studies,  titled “Warped Products in Real Space Form” by Bang-

Yen Chen and titled “Scalar Curvature and Warped Products of Riemann 

Manifolds” by Fernando Dobarro and Enrique Lami Lami Dozo. 

     In the introduction section, the historical development of the structure of 

warped product on the Riemann and semi-Riemann manifolds is explained.   

             

            In the second chapter of the study, significant definitions and theorems 

for the Riemann manifolds, semi-Riemann manifolds and product space which 

are used for all calculations are presented.  

            In the third chapter, the concept of warped product on the semi-Riemann 

manifolds is discussed and necessary conditions for a curve to be geodesic on 

the warped product manifolds are investigated as well using the product 

manifolds. Then the curvature of warped product is found. 

 

             In the last chapter, scalar curvature of warped products on the Riemann 

manifolds is calculated.  Additionally, some theorems and proofs regarding 

warped product on the Real space forms are presented. 

  

 

Key words: Product manifolds, Warped products, Curvatures   
  
 



vii 

TEŞEKKÜR 
 

 

  Bazı Manifoldların Warped Çarpımları Üzerine adlı tez çalışmamda ve   

derslerimde beni yönlendiren bana her türlü olanağı sağlayan danışmanım  

                                     Sayın  Doç. Dr. Cumali Ekici 

hocama teşekkür ederim. 

 

Eskişehir 2011                                                                     Yasemin Emine CENGİZ 



 

  
viii

İÇİNDEKİLER 

Sayfa 

ÖZET .........................................................................................................................v 

SUMMARY ............................................................................................................. vi 

TEŞEKKÜR............................................................................................................  vii 

SİMGELER DİZİNİ ................................................................................................  ix 

ŞEKİLLER DİZİNİ ................................................................................................... x 

 

1. GİRİŞ ......................................................................................................................1 

 

2. TEMEL KAVRAMLAR ........................................................................................3 

 2.1. Öklid Uzayı................................................................................................... 3 

      2.2. Riemann Manifoldu ve Hiperyüzey...............................................................8 

      2.3. Simetrik Bilineer Formlar ............................................................................12 

      2.4. Yarı-Riemann Manifoldlar ..........................................................................14 

      2.5. Çarpım Uzayları...........................................................................................23 

 

3.  WARPED ÇARPIMI.......................................................................................... 26 

 3.1. Warped Çarpımları .................................................................................... 26 

      3.2. Warped Çarpım Örnekleri ...........................................................................34 

      3.3. Warped Çarpım Geodezikleri ......................................................................35 

 3.2. Warped Çarpımın Eğriliği ...........................................................................42 

 

4. RIEMANN MANİFOLDLARIN WARPED ÇARPIMLARI VE SKALAR   

EĞRİLİĞİ .................................................................................................................48 

      4.1. Sabit Skalar Eğrilik......................................................................................51 

      4.2. Reel Uzay Formlarda Warped Çarpımları ...................................................53 

 

SONUÇLAR VE ÖNERİLER..................................................................................61 

 

KAYNAKLAR DİZİNİ ............................................................................................62 

       



  
 
 
 

x  
 

 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

  

     Şekil                                                                                                            Sayfa 

     3.1 M=B×f F warped çarpımı....................................................................27 

      

 



ix

S·IMGELER D·IZ·IN·I

Simge Anlam¬

R Reel say¬lar cümlesi

E
n n� boyutlu Öklid uzay

Tp(M) Vektör uzay¬

B � F Çarp¬m manifoldu

B �f F Warped çarp¬m manifoldu

D Levi-Civita koneksiyonu

� Laplasiyen Operatörü

K Kesit e¼grili¼gi

Ric Ricci e¼grilik tensörü

Rij Ricci e¼grili¼gi

<, > Öklidyen skalar çarp¬m

g Metrik tensör

� Tabii izdüşüm
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Riemann manifoldlar¬n¬n warped yap¬ kavram¬ ilk olarak O�Neill ve Bishop

taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Yazarlar, warped yap¬lar¬ negatif kesit e¼grili¼ginin

kontrol edilebildi¼gi uzaylarda Riemann manifoldlar¬n¬ inşa etmek için kullan-

m¬̧slard¬r (O�Neill and Bishop, 1969).

Son zamanlarda bu manifoldlar¬n geometrik yönü birçok bilim adamlar¬n¬n

dikkatini çekmi̧stir (Bang-Yen, 2004; Şahin, 2006). Yüksek yerçekim alanl¬

bir cisim etraf¬ndaki uzay¬n, warped çarp¬m manifoldu üzerinde modellenebil-

mesi bulunduktan sonra ço¼gu araşt¬rma makaleleri farkl¬ yap¬lar alt¬ndaki

manifoldlar¬n warped çarp¬m altmanifoldlar¬n¬n varl¬¼g¬ ile ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Bu sebepten warped çarp¬mlar¬ do¼gal bir şekilde diferensiyel geometri çal¬̧s-

malar¬nda kullan¬lm¬̧st¬r. Bir dönel yüzey, liftleri dönme e¼grilerinin farkl¬

pozisyonlarda ve �berleri dönel çemberler olan bir warped çarp¬m¬d¬r.

B ve F yar¬-Riemann manifoldlar¬ olsun. B manifoldunun metrik ten-

sörünü gB ve F manifoldunun metrik tensörünü ise gF ile gösterelim. O halde

B � F yar¬-Riemann çarp¬m manifoldunun metrik tensörü

��(gB) + ��(gF )

şeklindedir. Burada � ve �, s¬ras¬yla, B � F çarp¬m manifoldunun B ve F

manifoldlar¬ üzerindeki izdüşümleridir. f : B ! (0;1) fonksiyonu B ma-

nifoldu üzerinde pozitif bir fonksiyondur. Bu fonksiyona warped çarp¬m¬n¬n

warping fonksiyonu denir (O�Neill and Bishop, 1969). M = B �f F warped

çarp¬m¬, x 2M noktas¬ndaki herhangi bir X 2 TxM tanjant vektörü için,

k X k=k ��(X) k
2 +f 2(�(x)) k ��(X) k

2
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olacak şekilde Riemann yap¬ ile donat¬lm¬̧s B � F manifoldudur. Böylece

g = gB+f
2gF olur. Warped çarp¬m notasyonu �zikte oldu¼gu gibi diferensiyel

geometride de baz¬ önemli roller oynar (Beem et al., 1982; O�Neill, 1983).

Örne¼gin, bir y¬ld¬z kütlesi veya kara delik etraf¬ndaki d¬̧s uzay¬ tan¬mlayan

Schwarzchild uzay zaman¬n en iyi göreceli modeli bir warped çarp¬m¬ olarak

verilir (O�Neill, 1983).

Diferensiyel geometride izoperimetrik eşitsizlik, Chern-Lashof eşitsizli¼gi

ve Gauss-Bonnet teoremi gibi birçok önemli sonuçlar incelenmi̧stir. Son

y¬llarda, bir altmanifoldun iç invaryantlar¬ ve d¬̧s invaryantlar¬ aras¬nda basit

ili̧ski bulma problemi de¼gi̧sik yazarlar taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Sonralar¬ (Beem et al., 1982) çal¬̧smas¬nda �Einstein�s Field Equation� için

gerekli birçok çözümün Lorentzian warped yap¬lar için de ifade edilebilece¼gi

belirtilmi̧stir. Ayr¬ca O�Neill warped yap¬ bileşenlerinin e¼grilikleri vas¬tas¬yla

bu yap¬lar¬n e¼grilik formüllerini bulmuştur (O�Neill, 1983). Besse ise warped

yap¬lar¬ Riemann submersiyonlar¬ olarak dikkate alm¬̧s ve özel durumlar için

baz¬ sonuçlar elde etmi̧stir (Besse, 1987). 4-boyutlu Einstein denklemlerinin

tüm çözümleri, 4-boyutlu uzay zaman¬n¬n iki yüzeyli genel bir warped çarp¬m

yap¬s¬ gibi kabul edilmesiyle elde edilmi̧stir (Katanaev et al. 1999).

Bu çal¬̧smada, çarp¬m manifoldlar¬ üzerinde inşa edilebilen Riemann ma-

nifoldlar¬n warped çarp¬mlar¬ üzerinde geodezikler ve e¼grilikler, özel yar¬-

Riemann metrik olan warped metrikler ve reel uzay formlar¬n warped çarp¬m-

lar¬ verilmi̧stir.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Öklid Uzay¬

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smam¬zda s¬kça kullan¬lan kavramlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.1: Boş olmayan bir A cümlesi ve K cismi üstünde bir vektör

uzay¬ V olsun. Aşa¼g¬daki önermeleri do¼grulayan bir

f : A� A �! V

fonksiyonu varsa A cümlesine V vektör uzay¬ ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay

denir:

(1) 8P;Q;R 2 A için f(P;Q) + f(Q;R) = f(P;R)

(2) 8P 2 A ve 8� 2 V için f(P;Q) = � olacak biçimde bir tek Q 2 A

noktas¬ vard¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.2: 3-boyutlu standart reel vektör uzay¬ ile birleştirilmi̧s R3

a�n uzay¬n¬ ele alal¬m. x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) iki vektör olsun.

R
3 a�n uzay¬nda Öklid iç çarp¬m¬

< x; y >=
3X

i=1

xiyi

biçiminde tan¬ml¬d¬r. Böylece (R3; <;>) yap¬s¬ 3-boyutlu Öklid uzay¬ olur

ve E3 ile gösterilir.

Bir reel a�n uzayda tan¬mlanabilen bütün kavramlar, bir Öklid

uzay¬nda anlam kazan¬rlar. Bununla beraber reel a�n uzaylar ile Öklid uzay-

lar¬ farkl¬d¬rlar. Çünkü, bir V reel vektör uzay¬ ile birleşen A a�n uzay¬ndaki
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metrik özelikler V vektör uzay¬nda seçilecek olan iç çarp¬mdan do¼garlar; bu

nedenle Öklid uzay¬ndaki özelliklerle di¼ger a�n uzaylardaki özellikler farkl¬

olurlar (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.3: p = (p1; p2; p3) ve q = (q1; q2; q3) 2 E3 olmak üzere

d : E
3 � E3 �! R

(p; q) �! d(p; q) =

"
3X

i=1

(pi � qi)
2

# 1
2

olarak tan¬mlanan d fonksiyonuna Öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu ve d(p; q)

reel say¬s¬na da p; q 2 E3 noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬k denir (O�Neill, 1966).

Tan¬m 2.1.4:

d : E
3 � E3 �! R

(x; y) �! d(x; y) = k�!xyk

biçiminde tan¬mlanan d fonksiyonuna E3 uzay¬nda Öklid metri¼gi denir (Ha-

c¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.5: 8x; y; z 2 E3 içindxyz aç¬s¬n¬n ölçüsü

cos � =
h�!yx;�!yzi

k�!yxk k�!yzk

eşitli¼ginden hesaplanan � reel say¬s¬d¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.6: E3 uzay¬nda s¬ral¬ bir fP0; P1; P2; P3g nokta dörtlüsüne,

R
3 uzay¬nda kaŗs¬l¬k gelen f

��!
P0P1;

��!
P0P2;

��!
P0P3g vektör üçlüsü, R3 vektör uzay¬

için bir ortonormal baz ise fP0; P1; P2; P3g sistemine E3 uzay¬n¬n bir dik çat¬s¬

veya Öklid çat¬s¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).
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Sonuç 2.1.7: E3 uzay¬nda E0 = (0; 0; 0); E1 = (1; 0; 0); E2 = (0; 1; 0)

ve E3 = (0; 0; 1) noktalar¬ bir dik çat¬ oluştururlar. <
���!
E0Ei;

���!
E0Ej >= �ij

oldu¼gundan, f
���!
E0E1;

���!
E0E2;

���!
E0E3g sistemi R3 vektör uzay¬ için bir ortanormal

bazd¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.8: E3 uzay¬ndaki fE0; E1; E2; E3g çat¬s¬na standart Öklid

çat¬s¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.9: En+1 uzay¬nda parametrik e¼gri,

� : I ! E
n+1

t ! �(t) = (�1(t); :::; �n+1(t))

olsun. E
n+1 uzay¬ üzerinde bir vektör alan¬ X olmak üzere 8t 2 I için

d�

dt
= X(�(t)) ise � e¼grisine X vektör alan¬n¬n �(0) = P noktas¬ndan geçen

bir integral e¼grisi denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.10: V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ ve [; ] : V � V ! V

dönüşümü de;

1) 2-lineer

2) Alterne 8X; Y 2 V için [X; Y ] = �[Y;X]

3) 8X; Y; Z 2 V için; [X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0;

olarak verilsin. [; ] dönüşümüne, V vektör uzay¬ üstünde bir Lie operatörü

denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.11: F(M), M manifoldu üzerinde bütün diferensiyellenebilir

reel de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesi olsun. f 2 F(M) fonksiyonunun M � N

manifoldunun lifti ef = f � � 2 F(M � N) şeklindedir. x 2 Tp(M) ve

q 2 N ise (p; q) noktas¬nda x vektörünün lifti ex; T(p;q)(M) vektör uzay¬nda tek
vektördür öyleki d�(ex) = x olur. X 2 �(M) vektör alan¬n¬n M �N çarp¬m
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manifolduna lifti eX vektör alan¬d¬r, onun her (p; q) noktas¬ndaki de¼geri ise

bu noktada Xp vektör alan¬n¬n liftidir. Çarp¬m koordinat sisteminde eX dife-

rensiyellenebilirdir. Böylece X 2 �(M) vektör alan¬n¬n M �N manifolduna

lifti �(M�N) uzay¬n¬n bir tek eleman¬d¬r. Bu lift vektör alan¬ � ile X vektör

alan¬na taş¬n¬r, � ile de N manifoldu üzerinde s¬f¬r vektör alan¬na taş¬n¬r.

Bütün eX yatay liftlerin kümesi L(M) ile gösterilir. N manifoldu üze-

rindeki fonksiyonlar, tanjant vektörler ve vektör alanlar¬, � izdüşüm fonk-

siyonunun yukar¬daki gibi kullan¬lmas¬yla M�N manifolduna yükseltilir (lifti

al¬n¬r). Dikkat edilirse L(M) ve simetri¼gi olan dikey lifti L(N); �(M � N)

uzay¬n¬n alt vektör uzay¬d¬r (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.12: Bütün yatay ve dikey liftlerin kümesi, s¬ras¬yla, L(M)

ve L(N) olsun.

(1) E¼ger eX; eY 2 L(M) ise
h
eX; eY

i
= [X;Y ]� 2 L(M) olur. Bu eşitlik

L(N) için de geçerlidir.

(2) eX 2 L(M) ve eV 2 L(N) ise
h
eX; eV

i
= 0 olur (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.13: En uzay¬nda 1-formlar¬n cümlesi ��(En) olmak üzere

d : C(En;R) ! ��(En)

f ! df

öyle ki, 8X 2 �(En) için df(X) = X(f) şeklinde tan¬ml¬ d fonksiyonuna dife-

rensiyel operatör denir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.14:

Grad : C(En;R) ! �(En)

f ! Gradf

öyle ki, En uzay¬nda fx1; :::; xng bir koordinat sistemi olmak üzere
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Gradf =
nP
i=1

@f

@xi

@

@xi

şeklinde tan¬ml¬ Grad fonksiyonuna, En uzay¬nda fx1; :::; xng koordinat sis-

temine göre gradient fonksiyonu denir ve r sembolü ile gösterilir (Hac¬salih-

o¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.15: f 2 F(M) fonksiyonunun gradienti gradf; df 2 ��(M)

diferensiyeline metrik olarak eşit bir vektör alan¬d¬r. 8X 2 �(M) için

< gradf;X >= df(X) = X(f)

şeklindedir. Koordinat sistemi aç¬s¬ndan df =
P
i

@f

@xi
dxi d¬r, burada

gradf =
P
i;j

gij
@f

@xi
@j

şeklinde olur (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.16: f : En ! E
m bir dönüşüm ve �!v 2 TEn(p) olsun. E

m

uzay¬n¬n t! f(�!p + t�!v ) e¼grisinin t = 0 an¬ndaki h¬z vektörü

(f�)p(
�!v p) 2 TEm(f(p))

ise

(f�)p : TEn(p)! TEm(f(p))

fonksiyonuna f fonksiyonunun p noktas¬ndaki türev dönüşümü denir. Burada

8�!v p 2 TEn(p) ve f = (f1; f2;:::; fm) için

f�(
�!v p) =

mP
i=1

�!v p[fi]
@

@xi
jf(p)

olur. f� fonksiyonunun lineer dönüşümünün eki

f � : T �
Em(f(p))! T �

En(p)
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ile gösterilen bir di¼ger lineer dönüşümdür. Burada f � fonksiyonunun be-

lirtilmesinde yeterli olan matris f fonksiyonunun Jakobian matrisinin trans-

pozudur. f � fonksiyonunu

[f �(W )]p (
�!v p) = W jf(p) [f�(

�!v p)]

şeklinde tan¬mlayabiliriz (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.17: f 2 F(M) fonksiyonunun Hessian�¬, fonksiyonun ikinci

kovaryant türevidir. Yani,

Hf = D(Df)

olur (O�Neill, 1983).

Yard¬mc¬ Teorem 2.1.18: f fonksiyonununHf Hessian�¬, simetrik (0; 2)

tipinde tensör alan¬d¬r. Öyle ki X; Y 2 �(M) olmak üzere

Hf (X; Y ) = XY (f)� (DXY )f

= < DX(grad f); Y >

şeklindedir (O�Neill, 1983).

2.2 Riemann Manifoldu ve Hiperyüzey

Bu k¬s¬mda, manifold üzerinde koneksiyon ve baz¬ dönüşümler ifade edilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1: M bir topolojik uzay olsun. M uzay¬ için aşa¼g¬daki

önermeler do¼gru ise M uzay¬ bir n�boyutlu topolojik manifold veya n�ma-

nifold ad¬n¬ al¬r:

(1) M uzay¬ bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.
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(2) M uzay¬ n�boyutlu lokal Öklidyendir.

(3) M uzay¬ aç¬k cümlelerin say¬labilir bir taban¬na sahiptir (Boothby,

1986).

Tan¬m 2.2.2: M bir n�boyutlu topolojik manifold olsun. M manifoldu

üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabilirse M mani-

folduna Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2.3: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. P 2 M üze-

rinde bir vektör alan¬ diye

X : M ! [
P2M

TM(P )

birebir ve örten olarak tan¬mlanan X fonksiyonuna denir ve M manifoldu ü-

zerindeki vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.4: M bir C1 manifold olsun. M manifoldu üzerindeki vektör

alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n halkas¬ C1 (M;R)

olmak üzere

< ; >: �(M)� �(M)! C1 (M;R)

şeklinde bir iç çarp¬m tan¬ml¬ ise M manifolduna bir Riemann manifoldu

denir. Burada, <;> i̧slemi M manifoldu üzerinde iç çarp¬m, metrik tensör,

Riemann metri¼gi veya diferensiyellenebilir metrik ad¬n¬ al¬r (Hac¬saliho¼glu,

2000).

Tan¬m 2.2.5: M bir C1 manifold olsun. M manifoldu üzerinde vektör

alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) olmak üzere

D : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! DXY



10

fonksiyonu için 8X;Y; Z 2 �(M) ve 8f; g 2 C1 (M;R) olmak üzere

i) DfX+gYZ = fDXZ + gDYZ;

ii) DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y;

özellikleri sa¼glan¬yorsa D fonksiyonuna M manifoldu üstünde bir a�n konek-

siyon ve DX operatörüne de X vektör alan¬na göre kovaryant türev operatörü

denir (O�Neill, 1966).

Tan¬m 2.2.6: M yar¬-Riemann manifoldu olsun. M manifoldu üstünde

bir D a�n koneksiyonu

(1) C1 s¬n¬f¬ndand¬r.

(2) M manifoldunun bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y; Z 2 �(M)

için

DXY �DYX = [X; Y ]

olur.

(3) M manifoldunun bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X;Y; Z 2 �(M) ve

8P 2 A için

XP < Y;Z >= < DXY; Z >jP + < Y;DXZ >jP

özelliklerini sa¼glan¬yorsa, D koneksiyonuna, M manifoldu üstünde bir Rie-

mann koneksiyonu ve DX operatörüne de X vektör alan¬na göre Riemann

anlam¬nda kovaryant türev operatörü denir (O�Neill, 1966).

Tan¬m 2.2.7: En, n�boyutlu Öklid uzay¬nda (n�1)�boyutlu bir hiperyü-

zey diye En uzay¬ndaki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyle ki bu M

cümlesi

M = fx 2 U � Enj f : U
dif:bilir
�! R ; U aç¬k, c = sabitg

x �! f(x) = c
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olmak üzere, rf jP 6= 0; her P 2 M biçiminde tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu,

2000).

Tan¬m 2.2.8: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M ve N;

M hiperyüzeyinin birim normal vektör alan¬ olarak verilsin. E
n uzay¬nda

Riemann koneksiyonu D olmak üzere, 8X 2 �(M) için

S(X) = DXN

şeklinde tan¬ml¬, S dönüşümüneM hiperyüzeyi üzerinde şekil operatörü veya

M hiperyüzeyinin Weingarten dönüşümü denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.9: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda birM hiperyüzeyi üzerinde

q�uncu temel form diye, 1 � q � n olmak üzere

Iq : �(M)� �(M) ! C1 (M;R)

(X;Y ) ! Iq(X;Y ) = < Sq�1(X); Y >

şeklinde tan¬ml¬, Iq fonksiyonuna denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.10: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.

P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

K : M ! R

P ! K(P ) = detS(P )

biçiminde tan¬mlananK fonksiyonunaM hiperyüzeyinin Gauss e¼grilik fonksi-

yonu ve K(P ) de¼gerine de M hiperyüzeyinin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi

denir (Oprea, 1997).

Tan¬m 2.2.11: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.
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P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

H : M ! R

P ! H(P ) = iz (S(P ))

biçiminde tan¬mlanan H fonksiyonuna M hiperyüzeyinin ortalama e¼grilik

fonksiyonu ve H(P ) de¼gerine de M hiperyüzeyinin P noktas¬ndaki ortalama

e¼grili¼gi denir (Oprea, 1997).

Tan¬m 2.2.12: E
n n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M ve

M hiperyüzeyinin şekil operatörü S olsun. M hiperyüzeyinin bir P nok-

tas¬na kaŗs¬l¬k gelen S(P ) şekil operatörünün karakteristik de¼gerlerine M

hiperyüzeyinin bu noktadaki asli e¼grilikleri denir. Asli e¼griliklere kaŗs¬l¬k

gelen karakteristik vektörlere de M hiperyüzeyinin P noktas¬ndaki asli e¼gri-

lik vektörleri veya asli e¼grilik do¼grultular¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

2.3 Simetrik Bilineer Formlar

Bu k¬s¬mda vektör uzay¬ üzerinde simetrik bilineer formlar ve skalarla çarp¬m

uzaylar¬ ifade edilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.1: V bir reel vektör uzay¬ olsun.

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8�!u ;�!v ;�!w 2 V için

i) g(�!u ;�!v ) = g(�!v ;�!u )

ii) g(a�!u + b�!v ;�!w ) = ag(�!u ;�!w ) + bg(�!v ;�!w );

g(�!u ; a�!v + b�!w ) = ag(�!u ;�!v ) + bg(�!u ;�!w )

özelliklerine sahip ise g dönüşümüne V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik
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bilineer form denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.2: Bir V reel vektör uzay¬ üzerinde non-dejenere simetrik bili-

neer forma bir skalar çarpma denir. V reel vektör uzay¬ üzerindeki bir skalar

çarpma g ise (V; g) ikilisine skalar çarp¬ml¬ vektör uzay¬ denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.3: V bir reel vektör uzay¬ ve

g : V � V ! R

bir simetrik bilineer form olsun.

g jW : W �W ! R

negatif tan¬ml¬ olacak şekilde en büyük boyutlu W altuzay¬n¬n boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve � ile gösterilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.4: 8�!v ;�!w 2 V için �!v 6=
�!
0 ve �!w 6=

�!
0 iken g(�!v ;�!w ) = 0 ise

�!v ile �!w vektörleri diktir denir ve �!v ? �!w şekilinde gösterilir. V reel vektör

uzay¬n¬n bir altuzay¬ W olmak üzere,

W? = f�!v 2 V : �!v ? Wg

olsun. W? altuzay¬na V reel vektör uzay¬n¬n dik altuzay¬ denir. W? altuzay¬,

W alt uzay¬n¬n ortogonal kompleman¬ olamaz. Çünkü W +W? uzay¬ genel-

likle V reel vektör uzay¬n¬n tamam¬ de¼gildir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.3.5: W uzay¬ bir V skalar çarp¬m uzay¬n¬n altuzay¬ olsun. O

zaman,

i) boyW + boyW? = boyV

ii) (W?)? = W

özellikleri vard¬r (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.3.6: � e¼grisinin h¬z vektör alan¬ T; e¼gri boyunca paralel ise,

yani kendi kendine paralel ise � e¼grisine M üzerinde bir geodezik e¼gri ad¬

verilir. Böylece DTT = 0 olur (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.7: Bir V reel vektör uzay¬ üzerindeki skalar çarpma g olsun.

Bir �!v 2 V vektörünün normu

k�!v k=
q
j g(�!v ;�!v ) j

olarak tan¬mlan¬r. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve ortogonal

birim vektörlerin cümlesine de ortonormal sistem denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.3.8: Bir V 6= f
�!
0 g skalar çarp¬m uzay¬ bir ortanormal baza

sahiptir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.3.9: V reel vektör uzay¬ için bir ortanormal baz fe1; e2; :::; eng

olsun. "i = g(ei; ei); i = 1; :::n olmak üzere 8
�!v 2 V vektörü

�!v =
nX

i=1

"ig(
�!v ; ei)ei

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.10: Her noktas¬ndaki h¬z vektörü s¬f¬rdan farkl¬ olan e¼griye

regüler e¼gri denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

2.4 Yar¬-Riemann Manifoldlar

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smam¬zda kullan¬lan koneksiyon, e¼grilikler ve onlar¬n özellik-

leri gibi kavramlara yer verilmi̧stir.
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Tan¬m 2.4.1: M bir C1 manifold olsun. P 2 M noktas¬ndaki tanjant

uzay TPM olmak üzere,

gP : TPM � TPM �! R

(XP ; YP ) �! gP (XP ; YP )

biçiminde tan¬ml¬ sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0; 2) ten-

sörüne M manifoldu üzerinde bir metrik tensör veya inde�nite metrik denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.2: M bir C1 manifold olsun. M manifoldu bir g metrik

tensör ile donat¬lm¬̧ssa, M manifolduna bir yar¬-Riemann manifoldu denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.3: Bir M yar¬-Riemann manifoldu üzerinde g metrik ten-

sörünün indeksine yar¬-Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gös-

terilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.4: Rnp uzay¬ üzerinde u
1; :::; un do¼gal koordinatlar olsun. E¼ger

V ve W =
X

Wi@i

olacak şekilde Rnp üzerinde vektör alan¬ iseler,

DVW =
X

V (Wi)@i

vektör alan¬na W vektör alan¬n¬n V vektör alan¬na göre kovaryant türevi

denir. Burada, f@i j 1 � i � ng; �(Rnp ) vektör alanlar¬ uzay¬n¬n standart

baz¬d¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.5: M bir C1 manifold olsun. M manifoldu üzerinde bir D

koneksiyonu,
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i)DVW; V vektör alan¬na göre C1(M;R) lineerdir.

ii)DVW; W vektör alan¬na göre R lineerdir.

iii)DV (fW ) = V (f)W + fDVW; 8f 2 C
1(M;R)

olacak şekilde

D : �(M)� �(M)! �(M)

fonksiyonudur (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.6: BirM yar¬-Riemann manifoldu üzerinde 8 X; Y; Z 2 �(M)

için

i) [X; Y ] = DXY �DYX

ii) Xg(Y; Z) = g(DXY; Z) + g(Y;DXZ)

olacak şekilde bir tek D koneksiyonu vard¬r. D koneksiyonuna M mani-

foldunun Levi-Civita koneksiyonu denir ve Levi-Civita koneksiyonu

2g(DXY; Z) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X; Y )� g(X; [Y; Z])

+g(Y; [Z;X]) + g(Z; [X;Y ])

Kozsul formülü ile karakterize edilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.7: M bir Riemann manifoldu ve M manifoldu üzerindeki

Riemann koneksiyonu D olsun. O zaman, M manifoldu üzerinde f(I; �)g

atlas¬ ile verilen e¼gri boyunca geodezik e¼grilik vektör alan¬ diye, bu e¼grinin

birim te¼get vektör alan¬ T olmak üzere, DTT vektör alan¬na denir.

kg : I �! R

t �! kg(t) =k DTT k

olarak tan¬mlanan kg fonksiyonuna da � e¼grisinin geodezik e¼grilik fonksiyonu

denir (Hac¬saliho¼glu, 2004).
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Tan¬m 2.4.8: Levi-Civita koneksiyonuD olan bir yar¬-Riemann manifold

M olsun. 8 X; Y; Z 2 �(M) için

R : �(M)� �(M)� �(M) �! �(M)

(X; Y; Z) �! R(X; Y )Z = D[X;Y ]Z �DXDYZ �DYDXZ

şeklinde tan¬mlanan R fonksiyonuM manifoldu üzerinde (1; 3) tensördür. Bu

tensöre M manifoldunun Riemann e¼grilik tensörü denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.4.9: M bir yar¬-Riemann manifold ve R, M manifoldunun

Riemann e¼grilik tensörü olsun. 8 X; Y; Z 2 �(M) için

i) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(Y;X)Z;W )

ii) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(X; Y )W;Z)

iii) g(R(X; Y )Z;W ) = g(R(Z;W )X;Y )

eşitlikleri vard¬r (Duggal and Bejancu, 1996).

Tan¬m 2.4.10: M bir yar¬-Riemann manifold ve P 2 M noktas¬ndaki

XP ; YP tanjant vektörlerinin gerdi¼gi TPM tanjant uzay¬n¬n 2-boyutlu bir

non-dejenere altuzay¬ � olsun.

K(�) =
g(R(X; Y )Y;X)

g(X;X)g(Y; Y )� g(X; Y )2

şeklinde tan¬mlanan K(�) reel say¬s¬na, � altuzay¬n¬n kesit e¼grili¼gi denir. M

manifoldu sabit kesit e¼grili¼gine sahipseM manifolduna sabit e¼griliklidir denir

(O�Neill, 1983).

Teorem 2.4.11: E¼ger M manifoldu sabit bir c e¼grili¼gine sahipse M ma-

nifoldunun e¼grilik tensörü 8 X; Y; Z 2 �(M) için

R(X; Y )Z = cfg(Y; Z)X � g(X;Z)Y g

şeklindedir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.4.12: (M; g) n-boyutlu Riemann manifoldu ve fX1; X2; :::; Xng;

�(M) uzay¬n¬n bir baz¬ olsun.

eS : �(M) �! �(M)

X �! eS(X) = �
nP
i=1

R(Xi; X)Xi

biçiminde tan¬mlanan eS operatörüneM manifoldunun Ricci operatörü denir.

eS yard¬m¬ ile M manifoldunun Ric veya S ile gösterilen Ricci e¼grilik tensörü,

Ric : �(M)� �(M) �! C1(M;R)

(X; Y ) �! S(X;Y ) = Ric(X;Y ) = g(eS(X); Y )
= �g(

nP
i=1

R(Xi; X)Xi; Y )

olarak tan¬mlanan bir (0; 2) tensördür (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.4.13: (N; eg) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M; g)

olsun. 8 X; Y 2 �(M) olmak üzere

h(X;Y ) = g(X; Y ) eH

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa M manifolduna total umbilik altmanifold ad¬ verilir.

E¼ger

eg(h(X; Y ); eH) = �g(X; Y )

olacak biçimdeM manifoldu üzerinde bir � fonksiyonu var iseM manifolduna

pseudo-umbilik altmanifold denir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.4.14: M bir yar¬-Riemann manifold ve R, M manifoldunun

Riemann e¼grilik tensörü olsun. fe1; e2; :::; eng; TPM uzay¬n¬n bir ortanormal

baz¬ ve "i = g(ei; ei); i = 1; :::; n olmak üzere

� =

nX

i=1

gijRkijk veya � =

nX

i=1

"iRic(ei; ei)



19

de¼gerine M manifoldunun skalar e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.15: fM yar¬-Riemann manifoldunun C1 altmanifoldu M ve

fM manifoldundaki metrik g olsun.

� : M �! fM
P �! �(P ) = P

inclusion (dald¬rma) dönüşümü için P 2M noktas¬ndaki türev dönüşümü

�� j p : TPM ! TPfM

ve ek dönüşümü de

�� j p : TPfM� ! TPM
�

olmak üzere, 8 X; Y; Z 2 �(M) için

�� jp (gp)(Xp; Yp) = g(��(Xp); ��(Yp))

eşitli¼gi ile tan¬ml¬ �� jp (gp); M manifoldu üzerinde bir metrik ise M mani-

folduna fM manifoldunun bir yar¬-Riemann altmanifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.16: M , fM manifoldunun bir yar¬-Riemann altmanifoldu ol-

sun. 8P 2M için TPM? uzay¬n¬n boyutunaM manifoldunun dik tümleyeni-

nin boyutu (codimension), TPM? uzay¬n¬n indeksine deM manifoldunun dik

tümleyeninin indeksi (co-indeksi) denir (O�Neill, 1983).

M , fM manifoldunun bir yar¬-Riemann altmanifoldu oldu¼gunda

TPfM = TPM � TPM
?

oldu¼gundan XP 2 TPfM için tanjant ve normal bileşenleri yard¬m¬yla

Xp = tanXp + norXp
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yaz¬l¬r. Burada tanXP 2 TPM; norXP 2 TPM
? olur. Ortogonal izdüşüm-

lerin sonucu olarak,

tan : TPfM ! TPM

nor : TPfM ! TPM
?

dönüşümleri R�lineerdir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.17: 8 X; Y 2 �(M) ve eD; �(En) üzerinde koneksiyon olmak
üzere,

h : �(M) � �(M) �! �(M)?

(X; Y ) �! h(X; Y ) = nor eDXY

şeklinde tan¬ml¬ h dönüşümü 2- lineer ve simetriktir. h fonksiyonuna M

manifoldunun şekil tensörü veya ikinci temel tensörü denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.18: M , fM manifoldunun bir yar¬-Riemann altmanifoldu ve

fM manifoldu üzerindeki Levi-Civita koneksiyonu eD olsun.

s

D : �(M) � �(fM) �! �(fM)
(X;Y ) �! DXY = tan eDXY

indirgenmi̧s fonksiyonuna M yar¬-Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmi̧s

koneksiyon denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.19: M , fM manifoldunun bir yar¬-Riemann altmanifoldu olsun.

D ve eD, s¬ras¬yla,M ve fM manifoldlar¬ üzerindeki Levi-Civita koneksiyonlar¬

olmak üzere 8 X; Y 2 �(fM) için,

eDXY = DXY + h(X; Y )

eşitli¼gine M manifoldunun Gauss denklemi denir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.4.20: M � fM ve M yar¬-Riemann hiperyüzeyi üzerinde birim

normal vektör alan¬ U olsun. 8V;W 2 �(M) için,

< S(V );W >=< h(V;W ); U >

olacak şekilde ki S; (1; 1) tensör alan¬na M hiperyüzeyinin şekil operatörü

denir. Her bir P 2 M noktas¬nda S : TPM ! TPM bir lineer operatör

belirtir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.21: fM ve eN yar¬-Riemann manifoldlar¬, gfM ve g eN metrikleri

ile verilsin.

	 : fM �! eN

dönüşümü di¤eomor�zm ve c 6= 0 sabit olmak üzere

	�(g eN) = cgfM

ise 	 dönüşümüne c katsay¬s¬n¬n homotetisi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.22: M; fM bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi olmak üzere, M

hiperyüzeyinin ikinci temel tensörü s¬f¬r ise M hiperyüzeyine total geodezik-

tir denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.4.23: M ve N birer C1 yar¬-Riemann manifoldlar¬ olsun. f ,M

manifoldundan N manifolduna tan¬mlanan bir C1 fonksiyon olmak üzere,

(f�) jakobiyen matrisine kaŗs¬l¬k gelen dönüşüm M manifoldunun her bir P

noktas¬ için birebir ise f fonksiyonuna bir immersiyon denir (Hac¬saliho¼glu,

1998).

Tan¬m 2.4.24: M ve N birer C1 yar¬-Riemann manifoldlar¬ olsun. M

manifoldundan N manifolduna tan¬mlanan f fonksiyonu bir immersiyon ol-
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mak üzere 8 X; Y 2 TPM için,

g(f�(X); f�(Y )) = g(X; Y )

ise f fonksiyonuna bir izometrik immersiyon ad¬ verilir. Burada g metri¼gi; TPM

uzay¬ndan indirgenmi̧s metriktir (Hac¬saliho¼glu, 2003).

Tan¬m 2.4.25: M , C1 yar¬-Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun

bir P 2M noktas¬ndaki kotanjant uzay¬ T �P (M) olsun. Buna göre, bir

w :M ! [
P2M

T �P (M)

fonksiyonu için

�ow :M !M

özdeşlik fonksiyonu olacak şekilde bir

� : [
P2M

T �P (M)!M

fonksiyonu mevcut ise w dönüşümüne M manifoldu üstünde bir 1-form denir

(Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.4.26: M bir Riemann manifoldu, M manifoldunun k-boyutlu

altmanifoldu fM veM manifoldunun Riemann koneksiyonu D, e¼grilik tensörü

R, fM manifoldunun Riemann koneksiyonu eD, e¼grilik tensörü eR; ikinci temel
tensörü V olsun. O zaman 8 X; Y; Z 2 �(fM) için

tan(R(X; Y )Z) = eR(X;Y )Z + tanfDXV (Y; Z)�DY V (X;Z)g

denklemi fM manifoldu üzerinde genelleştirilmi̧s Gauss e¼grilik denklemi ve

nor(R(X; Y )Z) = V (X; eDYZ)� V (Y; eDXZ)� V ([X; Y ]; Z)

+norfDXV (Y; Z)�DY V (X;Z)g
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denklemine de fM manifoldu üzerinde genelleştirilmi̧s Codazzi-Mainardi denk-

lemi denir (Hac¬saliho¼glu, 2004).

2.5 Çarp¬m Uzaylar¬

Bu k¬s¬mda çarp¬m manifoldlar¬ ve çarp¬m uzaylar¬ için tan¬m ve teoremler

ifade edilmi̧stir.

Tan¬m 2.5.1: X boş olmayan bir küme ve � da X kümesinin kuvvet

kümesi olan P (X) kuvvet kümesinin bir alt kolleksiyonu olsun.

T-1) X ve � kümeleri � ya aittir.

T-2) � nun herhangi bir alt kolleksiyonuna ait kümelerin birleşimi yine �

ya aittir.

T-3) � ya ait iki kümenin kesi̧simi yine � ya aittir.

özellikleri sa¼glan¬yorsa � ya X kümesi üzerinde bir topoloji denir. � kollek-

siyonu X kümesi üzerinde bir topoloji ise (X, �) s¬ral¬ ikilisine topolojik uzay

denir (Koçak, 2004).

Tan¬m 2.5.2: J bir indis kümesi olmak üzere j 2 J için Xj boş olmayan

bir küme ve X = �j2JXj olsun. i 2 J için �i((xj)j2J) = xi şeklinde tan¬ml¬

�i : X ! Xi fonksiyonuna izdüşüm (projeksiyon) fonksiyonu denir (Koçak,

2004).

Tan¬m 2.5.3: (X1; � 1) ve (X2; � 2) topolojik uzaylar¬ verilsin. X1 ve X2

kümelerinin herhangi aç¬k alt kümeleri, s¬ras¬yla, U ve V olmak üzere X1�X2

kartezyen çarp¬m¬n¬n bütün alt kümelerinin U � V formundaki kolleksiyonu

X1 �X2 üzerindeki topoloji için bir bazd¬r. Bu topolojiye çarp¬m topolojisi
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denir ve böylece X1 � X2 topolojik uzay¬ X1 ve X2 topolojilerinin çarp¬m¬

ad¬n¬ al¬r. Burada

�1 : X1 �X2 ! X1; �2 : X1 �X2 ! X2

izdüşüm fonksiyonlar¬ sürekli fonksiyonlard¬r (Brickell and Clark, 1970).

Tan¬m 2.5.4: M ve N iki manifold ve bu manifoldlar¬n aç¬k alt kümeleri,

s¬ras¬yla, U ve V olsun.

� : (x1; :::; xm) : U ! R
m;  : (y1; :::; yn) : V ! R

n; M ve N mani-

foldlar¬n¬n koordinat sistemleri olmak üzere � �  : U � V ! R
m+n çarp¬m

fonksiyonu

(��  )(p; q) = (x1(p); :::; xm(p); y1(q); :::; yn(q))

şeklinde tan¬mlan¬r. (��  ) ifadesi M �N manifoldunun çarp¬m koordinat

sistemidir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.5.5: M ve N iki manifold olmak üzere, M � N çarp¬m koor-

dinat sistemleri kümesi, M � N manifoldu üzerinde bir atlas oluşturuyorsa

bu manifoldaM veN manifoldlar¬n¬n çarp¬m manifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.5.6: (X; d) bir metrik uzay ve (xn) terimleri X kümesinin ele-

manlar¬ndan oluşan bir dizi olsun. 8" > 0 için n0 2 N say¬s¬ n;m � n0

oldu¼gundan

d(xm; xn) < "

olacak şekilde (xn) dizisine Cauchy dizisi denir (Balc¬, 2000).

Tan¬m 2.5.7: (X; d) bir metrik uzay olsun. X uzay¬ndaki her Cauchy

dizisi X uzay¬n¬n bir noktas¬na yak¬ns¬yorsaX uzay¬na tam metrik uzay denir
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(Balc¬, 2000).

Teorem 2.5.8: k 2 N için Rk standart uzay¬n¬n bir A alt kümesinin kom-

pakt olmas¬ için gerek ve yeter şart A kümesinin kapal¬ ve s¬n¬rl¬ olmas¬d¬r

(Koçak, 2004).
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BÖLÜM 3

WARPED ÇARPIMI

Bu bölümde iki yar¬-Riemann manifoldun warped çarp¬m¬ ve bunun baz¬

özellikleri, warped çarp¬m¬n geodezikleri ve e¼grilikleri incelenmi̧stir.

3.1 Warped Çarp¬mlar¬

B ve F yar¬-Riemann manifoldlar¬ verilsin. B manifoldunun metrik ten-

sörünü gB ve F manifoldunun metrik tensörünü ise gF ile gösterelim. O

halde B � F yar¬-Riemann çarp¬m manifoldunun metrik tensörü

��(gB) + ��(gF ) (3.1)

şeklindedir. Burada � ve �, B � F çarp¬m manifoldunun, s¬ras¬yla, B ve F

manifoldlar¬ üzerindeki izdüşümleridir.

Tan¬m 3.1.1: Kabul edelim ki B ve F iki yar¬-Riemann manifoldlar

ve f : B ! (0;1); f > 0; B manifoldu üzerinde bir diferensiyellenebilir

fonksiyon olsun. M = B �f F warped çarp¬m¬

g = ��(gB) + (f � �)
2��(gF ) (3.2)

metrik tensörü dahilinde B � F çarp¬m manifoldudur. E¼ger x, (p; q) nok-

tas¬nda B � F çarp¬m manifoldunun te¼geti ise o zaman

g(x; x) = gB(d�(x); d�(x)) + f
2(p)gF (d�(x); d�(x)) (3.3)

olur.
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f warping fonksiyonu 1 oldu¼gundaB�fF manifoldu, yar¬-Riemann çarp¬m

manifoldu olur. Burada B manifolduna M = B �f F çarp¬m manifoldunun

taban¬, F manifoldu ise �bre olarak adland¬r¬l¬r.

Şekil 3.1. M = B �f F warped çarp¬m¬

Tan¬m 2.1.15 dikkate al¬nd¬¼g¬nda

T �B(�(p)) = fk j k : TB(�(p))� TB(�(p))! Rg

ve

T �F (�(q)) = ft j t : TF (�(q))� TF (�(q))! Rg

olduklar¬ndan

gB : Tp(B)� Tp(B)! C1(B;R) ve gF : Tq(B)� Tq(B)! C1(F;R)

metrikleri, s¬ras¬yla, T �B(�(p)) ve T
�
F (�(q)) uzaylar¬n¬n elemanlar¬d¬r.

M = B �f F üzerinde vektör alanlar¬ X ve Y olsun. X = X1 + X2;

Y = Y1 + Y2 olarak ald¬¼g¬m¬zda B manifoldunun vektör alanlar¬ X1; Y1 ve F

manifoldunun vektör alanlar¬ ise X2; Y2 olur. Böylece

gM = ��(gB) + (fo�)
2��(gF )
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olmak üzere

gM : Tp(M)� Tp(M) �! C1(M;R)

(X ; Y ) �! gM(X; Y ) = gM(X1 +X2; Y1 + Y2)

= gM(X1; Y1) + gM(X2; Y2)

= gB(X1; Y1) + gF (X2; Y2)

= (��(gB) + ��(gF ))(X; Y )

olur. Buradan da (3.1) eşitli¼gi elde edilir.

Tan¬m 2.1.13 ve Tan¬m 2.1.16 gözönüne al¬n¬rsa

[��(gB)](x) = gB[��(x)] = gB(d�(x))

şeklinde ifade edilir. Böylece

g(x; x) = (��(gB) + (fo�)
2��(gF ))(x; x)

= ��(gB)(x; x) + (fo�)
2(x; x)��(gF )(x; x)

= gB(d�)(x; x) + (fo�)
2(x; x)gF (d�)(x; x)

= gB(d�(x); d�(x)) + (fo�)(x; x)(fo�)(x; x)gF (d�(x); d�(x))

= gB(d�(x); d�(x)) + f
2(p)gF (d�(x); d�(x))

bulunur. Bu durumda (3.3) ifadesi ispat edilmi̧s olur.

Yar¬-Riemann yap¬s¬nda p � F = ��1(p) �brelerinin ve B � q = ��1(q)

liftlerinin M manifoldunun yar¬-Riemann altmanifoldlar¬ oldu¼gu ve warped

metri¼gi aşa¼g¬daki şekilde karakterize edilir.

1) Her q 2 F için � j(B�q) fonksiyonu B manifolduna izometridir.

2) Her p 2 B için � j (p�F ) fonksiyonu 1=f(p) skalar çarpan¬yla F mani-

foldu üzerine pozitif bir homotetidir.

3) Her (p; q) 2 M için B � q lifti ve p � F �bresi (p; q) noktas¬nda orto-

gonaldir.

Te¼get vektörleri liftlere yatay, �brelere ise dikeydir. Burada T(p;q)(M) uza-

y¬n¬n yatay altuzay¬ olan T(p;q)(B�q) uzay¬n üzerindeki ortogonal izdüşümünü
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@ ile dik altuzay¬ T(p;q)(p� F ) üzerindeki izdüşümünü ise # ile gösterelim.

Yard¬mc¬ Teorem 3.1.2: M ve N yar¬-Riemann manifoldlar, gB ve gF ,

s¬ras¬yla, M ve N manifoldlar¬n¬n metrik tensörleri olsun. E¼ger � ve �,

M �N manifoldunun izdüşümleri ise

g = ��(gM) + ��(gN)

şeklinde elde edilir. g metri¼gi, M �N manifoldu üzerinde metrik tensör ise

bu manifold yar¬-Riemann çarp¬m manifoldu olur.

·Ispat: E¼ger v; w 2 T(p;q)(M � N) olmak üzere (3.3) ifadesi gözönüne

al¬n¬rsa

g(v; w) = gM(d�(v); d�(w)) + gN(d�(v); d�(w))

olarak bulunur. Yani gM ve gN ; s¬ras¬yla, M ve N manifoldlar¬nda metrik

tensörüdür. Metrik tensörde iç çarp¬m tan¬ml¬ oldu¼gundan

g(v; w) = gM(v; w) + gN(v; w)

= gM(w; v) + gN(w; v)

= g(w; v)

elde edilir. O halde g simetriktir. Şimdi non-dejenere oldu¼gunu gösterelim.

8w 2 T(p;q)(M �N) için g(v; w) = 0 iken v = 0 olur. Yani w 2 T(p;q)(N);

d�(w) = 0 oldu¼gu için gN(d�(v); d�(w)) = 0 elde edilir. M manifoldundaki

d�(w) diferensiyeli s¬f¬r oldu¼gundan M � N çarp¬m manifoldunda N mani-

folduna ait elemanlarda s¬f¬r olur. TqN uzay¬ndaki her eleman d�(w) for-

mundad¬r. Bu durumda d�(v) = 0 olur. Ayn¬ şekilde d�(v) = 0 bulunur.

Böylelikle ispat tamamlanm¬̧s olur.

TpM ve TqN uzaylar¬n¬n ortanormal bazlar¬n¬n birleşimi, T(p;q)(M � N)

uzay¬n¬n ortanormal baz¬ olarak bulunur. Bu yüzden g metri¼ginin indeksi
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indM + indN sabit de¼geridir.

Yard¬mc¬ Teorem 3.1.3: h 2 F(B) olmak üzere M = B �f F mani-

folduna göre h fonksiyonunun h � � liftinin gradienti, B manifoldu üzerinde

h fonksiyonun gradientininM manifolduna göre liftidir.

·Ispat: grad(h��); B manifoldu üzerinde gradh dönüşümünün � ile ili̧skili

ve yatay oldu¼gunu gösterece¼giz.

)E¼ger v, M manifoldunda dik te¼get vektör ise Tan¬m 2.1.15 dikkate

al¬nd¬¼g¬nda;

< grad(h � �); v > = v(h � �)

= d(h � �)(v)

= d�(v)h

= d�(v)

= 0

olur. Böylece grad f , df diferensiyeline metrik olarak denktir. Her bir

v 2 T(p;q)M için grad f; M manifoldunun normali oldu¼gundan

< grad f; v >= v(f) = v(f jM) = 0

eşitli¼gi vard¬r.

( E¼ger x yatay ise

< d�(grad(h � �); d�(x) > = < grad(h � �); x >

= x(h � �)

= d�(x)h

= < gradh; d�(x) >

olur.

Önerme 3.1.4: M = B �f F üzerinde X; Y 2 L(B) ve V;W 2 L(F ) ise
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1) DXY 2 L(B); B manifoldu üzerinde DXY vektör alan¬n¬n liftidir.

2) DXV = DVX = (X(f)=f)V:

3) norDVW = II(V;W ) = �(< V;W > =f) grad f:

4) tanDVW 2 L(F ), F manifoldu üzerinde DVW vektör alan¬n¬n liftidir.

·Ispat:

1) Teorem 2.1.12 gözönüne al¬n¬rsa

2 < DXY; V > = X < Y; V > +Y < V;X > �V < X; Y >

� < X; [Y; V ] > + < Y; [V;X] > + < V; [X; Y ] >

= < V; [X; Y ] > �V < X; Y >

= < V; [X; Y ] >

= 0

olur. Dolay¬s¬yla

< DXY; V > = 0

elde edilir.

Bu durumda V 2 L(F ) oldu¼gundan DXY 2 L(B) olur.

2) [X;V ] = 0 oldu¼gundan DXV �DVX = 0 bulunur. Yani DXV = DVX

olur. B ve F manifoldlar¬ndaki vektör alanlar¬ birbirine dik oldu¼gundan

X < Y; V >= 0 elde edilir. Bu i̧slemler aç¬kça yaz¬l¬rsa

X < Y; V > = < DXY; V > + < Y;DXV >

= < V;DXY > + < DXV; Y >

= 0

olur. Böylece

< DXV; Y > = � < V;DXY > = 0

bulunur. Teorem 2.1.12 ifadesindeki Kozsul formülü kullan¬l¬rsa
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2 < DXV;W > = X < V;W > +V < W;X > �W < X;V >

� < X; [V;W ] > + < V; [W;X] > + < W; [X;V ] >

= X < V;W > � < X; [V;W ] >

veya

2 < DXV;W >= X < V;W > (3.4)

bulunur.

Warped metrik tensör tan¬m¬ndan

g(V;W ) = gB(V;W ) + f 2(p)gF (V;W )

olur. Burada V;W 2 L(F ) oldu¼gundan gB metri¼gi s¬f¬rd¬r. Böylece

< V;W > (p; q) = f 2(p)gF (Vq;Wq) (3.5)

elde edilir. (3.5) eşitli¼ginde f � � yerine f yaz¬l¬rsa;

< V;W >= f 2(gF (V;W ) � �) (3.6)

eşitli¼gi bulunur.

X vektör alan¬ te¼get oldu¼gu yüzeylerde sabittir. Bu yüzden

X < V;W >= X[f 2(gF (V;W ) � �)] (3.7)

olur.

(3.4) eşitli¼ginde (3.7) ifadesi kullan¬l¬rsa

2 < DXV;W > = X < V;W >

= X[f 2(gF (V;W ) � �)]

= X(f 2)((V;W ) � �) + f 2X[((V;W ) � �)]

= 2fX(f)(V;W ) � �)



33

olur. Böylece

< DXV;W >= 2fX(f)(V;W ) � �) (3.8)

eşitli¼gi bulunur. (3.6) ifadesi (3.8) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

2 < DXV;W >= 2fX(f)
< V;W >

f 2
(3.9)

elde edilir. Böylece (3.9) eşitli¼ginde gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

< DXV;W > = <
X(f)

f
V;W >

ve iç çarp¬m özellikleri kullan¬larak

DXV =
X(f)

f
V (3.10)

bulunur.

3)

V < W;X >=< DVW;X > + < W;DVX >= 0

ve

< DVW;X >= � < W;DVX > (3.11)

olur.

(3.11) denkleminde (3.10) ifadesi kulan¬l¬rsa

� < W;DVX > = � < W;
X(f)

f
V >

= �
X(f)

f
< V;W >

şeklinde elde edilir.

Tan¬m 2.1.15 yard¬m¬yla

< DVW;X > = (�
< grad f;X >

f
) < V;W >

= � < (
< V;W >

f
grad f;X) >
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olur. Böylece

DVW = �
< V;W >

f
grad f

elde edilir.

V;W 2 L(F ) oldu¼gu için norDVW = DVW bulunur. Tan¬m 2.4.17

gözönüne al¬n¬rsa norDVW = II(V;W ) olur. Dolay¬s¬yla

norDVW = II(V;W ) = �
< V;W >

f
grad f

bulunur.

4) V ve W vektörleri bütün �brelere te¼get oldu¼gundan, V ve W vek-

törlerine kovaryant türev uygulanm¬̧s olan �bre tanDVW anlam¬na gelir.

Homotetiler, Levi-Civita koneksiyonu korudu¼gundan � ili̧skili oldu¼gu ortaya

ç¬kar.

Sonuç 3.1.5: Bir warped çarp¬m¬n¬n B � q liftleri total geodezik; p� F

�breleride total umbiliktir.

·Ispat: Önerme 3.1.4 gere¼ginde bulunan (1) ifadesi yard¬m¬yla her liftin

şekil tensörü s¬f¬rd¬r. Yani < DXY; V >= 0 olur. Fibre iddias¬ ise Önerme

3.1.4 ile verilen (3) ifadesinden gösterilir.

3.2 Warped Çarp¬m Örnekleri

1) Bir dönme yüzeyi, dönen e¼grinin farkl¬ konumlardaki yüzeyleri ve

dönme halkas¬ndaki �breleriyle birlikte bir warped çarp¬m¬d¬r. M mani-

foldu, bir C düzlem e¼grisinin R3uzay¬ndaki bir eksen etraf¬nda dönmesiyle

elde ediliyorsa ve f : C ! R
+ eksene kadar olan mesafeyi veriyorsa o zaman

M = C �f S
1(1) ifade edilir.
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2) R3 � f0g uzay¬na bakal¬m. Küresel koordinatlarda R3 � f0g uzay¬n¬n

yay eleman¬

ds2 = dr2 + r2(d�2 + sin2 �d'2)

şeklindedir.

r = 1 için S2 birim küresinin do¼grusal eleman¬n¬ elde ederiz. R
3 � f0g

uzay¬n¬n (t; p)! tp do¼gal dönüşümü alt¬nda R+ � S2 manifolduna difeomorf

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle ds2 formülü vas¬tas¬yla R3 � f0g, R+ � S2 mani-

foldu ile tan¬mlanabilir. R3�f0g uzay¬nda yüzeyler, başlang¬ç noktas¬ orijin

olan ¬̧s¬nlard¬r.

Fibrelerde S2(r), r > 0 küreleridir. Genel olarak Rn � f0g; R+ � Sn�1

manifolduna izometriktir.

3) Warped çarp¬mlar, çevremizdeki en basit örnekleri y¬ld¬zlar ve kara

delikler olan evrenin standart uzay ça¼g¬ modelidir.

3.3 Warped Çarp¬m Geodezikleri

Herhangi bir çarp¬m manifoldunda oldu¼gu gibi B �f F manifoldunda da 

e¼grisinin B ve F manifoldlar¬na olan izdüşümleri, s¬ras¬yla, � ve � oldu¼gunda

 e¼grisi,

(s) = (�(s); �(s))

şeklinde yaz¬labilir.

Önerme 3.3.1: M = B�f F warped çarp¬m¬nda bir  = (�; �) e¼grisinin

geodezik olmas¬ için gerek ve yeter şart

1- B manifoldunda �00 = gF (�
0

; �0)f � � grad f;

2- F manifoldunda �00 =
�2

f � �

d(f � �)

ds
�0 olmas¬d¬r.
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·Ispat: Sonuç lokal olaca¼g¬ndan key� olarak küçük aral¬kta çal¬̧smak yeter-

lidir. O halde s = 0 olsun.

Durum 1:

0(0) e¼grisi ne yatay ne de dikey olsun. Bu durumda � ve � e¼grileri

regülerdir. Kabul edelim ki � e¼grisi, B manifoldu üzerinde X vektör alan¬n¬n

integral e¼grisi ve � e¼grisi, F manifoldu üzerinde V vektör alan¬n¬n integral

e¼grisi olsun. X ve V vektör alanlar¬ ileM manifoldundaki liftleri gösterebili-

riz.  e¼grisi; X + V vektör alan¬n¬n integral e¼grisidir.

Tan¬m 2.1.9 yard¬m¬yla

d

dt
= (X + V )((t))

bulunur.  e¼grisinin ikinci mertebeden türevini ald¬¼g¬m¬zda


00

= D0(X + V )

= DX+V (X + V )

= DXX +DXV +DVX +DV V

= tan 
00

+ nor
00

= 0

elde edilir. Bu durumda Önerme 3.1.4 gere¼gince

< DXX +DVX +DXV +DV V +
<X;X>+2<X;V >+<V;V >

f
grad f; U >= 0

elde edilir. DXX 2 L(B); U 2 L(F ) ise i̧slemler aç¬ld¬¼g¬nda;

< DXX + 2DVX +DV V +
< X;X >

f
grad f +

< V; V >

f
grad f; U >= 0

olur.

Önerme 3.1.4 gere¼gindeki (3). ifadede

norDVW = II(V;W ) = �(< V;W > =f) grad f
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oldu¼gundan tanDVW 2 L(F ) ve F manifoldu üzerinde DVW vektör alan¬n¬n

liftidir. Böylece

norDX+V (X + V ) = II(X + V;X + V ) = �(
< X + V;X + V >

f
) grad f = 0

olur. Burada son eşitlik ele al¬nd¬¼g¬nda;

�
< X;X > +2 < X; V > + < V; V >

f
grad f = 0

elde edilir. O halde

< X;X >

f
grad f +

< V; V >

f
grad f = 0 (3.12)

eşitli¼gi bulunur. Önerme 3.1.4 gere¼gindeki (3). ifadeden dolay¬

DXX = �
< X;X >

f
grad f

bulunur. Burada nor
00

= 0 olur. Böylece

DXX =
< V; V >

f
grad f ) DXX �

< V; V >

f
grad f = 0 (3.13)

elde edilir. Önerme 3.1.4 gere¼gi dikkate al¬n¬rsa

< DXX + 2DVX +DV V +
< X;X >

f
grad f +

< V; V >

f
grad f; U >= 0

ve

< DXX + 2DVX +DV V; U >= 0

olur. Son eşitlikte i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda;

< DXX;U > + < 2DVX;U > + < DV V; U >= 0

elde edilir. Burada DXX 2 L(B) ve U 2 L(F ) oldu¼gundan < DXX;U >= 0

olur. O halde

< 2DVX +DV V; U >= 0
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olur. Böylece

2DVX +DV V = 0

bulunur. Önerme 3.1.4 gere¼gindeki (2) ifadesinden,

2(
X(f)

f
) +DV V = 0

elde edilir. Buradan < V; V >= f 2gF (V; V ) ve �
0

= X, �0 = V olur. Böylece

(3.13) denkleminde < V; V >= f 2gF (V; V ) ifadesi yerine yaz¬l¬rsa,

DXX =
f 2gF (V; V )

f
grad f

= fgF (V; V ) grad f

= fgF (�
0; �0) grad f

elde edilir. (3.12) denklemi yard¬m¬yla

�00 = (f � �)gF (�
0; �0) grad f

olur. Önerme 3.1.4 gere¼gindeki (2). ifadeyi elde etmek için aşa¼g¬daki i̧slemler

yap¬l¬rsa,

2(
X(f)

f
)V +DV V = 0

DV V = �2(
X(f)

f
)V

= �2
< grad f;X >

f
V

= �2
< grad f; �0 >

f
�0

�00 =
�2

f � �

d(f � �)

ds
�0

bulunur.

Durum 2:

Bu durumda 0(0) yatay şart¬ vard¬r. E¼ger  e¼grisi geodezik ise böylece

liftler total geodeziktir. Tan¬m 2.3.6 gözönüne al¬nd¬¼g¬nda  e¼grisi geodezik

ise 
00

= 0 olur. 
00

= 0 oldu¼gunda tan
00

= 0 ve nor
00

= 0 bulunur.
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nor
00

= 0 durumunda  e¼grisi, total geodeziktir ve 0(0) e¼grisi yatay oldu¼gun-

dan noktalar � � �(0) üzerinde kal¬r. Sadece 0(0) e¼grisi B manifolduna

düştü¼günden ve �
0

e¼grisinde �bre oldu¼gundan tek �
0

kal¬r. Buradan �
0

(0) = 0

olur Dolay¬s¬yla � sabittir.  = (�; �)) 0 = (�
0

; �
0

) olur. Önerme 3.3.1

gere¼ginin (1). ve (2). ifadelerinde � e¼grisinin türevleri oldu¼gundan � e¼grisi,

(1). ve (2). ifadelerinde sabit oldu¼gu aşikard¬r. Aksine (2). ifadesi kabul

edilirse buradan �
0

(0) = 0 ve � e¼grisi sabit olur. Sonra (1). ifade gösterir ki

� e¼grisi geodeziktir. Böylece  e¼griside geodeziktir.

�
0

(0) = 0 oldu¼gundan (1). ifadeden �
00

6= 0 ve (2). ifadeden �
00

= 0 olur.

Buradan � ve � e¼grileri geodezik olur. Böylece  e¼grisi geodeziktir.

Durum 3:

Bu durumda 0(0) 6= 0 ve dikey şart¬ vard¬r. O zaman p = �(0) nok-

tas¬nda gradf 6= 0 kabul edilebilir. Durum 2 de gösterildi¼gi gibi p�F �bresi

total geodeziktir. E¼ger  e¼grisi geodezik ise  e¼grisi s¬f¬r¬ içeren bir aral¬k

üzerinde olmaz ve  e¼grisi, p�F �bresinde kal¬r. Bu nedenle 8i için fsig ! 0

şeklinde bir dizi vard¬r. Böylece 
0

(si) e¼grisi ne yatay ne de dikey olur. O za-

man Durum 1 ifadesinin devam¬ olur. Tersine �
00

(0) 6= 0 oldu¼gunu göstersin.

O halde yukar¬daki gibi fsig dizisi vard¬r ve Durum 1 ifadesindeki gibi  e¼grisi

geodeziktir.

Aç¬klama.

 = (�; �) e¼grisi; M = B �f F manifoldunda geodezik olsun. E¼ger �
0

ve

�
00

lineer ba¼g¬ml¬ ise �
00

(s) = f(s)�
0

(s) şart¬n¬ sa¼glayan � e¼grisine pregeodezik

denir. � e¼grisi pregeodezik ise < �
0

; �
0

>= 0 olur. Böylece Önerme 3.3.1

gere¼ginin (2). ifadeden dolay¬ � e¼grisi pregeodeziktir. � e¼grisi pregeodezik

ise (3.14) eşitli¼ginin türevi al¬nd¬¼g¬nda

C = (f � �)4gF (�
0

; �
0

) (3.14)

fonksiyonu sabit olur. Önerme 3.3.1 gere¼ginin (2). ifadeden dolay¬ da türevi
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s¬f¬rd¬r. Buradan

C
0

= 4(f � �)3(f � �)
0

gF (�
0

; �
0

)

olur. � e¼grisi pregeodezik oldu¼gundan gF (�
0

; �
0

) = 0, C
0

= 0 olur. Böylece

gF (�
0

; �
0

) metri¼gi (3.14) denklemindeki Önerme 3.3.1 gere¼ginin (1). ifade de

yerine konulur ve � =
C

2f 2
eşitli¼gi yaz¬l¬rsa,

�00 =
C

(f � �)3
grad f = � grad�

elde edilir. Böylece parametrelendirme yoluyla
C

2
; � e¼grisinin key� karak-

terine ba¼gl¬ olarak -1, 0, 1 düşünülebilir.

Yar¬-Riemann çarp¬m¬n¬n özel bir halinde warped fonksiyonu sabit oldu

¼gunda önermenin (1). ve (2). ş¬kk¬ndaki denklemler,

1) �
00

= 0;

2) �
00

= 0

şeklinde olur.

Yard¬mc¬ Teorem 3.3.2: B ve F tam Riemann manifoldlar¬ ise,

M = B �f F manifoldu her f warped fonksiyonu için tamd¬r.

·Ispat: Metrik taml¬k kriteri kullan¬larak ilk önce v vektörü, M mani-

folduna te¼get oldu¼gu zaman f > 0 ve Riemann manifoldu olur. Dolay¬s¬yla

< v; v >>< d�v; d�v > bulunur. Bu yüzden herhangi bir e¼gri parças¬ için

f(x) > g(x)
R b
a
f(x) >

R b
a
g(x)

oldu¼gundan,

L(�) > L(� � �)
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elde edilir. Bundan dolay¬ her m;m
0

2M için

d(m;m
0

) > d(�m; �m
0

)

şeklindedir. Bu özellik de bize şunu ifade eder;

M manifoldunda f(pi; qi)g, Cauchy dizisi ise o zaman fpig; B manifoldunda

da Cauchy dizisidir. B manifoldu tam oldu¼gundan fpig dizisi B mani-

foldunda p noktas¬na yak¬nsar. Böylece dizinin B manifoldundaki baz¬ kom-

pakt K kümelerinde bulundu¼gu kabul edilirse K kümesinde f > c > 0 olur.

O zaman de¼gi̧skenin varyant¬ 8m;m
0

2 K � F için

d(m;m
0

) > cd(�m; �m
0

)

şeklindedir. Art¬k fqig, F manifoldu üzerinde bir Cauchy dizisi olur. Bu

durumda fqig dizisi yak¬nsakt¬r. O halde, M manifoldu tamd¬r. Bu sonuç

inde�nite metriklerde geçersizdir. Aşa¼g¬daki örnekte B ve F manifoldlar¬da

de�nite metriklerdir.

Örnek 3.3.3: (Beem, Buseman): M = R
1
1 �et R

1 olsun. Önerme

3.3.1 gere¼gince geodezik denklemler aşa¼g¬daki say¬sal formüllere indirgenebilir.

Böylece

�
00

= ��
02

e2�; �
00

= �2�
0

�
0

olur. (s) = (lns; 1=s) e¼grisi, s > 0 noktas¬nda tan¬mlanan bir geodeziktir.

 e¼grisi uzat¬lamaz ve tam olmad¬¼g¬ bellidir, o halde M manifoldu da tam

de¼gildir.

Tersine bak¬l¬rsa M manifoldunun metri¼gi, M = R
1
1 �et R

1 için de ayn¬

sonucu verir.
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3.4 Warped Çarp¬m¬n E¼grili¼gi

Çal¬̧smam¬z¬n bu k¬sm¬nda, bir M = B �f F warped çarp¬m¬n¬n e¼grili¼gi, f

warping fonksiyonu yard¬m¬ ile B ve F manifoldlar¬n¬n e¼grilikleri cinsinden

hesaplanmas¬ verilmi̧stir.

B manifoldu üzerindeki bir A kovaryant tensörü için A tensörünün M

manifoldundaki lifti ~A; � : M ! B izdüşümü alt¬nda A tensörünün ��(A)

geri dönüşümüdür. (1; s) tipinde

A : �(B)� :::� �(B)� �(B) �! �(B)

şeklinde tan¬mlanan tensörünü gözönüne alal¬m. E¼ger v1; :::; vs 2 T(p;q)(M)

tensörleri ile ~A(v1; :::; vs), (p; q) tipinde yatay vektör olarak tan¬mlan¬rsa,

A(d�v1; :::; d�vs); Tp(B) uzay¬n¬n izdüşümü olur. Böylece her iki durumda

~A herhangi bir dikey vektörler üzerinde s¬f¬rd¬r. Bu tan¬mlamalar benzer bir

şekilde F manifoldundaki liftler için de geçerlidir.

h 2 F(B) ise h fonksiyonunun Hessian�¬n¬nM manifoldundaki lifti Hh ile

gösterilir.

Önerme 3.4.1: M = B �f F manifoldu, Riemann e¼grilik tensörüyle

birlikte bir warped çarp¬m¬ olsun. X; Y; Z 2 L(B) ve U; V;W 2 L(F ) ise,

(1) RXYZ 2 L(B), B manifoldu üzerinde BRXYZ �nin liftidir.

(2) RV XY = (Hf (X;Y )=f)V: Burada Hf ; f fonksiyonunun Hessian¬d¬r.

(3) RXY V = RVWX = 0:

(4) RXVW = (< V;W > =f)DX(grad f):

(5) RVWU =FRVWU�(
< grad f; grad f >

f 2
)f< V;U > W� < W;U > V g:

şartlar¬ sa¼glan¬r. Bunlar tensör denklemleridir ve özel tanjant vektörlerinde

de geçerlidir.

·Ispat:
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(1) Kabul edelim ki BR ve FR , s¬ras¬yla, B ve F manifoldlar¬n¬n Riemann

e¼grilik tensörlerinin M manifoldundaki liftleri olsun. � izdüşümü her lifte

izometri oldu¼gundan BR, B manifoldundaki liftlerin Riemann e¼grili¼gini verir.

Benzer durum � izdüşümü bir homoteti oldu¼gundan FR için de geçerlidir.

Çünkü yüzeyler total geodeziktir ve BR yatay vektörlerde M manifoldunun

R e¼grilik tensörü ile ba¼gdaş¬r.

Fibreler genelde sadece umbilik oldu¼gundan benzer iddia FR ve R liftleri

için geçersizdir.

(2) V 2 L(F ) ve X 2 L(F ) oldu¼gundan [V;X] = 0 olur.

RV XY = D[V;X]Y � [DV ; DX ]Y

= �DVDXY +DXDV Y

(3.10) eşitli¼gi gözönünde bulundurulursa DXDV Y vektör alan¬n¬n türevi,

DXDV Y = DX((Y (f)=f)V )

= X(Y (f)=f)V + (V (f)=f)DXV

= [XY (f)=f + Y (f)X(1=f)]V + (Y (f)=f)V

= [XY (f)=f � (DXY )(f)=f ]V

= Hf ((X; Y )=f)V:

olur.

(3) [V;X] = 0 kabul edilirse bir önceki ispata benzer şekilde

RVWX = �DVDWX +DWDVX

elde edilir. Böylece

DVDWX = DV (X(f)=f)W

= �V (X(f)=fW )� (X(f)=f)DVW

olur. X(f)=f �brelerde sabit oldu¼gundan V (X(f)=f) = 0 olur. Bu durumda

DVDWX = (X(f)=f)DVW
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elde edilir. Buradan

DWDVX = DW (X(f)=fV )

= W (X(f)=fV ) +X(f)=fDWV

bulunur. Ayn¬ şekilde W (X(f)=f) = 0 olur. Sonuç olarak;

RVWX = �(X(f)=f)DVW + (X(f)=f)DWV

= (X(f)=f) (�DVW +DWV )

= (X(f)=f) [W;V ]

= 0

elde edilir. E¼grili¼gin simetrili¼ginden dolay¬

< RXY V;W >=< RVWX; Y >= 0

bulunur. Böylece

< RXY V; Z >= � < RXYZ; V >= 0

olur. Çünkü burada RXYZ 2 L(B); V 2 L(F ) şeklindedir. Bu eşitliklerden

W 2 L(F ); Z 2 L(B) oldu¼gundan RXY V = 0 olur.

(4) ·Ilk olarak < RXVW;U >=< RWUX;V > oldu¼gundan (3). ifadeden

dolay¬ sonuç s¬f¬rd¬r. U vektör alan¬ dikey oldu¼gundan RXVW yatayd¬r. (3)

ifadesinden yola ç¬k¬larak RVWX = 0 oldu¼gundan ve e¼grili¼gin simetrisinden

dolay¬ RXVW = RXWV olur. Burada (2) ifadesi kullan¬larak,

< RXYW;Y > = < RV XY;W > = Hf (X;Y ) < V;W > =f

= (< V;W > =f) < DX(grad f); Y >

olur. Dolay¬s¬yla RXVW yatayd¬r ve bu denklem tüm Y vektör alanlar¬ için

geçerlidir. O halde (4) sa¼glan¬r.

(5) Önerme 3.4.1 ifadesinde verilen (3) numaral¬ özellik gere¼gince RVWU

diktir. Bu sebepten < RVWU;X >= � < RVWX;U >= 0 olur. Çünkü

� izdüşümü �brelerde homotetidir ve FRVWU 2 L(F ) her �bredeki V;W;U
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e¼grilik tensörlerinin bir uygulamas¬d¬r. Bu yüzden FRVWU; RVWU Gauss

eşitli¼giyle ili̧skilidir. Fibrelerin şekil tensörü,

II(V;W ) = �(< V;W > =f)gradf

olarak verildi¼ginden istenilen sonuç bulunur.

Şimdi bir warped çarp¬m¬n Ricci e¼grili¼gini gözönüne alal¬m. B mani-

foldunun Ricci e¼grili¼ginin liftini (� geri dönüşümünü) BRic şeklinde ve benzer

yolla F manifoldunun Ricci e¼grili¼gini ise FRic ile gösterelim.

Sonuç 3.4.2: d = boyF > 1 olmak üzereM = B�fF warped çarp¬m¬nda

X;Y vektör alanlar¬n¬n yatay ve V;W vektör alanlar¬n¬n dikey oldu¼gunu kabul

edelim. O zaman

1. Ric(X; Y ) =B Ric(X;Y )� (d=f)Hf (X; Y )

2. Ric(X;V ) = 0

3. Ric(V;W ) =F Ric(V;W )� < V;W > f�, öyle ki

f � =
�(f)

f
+ (d� 1)

< grad f; grad f >

f 2

ve �(f) = C(Hf ); B manifoldu üzerinde Laplasiyenid¬r.

·Ispat:

1. Tan¬m 2.4.12 gözönüne al¬n¬rsa Ric(X;Y ) = �g

�
nP
i=1

R(Xi; X)Xi; Y

�

olur. Burada X; Y 2 L(B); Xi 2 L(M) ve Xi = (Ui + Vi) olacak şekilde

Ui 2 L(B); Vi 2 L(F ) olsun. Buna göre

Ric(X;Y ) = �g

�
nP
i=1

R(Xi; X)Xi; Y

�

= �g

�
nP
i=1

R(Ui + Vi; X)(Ui + Vi); Y

�

= �g

�
nP
i=1

[R(Ui; X) +R(Vi; X)] (Ui + Vi); Y

�

olur. g = gB+f
2gF eşitli¼gi ve Riemann e¼grili¼ginin lineerlik özelli¼gi kullan¬l¬rsa,
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Ric(X; Y ) = �g

�
nP
i=1

[R(Ui; X) +R(Vi; X)]Ui; Y

�

�g

�
nP
i=1

[R(Ui; X) +R(Vi; X)]Vi; Y

�

= �g

�
nP
i=1

[R(Ui; X)Ui +R(Vi; X)Ui] ; Y

�

�g

�
nP
i=1

[R(Ui; X)Vi +R(Vi; X)Vi] ; Y

�

= �g

�
nP
i=1

R(Ui; X)Ui; Y

�
� g

�
nP
i=1

R(Vi; X)Ui; Y

�

�g

�
nP
i=1

R(Ui; X)Vi; Y

�
� g

�
nP
i=1

R(Vi; X)Vi; Y

�

= �g

�
nP
i=1

R(Ui; X)Ui; Y

�
�Hf (X; Y )

< Vi; Vi >

f

= �gB

�
nP
i=1

R(Ui; X)Ui; Y

�
�Hf (X; Y )

nP
i=1

g < Vi; Vi > =f

= BRic(X;Y )� (
d

f
)Hf (X; Y )

elde edilir.

2. X 2 L (B) ; V 2 L(F ) oldu¼gundan Ric(X;V ) = 0 elde edilir.

3. Tan¬m 2.4.12 gözönüne al¬n¬rsa, Ric(V;W ) = �g
�

nP
i=1

R(Xi; V )Xi;W

�

olur. Burada V;W 2 �(F ); Xi 2 �(M) ve Xi = (Ui + Vi) olacak şekilde

Ui 2 L(B); Vi 2 L(F ) olur ve Riemann e¼grili¼ginin lineerlik özelli¼gi kullan¬l¬rsa,
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Ric(V;W ) = �g

�
nP
i=1

R(Xi; V )Xi;W

�

= �g

�
nP
i=1

R(Ui + Vi; V )(Ui + Vi);W

�

= �g

�
nP
i=1

R(Ui + Vi; V )Ui;W

�
� g

�
nP
i=1

R(Ui + Vi; V )Vi;W

�

= �g

�
nP
i=1

[R(Ui; V ) +R(Vi; V )]Ui;W

�

�g

�
nP
i=1

[R(Ui; V ) +R(Vi; V )]Vi;W

�

= �g

�
nP
i=1

R(U i; V )U i;W

�
� g

�
nP
i=1

R(V i; V )U i;W

�

�g

�
nP
i=1

R(U i; V )V i;W

�
� g

�
nP
i=1

R(V i; V )V i;W

�

= �g

�
nP
i=1

R(U i; V )U i;W

�
� g

�
nP
i=1

R(V i; V )V i;W

�

= �g

�
nP
i=1

FRV _IV V _I�(
< grad f; grad f >

f 2
) f< Vi; Vi > V

� < V; Vi > Vig ;W ]

= FRic(V;W )�
< grad f; grad f >

f 2
< V;W >

nP
i=1

< Vi; Vi >

� < grad f; grad f > =f 2 < V;W > + < V;W > rf
f

= FRic(V;W )� < V;W >
�
d
f2
< grad f; grad f >

�
< grad f; grad f >

f 2
+ rf

f

�

= FRic(V;W )� < V;W >
�
d�1
f2

< grad f; grad f > +rf
f

�

= FRic(V;W )� < V;W > f �

elde edilir.
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BÖLÜM 4

RIEMANN MAN·IFOLDLARIN WARPED
ÇARPIMLARI VE SKALAR E¼GR·IL·I¼G·I

Bu bölümde M ve N Riemann manifoldlar¬n¬n e¼grilikleri ile M �f N

warped çarp¬m¬n¬n skalar e¼grili¼gi aras¬ndaki ili̧ski elde edilmi̧stir. M kom-

pakt ikenM�f N çarp¬m manifoldunda sabit skalar e¼grili¼gini elde etmek için

f fonksiyonu araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

M = (Mm; g) ve N = (Nn; h) Riemann manifoldlar¬ olsun. f 2 C1(M);

M manifoldu üzerinde f > 0 için warped çarp¬m¬

M �f N = ((M �N)m+n; g + f 2h)

şeklinde ifade edilir. M �f N , N ve M manifoldlar¬n¬n, s¬ras¬yla, eR; H ve R

skalar e¼grilikleri aras¬ndaki ili̧ski gösterilmi̧stir. Bu ili̧ski f fonksiyonundan

sa¼glanan lineer olmayan k¬smi diferensiyel eşitliktir. Bu durumdaM kompakt

ve irtibatl¬d¬r. Ayr¬ca kanonik eliptik operatör �D+
R

2
ifadesinin asli e¼grilik

de¼gerleri ve asli e¼grilik fonksiyonlar¬ elde edilmi̧stir. Burada D koneksiyonu;

M manifoldu için Laplasiyendir. Sonuç olarak f fonksiyonunu bulmak için

M �f N manifoldunun sahip oldu¼gu skalar e¼grilik kullan¬lm¬̧st¬r.

M �f N üzerindeki eg = g + f 2h Riemann metri¼gi, M � N manifoldu

üzerinde eX; eY vektör alanlar¬ için

eg( eX; eY ) = g(�� eX; ��eY ) + (f � �)2h(w� eX;w�eY )

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada � ve w, s¬ras¬yla, M ve N manifoldlar¬ üze-

rindeki kanonik izdüşüm fonksiyonlar¬d¬r.
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u 2 C2(M) için �gu = DiDiu =j g j
� 1
2 @(gij j g j

1
2 @ju) ifadesi ile

(Mm; g) manifoldunun Laplasiyen operatörü �gveya � olur. BöyleceM = R

eşitli¼ginde u reel de¼gerli fonksiyon için �u = u00 şeklindedir (Dobarro and

Lami Dozo, 1987).

M manifoldu üzerinde k 2 C1(M); k > 0 olmak üzere g
0

= kg olsun.

g
0

metri¼gi, g metri¼gine konformal olarak adland¬r¬l¬r. (Mm; g) manifoldu

üzerinde R
0

skalar e¼grili¼gi, R skalar e¼grili¼gi ile ba¼glant¬l¬d¬r.

m � 3 ve k = u4=(m�2) al¬nd¬¼g¬nda Yamabe eşitli¼gi;

�
4(m� 1)

m� 2
�gu+Ru = R

0

u(m+2)=(m�2) (4.1)

olarak verilir.

Teorem 4.1: R;H ve eR; s¬ras¬yla, M , N ve M �f N manifoldlar¬n¬n

skalar e¼grilikleri olsun. u = f (n+1)=2 oldu¼gunda

�
4n

n+ 1
�gu+Ru+Hu(n�3)=(n+1) = eRu (4.2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat: eg � g + f 2h = f 2(f�2g + h); böylece eg; M �f N manifoldu üze-

rinde
�
g = (f�2g + h) eşitli¼gine, f�2g ifadesi de, M manifoldunda g skalar¬na

konformaldir. m > 3 olmak üzere f fonksiyonu için M manifolduna (4.1)

eşitli¼gini uygulan¬rsa

�4(m� 1)

m� 2
�g� +R� = �(m+2)=(m�2)R̂ (4.3)

elde edilir. �4=(m�2) = f�2 eşitli¼gi ile f fonksiyonunu bulunur. Burada R̂,

(Mm; f
�2g) manifoldu üzerindeki skalar e¼grili¼gi ifade eder.

m+ n > 3 iken, M �N çarp¬m manifoldunda (4.1) denklemi kullan¬l¬rsa;

�4(m+ n� 1)

m+ n� 2
��

g
 +

�

R = eR (m+n+2)=(m+n�2) (4.4)
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eşitli¼gi elde edilir.  4=(m+n�2) = f 2 eşitli¼gi ile f fonksiyonu elde edilir.

Böylece
�

R, ((M �N)m+n;
�
g) manifoldu üzerinde skalar e¼grili¼gi ve ��

g
ifadesi

de Laplasiyen operatörü tan¬mlar.

 2 C1(M) oldu¼gunda ��

g
 � �(f�2g+h) = �(f�2g) olur. Lokal

koordinatlarda

j f�2g j= det(f�2gij) = f�2m j g j

ve

(f�2g)ij = f 2gij

eşitli¼gi ile

�f�2g =j f
�2g j�1=2 @i[(f

�2g)ij
��f�2g

��1=2 @j 

bulunur. Bu yüzden

�f�2g = ��2m=(m�2) jgj�1=2 @i

h
�2gij jgj1=2 @j 

i

= [��g + 2g
ij@i�@j ] �

�(m+2)=(m�2)

(4.5)

olur. Di¼ger bir yandan

�g(� ) = ��g +  �g� + 2g
ij@i�@j 

ve (4.5) denklemiyle

�(m+2)=(m�2)��

g
 = �g(� )�  �g� (4.6)

elde edilir.
�

R = R̂ + H eşitli¼gi vard¬r ve (Nn; h) ile (Mm; f
�2g) ifadeleri

birer manifold olarak düşünülür, (4.6) eşitli¼ginde (4.4) eşitli¼gini kullan¬r ve

�(m+2)=(m�2) ifadesi ile çarpma yap¬l¬rsa

eR (m+n+2)=(m+n�2)�(m+2)=(m�2) = �4(m+n�1)
m+n�2

(�g(� )�  �g�)

+�(m+2)=(m�2)(R̂ +H) 
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elde edilir. (4.3) eşitli¼gi yard¬m¬yla

eR � 4=(m+n�2)�4=(m�2) = � 4n
(m+n�2)(m�2)

 �g� �
4(m+n�1)
m+n�2

�g(� )

+R� +H�(m+2)=(m�2) 

bulunur.

 4=(m+n�2)�4=(m�2) = 1 eşitli¼gine bak¬l¬rsa, u = f (n+1)=2 eşitli¼gi al¬n¬p, bu

son eşitlikteki u terimini de¼gi̧stirip, u1�n=(n+1) ile çarp¬l¬rsa

eRu = � 4n
(m+n�2)(m�2)

u(m+n�1)=(n+1)�gu
�(m�2)=(n+1)

� 4n
(m+n�2)(m�2)

u1=(n+1)�gu
n=(n+1) +Ru+Hu(n�3)=(n+1)

elde edilir. M manifoldu üzerinde herhangi bir � 6= 0; v 2 C1(M); v > 0

için

�gv
� = �(�� 1)v��2DivDiv + �v��1�gv (4.7)

olur. Böylece � = n(n + 1) ve (4.7) denkleminde � = �(m � 1)=(n + 1)

eşitli¼gi seçilerek sonuca ulaş¬l¬r.

4.1 Sabit Skalar E¼grilik

M ve N manifoldlar¬n¬n, s¬ras¬yla, skalar e¼grilikleri R ve H olsun. M mani-

foldu üzerinde f > 0, f 2 C1(M) fonksiyonunu arayaca¼g¬z. R 2 C1(M);

u = f (n+1)=2 2 C1(M) ve H 2 C1(N) hesaba kat¬l¬rsa Teorem 4.1 ifadesin-

den eR için � e¼grisinin sabit oldu¼gunu ve H skalar e¼grili¼gi ile ifade edilen N

manifoldunun sabit skalar oldu¼gu anlaş¬lmaktad¬r.

Teorem 4.1.1: M manifoldu kompakt ve irtibatl¬ olsun. N manifoldunu

s¬f¬r skalar e¼grilik olarak kabul edelim. M �f N üzerindeki skalar e¼grilik eR
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ve eR skalar e¼grili¼ginde f fonksiyonunun sabit de¼geri �1 olur. f fonksiyonu

pozitif çarp¬labilir, sabittir, � tektir ve aşa¼g¬daki eşitlik verilir;

�1 = inf

�R
M

�
4n

n+ 1
Dv2 +Rv2

�
dV ; v 2 H1(M);

R
M

v2dV = 1

�
:

Burada H1(M) =
�
v 2 L2(M); jDvj2 � DivDiv 2 L

1(M)
	
bir Sabolev uza-

y¬d¬r.

·Ispat: (4.2) eşitli¼gi gere¼gince M manifoldu üzerinde u > 0, � 2 R ve

u 2 C1(M) olmak üzere Lu = �u olur. Burada Lu = �4n�gu=(n+1)+Ru

şeklindedir.

Tan¬m 4.1.2: M kompakt ve irtibatl¬ manifoldu üzerindeki lineer özde¼ger

problemi, maxMu1 = 1 ile bir tek negatif olmayan u1 çözüm fonksiyonuna

sahiptir. Hatta M manifoldu üzerinde u1 > 0 fonksiyonuna; L eliptik opera-

törünün asli e¼grilik fonksiyonu denir. Kaŗs¬l¬k gelen �1 özde¼ger fonksiyonu

basit ve asli özde¼ger olarak adland¬r¬l¬r (Dobarro and Lami Dozo, 1987).

Sonuç 4.1.3: K Gauss e¼grili¼gi ve � Laplasiyen operatörü kompakt, ir-

tibatl¬ M = (M2; g) manifoldu ile verilsin, o zaman ��+K kanonik eliptik

operatörün u1 asli e¼grilik fonksiyonu M �u1 S
1 warped çarp¬m¬ ��+K ope-

ratörün �1 asli e¼grilik de¼geri sabit skalar e¼grili¼ge eşit olma özelli¼gini sa¼glar.

·Ispat: (4.2) ifadesinde n = 1 al¬ns¬n. 2-boyutlu manifoldda R=2 = K

ve S1 küresinde H = 0 oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa, H 2 R, H < 0 durumu,

f(�; f(�);� < �1g e¼grisinin f(�1; ru); r > 0g yar¬ do¼grusuna deforme edildi¼gi

için H = 0 eşitli¼gine benzerdir.
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4.2 Reel Uzay Formlarda Warped Çarp¬mlar¬

Çal¬̧smam¬z¬n bu bölümünde reel uzay formlar üzerinde warped çarp¬m¬ tan¬m-

lanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.2.1: fM Riemann manifoldunun bir altmanifoldu N , N ve fM
manifoldunun Levi-Civita koneksiyonlar¬, s¬ras¬yla, D ve eD olsun. Gauss ve

Weingarten formülleri

eDXY = DXY + h(X; Y );

eDX� = �A�X +DX�

şeklindedir. Burada X; Y vektör alanlar¬ N manifolduna te¼get ve � vektör

alan¬ ise N manifolduna normaldir. h; ikinci temel formu tan¬mlar, D normal

koneksiyon ve A ise N altmanifoldunun şekil operatörüdür.
�!
H ortalama e¼grilik vektörü;

�!
H =

1

n
izh =

1

n

nP
i=1

h(ei;ei)

olarak tan¬mlan¬r. Burada fe1;:::; eng ; N manifoldunun TN tanjant deme-

tinin ortanormal çat¬s¬d¬r. <;> iç çarp¬m olmak üzere kareli ortalama e¼grilik,

H2 =<
�!
H;
�!
H > şeklinde ifade edilir.

K(�); � � TpN; p 2 N noktas¬nda kesitsel e¼griliktir. � ; N altmani-

foldunun skalar e¼grili¼gi ise

� =
P
i<j

K(ei ^ ej)

olur.
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n+ 1, n > 2 durumunda a1; :::; an; c reel say¬lar oldu¼gunda

 
nX

i=1

ai

!2
= (n� 1)

 
nX

i=1

a2i + c

!
(4.8)

elde edilir. a1 + a2 = a3 = ::: = an olmas¬ durumunda 2a1a2 > c eşitli¼gi

sa¼glan¬r.

Teorem 4.2.2: � : N1�fN2 ! Rm(c) fonksiyonu, c sabit kesitsel e¼grilikli

Riemann manifoldunda N1 �f N2 warped çarp¬m¬n¬n izometrik immersiyonu

olsun.

(1) N1 �f N2 warped çarp¬m¬n¬n � skalar e¼grili¼gi,

� �
Df

n1f
+
n2(n� 2)

2(n� 1)
H2 +

1

2
(n+ 1)(n� 2)c (4.9)

şeklinde ifade edilir. Burada n1 = boyN1; n = boyN1 � N2 olmak üzere

H2; � fonksiyonunun kareli ortalama e¼grili¼gidir. Ayr¬ca N1 manifoldunun

Laplasiyen operatörü � ile gösterilir.

(2) n = 2 al¬nd¬¼g¬nda (4.9) eşitli¼gi elde edilir.

(3) E¼ger n � 3 durumunda aşa¼g¬daki şatlar sa¼glan¬rsa (4.9) eşitli¼gi elde

edilir;

(3a) N1�fN2 warped çarp¬m¬, c sabit kesitsel e¼grilikli Riemann manifoldu

ve onun warping fonksiyonu �f = cf olur. Total geodezik altmanifoldda

oldu¼gu gibi N1 �f N2 manifoldu Rm(c) uzay¬nda dald¬r¬lm¬̧st¬r veya

(3b)H2 karesel ortalama e¼grili¼gin pozitif oldu¼gu aç¬k alt kümenin herhangi

bir nokta komşulu¼gunda, N1�f N2 manifoldu; Rn+1(c) uzay¬n¬n geodezi¼gi ile

Rm(c) uzay¬n¬n Rn+1(c) total geodezik altmanifoldunda dönel hiperyüzey gibi

izometrik dald¬r¬lm¬̧s olabilir.

·Ispat: � : N1 �f N2 ! R
m(c) fonksiyonu c sabit kesitsel e¼grili¼gin bir

Riemann manifoldunda N1�fN2 manifoldunun izometrik immersiyonu olsun.
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n1; n2 ve n; s¬ras¬yla, N1; N2 ve N1�N2 manifoldlar¬n¬n boyutlar¬d¬r. Burada

n = n1 + n2 olur.

Gauss e¼grili¼gi kullan¬larak

2� = n2H2� k h k2 +n(n� 1)c (4.10)

elde edilir.

� = 2� �
n2(n� 2)

n� 1
H2 � (n+ 1)(n� 2)c (4.11)

olarak verildi¼ginde (4.10) ve (4.11) eşitlikleri kullan¬larak

n2H2 = (n� 1) k h k2 +(n� 1)(� � 2c) (4.12)

bulunur.

X ve Z; N1 ve N2 manifoldlar¬na te¼get vektör alanlar¬ olsunlar. Öyle

e1; :::; em ortanormal çat¬ seçeriz ki e1 = X; en+1 = Z olur. Böylece en+1

ortalama e¼grilik vektörüne paraleldir. (4.12) eşitli¼gi yard¬m¬yla

(
nP
i=1

hn+1ii )2 = (n� 1)f
nX

i=1

(hn+1ii )2 +
nX

i6=j

(hn+1ij )2 +
mX

r=n+2

nX

i;j=1

(hrij)
2 + � � 2cg

(4.13)

elde edilir. (4.13) denklemine (4.8) eşitli¼gi uygulan¬rsa

2hn+111 hn+1n1+1n1+1
�
X

i6=j

(hn+1ij )2 +

mX

r=n+2

nX

i;j=1

(hrij)
2 + � � 2c (4.14)

olur. 
1n1+1 = f1; :::; ngnf1; n1 + 1g oldu¼gunda

K(e1 ^ en1+1) �

mX

r=n+1

X

j2
1n1+1

f(hn+11j )
2 + (hrn1+1j)

2g

+
1

2

i6=jX

i;j2
1n1+1

(hn+1ij )2 +
1

2

mX

r=n+2

nX

i;j2
1n1+1

(hrij)
2

+
1

2

mX

r=n+2

(hr11 + hrn1+1n1+1)
2 +

�

2
�
�

2

(4.15)

bulunur.
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N1 �f N2 çarp¬m manifoldu bir warped çarp¬m¬ oldu¼gunda N1; N2 mani-

foldlar¬na, s¬ras¬yla, te¼get olan X, Z vektör alanlar¬ için

DXZ = DZX = (X ln f)Z

eşitli¼gi elde edilir. Bundan dolay¬

K(X ^ Z) =< DZDXX �DZDXX;Z >=
1

f
f(DXX)f �X2fg (4.16)

ifade edilir. (4.11), (4.15) ve (4.16) denklemlerinin birleştirilmesiyle

� �
1

f
f(De1e1)f � e21fg+

n2(n� 2)

2(n� 1)
H2 +

1

2
(n+ 1)(n� 2)c (4.17)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. (4.17) eşitsizli¼gi dikkate al¬n¬rsa (4.14) ve (4.15) denklem-

lerindeki bütün eşitsizlikler sa¼glan¬r. Böylece i 6= j için

hn+11j = 0; hn+1jn1+1
= 0; hn+1ij = 0 (4.18)

ve i; j 2 
1n1+1; r = n+ 2; :::;m için

hr1j = hrjn1+1 = hrij = 0; h
r
11 + hrn1+1n1+1 = 0

olur. Di¼ger bir yandan şekil tensörü aşa¼g¬daki formdad¬r;

An+1 =

2
6666666666666664

a 0 � � �

0
... �In1�1 0

0 b 0 : : : 0

0

0
... �In2�1

0

3
7777777777777775

; a+ b = �; (4.19)
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ve

Ar =

2
6666666666666666664

hr11 0 � � � 0 hr1n1+1 0 � � � 0

0 0
... 0

... 0

0 0

hr1n1+1 0 : : : 0 �hr11 0 � � � 0

0 0
... 0

... 0

0 0

3
7777777777777777775

(4.20)

r = n + 2,...,m için Ik; k�y¬nc¬ mertebeden birim matrisini ve 0; uygun

mertebeden s¬f¬r matrisini göstermektedir.

(4.17) eşitli¼gine benzer şekilde � = 1; 2; :::; n1 için

� �
1

f
f(De�e�)f � e2�fg+

n2(n� 2)

2(n� 1)
H2 +

1

2
(n+ 1)(n� 2)c (4.21)

elde edilir. Böylece �; 1�den n�1 e kadar toplanarak

n1� �
�f

f
+
n1n

2(n� 2)

2(n� 1)
H2 +

1

2
n1(n+ 1)(n� 2)c (4.22)

eşitsizli¼gi elde edilir ve (4.9) denklemi ifade edilir. (4.9) eşitsizli¼gi özdeş ise

herhangi bir � 2 f1; :::; n1g için (4.21) denklemi sa¼glan¬r. Böylece her bir

� 2 f1; :::; n1g ve t 2 fn1; :::; ng için

i 6= j; hn+1�j = 0; hn+1ij = 0; hn+1ij = 0; (4.23)

ve

hr�j = hrij = hrij = 0; h
r
�� + hrtt = 0 (4.24)

olur.

E¼ger n = 2 ise, n1 = n2 = 1 olur. Böylece (4.16) yard¬m¬yla � = �f

bulunur. Böylece (4.9) denkleminin sa¼gland¬¼g¬ görülür.

Sonra n = n1 + n2 � 3 oldu¼gunu farz edelim. (4.24) eşitli¼gine dikkat

edilirse An+2 = ::: = Am = 0 olur. Ayr¬ca n � 3 ile (4.23) eşitli¼gine bak¬l¬rsa,



58

(a) An+1 = 0 veya

(b) a = 0, b = � 6= 0 veya a = � 6= 0; b = 0 elde edilir.

Durum (a): An+1 = 0 olsun. N1�fN2 manifoldunun, Rm(c) uzay¬n¬n total

geodezik altmanifoldu oldu¼gu durumda N1 �f N2 manifoldu c sabit e¼grilikli

reel uzay formdur. Bu uzay formu � = n(n�1)c=2 ile N1�fN2 manifoldunun

skalar e¼grili¼gini sonuç olarak verir.

Total geodezik altmanifold küçük oldu¼gundan (4.9) denklemi ve

� = n(n � 1)c=2 eşitli¼gi ile �f = cf ifadesi gösterilir. Bundan dolay¬ f

fonksiyonu, c = 0 veya c 6= 0 oldu¼gunda ya harmonik fonksiyon yada c asli

e¼grilik de¼geri ile Laplasiyenin asli e¼grilik fonksiyonudur.

Aksine N1 �f N2 manifoldu, Rn(c) reel uzay formun bir warped çarp¬m

da¼g¬lmas¬d¬r. Öyle ki f warping fonksiyonu�f = cf eşitli¼gini sa¼glar. Aç¬kça

herhangi bir m > n için N1 �f N2 manifoldu, total geodezik altmanifold gibi

ayn¬ e¼grili¼gin Rm(c) bir reel uzay formda lokal izometrik dald¬r¬lm¬̧s olmak-

tad¬r.

Durum (b): a = 0, b = � 6= 0 veya a = � 6= 0; b = 0 olsun. Bu durumda

U = fp 2 N1 �f N2 : H
2(p) > 0g aç¬k alt kümesi üzerinde An+1; 1; n � 1

çokluklar¬yla 0; � gibi asli e¼grilik de¼gerlerine tamamen ayr¬l¬r. Birinci normal

alt demet olan Imh; U kümesi üzerinde bir rankl¬d¬r ve 1 � i 6= j � n ise

h(e1; e1) = 0; h(e2; e2) = ::: = h(en; en) = �en+1 (4.25)

düşünülebilir ve bu eşitlikten yola ç¬k¬larak j 2 f2; :::; ng ve k 2 f1; :::; ng için

h ikinci temel form kovaryant türevi Dh şeklinde tan¬mlan¬rsa,

(Dekh)(ej; ei) = (ek�)en+1 + �Deken+1

(Dejh)(ej; ek) = �(w
k
j (ej) + wjk(ej))en+1

(4.26)

bulunur. Böylece Codazzi eşitli¼gi j 6= k, j > 1 için

�Deken+1 + (w
k
j (ej) + wjk(ej) + ek�)en+1 = 0 (4.27)
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elde edilir.

DXen+1; en+1 vektörüne dikey oldu¼gundan X, e1; :::; en vektörlerinden

biridir. Böylece (4.27) denklemi DXen+1 = 0 olmas¬n¬ gerektirir. Bun-

dan dolay¬ birinci normal alt demet en+1 taraf¬ndan gerilen Imh; U üzerinde

bir paralel normal alt demettir. Böylece, M manifoldu temelde koboyutu

birdir. Böylece U kümesinin her bir noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda, N1�f N2

manifoldu, Rm(c) uzay¬n¬n Rn+1(c) total geodezik altmanifolduna izometrik

dald¬r¬lm¬̧st¬r. Çünkü U kümesinin şekil operatörü, n � 1 çoklu¼gunun asli

e¼grilik de¼gerinden biridir ve di¼ger asli e¼grilik de¼geri s¬f¬rd¬r. M manifoldu bir

dönel yüzey ve bu yüzeyin Rn+1(c) uzay¬n¬n geodezi¼gidir. H2 kareli ortalama

e¼grili¼gin süreklili¼gi kullan¬l¬rsa U , N1�f N2 manifoldunun aç¬k kümesi olarak

bulunur.

AksineM manifolduRn+1(c) reel uzay formda dönel yüzey ve bu yüzeyin �

pro�l e¼grisi Rn+1(c) uzay¬n¬n bir geodezi¼gi olsun. s yay uzunlu¼gu fonksiyonu

taraf¬ndan � pro�l e¼grisi parametrize edilebilir. M manifoldu I �Mn�1(�)

manifolduna izometriktir ve burada I manifoldu, R uzay¬n¬n aç¬k aral¬¼g¬d¬r.

Böylece M manifoldunun şekil operatörü, 1 ve n � 1 çokluklar¬, s¬ras¬yla, 0

ve � iki asli e¼grilik de¼gerlere ayr¬l¬r.

Böylece kareli ortalama e¼grilik,

H2 =
(n� 1)2�2

n2
(4.28)

şeklinde bulunur. Sonra Gauss e¼grili¼gi uygulanarak dönel hiperyüzeyin skalar

e¼grili¼gi

� =
n(n� 1)

2
c+

(n� 1)(n� 2)

2
�2 (4.29)

olur. Çünkü yay uzunlu¼gu fonksiyonundan � = �(s) e¼grisi Rn+1(c) uzay¬nda

geodeziktir.

h

�
@

@s
;
@

@s

�
=

f 00 + cfp
� � cf 2 � f 02
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ifadesi ile f warping fonksiyonu f
00

(s) + cf(s) = 0 diferensiyel eşitli¼gi sa¼glar:

Böylece

�f = cf (4.30)

elde edilir.

(4.28), (4.29) ve (4.30) eşitliklerinden Rn+1(c) uzay¬nda I�Mn�1(�) dönel

hiperyüzeyi elde edilir. Böylece (4.9) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧sma s¬ras¬nda, Öklid uzay¬ ve Çarp¬m uzay ile ilgili temel kavramlar

ve teoremler verilmi̧stir. Fernando Dobarro ve Enrique Lami Lami Dozo

taraf¬ndan yay¬nlat¬lan �Scalar Curvature and Warped Products of Riemann

Manifolds� ile Bang-Yen Chen taraf¬ndan yay¬nlat¬lan �Warped Products in

Real Space Form� çal¬̧smalar¬nda verilen teoremlerin ispatlar¬ ayr¬nt¬l¬ olarak

incelenmi̧stir. Öncelikle yar¬-Riemann manifold üzerinde warped çarp¬m¬

hesaplanm¬̧st¬r. Warped çarp¬m uzay¬nda bir e¼grinin geodezik olmas¬ için

gerekli şartlar araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Warped çarp¬m¬n e¼grili¼gi, warping fonksiyonu

yard¬m¬yla warped çarp¬m¬nda kullan¬lan manifoldlar¬n e¼grilikleri cinsinden

hesaplanm¬̧st¬r. Ayr¬ca baz¬ warped çarp¬m manifoldlar¬n¬n skalar e¼grilikleri

ile Riemann manifoldlar¬n¬n skalar e¼grili¼gi aras¬ndaki ili̧ski verilmi̧stir. Bunun

yan¬s¬ra skalar e¼grilik, warping fonksiyonu ve ortalama e¼grilik kullan¬larak

reel uzay formlarda warped çarp¬m¬ aç¬klanm¬̧st¬r. Böylece warped çarp¬m

örne¼gi olan küreler, çarp¬m küreleri, doubly (çift katl¬) warped çarp¬mlar¬

için e¼grilikler hesaplanabilir ve baz¬ özellikleri incelenebilir. Paralel mani-

foldlar için çarp¬m manifoldlar¬ tan¬mlanabilir ve bu manifoldlar için warped

çarp¬m¬ üzerinde araşt¬rmalar yap¬labilir.
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