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OZET

Kismi en kiiciik kareler regresyonu c¢oklu i¢ iliski durumunda ¢okc¢a kullanilan
istatistiksel yontemlerden biridir. Coklu i¢ iligski problemi regresyon analizinde sikga
karsilagilan bir problemdir. Aciklayict degiskenler arasinda c¢oklu i¢ iliski problemi
varsa yapilan ¢oklu lineer regresyon analizi sonucunda elde edilen regresyon katsayilari
duragan olmayan sonuglar verecektir. Bu durumda ise modelin tahmin giicii oldukca
diisiik olacaktir. Literatiirde coklu i¢ iligki problemi ile basa ¢ikabilmek i¢in birgok
yontem gelistirilmistir. Bu yontemlerden birisi ise klasik en kigik kareler tahmin

edicisini kullanmak yerine yanli regresyon tekniklerini kullanmaktir.

Bu calismada ¢oklu i¢ iligki problemi ile karsilasildigi durumlarda kullanilan
yanli regresyon yontemlerinden birisi olan kismi en kiigiik kareler regresyon yontemi
tanitilmistir. Ayrica kismi en kiigiik kareler regresyonu (PLSR) yine ayni amaca hizmet
eden temel bilesenler regresyonu (PCR) ve ridge regresyon (RR) ile karsilagtirilmistir.
Yapilan karsilagtirma sonucunda tahmin giicli bakimindan Ridge regresyon yonteminin
en iyl sonucu verdigi gozlemlenmistir. PLSR ve PCR yontemleri birbirleriyle
karsilagtirildiginda PLSR yontemi PCR yontemine gore daha az bilesenle model
kurmustur. Bu yiizden de PLSR yontemi PCR yontemine goére daha basarili

bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Kismi En Kiigiik Kareler Regresyonu, Temel Bilesenler

Regresyonu, Ridge Regresyon, Coklu I¢ Tliski
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SUMMARY

Partial least square regression is one of the statistical method which is used
greatly in multicollinearity. Multicollinearity problem occurs frequently in regression
analysis. If there is a multicollinearity problem in data set, regression coefficients which
were found with lineer regression analysis give non-stable results. In this state model’s
estimation power will be very low. In literature lots of methods are developed to cope
with multicollinearity problem. One of that methods is using biased regression

techniques rather than least square estimators.

In this study partial least square regression method is introduced which is one of
the biased regression methods that used when multicollinearity problem occurs. Also
partial least square regression compared with principal components regression and ridge
regression. As a result of this compare it is found that ridge regression gives best result
about estimation power. When PLSR and PCR methods are compared with each other
PLSR method obtains a model with less components than PCR method. So that PLSR
method is found more succesful rather than PCR method.

Keywords: Partial Least Squares Regression, Principal Component Regression, Ridge
Regression, Multicollinearity
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BOLUM 1
GIRIS

Bircok lineer regresyon ve tahmin probleminde agiklayici degiskenler ¢ok
yiiksek derecede iliskili olabilir. Bu durum genelde ¢oklu i¢ iligki olarak bilinir. Coklu
i¢ iligski problemi yapilan analizler sonucunda elde edilen en kiigiik kareler tahmin
edicisinin varyans degerlerinin olmasi gerekenden biiyiikk olmasina ve regresyon
katsayilarinin gercek degerlerinden uzaklasmasina neden olmaktadir. Coklu i¢ iligki
durumunda en kiigiik kareler tahmin edicisi regresyon katsayilari i¢in glvenilir olmayan
sonuglar vermektedir (Gunst and Mason, 1980). Bu problemle basa ¢ikabilmek igin
bircok yontem gelistirilmistir. Bu yontemler arasinda en ¢ok kullanilanlar Temel
Bilesenler Analizi, Ridge Regresyon ve Gizil Kok Regresyonudur. Bu tahmin
yontemleri bircok durumda basarili sonuglar vermislerdir.  Ayrica bu tahmin
yontemlerinin performanslarini karsilastirmak i¢in bir ¢ok calisma yapilmistir. Son
birkag yil i¢cinde kemometri literatiiriinde ¢oklu i¢ iliski problemi ile basa ¢ikmak i¢in
yeni bir tahmin yontemi goriilmeye baslanmistir. Bu tahmin yontemi kismi en kii¢iik
kareler tahmin yontemidir. Bu ydntem 1960’11 yillarin sonlarina dogru Herman Wold
tarafindan gelistirilmistir. Kismi en kii¢iik kareler yontemi temel bilesenler analizi ve
coklu lineer regresyonun birlestirilmesi ve genellestirilmesiyle elde edilen bir
yontemdir. Bu yontemin amaci bagimli degiskenleri agiklayict degiskenler yardimiyla
tahmin etmek ya da analiz etmektir. Bu analizde agiklayici degiskenlerden elde edilen
ve gizil degiskenler olarak adlandirilan ortogonal faktorler yardimiyla regresyon yapilir.
Elde edilen bu ortogonal faktorlerin en iyi tahmin yetenegine sahip olduklar
belirlenmistir (Abdi, 2007). Bu o&zelligi sayesinde kismi en kiigiik kareler yontemi
kemometride kimyasal veri problemlerinin ¢éziimiinde standart olarak kullanilan bir
yontem haline gelmistir. Kismi en kiiciik karelerin kemometrideki bu basarili sonuglari
nedeniyle yontemin kokeni sosyal bilimler 6zellikle de ekonomi olmasina karsin gida
aragtirmalari, tip, farmakoloji ve psikolojinin de dahil oldugu bir ¢ok bilimsel alanda
basarili bir sekilde kullanilmaya baslanmistir (Frank and Kowalski, 1984; Haaland and
Thomas, 1988; Toscas et. al., 1999; Mclintosh and Lobaugh, 2004; Nadler and Coifman,
2005; Carrascal et. al., 2009; Alin et. al., 2009;). Kismi en kiiglik kareler yonteminin

kimyasal uygulamalarda kullanilmasinin éncisi ise S. Wold ve H. Martens’in arastirma



grubudur. Bu grup yontemi kimyasal problemlere uygulamaya ilk olarak 1970’li
yillarin sonunda baglamiglardir. Daha sonralar1 ise Kowalski bu uygulamalara devam
etmistir (Geladi and Kowalski, 1986). Wold ve Otto yaptiklari ¢aligmalarin sonunda
kismi en kiigiik karelerin klasik ¢oklu lineer regresyon yontemlerine iyi bir alternatif
olugunu gostermislerdir. Kismi en kiiclik karelerin diger c¢oklu lineer regresyon
yontemlerine iyi bir alternatif olmasinin en 6nemli nedeni daha saglam bir tahmin edici
olmasidir. Saglam olmanin anlami ise ana kitleden alinan yeni bir rneklem i¢in model
parametrelerinin ¢ok fazla degismemesidir. Bagimli degisken sayisinin tek oldugu
durumlarda kismi en kiiclik kareler algoritmasi regresyon problemi i¢in Paige ve
Saunders tarafindan gelistirilen tekil deger ayrisimima (singular value decomposition)
esittir (Wold, 1993).

Kismi en kiiciik kareler regresyonu agiklayici ve bagimli degiskenler arasindaki
lineer iliskiyi modellemek i¢in kullanilan yanli bir yontemdir. Bu yiizden kismi en
kiiciik kareler dogal olarak regresyon problemlerine genisletilebilir. Aciklayic1 ve
bagimli degiskenlerin her birisi degiskenler blogu olarak diisiiniilebilir. Kismi en kiiciik
kareler yeni aciklayic1 degiskenler olarak kullanilacak skor vektorlerini hesaplar ve daha
sonra bu skor vektorlerini kullanarak bagimli degiskene iliskin regresyon denklemini
kurar. Skor vektorleri hesaplanirken agiklayici degiskenler ile bagimli degiskenler
arasindaki dogal asimetri yansitilir.  Kismi en kiiciik kareler regresyonu istatistikgiler
tarafindan g6z ardi edilmis ve istatistiksel bir model olmasindan ziyade bir algoritma
olarak diislinlilmiistiir. Son yillarda kismi en kiiciik karelerin istatistiksel 6zellikleriyle
ilgilenenlerin sayisi artmaya baslamistir (Lorber et. al.,1987). Kismi en kii¢iik karelerin
degiskenlik ve daraltici Ozellikleri agisindan etkinligi teorik olarak calisilmistir
(Lingjeerde and Christophersen, 2000; Goutis, 1996; Butler and Denham, 2000).
Ayrica kismi en kiigiik karelerin performansi bir ¢ok simiilasyon ¢aligmasinda ortaya
konulmustur (Naes and Martens, 1986; Geladi and Kowalski, 1986a; Frank, 1987;
Frank and Friedman, 1993).

Bu tez ¢calismasinda amag kismi en kiigiik kareler regresyonunu ve bu yontemde
kullanilan algoritmalar: tanitmaktir. Ayrica bu yontem ile ayni amaca hizmet eden yanlh
regresyon yontemleri olan Temel bilesenler regresyonu ve Ridge regresyonu ile

arasindaki iliskiden bahsedilecektir.



Tez c¢alismasinin birinci boliimiinde kismi en kiiciik kareler yonteminin tarihsel
gelisiminden bahsedilmistir. Ikinci béliimiinde ise ¢oklu lineer regresyon modeli, en
kiigiik kareler yontemi ve bu ydntemin varsayimlarindan bahsedilmistir. Ugiincii
boliimde regresyon analizinde en sik karsilasilan problemlerden birisi olan ¢oklu i¢
iliski probleminin ne oldugu, kaynaklari, belirlenmesi ve bu problem ile basa ¢ikma
yollar1 agiklanmigtir. Dordiincii boliimde c¢oklu i¢ iliski problemi ile basa ¢ikmak icin en
kiictik kareler yontemine alternatif olarak gelistirilen yanli regresyon yontemlerinden
kismi en kiigiik kareler regresyonu, temel bilesenler regresyonu ve ridge regresyon
yontemleri ele alinmistir. Besinci boliimde ise, kismi en kiigiik kareler regresyonu,
temel bilesenler regresyonu ve ridge regresyon yontemleri literatliirden alinmis bir veri

seti lizerinde tahmin giicleri bakimindan karsilagtirilmigtir.



BOLUM 2
COKLU LINEER REGRESYON

Regresyon analizi degiskenler arasindaki iliskiyi inceleyen ve modelleyen
istatistiksel bir tekniktir. liski, bir veya daha fazla agiklayici degisken ve bagimh
degiskenle bir denklem formunda ifade edilir. Regresyon denklemi bir bagiml
degisken ve birden fazla acgiklayict degisken igeriyor ise ¢oklu regresyon olarak

adlandirilir.

Bu boélimde coklu lineer regresyon modeli agiklanacak ve normal denklemler
elde edilecektir, daha sonra herhangi sayida agiklayici degisken iceren linecer modeller

icin normal denklemleri ¢ozllecektir.
2.1.  Coklu Lineer Regresyon Modeli

Bir tane bagimli degisken ve p tane agiklayici degisken iceren lineer regresyon

modeli genel olarak asagidaki gibidir.
Yi=Bo+ B1Xi1 + B2Xiz + -+ BpXip + & 1)

n o6rneklem biiyiikligiind, p agiklayict degisken sayisini gostermektedir. Modeldeki B,
sabit terimi ile birlikte tahmin edilecek toplam (p + 1) tane parametre vardir.

Gosterimde sadelik olmasi agisindan (p + 1) = p’ olarak alinacaktir.

Burada, Y; (nx1) boyutlu bagimli degisken vektord, X; 1’inci sutunu 1’lerden
olusan (nxp’) boyutlu agiklayici degiskenler matrisi, 8; (p x1) tipinde tahmin edilecek

parametrelerin vektord, &; (nx1) tipinde rassal hatalarin vektoriidiir.
(1)’deki modelin matris gosterimi (2) seklinde
Y=XB+¢ 2

veya



Y 1 X1 Xop X3 -0 Xpp B

Y, 11 X1 Xpo Xp3 o X, k )

n’ nx1 Pnxp’ ﬂp pxl

Y, 1 X1 X1z Xi3 0 Xp ] (ﬁo

seklinde yazilabilir.

Burada X matrisinin her bir sttunu agiklayici degiskenlerin belirli degerlerini
icerir. X matrisinin ilk sttununu B ile carpip sonra & hata vektorinin ilk terimi

eklenirse ilk gdzlem i¢in model asagidaki sekilde elde edilir.
Yi=Bo+ B1X11 + B2X12 + -+ BpX1p + &1

Burada Y ve & vektorleri rassal vektorlerdir. X matrisi bilinen sabitlerin matrisi
olarak diisiiniilebilir. Burada X matrisinin tam rankli oldugu diisiiniildiigiinde modele
tam ranklt model denir. Ayrica buradaki f verilerden tahmin edilmeye calisilan
bilinmeyen sabitlerin vektoridur. B; parametresi X; (i # j) agiklayici degiskeni sabit
iken X;’deki 1 birimlik de§isimin y’de ne kadarlik bir degisime neden oldugunu

gosterir.
Burada asagidaki 3 durum gozlemlenebilir.

(1) p > n durumu: Bu durumda agiklayici degisken sayisi gozlem sayisindan
blyuktir. Bu durumla karsilasildiginda regresyon katsayilari i¢in sonsuz sayida
¢Oziim vardir.

(2) p = n durumu: Bu durumda gozlem sayisi agiklayici degisken sayisina esittir.
Uygulamada genellikle bu durumla karsilagilmaz. Eger X tam rankli bir matris
ise regresyon katsayilari i¢in tek bir ¢oziim vardir. Budurume=y—-Xg =10
yazmamiza olanak saglar.

(3) p < n durumu: Bu durumda agiklayict degisken sayisindan daha ¢ok gozlem
degeri vardir. Bu regresyon katsayilari i¢in tam bir ¢6ziime izin vermez. Fakat

€ hata vektoriiniin uzunlugu minimize edilerek bir ¢6ziim elde edilebilir.



Genellikle regresyon analizinde &; hata terimlerinin birbirinden bagimsiz, 0
ortalamal1 ve o2 varyansh normal dagilima uyduklar1 varsayilir. Varsayimda oldugu
gibi &;’lerin her biri digerleri ile bagimsiz ise her i #j igin g; ile & arasindaki
kovaryans sifirdir. &;’ler varsayildig1 gibi bagimsiz ve N(0, 0%) dagilimina sahip rassal

degiskenler oldugundan;

1) Y;’ler Bo+ B1Xi1 + B2Xiz + -+ + B,Xyp ortalamali ve o varyanshi normal
rassal degiskenlerdir.

2) Y;’ler birbirlerinden bagimsizdirlar.

Her i # j icin Y; ile Y; arasindaki kovaryans sifirdir. Y4,Y5,..., Y, ‘in ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu;

(2m) Mg e~ LlVi~(Bo+B1Xi+B2Xiz++BpXip))* /207 (3)

seklindedir. Hipotez testleri ve parametrelerin giiven araligl tahminleri normal dagilim
varsayimina dayanmaktadir. Bundan dolayi, ¢;” lerin normallik varsayimi kritik 6neme
sahiptir. Varsayimlar saglandigi durumlarda en kiigiik kareler tahmin edicileri butiin
lineer yansiz tahmin ediciler arasinda minimum varyansa sahip en iyi tahmin edicilerdir.
Normallik varsayimi saglandiginda EKK tahmin edicisi ile en ¢ok olabilirlik (ECO)
tahmin edicisi ayn1 sonucu vermektedir. Bunun nedeni ECO yoOnteminde
L(B; x1,x3, ..., x,) seklinde gosterilen olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden degerin
EKK’daki hata kareler toplamimi minimize eden degere esit ¢ikmasidir (Graybill and
lyer, 1961).

2.2. En Kiiciik Kareler ve Normal Denklemler ile Elde Edilisi

En kuguk kareler tahmin yonteminde y bagimli rassal degiskeni ile tahmini olan
y degerleri arasindaki farklarin kareleri toplami minimum yapilarak B parametre

vektorii asagidaki sekilde bulunur.
y=XB+e = e=y—XB

ce=(y-XB) (y-XB)=yy-yXB-BXy+BXXB



olur. B'X'y, 1x1 boyutlu bir sabittir.
BXy=(BXy) =yxB
oldugundan,
ee=yy—-2yXB+B(XX)B=yy-2(Xy)B+B XX)B
olarak elde edilir. Buradan;

de'e , N P , P
Wz—2Xy+(XX)ﬁ+(XX)B=—2Xy+2(XX)ﬁ

esitligi elde edilir. Bu tiirevin sifira esitlenmesi ile,
-2Xy+2XX)B=0 (4)
esitligi elde edilir. (4) nolu esitlik yardimiyla;
XXB=Xy

denklemi bulunur. Bu denkleme en kiglk kareler normal denklemi denir (Montgomery
and Peck, 2001). Bu denklemin her iki tarafini soldan (X X)~1 ile carparsak B nin en

kicuk kareler tahmin edicisi

B=XX)"Xy
olarak bulunur.
2.2.1. En kiguk kareler tahmin edicisinin ozellikleri

1) En kiguk kareler tahmin edicisi normallik varsayimi altinda yansiz bir tahmin

edicidir. Yani; E(B) = B dur.
E(B) = E[X X)X )]
= E[(X X)7'X (XB + &)]

=E[X X)X XB + (X X)X ]



=E(B) + E[(X X)7'X €]
=B+ (X' X)X E(¢e)
=p

2) Gauss Markov teoremine gore en iyi yansiz tahmin edicidir (BLUE). Yani

diger lineer tahmin ediciler arasinda minimum varyansa sahiptir.
cov(B) = cov((X X)71X'y) = (X X)X cov(mX(X X) 7! = o2 (X X) !

cov(B), (k + 1)x(k + 1) tipinde simetrik bir matris olup bu matrisin j’inci kosegen

elemani ﬁj’nin varyansini, ij’inci eleman1 f8; ile 8 ; arasindaki kovaryansi verir.
C = (X'X)"1 alinirsa;
B = 2 B PR = A2
Var(ﬁ]-) =0°¢; Ve cov(ﬁi,ﬁj) = 0°Cyj
olarak elde edilir.

Yansizlik ve minimum varyansa sahip olmanin yami sira etkinlik, tutarhilik,

yeterlilik ve dayaniklilikta iyi bir tahmin edicide aranan 6zelliklerdir.
2.2.2. En kiiciik kareler tahmin edicisinin varsayimlari

En kicuk Kkareler tahmin yonteminin kullanilabilmesi i¢in asagidaki

varsayimlarin saglanmasi gerekmektedir. Bu varsayimlar;

1) Model parametreleri lineerdir.

2) Hatalar istatistiksel olarak birbirinden bagimsizdir.

3) Hatalarin beklenen degeri sifirdir.

4) Bagimsiz degiskenler arasinda iliski olmamalidir. Yani ¢oklu i¢ iliski problemi
olmamalidir.

5) Bagimsiz degiskenler 6l¢iim degiskenleridir.

6) Hatalar sabit varyanshdir.

7) Hatalar normal dagilima sahiptir.



Bu varsayimlardan ilk 5’1 saglaniyorsa en kuciik kareler tahmin edicisi yansizdir.
Eger bunlara ek olarak 6’inc1 varsayimda saglaniyor ise en kiigiik kareler tahmin edicisi

yansiz tahmin ediciler arasinda minimum varyansa sahiptir.

2.2.2.1.Normal dagilim varsayimi

Normallik varsayimi hatalarin normal dagildigini varsayar. Fakat bu varsayim
parametrelerin tahmininde ve toplam degisimin boliimlendirilmesinde ¢ok 6nemli bir
varsayim degildir. Normallik varsayimi, sadece parametrelerin giliven araliklarinin
olusturulmasinda ve anlamliliginin test edilmesinde kullanilan bir varsayimdir. t testi, F
testi ve ki-kare testlerinde rasgele degiskenlerin normal dagildigi varsayimina ihtiyag
vardir.  Ayrica, student-t dagilimindan dolayr geleneksel giiven aralifi tahminleri
normal dagilim varsayimina baglidir. Normallik varsayiminin saglanmamasinin en
kiiciik karelere etkisi normallikten ayrilisin derecesine baglidir. Normallik varsayimi
saglanmadig1 durumlarda eger diger varsayimlar saglaniyor ise en kiiciik kareler tahmin

edicisi yine en iyi yansiz tahmin edicidir (Rawlings et. al., 1998).

2.2.2.2.0rtak varyans varsayimi

Ortak varyans varsayimi Klasik en kiglk kareler yonteminde 6nemli bir rol
oynamaktadir. Ortak varyans varsayiminda bagimli degiskendeki her bir gozlem ayn
miktarda bilgi icermektedir. Sonug olarak, klasik en kiicik karelerde yer alan bditiin
gozlemler ayni agirliga sahiptir.  Diger yandan ortak varyansin saglanmamasi
durumunda baz1 gozlemler diger gozlemlere goére daha fazla bilgi icermektedir.
Verilerin akla yakin kullaniminda bilginin ¢ogunlugunu igeren bu gézlemlere daha fazla

agirlik verilebilir.

En kii¢iik kareler tahmin edicisinin minimum varyans 6zelligi direkt olarak bu
varsayimmin saglanmasina baghdir. Eger varyanslar esit degilse ve gozlemlere esit
agirlik verilirse EKK yontemi parametrelerin minimum varyans tahminlerini vermez
(Rawlings et. al., 1998).
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2.2.2.3.Hatalarn iliskisiz olmasi varsayimi

Hatalar arasindaki iliski bir ¢ok farkli durumdan kaynaklanabilmektedir. Iliskili
hatalar genellikle zaman serilerinde yaygindir. Hemen hemen surekli olan her fiziksel
stirecte seri korelasyon gorilecektir. Biyolojik ¢aligmalardaki tekrarli dlgiimler ayni
birey lizerinde farkli zamanlarda yapilir. Ornegin bitki ve hayvanlarm biiyiimesi ile

ilgili ¢galismalarda ya da klinik deneylerde genellikle iliskili hatalar olacaktir.

Coklu lineer regresyon analizinde en sik karsilagilan problemlerin basinda
otokorelasyon ve coklu i¢ iligki gelmektedir. Bu tez ¢alismasinda coklu i¢ iliski
problemi ile karsilagilmasi durumunda kullanilan parametre tahmin yodntemlerinden
bazilar1 anlatilacak ve bu yontemlerin karsilastirilmast igin uygulama c¢alismasi

yapilacaktir.
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BOLUM 3
COKLU iC iLiSKi PROBLEMI

Coklu i¢ iliski kavrami ilk kez Ragnar Frisch tarafindan 1934 yilinda
tamimlanmistir.  Coklu ig iliski problemi son yillarda ¢oklu regresyon analizinin ciddi

sorunlarindan birisidir (Frisch, 1934).

Coklu lineer regresyon modelinin varsayimlarindan birisi siitunlar1 agiklayici
degiskenlerden olusan (nxp) tipindeki X veri matrisinin rankinin p’ye esit olmasi ve
bunun gozlem sayist olan n’den kiiglik olmasidir. X matrisinin rankinin p olmasinin
anlami bu matrisin siitunlarinin bagimsiz olmasidir. Yani diger bir ifade ile agiklayici
degiskenlerin birbirleriyle iliskisiz oldugudur. Eger X matrisinin ranki p ise (pxp)
tipindeki X'X matrisininde ranki p’ye esittir. Yani bu matrisin tiim siitunlar1 birbirinden
bagimsizdir. Bu durumda X'X matrisinin tersi ahnabilir ve parametreleri en kigik

kareler (EKK) yontemi ile tanmin edilebilir.

Coklu ig iligski probleminin ortaya ¢ikmasi durumunda EKK tahmin edicisinin
varyanst yiiksek ve parametre tahminlerinin isaretleri yanlis hesaplanabilir. Bu
durumda elde edilen EKK tahminleri giivenilmez olmaktadir.  Coklu i¢ iliski
probleminin ortaya ¢iktig1 durumlarda EKK tahmin edicisine alternatif olarak bazi yanh
tahmin ediciler onerilmistir. Bu tahmin edicilerden bazilar1 ilerleyen boélimlerde

ayrintili olarak incelenecektir.

Bu bélimde coklu i¢ iliskinin kaynaklari, ¢oklu i¢ iliskinin derecesi, ¢oklu i¢
iligkinin belirlenmesi, ¢oklu i¢ iliskinin etkileri ve ¢oklu i¢ iliskinin giderilmesi konular1

incelenecektir.
3.1.  Coklu i¢ iliskinin Kaynaklar

Coklu ig iliskinin bir¢ok kaynagi olabilir. Bu kaynaklardan bazilar1 uygulanan
veri toplama metodu, modeldeki veya kitledeki zorluklar, modelin belirlenmesi ve asir1

tanimlanmis modeldir (Montgomery and Peck, 2001).
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Uygulanan Veri Toplama Metodu

Analiz yapmak i¢in Orneklem alinan bodlgedeki verilerin birbirleri ile iliskili
olmas1 durumunda ¢oklu i¢ iligki problemi ortaya ¢ikar. Ornegin, elektrik tiiketimi ile
ilgili olarak ailenin gelirinin ve yasanilan evin biiyiikliigliniin elektrik tiikketimi lizerinde
etkisi arastirilmak istendiginde ailenin geliri ile evin biiyiikliigii aciklayic1 degiskenleri
arasinda iliski oldugu goriiliir. Coklu i¢ iligkinin nedeni geliri yiiksek olan ailelerin

daha biiyiik evlerde oturuyor olmasidir (Montgomery and Peck, 2001).
Modeldeki Veya Kitledeki Zorluklar

Kullanilan veri toplama tekniginden bagimsiz olarak, model veya aciklayici

degiskenler lizerindeki kisitlamalar ¢oklu i¢ iliskiye neden olabilir.
Modelin Belirlenmesi

Iki yada daha fazla agiklayic1 degiskenin birbirleriyle yiiksek derecede iliskili
oldugu durumlarda ortaya c¢ikar. Bu gibi durumlarda agiklayici degiskenlerin
tamaminin modelde yer almasi i¢ iligkiyi gliglendirir. Ayrica X degiskenlerinin degisim
aralig1 kiigiik iken bir regresyon modeline bu degiskenlerin fonksiyonlarinin eklenmesi

de ¢oklu ig iliskiye neden olabilir (Ozkale, 2007).
Asir1 Tammmlanms Model

Asirt tammmlanmis modeller gézlem sayisindan daha ¢ok agiklayici degiskenin
oldugu modellerdir. Bu modellerde ¢oklu i¢ iliskiye neden olur.  Genellikle
ekonometrik modeller ve tibbi modeller asir1 tanimlanmis modellerdir. Bu gibi
modellerde bazi degiskenlerin modelden ¢ikarilarak daha az degisken ile c¢alisilmasi

gerekmektedir (Montgomery and Peck, 2001).
3.2.  Coklu I¢ Iliskinin Derecesi

Coklu i¢ iliski problemi agiklayict degiskenlerin birbirleriyle iliskisiz olmasi
varsayiminin saglanmadigi durumlarda ortaya c¢ikmaktadir. Bu varsayimdan ne
kadarlik bir sapma oldugu ve bu sapmanin ne gibi sonuglar ortaya ¢ikaracagi ¢oklu i¢

iligkinin derecesine baglidir.  Coklu i¢ iliskinin varligimin ya da yoklugunun
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arastirilmasi yerine derecesinin saptanmasi, problemle karsilasildiginda sonuclari ortaya

cikarmak acisindan daha onemlidir.
3.2.1. Tam coklu ic iliski

Tam ¢oklu ig¢ iligski problemi agiklayic1 degiskenlerin biri yada birden fazlasinin
diger aciklayict degiskenlerin lineer bir fonksiyonu olmast durumunda ortaya
¢ikmaktadir. Bunun anlami; X;, X matrisini i’inci situnu ve t;’ler sabit sayilar

(i =1,2,...,p) olmak Uzere;
Y tXi=0 (5)

(5) esitliginde hepsi sifir olmayan t; degerleri bulunabiliyorsa X;, X5 ,...... , X

vektorleri lineer bagimlidir.

Tam ¢oklu i¢ iliski X'X matrisinin singiler olmasi durumudur. Yani bu
durumda X'X matrisinin determinant: sifira esit olmaktadir. Dolayisiyla matrisin tersi

hesaplanamaz ve EKK tahmin yontemiyle parametreler hesaplanamaz.
3.2.2. Tama yakin coklu ic iliski

Tama yakin ¢oklu i¢ iliski agiklayic1 degiskenler arasinda tama yakin sekilde

yiiksek bir iligkinin olmasi durumudur.
Y tiX; =0 (6)

Bir baska ifade ile bu durum (6) esitligi ile verilen ifadenin saglanmasi
durumudur. Bu durumda X’'X matrisi singiler olmayan bir matristir. Bu matrisin
determinanti sifirdan farklidir. Fakat sifira oldukca yakin bir deger alir. Yani X'X
matrisinin tersi hesaplanabilir ancak determinantin sifira ¢ok yakin bir deger
olmasindan dolayr matrisin elemanlar1 ¢ok biiylik degerler olur. Bu durumda EKK
yonteminde parametre tahminlerinin standart hatalar1 gercek degerlerinden oldukga

blyk olarak elde edilecektir.
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3.3.  Coklu I¢ fliskinin Belirlenmesi

Coklu i¢ iliskinin varligiin belirlenmesi ve derecesinin dlg¢iilmesi amaciyla bir
cok farkli yontem gelistirilmistir. Gelistirilen bu yontemlerin ortak 6zelligi ¢oklu i¢
iligkinin varliginin belirlenmesinden ¢ok derecesinin olgiilmesi ile ilgilenmeleridir.
Coklu ig iliski probleminin belirlenmesinde ve derecesinin 6l¢iilmesinde yaygin olarak

kullanilan baz1 yontemler asagida verilmistir.
3.3.1. Kaorelasyon matrisinin incelenmesi

Aciklayic1  degiskenler arasindaki iligkiyi gOsteren Dbasit korelasyon
katsayilarinin yiiksek olmasi ¢oklu i¢ iliskinin bir gostergesidir. X’'X matrisinin kosegen
elemanlar1 disindaki elemanlar1 aciklayict degiskenler arasindaki basit korelasyon
katsayilarini gostermektedir. Eger X; ve X; degiskenleri arasinda lineer bir iliski var ise
aralarindaki basit korelasyon katsayisinin mutlak degeri 1’e ¢ok yakindir. Fakat
korelasyon katsayilarinin incelenmesi sadece iki aciklayic1 degisken arasinda var olan
iliskiyi ortaya cikarmaktadir. Eger agiklayici degisken sayis1 ikiden fazla ise bu
degiskenler arasindaki iliskiyi agiklamakta korelasyon katsayilari yeterli olmayabilir
(Farrar and Glauber, 1967).

3.3.2. Varyans sisirme faktorii (VIF)

(X'X)~! matrisinin kosegen elemanlarmm incelenmesi ¢oklu i¢ iliskinin
belirlenmesinde yaygin olarak kullanilan bir ydntemdir. (X'X)~1 matrisinin j ’inci
kosegen elemani j’inci varyans sisirme faktorli olarak adlandirilir. Varyans sisirme
faktorii ¢oklu i¢ iliskiyi belirlemek amaciyla ilk olarak 1967 yilinda Farrar ve Glauber
tarafindan kullanilmustir. Fakat j ’inci regresyon Kkatsayismin varyansi o2C i
oldugundan buradaki Cj; aciklayici degiskenler arasindaki iligkiden dolay1 Ei ’nin
varyansini arttiran bir faktor olarak degerlendirilebilir. Bu ifade 1970 yilinda
Marquardt tarafindan VIF olarak isimlendirilmistir (Marquardt, 1970). R]-Z, x; agiklayict

degiskeninin diger p — 1 agiklayict degisken ile regresyonundan elde edilen c¢oklu

belirlilik katsayis1 olmak iizere VIF; = (1—1—R,-2) seklinde ifade edilir. Eger x; agiklayict

degiskeni ile diger agiklayict degiskenler arasinda ¢oklu i¢ iliski yoksa R]-2 degeri ¢ok



15

kiigtik olacagindan VIF; degeri 1’e yaklasacaktir. Eger x; agiklayici degiskeni ile diger
aciklayict degiskenler arasinda ¢oklu ig iliski varsa Rj2 degeri 1’e yaklasacagindan VIF;

degeri ¢ok biiylik bir deger alacaktir. VIF degerinin 10’dan biiyiik olmast ¢oklu i¢
iligkinin varligin1 géstermektedir (Vinod and Ullah, 1981).

3.3.3. X'X matrisinin ézdegerlerinin incelenmesi

X'X matrisinin 6zdegerlerinin incelenmesi ¢oklu i¢ iliskinin tespit edilmesinde
yaygin olarak kullanilan yontemlerden birisidir. A4, 4,, ...,Ap ler ve vy, vy, ..., v, "ler
sirasiyla X'X matrisinin ozdegerleri ve dzvektorleri olmak Uzere, veride ¢oklu ig iligki
olmasi durumunda en az bir 6zdeger sifira yakin olacaktir ve 6zvektdrlerden en az birisi

(7) nolu esitligi saglayacaktir.
Y1 Vi Xi =10 (7)

Burada vy;, j’inci 0zvektorin i’inci elemanini, X;, X matrisinin i’inci stitununu

gostermektedir.

Genellikle 6zdegerlerin tek tek incelenmesi higbir sey ifade etmemektedir.
Fakat 6zdegerlerin birbirleriyle kiyaslanmasi g¢oklu i¢ iliskinin varligi ve siddeti

hakkinda bize bilgi vermektedir. En biyuk 6zdegerin en kigik 6zdegere bollinmesiyle

K =2mer olarak tamimlanan kosul sayist ¢oklu i¢ iliskinin siddetinin belirlenmesinde

cok iyi bir gostergedir (Vinod and Ullah, 1981). Kosul sayisi olarak tanimlanan K
degeri 100°den kiiclik oldugu durumlarda ¢ok zayif siddette ¢oklu i¢ iliski oldugunu,
100°den biiyliik oldugu durumlarda ise siddetli bir coklu i¢ iliskinin oldugunu
sOyleyebiliriz.

Yukarida kisaca agiklanan yontemlerin disinda ¢oklu i¢ iliskiyi belirlemek igin
bagka yontemlerde vardir. Bunlardan birisi X'X matrisinin determinantinin
incelenmesidir. X'X matrisi standartlastirildiginda alacagi degerler 0 < |[X'X| < 1
araliginda olacaktir. |X'X| = 0 oldugunda tam ¢oklu i¢ iliski vardir denir. |X'X| =1
oldugunda ise agiklayici degiskenler birbirine diktir yani ¢oklu i¢ iligki yoktur denir.
Bu durumda |X'X| degeri sifira yaklastik¢a ¢oklu i¢ iliskinin siddeti artacaktir (Farrar
and Glauber, 1967).
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Regresyon katsayilarinin isaretlerinin ve biiyiikliiklerinin beklenenden farkli
olmas1 ve agiklayict degiskenlerin eklenmesi veya c¢ikarilmasiyla regresyon
katsayilarinin tahminlerinde biiyilik degisiklikler meydana gelmesi de ¢oklu i¢ iligkinin

varligini gosteren bir durumdur.
3.4. Coklu I¢ fliskinin Giderilmesi

Coklu i¢ iligki probleminin giderilmesi igin bir¢ok yontem oOnerilmistir. Bu
yontemlerden bazilar1 ek verinin toplanmasi, modelin yeniden belirlenmesi ve yanlh
tahmin yontemlerinin  Kkullanilmasidir.  Bu yoOntemler kisaca asagidaki sekilde

Ozetlenebilir.

Ek verinin toplanmasi
Farrar ve Glauber (1967) ve Silvey (1969) coklu ig¢ iliski probleminin giderilmesi igin
ek verinin toplanmasini onermiglerdir. Fakat ek verinin toplanmasi modeldeki veya

kitledeki kisitlamalardan dolay1 her zaman miimkiin olmayabilir.

Modelin yeniden belirlenmesi

Coklu i¢ iliskinin nedeni model se¢imi de olabilir. Bu yiizden ¢oklu i¢ iligki problemi
ile basa ¢ikabilmek i¢in modelin yeniden belirlenmesi bir yol olarak izlenebilir. Modeli
yeniden belirlemenin yollar agiklayict degiskenlerin yeniden tanimlanmasi ya da iliskili

aciklayici degiskenlerden birisinin modelden ¢ikarilmasi olabilir.

Yanh Tahmin Tekniklerinin Kullanilmasi

Regresyon analizinde parametrelerin tahmini i¢in en ¢ok kullanilan yontem EKK
yontemidir. EKK yoOnteminin uygulanabilmesi igin bazi kosullarin saglanmasi
gerekmektedir. Bu kosullardan birisi agiklayic1 degiskenlerin lineer bagimsiz olmasi
kosuludur. Coklu i¢ iligki problemi ile karsilasildiginda bu kosul saglanmamaktadir.
Bu yizden coklu i¢ iliski problemini ortadan kaldirmak i¢in EKK tahmin ediciye
alternatif olan yanli tahmin tekniklerini kullanmak gerekmektedir (Ozkale, 2007).
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BOLUM 4

YANLI REGRESYON

Regresyon katsayilarinin en kiigiik kareler tahmin edicileri varsayimlari
saglandigi taktirde en iyi yansiz tahmin edicilerdir. Yani, en kicik kareler tahmin edici
biitiin yansiz tahmin ediciler arasinda en kii¢iik varyansa sahip tahmin edicidir. Coklu
i¢ iligkinin varliginda ise minimum varyansli olma 06zelligi saglanmamaktadir. Bu
durumda EKK tahmin edicilerinin bazi 6zelliklerinin esnetilmesiyle regresyon modeli
kurulabilir. Bunlardan birisi yansizlik 6zelliginin esnetilmesidir. Yanli regresyon
yontemleri ¢oklu i¢ iligki durumunda yaygin olarak kullanilan yOntemlerdir. Yanl
regresyon yansizligin ¢ok énemli olmadigi bu tip regresyon yontemlerini ifade eder. Bu
tip yontemler ¢oklu ig iliski probleminin miimkiin ¢ézlimleri i¢in dnerilmektedir. Yanl
regresyonda elde edilen tahmin ediciler parametrelerin tahmini igin en kuguk karelere

gore gercek degerine daha yakin sonuglar vermektedir.

Bir tahmin edicinin tahmin edilen parametreye yakinliginin 6l¢iisii tahmin
edicinin hata kareler ortalamasidir (MSE). Eger 8, 8’nin bir tahmin edicisi ise, 6 nin

hata kareler ortalamasi asagida tanimlandig: gibidir.

MSE(6) = E(6 — 6)? (8)
6 tahmin edicisinin varyansi ise asagidaki gibi tanimlanr.

Var(0) = E[0 — E(6)]? 9)

Eger kullanilan tahmin edici yansiz bir tahmin edici ise £(6) = 6 olur, bundan
dolay1r da MSE (é) = 0%(0) olur. Diger yandan, MSE; tahmin edicinin varyansi ile
yanliliginin karesinin toplamidir. Burada yanlilik Bias(é) =F (é) — 0 seklindedir.
Yanli tahmin edicilerin varyansinin yansiz tahmin edicilerin varyasindan daha kiguk

olmas1 miimkiindiir. Boyle bir durumda yanli tahmin edici tahmin edilen parametrenin

ortalamasina yansiz bir tahmin ediciden daha yakindir (Rawlings et. al., 1961).

Yanli tahmin edicilerin avantaji Sekil 4.1’de gosterilmektedir.
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L IAC))

Sekil4.1. Yanh tahmin edicinin yansiz tahmin ediciden daha kii¢iik MSE degerine

sahip oldugunun gosterilmesi (Rawlings et. al., 1998):

Yukaridaki sekilde E (é) merkezli normal egri 8’nin yansiz tahmin edicisi olan
6’nin olasilik dagilimini gdstermektedir. Burada yanlilik parametresi Bias E(8) ile 6

arasindaki farka esittir. Dagilimdaki daha kiigiik yayilmalar daha kiigiik varyansin
olacagini yansitmaktadir. Biraz yanliliga izin verildiginde yansiz tahmin ediciye gore
daha kiigiik MSE degerine sahip bir yanl tahmin edici bulmak mimkindir (Rawlings
et. al., 1998).

Yanli regresyon yonteminin konseptini tanimlamak i¢in asagida verilen lineer

modeli diisiinelim.
Yi = ,30 + Zilﬁl + ZiZﬁZ + &; 1= 1, - (10)
Burada Z;; ve Z;, merkezilestirilmis ve Ol¢eklendirilmis degiskenlerdir ayrica
g,~NID(0,0?%) dir. Merkezilestirilme ve Olgeklendirmenin anlami Y- Z;; =

Y Zp=0 ve Y Z4 =" ,Z,°=1 olmasidir. p 'yi Y%,Z;1Z;, olarak

tanimlayalim. Bundan dolay1

[n 0 0 ]_1 1
- 0 0
r Z A Z ZnZp| _ [Tl

0 (1-p»)"1 —p(1-p?H!
0 ZZnZiz ZZL-ZZ [0 -p(1=p5t  A-pH7!
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olmaktadir. By, B; ve B,’nin en kiiciik kareler tahmin edicileri olan B,, B; ve 8, nin
varyanslari sirast ile 62 /n, 62 /(1 — p?) ve 62 /(1 — p?) olmaktadir. Eger p degeri 1’e
yakin ise Z;; ve Z;, degiskenleri yiiksek derecede iliskilidir ve bundan dolay:1 da ¢oklu
ic iliski problemi ile karsilasilir. p degeri 1’e esit oldugunda f; ve B, ’nin varyanslart
02/(1 — p?) olacaktir. Bu deger ise oldukca biiylktir. f;, B;’in en iyi lineer yansiz
tahmin edicisi olmasina ragmen daha kiigiik hata kareler ortalamasina (MSE) sahip
yanli bir tahmin edici bulunabilir. Ornegin f;’in tahmin edicisinin asagidaki sekilde
verildigini diistinelim.

5 Yi1ZnY;
b= a2z (1)

Burada verilen B, tahmin edicisi B, ’in en kiicik kareler tahmin edicisidir.
Esitlik (10)’da verilen modelde B, = 0 oldugunu varsayalim. E(f;) = B; + pB, oldugu
icin 8, tahmin edicisi B icin yansiz degildir. f;’nin yanlilik degeri E (ﬁl) — B1 = pph>

ayrica 3, 'mn varyansi ¢2’dir. Bundan dolay1 8; nin MSE degeri
MSE(B,) = var(B,) + [Bias($1)]* = o + p?p? (12)

seklindedir. B, ’nin kii¢iik degerleri i¢cin MSE(B;) degeri, MSE(f,) degerinden daha
kicuk olabilir (Rawlings et. al., 1998).

Coklu i¢ iligki problemini ¢dzmek icin literatiirde bir ¢ok yanli regresyon
yontemi Onerilmistir.  Bunlardan bazilari; Stein Regresyon (Stein, 1960), Ridge
Regresyon (Hoerl and Kennard, 1970), Temel Bilesenler Regresyonu (Hawkins, 1973;
Marquardt, 1970; Webster et. al., 1974) ve Kismi en kiiciik kareler regresyonudur
(Wold, 1985).

Coklu i¢ iliski problemi X uzayinda gozlemlenen degerlerin, tahmin edilen
bagimli degiskenin hassasiyetini etkilememesine ragmen tahmin edilen bagiml
degiskenlerin varyanslarinin sismesine neden olmaktadir. Park (1981), temel bilesenler
regresyonunda tam olarak tahmin edilen parametreler tizerine kisitlar koymanin bagimli

degiskenlerin tahmini i¢in optimal MSE degerini verdigini gdstermistir. Bu da yanl
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regresyon yontemlerinin bazi durumlarda bagimli degiskenlerin tahmin edilmesinde

yararli olacagini ifade etmektedir (Rawlings et. al., 1998).

Calismanin bu boliimiinde yanli regresyon yontemlerinden olan Kismi En Kiguk
Kareler Regresyonu, Temel Bilesenler Regresyonunu ve Ridge Regresyonu

incelenecektir.

4.1. Ridge Regresyon

Ridge regresyon yontemi ¢oklu i¢ iliski problemi ile karsilasildiginda kullanilan
yanli regresyon yontemlerinden birisidir. Ridge tahmin edicisi yanli regresyon tahmin
edicileri arasinda en genis uygulama alanina sahip tahmin edicidir. Bu tahmin edici ilk

olarak 1970 yilinda Hoerl ve Kennard tarafindan onerilmistir.

Coklu i¢ iliski problemi yapilan analizler sonucunda elde edilen en kiigiik kareler
tahmin edicisinin varyans degerlerinin olmasi gerekenden biiyiik olmasina ve regresyon
katsayilarinin gergek degerlerinden uzaklagmasina neden olmaktadir. Bu problemle
karsilagildigi durumlarda en kiigiik kareler tahmin edicisi regresyon katsayilari igin
guvenilir olmayan sonuclar vermektedir (Gunst and Mason, 1980). Bu durumda
kullanilmak {izere Hoerl ve Kennard X'X matrisinin kosegen elemanlarma kiiglik bir
sabit ekleyerek Ridge tahmin edicisini Onermislerdir. ~ Ridge tahmin edicisi
parametreleri yanl olarak tahmin eder. Fakat elde edilen bu tahminler EKK tahmin
edicisine gore daha kicgiuk varyansa sahiptirler. Hoerl ve Kennard (1970), X'X
matrisinin kosegen elemanlarinda kiigiik degisiklik yaparak Ridge tahmin edicisini (13)

nolu esitlikte gosterildigi gibi elde etmislerdir.
Br=XX+kD™ X'y (13)

Burada k (0 <k <1 ) yanhlik sabiti veya daraltma parametresi olarak
adlandirilir. k sabitinin se¢ilmesi Ridge tahmin edicisinin performansini etkilemektedir.

k = 0 olmas1 durumunda Ridge tahmin edicisi EKK tahmin edicisine doniismektedir

(Hoerl and Kennard, 1970).
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4.1.1. Ridge tahmin edicisinin en kigiik kareler tahmin edicisi ile karsilastirilmasi

Ridge tahmin edicisinin verildigi (13) nolu esitlikte X'y yerine X'Xf yazilirsa
(14) nolu esitlik elde edilir.
Br=XX+kDX'XB (14)

(14) nolu esitlikte (X X + kI)™'X X = Z olarak alinirsa

_~

Br =ZB (15)

esitligi elde edilir. (15) nolu esitlikten Ridge tahmin edicisinin EKK tahmin edicisinin
dogrusal bir fonksiyonu seklinde yazilabilecegi goriilmektedir (Hoerl and Kennard,
1970).

Z=(XX+kD™'X'X matrisinin tersi alinarak (15) nolu esitlikte yerine

yazilirsa Ridge tahmin edicinin farkli bir gésterimi olan (16) nolu esitlik elde edilebilir.
Br=U+k(XX)|7'B (16)

Ayrica (13) nolu esitlikteki (X' X + kI)™! matrisi W matrisi olarak tanimlanir
ise Ridge tahmin edicisinin farkli bir gosterimi (17) nolu esitlikteki gibi yazilabilir.

Br=WX'y (17)

Hoerl ve Kennard (1970), yaymladiklar1 makalelerinde W ve Z matrislerini
tanimladiktan sonra W ve Z matrisleri ile EKK tahmin edicisinin baz1 6zelliklerini
kullanarak Ridge tahmin edicisi ile EKK tahmin edicisi arasindaki iliskiyi asagidaki

sekilde tanimlamislardir.

i, A, &(W)ve &(Z) sirastyla X X, W ve Z matrislerinin 6zdegerlerini gostermek

Uzere;

§W) = (18)

§(2) = (19)
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esitlikleri yazilabilir. Elde edilen bu sonuglar |W —¢&I| ve |Z — &I| karakteristik

denklemlerinin ¢oziilmesiyle bulunmustur (Hoerl and Kennard, 1970).

ii. Z=1I-k(X X+ kD™ (X X) matrisi alternatif formu olan Z = WX'X seklinde
yazilir ve esitligin her iki tarafi soldan W1 matrisi ile carpilirsa Z matrisi (20)

nolu esitlikte oldugu gibi W matrisinin bir fonksiyonu olarak yazilabilir.
Z=1-k(XX+kD™'=1-kw (20)

iii. k% 0oldugu zaman B vektdrii B vektériinden kigiktir. Dolayisiyla BrBr <
ﬁ B olarak yazilabilir.

4.1.2. Ridge tahmin edicisinin yanlhlik degerinin hesaplanmasi

Ridge tahmin edicisinin yanlhiliginm1 gosterebilmek icin (15) nolu esitlik

kullanilmalidir. (15) nolu esitligin beklenen degeri alinirsa,
E(Br) =E(zB) = zB (21)

elde edilir. (21) nolu esitlikten B tahmin edicisinin beklenen degerinin f8’ya esit
olmadig1 goriilebilir. Bir baska ifade ile B tahmin edicisi ’nin yansiz bir tahmin
edicisi degildir. Ridge tahmin edicisinin yanlilik miktar1 Ridge tahmin edicisinin

beklenen degeri alinarak hesaplanabilir (Hoerl and Kennard, 1970). Ridge tahmin edici,
Br=XX+kD X'y
olmak iizere, beklenen degeri alinir ise,
E(Br) = E[(X X + kD™'X'y] (22)
= E[(X' X+ kD)™1X (XB + ©)]
=E[XX+kDXXB+ (X X+ kDX €]
=(XX+kDXXB+ (X X+ kDX E(¢)

= (X' X+ kDX XB
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esitligi elde edilir. Elde edilen bu esitligin her iki tarafim1 soldan (X X + kI) ile

carparsak,
XX+ KkDE(Bg) = XX+ kDX X + kDX XB
(X X + kDE(Bg) = X'XB
(X X +kDE(Bg) = X XB +KIB —KIB
(XX +kDE(Bg) = XX+ kDB — kI
XX+ KDE(Bg) = XX+ kDB —k[(X X+ kDX X+ kDB
Yukaridaki son esitligi soldan (X X + kI)~1 ile carparsak,
E(Br) = XX+ kDX X+kDB - k(X X+ kD)X X+ kD71
E(Br)=B-k(XX+kD'B (23)

esitligi elde edilir. Ridge tahmin edicisinin yanliligini gdsterebilmek ig¢in (23) nolu

esitlikte verilen Ridge tahmin edicisinin beklenen degerinden yararlanilacaktir.
Bias(Bgr) = E(Bg) — B
oldugundan E (B r) Yerine (23) nolu esitlikten elde edilen sonug yazilirsa,
Bias(Br) =B - k(XX +kD7'p—B
=—k(XX+kD'B (24)

esitligi elde edilir. (24) nolu esitlik Ridge tahmin edicisinin yanlilik degerini
gostermektedir (Hoerl and Kennard, 1970).
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4.1.3. Ridge tahmin edicisinin hata kareler ortalamasinin hesaplanmasi

Tahmin edicilerin hata kareler ortalamasi degeri, tahmin vektoriiniin gercek
parametre  vektoriine olan uzaklhiginin  karesinin  beklenen degeri olarak
tanimlanmaktadir. Bu uzaklik (25) nolu esitlikte verildigi gibi hesaplanmaktadir (Hoerl
and Kennard, 1970).

L*=(Br—B)Br— B (25)
(25) nolu esitlikte verilen bu uzakligin beklenen degeri alinir ise;

E(L*) = E[(Br — B) Br — B)]
=E[(B-B)Z2(B-B)|+ 2B~ B) 2B~ B)
=c%trace(X X)'ZZ+B(Z—-D ' (Z-Dp
= o2[trace(X X + kI)™! — ktrace(X X + kI)7?%]

+k?B' (X' X + kD)72B

ﬂ'i 4 ! —
:O'ZZ?zlm+kzﬁ (XX+kI) ZB

= y1(k) + vz (k) (26)
esitligi elde edilir.

(26) nolu esitlikteki ikinci bilesen y,(k), Zf’dan B’ya olan uzaklhigin karesini
gostermektedir. k = 0 oldugunda Z = I olacagindan dolay1 y, (k) sifira esit olacaktir.
(26) nolu esitligin birinci bileseni y; (k) ise parametre tahmin edicilerinin varyanslarinin

toplamini gostermektedir.
Br=2ZB=Z(XX)"'X'y
oldugundan, Ridge tahmin edicisinin varyansi

Var(Bg) = Var(Z(X X)7'X'y)
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=ZX' X)X Var(MXX X)~17'
=c2ZX' X)X X(X'X)"1Z'
=cZ(X' X)"17' (27)

seklinde elde edilir. Ridge tahmin edicisinin varyansi, yanliligi ve k parametresi

arasindaki iliski Sekil 4.2°de verilmistir.

MEAN SQUARE ERROR PURNCTIONS

e — . l _[____| - _];_ | ..._|__ T =

URIT »{1/SICMA 53]

3z N Y S N— - —

Sekil 4.2. Hata kareler ortalamasi fonksiyonlar1 (Hoerl and Kennard, 1970).

Sekil 4.2°de yatay eksen k degerlerini gosterirken dikey eksen ise varyans
degerlerini gostermektedir. Yatay eksene paralel olan ¢izgi ise en kiiglik kareler tahmin
edicisinin hata kareler ortalamasi degerini gostermektedir. En kicuk kareler tahmin
edicisi yansiz bir tahmin edici oldugu i¢in hata kareler ortalamasi degeri varyans
degerine esit olmaktadir. Ayrica en kiiclik kareler tahmin edicisinin varyans degeri
k ’nin bir fonksiyonu olmadigi i¢in degisen k degerlerine karsilik varyansi sabit
kalmaktadir. k’nin artan fonksiyonu olarak ifade edilen egri Ridge tahmin edicisinin
yanlilik degerini gostermektedir. Ayrica azalan bir fonksiyon gosteren egri ise Ridge

tahmin edicisinin varyans degerini gostermektedir.
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Hoerl ve Kennard (1970) yaptiklari ¢alismalarinda ortogonal olan X'X matrisi
icin yanlhilik parametresi olan k degeri sifira yaklastikca y, (k) fonksiyonunun —2ko?
gibi negatif bir tiireve sahip oldugu ve X'X matrisi ortogonallikten uzaklastikga ise tiirev
degerinin —oo degerine yaklastigini gostermislerdir. Diger yandan k degeri sagdan

sifira yaklastik¢a y, (k) fonksiyonu orjin etrafinda sifirdir.

Bu ozellikler k > 0 oldugunda yani ¢ok az bir yanlilik karsiliginda varyans
degerinde 6nemli Olgiide azalma saglayacak ve en kiglk kareler tahmin edicisinden
daha kiiciik hata kareler ortalamasi degerine sahip Ridge tahmin edicileri bulunabilecegi

sonucunu desteklemektedir (Hoerl and Kennard, 1970).
4.1.4. Ridge tahmin edicisinde yanhhk parametresi k’nin se¢imi

Yanlilik parametresi olan k’nin se¢imi elde edilen Ridge tahmin edicisinin ¢oklu
i¢ iligki problemi ile ne derecede basa ¢ikacagini belirlediginden dolay1 onemli bir
konudur. Ayrica k parametresi tahmin edicinin ne kadar yanl olacagini belirledigi i¢in
bu parametrenin sifira yakin bir deger olarak segilmesi yaygin olarak kullanilmaktadir.
Yanlilik parametresi olan k’nin se¢imi i¢in bir ¢ok yontem onerilmistir. Bu yéntemler
grafiksel yontemler ve analitik yontemler olmak iizere iki gruba ayrilabilir. Bu
calismada grafiksel yontemler arasinda yaygin olarak kullanilan Ridge izi yontemi

tartigilacaktir.

4.1.4.1.Ridge izi ydntemi

Ridge izi yontemi yanlilik parametresinin se¢imi i¢in kullanilan grafiksel bir
yontemdir. Ridge iz her bir regresyon katsayisinin k’nin farkli degerlerine karsilik
gelen degerlerinin grafiksel bir gosterimidir. Marquart ve Snee (1975)’e gore Ridge izi
yonteminde dikkat edilmesi gereken Onemli bir nokta, bir karigikligin meydana
gelmemesi icin bu yontemde 10’dan fazla regresyon katsayisinin grafikte

gosterilmemesi gerektigidir.

Ridge izi yonteminin g¢alisma prensibi grafikte gosterilen regresyon
katsayilarinin sabitlesmeye basladigi en kiiglik k degerinin secilmesi seklindedir. Hoerl

ve Kennard (1970), k degerinin 0 < k < 1 araliginda olacagini 6nermislerdir. Ridge izi
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yonteminde k yanlilik parametresinin se¢imi arastirmacidan arastirmaciya degistigi i¢in
bu durum bir dezavantaj yaratmaktadir. Bu sorunu agmak i¢in daha sonra analitik

yontemler gelistirilmistir.

4.1.4.2.Analitik yontemler

Ridge izi yonteminde yanlilik parametresi olan k’nin se¢imi arastirmacidan
arastirmaciya degistigi i¢in daha objektif olan analitik yontemler dnerilmistir. Onerilen

bu analitik yontemler MSE degerinin minimum yapilmas1 esasina dayanmaktadir.

e Hoerl, Kennard (1970), yanlilik parametresinin se¢imi igin asagidaki istatistigi
onermislerdir. Burada ama¢ Ridge tahmin edicisinin EKK tahmin edicisinden

daha kiiciik MSE degerine sahip olacagi k degerinin belirlenmesidir.

R s?

kyg =

&1271ax
e Mallows (1973), asagida verilen esitligi minimum yapacak sekilde segilen k
degerinin uygun k degeri olarak secilebilecegini dnermistir.

SSE (k) , o)
C = 2 —n+ 2+ 2trace[X(X X+ kI)7'X']

e Theobald (1974), her S icin E[(fz — B) S(Bx — B)] beklenen degerinin,
E [(B — ﬁ),S (E - ,8)] beklenen degerinden daha kiiclik olacak sekilde yanlilik

parametresinin segimini

N
| @\
N

=
=

=
3
Il

olarak onermislerdir.

e Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975), k’nin uygun degeri i¢in Ridge tahmin

2
« e e . - .« . . . g - . . .
edicisinin MSE degerini minimum yapan k; = — degerlerinin harmonik
as

4

ortalamasi olan

N

S

Br

i~

kykp =

=

degerini onermislerdir.
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e Moc Donald ve Galarneau (1975),
BrBr =B B — o*trace(X X)™!
olacak sekilde k yanlilik parametresini se¢gmeyi 6nermislerdir.
e Lawless ve Wang (1976), bayesian yaklasimla yanlilik parametresinin se¢imini

__ps’
CBXXp

kLW

olarak onermislerdir.
4.2. Temel Bilesenler Regresyonu

Temel bilesenler regresyonu c¢oklu i¢ iliski problemiyle basa c¢ikmak igin
kullanilan yanli regresyon yontemlerinden birisidir. Temel bilesenler regresyonu iyi
yorumlanabilir regresyon modelleri kurabilir fakat bunun igin O6zellikle agiklayici
degiskenler ¢ok fazla oldugu durumlarda ¢ok fazla hesaplama gerektirmektedir. Temel
bilesenler regresyonu coklu i¢ iliski problemini ¢dzebilir ve aciklayict degiskenlerin
sayisint azaltabilir.  Temel bilesenler regresyonu agiklayict degiskenlerin lineer
kombinasyonlarin1 alarak ¢oziim yaptig1 icin bu yontem temel bilesenler analizi ile
coklu lineer regresyon yonteminin bir kombinasyonudur (Varmuza and Filzmoser,
2009).

Temel bilesenler regresyonu agiklayict degiskenler yerine aciklayic
degiskenlerden elde edilen temel bilesenleri kullanmaktadir. Elde edilen temel
bilesenler iliskisiz olduklarinda bu temel bilesenler arasinda ¢oklu i¢ iliski problemi
gorulmez. Eger regresyon analizinde biitiin temel bilesenler kullanilirsa elde edilen
regresyon denklemi en kiigiik karelerde elde edilen denkleme esit olur. Fakat temel
bilesenler regresyonu yardimiyla hesaplanan en kiiciik kareler tahmin edicisi orijinal
veri ile hesaplanan en kuguk kareler tahmin edicisine gore daha duragan olabilir (Flury
and Riedwyl, 1988).

Bu bolimde temel bilesenler regresyonu, regresyon denkleminden silinecek
temel bilesenlerin belirlenme yontemleri ve diger yanl regresyon yontemleriyle iliskisi

incelenecektir.

(28) nolu esitlikte verilen standart regresyon denklemini diisiinelim.
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y=XB+¢ (28)

Burada y; n gozlemli bagimli degiskenler vektorii, X; nxp tipinde agiklayici
degiskenler vektorii, B ; regresyon katsayilarinin vektorii ve €; hata terimlerinin
vektorudir.  Literatiirde temel bilesenler regresyonunda agiklayici degiskenlerin
standartlagtirildigr  varsayilmaktadir. Bu yilzden X'X agiklayici degiskenlerin

korelasyon matrisi formundadir.

Her bir gozlem i¢in temel bilesenlerin degerleri (29) nolu esitlikte verildigi

gibidir.
Z=XxA (29)

(29) nolu esitlikte Z matrisinin (i, k)’inci eleman1 i’inci bilesen i¢in k’inc1 temel
bilesenin degeridir ve A; pxp tipinde bir matristir. A matrisinin k’inc1 siitunu X'X
matrisinin k ’inc1 0zvektorinl ifade etmektedir. A matrisi ortogonal oldugundan
dolay1, XB vektori XAA' B = Zy olarak yeniden yazilabilir. Burada y = A'B
seklindedir. (28) nolu esitlikte X yerine Zy yazilirsa temel bilesenler regresyonu
(30) nolu esitlikteki gibi elde edilir.

y=2Zy +¢ (30)
Indirgenmis temel bilesenler regresyon modeli (31) nolu esitlikte verildigi
gibidir.
Y=ZpVm~+ Enm (31)

(31) nolu esitlikte verilen y,,; ¥ vektoriinin m tane elemaninin olusturdugu alt
klimesinin vektoridir. Z,, ise nxm tipinde Z matrisinin siitunlarinin alt kiimesinin
olusturdugu matristir. (30) nolu esitlikteki ¥ ’nin tahmini i¢in ilk olarak en kii¢iik
kareler tahminleri elde edilir daha sonra ise bu tahminler (32) nolu esitlikte yerine
konularak B regresyon katsayilari vektorii hesaplanir. Bu durumda elde edilen B
tahminleri (28) nolu denklemle direkt olarak elde edilen en kiicuk kareler tahminine
esittir (Jolliffe, 1982, 2002).
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B = Ay (32)

Orijinal acgiklayict degiskenler yerine temel bilesenlerin kullanilmasi yeni bir
fikir degildir (Hotelling, 1957; Kendall, 1957). Temel bilesenlerin kullanilmasinin
bircok avantaji vardir. Ilk olarak, Z matrisinin siitunlar1 ortogonal oldugundan (30)
nolu denklemden ’nin hesaplanmasi (28) nolu denklemden B’nin hesaplanmasindan

daha kolaydir. (33) nolu esitlikte ¥ ‘nin hesaplanist verilmistir.
v=E@2D)7'Zy=L7"Zy (33)

1
Burada L matrisi lk/2 elemanlarindan olusan diagonal matristir. ~ Burada

tanimlanan [, ’lar ise X’'X matrisinin en biylk k’inc1 6zdegeridir. Ayrica, regresyon
denklemi agiklayict degiskenler yerine temel bilesenler kullanilarak hesaplanirsa temel
bilesenlerin regresyon denklemine katkisi orijinal agiklayici degiskenlerin katkisina
gore daha kolay yorumlanabilir. Temel bilesenlerin iliskisiz olmasindan dolay1, bir
temel bilesenin tahmin edilen katsayis1 ve katkisi regresyon denklemindeki diger temel
bilesenlerden etkilenmez. Fakat orijinal agiklayict degiskenler igin katsayilar ve
katkilar regresyon denklemine yeni agiklayic1 degiskenler eklendiginde ya da
denklemden aciklayict degisken silindiginde 6nemli dl¢giide degisebilir. Coklu i¢ iliski
meydana geldiginde genellikle bu durumla karsilasilmaktadir. Coklu i¢ iligki bir
problem olarak goriilmediginde orijinal aciklayict degiskenler yerine temel bilesenlerle
yapilan regresyon, hesaplama ve yorumlama ag¢isindan avantajlara sahiptir. Coklu ic
iliski meydana geldiginde temel bilesenler regresyonun en biiyiik avantaji; ozellikle
kiigiik varyansa sahip temel bilesenlerin alt kiimesi silindigi zaman B’nin daha duragan
tahminleri elde edilebilir (Jolliffe, 2002). Bunu goérebilmek icin (32) nolu esitlikte (33)

nolu esitlik yerine yazilirsa;
B=AZ2)'Zy (34)
=AL%Z'y
= AL72A'X'y

=Y _ laaX'y (35)
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Burada I, L? nin k’mc1 diagonal elemanidir ve a; ise A matrisinin k ’mc1

stitunudur. (X X)~! matrisinin spektral ayrigimu kullanilarak,
B=XX)"Xy

yardimiyla (35) nolu esitlik direkt olarak tiiretilebilir. Regresyon analizinin klasik
varsayimlarindan biri y vektoriinlin elemanlarinin iliskisiz olmasi ve aynmi varyansh
olmasidir. B’min varyans-kovaryans matrisi (34) nolu esitlik yardimiyla (36) nolu
esitlikteki gibi elde edilir.

Var(B) = Var(A(Z' 2)71Z'y)
=AZZ) ' ZVar(y)Z(Z )14’
=02 A(Z2)1Z22(Z272)14
=02 A(Z' 2) A’
= 0?AL%A’
= a2 Y0 _ i lagay (36)

Bu anlatim coklu i¢ iliskinin B vektoriiniin elemanlar icin nasil biiylik varyans
tirettigini acik bir sekilde ifade etmektedir. Coklu i¢ iligki problemi ortaya cikarsa,
temel bilesenlerin daha kii¢iik varyans degerlerine sahip olduklar1 goriiliir. Diger bir
ifade ile sirasiyla temel bilesenlerin [, degerlerinin monoton bir sekilde azalmasidir.
Dolayisiyla da [;* ¢ok biiyiik degerler alir. Bundan dolay1 da (36) nolu esitlikten ¢ok
kiglk ozdegerlerle iliskili olan temel bilesenlerin varyans degerleri ¢ok biyik olur
(Jolliffe, 2002).

Bu etkiyi azaltmanin bir yolu (35) nolu esitlikte ¢ok kiiciik [, degerine karsilik
gelen terimlerin silinmesidir. Bu yolla elde edilen bir tahmin edici (37) nolu esitlikte

verilmistir.

B=Yr i laga X'y (37)
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Burada [, 41, L2, - I, GOK Kiglk dzdegerlerdir.  Bu y 'min son (p —m)

elemaninin sifira esit olmasina denktir.

P tahmin edicisinin varyanst,

-3

m m
[ a;a;X'X z i la,a,

seklinde hesaplanmaktadir.

X'X matrisinin spektral ayrigimmi (X X = > lhaha'h) varyans ifadesinde

yerine yazarsak;

P m m
Var(B) = o* Z Z Z L ajajapa,agay

h=1,2,...,p igin a, vektorleri ortonormal oldugundan dolay1 h = j = k oldugunda
varyans (38) nolu esitlikteki gibi hesaplanir.

Var(B) = o® Xy L' aay, (38)

Ilk m tane dzdegerden higbirisi ¢ok kiigiik degilse, (35) nolu esitligin diagonal
elemanlar1 ile gosterilen varyanslarin higbirisi biiyiik olmayacaktir. (37) nolu esitlikte
verilen B tahmin edicisinin varyansindaki azalis 8’nin varyansi ile kiyaslandiginda 8
tahmin edicisinin yanlilik degerinin varyanstaki azalis1 karsiladig1 goriilmektedir. Eger
coklu ig¢ iligki ciddi bir problem ise varyanstaki azalig 6nemli olabilir, halbuki yanlilik
nispeten kicuk olabilir. Aslinda, silinen elemanlara karsilik gelen y’nin elemanlari

genellikle sifirsa, yanlilik ortaya ¢ikmayacaktir. Bu durum asagidaki gibi 6zetlenebilir.

p
B=B- ) L'aaXy, E@)=8

k=m+1

ve
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P P
E Ilaa, Xy = z Ilaa, X'XB
k=m+1 k=m+1

= Z£=m+1 apa; B

En son verilen terim E (E) # f oldugundan dolay1 sifirdan farklidir. Diger bir
ifade ile, kugUk 6zdegerlere karsilik (35) nolu denklemden silinen terimler veya y’nin
anlamsiz olan elemanlar: ¢ikarilarak da yanlilik ortadan kaldirilabilir. Burada onemli
olan hangi elemanlarin sifirdan farkli oldugunun bulunmasidir. Bu durumda degisken
segme problemi karsimiza ¢ikar. Burada degisken olarak bahsedilen temel
bilesenlerden ¢ok orijinal agiklayici degiskenlerdir. Bunun i¢in iyi bilinen degisken
secme yOntemleri kullanilabilir (Draper and Smith, 1998; Jolliffe, 2002).  Temel
bilesen regresyonuna iligkin (30) ve (31) nolu esitlikler (28) nolu dogrusal modelde ve

(39) nolu denklemde tahmin edilen B degerine esittir.

B=Yylilaa X'y (39)

Burada M degeri agiklayici degisken sayisi p’nin herhangi bir alt kiimesidir.
Temel bilesenler regresyonunun genel taniminda M ilk p saymin herhangi bir alt

kimesi olabilir.

n = p oldugu ve X matrisini p rankli oldugu varsayimi yapilirsa, X matrisinin

tekil deger ayrisimi asagidaki sekilde gosterilebilir.
X =ULA

Burada, kullanilan A ve L matrisleri (29) ve (33) nolu esitliklerde
tammlanmistir.  Ayrica U matrisinin = siitunlart X'X matrisinin = sifirdan  farkh

Ozdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerinden olugsmaktadir.

Bu yiizden X8, ULA' B = U§ seklinde yeniden yazilabilir. Burada, § = LA'B
seklindedir, bu yiizden B = AL718 olur. B = AL™'6 olmasma neden olan 6 ’nmn en

kicuk kareler tahmin edicisi,

S=UWy=Uy
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seklindedir.
Y ve & arasindaki iliski,
y=AB=A(AL"18) = (AAL 16 =L"1§
esitliginde kolaylikla goriilmektedir.
4.2.1. Temel bilesenler regresyonunda bilesenlerin se¢imi icin yaklasimlar

Coklu i¢ iligkinin neden oldugu biiyiik varyans problemini ortadan kaldirmak
icin temel olarak varyans degeri kiiciik olan bilesenler silinebilir. Fakat ayn1 zamanda,
bagimli degisken y ile yiliksek korelasyona sahip bilesenlerin silinmesi istenmeyen bir
durumdur. (39) nolu esitlikte verilen M degerinin sec¢ilmesindeki bir yaklasim varyansi
belirli bir degerden kiiciik olan biitiin bilesenlerin silinmesidir. Burada bahsedilen
degerin se¢imi keyfidir. Fakat korelasyon matrisiyle ilgilenildiginde 6zdegerlerin
ortalamast 1 ise bu degerin 0.01 ile 0.1 araliginda secilmesi pratikte uygun

gorulmektedir.

Bu degerin se¢imi i¢in daha karmasik bir yol ise p tane agiklayici degisken igin

varyans sisirme faktorlerine (VIF) bakmaktir. Standartlastirilmis  degiskenler

kullanildiginda j’inci degisken i¢in VIF degeri i /02 olarak tanimlanmaktadir. Aymni

zamanda j’inci degiskenin VIF degeri (X' X)~1 matrisinin j‘inci kosegen elemanina
esittir (Marquardt, 1970). Buradaki ¢; degeri 'nin en kiigiik kareler tahmin edicisinin
j’inci elemaninin varyansidir. Eger biitiin degiskenler iliskisiz ise VIF degerleri 1°e
esittir. Eger coklu i¢ iligki meydana gelirse, coklu i¢ iliskiye neden olan degiskenlerin
VIF degerleri ¢ok biiyiik olacaktir. (35) nolu esitlikteki son birkag terimin silinmesiyle
elde edilen yanh tahmin edicilerin VIF degerleri azalacaktir. VIF degerleri istenilen
seviyede olana kadar silme islemine devam edilir. Bir degiskenin VIF degeri o
degisken ile diger (p — 1) agiklayici degisken arasindaki R? degeri ile iliskilidir.
Bundan dolay1 da VIF degerinin ne kadar kiiciik secilecegi de R? degeri ile
iliskilendirilebilir.  Ornegin, VIF degerleri 10’dan biiyiik ise R? degeri 0.90’dan
buyuktdr (Hill et. al.,1977).
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Bazi arastirmacilar (Hocking, 1976; Mosteller and Tukey, 1977; Gunst and
Mason, 1980) regresyon denkleminde yer alacak temel bilesenlerin se¢imini varyans
indirgeme temelinde tartismiglardir. Fakat, Jolliffe (1982) tarafindan verilen Grnege
bakildiginda diisiik varyansh bilesenler tahmin degerine sahip ise bu gibi prosedirler
tehlikeli olabilir. Ayni zamanda Jolliffe bu tip 6rneklerin pratikte yaygin olmadigini not
etmistir. Berk’s 1984 yilinda 6 veri seti ile yaptig1 ¢alismasinda tam ters bir sonug
bulmustur. Fakat kullandig1 veriler agiklayici degiskenler ile bagimli degisken arasinda
giiclii pozitif korelasyonun oldugu 6zel verilerdir. Bu gibi durumlarda, ilk temel bilegsen
aciklayict degiskenlerin agirliklandirilmis ortalamasidir ve agirliklar pozitiftir, ayrica

bagimli degisken agiklayici degiskenler ile pozitif yonde iligkilidir.

Temel bilesenlerin varyanslarin biiyiikliigiine gore secilmesinin aksine diger bir
yontem regresyon denklemindeki her bir bilesenin bagimsiz katkisin1 Olgen t
istatistiginin kullanilmasidir. Mason ve Gunst (1985) yaptiklari ¢aligmalarinda diisiik
varyansa sahip temel bilesenlerin t istatistiklerinin yiliksek varyansa sahip temel
bilesenlerle karsilastirildiginda indirgeyici giice sahip olduklarini gostermislerdir.
Varyansa dayali se¢im ile t testine dayali se¢im arasindaki ortak nokta ise en kigik
varyansa sahip temel bilesenden baslayarak sirasiyla en kiiciik varyansa sahip

bilesenlerin silinmesidir (Mason and Gunst, 1985).

Hill ve arkadaslar1 (1977) regresyon denkleminden silinecek temel bilesenlere
karar vermek igin cesitli yontemler onermislerdir. Onerdikleri dnemli iki kriter vardir.
Birinci kriter B’y1 B’ya yaklastirmak, ikinci kriter ise, y’nin tahminini y degerine yada
E(y) degerine yaklastirmaktir. Birinci durumda fB’nin tahmini ile ilgilenilirken ikinci

durumda ise y’nin tahmini ile ilgilenilmektedir.

Ozel olarak, birinci kriterin saglanmasi icin iki yol vardir. Bunlar literatiirde
zayif ve giiglii olarak siniflandirilmaktadir. Zayif olan kriter Wallace (1972) tarafindan
onerilmistir. Wallace gore, tr[MSE (B)] < tr[MSE(B)] oldugunda B8, B’ya tercih
edilir. Bunun anlamu 8 ile B arasindaki beklenen 6klidyen uzaklik B ile B arasindakine
gore daha kiiciik oldugunda B tercih edilir. Giiglii kriter ise sifirdan farkli p elemanl

her ¢ vektdrii icin MSE (c'B) < MSE(c'B) kosuluna dayanmaktadir.
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Ikinci kriterin saglanmasi icinde yine iki farkli yol nerilmistir. Bunlardan ilki

Wallace (1972) tarafindan Gnerilmistir.  Wallace asagidaki kosul saglamirsa B°y1, B’a
tercih etmektedir.

E[(XB —XB)'(XB — XB)] < E[(XB — XB)' (XB — XPB)]

Alternatif bir MSE kriteri olarak tahmin edilen y degeri ile gercek y degeri

arasindaki uzakliga bakilir. Eger,

E[XB — y)'(XB — )] < E[(XB - y) (XB — )]

kosulu saglaniyorsa B, B’ya tercih edilir.y = X + & ifadesi yerine yazilirsa,
E|(XB -y) (XB - )| = E[(XB — XB) (XB — XB)]| + no?

elde edilir. Ik bakista, ikinci kriterin birinci kritere esit oldugu goriiliir. Fakat, o2

bilinmediginde denklemler sirastyla 8, B kullamlarak olusturuldugunda fakli tahminler
elde edilebilir.

Gunst ve Mason (1979), farkli regresyon denklemlerini karsilastirmak igin
tahminlerin birlestirilmis MSE degerlerini ele almiglardir. Friedman ve Montgomery
(1985), Gunst ve Mason (1979) tarafindan Onerilen potensiyel gozlemlerin tahmin
yeteneklerinin ortalamasini kullanmak yerine her bir gbzlemin tahmin yeteneklerinin

kullanilmasini 6nermislerdir.

y’nin gozlenen ve beklenen degerlerini karsilastirmanin diger bir yolu ¢apraz
gecerlilik yontemidir.  Martens (1995) temel bilesenler regresyonunda kag tane

bilesenin bulunduguna karar vermek i¢in bu kriteri kullanmistir. Bu kriter,

n
Z()’i - f’M(i))2
i=1

seklindedir. Burada Yy, X; matrisinin (X matrisinin i’inci sGtunu silinerek elde

edilen matris) kullanilmasiyla olusturulan temel bilesenler regresyonundaki y;

degerlerinin tahminini ifade etmektedir. Tiim temel bilesenlerin hesaplanmasi i¢in
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gbzlem degerlerinin sirasiyla silindigi bir algoritma vardir. Bu algoritmada korelasyon

matrisi yerine kovaryans matrisi kullanilmaktadir.

Temel bilesenlerin silinmesindeki diger bir yaklasim Lott (1973) tarafindan
Onerilmistir. Bu yaklasima gore, varyans ve yanlilik ayni anda hesaba katilmaktadir.

Bu yaklasimda temel olarak diizeltilmis ¢oklu belirlilik katsayis1 hesaplanmaktadir.

_ 1 n-1)

S ) A

Bu yaklagima gore secilecek en iyi alt kiime diizeltilmis g¢oklu belirlilik
katsayisin1 maksimize eden kiimedir. Lott yaptig1 kisith simiilasyon ¢aligmalarinda bu

basit prosediiriin ¢ok iyi ¢alistigini gostermistir.

Temel bilesen regresyonunda olmasi gereken aciklayic1 degisken sayist M’nin
belirlenmesine yonelik karar vermek oldukc¢a zordur. Varyansin biiyiikliigline gore
M’nin belirlenmesi tavsiye edilmeyen bir yontemdir. Kiicuk varyansa sahip temel
bilesenlerin kullanilmasi da tehlikeli olabilir. Clnku bunlar tahmin edilen regresyon

denkleminde duragan olmayan sonugclar verebilir.

Temel bilesenler regresyonu en kiiciik kareler regresyonunun basaramadigi
coklu i¢ iliski problemi ile basa g¢ikabilmektedir. Bunun sonucunda regresyon

katsayilarinin duragan olmamasi durumu ortadan kalkar.
4.3.  Kismi En Kiguk Kareler
4.3.1. Kismi en kiiciik karelerin elde edilisi

Kismi en kiigiik kareler yontemindeki temel fikir ortogonal gizil degiskenler
yardimiyla X matirisi ile Y matrisi arasindaki iliskiyi bulmaktir. Kismi en kii¢iik
kareler yonteminin ilk adiminda X ve Y matrisleri arasindaki kovaryansi maksimum

yapacak sekilde ortogonal gizil degiskenler hesaplanir (Garthwaite, 1994).

Iki veri seti (degiskenler blogu) arasindaki iliskiyi modellemek icin lineer
olmayan kismi en kiiciik kareler algoritmasinin genel yapisi su sekilde verilmektedir. X

matrisi n boyutlu degiskenler uzayinda ilk veri setini (blogu) benzer sekilde Y matrisi
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m boyutlu degiskenler uzayinda ikinci veri setini (blogunu) gdsterdigi varsayilir. Kismi
en kiigiik kareler skor vektorleri yardimiyla bu iki veri seti (blogu) arasindaki iliskiyi
modellemeye ¢alisir. Her bir degisken blogunda n gézlem elde edildikten sonra, kismi
en kiiciik kareler sifir ortalamali X matrisini ve sifir ortalamali Y matrisini asagidaki
sekilde ayrigtirir.

X=TP +E

Y=UQ +F (40)

Burada, T ve U matrisleri nxp tipinde hesaplanan skorlarin matrisidir. nxp
tipindeki P matrisi ve mxp tipindeki Q matrisi de yuklerin matrisini gostermektedir.
Ayrica E ve F matrisleri sirasiyla nxN ve nxM tipinde rezidl matrislerini
gostermektedir. (40) nolu esitlikte gosterilen ayristirma 1989 yilinda Martens ve Naes
tarafindan derinlemesine incelenmistir. Kismi en kiigiik kareler yonteminin klasik
formu lineer olmayan yinelemeli kismi en kiigiik kareler (NIPALS) algoritmasina
dayanmaktadir. Kismi en kiigiik kareler yontemi agagidaki esitligi saglayacak sekilde w

ve c yiik matrislerini bulmaktadir.
[cov(t,w)]* = cov[(Xw, Y¢)]? = max|,=|sj=1 [cov(XT,¥s)]? (41)

Yukarida verilen esitlikte cov(t,u) = t u/n skor vektorleri olan t ve u
arasindaki kovaryansi tanimlamaktadir. NIPALS algoritmasi y uzayindaki herhangi bir
u skor vektorii ile baglar ve yakinsama saglanana kadar asagidaki adimlar dizisini tekrar

eder.

1) w=Xu/(uu)
2) lwll -1

3) t=Xw

4) c=Yt/(tt
5) licll -1

6) u=Yc

Eger sadece tek bir tane bagimli degisken var ise u =y olur. Bu durumla

karsilagildiginda ise NIPALS algoritmasinda yakinsama tek iterasyonda saglanir. w
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agirlik vektoriiniin asagida verilen 6zdeger probleminin ilk 6zvektoriine karsilik geldigi

gosterilebilir.
XYY Xw=w (42)

Ayrica benzer olarak, t,u ve c vektorlerinin hesaplanmasi igin O6zdeger
problemleri tlretilebilir. Bu 6zdeger problemlerinden birisini ¢6zen bir arastirmaci
NIPALS algoritmasinda tanimlanan iligkileri kullanarak skor ve agirlik vektorlerini

hesaplayabilir (Rosipal and Kramer, 2006).

Kismi en kiigiik kareler modeli klasik NIPALS algoritmasin1 ya da ¢ekirdek
algoritmay1 kullanarak hesaplanabilir. Fakat bunun farkli yollar1 da vardir. Bunlardan
birisi  Hoskuldsson (1988) tarafindan gosterilmistir. Bu algoritmalar ardigik
algoritmalardir. Bu algoritmalarda bir gizil vektor bir seferde hesaplanir ve siradaki

gizil vektoriin hesaplanmasi i¢in X ve Y matrisleri indirgenir.

Genellikle PLS algoritmasinda her bir gizil vektor hesaplandiktan sonra X ve Y
matrislerinin her ikisi birden indirgenir. Fakat, HOskuldsson (1988) Y matrisini
indirgemenin istege bagl oldugunu gostermistir. Lindgren ve arkadaslar1 bu avantaji
kullanarak sadece X matrisini indirgeyerek daha hizli ¢ekirdek algoritmayi
tamimlamuglardir (Dayal and MacGregor, 1997). Bu algoritmalar ilerleyen bélimde

daha ayrintili bir sekilde incelenecektir.

Fakat kismi en kiigiik kareler regresyonunda kullanilan algoritmalara gegmeden
once X ve Y matrislerinin her ikisini birden indirgemek yerine bunlardan sadece
birisinin indirgenmesinin yeterli oldugunun ispatin1 verelim (Dayal and MacGregor,
1997).

Ispat1 yapabilmek i¢in éncelikle indirgeme isleminin nasil yapildigin1 gdsteren

asagidaki esitligi bilmemiz gerekmektedir.
Xar1 = Xq — tap,a (43)

Yor1 =Yq— taq;l (44)



40

Indirgeme islemini nasil yapilacagini tanimladiktan sonra asagida verilen

esitligin saglandigin1 gostermeliyiz.
X’a+1Ya+1 = X:zYa+1 = X’a+1Ya (45)
(43) ve (44) nolu esitlikler kullanilarak X a +1Y a+1 asagidaki sekilde genisletilebilir.
Xgi1¥ar1 = Ko — tp0) (Vo — toqa)
= Xa¥a — XataQa — Pata¥a + Patatada (46)
= Xa¥a — XataQa — Pata¥a + Pabatata

Kismi en kiiciik karelerde kullanilan q, ve p, vektorlerine iliskin birimler

sirastyla (47) ve (48) da verildigi gibi hesaplanmaktadir.

Yata
fa = (47)
Xata
Pa = toty (48)
(47) ve (48) nolu esitlikleri yeniden diizenlersek
t,aYa = qil(t,ata) (49)
Xilta = (t;lta)pa (50)

(49) ve (50) nolu yeni esitlikleri elde ederiz.

I.  Istege bagli olan Y matrisinin indirgenmesinin ispati (50) nolu esitligin (46) nolu
esitlikte yerine konulmasiyla elde edilir.
Xai1¥ar1 = Xa¥a = PaGa(tata) — Pata¥a + Pada(tats)  (51)
= Xo¥a — PataYa
= (Xa — Pata)Va
= (Xo — taPa)'Ya
=X ;1+1Ya
Il.  Istege bagl olan X matrisinin indirgenmesinin ispat1 (49) nolu esitligin (46) nolu

esitlikte yerine konulmasiyla elde edilir.
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Xor1¥ar1 = Xa¥o — XotoQa — Pala(tats) + PaGa(taty)  (52)
= Xo¥a — Xataqa
= Xo(Y, — taq,)
= XoYai1

4.3.2. Kismi En Kiiciik Kareler Regresyonu

Regresyon analizi istatistiksel analizin ¢ok 6nemli bir alamidir. Coklu lineer
regresyon analizinde katsayilar vektoriiniin en kiiciik kareler tahmin edicisi yansiz
tahmin ediciler arasinda minimum varyansa sahiptir. Coklu i¢ iligki problemi ile
karsilagildigi zaman katsayilar vektoriiniin varyansi asir1 derecede biiyliimektedir.
Bundan dolay1 en kiigiik kareler yontemine alternatif olarak bircok yanli regresyon
yontemi Onerilmistir.  Yanli regresyon yontemlerinin amaci biraz yansizliktan
vazgecerek tahminlerin hata kareler ortalamasini diisiirmektir. Bu amagla gelistirilen
regresyon yontemlerinden birisi de kismi en kiigiik kareler regresyonudur. Kismi en
kiigiik kareler regresyonu da Temel Bilesenler Regresyonu ve Ridge Regresyon gibi
yanli bir regresyon yontemidir. Bu yOntem regresyon analizi icerisinde kendisine
bircok uygulama alani bulmustur. Kismi en kiicliik kareler yonteminin regresyon

analizindeki gelisimi asagidaki gibi 6zetlenebilir (Kondylis, 2006).

1. Wold (1966,1975): Lineer olmayan yinelemeli kismi en kiigiik kareler
algoritmas1 (NIPALS)

Wold et al. (1983): Tek degiskenli kismi en kiigiik kareler regresyonu (PLS1)
Hoskuldsson (1988): Kismi en kiiciik kareler regresyon algoritmalari

Helland (1988): Kismi en kiigiik kareler regresyonu ve Krylov uzaylari

Stone ve Brooks (1990): Surekli Regresyon

o g > w N

Phatak (1993): Kismi en kiigiik kareler regresyonu ve Lanczos-Conjugate
yontemi

7. Rosipal ve Trejo (2001): Cogaltilmig ¢ekirdek Hilbert uzaylarinda gekirdek
kismi en kiigiik kareler

8. Bastien et al. (2005): Kismi en kii¢iik kareler genellestirilmis regresyon
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Kismi en kiigiik kareler regresyonu ilk olarak bir ¢esit kalibrasyon yontemi

olarak Wold (1975) tarafindan incelenmistir.

Kismi en kii¢lik kareler regresyonu

kendisine kemometri literatiiriinde O6nemli bir yer bulmustur.

Bu yoénteminin

istatistiksel o6zellikleri Wold (1984), Manne (1987), Naes ve Martens (1986), Helland
(1988) ve Stone ve Brook (1990) gibi bir c¢ok istatistikgi ve matematikginin

destekleriyle netlik kazanmaya baslamistir.

Genel olarak PCR ile PLSR benzer yapidadirlar. Her iki yontemde de agiklayict

degiskenler yeni bilesenlere doniistiiriilerek elde edilen bu yeni bilesenlerle bagimli

degisken vektoriine EKK uygulanmaktadir.

Fakat iki yontem arasindaki temel fark;

PCR bilesenleri elde ederken sadece aciklayict degiskenlerden yararlanmaktadir. Bunun

aksine PLS bilesenleri elde ederken agiklayici degiskenlerden yararlanmanin yani sira

bagimli degisken ile maksimum kovaryansi saglayacak sekilde bilesenler liretmektedir

(Naes and Martens, 1986). PLS sirekli regresyonun 6zel bir halidir (Stone and Brooks,

1990). PLS’de kullanilan algoritmaya bagli olarak, yiik vektorleri ortogonaldir yada

skor vektorleri iliskisizdir. PLSR Sekil 4.3’teki gibi 6zetlenebilir.

—

Xear

Calibration set

PL5 with W

g COmponents J

Youl

BT

1
"2
1
Xear
XTsT
Tast gat

-

Foar = Xear &

Fresr =Xresr e £

Sekil4.3. Coklu lineer regresyon yontemi olarak PLS (Varmuza and Filzmoser,

2008).
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e PLS gucli bir lineer regresyon yontemidir.  Ayrica iligkili verilere kars
duyarsizdir ve ¢ok fazla sayida degisken i¢inde islem yapabilir.

e PLS’de model olusturulurken daha az sayida bilesen hesaplanir.

e PLS’deki bilesenlerin sayist model yeterliligine karar verir ve yiiksek tahmin
performansina sahiptir.

Standart PLS’de bilesen skorlar iliskisizdir ve yik vektorlerine karsi
ortogonaldir. Modele bilesen eklenmesi modelin tahmin yetenegini arttirir. Ayrica
modelde bulunmasi gereken degisken sayisi genellikle capraz gecerlilik (CV)
yardimiyla hesaplanir. PLS’de bilesenler elde edilirken y bagimli degiskeni ile yiliksek
derecede iliskili bilesenler olusturuldugundan PLS’deki bilesen sayis1 PCR’a gore daha
azdir. Diger bir yandan PLS modelleri PCR modellerine gore daha az duragandir.
Bunun nedeni ise PLS modelinde daha az varyans acgiklanmasidir. PLS modellerinde
daha ¢ok bilesen kullanilirsa PCR ile benzer sonuclar elde edilebilir.  PLS
algoritmalarinin  karmasik olan kismu bilesenler hesaplanirken adim adim
hesaplanmalaridir.  Bir sonraki bilesen hesaplanirken X matrisinin artik matrisleri
bulunur ve bilesen bu artik matrisi yardimiyla hesaplanir. Bilesen artik matrisinden
hesaplandigindan dolay1 da X matrisi ile iligkili degildir. Ancak x verisine ait PLS-x-
yuklerine ve PLS-x-skorlarina iliskin var olan esitlik de orijinal x verisine ait son
modeldeki regresyon katsayilarini saglar.

Literaturde PLS’den genel olarak belirli kisitlar altinda amag¢ fonksiyonunu
maksimize eden nlmerik bir algoritma olarak bahsedilmektedir. Algoritmadaki amag
fonksiyonu x ve y skorlar1 arasindaki kovaryanstir ve kisit genellikle skorlarin ortogonal
olmasidir.

PLS2 regresyonunda bagimli ve aciklayici degiskenelerin ¢ok degiskenli
olduklar1 varsayilmaktadir. Burada kullanilan X matrisi nxm boyutludur, Y matrisi ise
nxq boyutludur. PLS1 regresyonunda ise bagimli degisken bir vektordir. PLS2
regresyonunda amag mxq boyutlu B regresyon katsayilar1 vektorii yardimiyla (53) nolu
esitlikte gosterildigi gibi X ve Y matrisleri arasinda lineer bir iligski bulmaktir.

Y=XB+E (53)
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Bu iliski direk olarak X ve Y matrislerini kullanmak yerine X ve Y matrislerinin
gizil degiskenler yardimiyla (54) ve (55) nolu esitliklerde goriildiigii gibi modellenmesi
ile bulunmaktadir.

X=TP +Ey (54)
Y=UQ +Ey (55)

Burada T ve U skor matrislerini, P ve Q yuk matrislerini, Ex ve Ey ise artik
matrislerini gostermektedir. T matrisindeki x skorlart agiklayict degiskenlerin lineer
kombinasyonlaridir. Benzer sekilde U matrisindeki y skorlar1 bagimli degiskenlerin
lineer kombinasyonlaridir. Bu skorlar aciklayici degiskenleri ve bagimli degiskenleri
iyi bir sekilde 6zetlemektedir. t;, u;, pj ve q;j sirastyla T, U, P ve Q matrislerinin j’inci
situnlaridir (j =1,2,...,a). Ek olarak x ve y skorlar1 lineer igsel bir iligki ile
birbirlerine baghdirlar. Bu igsel iligki (56) nolu esitlikte gosterildigi gibidir.

u; =d;tj + h; (56)

Burada d; regresyon parametresi ve h; artiklardir. Eger u, ile ¢4 arasindaki
kuvvetli bir iliski var ise, birinci PLS bileseninin skorlar1 y skorlar1 i¢in iyi bir tahmin
edicidir, dolayisiyla bagimli degiskenleri iyi bir sekilde tahmin eder. Genellikle X
matrisi yardimiyla Y matrisinin  modellenmesi igin birden ¢ok PLS bileseni
kullanilmaktadir. Ideal bilesen sayisinin belirlenmesi i¢in birgok yontem vardir. Bu
yontemler ilerleyen boéliimlerde agiklanacaktir. Skorlar arasindaki iligki (57) nolu
esitlikte gosterildigi gibidir.

U=TD+H (57)

Burada D elemanlari dy, dy, ..., d, olan diagonal matristir ve H siitunlar1 h; olan
artik matrisidir. PLS’nin matris gosterimi Sekil4’te verilmistir. Kismi en kiiciik kareler
denmesinin sebebi ise regresyon i¢in x ve y verilerindeki kismi bilginin kullanilmasidir.
PLS1’de y skorlar1 yoktur, bundan dolay1r (57) nolu esitlik (58) nolu esitlik gibi
yazilabilir.

y=Td+h (58)
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Sekil4.4. PLS’nin matris gosterimi (Varmuza and Filzmoser, 2008).
4.3.3. Kismi En Kigcluk Kareler Regresyonunda Kullanilan Algoritmalar

Wold tarafindan gelistirilen kismi en kiigiik kareler algoritmasinin bir¢ok ¢esidi
bulunmaktadir. Bu algoritmalarinin amaci hesaplama hizini arttirmaktir.  Genellikle
algoritmalarda kullanilan yontem daha kullanigh varyans-kovaryans matrislerini ve
iligki matrislerini hesaplamaktir (Lindgren and Rénnar, 1998). Bu algoritmalardan
hangisinin kullanilacagi konusu veri matrisinin sekliyle iliskilidir. Literatiirde NIPALS
algoritmasiyla baslayan kismi en kiigiik kareler regresyonunda bir¢ok algoritma

Onerilmistir. Bu algoritmalarin tarihsel gelisimi asagida verilmistir (Kondylis, 2006).

e Ortogonal skorlar kismi en kii¢iik kareler regresyonu (Wold et al., 1983,1984)
e Ortogonal yiikler kismi en kii¢ciik kareler regresyonu (Martens, 1985)

e Ozvektor algoritmas1 (Hoskuldsson, 1988)

e Helland algoritmasi (Helland, 1988)

e SIMPLS algoritmasi (De Jong, 1993)

e SAMPLS algoritmasi (Bush ve Nachbar, 1993)
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e Cekirdek algoritmasi (Rédnnar, 1994)
e UNIPALS algoritmasi (Glen, 1998)

Bu boliimde amag gelistirilen bazi algoritmalar1 tanitmak ve standart algoritma
olarak bilinen NIPALS (Lineer olmayan yinelemeli kismi en kiigiik kareler algoritmasi)

algoritmasi ile karsilagtirmaktir.

4.3.3.1. Lineer olmayan yinelemeli kismi en Kiiclik kareler algoritmasi (NIPALS)

Literatlirde klasik kismi en kiigiik kareler algoritmasi olarak bilinen bu algoritma
1966 yilinda Herman Wold tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra Wold (1975)
algoritmada bagimli degiskenin ya da degiskenlerinde hesaba katilmasi i¢in algoritmay1
gelistirmistir. NIPALS algoritmasi modelin boyutlarini hesaplamak ig¢in iteratif bir
yontem kullanmaktadir. Bu algoritmanin temel amaci kovaryans matrisini en ¢oklayan
bilesenleri elde etmektir.  Algoritmada bilesenlerin aym1 anda elde edilmeleri
olanaksizdir. Bu ylzden bilesenlerin elde edilebilmesi igin yineleme yoOntemi
uygulanmaktadir. Fakat bagimli degiskenimiz bir tane oldugu durumlarda algoritma
yinelemeli degildir. Algoritmanin yakinsama kriteri istenilen sayida bilesen elde
edilmesi ya da X agiklayici degiskenler matrisinin sifir olmasidir. NIPALS algoritmasi
asagidaki adimlardan olusmaktadir.  Burada oncelikle X ve Y matrislerinin

standartlastirildig1 varsayilmaktadir.

(1) Bagimli degisken sayisi birden ¢ok oldugu durumlarda bagimli degiskenler
matrisinin herhangi bir siitunu baslangi¢c vektorii olarak alinir. Eger bagimli
degisken sayisi tek ise direkt o vektor alinir. (U=y)

(2) X’in u=y Uzerine regresyonundan X ve y arasindaki kovaryansi en ¢ok
aciklayan w agirlik vektorii elde edilir. (w = X ‘u/u'u)

(3) w agirlik vektorii birim uzunluga sahip olacak sekilde dlgeklendirilir. (w,, =
w/llwll)

(4) X matrisinin skorlar1 olan t vektorii hesaplanir. (£t = X wy)

(5) t vektoriin y bagimli degiskenini modellemedeki katkisini agiklayacak ¢ agirlik

vektorl bulunur. (c = u't/t't)
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(6) ¢ agirhik vektdrii birim uzunluga sahip olacak sekilde 6lgeklendirilir. (¢, =
c/llell)

(7) u vektori c agirlik vektorii ile Y nin dogrusal bir kombinasyonu olacak sekilde
hesaplanir. (u,, = Yc,/c,'c))

(8) Algoritmada yeniden hesaplanan u,, vektord ile u vektorii arasinda bi yakinsama
olup olmadigina bakilir. Bu yakinsamay1 test etmek i¢in ||uy - u” / ||uy|| <

107° degerinden yararlanilir. Eger bu deger saglaniyor ise algoritmanin sonraki
adimlarina gecilir, saglanmiyor ise 7. adimda hesaplanan u, degeri 2. adimda
yerine konularak algoritma yeniden isletilir.

(9) X matrisinin t vektorl Uzerine regresyonundan p Yyuk vektorii hesaplanir.
Hesaplanan p ylk vektori, t vektoriiniin agiklayici degisken tizerindeki etkisini
ifade etmektedir. (p = X' t/(t't))

(10) Y ‘nin u vektorl Uzerine regresyonundan ¢ yiik vektorii hesaplanir.
Hesaplanan q yuk vektori, u vektoriiniin bagimli degisken zerindeki etkisini
ifade etmektedir. (q = ¥'u,/(u,'u,))

(11) X ve Y matrisleri igin bilesenler ayri ayri hesaplandigindan, hesaplanan bu
bilesenler arasinda zayif bir iligki meydana gelmektedir. Bu durumu dnlemek
icin Y’nin bileseni u’nun X’in bileseni t (izerine regresyonundan elde edilecek
olan b katsayis1 hesaplanir.  Hesaplanan bu b katsayisi igsel iliskiyi
tanimlamaktadir.

(12) Algoritmada elde edilen bilesenler ve yiikler agiklayicit ve bagimli degiskeni
modelleme de kullanilmaktadir. Bu modelleme i¢in asagidaki ifadeler
kullanilmaktadir.

X=TP Y = BTC'

Ayrica algoritmanin bu adiminda bir sonraki bileseni elde etmek igin
kullanilacak olan artik matrisleride hesaplanmaktadir. Bu hesaplama asagida verilen

sekilde gergeklesmektedir.

X->X-—tp Y - Y — btc’

Bagimli degiskendeki degisimin biiyiik bir kismu agiklandiginda algoritma

sonlandirilir.
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Ilk olarak Hoskuldsson NIPALS algoritmasini bir 6zdeger/6zvektor problemi
olarak ele almigtir. Hoskuldsson NIPALS algoritmasinda hesaplanan skor ve agirlik
vektorlerinin (w, c, t, u), karesel varyans-kovaryans matrislerinin kiimesi i¢in 6zvektor

olarak hesaplanabilecegini asagidaki esitlikler yardimiyla gostermistir.

wa, = (XYY X)w (59)
ca, = (Y XX'Y)c (60)
ta; = (XX YY)t (61)
ua, = (YY' XX)u (62)

Esitliklerde kullanilan a4, a,, a; ve a4 degerlerinin hepsi 6zdegerlerdir. Ayrica
w, c, t ve U matrislerinin her birinin normu bire esittir. (59)-(62) esitliklerinde
kullanilan matrislerin avantaji bu matrislerin boyutlarn ile ilgilidir. (59) numaral
esitlikteki matrisin boyutu pxp, (60) numarali esitlikte kullanilan matrisin boyutu ise
mxm dir. Burada m bagimli degiskenler matrisindeki degisken sayisin1 gostermektedir.
(59) ve (60) esitliklerinde kullanilan matrislerin  boyutlar1 gbézlem sayilarindan
bagimsizdir, bu matrislerin boyutlar1 sadece degisken sayilarina baglhdir. Bu durumun
aksine (61) ve (62) esitliklerinde kullanilan matrislerin boyutlar1 gozlem sayilarina
bagidir. Bu durumda da X ve Y matrislerindeki degisken sayilari matrislerin boyutlarini
etkilememektedir. Sonug olarak, ¢cok fazla gézlemli matrisler ya da ¢ok fazla degiskene
sahip matrisler algoritmanin ¢aligmasi i¢cin dnemli olan tiim bilgiyi igeren kiigiik boyutlu

matrislerle 6zetlenebilir (Lindgren and Ré&nnar, 1998).

Bu algoritmada ortogonallik ¢; vektorlerinin E; artik matrislerinin lineer

kombinasyonlari olarak hesaplanmasiyla saglanir. Yani bir baska deyisle;
ti = Ei_lwi ) Ei =X- Z]l::l t]p} ) EO =X (63)

seklindedir. Burada w; yuk vektorleri ortonormaldir. Cok degiskenli ve tek degiskenli
bir ¢ok kismi en kiiciik kareler algoritmasinda ilk adim ¢; vektorlerinin lineer
kombinasyonlarin1 hesaplayabilmek i¢in w; agirlik vektorlerinin hesaplanmasidir.
Daha sonra X’in t; Uzerine regresyonundan p; yiikleri hesaplanir. m tane faktor

hesaplandiktan sonra asagidaki iliskiler yazilabilir.
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T = XR, (64)
Py =XTpy(TpTm)™ (65)
Rm = Wm(P;nWm)_l (66)

Buradaki ilk m faktér X matrisindeki varyansin bilylk c¢ogunlugunu
aciklamaktadir. (66) nolu esitlik lineer doniisiimler yardimiyla agirlik vektorlerinin iki
seti arasinda baglanti kurmaktadir. (64) ve (65) nolu esitliklerden R, P,,’ nin I, ‘ye

esit olacagi kolayca gorilmektedir.
RinPm = RpX Try(TinTo) ™t = Ton Ty (Tyn o) ™t = Iy (67)

m boyut hesaplandiktan sonra, kismi en kii¢iik kareler ile elde edilen degerler vektorii

T,, ile gosterilebilir. Buradan (68) esitligi elde edilir.
Vois = T(TimTm) Ty (68)
(68) esitliginde T,, yerine XR,,, ve y yerine XB s yazilirsa
Ybis = XRyu(RpX XRyn) 'R X' XBos (69)
esitligi elde edilir. (69) esitligine bakilirsa;
BPis = Rn(RmX XRy) 'RuX'XBous (70)

olarak yazilabilecegi agik¢a goriilmektedir. (64) nolu esitlik (65) nolu esitlikte yerine
konulur ve elde edilen sonug (70) nolu esitlikte kullamlirsa Bpyq icin daha basit bir
ifade asagidaki gibi elde edilir (Yeniay ve Goktas, 2002).

BYs = Rp(RynX XR,,) 1R, X XBovs
= RmP;nBOLS

=W (PmWn) 1PrBoLs (71)

NIPALS algoritmasinda bir baska yaklasim orijinal degisken olarak PLS

faktorlerinin kullanilmasidir. Bu durum kisaca agagidaki gibi agiklanabilir.
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w, (a = 2,3,...,A) agirlik matrislerinin her birisi faktor skorlarini tanimlamak igin

kullanildi. Bu ifade,
t, = X4 1Wga a=1,... A (72)

seklindedir. Burada X, orijinal merkezilestirilmis veri degildir. Indirgenmis X,
matrisinde indirgeme islemi devam ettiginde bilgi kaybi1 artmaktadir bundan dolay1 da
faktorlerin yorumlanmas1 da zorlasmaktadir. Ilk faktorde bazi X degiskenleri
kullaniliyorken digerlerinde daha bagskalar1 kullanilmaktadir. Faktorler ile degiskenler
arasindaki iliski p, yiikk vektorleri tarafinfan daha iyi bir sekilde gosterilebilir. W
agirlik matrisinin kismi en kiigiik kareler regresyon modelinde yiik vektdrlerine gore
daha az kullanildig1 sdylenebilir. Bundan dolay1r da orijinal merkezilestirilmis veri

matrisi X, yerine t, yiik vektorlerinin ifade edilmesi avantajlidir.

t, = XoTa a=1,...A (73)

yada agirlik vektorlerinin matrisi R = [1q, T3, ..., 4] 0lmak Uzere;
T = XoR (74)

seklindedir.  Indirgenmis X matrisleri yardimiyla hesaplanan T faktor skorlari,
standartlastirtlmis X matrislerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.
Indirgenmis X, matrislerinin tamam ve t, faktér skorlart X in siitun uzayinda yer
almaktadir. Bundan dolayr R matrisi T’nin X, Uzerine regresyonundan asagidaki
sekilde elde edilebilir.

R =X{T = (XoXo) XoT = (XoXo) P(T'T)! (75)

Burada P = [p4, P2, ... p4] faktor yukleri matrisini, (-) genellestirilmis inversi ve

(+) ise tek Moore-Penrose inversini gdstermektedir. r,p, = r’i—t":" = tyt,/(taty) =

6, oldugundan dolayr ;

P'R=P (X,X,) P(T'T) =1, (76)
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iligkisi elde edilir.

Burada I, , AxA tipinde birim matris, &, ise Kronecker deltasidir. (76)
esitliginden dolayr R matrisi P matrisinin genellestirilmis inversidir. R matrisi

asagidaki formda yazilabilir.
R=wPw)1! (77)

(75) ve (77) esitliklerindeki inverse matrislerin tam olarak hesaplanmasi PLS-NIPALS
algoritmasi ile bir sekilde azaltilmaktadir. Hoskuldsson asagidaki tekrarlayan iligkiyi
gostermistir (HOskuldsson, 1988).

rq=Wq— (p,a—lwa)ra—l’ a>1 (78)

Bu esitlik 7; = w; ile baslamaktadir. Fakat bu esitlik P'P matrisinin tridiagonal
yapisina baglidir ve sadece bagimli degisken sayis1 bir oldugu durumda dogrudur. (79)
ve (80) nolu esitliklerde verilen giincellenmis formiiller genel formuller olarak kabul
edilebilir.

r,=G,w, a=12..A (79)
Goi1=Gq—ToPa a=12,... A-1 (80)

Bu esitliklerde Gy = I, alinarak islemlere baglanir.  Burada w, agirlik

vektorinln aksine r, vektorii standartlagtirllmamistir.  Bundan dolay1 (73) nolu

esitlikteki t, ve r, vektorleri de normallestirilmemistir (De Jong, 1993).

4.3.3.2. PLS yonteminin istatistiksel olarak esinlenilmis degisikliginin basit bir
uygulamasi (SIMPLS)

Bu algoritma 1993 yilinda De Jong tarafindan Onerilmistir. Bu algoritmanin
diger algoritmalardan farki burada PLS bilesenlerinin ortogonalizasyonudur. SIMPLS
algoritmast skorlar1 indirgenmis X matrisleri yerine orijinal X matrislerinin
kombinasyonlarint kullanarak hesaplamayi amaglamaktadir. Bu yaklasimdan dolay1
algoritma klasik algoritmada elde edilen sonuglardan farkli sonuglar vermektedir. Fakat

bu fark ¢ok kiiciiktiir ve bir ¢ok durumda dikkate alinmaz. Bu kiiciik farkliliga Xy
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matrisinin klasik algoritmadaki yada cekirdek algoritmadaki gibi indirgenmemesi neden
olmaktadir. SIMPLS algoritmasinda onceki bilesenlerden elde edilen yuk vektorleri
lizerine orjinal X'Y matrisi yansitilarak 6zvektor analizi yapilmaktadir. Indirgemedeki
bu farklilik SIMPLS algoritmasi1 ile diger algoritmalar arasinda farklilia neden
olmaktadir (Lindgren and Rannar, 1998).

De Jong tarafindan alternatif olarak Onerilen bu yaklagim klasik PLS
algoritmasinin aksine Once amaci belirler, amag¢ belirlendikten sonra optimizasyon
kriteri olusturulur ve bu kriter optimize edilmeye calisilir. Son adimda ise algoritma
kurulur. Bu yaklasim c¢ok degiskenli istatistikte kullanilan klasik yaklasimdir.
Algoritmanin amaci1 yanli regresyon metotlarinin aksine parametre tahminlerini
duraganlastiran ¥ = XB seklinde bir tahmin modeli bulmaktir.  Standart PLS
metoduyla ayn1 ¢izgide kalmak amaciyla X’in ardisik ortogonal faktorlerini hesaplamak
icin yuk vektorleri t, = X1, seklinde segilir. Bu yiik vektorleri Y’nin u, = Yyq,
seklindeki faktorleri ile arasindaki kovaryans maksimum olacak sekilde hesaplanir.
Onerilen bu dizeltmede R agirlik matrisi direk olarak hesaplanmaktadir. Bu yolla
indirgenmis veri matrislerinin ve W agirllk matrisinin  hesaplanmasindan
kaginilmaktadir. Esitlik (65) ve (66)’da verilen ters matrislerin kesin hesaplanmasindan
kagmilmaktadir. Burada yeni tanimlanan R matrisi esitlik (74) de verilen R matrisi ile
benzerdir. Hesaplanan bu yeni R matrisi standart PLS algoritmasindaki W gibi
normallestirilmis ~ vektorlerini  icermektedir. 71, ve ¢q, aguhk vektorleri

merkezilestirilmis veriden direk olarak asagidaki sekilde hesaplanabilir (De Jong,1993).
t, =X, a=12..A (81)
u, =Yoq, a=12,..4 (82)

Agirlik vektorleri belirlenirken t, ve u, skor vektorleri arasindaki kovaryans
maksimum olacak sekilde bazi kisitlar altinda karar verilmelidir. Ozellikle asagida

verilen 4 kosul ¢6ziimii kontrol etmektedir:

i. Kovaryans maksimize edilmelidir: u,t, = q,(Y(Xo)r, = max!
ii. 7, agirlik vektorii normallestirilmelidir: 1,7, = 1

iii. q, agirlik vektdrii normallestirilmelidir: q,q, = 1
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iv. t skorlar1 ortogonallestirilmelidir: t’bta = 0, a>bicin

Son kisit olmadig1 zaman sadece tek bir ¢6ziim vardir. r; ve q; pxm boyutlu
S = X’OYO capraz carpimlar matrisinin ilk sol ve sag tekil vektorleridir. Fakat, birden
fazla ¢cozlim elde etmek ve X’in ortogonal faktorlerinin bir alt kiimesini olugturmak igin
son kisit olan ortogonallik kisiti eklenmek zorundadir. Bundan dolayi a > b igin

asagidaki esitligin kullanilmasi gerekir.
tyty = t,XoTo = (tyty)Ppra = 0 (83)

Burada py,, orijinal X degiskenleri ile b’inci PLS faktorii arasindaki iliskiyi
aciklayan yiik vektoridir. Esitlik (83)’deki herhangi yeni r, agirlik vektorii onceki
biitiin yiik vektorlerine dik olmak zorundadir. Ornegin; Py_q = [Py, P2, ) Pa—1]’iN
siitunlarina dik olmalidir. P}_, gerekli ortogonal yansitict olmak iizere asagidaki (17)

nolu esitlikte gosterildigi gibidir.
Pi1 =1, = Poq(Pa1Po1)"Poy (84)
Bu esitlikten dolayz;
Ta =Pg4Tq (85)

esitligini yazabiliriz. (84) ve (85) nolu esitlikler dordiincii ortogonallik kisitini
saglamaktadir. q, ve r, icin ¢6zim P,_; lzerine yansitilan Sy in tekil deger
ayrisiminin (SVD) ilk ¢ifti tarafindan verilmektedir. (Ornegin; Pg_,S, matrisinin tekil
deger ayrisimi gibi.) Genellikle a yik vektorleri S, gibi disar1 yansitildiktan sonra

capraz carpim belirtilecektir. Burada S,;
Sa = P3(XoYo) = P3S, (86)

seklindedir. Bu fikir dogrultusunda PLS ¢oziimlerinin nasil elde edileceginin basit
adimlar1 Cizelge 4.1’de Ozetlenmistir. Fakat bir algoritma tanimlamamaktadir (De

Jong,1993).
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Cizelge.4.1. Diizeltilmis PLS algoritmasinin temel konsepti

» Capraz ¢arpimi hesapla: § = XIOYO

a=1,2,...,Aigin;

» a=1icin S matrisinin tekil deger ayrisimmni (SVD) hesapla.

> a>1 icin  S§—P(P'P)"'P'S matrisinin  tekil deger
ayrisimini(SVD) hesapla.

» Agirliklar bul: r=ilk sol singuler vektor.

» Skorlar1 hesapla: t = Xyr

> Yiikleri hesapla: p = X,t/(t't)

> ritvep’yisirasiile R, T, P icgine depola.

» Sonlandir.

» Regresyon katsayilarini hesapla: Bp;g = RT™ Y,

Sa+1 ‘In kendinden Once gelen S,’dan hesaplanmasi uygundur. P,’nin siitun uzayi
lizerine yansimasini basarmak i¢in ortogonal yansimalarin bir dizisi olarak
uygulanacaktir. Bunun i¢in V, = [vq,V,,..,V,] seklinde P, 'nin ortonormal bir
temeline ihtiyag vardir. Vg, P, nin asagidaki esitlikte verildigi gibi Gram-Schmidt

ortonormallestirilmesiyle elde edilebilir.
Vo X Pa— Va1 (Ve 1Pa), 8=2,3,..., A (87)

Bu esitlikte V{ = v{ « p; alinarak baslanmaktadir. Bagimli degisken tek
oldugu durumda ilave olarak bir basitlestirme miimkiindiir. Bu durumda, b < a — 2
icin p;,pa = 0 seklindeki P nin ortogonallik o6zelliklerinden yararlanilabilir. Bu
Ozellikler ortonormal V yiklerine taginabilir. Bundan dolay1, V,_,’ye gore p, nin
ortogonalligi otomatik olarak dikkate alinir ve (87) nolu esitlik asagidaki gibi
basitlestirilebilir.

Vg X Pg — va—l(v;—lpa)' a>1m=1 (88)

[lk « tane yiik vektori tarafindan gerilen alt uzaya yansitilan, P,(P,P,) 1P, V,V, ve

ortogonal tamamlayict P;  iizerine yansitilan I, — VoV, = [11, — vpv,)  Yer
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degistirebilir. Bundan dolayi, V’nin ortogonalligi kullanilarak S, (a=1,2,...,) ¢arpim
matrisleri dikey yonde yansitilan v, yardimiyla surekli olarak indirgenebilir (De Jong,
1993). Bu durum esitlik (89) de verilmistir (De Jong, 1993).

Sa=Sa1—0,(V;S, 1), a1 (89)

SIMPLS algoritmas: ile standart PLS algoritmasi arasindaki temel fark
indirgeme isleminden kaynaklanmaktadir. SIMPLS yonteminde indirgeme islemi daha

biyik boyutlu X, ve Y, matrisleri yerine ¢apraz c¢arpimlar matrisi S, ’'a
uygulanmaktadir. Her S, 'nin ilk singiiler vektor ciftleri iteratif bir yontemle
hesaplanmaktadir. Bu islem sadece ilgilenilen singiiler vektor ciftlerini hesaplama
avantajin1  saglamaktadir.  Genellikle Y degiskenlerinin sayis1 X degiskenlerinin
sayisindan daha kuguktir (m < p). Ornegin, ¢ok degiskenli kimya uygulamalarinda
p yuzlerle ifade edilirken m oldukga az sayida olabilir (5’ten daha kiiglik olabilecegini
sOyleyebiliriz). mxm tipindeki kicuk boyutlu simetrik matris S;,_1Sa_1 in baskin
Ozvektori olarak q,’nin hesaplanmasi etkili olacaktir. Bundan dolay1 da r, asagidaki

sekilde bulunacaktir.
Tq X Sa—lqa (90)

Tek degiskenli Y (=Y) i¢in, S,_1 (= Sq—1) vektord, X degiskenleri ile y degiskeni
arasindaki kovaryans vektorii olacaktir. Burada, s;_1sa_1 = s;l_1sa_1 skaler,q, = 1
ve r, X s,_1 olacaktir. Bundan dolayi, ¢oziim tek degiskenli standart PLS

algoritmasina benzer sekilde iteratif olmayacaktir.

SIMPLS algoritmasinin standart PLS algoritmasindan daha basit bir sekilde
uyguladigi diger bir durum X ve Y matrislerinin merkezilestirilmesidir. ~ Standart
indirgeme islemindeki ilk adim olan merkezilestirme islemini burada uygulamak énemli

degildir.

So, So = X'Y — nx y seklinde hesaplanabilir. Alternatif olarak, So = X,Y, =
X'Y, oldugundan dolay1 sadece Y matrisi merkezilestirilebilir. Genel olarak Y matrisi
iki veri setinden daha kii¢lik olandir. Siklikla da Y matrisi tek siitundan olusur, yani y

vektorudir. X matrisi Xy matrisini verecek sekilde merkezilestirildiginde t, = X1,
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skor vektorleri otomatik olarak merkezilestirilmis olur. Eger X matrisi
merkezilestirilmezse, skor vektorleri ilk olarak Xr, seklinde hesaplanacaktir. Bundan
dolay1r da skor vektorlerinin merkezilestirilmesi gerekir. Skor vektorleri u, = Yq,
seklinde merkezilestirilebilir. Onceki t skorlar1 igin (ty,...,t,_1) U, skorlarinin
ortogonallestirilmesi yararli olabilir.  Bu gerekli olmamasina karsin u skorlar
arasindaki i¢ iliskiyi azaltir ve daha iyi bir yorum i¢in standart PLS algoritmasi ile
benzerlikler saglar. Tablol’de verilen basit konsepte bagli kalinarak standart PLS
algoritmasindan esinlenilerek bazi degisiklikler yapildig: i¢in bu algoritmaya SIMPLS
denilmesi uygun bulunmustur (De Jong, 1993).

SIMPLS algoritmasinin adimlar1 agagida verildigi gibidir.

Q) Yy=Y —ort(Y)

2) § = X'Y,
a=1,., Aicin
(3) g = S'S matrisinin baskin 6zvektori
4)r=35q
(5) t =Xr

6) t =t —ort(t)
(7) normt = Vt't
(8) t = t/normt

(9) r = r/normt

(10)p = X't
(11)q = Yt
(12)u =Y,q
(v =p

Eger a>1 ise
(14v=v-V{¥'p)
(15)u =u —T(T u)

sonlandir.

(16)v = v/Vv'v
17)S=S-v@S)
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(18)r,t,p,q,uvevyi R, T,P,Q,U veV icine kaydet.
sonlandir.

B = RQ’

h = diag(TT) + 1/n

var(X) = diag(P' P)/(n — 1)

var(¥) = diag(Q Q)/(n — 1)

4.3.3.3. Standart PLS algoritmasi ile SIMPL.S algoritmasinin karsilastirilmasi

SIMPLS ve standart PLS algoritmalariin her ikisinde de kovaryans kriteri
maksimize edilir. Burada t, ardisik vektorleri ortogonal olmak zorundadir. Ilk bakista,
iki algoritmada da esit kosullarin saglandig1 garanti edilebilir gibi gériinmektedir. Fakat
A faktorden sonra veri matrisi NIPALS-PLS ile agik¢a X4 = (I, — TT )X, ve SIMPLS
algoritmasi ile dolayl olarak Xo(I, — VV') matrislerine indirgenmektedir. Bu artik
matrisleri farkli olduklar1 igin iki algoritma arasindaki esas fark goriilebilecektir.
Ayrica SIMPLS algoritmasinda faktorler direkt olarak orijinal veri matrisinden
hesaplanmaktadir. SIMPLS algoritmasinda hesaplanan R agirliklar1  PLS
algoritmasinda hesaplanan W agirliklarindan daha basit bir yoruma sahiptir. Buna ek
olarak R agirliklar1 hesaplanirken yukarida da deginildigi gibi ters matrisler
hesaplanmak zorunda degildir. SIMPLS algoritmasinda X matrisinin indirgenme islemi

yapilmadigindan standart PLS algoritmasina gore daha hizlidir (De Jong, 1993).

Bagimli degiskenler matrisi tek boyutlu oldugunda (m=1) her iki algoritmanin
benzer sonuglar verecegi bunun aksine ¢ok degiskenli durumda (m>1) ise sonuglarin

oldukga farkli olacagi goriilmektedir (De Jong, 1993).

4.3.3.4. Evrensel kismi en kiiciik kareler algoritmasi (UNIPALS)

1998 yilinda Glen tarafindan gosterilen bu algoritma kismi en kiiglik karelerin
hesaplanmasinda daha kiiciik varyans-kovaryans matrislerini kullanan ilk algoritmadir.

Bu algoritma UNIPALS olarak bilinmektedir. Bu algoritma mxm boyutlu ¥ XX'Y
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matrisine dayanmaktadir. ¥ XX'Y matrisinin en biiyik o6zdegerine karsilik gelen
Ozvektor Y bagimli degiskenler matrisinin ilk agirlik vektori ¢’ye karsilik gelmektedir.
Bu agirlik vektoriine ve orjinal X ve Y vektorlerine bagli olarak iterasyon olmaksizin
diger vektorler hesaplanabilir. Fakat klasik kismi en kiiciik kareler algoritmasina benzer
olarak boyutlar arasindaki giincellestirme iglemi orijinal X ve Y matrisleri lizerinden
gergeklestirilmektedir. Bundan dolay1 her yeni boyut icin ¥’ XX'¥ matrisi indirgenmis
X ve Y matrislerinden yeniden tiretilmelidir. Bu algoritmada da orijinal veri matrisi
klasik algoritmadaki gibi indirgendiginden sonuglar her iki algoritma i¢in de benzerdir

(Lindgren and Rannar,1998).

4.3.3.5. Cekirdek algoritmasi

Degisken sayisinin gozlem sayisindan ya da gozlem sayisinin degisken
sayisindan ¢ok oldugu veri setleri icin NIPALS algoritmas1 hesaplamalar i¢in ¢ok fazla
zaman harcamaktadir. Bu tip veri setlerinde kullanilmak iizere Lindgren tarafindan bir
algoritma gelistirilmistir. Bu algoritmanin adi Cekirdek Algoritmasidir. Cekirdek
algoritmast UNIPALS algoritmasindaki ¥ XX'Y matrisi ile calismak yerine pxp
boyutlu X'YY' X matrisinden X matrisi i¢in agirhk vektdrii olan w vektoriinii hesaplar.
w agirlik vektori, X'Y ve X X alt matrisleri yardimiyla kismi en kiiciik kareler
algoritmasindaki vektorler hesaplanabilir. i1k ¢ekirdek algoritmasindaki diisiince orjinal
X ve Y matrislerine midahale etmeden varyans-kovaryans matrislerinin nasil
giincellenecegidir. X YY' X matrisinin pxp boyutlu I — wp' giincellestirme matrisi ile

carpilmasiyla algoritmanin hesaplama hizinda 6nemli gelismeler olmaktadir.
EYYE=U-wp)XYYX(—-wp)
Bu gelismenin nedeni ise varyans-kovaryans matrisini olustururken zaman alan
adimlarin sadece bir kez tekrarlanmasidir. Burada sadece X matrisinin indirgenmesi

Onerilebilir, X matrisi yerine Y matrisi indirgenerek islem yapilirsa bu sonuglar

etkilemez.

Ikinci Cekirdek algoritmasi Rannar (1994) tarafindan énerilmistir. Onerilen bu
algoritma ilk algoritmaya olduk¢a benzemektedir. Fakat aralarindaki en 6nemli fark

ikinci algoritmanin agiklayict degisken sayist gozlem sayisindan biiylik oldugu
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durumlarda daha iyi sonug¢ vermesidir. Aciklayici degisken sayisinin gozlem sayisindan
biiyiik oldugu veri setlerine genelde endustriyel siireclerde rastlanmaktadir. Algoritmada
kullanilan XX YY' matrisi aciklayic1 degisken sayisindan bagimsizdir. Bundan dolay:
da cekirdek algoritmasinin bu versiyonu icin XX YY matrisinin 6zvektorleri ile
¢ozime baglamak daha iyidir. Bu Ozvektorler X matrisi igin t skor vektorlerini
vermektedir. Buradan elde edilen t skor vektorii ve YY' matrisi ile Y matrisinin skor
vektoru olan t vektorii hesaplanir. Cekirdek algoritmasinin bu versiyonunda indirgeme
kicik varyans-kovaryans matrisi elde etme {izerinde dogrudan etkilidir. Algoritmanin
son adiminda orijinal X ve Y matrisleri kullanilarak kismi en kii¢iik kareler agirliklart
(w ve c) ve yik vektorleri (p) hesaplanir. Bu vektorler regresyon katsayilar matrisi
B’nin elde edilmesinde gereklidir. B matrisi (91) nolu esitlikte gosterildigi gibi

hesaplanmaktadir.
B=wPw) ¢’ (91)

Cekirdek algoritmasinin her iki versiyonunda da en onemli 6zellik her iki
algoritmanin ¢oklu bagimli degisken olmasi durumunda klasik algoritmadaki gibi iyi

sonuclar vermesidir.

Cekirdek algoritmast son zamanlarda De Jong (1997) tarafindan da
diizeltilmigtir. Bu diizeltme ile elde edilen algoritma daha hizli ve basit sonuglar
vermektedir. Cekirdek algoritmasi iizerinde bir diizeltmede Dayal ve arkadaslar1 (1997)
tarafindan yapilmistir.  Onerdikleri versiyonda X veya Y matrislerinin sadece bir
tanesini indirgemislerdir. Y matrisinde daha az sayida degisken oldugundan dolay1 Y
matrisinin indirgenmesi X matrisine gore daha hizli gergeklesmektedir. Dolayisiyla Y
matrisinin indirgenmesi zaman bakimindan avantaj saglamaktadir (Lindgren and

Réannar,1998).

4.3.3.6. Ornek-uzaklik kismi en Kkiiciik kareler algoritmasi (SAMPLS)

Ornek-uzaklik kismi en kiigiik kareler algoritmas1 (SAMPLS) Bush ve Nachbar
(1993) tarafindan 6nerilmistir. Algoritma 6zel olarak ¢ok fazla agiklayic1 degiskenin ve

az sayida gozlemin oldugu durumlar i¢in Onerilmistir. Ayrica bu algoritmada bagimli
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degisken sayis1 bir tanedir. Algoritmada sadece bir tane bagimli degisken olmasi
sinirlayict bir durumdur. Hesaplama zamani agisindan bakildiginda bu algoritmanin

performans: klasik algoritmadan ve ¢ekirdek algoritmalardan daha Gstindur.

SAMPLS algoritmasi t skor vektdriinii hesaplamak icin XX matrisi ve bagiml
degisken vektorii y’yi kullanmaktadir. Ayrica bu algoritmada iterasyon olmaksizin
klasik matris-vektor carpimi  kullanilmaktadir. SAMPLS algoritmas1 diger
algoritmalardaki gibi agirlik ve yiikk matrislerini vermemesine ragmen tahmin igin
kullanilabilir. Degiskenler arasindaki korelasyon bilgisi kaybolacagindan dolay1 agirlik
ve yiik matrislerinin olmamasi ciddi bir dezavantaj olabilir. Bush ve Nachbar (1993) bu
algoritmada indirgeme islemi icin X veya Y matrislerinin birisini segme avantajini
saglamaktadirlar. Ayrica bu algoritmada bagimli degisken sadece bir tane oldugundan
dolay1 bu vektorii indirgemek daha hizhidir. Bu yap1 giincellestirme slrecini klasik
algoritmadakine benzer kilmaktadir. Bundan dolay1 da sonuglar1 klasik algoritmanin
sonuglarina benzer olacaktir. Ancak ortagonal yapiyr korumak ig¢in algoritmay1
kullanmaksizin yeni skor vektorleri bir Onceki vektorlerle ortagonallestirilmelidir

(Lindgren and Réannar,1998).

4.3.3.7. Ozvektor algoritmasi

Hoskuldsson (1988) tarafindan tanimlanan bu algoritma g¢ekirdek algoritma ile
benzer bir yaklagimdir, fakat bu algoritmanin ¢alismasi ¢ekirdek algoritmaya gore daha
kolaydir. Bu algoritmadaki fikir X'YY'X ve Y'XX'Y matrislerinin en blyik 6zdegerine
karsilik gelen Ozvektorii hesaplamak yerine PLS bilesenlerinin sayist kadar olan en
blylk 6zdegerlere karsilik gelen Ozvektorleri hesaplamaktir. Bu yaklagimdan dolay1
X'YY'X matrisinin en biyik a 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler olan pq, ..., P,
vektorleri PLS yiik vektorlerine ortogonal olacaktir. Burada PLS yiik vektorleri olan
q1,--,q, Vvektorleri Y'XX'Y matrisinin en biylk a 6zdegerlerine karsilik gelen
Ozvektorlerdir. x ve y skorlart verilerin yiik vektorleri {izerine yansitilmasi ile
bulunmaktadir. Bu algoritmada indirgeme islemi uygulanmadigindan, skor vektorleri
iliskisiz degildirler. Bundan dolayr bu yaklasim maksimizasyon problemi icin bir
cOzim uUretemez. Fakat Ozvektérlerin tanimindan dolayr yiik vektorleri ortogonal

olmaktadir. Boylece bu yaklagim 6zellikle yol gdstermesi agisindan tercih edilebilir.
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Skor vektorleri kullanilarak x ve y verileri daha diisiik boyutlu ortogonal koordinat
sistemlerine tasinabilir, bu islemden dolay1 da ilging veri yapilari meydana ¢ikabilir

(Varmuza and Filzmoser, 2008).

4.3.4. Kismi en Kiiciik kareler regresyonunda kullanilan ideal bilesen sayisinin
belirlenmesi

Modelde bulunan bilesen sayisi PLS modelinin en onemli Ozelliklerinden
birisidir. Bagimli degisken ile aciklayici degiskenler arasindaki iliskiyi gésteren model
lineer bir model ise, bu modelde bulunan bilesen sayis1 modelin boyutuna esittir.
Ayrica lineer olmayan modellerde lineer olmamayi tanimlamak i¢in daha fazla bilesene
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bir model olusturulurken agiklayici degiskenler matrisinin ranki
kadar bilesen hesaplamak miimkiindiir fakat bu bilesenlerin hepsi modelde
kullanilmayabilir. ~ Bunun temel nedenleri olgiilen degiskenlerin higbir zaman
giirliltiiden bagimsiz olmamasi1 ve diger bilesenlere gore daha Onemsiz bilesenlerin
gurultyld tanimlamasidir. Coklu i¢ iligki problemine neden olduklarindan dolay1
genellikle 6nemsiz bilesenler ihmal edilir. Burada 6nemli olan hangi bilesenlerin ihmal
edilecegi konusudur ve bu konuda karar vermek icin bir¢ok yontem Onerilmistir. Bu
yontemlerden birisi F, = F,_; — byt,q, denklemindeki F, *m normunun kiigiik
olmasidir. Bunu belirlemek igin Sekild’teki gibi bilesen sayisina karsi ||Fy ||’ in grafigi
cizilmelidir. Cizilen bu grafikte bir esik deger belirlenir ve ||[Fy|| degeri bu esik
degerinin altina diistiigli zaman durulur. Diger bir yol ise ||Fy||’in gergek degeri ile
onceki degeri arasindaki farkin alinmasi ve bu fark daha once belirlenmis bir 6l¢iim
hatasindan daha kii¢iik oldugunda durulmasidir. Bu iki yontemin birlestirilerek bilesen

sayisina karar verilmesi de tercih edilen bir yontemdir.
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Sekil.4.5. ||Fy|| degerine karsi bilesen sayisimin grafigi (Geladi and Kowalski,
1986).

Eger tahmin s6z konusu ise kullanilacak bilesen sayisina karar vermek i¢in farkli
yontemler bulunmaktadir. Bu yontemler capraz gecerlilik (CV) olarak
adlandirilmaktadir. Bu yontem i¢in PRESS (tahmin edilen hata kareler toplami) degeri
hesaplanabilir. Hesaplanan bu PRESS degerine kars1 bilesen sayisinin grafigi Sekil5’te
goriildigl gibi ¢izilirse modelde bulunmasi gereken bilesen sayisina karar vermek i¢in
bu grafik yardimeci olabilir. PRESS degeri modelin tahmin giicii hakkinda bilgi vermek
icin kullanilan bir istatistiktir. En iyi tahmini veren model PRESS degeri minimum olan
modeldir. Dolayisiyla bu modeldeki bilesen sayisi modelde olmasi gereken ideal
bilesen sayisidir (Geladi and Kowalski, 1986).
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Sekil.4.6. PRESS degerine kars1 bilesen sayisimin grafigi (Geladi and Kowalski,
1986).
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Capraz gecerlilik yontemi (CV) tahmin edicinin 6neminin test edilmesi icin
kullanilan pratik ve giivenilir bir yontemdir. Bu yéntem PLS analizinde standart olarak
kullanilmaktadir ve bu yontemin c¢esitli versiyonlart PLS yazilimlarmma karsimiza
cikmaktadir. Genel olarak CV yontemi veriyi belirli sayida (G) gruplara bolerek
(genellikle 5 ile 9 arasinda olmaktadir) her seferinde bu gruplardan birisini veriden
atarak farkli modeller olusturmaktadir. Model olusturulduktan sonra, y degerlerinin
gercek degerleri ile tahmin edilen degerleri arasindaki fark hesaplanmaktadir. Daha
sonra hesaplanan bu farklarin kareler toplami her bir model ic¢in ayr1 ayr
hesaplanmaktadir ve elde edilen bu degerler modelin tahmin yetenegini agiklamak igin
kullanilmaktadir. CV yontemi ardisik olarak kullanildiginda, bir bilesenden sonra diger
bilesen lizerinde uygulanmaktadir fakat bir sonraki bilesenin CV degeri icin artik
matrisleri E ve F gruplara bolinduikten sonra tam veri matrisleri tizerinde indirgeme
islemi bir kez uygulanir. Her bir bilesenden sonra PRESS,/SS,_1 oran1 hesaplanir,
hesaplanan bu oran en az bir y degiskeni igin 0,90 degerinden kii¢iik ise o bilesen
onemli bir bilesen olarak kabul edilir. Burada SS,_4, a bileseninden 6nceki bilesen igin
uydurulan artik kareler toplaminmi ifade etmektedir. Bu hesaplamalar bir bilesenin
Oonemsiz olduguna karar verene kadar devam etmektedir.

Alternatif olarak “toplam CV” yontemi ilk olarak veri setini gruplara boler, daha
sonra her bir CV grubuna ait veri matrislerini indirgeyerek her bir bilesen i¢in PRESS
degeri hesaplar. Bu hesaplamalardan sonra en kiicik PRESS/(n — A — 1) orani
veren model kullanilir. Hesaplamalar bakimindan “toplam CV” yéntemi daha yorucu
olmasina karsin ardisik yontem ile benzer sonuglar1 vermektedir.

Her iki yontemde de tahmin edilen 6nemli bilesenler ile kurulan son model i¢in
PRESS degerleri hesaplanmaktadir. Hesaplanan bu PRESS degeri yardimiyla Q2
istatistigi 1 — PRESS/SS seklinde hesaplanmaktadir. Q2 istatistigi R? istatistigi ile
karsilastirilabilir. Birden fazla y degerine sahip modellerde her bir y degeri icin R2, ve

Q2, degerleri hesaplanabilir.
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4.3.5. Kismi En Kiiciik Kareler Regresyonunun Temel Bilesenler Regresyonu ve

Ridge Regresyon ile iliskisi

PCR, PLSR ve RR i¢in tanimlanan algoritmalar model tahmininde kiiciik
farkliliklar gostermektedir. Bunun sebebi olarak ii¢ yonteminde birbirinden farkl

prosediirler izliyor olmasi gosterilebilir.

Kismi en kiiciik kareler regresyonu, temel bilesenler regresyonu ve ridge
regresyon genellikle diizenleyici regresyon yontemleri olarak adlandirilmaktadir.
Klasik en kii¢iik kareler tahmin edicisi yansiz bir tahmin edicidir fakat s6zii edilen yanl
tahmin ediciler kullanilarak daha kii¢iik hata kareler ortalamasi hesaplanabilir. PLSR,
PCR ve RR yontemlerinin temel amaci agiklayict degiskenler uzayindaki ¢oziimleri
daraltmak oldugundan bu yontemlere genel olarak daraltict tahmin ediciler

denilmektedir (Frank and Friedman, 1993).

Stone ve Brooks (1990) yaptiklar1 galismalarinda EKK, PCR ve PLS
yontemlerini i¢eren 6zel bir regresyon yontemi onermislerdir. Bu yontem adimsal bir
yontemdir ve her bir adimda genellestirilmis kriter maksimum yapilir. Bu kriter [0,1]
araliginda degismekte olan a degerine baglhdir. Eger a = 0 ise EKK, a = 1/2 ise
PLSR ve son olarak @« = 1 ise PCR elde edilmektedir. Bu yontem bazi &rnekler igin iyi
sonuglar vermistir fakat yontemin zayif noktasi adim sayisina ve a degerine karar

vermek igin ¢apraz gegerlilik yontemini kullanmasidir.

Stone ve Brooks (1990) tarafindan kullanilan kriter i¢ metodun 6zellestirilmis

hali olarak bilinmektedir. EKK; y ve E’x arasindaki gozlenen korelasyonun
maksimizasyonuna dayanmaktadir. PCR; X ’in lineer kombinasyonlarinin
varyanslarinin her adimda maksimizasyonuna dayanir. PLSR ise y ve diger lineer
kombinasyonlar arasindaki varyansi her adimda maksimize etmeyi amaclamaktadir
(Hoskuldsson, 1988). Bahsedilen bu ¢ metot ve Ridge regresyonun bazi ozellikleri
temel alinarak kapsamli bir karsilastirilmast Frank ve Friedman’in 1993 yilinda

yaptiklari ¢caligmalarinda bulunabilir (Helland, 2001).
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BOLUM 5
UYGULAMA

Bu bélimde kismi en kiiciik kareler, temel bilesenler ve ridge regresyon
yontemleriyle elde edilen modellerin tahmindeki basarilarinin kiyaslanmast igin Robin
H. Lock tarafindan 1993 yilinda derlenen/kullanilan veri seti kullanilmistir. Analizler

icin Matlab ve Matlab PLS_Toolbox programlarindan yararlanilmistir.

Literatirden alinan veri setinde 93 farkli marka otomobilin 11 agiklayici
degisken yardimiyla sehir ici yakit tiiketimi arastirilmak istenmektedir. Oncelikle veri
setinde c¢oklu i¢ iliski bulunup bulunmadigi arastirilmak istenmektedir. Bu yiizden
ozdegerlerin ve VIF degerlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Matlab programinda

hesaplanan 6zdeger ve VIF degerleri Cizelge 5.1°de verilmistir.

Cizelge 5.1. Hesaplanan 6zdegerler ve VIF degerleri.

Degiskenler Ozdegerler VIF
Motor Hacmi (X1) 6,5873 11,9126
Beygir Gucl ( X2) 1,6171 12,6516
Yakit Deposu Hacmi ( x3) 1,0140 5,7228
Uzunluk ( x4) 0,8264 7,0289
Dingil A¢ikligi ( xs) 0,2877 7,8262
Genislik ( x¢) 0,2242 7,9316
Agirlik (x7) 0,1452 20,5015
Arka Koltuk Genisligi ( xs) 0,1101 3,1220
Bagaj Hacmi ( Xg) 0,0928 2,3936
Dakikadaki Devir Sayisi ( x19) 0,0666 48627

Kilometredeki Devir Sayist ( x11) 0,0286 3,6163
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Cizelge 5.1 incelendiginde VIF degerlerinden U¢ tanesinin (11,9126; 12,6516;
20,5015) kritik deger olan 10 degerinden daha biiyiik olduklar1 gézlemlenmektedir. Bu

durum ¢oklu ig iliskinin varligini gostermektedir. Ayrica en bilylik 6zdegerin en kuguk

6,5873
0,0286

0zdegere oranlanmasi ile elde edilen kosul sayisi incelendiginde; K = = 230,325

degeri 100°den biiyiik oldugundan dolay1 siddetli ¢oklu i¢ iligkinin varligindan s6z
edilebilir.

Veri setinde ¢oklu i¢ iliski problemi oldugundan dolay1 ¢oklu lineer regresyon
yontemi ile elde edilen regresyon denkleminin tahmin guci iyi olmayabilir. Bu yuzden
coklu i¢ iligski problemi ile karsilasildiginda kullanilan yanli regresyon yontemleri ile

analizi yapmak uygun olacaktir.

Yanli regresyon yontemlerini uygulamadan Once bagimli ve aciklayict
degiskenler standartlastirilmigtir. Daha sonra standartlastirilmis veri setine PLSR, PCR

ve RR yontemleri uygulanmustir.
5.1. Kismi En Kii¢iik Kareler Regresyonu

Matlab PLS Toolbox yardimiyla kismi en kiigiikk kareler regresyonu
yapildiginda SIMPLS algoritmas1 kullanilmaktadir. Kismi en kiigiik kareler regresyonu
yaparken ilk olarak modelde bulunmasi gercken ideal bilesen sayisina karar
verilmelidir. Bunun i¢cin RMSECV degerine kars1 gizil degiskenlerin sayisinin grafigi
cizdirilmelidir. Bu grafik Sekil 5.1°de verilmistir.



67

SIMPLS Variance Captured and Statistics
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Sekil 5.1. RMSECYV degerine karsi gizil degisken sayisinin grafigi.

Sekil 5.1 incelendiginde PLSR analizinde modelde bulunmasi gereken ideal
bilesen sayisinin 6 oldugu agikca goriilmektedir. PLSR analizinde modelde bulunmasi
gereken gizil degisken sayisina karar verdikten sonra 6 gizil degisken icin yakalanan

varyans oranlarin1 gormek i¢in Cizelge 5.2 incelenmelidir.

Cizelge 5.2. PLSR sonucunda ac¢iklanan varyans degerleri.

X Blogu Y Blogu
Gizil degigken (LV) Sayisi LV Toplam LV Toplam
59,68 59,68 67,38 67,38
14,49 74,17 4,17 71,55
3,50 77,67 5,19 76,74
6,28 83,96 1,49 78,23
6,56 90,52 0,23 78,45
3,19 93,71 0,29 78,75
1,89 95,60 0,06 78,80
1,56 97,16 0,01 78,82
1,36 98,52 0,01 78,83
0,54 99,06 0,00 78,83
0,00 99,06 0,00 78,83

P
PBoo~vourwne
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Cizelge 5.2 incelendiginde 6 gizil degisken ile kurulan modelin bagiml
degiskeni % 78,75 oraninda acgikladig1 goriilmektedir. Eger modelde 11 bilesenin hepsi
kullanilirsa bagimli degisken %78,83 oraninda agiklanabilmektedir. Ayrica buna ek
olarak bu 6 gizil degisken agiklayici degiskenleri % 93,71 oraninda agiklamaktadir. 11
bilesen ile ¢alismak yerine 6 bilesen ile modelin neredeyse tamamen agiklanabildigi

gorulmektedir.

Sekil 5.1 yardimiyla modelde 6 gizil degisken bulunacagina karar verildikten
sonra bu gizil degiskenler ile kurulan modelin RMSECV degeri 3,00354 olarak

hesaplanmastir.
5.2. Temel Bilesenler Regresyonu

Matlab PLS Toolbox yardimiyla temel bilesenler regresyonunda ilk olarak
modelde bulunmasi gereken ideal bilesen sayisina karar vermek i¢in RMSECYV degerine
karst temel bilesenlerin sayisinin grafigi cizdirilmelidir. Bu grafik sekil 5.2°de
goriildigi gibidir.

PCR Variance Captured and Statistics for bdeg
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Sekil5.2. RMSECYV degerine kars1 Temel Bilesenlerin sayisinin grafigi.

Sekil 5.2 incelendiginde PCR modelinde kalmasi gereken ideal temel bilesen
sayisinin 10 oldugu goriilmektedir. Modelde bulunmasi gereken temel bilesen sayisina
karar verdikten sonra modelin varyans agiklama oranlarini incelenirse modelin bagiml
degiskeni ne kadar agikladigi goriilebilir. Bunun igin olusturulan Cizelge 5.3 asagidaki
gibidir.

Cizelge 5.3. PCR sonucunda ac¢iklanan varyans degerleri.

X Blogu Y Blogu
Temel Bilesen (PC) Sayisi PC Toplam PC Toplam
59,88 59,88 64,95 64,95
14,70 74,59 4,70 69,64
9,22 83,80 0,11 69,75
7,51 91,32 0,24 69,99
2,62 93,93 0,02 70,01
2,04 95,97 0,14 70,15
1,32 97,29 4,46 74,61
1,00 98,29 0,29 74,90
0,84 99,13 1,85 76,75
0,61 99,74 1,96 78,71
0,26 100,00 0,12 78,83

B
PBoo~vouorwnr

Cizelge 5.3 incelendiginde 10 temel bilesen ile kurulan modelin bagiml
degiskeni % 78,71 oraninda acikladig1 goriilmektedir. Ayrica buna ek olarak bu 10
temel bilesen aciklayict degiskenleri % 99,74 oraninda agiklamaktadir.

Sekil 5.2 yardimiyla modelde 10 temel bilesen bulunacagma karar verildikten
sonra bu temel bilesenler ile kurulan modelin RMSECV degeri 3,03834 olarak

hesaplanmuistir.
5.3.  Ridge Regresyon

Ridge regresyonda onemli olan nokta ridge tahmin edicisini hesaplarken k
degerinin se¢imidir. Daha 6nceki bdliimlerde agiklandig: lizere k degerinin sec¢imi igin
bir ¢ok yontem gelistirilmistir. Burada k degeri ridge izi yontemiyle se¢ilmektedir.

Sekil 5.3 incelendiginde uygun k degerinin 0,0285266 olacagi goriilmektedir.
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Values of Regression Coefficients as a Function of theta
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Sekil 5.3. Ridge izi grafigi.

Ridge izi yontemiyle uygun k degerine karar verdikten sonra bu deger ile
kurulan modelin bagimli degiskeni %76,57 oraninda agikladig1 goriilmektedir. Ayrica

ridge regresyon yontemi ile hesaplanan RMSECV 0,0513 olarak hesaplanmustir.
5.4. PLSR, PCR ve RR Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Uygulama boliimiinde ele alinan veri seti i¢in kisim 5.1, 5.2 ve 5.3’te ayr1 ayn
PLSR, PCR ve RR yontemleri sirasiyla uygulanmistir. Bu uygulamalar sonucunda
hangi modelin tahmin giiciiniin daha iyi olacagina iligkin yorum yapmamizi saglayacak
RMSECV degerleri hesaplanmistir. Bu kisimda hesaplanan RMSECV degerleri
yardimiyla yontemler birbirleri ile karsilagtirilacaktir. Cizelge 5.4°te her bir yontem icin

hesaplanan RMSECYV degerleri verilmistir.

Cizelge 5.4. PLSR, PCR ve RR yontemleri icin RMSECYV degerleri.

PLSR PCR RR

Boyut Sayisi 6 10 11
RMSECV 3,00354 3,03834 0,0513
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Cizelge 5.4 incelendiginde en kiigik RMSECV degerine sahip regresyon
modelinin Ridge regresyon oldugu agik¢a goriilmektedir. Bunun anlami Ridge
regresyon yontemi tahmin basaris1 bakimindan PLSR ve PCR yontemlerinden daha
bagarihidir.  Literatiire bakildiginda ridge regresyon yontemi boyut indirgeme ile
ilgilenmediginden dolayr daha iyi tahmin yetenegine sahip olmasi beklenen bir
durumdur.  PLSR ve PCR yontemleri kiyaslandiginda RMSECV degerlerinin
birbirlerine oldukca yakin olduklar1 goriilmektedir. Fakat PLSR yonteminde PCR
yontemine oranla daha az sayida bilesen kullanildigindan yorumlama agisindan kolaylik
saglamaktadir. Bu ylzden PLSR ydntemiyle elde edilen model PCR yoéntemiyle elde

edilen modele gore tahmin giicii bakimindan daha iyi sonuglar vermektedir.
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda lineer regresyon analizinde ¢ok sik karsilasilan bir problem
olan ¢oklu i¢ iligki problemi incelenmistir. Ayrica bu problemle basa ¢ikabilmek i¢in
gelistirilen yontemlerden birisi olan yanli regresyon yontemi agiklanmig ve yanlh
regresyon yontemlerden olan PLSR, PCR ve RR yontemleri ayrintili olarak

incelenmistir.

Tez calismasinin birinci boliimiinde kismi en kiiclik kareler yodnteminin
tarihgesinden ve gelisiminden bahsedilmis ve kullamldig1 alanlar agiklanmistir. Ikinci
bolimde ¢oklu lineer regresyon yontemi ve burada siklikla kullanilan en kiigiik kareler
tahmin edicisi ayrintili olarak incelenmistir.  Ugiincii boliimde lineer regresyon
analizinde siklikla karsilagilan c¢oklu i¢ iliski probleminin ne oldugu neden
kaynaklandig1 ve nasil giderilecegi hakkinda bilgiler verilmistir. Dordiincii boliimde
yanli regresyon yontemlerinden bahsedilmistir. Yanli regresyon yontemlerinden olan
kismi en kiigiik kareler regresyonunda kullanilan algoritmalar tanitilmis ve bu yontem
diger yanlh yontemlerle karsilastirilmaya calisilmistir. Besinci boliimde, anlatilan yanl
regresyon yontemleri ile ilgili literatiirden alinan bir veri seti ilizerinde uygulama
yapilmistir. Yapilan uygulama caligmasinin sonucunda Ridge regresyon yonteminin
tahmin giiciiniin beklendigi gibi digerlerinden yiiksek oldugu bulunmustur. PLSR ve
PCR karsilastirildiginda ise PLSR yonteminin tahmin giiciiniin PCR ile ¢ok yakin
oldugu goriilmistiir. Fakat PLSR yontemi PCR yontemine gore daha az bilesen ile
model kurmaktadir. Bundan dolayr modelin yorumlanmasi daha kolay olacagindan

PLSR yonteminin PCR yOntemine gore daha {istiin olacagi goriilmiistiir.

Uygulamanin sonucuna bakildiginda tahmin giicli bakimindan modellerin
birbirine yakin sonuglar vermesine karsin PLSR yontemi ile elde edilen modelin daha
az bilesenli oldugu bulunmustur. Modelde daha az bilesen bulunmasi yorumlamayi
kolaylastiracagindan dolayr daha az bilesen ile model kuran PLSR ydnteminin

uygulanmasinin daha iyi olacagi goriilmiistiir.
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