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ÖZET 

 

    Bu tez çalışmasında, Laguerre düzleminin benzerlik geometrisi incelenmiştir.  

Çalışma beş bölümden oluşmaktadır.  Birinci bölümde; çalışma hakkında genel bilgi 

verilerek çalışmanın amacı belirtilmiştir.  İkinci bölümde; çalışma ile ilgili olan bazı 

temel kavramlara yer verilmiştir.  Üçüncü bölümde; ilk olarak Laguerre düzleminin 

aksiyomatik yapısı verilmiştir.  Daha sonra, Laguerre düzleminin izotrop modeli, klasik 

reel Laguerre düzlemi, L(K) Laguerre düzlem örneği ve bu düzlemin otomorfizmleri 

tanıtılmıştır.  Dördüncü bölümde; öncelikle L(K) Laguerre düzleminde iki çember 

arasındaki açı tanımlanmıştır.  Daha sonra, L(K) Laguerre düzleminde çemberler 

arasındaki açıların L(K) nın otomorfizmleri altında korunup korunmadığı incelenmiş ve 

bu otomorfizmlerin hangi durumlarda benzerlik dönüşümü olduğu belirtilmiştir.  

Beşinci bölümde ise; dördüncü bölümde elde edilen bulgular özetlenmiş ve sonuç 

olarak verilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Laguerre düzlemi, benzerlik, otomorfizm 
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SUMMARY 

 

    In this thesis, similarity geometry of Laguerre plane was studied.  The work 

consists of five chapters.  In the first chapter; general information about the work was 

given and the goal of the work was indicated.  In the second chapter; some basic 

concepts related to the work were indicated.  In the third chapter; firstly axiomatic 

structure of Laguerre plane was given.  Then isotropic model of Laguerre plane, classic 

reel Laguerre plane, L(K) Laguerre plane sample and automorphisms of L(K) were 

introduced.  In the fourth chapter; firstly the angle between two circles in L(K) 

Laguerre plane was defined.  Then, angles between the circles in L(K) Laguerre plane 

were examined to determine whether they are preserved or not under automorphisms of 

L(K) and under which conditions that these automorphisms are similarity 

transformations were indicated.  In the fifth chapter; the findings achieved in the fourth 

chapter were summarized and given as a result. 

     

 

Keywords: Laguerre plane, similarity, automorphism 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Zincir geometri, bir cebir yard¬m¬yla kurulan bir üzerinde bulunma yap¬s¬d¬r.

Möbiüs, Laguerre ve Minkowski geometrileri, birer zincir geometri örne¼gidir. Benz

(1973), bu üç geometri için genel bir kavram olan Benz düzlemi (çember düzlemi)

kavram¬n¬ortaya koymuştur.

Bir Benz düzlemi B= (P ;G;C); P noktalar kümesinden ve P nin altkümeleri

olan G üreteçler kümesi ve C çemberler kümesinden oluşur ve aşa¼g¬daki aksiyomlar¬

sa¼glar:

1) Her üreteç, her çemberi bir tek noktada keser;

2) Herhangi ikisi ayn¬üreteç üzerinde bulunmayan her üç noktadan geçen bir

tek çember vard¬r;

3) c bir çember, P; c üzerinde bir nokta ve Q; c nin d¬̧s¬nda ve P ile ayn¬üreteç

üzerinde bulunmayan bir nokta ise o zaman Q dan geçen ve c yi yaln¬z P de kesen

bir tek çember vard¬r (te¼get aksiyomu);

4) Her çember üzerinde en az üç nokta vard¬r ve en az bir çember mevcuttur;

5a) G = ? ise B bir Möbiüs düzlemidir;

5b) G; P nin bir bölüntü kümesi ise B bir Laguerre düzlemidir;

5c) G1 ve G2 ; P nin bölüntü kümeleri olmak üzere, G = G1 [ G2 ve G1 in her

üreteci G2 nin her üretecini bir tek noktada kesiyor ise B bir Minkowski düzlemidir.

Bu çal¬̧smada, bir Benz düzlemi olan Laguerre düzleminin benzerlik geometrisi

incelenmi̧stir. Bunun için öncelikle Laguerre düzleminin aksiyomatik yap¬s¬veril-

mi̧s, daha sonra s¬ras¬yla Laguerre düzleminin izotrop modeli, klasik reel Laguerre

düzlemi, L(K) Laguerre düzlem örne¼gi ve bu düzlemin otomor�zmleri tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Laguerre düzleminin genel yap¬s¬incelendikten sonra, benzerlik dönüşümlerinin,

düzlemin aç¬lar¬koruyan birebir dönüşümleri oldu¼gu gerçe¼ginden yola ç¬karak L(K)

Laguerre düzleminin otomor�zmlerinin hangi durumlarda benzerlik dönüşümü oldu¼gu

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bunun için öncelikle L(K) Laguerre düzleminde iki çember aras¬n-

daki aç¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Daha sonra, L(K) Laguerre düzleminde çemberler aras¬n-
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daki aç¬lar¬n, L(K) n¬n otomor�zmleri alt¬nda korunup korunmad¬¼g¬incelenmi̧s ve

bu otomor�zmlerin hangi durumlarda benzerlik dönüşümü oldu¼gu belirlenmi̧stir.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧sma ile ilgili olan baz¬temel kavramlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1: P ve G; elemanlar¬s¬ras¬yla noktalar ve do¼grular olan herhangi iki

küme olsun. P \ G = ? ve � � P � G de üzerinde bulunma (insidens) ba¼g¬nt¬s¬ ol-

mak üzere I = (P ;G; �) s¬ral¬üçlüsüne bir üzerinde bulunma (insidens) yap¬s¬denir

(Ramroth, 1991).

(P; g) 2 P �G için (P; g) 2 � yerine P � g de yaz¬labilir. P ve G kümeleri sonlu

ise I = (P ;G; �) yap¬s¬na sonlu üzerinde bulunma yap¬s¬denir.

Tan¬m 2.2: (P ;G; �) ve (P p;G p; �p) herhangi iki üzerinde bulunma yap¬s¬(geomet-

rik yap¬) olsun.

E¼ger f : P [ G ! P p [ G p fonksiyonu,

1) f(P) � P p

2) f(G) � G p

3) Her P 2 P ; g 2 G ve P �g ) f(P )�p f(g) (Yani, f üzerinde bulunmay¬korur)

koşullar¬n¬da sa¼gl¬yorsa f ye (P ;G; �) dan (P p;G p; �p) ye bir homomor�zm denir.

Birebir ve örten özelli¼gi bulunan homomor�zme izomor�zm denir. Bir üzerinde

bulunma yap¬s¬n¬kendisine dönüştüren izomor�zme de kolinasyon veya otomor�zm

denir (Kaya, 2005).

Tan¬m 2.3: N ve D; elemanlar¬ s¬ras¬yla noktalar ve do¼grular olan ve N \

D =? özelli¼gine sahip iki küme, � da N � D kümesinde tan¬mlanan bir üzerinde

bulunma ba¼g¬nt¬s¬(yani � � N � D) olmak üzere aşa¼g¬da verilen A1, A2 ve A3

aksiyomlar¬n¬gerçekleyen A =(N ;D; �) sistemine a�n düzlem denir (Kaya, 2005).

A1 : Her M; N 2 N ; M 6= N noktalar¬için M � d ve N � d olacak şekilde bir

tek d 2 D do¼grusu vard¬r.

A2 : N o d olmak üzere her N 2 N ve her d 2 D için N � c ve d k c olacak

şekilde bir tek c 2 D do¼grusu vard¬r.
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A3 : Do¼grudaş olmayan üç nokta vard¬r.

Bir a�n düzlemde sonlu say¬da nokta ve buna ba¼gl¬olarak da sonlu say¬da do¼gru

varsa a�n düzleme sonlu a�n düzlem denir.

Teorem 2.1: Her sonlu A a�n düzlemi için aşa¼g¬daki koşullara uyan bir n � 2

tamsay¬s¬vard¬r (Bu tamsay¬ya A n¬n mertebesi denir) (Kaya, 2005):

(1) A n¬n her do¼grusu üzerinde tam olarak n tane nokta bulunur.

(2) A n¬n her noktas¬tam olarak n+ 1 tane do¼gru üzerindedir.

(3) A daki noktalar¬n toplam say¬s¬n2 dir.

(4) A daki do¼grular¬n toplam say¬s¬n2 + n dir.

Tan¬m 2.4: Bir aç¬y¬daima mutlak de¼geri ayn¬olan bir di¼ger aç¬ya dönüştüren

dönüşümlere benzerlik dönüşümleri denir.

Benzerlik dönüşümleri, her bir şekli kendine benzer olan bir di¼ger şekle dönüştürür-

ler. Bir başka deyi̧sle, bir şeklin resmi ayn¬biçimdedir, fakat ayn¬büyüklükte olmak

zorunda de¼gildir, daha büyük veya küçüktür.

Benzerlik dönüşümleri, düzlemin aç¬lar¬koruyan birebir dönüşümleridirler, daha

aç¬k bir ifade ile, benzerlik dönüşümleri, her aç¬y¬kendi mutlak de¼gerine eşit bir aç¬ya

ve köşesini de resmi olan aç¬n¬n köşesine ve kenarlar¬n¬da resim aç¬n¬n kenarlar¬na

dönüştürür.

Benzerlik dönüşümleri üçgenleri benzer üçgenlere, daha genel olarak, n�kenarl¬

poligonlar¬benzer n�kenarl¬poligonlara dönüştürür. Bunun için her aç¬kendine

eşit bir aç¬ya dönüşür. Özel olarak diklik korunur.

Do¼grulardan meydana gelmeyen şekiller olarak bir koni¼gin benzerlik dönüşümleri

alt¬ndaki resmi, ayn¬d¬̧s merkezli¼ge sahip bir koniktir ve böylece ayn¬tip bir koniktir.

O halde bir çemberin resmi de bir çemberdir (bak¬n¬z Şekil 2.1).

Çemberler ve paraboller d¬̧s merkezlikleri, s¬ras¬ile, 0 ve 1 olan birer koniktirler.

Bu nedenle bütün çemberler birbirine benzerdir ve benzer şekilde bütün paraboller

birbirine benzerdir (Hac¬saliho¼glu, 1998).
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e = 0, çember için

0 < e < 1, elips için

e = 1, parabol için

e > 1, hiperbol içinDoğrultman

Odağa uzaklıkDış merkezlik =e=
Doğrultmana uzaklık

e = 0, çember için

0 < e < 1, elips için

e = 1, parabol için

e > 1, hiperbol içinDoğrultman

Odağa uzaklıkDış merkezlik =e=
Doğrultmana uzaklık

Şekil 2.1. Koniklerin d¬̧s merkezli¼gi

Tan¬m 2.4 de verilen benzerlik dönüşümü tan¬m¬, iyi bilinen klasik bir tan¬md¬r.

Fakat, Bölüm 4.3 de, otomor�zmlerin benzerlik dönüşümleri olup olmad¬klar¬ince-

lenirken Tan¬m 4.3.1 ve Tan¬m 4.3.2 kullan¬lmaktad¬r.

Tan¬m 2.5: R 6= ? kümesi üzerinde tan¬ml¬iki ikili i̧slem + ve � olsun. Aşa¼g¬-

daki aksiyomlar¬sa¼glayan (R;+; �) cebirsel yap¬s¬na bir halka denir (Çall¬alp, 2001).

H1 : (R;+) bir de¼gi̧smeli gruptur.

H2 : � i̧sleminin R de birleşme özelli¼gi vard¬r.

H3 : � i̧sleminin + i̧slemi üzerine sa¼gdan ve soldan da¼g¬lma özellikleri vard¬r.

8 a; b; c 2 R için, a(b+ c) = ab+ ac ve (a+ b)c = ac+ bc:

Halkan¬n + i̧slemine göre etkisiz eleman¬na halkan¬n s¬f¬r eleman¬denir ve 0R ile

gösterilir. Halkan¬n � i̧slemine göre etkisiz eleman¬olmayabilir. E¼ger � i̧slemine göre

de etkisiz eleman¬varsa böyle bir halkaya birimli halka denir ve bu etkisiz elemana

da halkan¬n birim eleman¬denir ve 1R ile gösterilir.

Halka, � i̧slemine göre de¼gi̧sme özelli¼gine sahip ise halkaya de¼gişmeli halka denir.

Tan¬m 2.6: (R;+; �) birimli ve de¼gi̧smeli bir halka ve R � f0Rg = R�; ikinci

i̧slem � ya göre bir grup ise R ye bir cisim denir (Çall¬alp, 2001).
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Tan¬m 2.7: (R;+; �) birim eleman¬1 olan bir halka olsun. Toplanan 1 lerin

say¬s¬n olmak üzere 1 + 1 + ::: + 1 = 0 özelli¼ginde baz¬n pozitif tamsay¬lar¬varsa

bunlar¬n en küçü¼güne halkan¬n karakteristi¼gi denir. Böyle sonlu bir n say¬s¬yoksa

halkan¬n karakteristi¼gi s¬f¬r olarak tan¬mlan¬r.

Bir cismin karakteristi¼gi de halkan¬nki gibi tan¬mlan¬r. Bir cismin karakteristi¼gi

ya s¬f¬rd¬r ya da bir asal say¬d¬r. Bütün sonlu cisimlerin karakteristikleri asald¬r

(Kaya, 2005).

Tan¬m 2.8: (K;+; �); bir cisim ve f; K y¬kendi üzerine dönüştüren birebir ve

örten bir dönüşüm iken,

i) Her a; b 2 K için f(a+ b) = f(a) + f(b)

ii) Her a; b 2 K için f(ab) = f(a) f(b)

özellikleri sa¼glan¬yor ise f ye cisim otomor�zmi denir (Freeman, 2008).

Tan¬m 2.9: K; elemanlar¬skaler olarak isimlendirilen bir cisim olsun. V boş ol-

mayan, üzerinde vektörel toplama diyece¼gimiz bir toplama ve skalerle çarp¬m i̧slem-

leri tan¬mlanm¬̧s bir küme olsun. Simgesel olarak, vektörel toplama ve skalerle

çarp¬m i̧slemleri,

x; y 2 V için x+ y 2 V

r 2 K; x 2 V için rx 2 V

biçiminde tan¬ml¬olsun; yani V kümesi vektörel toplama ve skalerle çarp¬m i̧slem-

lerine göre kapal¬olsun. E¼ger aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬yorsa V kümesine K cismi

üzerinde bir vektör uzay¬veya k¬saca K�vektör uzay¬denir (Çetin ve Orhun, 1999).

V1) 8 x; y 2 V için x+ y = y + x olmal¬d¬r (Toplaman¬n de¼gi̧sme özelli¼gi).

V2) 8 x; y; z 2 V için (x+ y) + z = x+ (y + z) olmal¬d¬r (Toplaman¬n birleşme

özelli¼gi).

V3) 8 x 2 V için x + 0 = 0 + x = x olacak şekilde bir 0 2 V bulunmal¬d¬r

(Toplama i̧slemine göre etkisiz eleman özelli¼gi).

V4) 8 x 2 V için x + y = y + x = 0 olacak şekilde bir y 2 V bulunmal¬d¬r

(Toplama i̧slemine göre ters eleman özelli¼gi).

V5) 8 x; y 2 V; 8 c 2 K için c(x + y) = cx + cy olmal¬d¬r (Skalerle çarp¬m¬n

toplama üzerine da¼g¬lma özelli¼gi).
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V6) 8 x 2 V; 8 c1; c2 2 K için (c1 + c2)x = c1x+ c2x olmal¬d¬r.

V7) 8 x 2 V; 8 c1; c2 2 K için (c1c2)x = c1(c2x) olmal¬d¬r.

V8) 8 x 2 V için 1x = x olmal¬d¬r (1; K daki çarpman¬n birim eleman¬).

V; bir K�vektör uzay¬ise V nin elemanlar¬na vektörler, K n¬n elemanlar¬na da

skalerler denir.

Tan¬m 2.10: BirK cismi verilsin. V veW; K�vektör uzaylar¬olmak üzere, V

den W ye tan¬mlanan T fonksiyonu, aşa¼g¬daki iki koşulu sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona

lineer dönüşüm denir (Orhun, 1999).

T : V!W

i) Her x; y 2 V için T(x+ y) = T(x) +T(y)

ii) Her x 2 V; c 2 K için T(cx) =c T(x)

Bir başka deyi̧sle, T : V!W dönüşümü vektörel toplama ve skalerle çarp¬m

i̧slemlerini koruyorsa bu dönüşüme lineer dönüşüm denir.

Tan¬m 2.11: Bir K cismi verilsin. �; K n¬n bir otomor�zmi, V ve W da

K�vektör uzaylar¬olmak üzere V denW ye tan¬mlanan T fonksiyonu aşa¼g¬daki iki

koşulu sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona �-yar¬lineer dönüşüm denir (Gruenberg and Weir,

1977).

T : V!W

i) Her x; y 2 V için T(x+ y) = T(x) +T(y)

ii) Her x 2 V; c 2 K için T(cx) =c� T(x); (c�; c nin � alt¬ndaki resmidir).

Tan¬m 2.12: E boş olmayan bir küme ve 
; E kümesi üzerinde etki eden bir

permütasyon kümesi olsun. n � 2 olmak üzere, iki̧ser iki̧ser farkl¬x1; :::; xn 2 E

ve iki̧ser iki̧ser farkl¬y1; :::; yn 2 E s¬ral¬n�lileri için �(xi) = yi; i = 1; :::; n olacak

şekilde bir � 2 
 varsa 
 kümesi n�geçişkendir denir.

E¼ger �(xi) = yi; i = 1; :::; n olacak şekilde bir tek � 2 
 varsa 
 kümesi kesin

n�geçişkendir denir (Ramroth, 1991).

E¼ger E nin her x; y eleman ikilisi için �(x) = y olacak şekilde bir � 2 
 varsa 


kümesi geçişkendir denir ve � bir tek ise kesin geçişken olarak isimlendirilir.
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BÖLÜM 3

LAGUERRE DÜZLEM·I

Bu bölümde, Hartmann (2004) esas al¬narak Laguerre düzlemlerinin genel yap¬s¬

incelenmi̧stir. Öncelikle, Laguerre düzleminin aksiyomatik yap¬s¬verilmi̧stir. Daha

sonra, s¬ras¬yla Laguerre düzleminin izotrop modeli, klasik reel Laguerre düzlemi,

L(K) Laguerre düzlem örne¼gi ve bu düzlemin otomor�zmleri tan¬t¬lm¬̧st¬r.

3.1. Laguerre Düzlemi

Tan¬m 3.1.1: L =(P ;Z;2); noktalar kümesi P ve çemberler kümesi Z olan bir

üzerinde bulunma yap¬s¬olsun. A ve B gibi iki nokta için, A = B ise ya da A ve B

yi üzerinde bulunduran çember yoksa A;B noktalar¬paraleldir (A k B); denir. L;

aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼gl¬yor ise Laguerre düzlemi olarak isimlendirilir (Hartmann,

2004):

L1) ·Iki̧ser iki̧ser paralel olmayan her A;B;C nokta üçlüsü için A;B;C yi üze-
rinde bulunduran bir tek z çemberi vard¬r.

L2) Her P noktas¬ve her z çemberi için, P k P p olacak şekilde bir tek P p 2 z

noktas¬vard¬r (Her çember, her üreteci bir tek noktada keser).

L3) Her z çemberi, her P 2 z noktas¬ve P ye paralel olmayan her Q =2 z noktas¬

için, P;Q dan geçen ve z \ zp = fPg olacak şekilde bir tek zp çemberi vard¬r, yani

�z ve zp; P noktas¬nda birbirine de¼ger�.

L4) Her çember üzerinde en az üç nokta vard¬r ve en az bir çember mevcuttur.
Hepsi ayn¬bir çember üzerinde olmayan en az dört nokta vard¬r.

·Iki̧ser iki̧ser paralel olmayan üç nokta A;B;C ise bu noktalar¬n belirttikleri çem-

ber (ABC) ile gösterilir ve noktalar çemberdaşt¬r denir.

Bir L =(P ;Z;2) Laguerre düzleminin P noktalar kümesi sonlu ise L ye sonlu

Laguerre düzlemi denir.
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k ba¼g¬nt¬s¬n¬n tan¬m¬ndan ve L2 aksiyomundan şu yard¬mc¬teorem elde edilir:

Yard¬mc¬ Teorem 3.1.1: k ba¼g¬nt¬s¬, bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r (Hartmann,

2004).

Tan¬m 3.1.2: L =(P ;Z;2); bir Laguerre düzlemi olsun. P 2 P noktas¬için,

P : =fQ 2 P j P k Qg kümesi tan¬mlans¬n. Bir denklik s¬n¬f¬olan P ; üreteç olarak

isimlendirilir (Hartmann, 2004).

Tan¬m 3.1.3: Bir L =(P ;Z;2) Laguerre düzlemi ve P 2 P noktas¬için,

AP : =
�
P�fPg;

�
z�fPg j P 2 z 2 Z

	
[
�
Q j Q 2 P�fPg

	
;2
�

kümesi tan¬mlan¬r ve P noktas¬ndaki rezidu olarak isimlendirilir (Hartmann, 2004).

Teorem 3.1.1: Bir Laguerre düzleminin her rezidusu bir a�n düzlemdir (Hart-

mann, 2004).

·Ispat: Bir L =(P ;Z;2) Laguerre düzleminin her P 2 P noktas¬ için tan¬m-

lanan,

AP : =
�
P�fPg;

�
z�fPg j P 2 z 2 Z

	
[
�
Q j Q 2 P�fPg

	
;2
�

rezidusunun a�n düzlem oldu¼gunu göstermek için Tan¬m 2.3 de verilen aksiyomlar¬n

bu sistemde sa¼gland¬¼g¬gösterilmelidir.

A1 : L den at¬lan P noktas¬ ile at¬lmayan noktalardan iki tanesi L Laguerre

düzleminde bir tek çember belirtir. Bu çemberin bir tek oluşunu L1 aksiyomu

garantilemektedir. P noktas¬n¬n ç¬kar¬lmas¬yla sözü edilen çemberin �bir tek�olma

durumu de¼gi̧smez. Dolay¬s¬yla da geriye kalan iki noktay¬üzerinde bulunduran bir

tek do¼gru vard¬r. (L1)A1)

A2 : L Laguerre düzleminde P noktas¬nda birbirine te¼get olan çemberleri düşüne-

lim. P noktas¬at¬ld¬¼g¬nda bunlar¬n hiç bir ortak noktas¬kalmaz. Bu, AP rezidusun-

da iki do¼grunun paralel olmas¬ anlam¬na gelir. L3 aksiyomu gere¼gince, P nok-

tas¬ndan geçen bir z çemberine, P noktas¬nda te¼get olan ve Q , P özellikli bir Q

noktas¬ndan geçen bir tek zp çemberi vard¬r. O halde AP rezidusunda z do¼grusu-

nun d¬̧s¬ndaki Q dan geçerek z do¼grusuna paralel olan bir tek zp do¼grusu vard¬r.

(L3)A2)
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A3 : L Laguerre düzleminde L4 aksiyomu gere¼gince, çemberdaş olmayan en az

dört nokta vard¬r. Bunlardan biri at¬ld¬¼g¬nda geriye do¼grudaş olmayan üç nokta

kal¬r. (L4)A3)

A1, A2, A3 aksiyomlar¬n¬n sa¼glanmas¬, AP rezidusunun gerçekten bir a�n düzlem

oldu¼gunu gösterir (Gökdal, 1982). �

Sonlu Laguerre düzlemleri için, yani jPj <1 oldu¼gu durumda aşa¼g¬daki tan¬m

ve teoremler verilebilir:

Tan¬m 3.1.4: Bir sonlu L =(P ;Z;2) Laguerre düzlemi ve bir z 2 Z çemberi

için, n : =jzj � 1 tamsay¬s¬L nin mertebesi olarak isimlendirilir (Hartmann, 2004).

Teorem 3.1.2: L =(P ;Z;2); n: mertebeden sonlu bir Laguerre düzlemi olsun.

Her z1; z2 çember ikilisi ve her P üreteci için, jz1j = jz2j = jP j+1 dir (Hartmann,

2004).

·Ispat: Tan¬m 3.1.3 den AP rezidusunun do¼grular kümesi,�
z�fPg j P 2 z 2 Z

	
[
�
Q j Q 2 P�fPg

	
olarak tan¬mlan¬r ve burada her bir z 2 Z çemberinden üzerinde bulunan bir tek

noktan¬n at¬ld¬¼g¬görülmektedir.

Teorem 3.1.1 den AP rezidusu bir a�n düzlem oldu¼guna göre, do¼grular üzerindeki

nokta say¬lar¬eşittir. Buna göre, z1; z2 2 Z çemberleri için,

jz1j � 1 = jz2j � 1 = jP j ) jz1j = jz2j = jP j+ 1

dir. �

Yard¬mc¬Teorem 3.1.2: L =(P ;Z;2); n: mertebeden bir Laguerre düzlemi

olsun. O zaman L Laguerre düzlemi için,

a) Her AP rezidusu, n: mertebeden bir a�n düzlemdir.

b) jPj = n2 + n dir.

c) n+ 1 tane üreteç vard¬r.

d) Bir noktadan geçen çember say¬s¬n2 dir.
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e) jZj = n3 tür.

(Hartmann, 2004).

·Ispat: a) Tan¬m 3.1.4 ve Teorem 3.1.2 den, n: mertebeden bir L Laguerre düzle-

minde her z 2 Z çemberi ve her P 2 P noktas¬için, jzj = n+1 ve jP j = jzj� 1 = n

dir. AP rezidusunun tan¬m¬gere¼gi, her z 2 Z den P üreteci üzerinde bulunan bir

nokta at¬ld¬¼g¬nda, AP rezidusunun her z�fPg do¼grusu üzerinde n tane nokta kal¬r

ve her bir üreteç üzerinde de n tane nokta bulunur. Teorem 3.1.1 den, AP rezidusu

bir a�n düzlem oldu¼gundan mertebesi n dir.

b) L Laguerre düzleminin bir P 2 P noktas¬ndaki AP rezidusunun noktalar

kümesi P�fPg dir ve jP j = n dir. ·Ispat a) ya göre, AP rezidusu n: mertebeden bir

a�n düzlem oldu¼gundan, Teorem 2.1 (3) gere¼gince AP rezidusundaki toplam nokta

say¬s¬n2 dir. Buradan, jPj = n2 + n oldu¼gu sonucu elde edilir.

c) n: mertebeden bir L Laguerre düzleminde her z 2 Z çemberi için, jzj = n+1

dir. L2 aksiyomu gere¼gince, her çember her üreteci bir tek noktada kesti¼ginden her

z 2 Z çemberi tam olarak n+1 tane üreteci keser. Böylece, L Laguerre düzleminde

n+ 1 tane üreteç vard¬r.

d) L Laguerre düzleminin bir P 2 P noktas¬ndaki AP rezidusunun üreteç ol-

mayan do¼grular¬, L Laguerre düzleminin P noktas¬ndan geçen çemberleridir. Teo-

rem 2.1 (4) gere¼gince, n: mertebeden bir a�n düzlemin toplam do¼gru say¬s¬n¬n n2+n

oldu¼gu biliniyor. n tanesi üreteç (P hariç) olan bu do¼grular¬n geriye kalanlar¬n¬n

say¬s¬n2 dir. Bu durumda, L Laguerre düzleminde bir noktadan geçen çember

say¬s¬n2 dir.

e) L Laguerre düzleminde,

(Toplam çember say¬s¬) =
(Toplam nokta say¬s¬) � (Bir noktadan geçen çember say¬s¬)

Her çember üzerindeki nokta say¬s¬

yaz¬labilir. Bu durumda,

jZj = (n2 + n) � n2
n+ 1

= n3

tür. �
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Bu bilgilerden yararlanarak, Laguerre düzleminin en küçük modeli olan 2. mer-

tebeden Laguerre düzlemi aşa¼g¬daki gibi verilebilir (Gökdal, 1982):

P : =fA;B;C;D;E; F : A k D; B k F; C k Eg

Z : =fz1 = (ABC); z2 = (ABE); z3 = (AFE); z4 = (AFC); z5 = (DBC);

z6 = (DBE); z7 = (DFE); z8 = (DFC)g

olmak üzere L =(P ;Z;2) yap¬s¬, 2. mertebeden Laguerre düzlemidir. Burada,

jPj = 6 ve jZj = 8 oldu¼gu görülür (bak¬n¬z Şekil 3.1).

Şekil 3.1. 2. mertebeden Laguerre düzlemi
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2. mertebeden Laguerre düzleminin C noktas¬ndaki rezidusu AC ; aşa¼g¬daki gibi

verilebilir (Gökdal, 1982):

P : =fA;B;D; Fg

D : =fAB;AF;AD;BF;BD;DFg

olmak üzere AC = (P ;D;2) yap¬s¬, C noktas¬ndaki rezidudur. Burada, jPj = 4 ve

jDj = 6 oldu¼gu görülür (bak¬n¬z Şekil 3.2).

D

A

F

B

D

A

F

B

Şekil 3.2. AC ; C noktas¬ndaki rezidu

3.2. Laguerre Düzleminin ·Izotrop Modeli (Parabolik Model)

S =
�
(x; y; z) j x2 + y2 = 1; x; y; z 2 R

	
(3.2.1)

biçiminde bir S silindiri tan¬mlans¬n. S silindirinden her z 2 R için (0; 1; z) biçi-

mindeki noktalar¬n bulundu¼gu g do¼grusu ç¬kar¬ld¬ktan sonra geriye kalan noktalar

için aşa¼g¬daki fonksiyon tan¬mlans¬n.
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xyz�kartezyen koordinat sistemine göre y = 0 düzlemiE ile gösterilsin. Silindirin

g d¬̧s¬ndaki noktalar¬n¬n kümesi S � g dir.

f : S � g ! E

f : (x; y; z)!
�
x (1� y)�1 ; z (1� y)�1

�
(3.2.2)

olsun.

Bu fonksiyon (0; 1; 0) merkezli stereogra�k izdüşümdür. Üç boyutlu öklidyen

uzayda seçti¼gimiz xyz�kartezyen koordinat sisteminin başlang¬ç noktas¬, E düz-

leminde seçece¼gimiz uv�kartezyen koordinat sisteminin başlang¬ç noktas¬ olmak

üzere,

u = x (1� y)�1 ; v = z (1� y)�1 (3.2.3)

olsun. (u; v) koordinatl¬noktalar¬n herbirine E nin bir izotrop noktas¬denir.

(3.2.2) fonksiyonu birebir ve örten oldu¼gundan tersi vard¬r:

f�1 : (u; v)!
�
2u
�
u2 + 1

��1
;
�
u2 � 1

� �
u2 + 1

��1
; 2v

�
u2 + 1

��1�
dir.

Burada silindirin, ax+ by + cz + d = 0 düzlemiyle arakesiti belirlenirken dikkat

edilmesi gereken husus, düzlemin silindirin eksenine paralel olmamas¬gerekti¼gidir,

bu nedenle c 6= 0 olmas¬gerekir.

Silindirin, ax+ by + cz + d = 0 düzlemiyle arakesitinin f alt¬ndaki görüntüsü:

a
�
2u
�
u2 + 1

��1�
+ b
��
u2 � 1

� �
u2 + 1

��1�
+ c
�
2v
�
u2 + 1

��1�
+ d = 0

d¬r. Böylece görüntünün denklemi;

v =
�
� (b+ d) (2c)�1

�
u2 +

�
�ac�1

�
u+ (b� d) (2c)�1

olarak elde edilir.

(3.2.2) ile veilen f fonksiyonunun, g do¼grusunun noktalar¬n¬da görüntüleyecek

biçimde geni̧sletilmesi mümkündür. Şöyle ki,

ax+ by + cz + d = 0; c 6= 0
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düzlemiyle g do¼grusunun arakesiti olan

�
0; 1;� (b+ d) c�1

�
noktas¬n¬,

p = � (b+ d) (2c)�1

olmak üzere, (1; p) ideal izotrop nokta diyece¼gimiz noktaya eşlersek, bir düzlemsel

kesitin f fonksiyonu alt¬ndaki görüntüsünün ifadesi

�
(u; v) j v = pu2 + qu+ r

	
[ f(1; p)g (3.2.4)

olur. (3.2.4) cümlesine izotrop çember denir.

S silindirinin ayn¬üreteci üzerinde bulunmayan üç noktas¬bir tek düzlemsel kesit

belirtir. Buna kaŗs¬l¬k E düzlemindeki görüntüleri bir tek izotrop çember belirtir

(bak¬n¬z Şekil 3.3).

Silindirin ayn¬ üreteci üzerindeki noktalar, f fonksiyonu yard¬m¬yla E düzle-

minde v�eksenine paralel bir do¼gru üzerindeki noktalara dönüşürler. Bu nedenle

bu dönüşümde noktalar¬n paralelli¼gi korunur. Tüm ideal izotrop noktalar da bir-

birine paraleldir. Paralellik ba¼g¬nt¬s¬, E düzleminin nokta cümlesi üzerinde de bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r (Gökdal, 1982).
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Şekil 3.3. Laguerre düzleminin izotrop modeli (Parabolik model)

3.3. Klasik Reel Laguerre Düzlemi

Asl¬nda klasik Laguerre düzlemi, reel öklidyen düzlemde yönlü do¼gru ve çem-

berlerin geometrisi olarak tan¬mlanm¬̧st¬r (Benz, 1973). Burada ise, reel düzlemde



17

yukar¬da elde edildi¼gi şekliyle, Laguerre düzlemi parabollerin geometrisi olarak düşü-

nülmüş ve parabol modeli incelenmi̧stir.

Böylece,

P : = (R [ f1g)� R = R2 [ (f1g � R); 1 =2 R kümesi noktalar kümesi,

Z : =ff(x; y) 2 R2 j y = ax2+ bx+ cg[f(1; a)g j a; b; c 2 Rg kümesi çemberler

kümesi,

2 � P � Z üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬,

olmak üzere L =(P ;Z;2) üzerinde bulunma yap¬s¬, klasik reel Laguerre düzlemi

olarak isimlendirilir (Hartmann, 2004).

Klasik reel Laguerre düzleminde, (a1; a2); (b1; b2) noktalar¬n¬n paralel olmas¬için

gerek ve yeter koşul a1 = b1 olmas¬d¬r. Burada, k ba¼g¬nt¬s¬n¬n (paralellik ba¼g¬nt¬s¬)

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi klasik reel Laguerre düzleminin, Laguerre düzlem aksiyomlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬

gösterilmektedir (Gökdal, 1982).

L1) ·Iki̧ser iki̧ser paralel olmayan üç noktay¬üzerinde bulunduran bir tek çember

vard¬r.

·Ispat:

1. Durum: Verilen üç nokta (xi; yi) ; xi 6= xj; i 6= j; i; j = 1; 2; 3 biçiminde

olsun. Bu noktalar¬n üzerinde bulunduklar¬çemberi,

�
(x; y) 2 R2 j y = ax2 + bx+ c

	
[ f(1; a)g (3.3.1)

ile gösterelim.

Verilen noktalar¬n herbiri (3.3.1) denklemini sa¼glayaca¼g¬ndan,

yi = ax
2
i + bxi + c; i = 1; 2; 3 (3.3.2)

denklem sistemi hemen yaz¬l¬r.

Bu denklem sisteminin katsay¬lar determinant¬,

D = (x1 � x2) (x1 � x3) (x2 � x3)
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olup, x1; x2; x3 ün seçili̧s biçiminden dolay¬s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

i: sat¬r¬(xi; yi;1) olan determinant¬, det (xi; yi;1) ile gösterirsek:

a = D�1 det (yi; xi;1)

b = D�1 det
�
x2i ; yi;1

�
c = D�1 det

�
x2i ; xi; yi

�
bulunur. a; b; c birer tek olduklar¬ndan verilen üç noktay¬ üzerinde bulunduran

çember tektir.

2. Durum: Verilen noktalardan biri (1; a) ideal izotrop nokta, di¼ger ikisi

(x1; y1) ; (x2; y2) ; x1 6= x2 olsun.

yi = ax
2
i + bxi + c; i = 1; 2

denklemlerinden,

d = x1 � x2 (6= 0)

kabul edilerek,

b = d�1 det
�
yi � ax2i ; 1

�
c = d�1 det

�
xi; yi � ax2i

�
bulunur.

Bu durumda da a; b; c birer tek olarak bulunduklar¬ndan verilen üç noktay¬üze-

rinde bulunduran çember tektir. �

L2) Her z çemberi ve bu çemberin d¬̧s¬ndaki her P noktas¬için, çemberin üzerinde

bulunan ve P noktas¬na paralel olan bir tek Q noktas¬vard¬r.

·Ispat: f(x; y) 2 R2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g çemberi üzerinde bulun-

mayan P = (x1; y1) noktas¬için,

y1 6= ax21 + bx1 + c

dir. En az bir y2 için,

ax21 + bx1 + c = y2 ve y1 6= y2
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dir. Noktalar¬n paralel olmas¬bunlara kaŗs¬l¬k tutulan ikililerin birinci bileşenlerinin

ayn¬olmas¬demek oldu¼gundan,

(x1; y1) k (x1; y2)

elde edilir.

E¼ger P = (1; p) ise, (1; p) 6= (1; a) için, (1; p) k (1; a) d¬r.

Demek ki P noktas¬n¬n tipi ne olursa olsun, istenen özellikte bir tek Q noktas¬

bulunabiliyor. �

L3) P = (x1; y1) noktas¬ndan geçen z çemberine, P , Q özellikli Q = (x2; y2)

noktas¬ndan geçerek P noktas¬nda te¼get olan birtek zp çemberi vard¬r. z\ zp = fPg

dir.

·Ispat:

z; f(x; y) 2 R2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g

ve

zp; f(x; y) 2 R2 j y = Ax2 +Bx+ Cg [ f(1; A)g

olsun.

1. Durum: Ortak izotrop noktalar¬n varl¬¼g¬,

g (x) = (A� a)x2 + (B � b)x+ (C � c) = 0 (3.3.3)

denkleminin çözümlerine ba¼gl¬d¬r.

Ortak noktan¬n sadece P = (x1; y1) olmas¬istendi¼ginden, z ve zp çemberlerinin

ideal izotrop noktalar¬farkl¬olmal¬d¬r ((1; a) 6= (1; A)). Bu durumda,

A 6= a

d¬r. P ve Q noktalar¬zp çemberinin noktalar¬olacaklar¬ndan,

yi = Ax
2
i +Bxi + C; i = 1; 2

dir. Bu denklemlerden,

B = (x1 � x2)�1
�
(y1 � y2)� A

�
x21 � x22

��
C = (x1 � x2)�1 (x1y2 � x2y1) + Ax1x2
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bulunur.

x1 6= 0 ise C � c 6= 0 d¬r. Bu durumda (3.3.3) denkleminin biri x1 olan s¬f¬rdan

farkl¬iki kökü vard¬r. Bu denklemin çak¬̧s¬k iki kökünün olabilmesi için,

gp (x1) = 2 (A� a)x1 + (B � b) = 0

ve dolay¬s¬yla da,

A = (x1 � x2)�2 ((b+ 2ax1) (x1 � x2)� (y1 � y2))

olmal¬d¬r.

E¼ger x1 = 0 ise (3.3.3) denkleminden,

C = c = y1

elde edilir. Üstelik, (3.3.3) denkleminin s¬f¬rdan farkl¬reel kökünün olmamas¬için,

B = b

olmas¬gerekir ve yeter. Bu durum,

A = (y2 � y1 � bx2)x�22

olmas¬n¬gerektirir.

2. Durum: P = (x1; y1) ; Q = (1; A) iken,

A 6= a

ve

C = y1 � Ax21 �Bx1

olur.

x1 6= 0 için gp (x1) = 0 ise (3.3.3) denkleminin kökleri çak¬̧s¬r ve,

B = b� 2 (A� a)x1

bulunur.
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x1 = 0 iken (3.3.3) denkleminin s¬f¬rdan farkl¬çözümlerinin bulunmamas¬,

B = b

sonucunu do¼gurur.

3. Durum: P = (1; a) ve Q = (x2; y2) iken,

A = a

B = b

C = y2 � ax22 � bx2

bulunur.

Böylece, uygun her durum için A;B;C birer tek olarak elde edilmi̧s oldu. Yani,

zp çemberi belirtilmi̧s oldu. �

L4) Her P 2 P için, Q 6= P 6= R; P k Q ve P , R özelli¼ginde Q; R 2 P vard¬r.

Her çember üzerinde en az üç farkl¬nokta vard¬r.

·Ispat: Seçilen çemberlerin ve noktalar¬n istenenleri sa¼glad¬klar¬kolayca görülür.

3.4. L(K) Laguerre Düzlemi

3.4.1. L(K) Laguerre düzlemi

Bir Laguerre düzleminin klasik modelinin biçimsel genelleştirilmesi ile, yani R

yerine key�bir cisim al¬nmas¬yla, her bir durumda bir Laguerre düzlemi örne¼gi elde

edilir.

K bir cisim ve

P : = (K [ f1g)� K = K2 [ (f1g� K); 1 =2 K;

Z : =ff(x; y) 2 K2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g j a; b; c 2 Kg;

2 � P � Z

olmak üzere L(K) : =(P ;Z;2) üzerinde bulunma yap¬s¬, bir Laguerre düzlemidir

(Hartmann, 2004).
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L(K) : =(P ;Z;2) Laguerre düzleminin, Laguerre düzlem aksiyomlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬-

n¬n ispat¬, klasik reel Laguerre düzlemine benzer şekilde yap¬labilir.

3.4.2. L(K) Laguerre düzleminin otomor�zmleri

Tan¬m 3.4.2.1: L Laguerre düzleminde çemberdaş noktalar¬çemberdaş nokta-

lara dönüştüren, birebir ve örten fonksiyonlara bu düzlemin otomor�zmleri denir.

f , L Laguerre düzleminin bir otomor�zmi ise, A;B;C noktalar¬ndan geçen (ABC)

çemberi, f (A) ; f (B) ; f (C) noktalar¬ndan geçen (f (A) f (B) f (C)) çemberine dönü-

şür (Soytürk, 1989).

Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.1: Aşa¼g¬da verilen, P nin kendi üzerine olan dönüşüm-

leri L(K) n¬n otomor�zmleridir.(Hartmann, 2004).

(1)

8>>><>>>:
(x; y) ! (sx; ty); x 6=1

0 6= s; t 2 K

(1; a) ! (1; t
s2
a)

9>>>=>>>;

(2)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x+ s; y + t); x 6=1

s; t 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;

(3)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;

(4)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx2); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a+ s)

9>>>=>>>;

(5)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x; y) ! (
1

x
;
y

x2
); x 6= 0;1

(0; y) ! (1; y)

(1; a) ! (0; a)

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
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(6)

8>>><>>>:
(x; y) ! (�(x); �(y)); x 6=1

� : K n¬n otomor�zmi

(1; a) ! (1; �(a))

9>>>=>>>;
Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.1 den şu yard¬mc¬teorem elde edilir:

Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.2: L(K) Laguerre düzleminin otomor�zm grubu,

a) ·Iki̧ser iki̧ser paralel olmayan nokta üçlülerinin kümesi,

b) Çemberlerin kümesi,

üzerinde geçi̧sken olarak etki eder.

Dolay¬s¬yla, otomor�zm grubu yukar¬da belirtilen nokta kümeleri üzerinde geçi̧sken

olarak etki eder. Böylece, Teorem 3.1.1 in kullan¬lmas¬yla A(1;0) rezidusunun bir

a�n düzlem oldu¼gunun aşikar olarak do¼gru oldu¼gu görülebilir (Hartmann, 2004).

Not 3.4.2.1: Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.1 deki (1); (2); (3) ve (6) otomor�zmleri,

A(1;0) rezidusunun üreteçlerin kümesini sabit b¬rakan kolinasyonlar¬n¬(dilatasyon-

lar ve yar¬lineer dönüşümler) oluşturur. (5) otomor�zmi, A(1;0) rezidusunda e¼ger

Karakteristik K 6=2 ise, x = �1 do¼grusunda bir yans¬may¬ve Karakteristik K =2

ise, bir ötelemeyi oluşturur (Hartmann, 2004).

Teorem 3.4.2.1: Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.1 in otomor�zmleri, L(K) n¬n tüm

otomor�zm grubunu oluşturur (Hartmann, 2004).

·Ispat: 	; L(K) n¬n key� bir otomor�zmi olsun. Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.2

gere¼gince, Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.1 deki (1) � (6) otomor�zmleri ile üretilen bir �

otomor�zmi mevcuttur öyle ki, �	; (1; 0) noktas¬n¬ sabit b¬rak¬r. �	; A(1;0)

içinde, y�ekseninin sonsuzdaki noktas¬n¬ sabit b¬rakan bir kolinasyon oluşturur.

Böylece, �	 otomor�zmi K2 üzerinde, s; t; u; v; w 2 K olmak üzere (x; y) ! (s +

u�(x); t + v�(x) + w�(y)) formuna sahiptir ve �; K cisminin bir otomor�zmidir.

Yard¬mc¬Teorem 3.4.2.1 in kullan¬lmas¬yla, ��	 birim dönüşüm olacak şekilde bir

� otomor�zmi bulunabilir. Böylece 	; (1)� (6) otomor�zmleri taraf¬ndan üretilen

grup taraf¬ndan içerilir. �
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3.4.3. A(K) da aç¬lar¬n parabolik ölçümü

Tan¬m 3.4.3.1: (K;+; �) ; bir ayk¬r¬cisim (de¼gi̧simli olmas¬gerekmeyen cisim,

bölümlü halka),

P =K2

ve

G= ff(x; y) 2 P j y = mx+ bg j m; b 2 Kg [ ff(x; y) 2 P j x = cg j c 2 Kg

olsun. A(K) = (P ;G;2) üzerinde bulunma yap¬s¬, bir a�n düzlemdir.

Denklemi y = mx + c olan do¼grular aras¬ndaki aç¬lar için uygun bir ölçüm

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir (Hartmann, 2004).

Tan¬m 3.4.3.2: A(K) a�n düzleminin,

g1 : y = m1x+ c1; g2 : y = m2x+ c2

gibi iki do¼grusu için, [g1; g2] s¬ral¬ikilisi aç¬olarak isimlendirilir ve

\(g1; g2) = m1 �m2

de [g1; g2] aç¬s¬n¬n ölçüsü olarak isimlendirilir (Hartmann, 2004).

Tan¬m 3.4.3.3: Paralel olmayan ve Pi = (xi; yi); i = 1; 2; 3 yani x1 6= x2 6= x3 6=

x1 biçiminde verilen herhangi üç nokta için,

\(P1; P2; P3) : =
y2 � y1
x2 � x1

� y2 � y3
x2 � x3

eşitli¼gi oluşturulur. Bu tan¬mla, paraboller için kiri̧s aç¬ teoremi ispatlanabilir

(Hartmann, 2004).

Teorem 3.4.3.1 (Bir parabol üzerinde 4 nokta): ·Iki̧ser iki̧ser paralel ol-

mayan ve Pi = (xi; yi); i = 1; 2; 3; 4 şeklinde verilen dört noktan¬n y = ax2 + bx+ c;

a 6= 0 parabolü üzerinde bulunmas¬için gerek ve yeter koşul,

\(P1; P3; P2) = \(P1; P4; P2)

olmas¬d¬r (Hartmann, 2004).
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·Ispat:

1) E¼ger P1; P2; P3; P4 noktalar¬, bir y = ax2 + bx + c parabolü üzerinde iseler o

zaman,

\(P1; P3; P2) =
a(x23 � x21) + b(x3 � x1)

x3 � x1
� a(x

2
3 � x22) + b(x3 � x2)

x3 � x2

= a(x1 � x2)

dir ve benzer şekilde \(P1; P4; P2) = a(x1 � x2) dir.
Bundan dolay¬, \(P1; P3; P2) = \(P1; P4; P2) olur.

2) ·Iki̧ser iki̧ser paralel olmayan ve P1; P2; P3 ve P = (x; y) biçiminde verilen dört

nokta için \(P1; P3; P2) = \(P1; P; P2) olsun. Bu durumda,

y3 � y1
x3 � x1

� y3 � y2
x3 � x2

=
y � y1
x� x1

� y � y2
x� x2

dir ki, bu üç noktas¬belli bir parabolün denklemini verir ve uygun a; b; c de¼gerleri

için y = ax2 + bx+ c denklemine denktir. �
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BÖLÜM 4

L(K) LAGUERRE DÜZLEM·IN·IN OTOMORF·IZMLER·IN·IN HANG·I

DURUMLARDA BENZERL·IK DÖNÜŞÜMÜ OLDU¼GUNUN

BEL·IRLENMES·I

Bu bölümde benzerlik dönüşümlerinin, düzlemin aç¬lar¬koruyan birebir dönüşüm-

leri oldu¼gu gerçe¼ginden yola ç¬karak L(K) Laguerre düzleminin otomor�zmlerinin

hangi durumlarda benzerlik dönüşümü oldu¼gu araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bunun için öncelikle

L(K) Laguerre düzleminde iki çember aras¬ndaki aç¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Daha sonra,

L(K) Laguerre düzleminde çemberler aras¬ndaki aç¬lar¬n L(K) n¬n otomor�zmleri

alt¬nda korunup korunmad¬¼g¬incelenmi̧s ve bu otomor�zmlerin hangi durumlarda

benzerlik dönüşümü oldu¼gu belirlenmi̧stir.

4.1. ·Iki E¼gri Aras¬ndaki Aç¬

·Iki e¼grinin kesim noktas¬ndaki te¼getleri aras¬ndaki aç¬ya, bu noktadaki e¼griler

aras¬ndaki aç¬denir (bak¬n¬z Şekil 4.1).

E¼griler birkaç noktada kesi̧siyorlarsa e¼griler aras¬ndaki aç¬, her kesim noktas¬nda

farkl¬olabilir. E¼ger e¼griler aras¬ndaki aç¬her kesim noktas¬nda � ise bu e¼griler �

aç¬s¬alt¬nda kesişiyorlar, denir (Derman vd., 2002).

Şekil 4.1. ·Iki e¼gri aras¬ndaki aç¬
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4.2. L(K) Laguerre Düzleminde ·Iki Çember Aras¬ndaki Aç¬

z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬ölçümü, bu çemberlerin kesi̧sim noktalar¬nda

çizilen ve denklemleri s¬ras¬yla,

t1 : y = m1x+ c1 ve t2 : y = m2x+ c2

olan te¼getleri aras¬ndaki aç¬ ölçümüne eşit olur. Dolay¬s¬yla A(K) da aç¬lar¬n

parabolik ölçümü tan¬m¬ndan,

\(z1; z2) = \(t1; t2) = m1 �m2

yaz¬labilir.

L(K) Laguerre düzleminin iki çemberi;

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

olsun.

z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, bu çemberlerin kesi̧sim noktalar¬nda çizilen

te¼getleri aras¬ndaki aç¬d¬r. Bu aç¬y¬bulmak için iki ayr¬durum incelenmelidir.

1. Durum: a1 = a2 olsun.

y = a1x
2 + b1x+ c1 ve y = a2x2 + b2x+ c2 denklemlerinin ortak çözümünden,

a1x
2 + b1x+ c1 = a2x

2 + b2x+ c2

(b1 � b2)x+ (c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.

i) b1 = b2 ve c1 = c2 ise, z1 ve z2 çemberleri çak¬̧s¬kt¬r ve aralar¬ndaki aç¬

\(z1; z2) = 0 d¬r. Yani,

a1 = a2 iken, b1 = b2 ve c1 = c2 ) \(z1; z2) = 0 d¬r. (4.2.1)
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ii) b1 = b2 ve c1 6= c2 ise, z1 ve z2 çemberleri sadece (1; a1) noktas¬nda kesi̧sirler.

z1 ve z2 çemberlerinin (1; a1) noktas¬ndaki te¼getleri çak¬̧s¬k ve sonsuzdaki do¼gru

oldu¼gundan z1 ve z2 aras¬ndaki aç¬\(z1; z2) = 0 d¬r. Yani,

a1 = a2 iken, b1 = b2 ve c1 6= c2 ) \(z1; z2) = 0 d¬r. (4.2.2)

iii) b1 6= b2 ise, z1 ve z2 çemberleri biri (1; a1) olmak üzere iki noktada kesi̧sirler.

(ii) den dolay¬, (1; a1) noktas¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(z1; z2) = 0
d¬r. Yani,

a1 = a2 iken, b1 6= b2 ) (1; a1) kesi̧sim noktas¬nda \(z1; z2) = 0 d¬r. (4.2.3)

Di¼ger kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi de, yukar¬da verilen ortak çözümün denkleminden

x =
c2 � c1
b1 � b2

; (b1 � b2 6= 0)

olarak bulunur. Bu kesi̧sim noktas¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, z1 ve z2

ye bu noktada çizilen te¼getler aras¬ndaki aç¬d¬r. Te¼getler aras¬ndaki aç¬y¬bulmak

için, te¼getlerin e¼gimlerini bulmam¬z yeterlidir.

z1 çemberine x =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬nda çizilen t1 te¼getinin e¼gimi,

y = a1x
2 + b1x+ c1

yp = 2a1x+ b1

m1 = 2a1

�
c2 � c1
b1 � b2

�
+ b1

m1 =
2a1c2 � 2a1c1 + b21 � b1b2

b1 � b2
dir.

z2 çemberine x =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬nda çizilen t2 te¼getinin e¼gimi,
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y = a2x
2 + b2x+ c2

y = a1x
2 + b2x+ c2

yp = 2a1x+ b2

m2 = 2a1

�
c2 � c1
b1 � b2

�
+ b2

m2 =
2a1c2 � 2a1c1 � b22 + b1b2

b1 � b2
dir.

Böylece t1 ve t2 te¼getleri aras¬ndaki aç¬,

\(t1; t2) = m1 �m2

=
2a1c2 � 2a1c1 + b21 � b1b2

b1 � b2
� 2a1c2 � 2a1c1 � b

2
2 + b1b2

b1 � b2

= b1 � b2
olarak elde edilir.

Yani, x =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬nda, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki

aç¬, \(z1; z2) = b1 � b2 dir. Sonuç olarak,

a1 = a2 iken, b1 6= b2 ) x =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬nda

\(z1; z2) = b1 � b2 dir. (4.2.4)

2. Durum: a1 6= a2 olsun.

y = a1x
2 + b1x+ c1 ve y = a2x2 + b2x+ c2 denklemlerinin ortak çözümünden,

a1x
2 + b1x+ c1 = a2x

2 + b2x+ c2

(a1 � a2)x2 + (b1 � b2)x+ (c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.
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� = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2)

olmak üzere üç ayr¬durum incelenmelidir.

i) � > 0 ise, z1 ve z2 çemberleri iki noktada kesi̧sirler. Bu kesi̧sim noktalar¬n¬n

apsisleri,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)
; (a1 � a2 6= 0)

dir. Bu kesi̧sim noktalar¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, z1 ve z2 ye bu

noktalarda çizilen te¼getler aras¬ndaki aç¬d¬r. Te¼getler aras¬ndaki aç¬y¬bulmak için,

te¼getlerin e¼gimlerini bulmam¬z yeterlidir.

z1 çemberine x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda çizilen t1 te¼getinin

e¼gimi,

y = a1x
2 + b1x+ c1

yp = 2a1x+ b1

m1 = 2a1

 
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)

!
+ b1

m1 =
2a1b2 � 2a2b1 + 2a1

p
�

2 (a1 � a2)
dir.

z2 çemberine x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda çizilen t2 te¼getinin

e¼gimi,

y = a2x
2 + b2x+ c2

yp = 2a2x+ b2

m2 = 2a2

 
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)

!
+ b2

m2 =
2a1b2 � 2a2b1 + 2a2

p
�

2 (a1 � a2)
dir.
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Böylece t1 ve t2 te¼getleri aras¬ndaki aç¬,

\(t1; t2) = m1 �m2

=
2a1b2 � 2a2b1 + 2a1

p
�

2 (a1 � a2)
� 2a1b2 � 2a2b1 + 2a2

p
�

2 (a1 � a2)

=
p
�

olarak elde edilir.

Yani, x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda, z1 ve z2 çemberleri

aras¬ndaki aç¬, \(z1; z2) =
p
� d¬r. Sonuç olarak,

a1 6= a2 iken, � > 0) x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda,

\(z1; z2) =
p
� d¬r. (4.2.5)

z1 çemberine x2 =
(b2 � b1)�

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda çizilen t1 te¼getinin

e¼gimi,

y = a1x
2 + b1x+ c1

yp = 2a1x+ b1

m1 = 2a1

 
(b2 � b1)�

p
�

2 (a1 � a2)

!
+ b1

m1 =
2a1b2 � 2a2b1 � 2a1

p
�

2 (a1 � a2)
dir.

z2 çemberine x2 =
(b2 � b1)�

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda çizilen t2 te¼getinin

e¼gimi,

y = a2x
2 + b2x+ c2

yp = 2a2x+ b2

m2 = 2a2

 
(b2 � b1)�

p
�

2 (a1 � a2)

!
+ b2

m2 =
2a1b2 � 2a2b1 � 2a2

p
�

2 (a1 � a2)
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dir.

Böylece t1 ve t2 te¼getleri aras¬ndaki aç¬,

\(t1; t2) = m1 �m2

=
2a1b2 � 2a2b1 � 2a1

p
�

2 (a1 � a2)
� 2a1b2 � 2a2b1 � 2a2

p
�

2 (a1 � a2)

= �
p
�

olarak elde edilir.

Yani, x2 =
(b2 � b1)�

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda, z1 ve z2 çemberleri

aras¬ndaki aç¬, \(z1; z2) = �
p
� d¬r. Sonuç olarak,

a1 6= a2 iken, � > 0) x2 =
(b2 � b1)�

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda,

\(z1; z2) = �
p
� d¬r. (4.2.6)

ii) � = 0 ise, z1 ve z2 çemberleri bir noktada kesi̧sirler ve bu noktada birbirine

te¼gettirler. Bu te¼get olduklar¬noktan¬n apsisi,

x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
; (a1 � a2 6= 0)

dir. Bu te¼get olduklar¬noktada z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, z1 ve z2 ye bu

noktada çizilen te¼getler aras¬ndaki aç¬d¬r. Te¼getler aras¬ndaki aç¬y¬bulmak için,

te¼getlerin e¼gimlerini bulmam¬z yeterlidir.

z1 çemberine x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli te¼get olduklar¬noktada çizilen t1 te¼getinin

e¼gimi,

y = a1x
2 + b1x+ c1

yp = 2a1x+ b1

m1 = 2a1

�
b2 � b1

2 (a1 � a2)

�
+ b1

m1 =
a1b2 � a2b1
a1 � a2

dir.
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z2 çemberine x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli te¼get olduklar¬noktada çizilen t2 te¼getinin

e¼gimi,

y = a2x
2 + b2x+ c2

yp = 2a2x+ b2

m2 = 2a2

�
b2 � b1

2 (a1 � a2)

�
+ b2

m2 =
a1b2 � a2b1
a1 � a2

dir.

Böylece t1 ve t2 te¼getleri aras¬ndaki aç¬,

\(t1; t2) = m1 �m2

=
a1b2 � a2b1
a1 � a2

� a1b2 � a2b1
a1 � a2

= 0

olarak elde edilir.

Yani, x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli te¼get olduklar¬noktada, z1 ve z2 çemberleri aras¬n-

daki aç¬, \(z1; z2) = 0 d¬r. Sonuç olarak,

a1 6= a2 iken, � = 0) x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli te¼get olduklar¬noktada

\(z1; z2) = 0 d¬r. (4.2.7)

iii) � < 0 ise, z1 ve z2 çemberleri kesi̧smezler, dolay¬s¬yla aralar¬ndaki aç¬dan

söz edilemez. Yani,

a1 6= a2 iken, � < 0) z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬dan söz

edilemez. (4.2.8)

Sonuç 4.2.1: L(K) Laguerre düzleminin,

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K
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ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

çemberleri aras¬ndaki \(z1; z2) aç¬ölçüsü aşa¼g¬daki gibidir:

1) a1 = a2 iken,

i) b1 = b2 ) \(z1; z2) = 0 d¬r.

ii) b1 6= b2 ) (1; a1) kesi̧sim noktas¬nda \(z1; z2) = 0 d¬r.

b1 6= b2 ) x =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬nda, \(z1; z2) = b1 � b2

dir.

2) a1 6= a2 iken,

� = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2) olmak üzere,

i) � > 0) x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda,

\(z1; z2) =
p
� d¬r.

� > 0) x2 =
(b2 � b1)�

p
�

2 (a1 � a2)
apsisli kesi̧sim noktas¬nda,

\(z1; z2) = �
p
� d¬r.

ii) � = 0) x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli te¼get olduklar¬noktada,

\(z1; z2) = 0 d¬r.

iii) � < 0) z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬dan söz edilemez.

4.3. L(K) Laguerre Düzleminde Çemberler Aras¬ndaki Aç¬lar¬n L(K)

n¬n Otomor�zmleri Alt¬ndaki De¼gi̧simi ve Bu Otomor�zmlerin Hangi Du-

rumlarda Benzerlik Dönüşümü Oldu¼gunun Belirlenmesi

Bu k¬s¬mda L(K) Laguerre düzleminde çemberler aras¬ndaki aç¬lar¬n, L(K) n¬n

otomor�zmleri alt¬nda korunup korunmad¬¼g¬incelenmi̧s ve bu otomor�zmlerin hangi

durumlarda benzerlik dönüşümü oldu¼gu belirlenmi̧stir.
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Tan¬m 4.3.1: L(K) : =(P ;Z;2) Laguerre düzlemine ait otomor�zm grubunun,

Z yi kendi üzerine resmeden ve aç¬ölçümünü koruyan bir � otomor�zmine L(K)

n¬n bir esas benzerli¼gi denir.

8 z1; z2 2 Z için \(z1; z2) = \(z�1 ; z�2 ) dir (Blunck and Herzer, 2005).

Tan¬m 4.3.2: L(K) : =(P ;Z;2) Laguerre düzleminde z1; z2 2 Z çemberleri

verilsin. E¼ger z1 \ z2 6= ? ise, \(z1; z2) ye esas aç¬denir.

E¼ger \(z1; z2) ve \(zp1; zp2) esas aç¬lar¬bir esas benzerlik ile birbirlerine dönüştürü-
lebiliyorsa, yani �; L(K) n¬n bir esas benzerli¼gi olmak üzere, z�1 = z

p
1 ve z�2 = z

p
2

oluyorsa, \(z1; z2) ve \(zp1; zp2) aç¬lar¬na benzerdir, denir (Blunck and Herzer, 2005).

Şimdi L(K) Laguerre düzleminde çemberler aras¬ndaki aç¬lar¬n, L(K) n¬n oto-

mor�zmleri alt¬nda korunup korunmad¬¼g¬incelenecek ve bu otomor�zmlerin hangi

durumlarda esas benzerlik dönüşümü oldu¼gu belirlenecektir.

L(K) Laguerre düzleminin iki çemberi;

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

olsun.

(1)

8>>><>>>:
(x; y) ! (sx; ty); x 6=1

0 6= s; t 2 K

(1; a) ! (1; t
s2
a)

9>>>=>>>;
otomor�zmleri alt¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n korunup korunmad¬¼g¬

incelenecektir.

(x; y) ! (sx; ty) = (xp; yp)

şeklinde dönüştürülürse,

xp = sx ) x =
xp

s

yp = ty ) y =
yp

t
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yaz¬labilir.

Bu x ve y de¼gerleri s¬ras¬yla z1 ve z2 çemberlerinin denklemlerinde yerine konu-

lursa, bu çemberlerin (1) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüleri elde edilir.

z1 çemberinin (1) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a1) ! (1; t
s2
a1)

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa,

zp1; f(xp; yp) 2 K2j y
p

t
= a1

�
xp

s

�2
+ b1

�
xp

s

�
+ c1g[

�
(1; t

s2
a1)

�
; a1; b1; c1 2 K

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp = t

s2
a1 (x

p)
2
+
t

s
b1 (x

p) + tc1g [
�
(1; t

s2
a1)

�
; a1; b1; c1 2 K

d¬r.

z2 çemberinin (1) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a2) ! (1; t
s2
a2)

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa,

zp2; f(xp; yp) 2 K2j y
p

t
= a2

�
xp

s

�2
+ b2

�
xp

s

�
+ c2g [

�
(1; t

s2
a2)

�
; a2; b2; c2 2 K

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp = t

s2
a2 (x

p)
2
+
t

s
b2 (x

p) + tc2g [
�
(1; t

s2
a2)

�
; a2; b2; c2 2 K

d¬r.

zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, bu çemberlerin kesi̧sim noktalar¬nda çizilen

te¼getleri aras¬ndaki aç¬d¬r. Bu aç¬y¬bulmak için iki ayr¬durum incelenmelidir.

1. Durum: a1 = a2 olsun.

yp =
t

s2
a1 (x

p)
2
+
t

s
b1 (x

p) + tc1 ve yp =
t

s2
a2 (x

p)
2
+
t

s
b2 (x

p) + tc2 denklemlerinin

ortak çözümünden,

t

s2
a1 (x

p)
2
+
t

s
b1 (x

p) + tc1 =
t

s2
a2 (x

p)
2
+
t

s
b2 (x

p) + tc2

t

s
b1 (x

p) + tc1 =
t

s
b2 (x

p) + tc2

t

s
(b1 � b2)xp + t(c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.

i) b1 = b2 ve c1 = c2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri çak¬̧s¬kt¬r ve aralar¬ndaki aç¬

\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum ile (4.2.1) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki
aç¬n¬n (1) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.
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ii) b1 = b2 ve c1 6= c2 ise, zp1 ve zp2 çemberleri sadece (1;
t

s2
a1) noktas¬nda kesi̧sir-

ler. zp1 ve z
p
2 çemberlerinin (1;

t

s2
a1) noktas¬ndaki te¼getleri çak¬̧s¬k ve sonsuzdaki

do¼gru oldu¼gundan zp1 ve z
p
2 aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum ile (4.2.2)

kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (1) otomor�zmleri alt¬nda ko-

rundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

iii) b1 6= b2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri biri (1;

t

s2
a1) olmak üzere iki noktada

kesi̧sirler.

(ii) den dolay¬, (1; t
s2
a1) noktas¬nda zp1 ve z

p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) =

0 d¬r. Bu durum ile (4.2.3) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n

(1) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

Di¼ger kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi de, yukar¬da verilen ortak çözümün denkleminden

xp =
s (c2 � c1)
b1 � b2

olmak üzere, bu kesi̧sim noktas¬nda zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) =
t

s
(b1 � b2)

dir. Bu durum ile (4.2.4) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, s = t iken z1 ve z2 çemberleri aras¬n-

daki aç¬n¬n (1) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) oldu¼gu,
di¼ger durumlarda korunmad¬¼g¬ görülür (Burada, a1 = a2; b1 6= b2 iken z1 ve z2

çemberlerinin x =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬n¬n, (1) otomor�zmleri alt¬nda zp1

ve zp2 çemberlerinin x
p =

s (c2 � c1)
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬na dönüştü¼güne dikkat

edilmelidir).

2. Durum: a1 6= a2 olsun.

yp =
t

s2
a1
�
xp
�2
+
t

s
b1
�
xp
�
+ tc1 ve yp =

t

s2
a2
�
xp
�2
+
t

s
b2
�
xp
�
+ tc2

denklemlerinin ortak çözümünden,

t

s2
a1 (x

p)
2
+
t

s
b1 (x

p) + tc1 =
t

s2
a2 (x

p)
2
+
t

s
b2 (x

p) + tc2

t

s2
(a1 � a2) (xp)2 +

t

s
(b1 � b2) (xp) + t (c1 � c2) = 0
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denklemi elde edilir.

�p =
t2

s2
(b1 � b2)2 � 4

t2

s2
(a1 � a2) (c1 � c2)

�p =
t2

s2
�
(b1 � b2)2 � 4 (a1 � a2) (c1 � c2)

�
�p =

t2

s2
�

olmak üzere, üç ayr¬durum incelenmelidir.

i) �p > 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri iki noktada kesi̧sirler. Bu kesi̧sim noktalar¬n¬n

apsisleri,

xp1 =

t

s
(b2 � b1) +

p
�p

2
t

s2
(a1 � a2)

ve xp2 =

t

s
(b2 � b1)�

p
�p

2
t

s2
(a1 � a2)

dir.

t

s
> 0 olmas¬durumunda, a1 6= a2; � > 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬, (1) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin s¬ras¬yla,

xp1 =

t

s
(b2 � b1) +

p
�p

2
t

s2
(a1 � a2)

ve xp2 =

t

s
(b2 � b1)�

p
�p

2
t

s2
(a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬na dönüşürler (x1 ! xp1 ve x2 ! xp2). Buna göre,

xp1 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) =
p
�p =

r
t2

s2
� =

���� ts
����p� = t

s

�p
�
�

d¬r.

xp2 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = �
p
�p = �

r
t2

s2
� =

���� ts
���� ��p�� = t

s

�
�
p
�
�

d¬r.
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Bu durum ile (4.2.5) ve (4.2.6) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, s = t iken z1 ve z2 çemberleri

aras¬ndaki aç¬n¬n (1) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2)
oldu¼gu, di¼ger durumlarda korunmad¬¼g¬görülür.

t

s
< 0 olmas¬durumunda, a1 6= a2; � > 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬, (1) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin s¬ras¬yla

(başlang¬çtaki nokta isimlendirilmeleri gözönüne al¬narak),

xp2 =

t

s
(b2 � b1)�

p
�p

2
t

s2
(a1 � a2)

ve xp1 =

t

s
(b2 � b1) +

p
�p

2
t

s2
(a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬na dönüşürler (x1 ! xp2 ve x2 ! xp1). Buna göre,

xp1 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) =
p
�p =

r
t2

s2
� =

���� ts
����p� = t

s

�
�
p
�
�

d¬r.

xp2 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = �
p
�p = �

r
t2

s2
� =

���� ts
���� ��p�� = t

s

�p
�
�

d¬r.

Bu durum ile (4.2.5) ve (4.2.6) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, s = t iken z1 ve z2 çemberleri

aras¬ndaki aç¬n¬n (1) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2)
oldu¼gu, di¼ger durumlarda korunmad¬¼g¬görülür.

ii) �p = 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri bir noktada kesi̧sirler ve bu noktada birbirine

te¼gettirler. Bu te¼get olduklar¬noktan¬n apsisi,

xp =
s (b2 � b1)
2 (a1 � a2)

olmak üzere, bu noktada zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = 0
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d¬r.

Bu durum ile (4.2.7) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (1)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür (Burada,
a1 6= a2; � = 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin x =

b2 � b1
2 (a1 � a2)

apsisli te¼get olduklar¬

noktan¬n, (1) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
s (b2 � b1)
2 (a1 � a2)

apsisli

te¼get olduklar¬noktaya dönüştü¼güne dikkat edilmelidir).

iii) �p < 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri kesi̧smezler, dolay¬s¬yla aralar¬ndaki aç¬dan

söz edilemez. Bu durum ile (4.2.8) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, bir fark olmad¬¼g¬görülür.

Sonuç 4.3.1: L(K) Laguerre düzleminin,

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

çemberleri aras¬ndaki \(z1; z2) aç¬ölçüsü ile (1) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntü
çemberleri aras¬ndaki \(zp1; zp2) aç¬ölçüsü aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir:

1) a1 = a2 iken,

i) b1 = b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) b1 6= b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2), s = t

2) a1 6= a2 iken,

�p =
t2

s2
�
(b1 � b2)2 � 4 (a1 � a2) (c1 � c2)

�
olmak üzere,

i) �p > 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2), s = t

ii) �p = 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

iii) �p < 0) Çemberler aras¬ndaki aç¬dan söz edilemez.

Böylece aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem ifade edilebilir:

Yard¬mc¬Teorem 4.3.1: L(K)=(P ;Z;2) Laguerre düzleminde,

K bir cisim ve
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P : = (K [ f1g)� K = K2 [ (f1g� K); 1 =2 K;

Z : =ff(x; y) 2 K2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g j a; b; c 2 Kg;

2 � P � Z

olmak üzere,

(1)

8>>><>>>:
(x; y) ! (sx; ty); x 6=1

0 6= s; t 2 K

(1; a) ! (1; t
s2
a)

9>>>=>>>;
otomor�zmlerinin esas benzerlik dönüşümü olmas¬ için gerek ve yeter şart, s = t

olmas¬d¬r.

(2)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x+ s; y + t); x 6=1

s; t 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;
otomor�zmleri alt¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n korunup korunmad¬¼g¬

incelenecektir.

(x; y) ! (x+ s; y + t) = (xp; yp)

şeklinde dönüştürülürse,

xp = x+ s ) x = xp � s

yp = y + t ) y = yp � t

yaz¬labilir.

Bu x ve y de¼gerleri s¬ras¬yla z1 ve z2 çemberlerinin denklemlerinde yerine konu-

lursa, bu çemberlerin (2) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüleri elde edilir.

z1 çemberinin (2) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a1)! (1; a1) oldu¼gu

gözönüne al¬n¬rsa,

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp�t = a1 (xp � s)2+b1 (xp � s)+c1g[f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp = a1 (xp)2 + (b1 � 2a1s) (xp) + (a1s2 � b1s+ c1 + t)g[

f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K
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d¬r.

z2 çemberinin (2) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a2)! (1; a2) oldu¼gu

gözönüne al¬n¬rsa,

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp�t = a2 (xp � s)2+b2 (xp � s)+c2g[f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp = a2 (xp)2 + (b2 � 2a2s) (xp) + (a2s2 � b2s+ c2 + t)g[

f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

d¬r.

zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, bu çemberlerin kesi̧sim noktalar¬nda çizilen

te¼getleri aras¬ndaki aç¬d¬r. Bu aç¬y¬bulmak için iki ayr¬durum incelenmelidir.

1. Durum: a1 = a2 olsun.

yp = a1
�
xp
�2
+ (b1 � 2a1s)

�
xp
�
+
�
a1s

2 � b1s+ c1 + t
�

ve

yp = a2
�
xp
�2
+ (b2 � 2a2s)

�
xp
�
+
�
a2s

2 � b2s+ c2 + t
�

denklemlerinin ortak çözümünden,

a1 (x
p)
2
+ (b1 � 2a1s) (xp) + (a1s2 � b1s+ c1 + t) = a2 (xp)2 + (b2 � 2a2s) (xp)+

(a2s
2 � b2s+ c2 + t)

(b1 � b2) (xp)� s (b1 � b2) + (c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.

i) b1 = b2 ve c1 = c2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri çak¬̧s¬kt¬r ve aralar¬ndaki aç¬

\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum ile (4.2.1) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki
aç¬n¬n (2) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

ii) b1 = b2 ve c1 6= c2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri sadece (1; a1) noktas¬nda ke-

si̧sirler. zp1 ve z
p
2 çemberlerinin (1; a1) noktas¬ndaki te¼getleri çak¬̧s¬k ve sonsuzdaki

do¼gru oldu¼gundan zp1 ve z
p
2 aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum ile (4.2.2)

kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (2) otomor�zmleri alt¬nda ko-

rundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.
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iii) b1 6= b2 ise, zp1 ve zp2 çemberleri biri (1; a1) olmak üzere iki noktada kesi̧sirler.

(ii) den dolay¬, (1; a1) noktas¬nda zp1 ve zp2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0
d¬r. Bu durum ile (4.2.3) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (2)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

Di¼ger kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi de, yukar¬da verilen ortak çözümün denkleminden

xp =
s (b1 � b2) + (c2 � c1)

b1 � b2
olmak üzere, bu kesi̧sim noktas¬nda zp1 ve z

p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = b1 � b2

dir. Bu durum ile (4.2.4) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (2)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür (Burada,
a1 = a2; b1 6= b2 iken z1 ve z2 çemberlerinin x =

c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬n¬n,

(2) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
s (b1 � b2) + (c2 � c1)

b1 � b2
apsisli

kesi̧sim noktas¬na dönüştü¼güne dikkat edilmelidir).

2. Durum: a1 6= a2 olsun.

yp = a1
�
xp
�2
+ (b1 � 2a1s)

�
xp
�
+
�
a1s

2 � b1s+ c1 + t
�

ve

yp = a2
�
xp
�2
+ (b2 � 2a2s)

�
xp
�
+
�
a2s

2 � b2s+ c2 + t
�

denklemlerinin ortak çözümünden,

a1 (x
p)
2
+ (b1 � 2a1s) (xp) + (a1s2 � b1s+ c1 + t) = a2 (xp)2 + (b2 � 2a2s) (xp)+

(a2s
2 � b2s+ c2 + t)

(a1 � a2) (xp)2 + [(b1 � b2)� 2s (a1 � a2)] (xp) + [s2 (a1 � a2)� s (b1 � b2)+

(c1 � c2)] = 0

denklemi elde edilir.

�p = [(b1 � b2)� 2s (a1 � a2)]2 � 4 (a1 � a2) [s2 (a1 � a2)� s (b1 � b2) + (c1 � c2)]

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2)

�p = �
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olmak üzere, üç ayr¬durum incelenmelidir.

i) �p > 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri iki noktada kesi̧sirler. Bu kesi̧sim noktalar¬n¬n

apsisleri,

xp1 =
[(b2 � b1) + 2s (a1 � a2)] +

p
�p

2 (a1 � a2)
ve

xp2 =
[(b2 � b1) + 2s (a1 � a2)]�

p
�p

2 (a1 � a2)
olmak üzere,

xp1 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) =
p
�p =

p
�

d¬r.

xp2 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = �
p
�p = �

p
�

d¬r.

Bu durum ile (4.2.5) ve (4.2.6) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki

aç¬n¬n (2) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür
(Burada, a1 6= a2; � > 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬n¬n, (2) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin s¬ras¬yla,

xp1 =
[(b2 � b1) + 2s (a1 � a2)] +

p
�p

2 (a1 � a2)
ve xp2 =

[(b2 � b1) + 2s (a1 � a2)]�
p
�p

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬na dönüştü¼güne dikkat edilmelidir (x1 ! xp1 ve x2 ! xp2)).

ii) �p = 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri bir noktada kesi̧sirler ve bu noktada birbirine

te¼gettirler. Bu te¼get olduklar¬noktan¬n apsisi,

xp =
(b2 � b1) + 2s (a1 � a2)

2 (a1 � a2)
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olmak üzere, bu noktada zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = 0

d¬r.

Bu durum ile (4.2.7) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (2)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür (Burada,
a1 6= a2;� = 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin x =

b2 � b1
2 (a1 � a2)

apsisli te¼get olduklar¬nok-

tan¬n, (2) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
(b2 � b1) + 2s (a1 � a2)

2 (a1 � a2)
apsisli te¼get olduklar¬noktaya dönüştü¼güne dikkat edilmelidir).

iii) �p < 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri kesi̧smezler, dolay¬s¬yla aralar¬ndaki aç¬dan

söz edilemez. Bu durum ile (4.2.8) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, bir fark olmad¬¼g¬görülür.

Sonuç 4.3.2: L(K) Laguerre düzleminin,

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

çemberleri aras¬ndaki \(z1; z2) aç¬ölçüsü ile (2) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntü
çemberleri aras¬ndaki \(zp1; zp2) aç¬ölçüsü aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir:

1) a1 = a2 iken,

i) b1 = b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) b1 6= b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

2) a1 6= a2 iken,

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2) olmak üzere,

i) �p > 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) �p = 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

iii) �p < 0) Çemberler aras¬ndaki aç¬dan söz edilemez.

Böylece aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem ifade edilebilir:
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Yard¬mc¬Teorem 4.3.2: L(K)=(P ;Z;2) Laguerre düzleminde,

K bir cisim ve

P : = (K [ f1g)� K = K2 [ (f1g� K); 1 =2 K;

Z : =ff(x; y) 2 K2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g j a; b; c 2 Kg;

2 � P � Z

olmak üzere,

(2)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x+ s; y + t); x 6=1

s; t 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;
otomor�zmleri, esas benzerlik dönüşümleridir.

(3)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;
otomor�zmleri alt¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n korunup korunmad¬¼g¬

incelenecektir.

(x; y) ! (x; y + sx) = (xp; yp)

şeklinde dönüştürülürse,

xp = x ) x = xp

yp = y + sx ) y = yp � sxp

yaz¬labilir.

Bu x ve y de¼gerleri s¬ras¬yla z1 ve z2 çemberlerinin denklemlerinde yerine konu-

lursa, bu çemberlerin (3) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüleri elde edilir.

z1 çemberinin (3) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a1)! (1; a1) oldu¼gu

gözönüne al¬n¬rsa,

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp � sxp = a1 (xp)2 + b1 (xp) + c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K
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zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp = a1 (xp)2 + (b1 + s) (xp) + c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

d¬r.

z2 çemberinin (3) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a2)! (1; a2) oldu¼gu

gözönüne al¬n¬rsa,

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp � sxp = a2 (xp)2 + b2 (xp) + c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp = a2 (xp)2 + (b2 + s) (xp) + c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

d¬r.

zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, bu çemberlerin kesi̧sim noktalar¬nda çizilen

te¼getleri aras¬ndaki aç¬d¬r. Bu aç¬y¬bulmak için iki ayr¬durum incelenmelidir.

1. Durum: a1 = a2 olsun.

yp = a1
�
xp
�2
+ (b1 + s)

�
xp
�
+ c1 ve yp = a2

�
xp
�2
+ (b2 + s)

�
xp
�
+ c2

denklemlerinin ortak çözümünden,

a1
�
xp
�2
+ (b1 + s)

�
xp
�
+ c1 = a2

�
xp
�2
+ (b2 + s)

�
xp
�
+ c2

(b1 � b2)
�
xp
�
+ (c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.

i) b1 = b2 ve c1 = c2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri çak¬̧s¬kt¬r ve aralar¬ndaki aç¬

\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum ile (4.2.1) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki
aç¬n¬n (3) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

ii) b1 = b2 ve c1 6= c2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri sadece (1; a1) noktas¬nda ke-

si̧sirler. zp1 ve z
p
2 çemberlerinin (1; a1) noktas¬ndaki te¼getleri çak¬̧s¬k ve sonsuzdaki

do¼gru oldu¼gundan zp1 ve z
p
2 aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum ile (4.2.2)

kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (3) otomor�zmleri alt¬nda ko-

rundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

iii) b1 6= b2 ise, zp1 ve zp2 çemberleri biri (1; a1) olmak üzere iki noktada kesi̧sirler.
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(ii) den dolay¬, (1; a1) noktas¬nda zp1 ve zp2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0
d¬r. Bu durum ile (4.2.3) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (3)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

Di¼ger kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi de, yukar¬da verilen ortak çözümün denkleminden

xp =
c2 � c1
b1 � b2

olmak üzere, bu kesi̧sim noktas¬nda zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = b1 � b2

dir. Bu durum ile (4.2.4) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (3)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür (Burada,
a1 = a2; b1 6= b2 iken z1 ve z2 çemberlerinin x =

c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬n¬n, (3)

otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬na

dönüştü¼güne dikkat edilmelidir).

2. Durum: a1 6= a2 olsun.

yp = a1
�
xp
�2
+ (b1 + s)

�
xp
�
+ c1 ve yp = a2

�
xp
�2
+ (b2 + s)

�
xp
�
+ c2

denklemlerinin ortak çözümünden,

a1
�
xp
�2
+ (b1 + s)

�
xp
�
+ c1 = a2

�
xp
�2
+ (b2 + s)

�
xp
�
+ c2

(a1 � a2)
�
xp
�2
+ (b1 � b2)

�
xp
�
+ (c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2)

�p = �

olmak üzere, üç ayr¬durum incelenmelidir.

i) �p > 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri iki noktada kesi̧sirler. Bu kesi̧sim noktalar¬n¬n

apsisleri,

xp1 =
(b2 � b1) +

p
�p

2 (a1 � a2)
ve xp2 =

(b2 � b1)�
p
�p

2 (a1 � a2)
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olmak üzere,

xp1 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) =
p
�p =

p
�

d¬r.

xp2 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = �
p
�p = �

p
�

d¬r.

Bu durum ile (4.2.5) ve (4.2.6) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki

aç¬n¬n (3) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür
(Burada, a1 6= a2; � > 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬n¬n, (3) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin s¬ras¬yla,

xp1 =
(b2 � b1) +

p
�p

2 (a1 � a2)
ve xp2 =

(b2 � b1)�
p
�p

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬na dönüştü¼güne dikkat edilmelidir (x1 ! xp1 ve x2 ! xp2)).

ii) �p = 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri bir noktada kesi̧sirler ve bu noktada birbirine

te¼gettirler. Bu te¼get olduklar¬noktan¬n apsisi,

xp =
b2 � b1

2 (a1 � a2)

olmak üzere, bu noktada zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = 0

d¬r.

Bu durum ile (4.2.7) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (3)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür (Burada,
a1 6= a2; � = 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin x =

b2 � b1
2 (a1 � a2)

apsisli te¼get olduklar¬
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noktan¬n, (3) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli

te¼get olduklar¬noktaya dönüştü¼güne dikkat edilmelidir).

iii) �p < 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri kesi̧smezler, dolay¬s¬yla aralar¬ndaki aç¬dan

söz edilemez. Bu durum ile (4.2.8) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, bir fark olmad¬¼g¬görülür.

Sonuç 4.3.3: L(K) Laguerre düzleminin,

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

çemberleri aras¬ndaki \(z1; z2) aç¬ölçüsü ile (3) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntü
çemberleri aras¬ndaki \(zp1; zp2) aç¬ölçüsü aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir:

1) a1 = a2 iken,

i) b1 = b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) b1 6= b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

2) a1 6= a2 iken,

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2) olmak üzere,

i) �p > 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) �p = 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

iii) �p < 0) Çemberler aras¬ndaki aç¬dan söz edilemez.

Böylece aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem ifade edilebilir:

Yard¬mc¬Teorem 4.3.3: L(K)=(P ;Z;2) Laguerre düzleminde,

K bir cisim ve

P : = (K [ f1g)� K = K2 [ (f1g� K); 1 =2 K;

Z : =ff(x; y) 2 K2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g j a; b; c 2 Kg;

2 � P � Z

olmak üzere,
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(3)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;
otomor�zmleri, esas benzerlik dönüşümleridir.

(4)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx2); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a+ s)

9>>>=>>>;
otomor�zmleri alt¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n korunup korunmad¬¼g¬

incelenecektir.

(x; y) ! (x; y + sx2) = (xp; yp)

şeklinde dönüştürülürse,

xp = x ) x = xp

yp = y + sx2 ) y = yp � s (xp)2

yaz¬labilir.

Bu x ve y de¼gerleri s¬ras¬yla z1 ve z2 çemberlerinin denklemlerinde yerine konu-

lursa, bu çemberlerin (4) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüleri elde edilir.

z1 çemberinin (4) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a1) ! (1; a1 + s)

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa,

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp � s (xp)2 = a1 (xp)2 + b1 (xp) + c1g [ f(1; a1 + s)g ;

a1; b1; c1 2 K

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp = (a1 + s) (xp)2 + b1 (xp) + c1g [ f(1; a1 + s)g ;

a1; b1; c1 2 K

d¬r.

z2 çemberinin (4) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntüsü, (1; a2) ! (1; a2 + s)

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa,
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zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp � s (xp)2 = a2 (xp)2 + b2 (xp) + c2g [ f(1; a2 + s)g ;

a2; b2; c2 2 K

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp = (a2 + s) (xp)2 + b2 (xp) + c2g [ f(1; a2 + s)g ;

a2; b2; c2 2 K

d¬r.

zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, bu çemberlerin kesi̧sim noktalar¬nda çizilen

te¼getleri aras¬ndaki aç¬d¬r. Bu aç¬y¬bulmak için iki ayr¬durum incelenmelidir.

1. Durum: a1 = a2 olsun.

yp = (a1 + s)
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ c1 ve yp = (a2 + s)

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ c2

denklemlerinin ortak çözümünden,

(a1 + s)
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ c1 = (a2 + s)

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ c2

(b1 � b2)
�
xp
�
+ (c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.

i) b1 = b2 ve c1 = c2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri çak¬̧s¬kt¬r ve aralar¬ndaki aç¬

\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum ile (4.2.1) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki
aç¬n¬n (4) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

ii) b1 = b2 ve c1 6= c2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri sadece (1; a1 + s) noktas¬nda

kesi̧sirler. zp1 ve z
p
2 çemberlerinin (1; a1 + s) noktas¬ndaki te¼getleri çak¬̧s¬k ve

sonsuzdaki do¼gru oldu¼gundan zp1 ve z
p
2 aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0 d¬r. Bu durum

ile (4.2.2) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (4) otomor�zmleri

alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

iii) b1 6= b2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri biri (1; a1 + s) olmak üzere iki noktada

kesi̧sirler.

(ii) den dolay¬, (1; a1+s) noktas¬nda zp1 ve zp2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) =
0 d¬r. Bu durum ile (4.2.3) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n

(4) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.
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Di¼ger kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi de, yukar¬da verilen ortak çözümün denkleminden

xp =
c2 � c1
b1 � b2

olmak üzere, bu kesi̧sim noktas¬nda zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = b1 � b2

dir. Bu durum ile (4.2.4) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (4)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür (Burada,
a1 = a2; b1 6= b2 iken z1 ve z2 çemberlerinin x =

c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬n¬n, (4)

otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
c2 � c1
b1 � b2

apsisli kesi̧sim noktas¬na

dönüştü¼güne dikkat edilmelidir).

2. Durum: a1 6= a2 olsun.

yp = (a1 + s)
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ c1 ve yp = (a2 + s)

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ c2

denklemlerinin ortak çözümünden,

(a1 + s)
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ c1 = (a2 + s)

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ c2

(a1 � a2)
�
xp
�2
+ (b1 � b2)

�
xp
�
+ (c1 � c2) = 0

denklemi elde edilir.

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2)

�p = �

olmak üzere, üç ayr¬durum incelenmelidir.

i) �p > 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri iki noktada kesi̧sirler. Bu kesi̧sim noktalar¬n¬n

apsisleri,

xp1 =
(b2 � b1) +

p
�p

2 (a1 � a2)
ve xp2 =

(b2 � b1)�
p
�p

2 (a1 � a2)
olmak üzere,

xp1 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) =
p
�p =

p
�
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d¬r.

xp2 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = �
p
�p = �

p
�

d¬r.

Bu durum ile (4.2.5) ve (4.2.6) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki

aç¬n¬n (4) otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür
(Burada, a1 6= a2; � > 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬n¬n, (4) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin s¬ras¬yla,

xp1 =
(b2 � b1) +

p
�p

2 (a1 � a2)
ve xp2 =

(b2 � b1)�
p
�p

2 (a1 � a2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬na dönüştü¼güne dikkat edilmelidir (x1 ! xp1 ve x2 ! xp2)).

ii) �p = 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri bir noktada kesi̧sirler ve bu noktada birbirine

te¼gettirler. Bu te¼get olduklar¬noktan¬n apsisi,

xp =
b2 � b1

2 (a1 � a2)

olmak üzere, bu noktada zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = 0

d¬r.

Bu durum ile (4.2.7) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (4)

otomor�zmleri alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür (Burada,
a1 6= a2; � = 0 iken z1 ve z2 çemberlerinin x =

b2 � b1
2 (a1 � a2)

apsisli te¼get olduklar¬

noktan¬n, (4) otomor�zmleri alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli

te¼get olduklar¬noktaya dönüştü¼güne dikkat edilmelidir).

iii) �p < 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri kesi̧smezler, dolay¬s¬yla aralar¬ndaki aç¬dan

söz edilemez. Bu durum ile (4.2.8) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, bir fark olmad¬¼g¬görülür.
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Sonuç 4.3.4: L(K) Laguerre düzleminin,

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

çemberleri aras¬ndaki \(z1; z2) aç¬ölçüsü ile (4) otomor�zmleri alt¬ndaki görüntü
çemberleri aras¬ndaki \(zp1; zp2) aç¬ölçüsü aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir:

1) a1 = a2 iken,

i) b1 = b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) b1 6= b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

2) a1 6= a2 iken,

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2) olmak üzere,

i) �p > 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) �p = 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

iii) �p < 0) Çemberler aras¬ndaki aç¬dan söz edilemez.

Yard¬mc¬Teorem 4.3.4: L(K)=(P ;Z;2) Laguerre düzleminde,

K bir cisim ve

P : = (K [ f1g)� K = K2 [ (f1g� K); 1 =2 K;

Z : =ff(x; y) 2 K2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g j a; b; c 2 Kg;

2 � P � Z

olmak üzere,

(4)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx2); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a+ s)

9>>>=>>>;
otomor�zmleri, esas benzerlik dönüşümleridir.



56

(5)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x; y) ! (
1

x
;
y

x2
); x 6= 0;1

(0; y) ! (1; y)

(1; a) ! (0; a)

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
otomor�zmi alt¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n korunup korunmad¬¼g¬in-

celenecektir.

(x; y) ! (
1

x
;
y

x2
) = (xp; yp)

şeklinde dönüştürülürse,

xp =
1

x
) x =

1

xp

yp =
y

x2
) y =

yp

(xp)2

yaz¬labilir.

Bu x ve y de¼gerleri s¬ras¬yla z1 ve z2 çemberlerinin denklemlerinde yerine konu-

lursa, bu çemberlerin (5) otomor�zmi alt¬ndaki görüntüleri elde edilir.

z1 çemberinin (5) otomor�zmi alt¬ndaki görüntüsü,

(1; a1)! (0; a1) ve (0; c1)! (1; c1) oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa,

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp

(xp)2
= a1

�
1

xp

�2
+ b1

�
1

xp

�
+ c1g [ f(1; c1)g ; a1; b1; c1 2 K

zp1; f(xp; yp) 2 K2j yp = c1 (xp)2 + b1 (xp) + a1g [ f(1; c1)g ; a1; b1; c1 2 K

d¬r.

z2 çemberinin (5) otomor�zmi alt¬ndaki görüntüsü,

(1; a2)! (0; a2) ve (0; c2)! (1; c2) oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa,

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp

(xp)2
= a2

�
1

xp

�2
+ b2

�
1

xp

�
+ c2g [ f(1; c2)g ; a2; b2; c2 2 K

zp2; f(xp; yp) 2 K2j yp = c2 (xp)2 + b2 (xp) + a2g [ f(1; c2)g ; a2; b2; c2 2 K

d¬r.

zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬, bu çemberlerin kesi̧sim noktalar¬nda çizilen

te¼getleri aras¬ndaki aç¬d¬r. Bu aç¬y¬ bulmak için iki ayr¬ durum incelenmelidir.
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Burada z1 ve z2 çemberlerinin (5) otomor�zmi alt¬ndaki görüntüleri, (1); (2); (3); (4)

otomor�zmlerine göre biraz daha farkl¬olarak kaŗs¬m¬za ç¬kt¬¼g¬ndan daha ayr¬nt¬l¬

bir inceleme yapmak gerekmektedir.

1. Durum: c1 = c2 olsun.

yp = c1
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ a1 ve yp = c2

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ a2

denklemlerinin ortak çözümünden,

c1
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ a1 = c2

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ a2

(b1 � b2)
�
xp
�
+ (a1 � a2) = 0

denklemi elde edilir.

i) b1 = b2 ve a1 = a2 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri çak¬̧s¬kt¬r ve aralar¬ndaki aç¬

\(zp1; zp2) = 0 d¬r.
Bununla birlikte (4.2.1) den dolay¬, a1 = a2 iken, b1 = b2 ve c1 = c2 ise z1 ve z2

çemberleri de çak¬̧s¬kt¬r ve aralar¬ndaki aç¬\(z1; z2) = 0 d¬r.
Böylece, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (5) otomor�zmi alt¬nda korundu¼gu

görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

ii) b1 = b2 ve a1 6= a2 ise, zp1 ve zp2 çemberleri sadece (1; c1) noktas¬nda kesi̧sir.

zp1 ve z
p
2 çemberlerinin (1; c1) noktas¬ndaki te¼getleri çak¬̧s¬k ve sonsuzdaki do¼gru

oldu¼gundan zp1 ve z
p
2 aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0 d¬r.

Bununla birlikte (4.2.7) den dolay¬, a1 6= a2 iken, b1 = b2 ve c1 = c2 (� = 0)

ise z1 ve z2 çemberleri sadece (0; c1) noktas¬nda kesi̧sirler ve bu noktada z1 ve z2

aras¬ndaki aç¬\(z1; z2) = 0 d¬r.
Burada, (5) otomor�zmi alt¬nda (0; c1) ! (1; c1) oldu¼guna dikkat edilmelidir.

Böylece, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (5) otomor�zmi alt¬nda korundu¼gu

görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

iii) b1 6= b2 ise, zp1 ve zp2 çemberleri biri (1; c1) olmak üzere iki noktada kesi̧sirler.

(ii) den dolay¬, (1; c1) noktas¬nda zp1 ve zp2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(zp1; zp2) = 0
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d¬r. Di¼ger kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi de, yukar¬da verilen ortak çözümün denkle-

minden xp =
a2 � a1
b1 � b2

olmak üzere, bu kesi̧sim noktas¬nda zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬n-

daki aç¬, \(zp1; zp2) = b1 � b2 dir.

E¼ger a1 = a2 ise, bu durumda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin kesi̧sim noktas¬(0; a1) olur

ve bu noktada zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬yine \(zp1; zp2) = b1 � b2 dir.

E¼ger a1 6= a2 ise, bu durumda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi

xp =
a2 � a1
b1 � b2

olur ve bu noktada zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬yine \(zp1; zp2) =

b1 � b2 dir.

Şimdi ayn¬durumlar için z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬incelenecektir.

a1 = a2 iken, b1 6= b2 ve c1 = c2 ise z1 ve z2 çemberleri biri (1; a1) olmak üzere

iki noktada kesi̧sirler. (4.2.3) den dolay¬, (1; a1) noktas¬nda z1 ve z2 çemberleri

aras¬ndaki aç¬\(z1; z2) = 0 d¬r. Di¼ger kesi̧sim noktas¬da (0; c1) noktas¬d¬r ve (4.2.4)
den dolay¬, bu kesi̧sim noktas¬nda z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(z1; z2) = b1�b2
dir.

Burada, (5) otomor�zmi alt¬nda (1; a1)! (0; a1) ve (0; c1)! (1; c1) oldu¼guna

dikkat edilmelidir.

Dolay¬s¬yla,

(1; a1)! (0; a1) için,

(1; a1) noktas¬nda, \(z1; z2) = 0

(0; a1) noktas¬nda, \(zp1; zp2) = b1 � b2
ve

(0; c1)! (1; c1) için,

(0; c1) noktas¬nda, \(z1; z2) = b1 � b2

(1; c1) noktas¬nda, \(zp1; zp2) = 0

oldu¼gundan z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (5) otomor�zmi alt¬nda korun-

mad¬¼g¬görülür, yani \(z1; z2) 6= \(zp1; zp2) dür.

a1 6= a2 iken, b1 6= b2 ve c1 = c2 (� > 0) ise z1 ve z2 çemberleri biri (0; c1) olmak

üzere iki noktada kesi̧sirler. (4.2.5) ve (4.2.6) dan dolay¬, (0; c1) noktas¬nda z1 ve
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z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬\(z1; z2) = b1 � b2 dir. Di¼ger kesi̧sim noktas¬n¬n apsisi

de x =
b2 � b1
a1 � a2

dir ve (4.2.5) ve (4.2.6) dan dolay¬, bu kesi̧sim noktas¬nda z1 ve z2

çemberleri aras¬ndaki aç¬\(z1; z2) = b2 � b1 dir.
Burada, (5) otomor�zmi alt¬nda

(0; c1)! (1; c1) ve x =
b2 � b1
a1 � a2

! xp =
a2 � a1
b1 � b2

oldu¼guna dikkat edilmelidir.

Dolay¬s¬yla,

(0; c1)! (1; c1) için,

(0; c1) noktas¬nda, \(z1; z2) = b1 � b2

(1; c1) noktas¬nda, \(zp1; zp2) = 0
ve

x =
b2 � b1
a1 � a2

! xp =
a2 � a1
b1 � b2

için,

x =
b2 � b1
a1 � a2

apsisli noktada, \(z1; z2) = b2 � b1

xp =
a2 � a1
b1 � b2

apsisli noktada, \(zp1; zp2) = b1 � b2

oldu¼gundan z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (5) otomor�zmi alt¬nda korun-

mad¬¼g¬görülür, yani \(z1; z2) 6= \(zp1; zp2) dür.

2. Durum: c1 6= c2 olsun.

yp = c1
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ a1 ve yp = c2

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ a2

denklemlerinin ortak çözümünden,

c1
�
xp
�2
+ b1

�
xp
�
+ a1 = c2

�
xp
�2
+ b2

�
xp
�
+ a2

(c1 � c2)
�
xp
�2
+ (b1 � b2)

�
xp
�
+ (a1 � a2) = 0

denklemi elde edilir.

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2)

�p = �

olmak üzere, üç ayr¬durum incelenmelidir.
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i) �p > 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri iki noktada kesi̧sirler. Bu kesi̧sim noktalar¬n¬n

apsisleri,

xp1 =
(b2 � b1) +

p
�p

2 (c1 � c2)
ve xp2 =

(b2 � b1)�
p
�p

2 (c1 � c2)
olmak üzere,

xp1 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) =
p
�p =

p
�

d¬r ve

xp2 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = �
p
�p = �

p
�

d¬r.

Bununla birlikte a1 6= a2; � > 0 iken, z1 ve z2 çemberleri iki noktada kesi̧sirler

ve bu kesi̧sim noktalar¬n¬n apsisleri,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)

dir. (4.2.5) ve (4.2.6) dan dolay¬,

x1 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(z1; z2) =
p
�

d¬r ve

x2 apsisli kesi̧sim noktas¬nda, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(z1; z2) = �
p
�

d¬r.

Burada, z1 ve z2 çemberlerinin,

x1 =
(b2 � b1) +

p
�

2 (a1 � a2)
ve x2 =

(b2 � b1)�
p
�

2 (a1 � a2)
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apsisli kesi̧sim noktalar¬n¬n, (5) otomor�zmi alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin s¬ras¬yla

(başlang¬çtaki nokta isimlendirilmeleri gözönüne al¬narak),

xp2 =
(b2 � b1)�

p
�p

2 (c1 � c2)
ve xp1 =

(b2 � b1) +
p
�p

2 (c1 � c2)

apsisli kesi̧sim noktalar¬na dönüştü¼güne dikkat edilmelidir (x1 ! xp2 ve x2 ! xp1).

Dolay¬s¬yla,

x1 ! xp2 için,

x1 apsisli noktada, \(z1; z2) =
p
�

xp2 apsisli noktada, \(zp1; zp2) = �
p
�

ve

x2 ! xp1 için,

x2 apsisli noktada, \(z1; z2) = �
p
�

xp1 apsisli noktada, \(zp1; zp2) =
p
�

oldu¼gundan z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬n¬n (5) otomor�zmi alt¬nda korun-

mad¬¼g¬görülür, yani \(z1; z2) 6= \(zp1; zp2) dür.

ii) �p = 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri bir noktada kesi̧sirler ve bu noktada birbirine

te¼gettirler. Bu te¼get olduklar¬noktan¬n apsisi,

xp =
b2 � b1
2 (c1 � c2)

olmak üzere, bu noktada zp1 ve z
p
2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(zp1; zp2) = 0

d¬r.

Bununla birlikte a1 6= a2; � = 0 iken, z1 ve z2 çemberleri bir noktada kesi̧sirler

ve bu noktada birbirine te¼gettirler. Bu te¼get olduklar¬noktan¬n apsisi,

x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)

olmak üzere, (4.2.7) den dolay¬bu noktada z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki aç¬,

\(z1; z2) = 0
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d¬r.

Burada, z1 ve z2 çemberlerinin x =
b2 � b1

2 (a1 � a2)
apsisli te¼get olduklar¬noktan¬n,

(5) otomor�zmi alt¬nda zp1 ve z
p
2 çemberlerinin x

p =
b2 � b1
2 (c1 � c2)

apsisli te¼get olduklar¬

noktaya dönüştü¼güne dikkat edilmelidir. Böylece, z1 ve z2 çemberleri aras¬ndaki

aç¬n¬n (5) otomor�zmi alt¬nda korundu¼gu görülür, yani \(z1; z2) = \(zp1; zp2) dür.

iii) �p < 0 ise, zp1 ve z
p
2 çemberleri kesi̧smezler, dolay¬s¬yla aralar¬ndaki aç¬dan

söz edilemez. Bu durum ile (4.2.8) kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, bir fark olmad¬¼g¬görülür.

Sonuç 4.3.5: L(K) Laguerre düzleminin,

z1; f(x; y) 2 K2j y = a1x2 + b1x+ c1g [ f(1; a1)g ; a1; b1; c1 2 K

ve

z2; f(x; y) 2 K2j y = a2x2 + b2x+ c2g [ f(1; a2)g ; a2; b2; c2 2 K

çemberleri aras¬ndaki \(z1; z2) aç¬ölçüsü ile (5) otomor�zmi alt¬ndaki görüntü çem-
berleri aras¬ndaki \(zp1; zp2) aç¬ölçüsü aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir:

1) c1 = c2 iken,

i) b1 = b2 ) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

ii) b1 6= b2 ) \(z1; z2) 6= \(zp1; zp2)

2) c1 6= c2 iken,

�p = (b1 � b2)2 � 4(a1 � a2)(c1 � c2) olmak üzere,

i) �p > 0) \(z1; z2) 6= \(zp1; zp2)

ii) �p = 0) \(z1; z2) = \(zp1; zp2)

iii) �p < 0) Çemberler aras¬ndaki aç¬dan söz edilemez.

Yard¬mc¬Teorem 4.3.5: L(K)=(P ;Z;2) Laguerre düzleminde,

K bir cisim ve

P : = (K [ f1g)� K = K2 [ (f1g� K); 1 =2 K;

Z : =ff(x; y) 2 K2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g j a; b; c 2 Kg;
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2 � P � Z

olmak üzere,

(5)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x; y) ! (
1

x
;
y

x2
); x 6= 0;1

(0; y) ! (1; y)

(1; a) ! (0; a)

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
otomor�zmi, esas benzerlik dönüşümü de¼gildir.
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BÖLÜM 5

SONUÇLAR

L(K)=(P ;Z;2) Laguerre düzleminde,

K bir cisim ve

P : = (K [ f1g)� K = K2 [ (f1g� K); 1 =2 K;

Z : =ff(x; y) 2 K2 j y = ax2 + bx+ cg [ f(1; a)g j a; b; c 2 Kg;

2 � P � Z

olmak üzere, yap¬lan incelemeler sonucunda L(K) n¬n otomor�zmlerinin aşa¼g¬da

belirtilen durumlarda esas benzerlik dönüşümü oldu¼gu belirlenmi̧stir.

L(K) Laguerre düzleminin,

(1)

8>>><>>>:
(x; y) ! (sx; ty); x 6=1

0 6= s; t 2 K

(1; a) ! (1; t
s2
a)

9>>>=>>>;
otomor�zmlerinin esas benzerlik dönüşümü olmas¬ için gerek ve yeter şart, s = t

olmas¬d¬r.

L(K) Laguerre düzleminin,

(2)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x+ s; y + t); x 6=1

s; t 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;

(3)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a)

9>>>=>>>;

(4)

8>>><>>>:
(x; y) ! (x; y + sx2); x 6=1

s 2 K

(1; a) ! (1; a+ s)

9>>>=>>>;
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otomor�zmleri, esas benzerlk dönüşümleridir.

L(K) Laguerre düzleminin,

(5)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x; y) ! (
1

x
;
y

x2
); x 6= 0;1

(0; y) ! (1; y)

(1; a) ! (0; a)

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
otomor�zmi, esas benzerlik dönüşümü de¼gildir.

L(K) Laguerre düzleminin di¼ger bir otomor�zm s¬n¬f¬da,

(6)

8>>><>>>:
(x; y) ! (�(x); �(y)); x 6=1

� : K n¬n otomor�zmi

(1; a) ! (1; �(a))

9>>>=>>>;
şeklindedir. Bu otomor�zmlerin esas benzerlik dönüşümü olup olmad¬klar¬n¬n ayr¬n-

t¬l¬olarak incelenmesi bir makale çal¬̧sma konusu olarak düşünüldü¼günden, bu konu

üzerinde burada çal¬̧s¬lmam¬̧st¬r.
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