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ÖZET 

 
 
 

Dört bölümden oluşan çalışmamızın amacı, sabit holomorfik kesit 

eğrilikli indefinite Kaehler manifoldu anlamına gelen indefinite kompleks uzay 

formlarını incelemektir.  Çalışmanın giriş bölümünde, konunun, tarihsel 

gelişimi ifade edilmiştir.  Bir sonraki bölümde de konu ile ilgili temel tanım, 

teorem ve kavramlara yer verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, çalışmanın ilerleyen kısımları için temel teşkil eden 

kompleks vektör uzayları ve Hermitian skalar çarpım tanımları verilerek, bu 

kavramlarla ilgili önerme ve teoremler incelenmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, indefinite kompleks uzay formları ve bu formları 

oluşturan indefinite Kaehler manifold ve holomorfik kesitsel eğrilik kavramına 

yer verilmiştir.  Ayrıca indefinite Kaehler altmanifold için lokal formüller 

incelenmiştir ve kompleks uzay formları sınıflandırılmıştır. 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Kompleks vektör uzayı, Hermitian skalar çarpım, 
Indefinite Kaehler manifold, Indefinite kompleks uzay formları, holomorfik 
kesitsel eğrilik. 
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SUMMARY 

 

 

The aim of this thesis is to study, constant holomorphic sectional curvature 

with indefinite Kaehler manifold defined indefinite complex space forms are 

examined.  The historical development of the subject is presented in ‘Abstract’.  

At the after chapter fundamental definitions, theorems and concepts related to 

subject are given. 

 

In the third chapter, the concepts of complex vector spaces and Hermitian 

inner product, which are indispensable for the subsequent parts of the work, are 

examined. 

 

In the fourth chapter, indefinite complex space forms and contains the basic 

for this forms, indefinite Kaehler manifold and holomorphic sectional curvature 

are given.  Besides, local formulas for indefinite Kaehler submanifolds are 

examined and  some complex space forms are classified. 

 

 

 

 

 

Key Words: Complex vector space, Hermitian inner product, indefinite Kaehler 

manifold, indefinite complex space form, holomorphic sectional curvature. 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Kaehler manifoldu ile ilgili ilk çal¬̧sma, 1933 y¬l¬nda E. Kaehler taraf¬n-

dan verilmi̧stir. Daha sonra Hodge, Bochner, Nomizu, Chern, Ogiue, Yano

gibi matematikçiler Kaehler manifoldunun diferensiyel geometrisi üzerine çeşit-

li çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r..

Sabit holomor�k kesit e¼grilikli Kaehler manifoldlar¬, yani kompleks uzay

formlar¬ ile ilgili de birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

1970�li y¬llarda manifold üzerinde yar¬-Riemann (veya inde�nite) metrik

olarak adland¬r¬lan simetrik, bilineer ve non-degenere bir metrik tensör alan¬-

n¬n al¬nmas¬yla yeni bir manifold tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu şekilde tan¬mlanan

manifold yar¬-Riemann manifold olarak adland¬r¬l¬r. Riemann manifoldlar¬na

ait özellikler, yar¬-Riemann manifoldlar¬ için incelenmi̧stir.

1982 y¬l¬nda Barros ve Romero, yar¬-Riemann (inde�nite) metri¼ge sahip

bir çift boyutlu yar¬-Riemannmanifoldu alarak inde�nite Kaehler manifoldunu

tan¬mlam¬̧s ve SPfX; JXg düzleminin holomor�k kesit e¼grili¼gi olarak ad-
land¬r¬lan kesit e¼grili¼gini incelemi̧slerdir (Barros and Romero, 1982). Bunun

d¬̧s¬nda, inde�nite kompleks uzay formlar¬n¬n standart modelleri, yine Barros

ve Romero (1982) ve Wolf (1967) taraf¬ndan verilmi̧stir.

Daha sonraki y¬llarda Banome, Garcia-Rio, Guggal, Bejancu, Küpeli, Pyo,

Choi gibi matematikçiler de bu konuyla ilgili çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r.

Küpeli 1993, 1995 ve 1996 y¬llar¬nda yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smalarda Kaehler

manifoldlar¬ için iyi bilinen teorem ve sonuçlar¬, inde�nite Kaehler manifold-

lar¬ için vermi̧stir (Küpeli, 1993;1995;1996).

Inde�nite kompleks uzay formlar¬, yani sabit holomor�k kesit e¼grilikli in-

de�nite Kaehler manifoldlar¬ ile ilgili çal¬̧smalar da Barros, Romero, Suh,
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Bejancu, Duggal, Ikawa, Nakagava gibi matematikçiler taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r

(Barros and Romero, 1982; Romero, 1998; Duggal and Bejancu, 1996). Ya-

zarlar¬n çal¬̧smalar¬nda özellikle, inde�nite kompleks uzay formlar¬n¬n ve bun-

lar¬n altmanifoldlar¬n¬n diferensiyel geometrisi ve hiperyüzeyleri ile ilgili çal¬

ş¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada kompleks manifoldlar, Kaehler manifoldu �kri ve lokal for-

mülleri ifade edilmi̧stir. Ayr¬ca holomor�k kesitsel e¼grili¼gi aç¬klanarak in-

de�nite kompleks uzay formlar¬ tan¬mlanm¬̧s ve standart modellerine göre

s¬n¬�and¬rmalar yap¬lm¬̧st¬r.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde konuyla ilgili ön bilgiler sunulmuş olup, konuya temel oluş-

turan tan¬m, teorem ve kavramlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1. M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler

do¼gru ise M bir n�boyutlu topolojik manifold veya n�manifold dur
denir:

(1) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(2) M n�boyutlu lokal Öklidyendir.

(3) M aç¬k cümlelerin say¬labilir bir taban¬na sahiptir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2. M bir n�boyutlu topolojik manifold olsun. M üzerinde

Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabilirse M ye Ck s¬n¬f¬ndan

diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.3. V vektör uzay¬ ile birleşen bir a�n uzay A olsun. P 2 A ve
!
v 2 V için (P;

!
v ) s¬ral¬ ikilisine A a�n uzay¬n¬n P noktas¬ndaki bir tanjant

vektörü denir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.4. A a�n uzay¬n¬n P 2 A noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin
cümlesi TA(P ) de toplama ve skalar ile çarpma i̧slemleri s¬ras¬ ile,

� : TA(P )� TA(P ) ! TA(P )

((P;
!
v ); (P;

!
u)) ! (P;

!
v )� (P;!u) = (P;!v + !

u)
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veya

(
!
v P ;

!
uP ) ! !

v P �
!
uP = (

!
v +

!
u)P

ve
� : R� TA(P ) ! TA(P )

(�; (P;
!
v )) ! �� (P;!v ) = (P; �!v )

veya

(�;
!
v P ) ! �� !

v P = (�
!
v )P

biçiminde verilsin. Burada fTA(P );�;R;+; �;�g alt¬l¬s¬ bir vektör uzay¬d¬r
ve bu vektör uzay¬na, A a�n uzay¬n¬n P 2 A noktas¬ndaki tanjant uzay¬

denir ve k¬saca TA(P ) ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.5. V �M üzerindeki bir vektör alan¬ operatörü

X : V !
[

P2V

TV (P )

biçiminde bir fonksiyondur, öyle ki

� �X = I : V ! V

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.6. f : En ! R diferensiyellenebilir ve
!
v P 2TEn(P ) olsun. Bu

durumda
!
v P =

�!
PQ olmak üzere

!
v P [f ] =

d

dt
(f(P1 + t(Q1 � P1); :::; Pn + t(Qn � Pn))) jt=0

reel say¬s¬na f nin
!
v P vektörü yönündeki türevi denir (Hac¬saliho¼glu,

1998).
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2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Bu k¬s¬mda vektör uzay¬ üzerinde metrik ile ilgili tan¬m ve teoremler veril-

mi̧stir.

Tan¬m 2.1.1. V bir reel vektör uzay¬ olsun.

g : V � V ! R

dönüşümü 8a, b 2R ve 8!u, !v , !w 2 V için

i) g(
!
u;

!
v ) = g(

!
v ;

!
u)

ii) g(a
!
u + b

!
v ;

!
w) = ag(

!
u;

!
w) + bg(

!
v ;

!
w)

iii) g(
!
u; a

!
v + b

!
w) = ag(

!
u;

!
v ) + bg(

!
u;

!
w)

özelliklerine sahip ise g dönüşümüne V reel vektör uzay¬ üzerinde bir

simetrik bilineer form denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.2. V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form g

olsun.

i) 8!v 2 V ve
!
v 6=

!

0 için g(
!
v ;

!
v ) > 0 ise g simetrik bilineer formuna

pozitif (de�nite) tan¬ml¬,

ii) 8!v 2 V ve
!
v 6=

!

0 için g(
!
v ;

!
v ) < 0 ise g simetrik bilineer formuna

negatif tan¬ml¬,

iii) 8!v 2 V için g(
!
v ;

!
v ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

(semi-de�nite) yar¬ tan¬ml¬,

iv) 8!v 2 V için g(!v ;!v ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yar¬
tan¬ml¬,
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v) 8!w 2 V için g(
!
v ;

!
w) = 0 iken

!
v =

!

0 olmak zorunda ise g simetrik

bilineer formuna non-dejenere, aksi taktirde dejeneredir denir (O�Neill,

1983).

Tan¬m 2.1.3. V bir reel vektör uzay¬ ve

g : V � V ! R

bir simetrik bilineer form olsun.

g j
W
: W �W ! R

negatif tan¬ml¬ olacak şekildeki en büyük boyutlu W altuzay¬n¬n boyutuna

g simetrik bilineer formun indeksi denir ve � ile gösterilir. W altuzay¬

üzerine indirgenmi̧s g j
W
simetrik bilineer formuna indirgenmi̧s simetrik

bilineer form ad¬ verilir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.4. Bir g simetrik bilineer formunun non-degenere olmas¬

için gerek ve yeter şart g nin herhangi bir baza göre ters matrisinin olmas¬d¬r

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.5. Bir V reel vektör uzay¬ üzerinde non-degenere simetrik

bilineer forma, V reel vektör uzay¬ üzerinde bir skalar çarpma denir. V

üzerindeki bir skalar çarpma g ise (V; g) ikilisine skalar çarp¬ml¬ uzay¬ denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.6. (V; g) reel m�boyutlu yar¬-Öklid uzay ve W da onun

altuzay¬ olsun

W? = fv 2 V j g (v; w) = 0;8w 2 Wg

altuzay¬na W uzay¬n¬n diki denir (O�Neill, 1983; Duggal and Bejancu,

1996).
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Teorem 2.1.7. (V; g) reel m�boyutlu yar¬-Öklid uzay ve W da altuzay¬

olsun. Bu durumda,

i) boyW + boyW? = m,

ii)
�
W?

�?
= W ,

iii) RadW = RadW? = W \W?

d¬r. Burada

RadW = fw 2 W j g (v; w) = 0;8v 2 Wg

olarak verilir (O�Neill, 1983; Duggal and Bejancu, 1996).

Tan¬m 2.1.8. Bir V reel vektör uzay¬ üzerindeki skalar çarpma g olsun.

Bir
!
v2 V vektörünün normu

!v
 =

r���g(!v ;!v )
���

olarak tan¬mlan¬r. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve ortogonal

birim vektörlerin cümlesine de ortonormal sistem denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.9. g skalar çarp¬m¬yla donat¬lan V bir vektör uzay¬ için

aşa¼g¬daki özellikler elde edilir.

(1) V için fe1; :::; emg ortonormal bazlar¬ mevcuttur.
Şöyleki g(ei; ej) = "i�ij, burada "j = g(ej; ej) = �1 dir.

(2) V nin her bir v vektörü aşa¼g¬daki gibi bir tek ifadeye sahiptir.

v =
X

"jg(v; ej)ej

(3) V nin fe1; :::; emg herhangi ortonormal baz¬ için ("1; :::; "m) in i̧saretleri
içerisindeki negatif i̧saretlilerinin say¬s¬ V nin s indeksine eşittir.
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(4) E¼ger W non-dejenere ise

indV = indW + indW?

dir (Romero and Suh, 2004).

2.2 Yar¬-Riemann Manifoldlar

Bu k¬s¬mda yar¬-Riemannmanifoldlar için çal¬̧smada kullan¬lacak geçerli tan¬m-

lara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1. M bir C1 manifold olsun. P 2M noktas¬ndaki tanjant

uzay TPM olmak üzere

gP : TPM � TPM ! R

(XP ; YP ) ! gP (XP ; YP )

biçiminde tan¬ml¬ sabit indeksli, simetrik, bilineer ve non-dejenere (0; 2) tipin-

deki tensör alan¬na M üzerinde bir metrik tensör denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.2. g metrik tensörü ile donat¬lm¬̧s bir C1 M manifolduna

yar¬-Riemann manifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.3. Bir M yar¬-Riemann manifoldu üzerinde g metrik ten-

sörünün indeksine yar¬-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM ile

gösterilir. E¼ger indeks � ise, 0 � � � boyM dir. Özel olarak, � = 0 ise

8P 2M için gP , TPM üzerinde pozitif tan¬ml¬ bir iç çarp¬m oldu¼gundan, M

bir Riemann manifoldu olur. � = 1 ve n � 2 olmas¬ durumunda ise, M
ye bir Lorentz Manifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.4. �M yar¬-Riemann manifoldunun bir C1 altmanifolduM ve

�M deki metrik g olsun.

' :M ! �M
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P ! ' (P )

inclusion(dald¬rma) dönüşümü için P 2M noktas¬ndaki türev dönüşümü

TPM
'
�
jP! T'(p) �M

ve ek dönüşümü de

TPM
� '

�jP! T'(p) �M
�

olmak üzere,

('� jP gP ) (XP ; YP ) = g ('� (XP ) ; '� (YP )) jP ;8XP ; YP 2 TPM

eşitli¼gi ile tan¬ml¬ '� jP (gP ) , M üzerinde bir metrik ise M ye �M nin bir

yar¬-Riemann altmanifoldu denir (O� Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.5. M bir C1 yar¬-Riemann manifoldu ve g, M üzerinde

tan¬mlanan bir metrik tensör olsun. E¼ger 8P 2M ve XP 2 TPM için

g : TPM � TPM ! R

olmak üzere

i) g(XP ; XP ) > 0 veya XP = 0 ise XP vektörüne uzay benzeri (space-

like vektör),

ii) g(XP ; XP ) < 0 ise XP vektörüne zaman benzeri (timelike vektör),

iii) g(XP ; XP ) = 0, XP 6= 0 ise XP vektörüne ¬̧s¬k benzeri (lightlike

veya null vektör) denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.6. R
n, n-boyutlu Öklid uzay¬ olsun. Rn üzerinde 0 � � � n

olmak üzere � tamsay¬s¬ için,

gP (XP ; YP ) = �
vX

i=1

xiyi +

nX

i=v+1

xiyi
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ile verilen metrik tensör göz önüne al¬n¬rsa, elde edilen uzay semi-Öklid

n�uzay olarak adland¬r¬l¬r ve Rn� ile gösterilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.7. fu1; u2; :::; ung, Rn� üzerinde do¼gal koordinatlar olsun. V
ve W =

P
Wi@i, Rn� üzerinde vektör alanlar¬ iseler,

DVW =

nX

i=1

V (Wi)@i

vektör alan¬na W n¬n V ye göre kovaryant türevi denir.

Burada f@i : 1 � i � ng , �(Rn�) vektör alanlar¬ uzay¬n¬n standart baz¬d¬r
(O�Neill, 1983).

2.3 Riemann Manifoldlar ve Koneksiyonlar

Çal¬̧sman¬n bu k¬sm¬nda koneksiyon kavram¬ ve onun yard¬m¬yla tan¬mlanan

kavramlar ile 1-form, Lie operatörü ve baz¬ e¼grilikler verilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.1. M bir C1 manifold olsun. M üzerindeki C1 vektör

alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) ve M manifoldundan R ye C1 fonksiyonlar¬n uzay¬

C1(M;R) olmak üzere

g : �(M)� �(M)! C1(M;R)

şeklinde tan¬mlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metri¼gi ile birlikte

M ye bir Riemann manifoldu ad¬ verilir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.2. M bir C1 manifold olsun. M üzerindeki vektör alan-

lar¬n¬n uzay¬ �(M) olmak üzere, 8f; g 2 C1(M;R) ve 8X;Y; Z 2 �(M)

olmak üzere,

D : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! D(X; Y ) = DXY
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fonksiyonu için

i) DfX+gYZ = fDXZ + gDYZ

ii) DX (fY ) = fDXY +X(f)Y

özellikleri sa¼glan¬yorsa D ye M manifoldu üzerinde bir a�n koneksiyon ve

DX e de X e göre kovaryant türev operatörü denir (Hac¬saliho¼glu, 1983;

Spivak, 1979).

Tan¬m 2.3.3. M bir C1 manifold ve D da M üzerinde bir a�n konek-

siyon olsun. O zaman 8X; Y; Z 2 �(M) olmak üzere, D dönüşümü

i) DXY �DYX = [X;Y ] (S¬f¬r torsiyon özelli¼gi),

ii) X(g(Y; Z)) = g(DXY; Z)+g(Y;DXZ) (Metrikle ba¼gdaşabilme özelli¼gi)

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa,D yeM üzerindeRiemann (veya Levi-Civita) konek-

siyonu ad¬ verilir (Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 2.3.4. M üzerinde bir a�n koneksiyon D ve U � M bir aç¬k

olmak üzere U daki bir lokal koordinat sistemi f�; Ug ikilisine göre

� : Q 2 U ! (x1(Q); :::; xn(Q))

olacak şekildeki lokal koordinat fonksiyonlar¬ fx1; :::; xng ve D jU da D nin U

ya k¬s¬tlanm¬̧s¬ olsun. �(M) nin bir baz¬ @i =
@

@xi
olmak üzere f@1; :::; @ng

al¬nabilir. Bu durumda

D : �(U)� �(U) ! �(U)

(@i; @j) ! D@i@j = �
k
ji@k

(2.1)

şeklinde tan¬mlan¬r, burada

�kji : U ! R
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ile tan¬mlanan n3 tane �kji bileşenlerineD nin bileşenleri (koneksiyon bileşen-

leri) veya Christo¤el katsay¬lar¬ denir ve

dxk(D@i@j) = �kji

olarak tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.5. M manifoldunun koneksiyonu D ve bir U � M aç¬k alt

cümlesi üzerinde bir koordinat komşulu¼gu (U; �) ve �(U) üzerinde C1 vektör

alanlar¬n¬n ortonormal baz¬ f@1; :::; @ng ve bu baz¬n dual baz¬ da fw1; :::; wng
olmak üzere

8X 2 �(U) için

DX@j = wkj (@k)

ise
wp(DX@j) = wp(wkj (X)@k)

= (wkj (X)w
p(@k))

oldu¼gundan

wp(DX@j) = w
p
j (X)

dir. Buna göre

w
p
j : �(U) ! C1(U;R)

X ! w
p
j (X) = w

p(DX@j)

olarak tan¬mlanan wpj 1�formlar¬na U üzerinde f@1; :::; @ng baz vektör alan-
lar¬na göre D koneksiyonunun 1�formlar¬ denir (Hac¬saliho¼glu ve Ek-
mekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.6. M bir C1 n�manifold veM üzerinde bir a�n koneksiyon

D olsun.

Tor : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! Tor(X; Y ) = DXY �DYX � [X; Y ]
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şeklinde tan¬mlanan vektör de¼gerli tensöre M üzerinde tan¬ml¬ D koneksiyo-

nunun torsiyon tensörü denir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.7. V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ ve

[; ] : V�V ! V

(X;Y ) ! [X; Y ]

dönüşümü de;

1) 2-lineer

2) Alterne (8X;Y 2 V için [X; Y ] = � [Y;X])

3) 8X; Y; Z 2 V için;

[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X;Y ]] � 0

olarak verilsin. [; ] dönüşümüne, V üstünde bir Lie operatörü (Lie paran-

tez operatörü) denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Teorem 2.3.8. M bir C1 manifold ve M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n

uzay¬ �(M) olsun.

[; ] : �(M)� �(M) ! �(M)

(X;Y ) ! [X; Y ]

dönüşümü 8f 2 C1(M;R) için

[X; Y ] (f) = X(Y f)� Y (Xf)

şeklinde tan¬mlan¬rsa, [; ] bir Lie operatörüdür (Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 2.3.9. (M; g) bir Riemann manifoldu olsun. X 2 �(M) için
LX , key� bir (p; q) tipinde tensör alan¬n¬ yine (p; q) tipinde bir tensör alan¬na

götüren ve aşa¼g¬daki
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i) LX(f) = X(f); 8f 2 C1(M;R)

ii) LXY = [X; Y ] ; 8Y 2 �(M)

iii) LXg (Y; Z) = X (g (Y; Z))� g ([X; Y ] ; Z)� g ([X;Z] ; Y ) ;
8Y; Z 2 �(M):
koşullar¬n¬ sa¼glayan bir operatör olup, X vektör alan¬na göre Lie türev

operatörü olarak adland¬r¬l¬r (Yano and Kon, 1984; Duggal and Bejancu,

1996)

Tan¬m 2.3.10.
d : C(En;R) ! ��(En)

f ! df

öyle ki, 8X 2 �(En) için df(X) = X [f ] şeklinde tan¬ml¬ d fonksiyonuna

diferensiyel operatör denir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.3.11. P 2 En noktas¬ndaki kotanjant uzay¬, T �
En
(P ) olsun.

w : En !
[

P2En

T �
En
(P )

fonksiyonu için

� � w : En ! E
n

olacak şekilde

� :
[

P2En

T �
En
(P ) ! E

n

fonksiyonu mevcutsa w ya En üstünde 1�form denir ve bu 1�formlar¬n cüm-
lesini ��(En) ile gösteririz (Hac¬saliho¼glu, 1998).

E
n ve Em üzerindeki k�formlar¬n uzay¬n¬ s¬ras¬yla

^k(Em) = T �
Em
^ ::: ^ T �

Em

^k(En) = T �
En
^ ::: ^ T �

En
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olarak alabiliriz.

Di¼ger yandan 0�formlar¬, 1�formlara dönüştüren d operatörünü de genel-
leştirebiliriz. w 2 ^k(En) olmak üzere

w =
X

i1<���<ik

wi1���ikdxi1 ^ ::: ^ dxik

ise k�formundan bir (k + 1)�form olarak

dw =
X

i1<���<ik

@(wi1���ik)

@x�
@x� ^ dxi1 ^ ::: ^ dxik

formunu tan¬mlar¬z. Buna göre aşa¼g¬daki teoremler verilebilir:

Teorem 2.3.12.

i) d(w + �) = dw + d�, 8w; � 2 ^p(En)

ii) w bir p� form ve � bir q� form ise d(w^ �) = dw^ �+(�1)p(w^d�)

iii) d(dw) = 0 , k¬saca d2 = 0

iv) w 2 ^k(En) ve f 2 C1(En,Em) için f �(dw) = d(f �w)

d¬r (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.13. M bir n�manifold ve M üzerinde bir A bölgesinde

tan¬ml¬ bir C1 fonksiyon f olsun. f bir 0�form olarak adland¬r¬l¬r

df(X) = X [f ] = hDf;Xi

olarak tan¬mlanan df 1�formuna f nin A daki d¬̧s türevi denir. A üzerinde
w bir C1 1�form olsun. w n¬n dw ile gösterece¼gimiz d¬̧s türevi A üzerinde

bir 2�form olarak

dw(X; Y ) = fX(w(Y ))� Y (w(X))� w([X;Y ])g (2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r ve buna Ricci denklemi denir.
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Buradan da

dwi = �
nX

j=1

wij ^ wj + Ti

I. Cartan Yap¬ Denklemleri ile

dwij = �
nX

k=1

wik ^ wkj +Rij

II. Cartan Yap¬ Denklemlerine ulaş¬l¬r (Hac¬saliho¼glu, 2004).

d d¬̧s türev operatörünün bir özelli¼gi aşa¼g¬daki teorem ile verilir.

Teorem 2.3.14. (Poincare Teoremi) M bir n�manifold ve
f 2 C1(M;R) olsun. O zaman,

d2f = d(df) = 0

d¬r (Hac¬saliho¼glu, 2004).

Tan¬m 2.3.15. w bir p�form olsun. dw = 0 ise w, p�formuna kapal¬d¬r
denir ve w = dy olacak şekilde bir y; (p � 1) formu var ise w, p�formuna
tamd¬r denir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Sonuç 2.3.16. Her tam form kapal¬d¬r.

·Ispat: w tam olsun. O zaman w = d� olur. Buradan da.

dw = d(d�) = 0

elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Sonuç 2.3.17. Her kapal¬ form tamd¬r.

·Ispat: dw = 0 ve w = d� olsun. Ozaman

d(d�) = 0

dir (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).
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Teorem 2.3.18. (M; g) bir Riemann manifoldu ve D deM üzerinde bir

Riemann koneksiyon olsun. O zaman 8X; Y; Z 2 �(M) olmak üzere Riemann
koneksiyonu,

2g(DXY; Z) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X; Y )
�g(X; [Y; Z]) + g(Y; [Z;X]) + g(Z; [X; Y ])

(2.3)

Kozsul formülü ile tek türlü belirtilir (Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 2.3.19. M Riemann manifoldu ve D, M üzerinde Riemann

koneksiyonu olsun. 8X; Y; Z 2 �(M) için

R : �(M)� �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y; Z) ! R(X; Y )Z = DXDYZ-DYDXZ-D[X;Y ]Z

biçiminde tan¬mlanan R fonksiyonu M üzerinde (1; 3) tensör alan¬d¬r. Bu

tensör alan¬na M nin Riemann e¼grilik tensörü denir (Hac¬saliho¼glu ve

Ekmekçi 2003; Spivak, 1979).

Teorem 2.3.20. M bir Riemann manifoldu ve R,M nin Riemann e¼grilik

tensörü olsun. O zaman 8X;Y; Z;W 2 �(M) için

i) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(Y;X)Z;W ),

ii) g(R(X; Y )Z;W ) = �g(R(X; Y )W;Z),

iii) g(R(X; Y )Z;W ) = g(R(Z;W )X; Y )

dir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.21. (M; g) bir Riemann manifoldu ve R, (M ,g) nin Riemann

e¼grilik tensörü olsun. 8X; Y; Z 2 �(M) için

R(X;Y )Z +R(Z;X)Y +R(Y; Z)X = 0

eşitli¼gi I. Bianchi özdeşli¼gi olarak adland¬r¬l¬r (Yano and Kon, 1984).
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Tan¬m 2.3.22. (M; g) bir Riemann manifoldu, R, (M ,g) nin Riemann

e¼grilik tensörü ve D Levi-Civita koneksiyonu olsun. 8X; Y; Z 2 �(M) için
�
DXR

�
(Y; Z) +

�
DYR

�
(Z;X) +

�
DZR

�
(X;Y ) = 0

eşitli¼gi II. Bianchi özdeşli¼gi olarak adland¬r¬l¬r (Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 2.3.23. (M; g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir P 2 M

noktas¬ndaki TPM tanjant uzay¬n¬n, XP ve YP tanjant vektörleri taraf¬ndan

gerilen 2�boyutlu bir altuzay¬ � olmak üzere

K(�) =
g(R(XP ; YP )YP ; XP )

g(XP ; XP )g(YP ; YP )� g(XP ; YP )2

şeklinde tan¬mlanan K(�) reel say¬s¬na � nin kesit e¼grili¼gi denir (Hac¬sa-

liho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.24. (M; g) bir n�boyutlu Riemannmanifoldu ve fX1; :::; Xng,
�(M) nin bir baz¬ olsun. Böylece

eS : �(M) ! �(M)

X ! eS(X) = �
nX

i=1

R(Xi; X)Xi

şeklinde tan¬ml¬ eS operatörüne M nin Ricci operatörü ad¬ verilir. Ayr¬ca

eS yard¬m¬ ile M nin Ricci e¼grilik tensörü Ric;

Ric : �(M)� �(M) ! C1(M;R)

(X; Y ) ! Ric(X; Y ) = g(eS(X); Y )

biçiminde tan¬mlanan (0; 2) tipinde bir tensördür. E¼gerRic(X; Y ) = �g(X;Y )

ise (M; g) manifolduna bir Einstein manifoldu denir (Hac¬saliho¼glu ve Ek-

mekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.25. (M; g) bir Riemann manifoldu ve fe1; e2; :::; eng, TPM
tanjant uzay¬n¬n bir baz¬ olmak üzere M nin skalar e¼grili¼gi

� =

nX

i=1

Ric(ei; ei)
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şeklinde tan¬mlan¬r (Chen, 1973).

Tan¬m 2.3.26. (M; g) bir Riemann manifoldu ve bir P2 M noktas¬n-

daki T PM tanjant uzay¬n¬n, XP ve Y P tanjant vektörleri taraf¬ndan gerilen

2�boyutlu bir altuzay¬ � olmak üzere, � nin kesit e¼grili¼gi K(�) olsun. M nin

her p noktas¬ndaki her � içinK(�) sabit ise (M ,g) sabit e¼grilikli uzay ad¬n¬

al¬r. Sabit e¼grilikli bir Riemann manifoldu uzay form olarak adland¬r¬l¬r. M

nin sabit kesit e¼grili¼gi c olmak üzere M uzay formu M(c) ile gösterilir. E¼ger
8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

c = 0 ise M(c) = En Öklid uzay¬

c =
1

r2
ise M(c) = Sn(r) Küresi

c = � 1
r2

ise M(c) = Hn(r) Hiperbolik uzay

d¬r (Chen, 1973).

Teorem 2.3.27. (M; g) kesit e¼grili¼gi c olan bir sabit e¼grilikli uzay ve R;

M nin Riemann e¼grilik tensörü olsun. Bu durumda

R(X;Y )Z = c [g(Y; Z)X � g(X;Z)Y ]

dir (Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 2.3.28. M ve M s¬ras¬yla n ve (n + d) boyutlu Riemann mani-

foldlar¬ olmak üzere M , M nin altmanifoldu, D ve D s¬ras¬yla M ve M de

kovaryant türevler olsun. Böylece 8X; Y 2 �(M) için

DXY = DXY + h(X; Y ) (2.4)

biçiminde tan¬mlanan ba¼g¬nt¬yaGauss formülü ad¬ verilir. BuradaDXY ve

h(X;Y ) s¬ras¬yla, DXY nin te¼get ve normal bileşenleridir. (2.4) ba¼g¬nt¬s¬nda
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tan¬mlanan h ya M nin ikinci temel formu ad¬ verilir. E¼ger h = 0 ise M

ye total geodeziktir denir (Chen, 1973).

Tan¬m 2.3.29.

h : �(M)� �(M) ! �(M)?

(X; Y ) ! h(X; Y ) = DXY �DXY

olarak tan¬mlanan h fonksiyonuna M altmanifoldunun ikinci temel formu

denir.

·Ikinci temel form h n¬n kovaryant türevi DXh olmak üzere

(DXh)(Y; Z) = D
?

X(h(Y; Z))� h(DXY; Z)� h(Y;DXZ) (2.5)

şeklinde tan¬mlan¬r. h n¬n kovaryant türevi Dh ya M nin üçüncü temel

formu ad¬ verilir. Buradaki D , M nin T?M normal demetinde tan¬mlanan

normal koneksiyon olup buna Van der Waerden Bortolotti koneksiyonu

denir ve

(DXh)(Y; Z) = (DY h)(X;Z) = (DZh)(X; Y ) (2.6)

şeklinde Codazzi Denklemini sa¼glar (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.30. N in n�boyutlu altmanifoldu M olsun.

eH =
1

2

nX

i=1

h(ei; ei)

biçiminde tan¬mlanan eH vektör alan¬na M nin ortalama e¼grilik vektör

alan¬ ad¬ verilir. E¼ger eH = 0 ise M altmanifolduna minimaldir denir

(Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.3.31. (M; g) bir Riemann manifoldu ve (M; g), (M; g) nin bir

altmanifoldu olsun. (M; g) ve (M; g) üzerindeki Riemann e¼grilik tensörleri,

s¬ras¬yla, R ve R olsun. 8X; Y; Z; W 2 �(M) için

g(R(X; Y )Z;W ) = g(R(X; Y )Z;W )-g(h(X;W ); h(Y; Z))+g(h(Y;W ); h(X;Z))
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ile tan¬mlanan ba¼g¬nt¬yaGauss denklemi denir. Gauss denkleminin normal

bileşeninin al¬nmas¬ ile elde edilen

�
R(X; Y )Z

�?
= (DXh)(Y; Z)� (DY h)(X;Z)

ba¼g¬nt¬s¬na ise Codazzi denklemi denir (Yano and Kon, 1984).

2.4 Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Çal¬̧sman¬n bu k¬sm¬nda hemen hemen kompleks yap¬ ve onun oluşturdu¼gu

hemen hemen kompleks manifold, holomor�k fonksiyon ve onun oluşturdu¼gu

kompleks manifold, holomor�k kesit e¼grili¼gi tan¬mlar¬ verilmi̧stir.

Tan¬m 2.4.1. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. M nin her

p noktas¬ndaki TpM tanjant uzay¬ üzerinde tan¬ml¬ bir

J : TpM ! TpM

lineer dönüşümü

J2 = �I

koşulunu sa¼gl¬yor ise J yeM üzerinde hemen hemen kompleks yap¬ denir.

Hemen hemen kompleks yap¬ ile donat¬lm¬̧s M manifolduna hemen hemen

kompleks manifold denir. Her hemen hemen kompleks manifold çift boyut-

ludur (Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 2.4.2. M , hemen hemen kompleks bir manifold ve J ,M üzerinde

hemen hemen kompleks yap¬ olsun. g,M üzerinde bir Riemann metrik olmak

üzere, 8X; Y 2 �(M) için

g(JX; JY ) = g(X; Y )
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koşulu sa¼glan¬yor ise g yeM üzerindeHermit metrik denir. Hermit metrik

ile donat¬lm¬̧s hemen hemen kompleks M manifolduna hemen hemen Her-

mit manifold denir (Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 2.4.3. U , Cn de bir aç¬k cümle olsun. zk koordinatlar¬

zk = xk + iyk olmak üzere U üzerinde

f(z1; :::; zn) = g(x1; :::; xn; y1; :::; yn) + ih(x1; :::; xn; y1; :::; yn)

şeklinde tan¬mlanan bir C1 kompleks de¼gerli f fonksiyonu

@g

@xk
=
@h

@yk
;
@g

@yk
= � @h

@xk

1 � k � n.
Cauchy-Riemann şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, f ye holomor�k fonksiyon denir

(Chern et al., 1999).

Tan¬m 2.4.4. M bir Hausdorf uzay veM nin bir aç¬k örtüsü fU�g olsun.
8P 2M için

'� : U� �M ! W� � Cn

homeomor�zmi var ve U� \ U� 6= 0 olmak üzere

��� = '� � '�1� : '�(U� \ U�) � Cn ! '�(U� \ U�) � Cn

ve

��� = '
�
� '�1� : '�(U� \ U�) � Cn ! '

�
(U� \ U�) � Cn

dönüşümleri holomor�k, yani ��� ve ��� n¬n herbir koordinat fonksiyonu

holomor�k ise M ye kompleks manifolddur denir (Chern et al., 1999).

Tan¬m 2.4.5. M bir inde�nite Kaehler manifoldu ve P 2 M noktas¬n-

daki tanjant uzay TPM olsun. XP 2 TPM birim tanjant vektörü olmak

üzere SPfXP ; JXPg düzlemi için

K(XP ) = hR(XP ; JXP )JXP ; XP i
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de¼gerine M nin holomor�k kesit e¼grili¼gi denir (Küpeli, 1996).
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BÖLÜM 3

KOMPLEKSLEŞT·IRMELER

Bu bölümde kompleks vektör uzay¬ ve Hermitian skalar çarp¬m ile ilgili

baz¬ sonuçlar ve teoremler incelenmi̧stir.

3.1 Kompleks Vektör Uzay¬

V bir reel vektör uzay¬ üzerinde bir kompleks yap¬, dimV = m � 1; J2 = �I
olacak şekilde J; V nin bir lineer operatörüdür ve burada I; V nin bir özdeşlik

dönüşümüdür. C üzerinde bu J kompleks yap¬s¬yla donat¬lan bir vektör uzay¬

elde edilebilir. Bu vektör uzay¬

(a+ ib)v = av + ibv

= av + bJv

şeklinde ifade edilir ve Vj ile gösterilir (i; sanal birim olarak tan¬mlan¬r)

(8 v 2 V ve a, b2 R için).
Bu vektör uzay¬ için v 6= 0 ve Jv lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan V nin boyutu

m ise Vj nin boyutu
m

2
dir.

Tersine n kompleks boyutlu V kompleks vektör uzay¬ verilsin. 8 v 2 V
için Jv = iv olarak tan¬mlanan V nin bir lineer operatörü J olsun. E¼ger

sadece reel skalar kullan¬lm¬̧ssa V bir reel vektör uzay¬ olarak say¬labilir ve

boyutu da 2n olur.

Teorem 3.1.1. J kompleks yap¬s¬yla birlikte V 2n�boyutlu bir reel
vektör uzay¬ için fv1; :::; vn; Jv1; :::; Jvng bazlar¬ mevcuttur.
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·Ispat: V , n�boyutlu kompleks vektör uzay¬ haline aşa¼g¬daki gibi dönüş-
türülebilir.

X1; :::; Xn bir kompleks vektör uzay¬ olarak V için bir baz olsun. Kolayca

görülebilir ki fX1; :::; Xn; JX1; :::; JXng bir reel vektör uzay¬ olarak V için bir
bazd¬r.

Şimdi V m�boyutlu reel vektör uzay¬ ve V c; V nin bir kompleksleşti

rilmesi olsun. V c kümesi 8 v; w 2 V için v+ iw şeklinde tan¬mlanan vektör-
lerin kümesidir. V c üzerinde toplama ve skalar çarp¬m şu şekilde tan¬mlan¬r:

(v1 + iw1) + (v2 + iw2) = (v1 + v2) + i(w1 + w2)

(a+ ib)(v + iw) = (av � bw) + i(aw + bv)

(a; b 2 R)(8 v; w; vj; wj 2 V , j = 1; 2)
V c; m kompleks boyutlu bir kompleks vektör uzay¬d¬r. O halde V , V c nin

bir reel altuzay¬ olarak say¬labilir. v+ iw nin eşleni¼gi v� iw dir ve bu v + iw
şeklinde gösterilir. Ayn¬ zamanda bu da V c nin bir vektörüdür ve bu vektör

de bir reel vektör olarak tan¬mlanan onun eşleni¼gine eşit olur. Böylece do¼gal

olarak V; V c nin bir reel vektör uzay¬ olarak say¬labilir.

V nin bir lineer operatörü f için, V c den V c ye bir do¼gal uzatma f c

f c(v + iw) = f(v) + if(w)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Böylece görülebilir ki f c; C�lineerdir ve bu do¼gal uzatma tektir. f nin

bir di¼ger uzatmas¬ f 0 olsun. Yani f 0(v) = f(v) olsun. 8 v 2 V için f 0 de

C�lineer oldu¼gundan aralar¬nda şöyle bir ili̧ski vard¬r:

f 0(v + iw) = f 0(v) + if 0(w)

= f(v) + if(w)

= f c(v + iw)

(8v; w 2 V )
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Teorem 3.1.2. V reel vektör uzay¬ için bir baz fv1; :::; vmg ise bu baz V c

içinde bir bazd¬r.

Şu sonuca var¬labilir ki V bir J kompleks yap¬s¬yla donat¬lm¬̧s 2n�boyutlu
reel vektör uzay¬d¬r. V c nin bir kompleks lineer operatörü J c olur ve J c

2

= �I
şeklinde ifade edilir. O yüzden J c nin özde¼geri i ve �i dir. V 1;0 ve V 0;1

s¬ras¬yla i ve �i özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen J c nin özuzaylar¬ olsun. Di¼ger

yandan V nin V � dual uzay¬ w 2 V �, v 2 V için

(J�w)(v) = w(Jv)

olarak tan¬mlanan J� kompleks yap¬s¬n¬ içine al¬r. O halde benzer şekilde V �

dual uzay¬n¬n V �
c

kompleksleştirmeside J�
c

kompleks yap¬s¬n¬ içine al¬r ve bu

da J� nin do¼gal bir uzatmas¬ olur. V1;0 ve V0;1 s¬ras¬yla i ve �i özde¼gerlerine
kaŗs¬l¬k gelen J�

c

nin özuzaylar¬ olsun. O halde aşa¼g¬daki sonuçlar verilebilir.

Önerme 3.1.3.
V c = V 1;0 � V 0;1

V �
c

= V1;0 � V0;1
şeklinde kompleks vektör uzaylar¬ olarak direkt toplam ayr¬̧smas¬ vard¬r. Bu-

rada
V 1;0 = fv � iJv ; v 2 V g
V 0;1 = fv + iJv ; v 2 V g

V1;0 =
�
w 2 V �c ;8v 2 V 0;1 ; w(v) = 0

	

V0;1 =
�
w 2 V �c ;8v 2 V 1;0 ; w(v) = 0

	

olarak ifade edilir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

3.2 Hermitian Skalar Çarp¬mlar

J kompleks yap¬s¬yla beraber V reel vektör uzay¬ üzerinde g Hermitian skalar

çarp¬m¬ J de¼gi̧smez alt¬nda V de bir skalar çarp¬md¬r. Yani g yi şu şekilde



27

ifade edebiliriz:

g(Jv; Jw)= g(v; w) (3.1)

(8v; w 2 V ): Bu ifadeyi aç¬klamak için, bir V 0 kompleks vektör uzay¬ üzerinde
bir Hermit skalar çarp¬m¬ kavram¬ oluşturulmuştur.

Bu da, h : V 0 � V 0 ! C şeklinde ve aşa¼g¬daki özelikleri sa¼glayan bir C-

de¼gerli h fonksiyonunun tan¬mlanmas¬yla olur:

i) h (v0; w0), V 0 de C- lineerdir, yani a 2 C olmak üzere

h(v0; w0 + u0) = h(v0; w0) + h(v0; u0),

h(av0; w0) = ah(v0; w0),

h(v0; aw0) = �ah(v0; w0) dir.

ii) h (v0; w0) = �h (w0; v0) dir ve burada �h (w0; v0), h (v0; w0) nün kompleks

eşleni¼gidir.

iii) h non-degeneredir, yani herhengi w0 2 V vektörü için, v0 = 0 olmak

üzere h (v0; w0) = 0 d¬r (Romero and Suh, 2004).

Varsayal¬mki Vj kompleks vektör uzay¬, J bir kompleks yap¬s¬yla birlikte

2n�boyutlu bir V reel vektör uzay¬ndan elde edilsin ve bir h Hermitian skalar
çarp¬ma sahip olsun. E¼ger V � V üzerinde g bir reel-de¼ger fonksiyonu h nin
reel parçalar¬ olarak tan¬ml¬ysa (V; J) üzerinde g Hermitian skalar çarp¬md¬r.

Yani 8v; w 2 V için verilen g fonksiyonu

g(v; w) =
fh(v; w) + h(w; v)g

2
(3.2)

şeklinde ifade edilir. Buradan da g nin simetrik ve bilineer oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Ayr¬ca

h(v; Jw) = h(v; iw) = �ih(v; w) = a (3.3)
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dir. Burada h(v; w) imgesel olarak ai ye kaŗs¬l¬k gelir (a 2 R):
Ve daha önceden ifade edilen 8 w 2 V için g(v; w) = 0 ifadesini h(v; w)

için de ifade edilebilir. Bu durumda

�ih(v; w) = a

olmak üzere 8 w 2 V için

a = �ih(v; w) = 0

elde edilir. Bunun anlam¬ da g non-degenere oldu¼gunda h da non-degeneredir.

Ayr¬ca

g(Jv; Jw) = Reh(iv; iw)

= Reh(v; w)

= g(v; w)

dir. Buradan da

h(v; w) = g(v; w)� ig(Jv; w) (3.4)

elde edilir. Yani J kompleks yap¬s¬yla beraber bir reel vektör uzay¬ için ve

g Hermitian skalar çarp¬m¬ için Vj � Vj üzerinde h kompleks de¼gerli fonk-
siyonu (3.4) yard¬m¬yla tan¬mlan¬r. Basit bir hesaplama gösterirki h, Her-

mitian skalar çarp¬m¬ şart(1) ve şart(2) yi sa¼glar. Şart(3), yani h n¬n non-

degenerasyonu burada sadece ifade edilir.

Varsayal¬m ki, 8 Y 2 Vj için h(X; Y ) = 0 d¬r. Burada X = (a + ib)v

olarak alal¬m (a; b 2 R, v 2 V ve v 6= 0). V � Vj içindeki her w vektörü için
o zaman aşa¼g¬daki ifade elde edilir:

h(X;w) = ah(v; w) + bh(Jv; w)

= fag(v; w)� aig(Jv; w) + bg(v; w)� big(Jv; w)g
= fag(v; w) + bg(v; w)g+ i f�ag(Jv; w) + bg(v; w) g
= 0
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Bu da

(a2 + b2)g(v; w) = (a2 + b2)g(v; w) = 0

demektir. Böylece 8 w için a = b = 0 yani X = 0 d¬r. Bu yüzden Vj

üzerinde h Hermitian skalar çarp¬m¬ (V; J) üzerindekine bire-bir kaŗs¬l¬k gelir

ve bu da J kompleks yap¬s¬yla birlikte g Hermitian skalar çarp¬md¬r.

Şimdi bir V reel vektör uzay¬ J kompleks yap¬s¬yla beraber ve g Hermitian

skalar çarp¬m¬yla donat¬ls¬n. Burada V c üzerinde g nin do¼gal uzatmas¬ mev-

cuttur ve g uzatmas¬ şu şekilde tan¬mlan¬r:

g(X1; X2) = fg(v1; v2)� g(w1; w2)g+ i fg(v1; v2) + g(w1; w2)g (3.5)

Burada Vj nin her vektörü j = 1; 2 için Xj = vj + iwj şeklindedir.

Önerme 3.2.1. g, V reel vektör uzay¬ üzerinde J kompleks yap¬s¬yla

beraber bir Hermitian skalar çarp¬m olsun. O zaman g, V c üzerinde bir

simetrik C�bilineer forma tek bir şekilde uzat¬labilir ve o aşa¼g¬daki özellikleri
sa¼glar.

(1) g( �X; �Y ) = g(X; Y )

(2) g bir non-degenere metriktir.

(3) V 1;0 yada V 0;1 içinde her X ve Y için g(X; Y ) = 0 d¬r.

Aksine V c üzerinde her g simetrik C� bilineer form V üzerinde bir Her-

mitian skalar çarp¬m¬n do¼gal uzatmas¬ önceki (1), (2), (3) şartlar¬n¬ sa¼glar

(Romero and Suh, 2004).

Sonuç 3.2.2. V nin g Hermitian skalar çarp¬m¬n¬n V c de g do¼gal

uzatmas¬ için V c � V c üzerinde kompleks de¼ger fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi
tan¬mlan¬r:

h(X; Y ) = g(X; �Y )



30

Bu ifade V c üzerinde bir Hermitian skalar çarp¬md¬r (Romero and Suh, 2004).

Tüm bunlar gözönüne al¬n¬rsa, V üzerindeki bir h Hermit skalar çarp¬m¬,

dolay¬s¬yla g Hermit skalar çarp¬m¬, J kompleks yap¬s¬yla uyumludur.
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BÖLÜM 4

INDEFINITE KOMPLEKS UZAY
FORMLARI

Bu bölümde, kompleks manifoldlar ve onlar¬n altmanifoldlar¬, inde�nite

Kaehler manifoldlar incelenmi̧stir. Daha sonras¬nda bunlarla ilgili temel

tan¬m ve kavramlar verilerek, inde�nite Kaehler manifoldlar için verilen lokal

formüller ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca inde�nite Kaehler manifoldlar¬n özel bir du-

rumu olan inde�nite kompleks uzay formlar¬ incelenmi̧stir. ·Inde�nite komp-

leks uzay formlarla ilgili temel tan¬m, teorem ve kavramlara yer verilmi̧stir.

4.1 Kompleks Manifoldlar

Şimdi kompleks manifoldlar¬n baz¬ temel kavramlar¬n¬ hat¬rlayarak hat¬rla-

tal¬m. M bir reel manifoldunun J hemen hemen kompleks yap¬s¬ (1; 1)

tipinde bir tensör alan¬d¬r ve bu da M nin her x noktas¬nda J2x = �Ix olarak
ifade edilir. Burada Ix, TxM tanjant uzay¬n¬n özdeşlik dönüşümüdür. Bir

manifold hemen hemen bir kompleks yap¬yla donat¬l¬rsa bu manifold hemen

hemen kompleks manifold olarak adland¬r¬l¬r.

M reel 2n�boyutlu bir kompleks manifold ve M nin x koordinat komşu-

lu¼gundaki zj = xj + iyj ile beraber fzjg şeklindeki bir kompleks koordinat
sistemi için, fx1; y1; :::; xn; yng M nin bir reel koordinat sistemidir ve burada

�
@

@x1

�

x

;

�
@

@y1

�

x

; :::;

�
@

@xn

�

x

;

�
@

@yn

�

x

TxM için bir baz oluşturur. TxM nin Jx operatörü de şu şekilde tan¬mlan¬r:
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Jx

�
@

@xj

�

x

=

�
@

@yj

�

x

Jx

�
@

@yj

�

x

= �
�
@

@xj

�

x

(4.1)

(j = 1; 2; :::; n)

Burada Jx, x civar¬ndaki kompleks koordinat sisteminin seçiminden ba¼g¬m-

s¬zd¬r.

Jx in x civar¬ndaki kompleks koordinat sisteminin seçiminden ba¼g¬ms¬z

olmas¬n¬ ispatlarsak,

fwjg, wj = uj + ivj olarak tan¬mlanan başka bir kompleks koordinat

sistemi olsun. zj = xj + iyj holomor�k oldu¼gundan, x in bir komşulu¼gu

üzerinde aşa¼g¬daki Cauchy-Riemann denklemleri do¼grulan¬r.

@xj

@uk
=
@yj

@vk
;
@xj

@vk
= �@y

j

@uk

(j; k = 1; 2; :::; n)

Di¼ger bir yandan, her k için aşa¼g¬daki ifade elde edilir.

@

@uk
=

P
j

��
@xj

@uk

�

x

�
@

@xj

�

x

+

�
@yj

@uk

�

x

�
@

@yj

�

x

�

@

@vk
=

P
j

��
@xj

@vk

�

x

�
@

@yj

�

x

�
�
@yj

@vk

�

x

�
@

@xj

�

x

�

@

@uk
için Jx in tan¬m¬ndan yola ç¬karsak

J

�
@

@uk

�

x

=
P
j

��
@xj

@uk

�

x

J

�
@

@xj

�

x

+

�
@yj

@uk

�

x

J

�
@

@yj

�

x

�

elde edilir. Buradan da

J

�
@

@uk

�

x

=
P
j

��
@xj

@uk

�

x

�
@

@yj

�

x

�
�
@yj

@uk

�

x

�
@

@xj

�

x

�

=

�
@

@vk

�

x
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olarak elde edilir. Benzer şekilde

J

�
@

@vk

�

x

=
P
j

��
@xj

@vk

�

x

�
@

@xj

�

x

+

�
@yj

@vk

�

x

�
@

@yj

�

x

�

= �
�
@

@uk

�

x

olarak elde edilir. Böylelikle Jx in koordinat komşuluklar¬n¬n seçiminden

ba¼g¬ms¬z oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur.

J tensör alan¬, J nin bileşenleri olan fx1; y1; x2; y2; :::; xn; yng yerel koordi-
nat sistemleriyle ili̧skili oldu¼gundan, bu durumM nin herbir x noktas¬nda Jx

in iyi tan¬ml¬ oldu¼gunu i̧saret eder. J tensör alan¬n¬n tan¬m¬ her x noktas¬nda

J2x = �Ix dir ve böylece J; M nin hemen hemen bir kompleks yap¬s¬d¬r. Bu

durumda M kompleks manifoldu üzerinde yukar¬daki gibi tan¬mlanm¬̧s Jx

hemen hemen kompleks yap¬s¬n¬n integrallenebilir oldu¼gu görülür. Bu ne-

denle Jx e M nin kanonik kompleks yap¬s¬ denir.

Tersine (M;J) hemen hemen kompleks manifoldunda J integrallenebilir

olsun. Bu durumda (M;J) ye kompleks manifold yap¬s¬ kazand¬r¬labilir öyle

ki, bu kompleks manifoldun kanonik kompleks yap¬s¬ Jx, J ile ayn¬ olur (Yano

and Kon, 1984).

M nin bir reel manifoldunun, TxM; her x noktas¬ndaki tanjant uzay¬n¬n

TxM
c kompleksleştirilmi̧si x de kompleks tanjant uzay¬ olarak tan¬mlan¬r. Bir

kompleks vektör alan¬ Z, Z = X + _IY olarak tek bir şekilde ifade edilir ve

burada X ve Y birer reel vektör alan¬d¬r. E¼gerM üzerinde r�form uzay¬n¬

DrM ile gösterirsek DrM uzay¬n¬n DrM c kompleksleştirilmi̧sinin eleman¬ M

üzerinde bir kompleks r�form olarak adland¬r¬l¬r. Her w kompleks r�form
w0+ iw00 olarak yaz¬labilir. Burada w0 ve w00 M üzerinde reel r�formlard¬r.
Varsayal¬mki J hemen hemen kompleks yap¬s¬yla birlikteM hemen hemen

kompleks bir manifold olsun. Önerme 3.1.3. ün yard¬m¬yla direkt toplam

ayr¬̧smas¬ şu şekilde ifade edilir:
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TxM
c = TxM

1;0 � TxM0;1

TxM
�c = D1;0

x �D0;1
x

Burada TxM1;0 ve TxM0;1 ( D1;0
x ve D0;1

x ), i ve �i özde¼gerlerine kaŗs¬ J (J�)
nin özuzay¬n¬ gösterir. E¼ger kompleks tanjant vektörü (kompleks 1� form)
TxM

1;0 yada TxM0;1 e aitse bir x noktas¬ndaki bir kompleks tanjant vektörü

(1; 0) yada (0; 1) tipindendir diye ifade edilir.

Özellikle M bir kompleks manifold olsun ve fzjg ; zj = xj + iyj olarak

ifade edilen M nin bir kompleks koordinat sistemi olsun. Bu durumda

xj =
1

2
(zj + �zj)

yj = � i
2
(zj � �zj)

olarak ifade edilir. Buradan

@

@zj
=

�
@xj

@zj

��
@

@xj

�
+

�
@yj

@zj

��
@

@yj

�

=
1

2
:1:

@

@xj
� i

2
:1:

@

@yj

=
1

2

�
@

@xj
� i @
@yj

�

olarak elde edilir. Ayn¬ şekilde

@

@�zj
=

�
@xj

@�zj

��
@

@xj

�
+

�
@yj

@�zj

��
@

@yj

�

=
1

2
:1:

@

@xj
+
i

2
:1:

@

@yj

veya
@

@�zj
=

1

2

�
@

@xj
+ i

@

@yj

�
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olarak elde edilir.
@

@zj
kompleks vektörü

@

@xj
nin (1; 0) tipinden bir eleman¬d¬r ve

@

@�zj
de

@

@xj
nin (0; 1) tipinden bir eleman¬d¬r. Ayr¬ca kompleks vektör alan¬

@

@z1
;
@

@z2
; :::;

@

@zn
;
@

@�z1
;
@

@�z2
; :::;

@

@�zn
(4.2)

TxM
c kompleks tanjant uzay¬n¬n bir baz¬d¬r. J kompleks yap¬s¬n¬n önceki

yap¬s¬ndan koordinat komşulu¼gundaki herbir x noktas¬nda
@

@z1
;
@

@z2
; :::;

@

@zn

(
@

@�z1
;
@

@�z2
; :::;

@

@�zn
) TxM1;0 (TxM0;1) için bir baz oluşturur.

dzj = dxj + idyj ve d�zj = dxj � idyj

Burada zj ve �zj diferensiyelleri (4.2) deki baz¬na kaŗs¬l¬k gelen dual baz¬n¬

oluşturur ve dz1; dz2; :::; dzn ( d�z1; d�z2; :::; d�zn) D1;0
x (D0;1

x ) ¬n bir baz¬n¬ oluş-

turur (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

4.2 Inde�nite Kaehler Manifoldu

Klasik olarak, bir Kaehler yap¬, bir Riemann yap¬ ve bir kompleks yap¬dan

meydana gelir. Bu durumda Riemann metri¼gine bir Kaehler metrik de denir.

E¼ger bir Kaehler metri¼gi inde�nite olarak verilirse, inde�nit Kaehler yap¬

kavram¬ do¼gal olarak ortaya ç¬kar. Yani, ayn¬ zamanda hem kompleks hem de

semi-Riemann olan bir geometriye sahip olunur. Inde�nite Kaehler metri¼gi,

Lorentz metri¼ginin bir kompleks yorumudur. Tüm bunlar¬n d¬̧s¬nda inde�nit

Kaehler geometrinin, uzay-zaman¬n kompleksleştirilmi̧s hali üzerinde holo-

mor�k demetlerini çal¬̧smak için kullan¬lan birleştirilmi̧s bir geometri oldu¼gu

ileri sürülmektedir.

M. Barros ve A. Romero, inde�nit Kaehler manifoldlar¬n¬ sistematik olarak

ortaya koymuş ve bunlar¬n e¼griliklerini içeren çeşitli özellikleri çal¬̧sm¬̧slard¬r
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(Barros ve Romero 1982). Sabit holomor�k kesitsel e¼grilikli standart uzay-

lar¬n¬n (yani, basit ba¼glant¬l¬ tam inde�nit kompleks uzay formlar¬n¬n) tan¬t¬l-

mas¬n¬n ard¬ndan, bunlar¬n kompleks altmanifoldlar¬ da düşünülmüştür. Bu

altmanifollar, metri¼gi inde�nite yapma düşüncesiyle inde�nite olarak al¬n¬r-

lar. Böylece bir kompleks altmanifoldun kendisi de bir inde�nit Kaehler

yap¬ya sahip olur. Yani, non-degenere kompleks altmanifoldlar, inde�nite

Kaehler altmanifoldlar olarak da adland¬r¬l¬rlar.

Tan¬m 4.1.1. (M;J) hemen hemen kompleks manifold ve h; i, M üze-

rinde 0 � � � 2n indeksli yar¬-Riemann veya inde�nit metrik olsun. E¼ger

8XP ; YP 2 TPM için

hXP ; YP i = hJXP ; JYP i

ise (J; h; i) ikilisine M üzerinde inde�nite hemen hemen Hermit yap¬

denir. Buna göre M ye de inde�nite hemen hemen Hermit manifold

denir (Duggal and Bejancu, 1996).

Tan¬m 4.1.2. (M;J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M üzerin-

deki herhangi X ve Y vektör alanlar¬ için

N(X;Y ) = [JX; JY ]� J [X; JY ]� J [JX; Y ]� [X; Y ]

şeklinde tan¬ml¬ N(1; 2) tensör alan¬na J ninNijenhuis (torsiyon) tensörü

denir (Martin, 1991).

Tan¬m 4.1.3. (M;J) hemen hemen kompleks manifold olsun. J nin Ni-

jenhuis tensörü s¬f¬r ise J hemen hemen kompleks yap¬s¬na integrallenebilirdir

denir (Martin, 1991)

Tan¬m 4.1.4. M bir inde�nite hemen hemen Hermit manifoldu olsun.

E¼ger J integrallenebilir iseM ye inde�nite Hermit manifold denir (Duggal

and Bejancu, 1996).



37

Tan¬m 4.1.5. M bir inde�nite Hermit manifoldu olsun. M nin � temel

2-formu,

� (V;W ) = h (V; JW ) (4.3)

ile tan¬ml¬d¬r ve Kaehler formu ad¬n¬ al¬r (Romero and Suh, 2004).

Tan¬m 4.1.6. � temel 2� formu kapal¬ olan bir M inde�nite Her-

mit manifolduna bir inde�nite Kaehler manifold denir (Romero and Suh,

2004).

Örnek 4.1.1.

ds2 = �
vP
i=1

ziwi +
nP

j=v+1

zjwj

inde�nite Hermit metri¼ginin reel k¬sm¬ ile donat¬lm¬̧s Cn kompleks uzay¬,

kompleks n � boyutlu ve 2�, 0 � � � n, indeksli bir inde�nite Kaehler

manifoldudur ve Cn� ile gösterilir (Romero, 1998).

M hemen hemen kompleks manifoldu üzerinde inde�nite bir Hermitian

metrik J hemen hemen kompleks yap¬s¬ alt¬nda g � invariant inde�nite bir
Riemannian metri¼gidir. g, M üzerinde (0; 2) tipinde non-degenere simetrik

tensör alan¬d¬r ve

g(JX; JY ) = g(X; Y )

M nin her X ve Y vektör alan¬ için yukar¬daki şekilde ifade edilir. Böylece

inde�nite bir Hermitian metrik J hemen hemen kompleks yap¬s¬na ba¼gl¬ herbir

TxM tanjant uzay¬ üzerinde Hermitian skalar çarp¬m olarak tan¬mlan¬r.

Bir n � boyutlu kompleks manifold inde�nite bir Hermitian metrikle be-
raber bir inde�nite Hermitian manifold olarak tan¬mlan¬r. Bu yüzden TxM

nin her v spacelike (null yada timelike) vektörü için Jv spacelike (null yada

timelike) d¬r ve böylece g nin indeksi 0 � s � n olmak üzere 2s tamsay¬s¬d¬r.



38

Bu bölümdeki ifadelerde aşa¼g¬daki indisler kullan¬l¬r.

A;B; ::: = 1; :::; n; �1; :::; �n;

i; j; ::: = 1; :::; n;

j� = j + n

M nin fzjg kompleks bir koordinat sistemi için

fZAg =
�
Zj; �Zj

	
; Zj =

@

@zj
; �Zj = Z�j =

@

@�zj
(4.4)

gx yard¬m¬yla tan¬mlanan g bir inde�nite Hermitian metri¼gi, Hermitian

skalar çarp¬m¬, TxM c kompleks tanjant uzay¬ üzerine g bir kompleks simetrik

bilineer forma Önerme 3.2.1. kullan¬larak herbir TxM tanjant uzay¬ üzerine

uzat¬labilir. gAB = g(ZA; ZB) dir. Önerme 3.2.1. in (1) ve (3) şartlar¬ ve

Zj ( �Zj) (1; 0) tipinde oldu¼gundan ((0; 1) tipinde)

gjk = gjk = 0 (4.5)

eşitli¼gi elde edilir. Burada (gjk) n� n tipinden bir Hermitian matristir.

Şimdi (4.5) denklemi ispatlan¬rsa,

gjk = g(Zj; Zk)

olarak ifade edilsin. Burada Zj ve Zk de¼gerlerini (4.4) eşitliklerinde oldu¼gu
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gibi ifade edilir. g; J � invariant oldu¼gundan ve (4.4) gere¼gi

g

�
@

@zj
;
@

@zk

�
= g

�
J
@

@zj
; J

@

@zk

�

= g

�
i
@

@zj
; i
@

@zk

�

=

�
@

@zk
;� @

@zj

�

= �
�
@

@zk
;
@

@zj

�

dir.

Böylece

gjk = 0

olarak elde edilir. Benzer şekilde

gjk = g(Zj; Zk) = g

�
@

@zj
;
@

@zk

�

= g

�
J
@

@zj
; J

@

@zk

�

= g

�
�i @
@zj

;�i @
@zk

�

= �
�
@

@zj
;
@

@zk

�

bulunur. Buradan da

gjk = 0

elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanm¬̧s olur.

Ayr¬ca

ds2 = 2
X

gjkdz
jdzk (4.6)
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ifadesi indi�nite Kaehler manifoldu için 1.temel forma kaŗs¬l¬k gelir.

(4.6) eşitli¼ginin ispat¬:.

dZ =
X
(Zjdz

j + Zkdz
k)

olarak ifade edelim.

ds2 = hdZ; dZi

olarak yaz¬p yukar¬daki dZ ifadesi yerine yaz¬l¬rsa,

ds2 =
P


(Zjdz
j + Zkdz

k); (Zjdz
j + Zkdz

k)
�

=
P�

hZj; Zji dzjdzj +


Zk; Zj

�
dzkdzj

+


Zj; Zk

�
dzjdzk +



Zk; Zk

�
dzkdzk

�

eşitli¼ginde


Zk; Zj

�
=


Zj; Zk

�
= gjk

olarak ifade edilir ve (4.5) gere¼gi de

hZj; Zji =


Zk; Zk

�
= 0

d¬r. Bu durumda

ds2 =
P
(2


Zj; Zk

�
dzjdzk)

= 2
P
gjkdz

jdzk

elde edilmi̧s olur.

gjk; gjk� ; gj�k; gj�k� ;

�
@

@xj
;
@

@yj

�
bazlar¬yla ili̧skili olarak g inde�nite Her-

mitian metri¼gin eleman¬ olsun. Burada zj = xj + iyj olarak ifade edilir. g;

J � invariant oldu¼gundan

gjk = gj�k� , gj�k = �gjk� (4.7)
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olur. Bunlar hem g inde�nite Hermitian metri¼gin hem de onun kompleks

tanjant vektörlerine do¼gal yay¬l¬m¬yla ayn¬ sembollerle gösterilir.

Bu son ifadenin ispat¬:

g Hermitian metrik oldu¼gundan

g(Zj; Zk) = g(JZj; JZk)

şeklinde ifade edilir. (4.4) gere¼gi ve J � invariant oldu¼gundan

g

�
@

@zj
;
@

@zk

�
= g

�
J
@

@zj
; J

@

@zk

�

gjk = gj�k�

olarak elde edilir.

Ayn¬ şekilde

g(JZj; Zk) = �g(Zj; JZk)

g

�
J
@

@zj
;
@

@zk

�
= �g

�
@

@zj
; J

@

@zk

�

gj�k = �gjk�

elde edilmi̧s olur.

Yani

�
@

@xj
;
@

@yj

�
ile ilgili olarak g metri¼gi şöyle yaz¬l¬r:

ds2 =
P�

gjkdx
jdxk + gjk�dx

jdyk + gj�kdy
jdxk + gj�k�dy

jdyk
�

M üzerinde �; 2-temel formu

V =
P�

dzj(V )Zj + dz
k(V )Zk

	

W =
P�

dzj(W )Zj + dz
k(W )Zk
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kompleks vektör alanlar¬ şeklinde ifade edilebilr. Basit bir hesaplamayla M

nin �; 2-temel formu

� = �2i
X

gjkdz
j�dzk (4.8)

şeklinde gösterilir.

(4.8) eşitli¼ginin ispat¬:

(4.3) ifadesi mevcuttur. Bu ifade de (3.3) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�(V;W ) = h(V; JW )

= h(dzj(V )Zj + dz
k(V )Zk; dz

j(W )JZj + dz
k(W )JZk)

=
P�

h(Zj; JZj)dz
j(V )dzj(W ) + h(Zj; JZk)dz

j(V )dzk(W )

+h(Zk; JZj)dz
k(V )dzj(W ) + h(Zk; JZk)dz

k(V )dzk(W )
�

olarak elde edilir.

Ayr¬ca

'(W;V ) = h(W;JV )

= h(JV;W )

= h(JV;�J2W )
= h(V;�JW )
= �'(V;W )

şeklinde ifade edilen h Hermitian metri¼gin ters-simetrik özelli¼ginden yola

ç¬karak

'(Zk; Zj) = h(Zk; JZj)

= h(JZj; Zk)

= h(JZj;�J2Zk)
= h(Zj;�JZk)
= �'(Zj; Zk)
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ifadesi elde edilir. Bundan sonra

�(V;W ) =
P�

h(Zj; JZk)dz
j(V )dzk(W ) + h(Zk; JZj)dz

k(V )dzj(W )
�

=
P�

h(Zj; JZk)dz
j(V )dzk(W )� h(Zj; JZk)dzk(V )dzj(W )

�

=
P�

�ih(Zj; Zk)dzj(V )dzk(W ) + ih(Zj; Zk)dzk(V )dzj(W )
�

�iPhjk
�
dzj(V )dzk(W )� dzk(V )dzj(W )

�

olarak elde edilir. Sonuç olarak

�(V;W ) = �i
P
hjkdz

j�dzk(V;W )

elde edilir. 8V; W için

� = �i
P
hjkdz

j�dzk

dir. Buradan sonra

hjk = h(Zj; Zk)

olup (3.2) gere¼gi

2gjk = hjk

olarak ifade edilir. Bu da

� = �iPhjkdz
j�dzk

de yerine konulursa

� = �2i
P
gjkdz

j�dzk

olarak elde edilmi̧s olur. Buradan � için

d� =
nP
�=1

@gj�k

@z�
dz� ^ dzj ^ d�zk

oldu¼gundan

d (d�) =
nP

�;�=1

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk
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ifadesi oluşturulur. Bu ifadeden � ve � n¬n birbirine göre durumlar¬n¬ in-

celersek

d (d�) =
nP

�<�

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

+
nP

�=�

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

+
nP

�>�

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

elde edilir. Burada � = � için dz� ^ dz� = 0 oldu¼gundan

d (d�) =
nP

�<�

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

+
nP

�>�

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

olur. Bu ifade de � ile � n¬n yerleri de¼gi̧stirilirse

d (d�) =
nP

�<�

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

+
nP

�>�

@2gj�k

@z�@z�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

olur.

dz� ^ dz� = �dz� ^ dz� ve
@2gj�k

@z�@z�
=

@2gj�k

@z�@z�

oldu¼gundan

d (d�) =
nP

�<�

�
@2gj�k

@z�@z�
�

@2gj�k

@z�@z�

�
dz� ^ dz� ^ dzj ^ d�zk

elde edilir ve bunun katsay¬lar¬ s¬f¬r oldu¼gundan d2� = 0 elde edilir. Böyle-

likle Kaehler manifold �kri ispatlanm¬̧s olur.
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4.2.1 Inde�nite Kaehler altmanifoldlar için lokal for-

müller

Inde�nite Kaehler manifoldunun e¼grilik tensörü için bilinen lokal formül-

lerin birkaç¬n¬ hat¬rlarsak onlar kompleks altmanifoldlar¬n¬n birine adapte

edilebilirler. (fM; g0; J); 2(s+t) indeksinin (n+p)�boyutlu inde�nite Kaehler
manifoldu olsun ve M , fM nin 2s indeksinin n� boyutlu non-degenere komp-
leks altmanifoldu olsun (n � 2; 0 � s � n; 0 � t � p). fM nin aç¬k alt

cümlesi üzerinde fEAg = fE1; :::; En+pg bir ortonormal çat¬ alan¬ seçilebilir.
Burada E1; :::; En M ye te¼get ve di¼gerleriM ye normal olur. Burada aksi bir

durum gösterilmedikçe aşa¼g¬daki indisler kullan¬l¬r:

A;B; ::: = 1; :::; n; n+ 1; :::; n+ p;

i; j; ::: = 1; :::; n;

x; y; ::: = n+ 1; :::; n+ p

Bu çat¬ alan¬yla ilgili olarak fwAg = fwi; wyg onun dual çat¬ alan¬ olsun.
Yani bu dual çat¬ alan¬

wA(EB) = dxA(EB) = �
A
B = g(EA; EB)

olarak gösterilir ve dolay¬s¬yla

g0 = 2
X

A

"AwA 
 wA

olarak yaz¬labilir. Burada f"Ag = f"i; "xg dir. Bu da metri¼gin negatif

tan¬ml¬ olma durumunu aşa¼g¬daki gibi ifade eder:

"i = �1 yada 1; 1 � i � s yada s+ 1 � i � n

"x = �1 yada 1; n+ 1 � x � n+ t yada n+ t+ 1 � x � n+ p
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wA canonical formlar¬ ve fM ambient uzay¬n¬n wAB ba¼glant¬ formu yard¬m¬yla

yap¬ denklemleri

dwA +
X

B

"B(w
A
B ^ wB) = 0

wAB + w
B
A = 0

(4.9)

şeklinde verilir.

Bu eşitli¼gin ispat¬ şöyledir:

Burada I. Cartan Yap¬ Denklemleri torsiyon tensörüne denktir ifadesi

gere¼gi

8 X, Y 2 �(M) için T (X;Y ) 2 �(M)

X = xA@A , Y = yB@B

olarak alal¬m. Buradan

wk(Y ) = wk(yB@B) = y
B(wk@B) = y

B�kB ) yB = wB(Y )

wk(X) = wk(xA@A) = x
A(wk@A) = x

A�kA ) xB = wB(X)

olur.

T (X; Y ) 2 �(M) oldu¼gundan

T (X; Y ) = TA(X; Y )@A

şeklinde yaz¬l¬r. Her iki taraf @A ile iç çarp¬l¬rsa,

TA(X; Y ) = hT (X; Y ); @Ai

= hDXY �DYX � [X; Y ] ; @Ai
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olarak elde edilir. Buradan

TA(X; Y ) =


DX(w

B(Y )@B)-DY (w
B(X)@B)-

�
wB(X)@B; w

B(Y )@B
�
; @A

�

=


(wB(Y )@B +X(w

B(Y )@B))

� (wB(X)@B; Y (wB(X)@B)� (wB [X;Y ] @B); @A
�

=


(X(wB(Y )� Y (wB(X))� wB([X; Y ]))@B

+ wB(Y )DX@B � wB(X)DY @B; @A
�

elde edilir.

DX@B = w
k
B(X)@k ; DY @B = w

k
B(Y )@k

olarak ifade edilir ve bu eşitlikler denklemde yerine yaz¬l¬rsa

TA(X; Y ) = (X(wB(Y )� Y (wB(X))� wB([X; Y ]))�AB

+(wB(Y )wkB(X)� wB(X)wkB(Y ))�Ak

= (X(wB(Y )� Y (wB(X))� wB([X; Y ]))

+(wB(Y )wkB(X)� wB(X)wkB(Y ))

veya buradan

TA(X; Y ) = (X(wA(Y )� Y (wA(X))� wA([X; Y ]))

+"B(w
B(Y )wkB(X)� wB(X)wkB(Y ))

elde edilir. Bu son eşitlikte (2.2) denklemi ve d¬̧s çarp¬m tan¬m¬ kullan¬l¬rsa

TA(X; Y ) = "B(w
A
B ^ wB)(X; Y ) + dwA(X; Y )
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olur. Her (X; Y ) 2 �(M)� �(M) oldu¼gundan

TA =
P
"B(w

A
B ^ wB) + dwA

olarak elde edilir.

Daha sonra TA s¬f¬r torsiyon oldu¼gundan

X

B

"B(w
A
B ^ wB) + dwA = 0

ifadesi elde edilir.

wAB + w
B
A = 0

eşitli¼ginin ispat¬na gelince de, bu ifade

wAB = �wBA

demektir.

wA(EB) = �
A
B

olarak ifade edilir. Buradan

v
�
�AB
�
= 0

olur. Çünkü A 6= B d¬r. Leibniz formülü uygulan¬rsa

v [wA(EB)] = hDvEB; wA(p)i+ hEB(p); DvwAi = 0

elde edilir. Bu durumda

wAB(v) + w
B
A(v) = 0(v)

elde edilir. 8v için
wAB + w

B
A = 0

elde edilerek ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Ayr¬ca

dwAB +
X

k

"k(w
A
k ^ wkB) = 
AB


AB =
X

kl

"k"lR
0
ABkl

wk ^ wl
(4.10)

denklemleri de inde�nite Kaehler altmanifoldlar için verilir. Burada 
AB

(R0
ABkl

) 
; fM 2 � form Riemannian e¼grili¼ginin eleman¬n¬ gösterir (R0 Rie-

mannian e¼grilik tensörünün eleman¬d¬r).

(4.10) eşitli¼ginin ispat¬ şöyledir:

II. Cartan Yap¬ Denklemleri e¼grilik tensörüne denktir ifadesi gözönünde

bulundurulursa ve I. Cartan Yap¬ Denklemlerinin elde edili̧sine benzer şekilde

T yerine R alarak ispat yap¬l¬r.

8X, Y 2 �(M) için

R(X; Y; @B) = RAB(X; Y )@A

oldu¼gundan

RAB(X; Y ) h@A; @Ai = hR(X;Y; @B); @Ai

=


DX(DY @B)�DY (DX@B)�D[X;Y ]@B; @A

�

olur. Burada

DX@B = w
k
B(X)@k ; DY @B = w

k
B(Y )@k ; D[X;Y ]@B = w

k
B([X;Y ])@k
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eşitliklerini yerine yaz¬l¬rsa

RAB(X; Y ) =


DX(w

k
B(Y )@k )�DY (w

k
B(X)@k )� wkB([X; Y ])@k ; @A

�

=


(X(wkB(Y ))@k + w

k
B(Y )DX@k)�

�
Y (wkB(X))@k

+ wkB(X)DY @k
�
� wkB([X; Y ])@k ; @A

�

=


X(wkB(Y ))@k + w

k
B(Y )w

p
k(X)@p

� Y (wkB(X))@k � wkB(X)wpk(Y )@p � wkB([X; Y ])@k ; @A
�

elde edilir. Bu son eşitlikte gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

RAB(X; Y ) = X(wAB(Y ))� Y (wAB(X))� wAB([X; Y ])

+wkB(Y )w
A
k (X)� wkB(X)wAk (Y )

ifadesi elde edilir. Burada d¬̧s çarp¬m ve Ricci denklemi tan¬mlar¬ndanda

yararlanarak

RAB(X; Y ) = dwAB(X; Y ) + (w
A
k ^ wkB)(X; Y )

ifadesi elde edilir. 8X; Y 2 �(M) için

RAB = dwAB +
X

k

"k(w
A
k ^ wkB)

olur. Ayn¬ zamanda


AB = dwAB +
X

k

"k(w
A
k ^ wkB)

olarak elde edilir. Daha sonra gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dwAB = RAB �
X

k

"k(w
A
k ^ wkB) (4.11)
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ifadesi elde edilir. Bu denklemde sol taraftaki her iki terim birer 2 � form
oldu¼gundan sa¼g taraftada bir 2� form olmal¬d¬r. O halde wk ^ wl çarpan¬
da RAB nin yan¬nda yer almal¬d¬r. Dolay¬s¬yla (4.11) ifadesindeki sa¼g taraf

R0
ABkl

wk ^ wl şeklinde olmal¬d¬r. Böylece (4.11) denkleminin son hali


AB =
P

kl "k"lR
0
ABkl

wk ^ wl

olur (Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi, 2003).


AB nin Hermitian metri¼gi ters simetri¼gi (4.3.1) in ikinci denkleminden

anlamland¬r¬l¬r ki bu da

R0
ABCD

= R0
BADC

ifadesine denktir.

Bianchi özdeşlikleri
X

B

"B

A
B ^ wB = 0

olarak verilen ifade (4.9) ve (4.10) eşitliklerinden elde edilir. Bunlar¬n exterior

türevlerini alarak, ilave simetrik ili̧skiler verilir. Bu ili̧skiler Teorem 2.3.20.

nin şartlar¬n¬ sa¼glayarak aşa¼g¬daki gibi ifade edilir:

R0
ABCD

= R0
ACBD

= R0
DBCA

= R0
DCBA

(4.12)

Ayr¬ca M üzerinde kovaryant türev operatörü D ile beraber herhangi bir

a�n koneksiyon için (2.1) ifadesi mevcuttur.

E¼ger � = � dönüşümü yap¬labiliyorsa

�
A

BC = �
A
BC

ifadesi elde edilebilir.

Şimdi Kaehler şartlar¬ için bu ili̧ski ispatlan¬rsa

�
�

� = �
�
� = 0
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oldu¼gundan

D @

@z�

(J
@

@z�
) = iD @

@z�

(
@

@z�
)

= i(���
@

@z�
+ ���

@

@z�
)

dir. Bu son ifade J alt¬nda düşünülürse

D @

@z�

(J
@

@z�
) = J(���

@

@z�
+ ���

@

@z�
)

= i���
@

@z�
� i���

@

@z�

olarak bulunur. Bu ifadeler ��� = 0 şart¬n¬ sa¼glar.

Benzer şekilde

D @

@z�

(J
@

@z�
) = iD @

@z�

(
@

@z�
)

= �i�
��

@

@z
� i�

��

@

@z

D @

@z�

(J
@

@z�
) = J(�

��

@

@z
+ �

��

@

@z
)

= i�
��

@

@z
� i�

��

@

@z

olur ki bu da �
��
= 0 olmas¬ demektir. S¬f¬r torsiyon özelli¼ginden ��� = �

�
�;

��
�
= ��

�
elde edilir.

Şimdi, önceki seçilen çat¬yla ilgili olarak, fM nin S 0 Ricci tensörünü aşa¼g¬-

daki gibi ifade edebiliriz:

S 0 =
X

CD

"C"D(S
0
CD
wC 
 wD + S 0CDwC 
 wD)

Burada

S 0
CD
=
X

B

"BR
0
BBCD

= S 0
DC
= S

0

CD
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şeklinde ifade edilir. Ayn¬ zamanda S 0
CD

S 0C �D = S
0 (XC ; JXD) =

P
B

"Bg (R (XC ; XB) JXD; JXB) = R �BBC �D

olarak yaz¬labilir. Ayn¬ şekilde S 0�DC

S 0�DC = S
0 (JXD; XC) =

P
B

"Bg (R (JXD; XB)XC ; JXB) = R �BB �DC

olarak ifade edilebilir. Yan¬s¬ra

R0�ABC �D = g (R (XC ; XB) JXD; JXA)

dir. Bu ifadenin eşleni¼gi de

R0�BAD �C = g (R (XD; XA) JXC ; JXB)

dir. g (R (X; Y )Z;W ) = g (R (Z;W )X; Y ) oldu¼gundan

R0�ABC �D =
�R �BAD �C elde edilir. Ayn¬ şekilde

�S 0�CD = S
0 (JXC ; XD) =

P
B

"Bg (R (JXC ; XB)XD; JXB) = R �BB �CD

ve g (R (JXC ; XB)XD; JXB) = g (R (JXD; XB)XC ; JXB) oldu¼gundan

S 0�DC =
�S 0�CD elde edilir. Böylelikle aç¬kça görülebilir ki

K = 2
X

D

"DS
0
DD

yard¬m¬yla verilen K skalar e¼grili¼gidir.
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Son eşitli¼gin ispat¬:

S 0
C �D

= S 0 (XC ; JXD)

=
P
B

"Bg (R (XC ; XB) JXD; JXB)

= �P
B

"BR (XC ; XB) g (JXD; JXB)

=
P
B

"BR (XC ; XB) g (XD; XB)

=
P
B

"BR (XC ; XB)wD (XB)

olarak ifade edilirse

S 0�CD = S 0 (JXC ; XD)

=
P
B

"Bg (R (JXC ; XB)XD; JXB)

= �
P
B

"BR (JXC ; XB) g (XD; JXB)

= �
P
B

"BR (XD; JXB) g (JXC ; XB)

= �P
B

"BR (XD; JXB)w �C (XB)

olarak elde edilir. Ayn¬ zamanda

S 0CD = S 0 (XC ; XD)

=
P
B

"Bg (R (XC ; XB)XD; XB)

= �P
B

"BR (XC ; XB) g (XD; XB)

= �P
B

"BR (XC ; XB)wD (XB)
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olarak elde edilir. Böylelikle S 0
C �D

= S 0�DC olur. Bu da C = �D, �C = D

demektir. Yani

S 0D �D = S
0 (XD; JXD) =

P
D

"Dg (R (XD; XB) JXD; XB)

şeklinde ifade edilir ve bu ifade S 0 de yerine yaz¬l¬rsa

S 0 =
P
D

"D (S
0
D �DwD 
 w �D + S

0
D �Dw �D 
 wD) = 2

P
D

"DS
0
D �DwD 
 w �D

olur. Böylelikle ispat tamamlanm¬̧s olur.

E¼ger fM nin S 0 Ricci tensörü g0 için parçal¬ ise fM inde�nite Kaehler

manifolduna Einstein manifoldu da denir. Yani bu da

S 0
CD
= �"C�CD; � =

K

2(n+ p)

demektir. Burada � sabiti Einstein manifoldunun Ricci e¼grili¼gi olarak isim-

lendirilir.

R0 Riemannian e¼grilik tensörünün kovaryant türevi s¬ras¬yla R0
ABCD;E

ve

R0
ABCD;E

bileşenleri yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

P
E

"E(R
0
ABCD;E

wE +R
0
ABCD;E

wE) = dR0
ABCD

�
P
E

"E
�
R0
EBCD

wEA

+R0
AECD

wEB+R0ABEDwEC+R
0
ABCE

wED
�

P
C

"C(S
0
AB;C

wC + S
0
AB;C

wC) = dS 0
AB
�P

C

"C
�
S 0
CB
wCA + S

0
AC
wCB

�

II. Bianchi formülü taraf¬ndan verilen

R0
ABCD;E

= R0
ABED;C

(4.13)

ifadesi ve böylece

S 0
AB;C

= S 0
CB;A

=
X

D

"DR
0
BACD;D

; KB = 2
X

C

SBC;C (4.14)
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olarak mevcuttur.

S 0 nün ikinci kovaryant türevi s¬ras¬yla S 0
AB;CD

ve S 0
AB;CD

bileşenleri yar-

d¬m¬yla ifade edilir. Bu ifade de aşa¼g¬daki gibi verilir.

P
D

"D(S
0
AB;CD

wD + S
0
AB;CD

wD) = dS 0
AB;C

�
P
D

"D

�
S 0
DB;C

wDA + S
0
AD;C

wDB

+ S 0
AB;D

wDC

�

(4.15)

Şimdi, S 0
AB;C

ve S 0
AB;C

�nin tan¬m¬n¬n diferensiyel exterioru al¬narak ve (4.15)

kullan¬larak S 0 Ricci tensörü için Ricci formülü aşa¼g¬daki gibi verilir.

S 0
AB;CD

� S 0
AB;DC

=
P
E

"E
�
R0
DCAE

S 0
EB
�R0

DCEB
S 0
AE

�
(4.16)

Sonras¬nda dikkatimizi fM n¬n non-degenere kompleks altmanifoldu olan

M üzerine odaklarsak ve yukar¬daki fwag = fwi; wyg kanonik formlar¬n¬ M
ye s¬n¬rland¬rarak

wx = 0 (4.17)

ifadesi elde edilir. Dolay¬s¬yla g = 2
P
B

"BwB 
 wB olarak yaz¬lan M nin 2s

indeksinin g inde�nite Kaehler metri¼gini sa¼glar. Böylece fEjg çat¬ alan¬n¬n
M yi s¬n¬rlamas¬ g ye göre bir lokal ortonormal çat¬ alan¬d¬r ve fwjg de onun
dual çat¬s¬d¬r. Bu çat¬ M üzerinde (1; 0) tipinde kompleks 1 � formlar{
içerir. Üstelik w1; :::; wn; w1; :::wn lineer ba¼g¬ms¬zd¬r ve bunlar M üzerinde

lokal kanonikal 1� formlar{n kümesi olarak isimlendirilirler.
Buradan (4.17) ve Cartan yap¬ denklemlerini takiben

wxi =
X

j

"jh
x
ijwj; hxij = h

x
ji (4.18)

elde edilir.

Bu eşitli¼gin ispat¬ ise şöyledir:

dwx = 0 = �wxB ^ wB = �wxi ^ wi
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dir.

Ayr¬ca �wij = wji oldu¼gundan wix^wi = 0 (�) ve wxi = hxijwj (��)
dir. hxij ifadesinide �

x
ij gibi düşünürsek ve (��) ifadesini (�) da yerine yazarsak

hxijw
j ^ wi = 0 elde edilir. Bu ifadeyi i ve j nin durumuna göre incelersek
1 � i; j � n için

hxijw
i ^ wi| {z } + hxijw

j ^ wi| {z }+h
x
jiw

i ^ wj| {z } = 0

i = j| {z } i < j i > j| {z }�
hxij � hxji

�
wi ^ wj = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla hxij � hxji = 0 dan hxij = hxji ve wxi =
P
j

"jh
x
ijw

j elde

edilir. h quadratik formu;

X

ijx

"i"jh
x
ijwi 
 wj 
 Ex

şeklinde, normal demet içindeki de¼gerleriM altmanifoldunun 2: temel formu

olarak adland¬r¬l¬r. ·Ikinci temel formu h; M ye te¼get her X; Y vektör alanlar¬

için h(X;Y ) = D0
XY �DXY olarak tan¬mlan¬r. Burada D0 ve D; s¬ras¬yla,

fM ve M nin Levi-Civita koneksiyonlar¬n¬ gösterir. Belirli bir durum için h,

h(JX; Y ) = h(X; JY ) = Jh(X; Y ) ifadesini sa¼glar. Bu özellik her X; Y için

h(JX; JY ) = �h(X; Y ) yi ifade eder.

Önerme 4.3.1. M 0 Kaehler manifoldununM kompleks altmanifoldunun

ikinci temel formu h olsun.

h(JX; Y ) = h(X; JY ) = Jh(X; Y )

(8X; Y 2M için)

·Ispat: M 0 nün Kaehlerian koneksiyonuD0 veM üzerindeki vektör alanlar¬

X; Y için, (2.4) gere¼gi

DX(JY ) = DX(JY ) + h(X; JY )
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ifadesi mevcuutur. Burada JY ,M üzerinde bir vektör alan¬d¬r. D0 Kaehlerian

oldu¼gundan

D0
X(JY ) = J(D

0
XY ) = J(DXY ) + Jh(X; Y )

Hem TXM te¼get uzay¬ hemde TXM normal uzay¬ J�invariantt¬r. Böylelikle

DX(JY ) = J(DXY ) ve h(X; JY ) = Jh(X; Y )

elde edilir.

Burada ilk eşitlik h(X;Y ) nin Kaehlerian olmas¬n¬ ikinci eşitlik de simetrik-

li¼gini gösterir. Böylelikle

h(JX; Y ) = h(Y; JX) = Jh(Y;X) = Jh(X;Y )

elde edilir (Kobayashi ve Nomizu, 1969).

fM da kullan¬lan yap¬ denklemleriM nin yap¬ denklemleri taraf¬ndan aşa¼g¬-

daki gibi verilir:

dwi +
X

j

"j(w
i
j ^ wj) = 0

wij + w
j
i = 0

(4.19)

dwij +
X

k

"k(w
i
k ^ wkj ) = 
ij


ij =
X

kl

"k"lR
0
ijkl
wk ^ wl

(4.20)

Burada M nin 
 Riemannian e¼grilik formunun bileşenleri 
ij ile gösterilir ve

aşa¼g¬daki ili̧ski elde edilir:

dwxy +
P

z "z(w
x
z ^ wzy) = 
xy


xy =
X

kl

"k"lR
0
xykl
wk ^ wl (4.21)

Burada 
xy, M üzerinde normal e¼grilik formunun bileşenidir. M nin R ve

R0 Riemannian e¼grilik tensörleri için s¬ras¬yla, (4.9), (4.10), (4.18), (4.19) ve

(4.20) ifadeleri kullan¬larak aşa¼g¬dakiler gibi ifadeler elde edilir:

Rijkl = R
0
ijkl
�
X

x

"xh
x
jkh

x

il (4.22)
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Bu eşitli¼gin ispat¬ şu şekildedir:

dwij +
P
k

"kw
i
k ^ wkj +

P
�

"�w
i
� ^ w�j = 
0ij

olarak ifade edilir. M üzerindeki koneksiyon için II.Yap¬ Denklemi

dwij +
P
k

"kw
i
k ^ wkj = 
ij

olarak ifade edilmi̧sti. Ayr¬ca

wi� ^ w�j =
P
�

"�h
i
�kw

k ^ �h�jl �wl

= �
P
�

"�h
�
ikw

k ^ �h�jlwl

= �P
�

"�h
�
ik
�h�jlw

k ^ �wl

oldu¼gundan ve bu ifade 
0ij de yerine yaz¬l¬rsa


ij �
P
�

"�h
�
ikh

�
jlw

k ^ �wl = 
0ij

olarak elde edilir. Sonra gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda


0ij � 
ij = �
P
�

"�h
�
ik
�h�jlw

k ^ �wl

olur. Ayr¬ca bu son denkleme göre de

R0ijklw
k ^ wl �Rijklwk ^ wl = �

P
�

"�h
�
ik
�h�jlw

k ^ �wl

ifadesi elde edilir. Buradan

�
R0ijkl �Rijkl

� �
wk ^ wl

�
= �

P
�

"�h
�
ikh

�
jlw

k ^ �wl

olur. Böylelikle

R0�{jk�l �R�{jk�l = �
P
�

"� h
�
ikh

�
jl
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ifadesi elde edilmi̧s olur (Willmore, 1993). Bu denklem Gauss denklemi

olarak adland¬r¬l¬r. Bu denklemden, S Ricci tensörünün bileşenleri veM nin

r skalar e¼grili¼gi şu şekilde ifade edilir:

Sij =
X

k

"kR
0
ijkk

� h2
ij

(4.23)

(4.23) eşitli¼ginin ispat¬:

S 0C �D =
P
B

"BR �BBC �D

oldu¼gundan

S 0i�j =
P
k

"kR�kki�j

olur. Burada (4.22) denklemini kullanarak (4.23) denklemi elde edilir. Bu

denklemde h2
i�j
=
P
k;x

"k"xh
x
ik
�hxkj şeklinde ifade edilir. Ayn¬ zamanda

r = 2
X

j

Sjj = 2
X

jk

"j"kR
0
jjkk

� 2h2 (4.24)

dir.

Bu son eşitli¼gin ispat¬:

K = 2
P
D

"DS
0
D �D

oldu¼gundan

K = 2
P
j

"jS
0
j�j

olur ve

S 0j�j =
P
k

"kR�kkj�j

şeklinde ifade edilir ve burada (4.22) denklemi kullan¬l¬rsa

S 0j�j =
P
k

"kR
0
�kkj�j �

P
x

"xhkj�hkj

olur ve böylelikle (4.24) denklemi elde edilmi̧s olur. Bu denklemdeki

h2 =
P
k

"kh
2
k�k
şeklinde ifade edilir.
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Şimdi M nin ikinci temel formunun kovaryant türevlerinin hxij;k ve h
x
ij;k

bileşenleri taraf¬ndan verilen

P
k

"k(h
x
ij;kwk + h

x
ij;k
wk) = dhxij �

P
k

"k
�
hxkjwki + h

x
ikwkj

+
P
y

"yh
y
ijwxy

�

(4.18) ifadesinin exterior türevleri içine bu tan¬mdaki dhxij ifadesi konularak,

(4.9), (4.10) ve (4.19), (4.20) yap¬ denklemlerini kullanarak,

hxij;k = h
x
ji;k = h

x
ik;j , hx

ij;k
= �R0

xijk
(4.25)

elde edilir.

Benzer şekilde ikinci temel formunun ikinci kovaryant türevleri, hxij;kl ve

hx
ij;kl

bileşenleri yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir.

P
l

"l(h
x
ij;klwl + h

x
ij;kl
wl) = dhxij;k �

P
l

"l
�
hxlj;kwli + h

x
il;kwlj

+ hxij;lwlk
�
+
P
y

"yh
y
ij;kwxy

Ve aç¬k bir hesaplama Ricci formülünü de oluşturur. Ayr¬ca

hxij;kl = h
x
ij;lk

dir. Bu da

hx
ij;kl

+ hx
ij;lk

=
P
r

"r
�
Rlkirh

x
rj +Rlkirh

x
ir

�

�
P
y

"yRxyklh
y
ij

(4.26)

demektir.
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4.2.2 Kompleks altmanifoldlar

g metrik tensörüyle birlikte N Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M

olsun. M ve N nin Riemannian e¼grilik tensörleri RM ve RN taraf¬ndan

gösterilsin veN içindeM nin ikinci temel formu � ile gösterilsin. Bu durumda

Gauss-Codazzi denklemi

RM(X;Y; Z;W ) = g(�(X;Z); �(Y;W ))� g(�(X;W ); �(Y; Z))
+RN(X;Y; Z;W )

olarak ifade edilir.

E¼ger N bir Kaehler manifold ve M bir kompleks altmanifold ise

RM(X; JX; Y; JY ) = g(�(X; Y ); �(JX; JY ))� g(�(X; JY ); �(JX; Y ))
+RN(X; JX; Y; JY )

Burada Önerme(4.3.1) deki eşitlikler kullan¬larak

RM(X; JX; Y; JY ) = �k�(X; Y )k2 � k�(X; JY )k2 +RN(X; JX; Y; JY )

elde edilir.

Özellikle e¼ger M bir kompleks öklidyen uzay¬n¬n bir kompleks altmanifol-

du ise,M nin holomor�k bisectional e¼grili¼gi pozitif tan¬ml¬ de¼gildir ve böylece

M nin Ricci tensörüde pozitif tan¬ml¬ de¼gildir (Goldberg ve Kobayashi, 1967).

4.3 Inde�nite Kompleks Uzay Formlar¬

M , J kompleks yap¬s¬ ve g Riemann metri¼gi ile birlikte bir n�boyutlu Kaehler
manifoldu olsun. Bu durumda bir kompleks uzay formu, sabit holomor�k

kesit e¼grilikli basit ba¼glant¬l¬ tam Kaehler manifoldu olarak ifade edilir. Bir
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inde�nite kompleks uzay formu ise, sabit holomor�k kesit e¼grilikli bir inde-

�nite Kaehler manifoldudur. M. Barros ve A. Romero (1982), inde�nite

Kaehler manifoldlar¬n¬ sistematik olarak ortaya koymuştur.

Tan¬m 4.3.1. M bir inde�nite Kaehler manifoldu olsun. M nin her-

hangi x noktas¬ndaki TxM tanjant uzay¬n¬n bir � düzlem parças¬na, gx j�
non-degenere olmak üzere non-degeneredir denir.

� non-degeneredir ancak ve ancak,

g(u; u)g(v; v)� g(u; v)2 6= 0

olacak şekilde � nin fu; vg bazlar¬ vard¬r. u ve Ju ile donat¬lm¬̧s bir holo-

mor�k düzlem non-degeneredir ancak ve ancak,

g(v; v) 6= 0

olmak üzere baz¬ v vektörlerini içerir. u ve Ju taraf¬ndan gerilen � non-

degenere holomor�k düzlemin kesit e¼grili¼gine holomor�k kesit e¼grili¼gi denir

ve H(�) = H(u) şeklinde gösterilir (Romero and Suh, 2004).

Bir inde�nite Kaehler manifoldu olan M , M nin herhangi bir noktas¬ için

ve bütün � non-degenere holomor�k düzlemi için e¼ger H(�) holomor�k ke-

sitsel e¼grilik fonksiyonu sabitse bu inde�nite Kaehler manifoldu olanM sabit

holomor�k kesitsel e¼grili¼gi olarak söylenir. Bu durumda M , 2s indeksinin ve

m kompleks boyutunun c 2 R sabit holomor�k kesitsel e¼grili¼gi ise M ye bir

inde�nite kompleks uzay form denir ve Mm
s (c) ile gösterilir.

Tan¬m 4.3.2. M bir inde�nite Kaehler manifoldu olsun. E¼ger M

nin H(�) holomor�k kesit e¼grilik fonksiyonu tüm non-degenere holomor�k �

düzlemleri ve M nin herhangi bir noktas¬ için sabit ise, M inde�nite Kaehler

manifolduna sabit holomor�k kesit e¼griliklidir denir (Romero and Suh,

2004).
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Tan¬m 4.3.3. M bir inde�nite Kaehler manifoldu olsun. 8P 2 M ve

8XP 2 TPM birim tanjant vektörü için K(XP ) holomor�k kesit e¼grili¼gi sabit

iseM ye sabit holomor�k kesit e¼grilikli uzay veya inde�nite kompleks

uzay formu denir (Küpeli, 1996).

4.3.1 Inde�nite kompleks uzay formlar¬n¬n standart

modelleri

Inde�nite kompleks uzay formlar¬n¬n standart modelleri sabit holomor�k ke-

sitsel e¼grili¼ginin durumuna göre üç çeşittir. Bunlar c sabit holomor�k kesit

e¼grili¼gine göre

c = 0 inde�nite kompleks Öklidyen uzay Cms

c > 0 inde�nite kompleks projektif uzay CPms (c)

c < 0 inde�nite kompleks hiperbolik uzay CHm
s (c)

dir. Ayr¬ca Cms ; CP
m
s (c); CH

m
s (c) uzaylar¬, 2s�indeksli, m � boyutlu; geo-

dezik olarak tam, basit ba¼glant¬l¬ ve ba¼glant¬l¬ tek inde�nite kompleks uzay

formlar¬d¬r (Romero and Suh, 2004).

Şimdi düşünelimki ambient uzay, c0 sabit holomor�k kesitsel e¼grili¼ginin

fMn+p
s+t (c

0) bir inde�nite kompleks uzay formudur. E¼ger fMn+p
s+t (c

0) nin komp-

leks altmanifoldu Mn
s ise, o zaman (4.22), (4.23), (4.24), (4.25) ve (4.26)

denklemleri özelleştirilerek şunlar elde edilir:

Rijkl =
c0

2
"j"k(�ij�kl + �ik�jl)�

P
x

"xh
x
jkh

x

il (4.27)

Sij = (n+ 1)
c0

2
"i�ij � h2ij (4.28)

r = n(n+ 1)c0 � 2h2 (4.29)

hxij;k = h
x
ji;k = h

x
ik;j , hx

ij;k
= 0 (4.30)
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hx
ij;kl

=
c0

2
("kh

x
ij�kl + "ih

x
jk�il + "jh

x
ki�jl)

�P
ry

"r"y(h
x
rih

y
jk + h

x
rjh

y
ki + h

x
rkh

y
ij)h

y

rl

(4.31)

Holomor�k kesitsel e¼grili¼ginin yan¬s¬ra, inde�nite Kaehler manifoldlar¬n¬n ü-

zerinden bir di¼ger e¼grilik fonksiyonlar¬n¬ düşünmek mümkündür.

TXM nin Spfu; vg total reel düzlemi onun görüntüsü olan SpfJu; Jvg
kompleks yap¬s¬na ortogonal olarak tan¬mlan¬r. Böylece u; v ve v; Jv orto-

normalse u ve v iki ortonormal vektör bir total reel düzlemi gerer Spfu; vg
taraf¬ndan gerilen bir total reel düzlemin total reel bisectional e¼grili¼giB olarak

gösterilirse

B(u; v) =
g(R(u; Ju)Jv; v)

g(u; u)g(v; v)
(4.32)

şeklinde ifade edilir.

Varsayal¬mki g(u; u) = g(v; v) = �1 ise, (4.32) içinde I. Bianchi özdeşli¼gi
kullan¬labilir. Burada

B(u; v) = g(R(u; Jv)Jv; u) + g(R(u; v)v; u) (4.33)

= K(u; v) +K(u; Jv)

dir. Burada K(u; v) ve K(u; Jv) ,s¬ras¬yla, Spfu; vg ve Spfu; Jvg taraf¬ndan

gerilen düzlemlerin kesitsel e¼grili¼gi olarak ifade edilir. E¼ger u0 =
1p
2
(u+v) ve

v0 =
1p
2
J(u� v) olarak al¬n¬rsa, g(u0; u0) = �1, g(v0; v0) = �1, g(u0; Jv0) = 0

oldu¼gu rahatl¬kla görülebilir.
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Şöyleki

g(u0; u0) = g(
1p
2
(u+ v);

1p
2
(u+ v))

=
1

2
(g(u; u) + g(u; v) + g(v; u) + g(v; v))

= �1

Benzer şekilde g(v0; v0) ve g(u0; Jv0) içinde ayn¬ i̧slemler uygulan¬nca s¬ras¬yla

�1 ve 0 sonuçlar¬ elde edilir. Böylece

B(u0; v0) =
g(R(u0; Ju0)Jv0; v0)

g(u0; u0)g(v0; v0)

ifadesinde gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

g(u0; u0)g(v0; v0)B(u0; v0) = g(R(u0; Ju0)Jv0; v0)

=
1

4
g(u; u)g(v; v) fH(u) +H(v) + 2B(u; v)

�4K(u; Jv)g

olur. Burada H(u) = K(u; Ju) ve H(v) = K(v; Jv) ,s¬ras¬yla, Spfu; Jug ve
Spfv; Jvg taraf¬ndan gerilen düzlemlerin holomor�k kesitsel e¼grili¼gidir.
Spfu; vg de�nite oldu¼gunda g(u0; u0)g(v0; v0) = g(u; u)g(v; v) = 1 olur ve

böylece

4B(u0; v0)� 2B(u; v) = H(u) +H(v)� 4K(u; Jv) (4.34)

elde edilir.

E¼ger u00 ve v00 yerine u00 =
1p
2
(u + Jv) ve v00 =

1p
2
(Ju + v) konulursa

Spfu; vg taraf¬ndan gerilen düzlemin tan¬ml¬l¬¼g¬ g(u; u)g(v; v) = 1 olacak şe-
kilde g(u00; u00) = �1, g(v00; v00) = �1, g(u00; v00) = 0 elde edilir. (4.34) eşitli¼gini
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elde ederken kulland¬¼g¬m¬z metodu burada da kulland¬¼g¬m¬zda

4B(u00; v00)� 2B(u; v) = H(u) +H(v)� 4K(u; v) (4.35)

elde edilir.

(4.34) ve (4.35) denklemlerinin taraf tarafa toplam¬ndan

4B(u00; v00) + 4B(u0; v0)� 4B(u; v) = 2H(u) + 2H(v)� 4K(u; Jv)� 4K(u; v)

ifadesi elde edilir. Burada B(u; v) = K(u; v) +K(u; Jv) oldu¼gundan

4B(u00; v00) + 4B(u0; v0)� 4B(u; v) = 2(H(u) +H(v))� 4B(u; v)

dir. Buradan da

2B(u00; v00) + 2B(u0; v0) = H(u) +H(v) (4.36)

ifadesi elde edilmi̧s olur. Bunun anlam¬ c sabit kesit e¼grili¼gi olmak üzere

bisectional e¼gri¼gin, 0 � B(u; v) � c

2
olmas¬d¬r.

4.3.2 Sabit holomor�k kesitsel e¼grilikli uzaylar¬

E¼ger c sabit holomor�k kesitsel e¼grili¼ginin bir Kaehler metri¼gi g ise

R(X;Y; Z;W ) =
c

4
[g(X;Z)g(Y;W ))� g(X;W )g(Y; Z)

+g(X; JZ)g(Y; JW ))� g(X; JW )g(Y; JZ)

+2g(X; JY )g(Z; JW )]

dir. Böylece

R(X; JX; Y; JY ) =
c

4
[g(X; Y )g(JX; JY ))� g(X; JY )g(JX; Y )

+g(X; Y )g(JX; JY )� g(X; JY )g(JX; Y )

+2g(X; JX)g(Y; JY )]
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olur. Buradan

R(X; JX; Y; JY ) =
c

4
(g(X;Y )2+g(X; Y )2+2g(X;X)g(Y; Y )+2g(X; JY )2)

=
c

4
(2g(X; Y )2 + 2g(X;X)g(Y; Y ) + 2g(X; JY )2)

=
c

2
(g(X; Y )2 + g(X;X)g(Y; Y ) + g(X; JY )2)

elde edilir. Bunu takiben, c sabit holomor�k kesitsel e¼grili¼ginin bir Kaehler

manifoldu için H(�; �0) holomor�k bisectional e¼grilikleri
c

2
ile c aras¬ndad¬r.

c

2
� H(�; �0) � c yada c � H(�; �0) � c

2

�; �0 ye dik oldu¼gunda
c

2
de¼geri verilir. � = �0 oldu¼gunda c de¼geri verilir

(Goldberg ve Kobayashi, 1967).

Örnek 4.3.1. 0 � s � n; 2s indeksinin ve c sabit holomor�k kesitsel

e¼grili¼ginin inde�nite kompleks uzay formu fMn
s (c) olsun.

fMn
s (c);

c

2
sabit total reel bisectional e¼grili¼ge sahiptir. Gerçekte e¼ger

SPfu; vg taraf¬ndan gerilen düzlem bir total reel düzlemse

B(u; v) =
g(R(u; Ju)Jv; v)

g(u; u)g(v; v)
=
c

2

fMn
s (c) nin e¼grilik tensörünün algebratik formundan kolayl¬kla takip edilir.
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SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada, sabit holomor�k kesit e¼grilikli inde�nite Kaehler manifoldu

anlam¬na gelen inde�nite kompleks uzay formlar¬ incelendi. Kompleks vek-

tör uzaylar¬ ve Hermitian skalar çarp¬ma ilaveten Riemann ve yar¬-Riemann

manifoldlar için temel kavramlar ve teoremler verildi. Inde�nite kompleks

uzay formlar¬ ve bu formlar¬ oluşturan inde�nite Kaehler manifold ve holo-

mor�k kesitsel e¼grilik kavram¬ incelendi. Bu inde�nite Kaehler altmanifold

için lokal formüller ele al¬narak inde�nite kompleks uzay formlar¬ için de baz¬

formüller bulundu. Daha sonra inde�nite kompleks uzay formlar¬n¬n standart

modelleri verildi.

Teorik �zi¼gin baz¬ alanlar¬nda kullan¬lan inde�nite Kaehler altmanifold

konusu için elde edilen bu özellikler yard¬m¬yla inde�nite kompleks uzay form-

lar¬nda holomor�k helisler incelenebilir, bunlarla ilgili baz¬ s¬n¬�and¬rmalara

ve geometrik yorumlara ulaş¬labilir.
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