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OZET

Bu ¢aligmanin amaci Galilean uzayda regle Weingarten yiizeylerin var olan {i¢
tipinin her birisi i¢in paralel ylizeylerinin bazi geometrik 6zeliklerini incelemektir.
Calismamizda, oncelikle Galilean uzayda paralel yiizeyleri ve paralel regle yiizeyleri
tanimladik. Sonrasinda regle Weingarten yiizeyine paralel olan ylizeyin de Weingarten
ylizeyi oldugunu gosterdik. Calismanin ‘Giris’ boliimiinde, Galilean uzay, paralel

ylizeyler ve Weingarten yiizeylerinin tarihsel gelisimini agikladik.

Ikinci béliimde calismamiza temel olusturan, Weingarten yiizeyleri, paralel

ylizeyler, regle yiizeyler ve Galilean uzay1 i¢in 6nemli tanimlar ve teoremler verilmistir.

Calismanin {iglincli ve dordiincii boliimiinde, sirastyla, Galilean uzayda paralel
yiizeyler ve paralel regle yiizeyler tammlanmistir. Birinci ve Ikinci esas formlarmin
katsayilar1 bulunmustur. Ayrica paralel ylizeylerin ortalama ve Gauss egrilikleri

hesaplanarak bunlar arasinda bagintilar elde edilmistir.

Son boliimde ise elde edilen paralel regle yiizeylerin ortalama ve Gauss
egrilikleri yardimiyla Galilean uzayda regle Weingarten ylizeyinin paralel yiizeyinin de
Weingarten yiizeyi oldugu ispatlanmistir. Son kisimda ise Galilean uzayda paralel regle
Weingarten yiizeyi Ornekleri verilmistir. Ayrica bu yiizeyler, maple yazilimi

kullanilarak ¢izdirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Galilean uzay, ortalama egrilik, Gauss egriligi, Weingarten
ylizeyleri, paralel ylizeyler.
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SUMMARY

The aim of this thesis is to study geometric properties of three types of parallel
ruled Weingarten surfaces in Galilean space. Firstly, we defined parallel surfaces and
parallel ruled surfaces in Galiean space. Then using this definition we proved the fact
that "the parallel surface of ruled Weingarten surfaces is also Weingarten surface". The
historical development of the Galilean space, parallel surfaces and Weingarten surfaces

are presented in ‘Abstract’.

The second chapter contains the basic mathematical definitions and theorems
for Weingarten surfaces, parallel surfaces, ruled surfaces and Galilean space.

In chapters three and four, we defined the parallel surfaces and parallel ruled
surfaces in Galilean space, respectively. The coefficients of first and second
fundamental forms are obtained. Then using the definition of parallel surfaces we

determined the relation between Gauss and mean curvatures of parallel surfaces.

The idea of the Gauss and mean curvatures of parallel ruled surfaces in
Galilean space, leads us to discuss that "parallel surfaces of ruled Weingarten surfaces
are also Weingarten surfaces”. So, as a final chapter, we proved this idea and gave some
examples for parallel Weingarten ruled surfaces in Galilean space. Moreover these

surfaces are plotted by using maple software.

Key Words: Galilean space, mean curvature, Gauss curvature, Weingarten surfaces,
parallel surfaces.
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BOLUM 1
GIRIS

Bircok bilim adaminin hiperbolik geometri ile ilgilenmesi sasirtic
degildir, bunun nedeni hiperbolik geometrinin bir ¢ok matematiksel ve bi-
limsel uygulamasinin olmasidir. Hiperbolik geometriyi asil ilging kilan, tek
tip bir geometri olmamasidir. Nedeni ise, iginde bircok sistem barindirmasin-
dan kaynaklanmaktadir. Bununla beraber hiperbolik geometri Oklidyen ol-
mayan tek geometri degildir, daha sayisiz boyle geometri vardir.  Gauss
C. F. (1777-1855), Lobachevsky N. I. (1793-1856) ve Bolyai J. (1802-1860)
bu ii¢ matematik¢inin herbirinin hiperbolik geometriye ayr1 ayri ¢ok biiyiik
katkilar1 vardir. Lobachevsky hayatini hiperbolik geometriye adamis ve calis-
malarini da 1829 yilinda yaymlamigtir.  Hiperbolik geometrinin kesfinden
sonra iki tane admissible geometrik sistem ortaya ¢ikmigtir, fakat bu durum
fazla stirmemigtir. 19. yiizyilda Reimann G. F. B. (1826-1866) iki geometrik
sistemden daha fazlasinin oldugunu ifade etmistir. Alman matematikci Klein
F. (1849-1925) 1870 yilinda bu listeyi daha da biiyiitmiistiir. Klein F. Oklid
ve hiperbolik geometriyi de iceren dokuz tane daha baglantili diizlem geometri
oldugunu aciklamistir. Klein F. "geometri, sekillerin biitiin hareketler altinda
invaryant kalan ozeliklerini inceler" olarak tanimlamigtir. Galilean geometri
de ((z,t) koordinatl, 2-boyutlu olaylarin manifoldunun geometrisi) bunlar-
dan biridir. Burada x dogru iizerindeki noktanin koordinati, ¢ ise zamandir.
Bu geometrinin hareket denklemi ise klasik kinematikteki Galilean transfor-
masyondur. Galilean geometri, bir dogru iizerindeki kayma ve 6telemenin
klasik mekanigi olarak diisiiniilebilir. Hiperbolik geometri, Oklid geometri-

sine gore daha kompleks bir geometridir.  Bununla birlikte, biitiin Klein



geometrileri arasinda en sade olan1 Galilean geometrisidir. Mesela Galilean
uzayda, sirasiyla, siniis ve kosiniis fonksiyonlar: sin g ve cos g ile gosterilmek ii-
zere, biitiin A agilar igin sin g(A) = A ve cos g(A) = 1 dir. Galilean geometri
2-boyutlu olarak Yaglom I. M. tarafindan incelenmistir (Yaglom, 1979). Bu
kitapta Galilean geometrinin temel tzelikleri ve kinematikteki énemi ayrintili
olarak anlatilmigtir.

Paralel yiizeyler uzun yillardir bircok matematikci tarafindan arastiril-
mistir.  Ornegin 1883 yilinda Craig T. elipsoidin paralel yiizeyini arastir-
migtir. 1909 yilinda Eisenhart L. P. paralel yiizeyleri de iceren bir kitap
yaymlamigtir. (Park and Kim, 1998) ¢alismasinda acilabilir olmayan bir reg-
le yiizeyin paralel yiizeyinin regle yiizey olmadigi, ancak acilabilir bir regle
yiizeyin paralel yiizeyinin acilabilir bir regle yiizey oldugu ifade edilmigtir.
Regle yiizeyler ile ilgili ayrintili bilgi (Carmo, 1976) kitabinda bulunula-
bilir. Nizamoglu S. 1986 yilinda yayinladig1 makalede paralel regle yiizeyleri
birim dual kiire tizerindeki bir parametreye bagli dual egriler olarak diigiin-
miigtiir. Minkowski uzayinda ise Coken ve arkadaglari iki paralel regle yiize-
yin geometrik invaryantlar1 arasinda bagintilar elde etmistirler (Coken et al.,
2008).

Galilean uzay1 ve bu uzayda ozelikle regle yiizeyler Roschel O. tarafin-
dan geligtirilmistir (Roschel, 1984). Doktora tezinde Roschel O. Galilean
uzaydaki regle yiizeyleri 3 tip olarak incelemisgtir. 1991 yilinda Kamenarovic
I. Galilean uzayda regle yiizeylerin egriliklerini hesaplamigtir. 2008 yilinda
Milin-Sipus Z. Galilean uzayda regle Weingarten yiizey olma sartlarini elde
etmistir. Son yillarda Galilean uzay ile ilgili calismalar bagariyla devam et-
mektedir (Ogrenmis et al., 2007; Ogrenmis et al., 2009; Ekici et al., 2010; Ekici
et al., 2011). Pseudo-Galilean uzayda egriler bir ¢ok galigmada incelenmistir
(Divjak, 1998; Akyigit and Azak, 2010). 2004 yilinda pseudo-Galilean uzay-

da regle yiizeyin transversal yiizeyleri Milin-Sipus Z. ve Divjak B. tarafindan



caligtlmigtir. 2011 yilinda Ekici C. ve Dede M. pseudo-Galilean uzayda reg-
le yiizeylerin Frenet ve Darboux vektorlerini hesaplayarak bunlar arasindaki
bagintilar: elde etmistir.

Weingarten yiizeyleri ise matematikcilerin uzun yillar ilgisini ¢ekmigtir.
Oklid uzaymda Beltrami ve Dini tarafindan ifade edilen klasik teorem, acila-
bilir olmayan regle Weingarten yiizeyleri, helikoidsel regle yiizeyin bir parcasi
olarak tanimlar (Betrami, 1865; Dini, 1865). Bu yiizeyler bir dogrunun he-
likoidsel hareket yaptirilmasiyla elde edilir. Weingarten regle yiizeyleri ile
ilgili daha fazla ayrintih bilgi (Kuhnel, 1994; Milnor, 1980) caligmalarinda
bulunulabilir.  Minkowski uzayinda regle Weingarten yiizeyleri ise (Dillen
and Kiihnel, 1999) calismasinda incelenmigtir. 2003 yilinda Sodsiri W.
Minkowski uzayinda regle lineer Weingarten yiizeyleri incelemigtir. (Yaylh
et al., 2009) calismasinda, Oklid uzayinda paralel lineer Weingarten yiizeyleri
iizerine ¢alisilmig ve bu yiizeyler simflandirilmigtar.

Bu ¢aligmada da Galilean uzayda paralel yiizeyler tanimlanmigtir. Ayri-
ca paralel yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri arasinda bagintilar elde
edilmigtir. Daha sonra Galilean uzayda paralel regle yiizeylerin Gauss ve
ortalama egrilikleri elde edilmigtir. Boylece Galilean uzayda regle Weingarten
yiizeyinin paralel yiizeyinin de Weingarten yiizeyi oldugu ispatlanmigtir. Son
olarak Galilean uzaydaki paralel regle Weingarten yiizeyleri icin birinci ve
ikinci temel formlar gibi kavramlar hesaplanmis ve érnekler verilmistir.

Eskigehir, 2011 Mustafa DEDE



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Oklid Uzayi

Bu kisimda, tezimizde sikca kullanilan kavramlara yer verilmistir.
Tanim 2.1.1: Bos olmayan bir A ciimlesi ve bir K cismi iistiinde bir

vektor uzay1 V olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir
f:AXA—YV

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

(1) VP.Q,R € Aicin f(P.Q)+ f(Q.R) = f(P,R)

(2) VP € AveVa €V igin f(P,Q) = « olacak bicimde bir tek ) € A
noktast vardir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.2: R? 3-boyutlu standart reel vektor uzayi ile birlestirilmis
R3 afin uzaym ele alahm. x = (1, 22, 73) ve y = (y1, Y2, y3) iki vektor olsun.

Bu R? vektor uzaymda Oklid i¢ carpimi

3
=1

biciminde tanimlanirsa boylece R? afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve
E? ile gosterilir.

Bir reel afin uzayda tammlanabilen biitiin kavramlar, bir Oklid
uzaymda anlam kazanirlar. Bununla beraber reel afin uzaylar ile Oklid uzay-
lar1 farkhidirlar.  Ciinkii, bir V' reel vektor uzayi ile birlesen A afin uzaydaki

metrik 6zelikler V' de secilecek olan i¢ carpimdan dogarlar; bu nedenle Oklid



uzaymdaki ozeliklerle diger afin uzaylardakiler farkli olurlar (Hacisalihoglu,
2000).
Tamim 2.1.3: z = (71,72, 23) ve y = (Y1, Y2, y3) € E* olmak iizere
d: BBxE — R
3
(z,y) — Zl(yx — ;)2

olarak tanimlanan d fonksiyonuna Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu ve d(x, y)
reel sayisina da z,y € E? noktalar arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu,

2000).
Tanim 2.1.4:

d: EBBxE — R
biciminde tammlanan d fonksiyonuna E* de Oklid metrigi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.5: Vz,y, 2 € E? icin Zyz agisim olgiisii

(yz, yz)

cost = T yrp—
152 1[y=ll

den hesaplanan 6 reel sayisidir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 2.1.6: E3 de sirahi bir {Py, Py, P, P3} nokta dortliisiine, R? de

kargilik gelen { Py Py, PyP,, PyP3} vektor iicliisii, R? i¢in bir ortonormal baz ise
{P,, P, P,, P;} sistemine E? iin bir dik catist veya Oklid catisi denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Sonug 2.1.7: E? de F, = (0,0,0),F; = (1,0,0),E, = (0,1,0) ve
E3 = (0,0,1) noktalar1 bir dik gati olugtururlar. <E0Ei,E0Ej> = §;; ol-

dugundan, {EyE;, EqEy, EgE3} sistemi R? vektor uzayi igin bir ortonormal
bazdir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.8: E? deki {Ey, Ey, F», F3} catisina standart Oklid ¢atis1 denir
(Hacisalihoglu, 2000).



2.2 Riemann Manifoldu ve Hiperyiizey

Bu kisimda, manifold iizerinde koneksiyon ve bazi doniisiimler ifade edilmigtir.
Tanmim 2.2.1: M bir topolojik uzay olsun. M igin agagidaki nermeler
dogru ise M bir n—boyutlu topolojik manifold veya n—manifold dur denir:
(1) M bir Hausdorff uzayidir.
(2) M n—boyutlu lokal Oklidyendir.
(3) M agik ciimlelerin sayilabilir bir tabanina sahiptir (Boothby, 1986).
Tanim 2.2.2: M bir n—boyutlu topolojik manifold olsun. M {izerinde
C* simfindan diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* smifindan
diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).
Tanmim 2.2.3: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. P € M iize-

rinde bir vektor alanm diye

X: M— UTy(P)

orten ve birebir olarak tanimlanan X fonksiyonuna denir ve M iizerindeki
vektor alanlarmin ciimlesi y (M) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.4: (Riemann Manifoldu) A bir C*° manifold olsun. M ii-
zerindeki vektor alanlarimin uzayr y(M) ve reel degerli C* fonksiyonlarin

halkas1 C*° (M, R) olmak iizere
(5 ) x(M) x x(M) — C= (M, R)

seklinde bir i¢ ¢arpim tanmimh ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Bu-
rada, (,) igslemine M iizerinde ig garpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya
diferensiyellenebilir metrik denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.5: (Kovaryant Tiirev ve Koneksiyon) M bir C'*° manifold

olsun. M fiizerinde vektor alanlarimin uzayi (M) olmak iizere

D: x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — DyY



fonksiyonu i¢in VXY, Z € x(M) ve Vf,g € C* (M,R) olmak iizere

i) DixigvZ = fDxZ + gDy Z,
it) Dx(fY) = fDxY + (X[)Y,
ozelikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu tistiinde bir afin koneksiyon ve Dy
e de X e gore kovaryant tiirev operatorii denir (O’Neill, 1966).
Tanim 2.2.6: (Riemann Anlaminda Kovaryant Tiirev ve Riemann Konek-
siyon) M yari-Riemann manifoldu olsun. M iistiinde bir D afin koneksiyonu
(1) D, C* smifindandr.
(2) M nin bir A bolgesi iizerinde, C* olan VX,Y, Z € x(M) i¢in

DxY — Dy X = [X,Y]

dir.

(3) M nin bir A bolgesi iizerinde, C*° olan VX,Y,Z € x(M) ve Vp € A

i¢in

Xp (Y, Z) = (DxY, Z)|p + (Y. Dx Z)|p
ozeliklerini saglaniyorsa, D koneksiyonuna, M {istiinde bir Riemann konek-
siyonu ve Dy e de X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii
denir (O’Neill, 1966).

Tanim 2.2.7: E" n—boyutlu Oklid uzaymda (n—1) boyutlu bir hiperyiizey
diye E" deki bog olmayan bir M cilimlesine denir, oyleki bu M ciimlesi
x € U C E" olmak {izere

f+ U — R
x = flz)=c
Vfl,#0,Vp € M bi¢iminde tamimlanr (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.8: E"” n—boyutlu Oklid uzayinda bir hiperytizey M ve M nin
birim normal vektor alani, N verilsin. E" de Riemann Koneksiyonu D olmak
tizere, VX € x(M) icin

S(X)=DxN



seklinde tanimli, S doniistimiine M iizerinde sekil operatorii veya M nin Wein-
garten doniisiimii denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanim 2.2.9: E" n—boyutlu Oklid uzaymda bir M hiperyiizeyi tizerinde

g—uncu temel form diye, 1 < ¢ < n olmak {iizere

I7: x(M)x x(M) — C*(M,R)
(X,Y) — IYX.,Y) = (S77YX),Y)

seklinde taniml, 77 fonksiyonuna denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanim 2.2.10: E" n—boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M olsun.
P € M noktasindaki sekil operatorii S(P) olmak iizere

K: M — R
P — K(P) =detS(P)

bi¢giminde tamimlanan K fonksiyonuna M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve
K(P) degerine de M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir (Oprea, 1997).

Tanim 2.2.11: E" n—boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M olsun.
P € M noktasindaki sekil operatorii S(P) olmak iizere

H: M — R
P — H(P) =iz(S(P))

bi¢iminde tanimlanan H fonksiyonuna M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve
H(P) degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir
(Oprea, 1997).

Tanim 2.2.12: E” n—boyutlu Oklid uzayimnda bir hiperyiizey M ve M
nin gekil operatérii S olsun. M nin bir P noktasia karsilik gelen S(P) nin
karakteristik degerlerine M nin bu noktasindaki asli egrilikleri denir. Asli
egriliklere kargilik gelen karakteristik vektorlere de M nin P noktasindaki asli
egrilik vektorleri veya asli egrilik dogrultular: denir (Hacisalihoglu, 2000).



2.2.1 Regle yiizeyler

Bu alt kisimda, ¢alismamizda 6nemli yeri olan regle yiizeyler ele alinmigtir.
Tanim 2.2.13: M C E3 yiizeyi verilsin. Vp € M noktasinda, E? iin M
de kalan bir dogrusu var ise M ye bir regle yiizey denir ve p € M noktasindan
gegen ve M de kalan dogruya da M nin bir dogrultmam denir (Hacisalihoglu,
2000).
Sonug 2.2.14: E3 3—boyutlu Oklid uzaymda {0} C I C R olmak iizere

diferensiyellenebilir birim hizli bir egri
a: I —E3
t = au) = (o (u), a2 (u), o3 (u))
olsun. Her u € I igin «o(u) noktasindaki T teget vektorii ile anadogrunun

dogrultman vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde

[: R—E?
v—l(v) = (a(u) + vX;(u))
dogrusunu segelim. Burada 1 < ¢ < 3 olmak iizere X;(u) € R skalarlar1 a(u)
noktasindaki dogrultman vektoriin bilegenleridir.
[ dogrusunun « egrisi boyunca hareket etmesiyle, (I X R, ) parametri-

zasyonu ile verilen bir

p: IxR — B3
(2.1)
(U,U) - QO(U,U) = (al(u> + UXZ(”))7 1<i<3
regle yiizey elde edilir (Gray, 1993).

Tanim 2.2.15: Bir ¢(u, v) regle yiizeyinin anadogrularinin her birini dik
olarak kesen egriye regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir (Hacisalihoglu,
2000).

Tamim 2.2.16: Bir ¢(u, v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak

dikmesinin esas dogrultman iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya strik-

siyon) noktasi denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamim 2.2.17: Bir ¢(u,v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi
boyunca ytiizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle ytize-
yin bogaz ¢izgisi (striksiyon egrisi) adi verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.2.18: Bir ¢(u,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin & yer vek-

torii, X (s) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine olan @ uzakligi cinsinden
a(s,a) = a(s) +uX(s)

seklinde ifade edilir. « parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vek-
torii ve dogrultmani cinsinden bulunabilir. regle yiizeyin ilk ikisi X (s) ve
X (s) + dX(s) olan komsu ii¢ anadogrusunu segelim. Burada P ve @ farkh
iki bogaz noktasidir. Boylece

<DTX> T>

- —X{(s
| D X |I* )

a(s,u) = as)

bulunur (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmim 2.2.19: Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa
uzakhigin, bu iki komsu anadogru arasindaki aciya oranina regle yiizeyin
dagilma parametresi (drali) denir. Ayrica yiizeyin dralinin diferensiyel denk-

lemi
_det(T,X, X"
(X7, X7")

(2.2)

seklindedir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanim 2.2.20: Bir regle yiizeyin anadogrular: boyunca teget diizlemleri

ayni ise regle yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 2000).

2.2.2 Paralel yiizeyler

Bu kisimda, paralel yiizeyler icin saglanan bazi 6zelikler verilmistir.
Tanim 2.2.21: M; ve My, E" in iki hiperyiizeyi ve M; in birim normal
vektor alan

9
N, = Zai%, a; € C=(M,R)
i=1 v
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olsun. Eger bir r € R sabit sayis1 ve VP € M; igin

f(p) = (pi +rai(p))

olacak sekilde bir
f : M1 — M2

fonksiyonu bulunabiliyorsa, M, ye M; in paralel hiperyiizeyi denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Bundan sonra, E"™ in M hiperyiizeyine paralel bir hiperyiizeyi M, ile
gosterecegiz. Buradaki r indisi r € R sabit sayisim1 gosterecektir. M nin
birim normal vektor alanin1 NV, sekil operetériinii S ve M, nin birim normal
vektor alanimi N, sekil operatoriinii de S, ile gosterecegiz. O halde N, = Ny

yani

No= Dagn wU) = el
olacaktir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanim 2.2.22: E" in M hiperyiizeyine paralel M, hiperyiizeyi verilsin.
E" in {z1, T3, ..., v, } Oklid koordinat sistemine gore; X € x(M), X € x(MM,)

vektor alanlar:

"0 - 0

oyleki, VP € M icin b;(p) = bi(f(p)), 1 < i < n, ozeligi ile verilsin. O zaman,

) A(X) = X+r5X)
2) Sf(X) = SX)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2.23: f : M — M, olmak iizere, M nin bir paralel hiperyiizeyi
M, olsun. O zaman,

(1) f, tgtincii temel form olma 6zeligini korur.

(2) f, umbilik nokta olma 6zeligini korur.
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(3) f, asli egrilik dogrultusu olma 6zeligini korur.
(4) M nin temel formlar, swrasiyla I,11, 111 ile gosterilmek iizere,

VX,Y € x(M), VP € M igin
(el X Ly = 1(Xp, V) + 27 11(X5, V) + 12T TT(X,, V)

dir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.2.24: M C E3 yiizeyinin bir paralel yiizeyi M, olsun. P € M
noktasinda M nin Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla, K ve H, f(P) € M,
noktasinda M, nin Gauss ve ortalama egrilikleri de K, ve H,. olsun. O zaman,

K

K, =
(1+rH +r’K)

H H+2rK
" T A+rH+rK)

dir (Hacisalihoglu, 2000).

2.2.3 Weingarten yiizeyleri

Bu kisimda, bir yiizeyin Weingarten yiizeyi olma sartlar1 verilmistir.
Tamim 2.2.25: M C E? yiizeyinin Weingarten yiizeyi olmasi i¢in yiizeyin

K Gauss ve H ortalama egrilikleri arasinda
O(H,K)=0 (2.3)

olacak sekilde ® fonksiyonel bir bagintisinin var olmasi yada bununla 6zdes
olarak, H ve K nin degisimlerinin lineer bagimsiz olmasi lazimdir (Sipus,
2008).

Teorem 2.2.26: M (u,v) C E? yiizeyinin Weingarten yiizeyi olmas icin

yiizeyin K Gauss ve H ortalama egriliklerinin kismi tiirevleri

K,H,— K,H, =0 (2.4)
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esitligini saglamahdir (Sipus, 2008).

Tamm 2.2.27: M C E? yiizeyinin ki ve ky asli egrilikleri arasinda
W(kl, kg) - O

olacak gekilde diizgiin iki degiskenli bir W fonksiyonu varsa M ye Weingarten

yiizeyi denir (Sipus, 2008).

2.3 Galilean Uzay

Bu kisimda, Galilean uzayda metrik ¢zelikler, yiizey teorisi ve regle yiizeyler

ayrintili olarak incelenmistir.

2.3.1 Galilean geometri

11k olarak, 2-boyutlu Galilean geometriyi inceleyecegiz. Bunun nedeni Galilean
uzay1l daha iyi anlamamiza yardim edecek olmasidir. Galilean geometriyi
olugturan hareketin denklemi yardimiyla iki nokta arasindaki uzaklik, iki
dogru arasindaki ac1 gibi bir cok temel kavram tanimlanmais ve ispatlanmigtir.
Bu kisimda, aksi belirtilmedikce (Yaglom, 1979) kaynag esas alinmigtir.
Diizlem hareketi fiziksel olarak da gerceklestirilebilir. Mesela bir ¢ nes-
nesinin paralel diizlem hareketini ele alalim bu hareket siiresince, ¢ nesnesinin
noktalar1 sabit bir 7 diizlemine paralel olarak hareket eder (Sekil 2.1a). F
diizlem geklinin, 7 diizlemindeki hareketi esnasinda ¢ ile 7w kesisir. Bu tip

hareketin 6zel bir hali de dogrusal harekettir. Bu tip harekette ¢ iizerindeki
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noktalar sabit bir hiz ile o dogrusu tizerinde hareket eder (Sekil 2.1b).

Sekil 2.1a Diizlemsel hareket Sekil 2.1b Dogrusal hareket

Dogrusal harekette o dogrusu iizerindeki bir A noktasinin pozisyonu x
sayisi ile belirlenir ve bu z sayist A nin baglangic noktasina olan uzaklhigini
gosterir. Dogrusal hareket diger hareketlere gore daha basittir. Diiglinmemiz

gereken sadece bir o dogrusuna bagli olan noktalarin hareketidir.

u

a o .
i} Ofat)) A

Sekil 2.2 Dogru iizerinde hareket

A = A(z) bir nokta, {x} ve {2’} koordinat sistemi olsun ve {x} koordinat
sisteminin merkezi O, {2’} koordinat sistemine gore ¢ zamanmda v hizinda
hareket etsin (Jekil 2.2). O halde hareket eden a(t) noktasinin {2’} koordinat

sistemine bagli koordinatlar:
a(t) =a+ vt

dir. Burada t zaman ve a ise t = 0 aninda O nun {2’} koordinatlardir. A

noktasima gore {z} ve {2’} koordinat sistemleri arasindaki baginti
=z +a(t)
olur ve a(t) yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

¥=xz+vt+a
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elde edilir. ¢ =t + b zaman merkezindeki kaymay1 da eklersek

¥ = x+vt+a
(2.5)
t = t+b

olur. Bu (2.5) doniistimii dogrusal harekette iki koordinat sistemi arasimdaki
bagintiy1 verir.

Eger t zamaninda, o dogrusu iizerindeki A(x) noktasimin koordinatlarin
x ve t olarak almirsa Ot diizleminde A(z,t) noktasi elde edilir. Boylece
(2.5) denklemi altinda invaryant kalan formiillerle gosterilen bir geometrimiz
olur. Bu geometriye Galileo nun gorecelilik kuraminin geometrisi veya kisaca
Galilean geometrisi denir.

Galilean geometrisini Oklid geometrisi ile karsilastirmak icin x,y koordi-
natlarin Galilean geometrisinde de kullanalim. Bundan sonra y koordinati o
dogrusu iizerindeki A noktasinin koordinatini ve ¢énceden ifade edilen ¢ koor-

dinat1 yerine de x koordinat1 zamam gosterecektir. Boylece (2.5) doniigtimii

/

r = x+a
(2.6)
Yy = y+ovxr+b
biciminde ifade edilebilir.
O halde Oklid geometrisi
¥ = xcosa+ysina+a
(2.7)
y = —wxsina+ycosa+b

déniigiimii altinda invaryant kalan {z,y} diizlemindeki gekillerin &zeliklerini
incelerken Galilean geometrisi (2.6) doniigiimii altinda invaryant kalan {x,y}

diizlemindeki gekillerin 6zeliklerini inceler.
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Tamim 2.3.1: Galilean diizlemde A(z,y) ve Aj(z1,y;) iki nokta olsun.

A ve A; noktalar1 arasindaki uzaklik
dAAl =T — T (28)

olarak tanimlanir. Bulunan bu uzunluk AA; dogru parcasinin = eksenindeki

PP, izdii giimiiniin igaretli uzunlugudur (Sekil 2.3a).

yA

A (z,.y,)
A(I,y) 1\t
1

|
I
|
I S

0 P z

Sekil 2.3a Iki nokta arasindaki uzaklik

Eger bu uzunluk sifir ise yani x; = x ise A ve A; noktalar1 y eksenine

paralel olan aym 6zel dogru iizerindedir (Sekil 2.3b).

yA

Az,,4,)
;@.
A:cg)

P
0 PR z
Sekil 2.3b  Ogzel iki nokta arasmdaki uzaklik

Bu noktalara 6zel noktalar denir. Bu durumda 6zel noktalar arasinda

ozel bir uzaklik olan

6AA1 =YY=y (29)
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tanimlanir.
Tanim 2.3.2: Galilean diizlemde, @) sabit noktasina r uzakhigindaki

M (z,y) noktalarimin ciimlesi
doy =2 —a
olmak tizere Galilean diizlemde bir cemberin denklemi
(r —a)*=r? (2.10)

seklinde elde edilir. (2.10) denkleminin iki kokii vardir.  Agikca goriiliiyor
ki S Galilean ¢emberi, () merkezine r uzakliginda iki tane 6zel dogru igerir

(Sekil 2.4a). Eger r = 0 ise dogrular ¢akigiktir (Sekil 2.4b).

h)
g A 1 yA
- M(‘r)y) M(x’y)
rs
(R 0 (a,b)
S S
0 f z 0 z
Sekil 2.4a Galilean ¢ember Sekil 2.4b Ozel Galilean ¢ember

Tanim 2.3.3: Galilean diizlemde kesigen iki dogru I ve I; yardimiyla
merkezli birim cemberde NN, yay uzunlugu ile aciy1r tanmimlanabilir.  Oklid

geometrisindeki yay uzunlugu (Sekil 2.5a) da Galilean geometrisindeki yay
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uzunlugu ise (Sekil 2.5b) da gosterilmistir.

/
70

£z

Sekil 2.5a Oklid yay uzunlugu Sekil 2.5b Galilean yay uzunlugu

Tanim 2.3.4: Acgisal hiz Galilean diizlemde de anlamhdir.  Gergekte

Galilean diizlemde hareket, kesigen I ve I; dogrularinin ) noktasini, kesigen

I’ ve I} dogrularmin @' noktasina, S ¢emberinin N NV; yay uzunlugunu da S’

gemberinde N'N] yay uzunluguna tagir ( Sekil 2.6).

A

—

Y

—t
P

4

.
]

Sekil 2.6 Galilean agisal hiz

Tanim 2.3.5: Galilean diizlemde A(aq,as) ve B(by,bs) iki nokta olsun.

AB dogru pargast ile sabit « agis1 yapan noktalarin ciimlesine Galilean diiz-
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lemde saykil denir ve Z ile gosterilir (Sekil 2.7).

Sekil 2.7 Saykil

Bir saykil
y = ax’® +2bx +c (2.11)

denklemiyle verilir. Burada

0 — « ’ b:bQ—CLQ—O[<b1+CL1)’ C:aalbl—a1b2+a261 (212)
(bl — CL1) 2(b1 — al) (bl — CLl)

dir.
O halde Galilean diizlemdeki saykil, Oklidyen paraboldur. s yay uzunlugu
olmak iizere Z saykilmin AB kiriginin bitig noktalar1 A(aq,as) ve B(by, bs)

olsun. (2.12) esitlikleri kullamlirsa

dap _ by —ay

S
« (0% «

1
a

bulunur. Burada f, Oklidyen cemberdeki gibi sabit degerdedir. Boylece
!
7 saykilimin yaricapir r; AB yaymin s yay uzunlugunun yarisinin, AB  kirisi

tarafindan belirlenen agiya orani olarak tanimlanir. Bu durumda Z saykilinin

yaricapl
S 1

r=-—=—
200 2a

(2.13)

elde edilir. (2.13) esitliginde ilging olan paraboliin durumuna goére Z saykilinin

r yaricapl negatif veya pozitif olabilir.
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Eger bir saykilin yarigapi artarsa dogruya benzer, azalirsa daha ¢ok egriye
benzer. Bu yiizden saykilin egriligi yaricapla ilgilidir. Hatta
1 2«

r s
oldugundan yarigap ile ters orantilidir. 7 saykilinin egriligi ise

1
oc=—-=2a
r

seklindedir. Eger burada r — oo olursa o sifira yaklasir ve saykil bir dogruya

benzer gekil alir (Sekil 2.8).

0 T

Sekil 2.8 Saykilin egriligi
Teorem 2.3.6: Galilean diizlemde bir A(z,y) noktasindaki y = f(x)
egrisinin tegetinin egimi f”(z) ile bulunur.
Ispat: Galilean durumunda egriligi hesaplamak cok basittir. A(z,y) ve
Ai(z+ Az, y + Ay) komsu iki nokta ve bu noktalardaki tegetler AT ve ATy

y

Sekil 2.9 Egrinin tegetleri
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olsun. AT ve AT tegetlerinin x ekseni ile yaptiklari aci ¢ ve ¢, olmak iizere

S Ar) - (@)

elde edilir (Sekil 2.9). Oklidyen durum ise daha zordur yani

. tanAgp 1" (x)
lim =
Az—0 Az 1+ f(x)?

dir.

Tanmim 2.3.7: Galilean diizlemde herhangi bir I egrisinin egrilik yarigapini
tanimlamak icin bir A noktasindan gecen ve tegeti AT olan biitiin saykillar
arasindan I' egrisine en yakin Z, saykilini segelim. O halde 7, saykilina

oskiilator saykil ve yarigapina da egrilik yarigap: denir (Sekil 2.10).

y L

Sekil 2.10 Oskiilator saykil

Tanim 2.3.8: Galilean geometrisinde r = r(s) egrisi, r = (z, f(z)) sek-
linde tanimlanabilir. r egrisinin herhangi bir P noktasinda t ve n vektorlerini
iceren ortonormal catis1 vardir. Bu vektorler Galilean anlaminda diktir. n
ozel vektorii (0, 1) seklindedir ve [n| = 1 dir. Ayrica t’ = nn olacak sekildeki
n katsayisini egrilik olarak tanimlayabiliriz (Sekil 2.11).
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Sekil 2.11 Galilean diizlemde bir egrinin ortonormal catisi

2.3.2 Galilean uzay

'™ n- boyutlu Galilean uzay, hiperdiizlemi sonsuzda olan R"~! Oklidyen uzay
ile ihtisas edilen afin uzay1 olarak ele alinabilir. Bu uzayin hareket denklem-
leri

i'=2'+ad, i = Al + A;gcj +ad (i,j=2,3,...,n)

seklindedir. Burada (A}) ortogonal (n — 1) x (n — 1) matristir (bu yazimda
Einstein toplam kurali uygulanmigtir). Bu formiiller I" n-boyutlu izotropik
uzaydaki ortogonal koordinatlarin doniisiimii ile ¢cakigir. 1" uzayda hiperdiiz-
lemi sonsuzda olan R"~! co-Oklidyen uzay ile ihtisas edilen afin uzay olarak
ele alinabilir.

I* Galilei-Newton un klasik mekaniginin uzay-zamami olarak ele alinabilir.
Galilean uzay kavraminin anlami, G4 uzaydaki hareketin formiillerinin I* u-
zay indaki ortogonal koordinatlarin doéniigiim formiilleriyle cakismasiyla agik-
lanabilir. Bu yiizden G4 uzayimi tanimlayan Kotelnikov, bu uzaymm Galilei-
Newton un klasik mekaniginin uzay-zamani oldugunu diistinmiistiir, bu fikir
bir ¢ok geometrici tarafindan desteklenmistir (Rosenfeld and Maryukova,

1997).
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3-boyutlu Galilean geometrinin hareket denklemleri

¥ = xcosa+ysina+ a4+ vcosfS.t
y = —xsina+ycosa+b+vsinf.t (2.14)
t = t+d

elde edilir. (2.14) denklemleri ti¢ kisima ayrilabilir.

(1) t ekseni boyunca bir dénme hareketi

T4 = X Cosa + ysinw
y1 = —zsina+ycosa (2.15)
tl =t

(2) v = (vcos B,vsin 3, 0) vektorii dogrultusunda bir kayma hareketi

r9 = x1+wvcosf.ty
Y2 = y1+wvsinf.ty (2.16)
ta = t

(3) bir (a, b, ¢) vektorii tarafindan 6teleme

/

r = X9+ a
y = b (2.17)
t, = tg—l-C

Elde edilen 3-boyutlu Galilean geometrideki énermeler, (2.15) doniigiimii,
(2.16) kayma hareketi ve (2.17) Otelemesi altinda invaryant kalmalidir

(Yaglom, 1979).

Tanim 2.3.9: G 3-boyutlu Galilean uzay ideal sekli {w, f, I, I;} olan bir
kompleks projektif uzaydir. Burada w reel diizlemi ideal diizlem, f C w reel
dogrusu ideal dogru, I ve I; iki kompleks eglenik noktalardir (Kamenarovic,

1991).
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G? uzaymin reel modeli olarak, P? projektif uzayda {w, f} idealini ala-
biliriz. Burada w C G? reel diizlem, {izerinde ¢ eliptik involiisyonu taniml

f C w reel dogrudur. Homojen koordinatlarda e eliptik involiisyonu
(0:0:29:23) = (0:0:23: —x9)

seklinde tanimlanabilir.

Tanim 2.3.10: G uzayda 4 cesit dogru vardir.

a) reel izotropik olmayan dogrular; f ile kesismezler.

b) reel izotropik dogrular; w diizlemine ait olmayip f ile kesigenler.

c¢) reel ve izotropik olmayan dogrular; w diizleminin tiim dogrular1 (f
diginda).

d) f ideal dogrusu (Kamenarovic, 1991).

Tanim 2.3.11: 3-boyutlu Galilean uzayda x = sabit olan diizlemler
(w) ideal diizlemi de dahil reel Oklidyen diizlemlerdir. Diger diizlemler ise
izotropiktir (Sipus, 2008).

Tanim 2.3.12: 3-boyutlu Galilean uzayda izotropik (6zel) vektorler

u=1(0,y,z)

seklindedir. Diger vektorlere yani x # 0, v = (z,v, z) seklindeki vektorlere
izotropik olmayan vektorler denir (Sipus, 2008).
Tanim 2.3.13: 3-boyutlu Galilean uzayda A = (z,vy, z) ve Ay = (21, y1,21)

iki nokta olsun. Bu iki nokta arasindaki uzaklhik
d AAL — 1 — X

dir. Eger bu uzaklik sifir ise 6zel bir uzaklik olan

San, =V (Y —y1)2+ (2 — 21)2

seklinde tammmlanir (Sipus, 2008).
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Tamim 2.3.14: 3-boyutlu Galilean uzayda a = (z,y, 2) ve b = (1, y1, 21)
iki vektor olmak iizere

ab = x1x (2.18)

seklinde i¢ carpim tanimlanir. Eger ap = 0 ise a vektorii p vektoriine Galilean
anlaminda diktir denir. O halde agik¢a goriiliiyorki @ L p olmasi i¢in gerek
ve yeter sart p = (0,y, z) Ozel (izotropik) vektor olmasidir. p = (0,vy, 2) ve

q = (0,91, z1) iki izotropik vektoriin i¢ garpimu ise

(Pa)1 = yy1 + 221 (2.19)

seklindedir ve bu izotropik vektorlerin dik olmasi ise (pg); = 0 ile tammlanir
(Yaglom, 1979).
Tamm 2.3.15: G* Galilean uzayda vektorel carpim ise u = (uy, us, u3),

v = (v1, v, v3) vektorleri igin

0 €y €3
WAV = u; uy us | = (0,uzvy — uivs, ugva — usvy) (2.20)
V1 Uy U3

seklinde tamimlanabilir (Sipus, 2008).
Tanim 2.3.16: Eger C” (r > 3) smufindan bir egri

r(s) = (s,9(s), 2(s))

parametrizasyonu ile verilirse, o zaman s yay parametresi ve Galilean in-
varyanttir. Biikiilmesi ve reel oskiilator diizlemi olmayan egriye admissible

egri denir. Bu egrinin ortonormal ¢atisi ise

b= (Ly(s).7(s)
n o= 0.4().26) (221)
b = (0.~2"(s).y(s)
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olur.

Sekil 2.12 Galilean uzayda bir egrinin Frenet gatist

Burada = \/y"(s)? + 2"(s)? dir (Roschel, 1984). (Sekil 2.12) den de
goriildiigli tizere b vektori eliptik involiisyon altinda n vektoriiniin goriin-
tisiidiir. Ayrica n L t olacak sekildeki n vektorii oskiilator diizlemdedir.

Tamim 2.3.17: ¢ bir diizlem ve f(¢) noktasida f dogrusunun ¢ ile kesigtigi

nokta olmak iizere f(¢) noktasina ¢ diizleminin mutlak noktasi denir ve

seklinde tammli f(g)* noktasma da (f(g) noktasmin eliptik involiisyon al-
tindaki goriintiisii) f(e) noktasina ortogonal olan f iizerindeki nokta denir

(Sekil 2.13).

fifie)

Sekil 2.13 Eliptik involiisyon
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2.3.3 Galilean uzayda yiizey teorisi

Bu kisimda, ¢alismamizda kullanilan Roschel O. tarafindan verilen tanim ve
teoremlere yer verilmistir.
Tamm 2.3.18: G3 3-boyutlu Galilean uzayda C* smifindan bir o(v?, v?)

ylizeyi
p=pv") = (z(v, %), y(0"v%),2(v",0%), vt eR  (2.22)

parametrik denklemiyle verilsin. Galilean uzayda

dp(v',v?) dp(v',v?)
LT o0t 27 T

olmak iizere p(v!, v?) yiizeyinin regiiler olmasi igin

170, @ #0, O Ay #0

olmalidir (Roschel, 1984).

Galilean uzayda yiizeyin N izotropik birim normal vektorii

_ ©1 N\ P _ (07 21T — 22X1, Y21 — y1$2)
‘901 A 902| w

(2.23)

seklinde ifade edilir (Roschel, 1984). Burada

w = /(2122 — 20012 + (1221 — Y122)?

dir. Ayrica N izotropik birim normal vektoriine dik olan § izotropik birim
vektor, N nin eliptik involiisyon altindaki goriintiisii yardimiyla

(0, Y172 — Yoy, 2109 — 2271)
w

_ (W) (2.24)
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dir. ¢ izotropik birim vektorii yiizeyin teget diizlemindedir (Sekil 2.14).

Sekil 2.14 Galilean uzayda bir yiizeyin normal vektorii

Galilean uzayda bir (vt v?) yiizeyi igin

1,2 1,2
xr = %, To = % (2.25)
olmak tizere
g1 = T, g2 = T, 9ij = 9i9; (2.26)
ve
g=2 Fg=-t gigy (2.27)
w w

seklinde tanimlayalim. Boylece (2.27) denklemi yardimiyla § izotropik birim
vektorii

§=g'v;=g'¢1+ 90,
seklinde de yazlabilir. Bir vektoriin bu sekilde yazimina Einstein toplam

konvensiyonu denir. Ayrica

hij = 0ip; (2.28)
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olmak iizere
w = V&= gp)
= Vg7hy;
seklinde ifade edilebilir.

Tamm 2.3.19: 3-boyutlu Galilean uzayda o(v!,v?) yiizeyinin I birinci
esas formu (2.28) ve (2.26) denklemleri kullamlarak

I = (ds)?
= (g:dv")? + ehijdv'dv’ (2.29)

seklinde tanimlanir. Burada

0, dv! : dv?  izotropik degilse

1, dv! : dv?  izotropikse
degerlerini alir (Roschel, 1984).

Tamm 2.3.20: 3-boyutlu Galilean uzayda ¢(v!,v?) yiizeyinin Gauss ve

Weingarten denklemleri, sirasiyla,
0i; =i + LiyN (2.30)

ve

N; = Bid + C;N (2.31)

dir. Burada L;; degerleri I/ ikinci esas formun katsayilaridir. Ayrica

olur (Roschel, 1984).
Sonug 2.3.21: 3-boyutlu Galilean uzayda ¢(v', v?) yiizeyinin Christoffel

sembolleri
(S%‘@ - xz’j%)

i =
) w

5 (2.32)
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ve
PijT1 — TijPq

2 —
1) ( w

)6 (2.33)

bi¢ciminde ifade edilebilir. Ayrica yiizeyin Christoffel sembolleri

wij = Dijy, g7 = Thgn (2.34)

esitliklerini de saglar (Roschel, 1984).
Teorem 2.3.22: 3-boyutlu Galilean uzayda ¢ (v',v?) yiizeyinin /7 ikinci
esas formunun L;; katsayilar

Vi T1 — TijPy

Lij = ( o

)N (2.35)
veya
)N (2.36)

seklindedir (Roschel, 1984).
Sonug 2.3.23: 3-boyutlu Galilean uzayda ¢(v!,v?) yiizeyinin, sirasiyla,

K Gauss ve H ortalama egrilikleri

det Ll
ve
2H = gL, (2.38)

seklinde ifade edilir (Roschel, 1984).

Galilean uzayda regle yiizeyler
o(s,v) =c(s) +va(s), sel CRveR

parametrizasyonu ile verilir. Burada c(s) dayanak egrisidir. a(s) dogrult-
mani ise ¢(s) egrisi boyunca sifir olmayan vektor alanidir. Galilean uzayimin
mutlak sekline gore, Otto Roschel Galilean uzaydaki regle yiizeyleri ii¢ tipe
ayirmigtir.  Sonraki kisimlarda bu ii¢ tip regle yiizeyi ayri ayri1 tanimlayip

herbirinin K Gauss ve H ortalama egriliklerini verecegiz.
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2.3.4 Galilean uzayda A tipi regle yiizeyler

Galilean uzayda A tipi regle yiizeyler en sik kullanilan regle yiizeylerdir. Bu
kisimda, A tipi regle yiizeyler ayrintili olarak incelenecek ve gerekli olan teo-
remler ispatlanacaktir.

Tanmim 2.3.24: Galilean uzaydaki A tipi regle yiizeyler, dogrultmani reel
ve izotropik olmayan dogru olan koniksel veya koniksel olmayan yiizeylerdir.
Bu yiizeylerin bogaz cizgisi Oklidyen diizleme ait degildir. p bogaz noktas
ve w ideal diizlemi (Sekil 2.15) de gosterilmigtir.

Sekil 2.15 Galilean uzayda A tipi regle yiizey

G? Galilean uzayda bir A tipi regle yiizeyin parametrik denklemi

o(s,v) = c(s) +va(s) (2.39)

= (x(s) +v,y(s) +vaa(s), z(s) + vas(s))

seklinde tanimlanir. Burada yiizeyin dayanak egrisi

seklindedir. s de ¢(s) egrisinin yay parametresidir (Roschel, 1984).
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Tamim 2.3.25: Galilean uzayda A tipi regle yiizeyler icin ortonormal ¢ati

)

t = a=(1,as,a3)
/
1
n o= == =(0,ah,a) (2.40)
b = 1(0 —aly, aj)
K I 3y 2

bigiminde tanimlanir. Burada x = /a% + a% ve n, ylizeyin izotropik merkezi

birim normalidir.
det[a, d’, a"]

olmak iizere Frenet formiilleri ise
t 0 O t
d =10 0 (2.42)
s = T n .
b 0 —7 0 b

dir (Roschel, 1984).
Sonug 2.3.26: Galilean uzayda A tipi regle yiizeyin drali

det(d, a,a’)
K

d(s) = (2.43)

seklinde ifade edilir (Roschel, 1984).
Tanim 2.3.27: 3-boyutlu Galilean uzayda A tipi ¢(s,v) regle yiizeyin

bogaz ¢izgisinin s yay parametresi olmak iizere, u standart parametresi

u:/|a'(s)|ds://<a(s)ds

bi¢iminde tanimlanir. O halde A tipi regle yiizeyin drali
d(u) = —det(d,a,a’) (2.44)

olur (Sipus, 2008).
Sonug 2.3.28: Galilean uzayda A tipi ¢(u, v) regle yiizeyin c¢(u) dayanak
egrisinin tiirevi

d(u) =2t +qm+db (2.45)
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“

bi¢iminde ifade edilir. “7 bir vektoriin yz—diizlemine izdiigiimii olmak
iizere q ve d degerleri, sirasiyla,

x':axg;’“), gu) = (&' —@)n, d(u)=(E —a)b

seklinde elde edilir (Sipus, 2008).
Sonug 2.3.29: 3-boyutlu Galilean uzayda A tipi regle yiizeyin s(u) bogaz
¢lzgisi
s(u) = c(u) + v(u)a(u) (2.46)

ve bogaz ¢izgisinin teget vektorii ile dogrultman arasindaki o agisi
d(u)

7(0) - ¢(0) (2.47)

o(u) =

dir (Sipus, 2008).
Teorem 2.3.30: Galilean uzayda A tipi bir regle yiizeyin K Gauss egriligi

ve H ortalama egriligi
d2
K=-— 2.48
(0t oy + @7 (245)

ve
d(z' — ¢+d7) + (v + q)*7+d (v + q)

2H = — .
((v+9)*+d):?

(2.49)

dir (Sipus, 2008).
Ispat: ¢(u,v) regle yiizeyi icin

~ Ov(u,v) ~ Op(u,v)
901 - 8U ) 2 8?)

olmak iizere A tipi p(u, v) regle yiizeyin kismi tiirevleri (2.45) (2.42) ve (2.40)
denklemleri kullanilarak
= 2't+ (¢+v)n+db
1 (g+v) (2.50)
Py = t

dir. Boylece (2.50) esitlikleri yardimiyla yiizeyin normali

oy Ny = (Z't+(g+v)n+db)At

= —(v+q)b+dn
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ve
w = |p; Ay =/ (v + q)%+d? (2.51)
oldugundan
yo_lvtab-dn (2.52)
(v+q)2+d?

elde edilir. Ayrica N ve n izotropik birim vektorleri arasindaki Oklidyen ac1

¢ olmak fiizere

d
Nn = = cos ¢ (2.53)
(v + q)%+d?
ve
Nb = W+ oy (2.54)
(v +q)*+d®
olur. Buradan da
. ZZ_ - tan ¢ (2.55)
elde edilir. O halde
N = cos ¢n + sin ¢b (2.56)

seklinde yazilir.  (2.50) esitlikleri kullanilarak o(u,v) regle yiizeyinin kismi
tiirevleri

o = 2"t + (@' +¢—dr)n+ ((v+q)T+d)b

P2 = I

P2 =
olur. Burada (2.42

~—

esitlikleri yardimiyla

0; = 2"t+2't' + ¢n+(¢+v)n’ + d'b+db’
= 2"t+2'n + ¢'n+(¢+v)tb+d'b—drn

= 2"t+(a' + ¢ —dr)n+ ((v+ ¢)7+d)b

bulunur. Diger esitlikler agikardir. Simdi de A tipi regle yiizeyin I ikinci
esas formunun katsayilarini hesaplayalim. (2.35) denklemleri yardimiyla

d / /_d _ 2 _d/
Ly = (l’ 4 T) <U hi q> . <U + q)7 Ly =0 (2'57)
(v+q)? + d?
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ve

d
L12 - (258)
(v+q)? + d?

egitlikleri kolayca hesaplanir. Buradan Galilean uzayda A tipi bir regle yiize-

yin K Gauss egriligi

L22L11 - L%Q
2

d2
((v+q)? +d?)?

w

dir. (2.27) denklemleri yardimiyla

11 _ 1 12 ! 292 (xl)Q (2.59)

wrap+d@ T Tt @ Y T et

oldugundan Galilean uzayda A tipi bir regle yiizeyin H ortalama egriligi

2H = 911L11 + 2912L12 + 922L22

d(z' — ¢+dr) + (v + q)*1+d (v + q)
((v+q)2+d?)3

bi¢iminde elde edilir.

2.3.5 Galilean uzayda B tipi regle yiizeyler

Tanim 2.3.31: Galilean uzayda B tipi regle yiizeyin bogaz cizgisi Oklidyen
diizlemdedir. Bu yiizden teget vektorii izotropik olur. O halde dayanak
egrisi

c(s) = (0,y(s), 2(s)) (2.60)

seklinde yazilabilir. Galilean uzayda B tipi bir regle yiizey

d(s,v) = c(s)+va(s), v € (—00, +00) (2.61)

= (0,y(5), 2(5)) + v(1, as(s), as(s))
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seklinde parametrize edilebilir. Burada s, ¢(s) dayanak egrisinin yay para-
metresidir (Sipus, 2008).
(Ru, 1999) ¢alismasinda verilen Frenet formiillerine benzer olarak Galilean
uzayda;
Tanmim 2.3.32: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi regle yiizeyin ortonor-
mal catisi
t = (1,ax(s), as(s))
= (0,=2(s),9'(s)) (2.62)
= (0,4/(s),#(s))

dir. Frenet formiilleri ise

—|n|=]0 0 7 n (2.63)
0 —7 0 b

seklinde elde edilir. Burada x regle yiizeyin egriligi ve 7 ise regle yiizeyin
torsiyonu olmak iizere
s y’

R = —?, T = ? (264)

dir (Roschel, 1984).
Sonug 2.3.33: Galilean uzayda B tipi regle yiizeyin drali

d(s) = et ad) % (2.65)

K

seklinde ifade edilir (Roschel, 1984).
Tamim 2.3.34: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi bir ¢(s, v) regle yiizeyin

bogaz cizgisinin s yay parametresi olmak {izere u standart parametresi

u= [ las)ds

bi¢iminde elde edilir. Bu durumda B tipi regle yiizeyin drali

d(u) = det(c, a,a’) (2.66)
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dir.
Sonug 2.3.35: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi regle yiizeyler i¢in (2.60)

ve (2.62) denklemleri yardimiyla dayanak egrisinin tiirevi

d(u) = (0,y'(u),2"(u)) (2.67)
= b

elde edilir.
Teorem 2.3.36: Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin K Gauss ve H

ortalama egriligi olmak tizere

1
K=——7— 2.68
(v24+1)2 (2:68)
ve
-
2H = 2.69
T (2.69)
dir.
Ispat: ¢(u,v) regle yiizeyi icin
_ 9p(u,v) _ 9p(u,v)
Y1 = 8u ) P2 = av
olmak {iizere Galilean uzayda B tipi regle yiizeyin kismi tiirevleri
¢y = b+oun
Y, =t
0, = —Tn+uth (2.70)
P2 = I
P2 = J
bulunur. Burada (2.62) denklemi yardimiyla
0, = ¢ +wvd (2.71)

= b+ovn
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elde edilir. Buradan da

0y = b'+on’ (2.72)

= —1n+vth

olur. Diger egitlikler agikardir. B tipi regle yiizeyin IV izotropik birim normal

vektori

Vi Ny, = (b+wvn)At (2.73)

= —n+uvb

yardimiyla

w = [py A py| = V102 (2.74)
oldugundan

— b
N= (2.75)

V1402

elde edilir. Ayrica N ve n izotropik birim vektorleri arasindaki Oklidyen ac

¢ olmak {izere

-1
Nn = = cos 2.76
e = cosd (2.76)
ve
v
Nb = = sin 2.77
Vot ome (2.77)
olur. Buradan
—v = tan ¢ (2.78)
elde edilir. Boylece
N = cos ¢.n + sin ¢.b (2.79)

seklinde yazilir. Simdi de B tipi regle yiizeyin I ikinci esas form katsayilarini

hesaplayalim. (2.35) denklemleri yardimiyla

Lll =TV 1—|—U2, L22 =0 (280)
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ve
-1

V1402

esitlikleri kolayca hesaplanabilir. Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin K

L12 = (281)

Gauss egriligi

LypLi — L,

K = "
B 1
o (1402)2
bulunur. (2.27) denklemleri yardimiyla
11 1 12 22
g g°=0, ¢g7=0 (2.82)

geres
oldugundan, Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin H ortalama egriligi

2H = g" Ly +29"Lig+ g% Ly
T

V1402

bi¢iminde elde edilir.

2.3.6 Galilean uzayda C tipi regle yiizeyler

3-boyutlu Galilean uzayda C tipi regle yiizeyler izotropik dogrultmanlh koniksel
yiizeylerdir. Bu kisimda, C' tipi regle yiizeylerin Frenet formiilleri, ortalama
ve Gauss egrilikleri hesaplanmigtir.

Tanmim 2.3.37: C tipi regle yiizeyler

o(s,v) = c(s)+v.a(s) (2.83)
= (5,9(5),0) + (0, as(s), as(s))
seklinde parametrize edilir. Burada a(s) = (0, ax(s), as(s)) izotropik birim

vektor alani (dogrultman), c¢(s) = (s,y(s),0) ise dayanak egrisidir. s, ¢(s)

dayanak egrisinin yay parametresidir (Roschel, 1984).
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Tanim 2.3.38: Galilean uzayda C' tipi regle yiizeylerin ortonormal ¢atisi

t = (1,y(s),0)
= (0,az(s),as(s))
= (0,—a3(s),az(s))

(2.84)

seklinde tanimlanir. Burada z = 0 diizlemi ile n arasindaki a¢1 ¢/ olmak

lizere

as = cos, az=siny

olur. O halde

t' = y"(n.cosy — b.sine)

(2.85)

(2.86)

elde edilir. Simdi de n’ izotropik vektoriinii hesaplayalim. z,y, z € R olmak

lizere

n=zt+yn+z2b

seklinde yazabiliriz. Boylece

ve

n'.b = —aja3 + axay = z

olur. a(s) birim vektdr alam oldugundan
a% + a% =1
dir. Her iki tarafin tiirevini alirsak
asas + azay =0

oldugundan,
Aol

ay = —
a3

(2.87)

(2.88)

(2.89)
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elde edilir. O halde (2.89) denklemini (2.88) denkleminde yerine yazarsak

—ayas — ap

!
_%

a3

as

S| =

asal

a3

az(a + a3)

seklinde elde edilir. Buldugumuz z,y, 2 degerlerini (2.87) denkleminde yer-

lerine koyarsak

olur. Benzer sekilde a, b, ¢ € R olmak {izere

oldugundan

dir. Ayrica

elde edilir.

zarsak

1
n=>-b

J

b '=at+bn+cb

b't=b'b=0
b'n = b
= ahaz — azay
B 1
)

olur. Boylece Frenet formiilleri

t

0

0

b'=—-mn

0

1

1
4]

[ 0 kKcos®y —ksiny

S o=

(2.90)

Buldugumuz a, b, ¢ degerlerini (2.90) denkleminde yerlerine ya-

(2.91)

(2.92)
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elde edilir. Burada x = y” dayanak egrisinin egriligi, § = —a—? yiizeyin
a3
dralidir (Roschel, 1984).
Tamim 2.3.39: 3-boyutlu Galilean uzayda C' tipi bir ¢(s, v) regle yiizeyin

bogaz cizgisinin yay parametresi s, standart parametresi u olmak iizere

u = / ld’(s)| ds
biciminde elde edilir.
Sonug 2.3.40: 3-boyutlu Galilean uzayda (2.83) ve (2.84) denklemleri
yardimiyla C' tipi regle yiizeyin dayanak egrisinin tiirevi
d(u) = (Ly,0)
=t (2.93)
dir (Roschel, 1984).

Teorem 2.3.41: Galilean uzayda C' tipi bir regle yiizeyin, sirasiyla, K

Gauss ve H ortalama egriligi

1
=5
ve
2H =0 (2.94)
dir (Roschel, 1984).
Ispat: ¢(u,v) regle yiizeyi icin
_ Op(u,v) _ Op(u,v)
1= a’LL ) 2 = 8’0
olmak iizere Galilean uzayda C' tipi regle yiizeyin kismi tiirevleri
1 \
= t+ov-b
©1 + U5
Y = 1N
1,
01, = (cost — U(E) )n—sinyb (2.95)
P12 = s
o = 0 J
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dir. Burada (2.84) denklemleri yardimiyla

o, =  +on (2.96)

1
=t -b
—H)é

olur. (2.92) denklemleri kullanilarak

1
Y11 = tI‘H)(_)b/

)
= (ncosty — bsin;b)—v(%)Qn
= (cost) — v(l)z)n— sinyb

J

elde edilir. Diger esitlikler benzer sekilde hesaplanir. C' tipi regle yiizeyin

birim normal vektorii

1
Yy Npy = (t+v=b)An

)
= b (2.97)
ve
w=|p; Ny =1 (2.98)
yardimiyla
N=b (2.99)

bulunur. Simdi de C tipi regle yiizeyin I ikinci esas form katsayilarini
hesaplayalim. (2.35) denklemi yardimiyla
Ly, = (Qpnxl - xll‘Pl)N
L1
1
= [(costy) — U(E)Z)n— sinybl.b
= —sin, (2.100)
Loy = (P27 291y

Z1
= 0 (2.101)
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ve
L = (222N
I

1
“b)b
5P)

I
—

(2.102)

SN

dir. Bu durumda Galilean uzayda C' tipi bir regle yiizeyin K Gauss egriligi

Ly Ly — L,
1

olur. (2.27) denklemi yardimiyla
g =0, ¢2=0, ¢2=1 (2.103)

oldugundan dolay1 Galilean uzayda C' tipi bir regle yiizeyin H ortalama egrili

gi
2H = g" L1y 4+ 29" L1 + g**Lyy = 0 (2.104)
seklinde elde edilir.
Sonug 2.3.42: (2.104) esitliginden dolay1 3-boyutlu Galilean uzayda C'
tipi regle yiizeyler minimal yiizeylerdir.
Simdi de Galilean uzayda var olan ii¢ tip regle yiizeyin her birinin Wein-

garten yiizeyi olmasi i¢in gereken sartlari hesaplayacagiz.

2.3.7 Galilean uzayda A tipi regle Weingarten yiizey-

leri

Bu kisimda, (2.41), (2.44) ve (2.47) egitlikleri goz oniine almirsa 7,d ve o
ifadeleri u parametresinin birer fonksiyonlar: olarak kullanilmigtir.

Teorem 2.3.43: Galilean uzayda A tipi bir regle yiizeyin, regle Wein-
garten yiizeyi olmasi icin gerek ve yeter sart regle yiizeyin 7,0, d (torsiyon,

bogaz, dral) degerlerinin sabit olmasidir (Sipus, 2008).
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Ispat: ¢ parametresini (2.48) yardimiyla

(v+q?+d _

- (—K): (2.105)

t =
bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda
+td — d? = (v + q)?
bulunur. Buna gore A tipi bir regle yiizeyin H ortalama egriligi
OH (u,t) = —t73 | (£d)"3d(x — ¢')+tr(2d) 3 +d (£d) /(L £ d)} (2.106)

olur. 2H(u,t) fonksiyonunun sadece ¢ parametresine bagh olmasi gerekir,
yani A tipi bir regle yiizeyin, regle Weingarten yiizeyi olmasi icin gerek ve
yeter sart u parametresine bagl olan 7,0, d degerlerinin sabit olmasidir (Si-
pus, 2008).

Teorem 2.3.44: 3-boyutlu Galilean uzayda A tipi bir regle Weingarten

yiizeyinin, H ve K egrilikleri arasindaki fonksiyonel baginti

: d
= 3 - — 2.1
A=7(+d) 2, C=— (2.107)
B = (+d)"2d(2' — ¢), D = +d,

olmak {izere

N

2H + B(—K)i+A(—K)i =0

dir (Sipus, 2008).
Ispat: (2.107) kullamilarak (2.106) denklemini

2H(t,u) = —t 2 [B+tA+CEﬂ]

seklinde yazilir, burada € = sgn(q + v) dir. Bu fonksiyonun sadece t ye bagh
olmasi i¢in A, B degerleri sabit ve C' = 0 olmahdir. Bu durumda (2.105)

denklemi yardimiyla

(B+(—K) 2A) (2.108)

[

2H = —(—K)
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bulunur. Boylece

2H + B(—K)1+A(—K)i =0 (2.109)

elde edilir.

2.3.8 GGalilean uzayda B tipi regle Weingarten yiizey-

leri

Bu kisimda, B tipi bir regle yiizeyin Weingarten yiizeyi olmasi incelenmigtir.

Teorem 2.3.45: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin, regle
Weingarten yiizeyi olmasi igin gerek ve yeter sart regle yiizeyin 7 (torsiyon)
degerinin sabit olmasidir.

Ispat: t parametresini (2.68) denklemi yardimiyla

t=(140v%) = (—K) 2 (2.110)
bi¢iminde tanimlayalim. O halde
T 1
2H = T(t)"2 (2.111)

VIneE
elde edilir. Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin Weingarten yiizeyi olmasi
icin, (2.111) esitligi ile verilen 2 H (u, t) fonksiyonunun sadece ¢ ye bagh olmasi
gerekir, yani B tipi bir regle yiizeyin, regle Weingarten yiizeyi olmasi igin
gerek ve yeter sart u parametresine bagh olan 7 degerinin sabit olmasidir.

Teorem 2.3.46: Galilean uzayda B tipi bir regle Weingarten yiizeyinin,
H ve K egrilikleri arasindaki fonksiyonel baginti

AQZT

olmak iizere

dir.
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2.3.9 Galilean uzayda C tipi regle Weingarten yiizey-

leri

Bu kisimda, C' tipi bir regle yiizeyin Weingarten yiizeyi olma durumu belir-
tilmistir.

Teorem 2.3.47: Galilean uzayda C tipi regle yiizeyler Weingarten
yiizeyidir.

Ispat: Sonuc 2.3.42 den dolay1 C tipi regle yiizeyler minimal yiizey oldu-
gundan Weingarten yiizeyidir (Sipus, 2008).
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BOLUM 3

GALILEAN UZAYDA PARALEL
YUZEYLER

Bu boliimde 3—boyutlu Galilean uzayda bir yiizeyin paralel yiizeyi tanim-
lanmigtir.  Ayrica sonraki boliimlerde kullanilacak olan paralel yiizeylerin

ortalama ve Gauss egrilikleri elde edilmistir.

3.1 Galilean Uzayda Paralel Yiizeylerin
Karakterizasyonlari

Tamm 3.1.1: G* 3—boyutlu Galilean uzayda bir ¢(v?, v?) yiizeyinin birim

normal izotropik vektorii

ve A € R, Vp € p(vt,v?) olmak iizere

f(p) = [p1,p2 + Aaa(p), ps + Aaz(p)] (3.1)

seklinde
f : 90(U17'U2) - SOA(,Ula 1)2)
fonksiyonu varsa ¢*(v!, v?) yiizeyine ¢(v!, v?) yiizeyinin paralel yiizeyi denir.

Tanim 3.1.2: G® 3—boyutlu Galilean uzayda bir p(v!,v?) yiizeyinin

(vt v?) paralel yiizeyi

AW 0%) = (v}, 0?) + AN (3.2)
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seklinde tamimlamir. Burada N vektorii o(vl, v?) yiizeyinin birim normal

vektorii, A ise reel katsayidir.

Sekil 3.1 Galilean uzayda paralel yiizeyler

T ve Ty, sirasiyla, ¢ ve ©* paralel yiizeylerinin izotropik teget diizlem-
leridir, € diizlemi ise N birim izotropik vektoriiniin 6telendigi izotropik diiz-
lemdir (Sekil 3.1).

Sonug 3.1.3: Galilean uzayda A = (z,vy, 2) ve P = (p1, pa, p3) noktalar,
N ve ¢ izotropik vektorlerinin gerdigi diizlemde iki nokta olsun. O halde bu

diizlemin parametrik denklemi

) b1 — P2 —UY p3s—=z=
det[p— A, N, 6] = 2 0 21Ty — 291 Y21 — Y1y | =0
0 Y1T2 — Y21 Z1T2 — 221

buna gore, (p; — ) = 0 bulunur. Tamim 2.3.11 geregince

r=n
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bir Oklid diizlemidir.
Sonug 3.1.4: G? 3—boyutlu Galilean uzayda ¢ (v!, v?) yiizeyinin *(v!, v?)

paralel yiizeyi olmak iizere (2.23) esitligi yardimiyla
P e?) = p(vhe?) + AN (33)

(0» 21T — 22X1,Y2X1 — y1fE2)

— A
(z,y,2) + "

olur.
Teorem 3.1.5: G* 3—boyutlu Galilean uzayda *(v!, v?) paralel yiize-

yinin 7, birinci esas formu

1, dv': dv? izotropik degil
I= (3.4)
I+ (2AN;p; + NN, N;)dv'dv?, dv': dv* izotropik

degerlerini alir. Burada I, ¢(v!, v?) yiizeyinin birinci esas formudur.

Ispat: Ilk olarak (2.29) denkleminde € = 0 oldugunu diisiinelim. O halde
Iy = (gidv')?
olur. Ayrica (3.3) ve (2.22) denklemleri yardimiyla
T} =11 Ve x) =1y (3.5)
bulunur. Bu durumda (2.26) denklemleri kullanilarak
g9i =9, (3.6)
elde edilir. Boylece paralel yiizeyin I, birinci esas formu
I, =1 = (gdv')?
dir. Simdi de € = 1 oldugunu diisiinelim. Bu durumda

Iy = hdv'dv’ (3.7)
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seklinde yazilir. Buradan da (2.28) ve (3.3) denklemleri yardimiyla

hiy = @)
= (p; + AN;) (@, + AN;)

= hij + 22N, + N’ N; N,

olur. Son olarak (2.29) denklemi yardimiyla ©*(v!, v?) paralel yiizeyinin Iy

birinci esas formu
Iy =1+ (2ANyp; + A2N;N;)dv'dv’

elde edilir.

Sonug 3.1.6: (3.4) ifadesinden de agikga goriildiigii gibi dv' : dv? izotropik
degilse, yani ¢ = 0 durumunda ¢*(vt,v?) paralel yiizeyinin Iy birinci esas
formu ile (vl v?) paralel yiizeyinin I birinci esas formu esittir. O halde
dvt : dv? izotropik degilse yiizeyin birinci esas formu paralellik fonksiyonu

altinda invaryant kalir.

3.2 GGalilean Uzayda Paralel Yiizeylerin
Ortalama ve Gauss Egrilikleri

Bu kisimda, Galilean uzayda paralel yiizey ile esas yiizeyin egrilikleri arasinda

bagintilar elde edilmigtir.

Teorem 3.2.1: Galilean uzayda o(vt, v?) yiizeyinin paralel yiizeyi o* (v?, v?)

ve w = |p; A py| olmak tizere, (vt v?) yiizeyinin K Gauss ve H, ortalama
egrilikleri, sirasiyla,
B det [Lij + )\N”N]

K
2

(3.8)

ve

2H, = 2H + Ag” N;;N (3.9)
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dir.

Ispat: (3.3) denklemi yardimiyla ¢*(v',v?) yiizeyinin kismi tiirevleri

Pi = @1+ AN
P11 = ¢u+ AN (3.10)
Pla = Pia+ AN
Poy = Pay+ ANny )
bulunur. Yani
@y = @y + ANy, i,j=1,2 (3.11)

seklinde yazilir. Bu durumda (3.5) ve (3.11) esitlikleri (2.35) denkleminde

yerlerine yazilirsa

(¢ij + ANgj)x1 — w35(p1 + )\NI)N
T

A
L) =

PijT1 — TijPq + )\(Nijxl — )\xile)N

|

T T

=

—  Lij+ AN;;N (3.12)

elde edilir. Boylece (2.37), (2.38) ve (3.12) esitlikleri yardimiyla o*(v?, v?)
yiizeyinin K, Gauss egrilikleri, sirasiyla,

det Lf‘j

AN =
w2

det [LZJ + )\NZJN]

2

w
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ve H) ortalama egriligi (3.6) denklemleri yardimiyla

_ igrA
2H)\ = g]Lij

= g"(Lij + AN;N)

veya

2H\ = 2H + \g” N;;N

elde edilir.
Teorem 3.2.2: Galilean uzayda o(vt, v?) yiizeyinin paralel yiizeyi o* (v?, v?)
olmak tizere, K, Gauss ve H), ortalama egrilikleri, sirasiyla,

Ky
02

ve
dir.

Ispat: N izotropik birim normal vektorii

NuN = —NiNV
N22N = _N2N2 (313)
NN = —=NiNy

esitliklerini sagladigindan
NijN = —=N;N; , i,j=1,2
olur. Buradan da
L}, = Lij — AN;N; (3.14)

elde edilir. Buldugumuz (3.14) esitligi, (2.37) ve (2.38) esitliklerinde yerine

yazilirsa

K 5
w

(3.15)
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ve
2H, = 2H — \g" N;N; (3.16)
elde edilir.
Teorem 3.2.3: Galilean uzayda o(vt, v?) yiizeyinin paralel yiizeyi o* (v?, v?)
olmak tizere, K, Gauss ve H), ortalama egrilikleri, sirasiyla,

Loy N2 + L1y N2 — 2L15 N1 Ny

Ky=K—-\ 02 (3.17)
ve
2Hy =2H — \(¢'N;)? (3.18)
dir.
Ispat: (3.15) denklemi yardimiyla
Lyy — AN1Ny  Lig — AN Ny
L1 — AN1Ny Loy — AN Ny
Ky = 5
w
olur. O halde
—LyoN? — L1 N2 + AN2N2 + 2L15N1 Ny — A\(N1N5)?
Ky = K + ) 224V4 110V9 + ANTING 4 2L121N1 N2 (N1 N) (3.19)

w?

elde edilir. N birim normal vektorii
N{N3 = (N1N,)?

esitligini saglar. Boylece bu egitlik (3.19) denkleminde kullanilirsa
—LyyN? — L1 N2 + 2L15 N1 N,
w2

elde edilir. (2.38) ve (3.14) denklemleri yardimiyla

Ky=K+ A\

2Hy = guLi\l + 2912[/?2 + 922[/;2

= 2H — Mg"' N} + 29" N1 N, + g*2N3)

= 2H — \(¢'N;)?



olur.
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BOLUM 4

GALILEAN UZAYDA PARALEL REGLE
YUZEYLER

Bu boliimde, oncelikli olarak Galilean uzaydaki ti¢ tip regle yiizeyin her-
birinin paralel yiizeyininin K, Gauss ve H, ortalama egrilikleri hesaplan-
migtir. Sonrasinda ise Galilean uzayda paralel regle yiizeylerle ilgili teoremler

verilmigtir.

4.1 Galilean Uzayda A Tipi Paralel
Regle Yiizeyler

Bu kisimda, Galilean uzayda A tipi bir ¢ (u, v) regle yiizeyinin ¢*(u, v) paralel
yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri, birinci esas formu ve ikinci esas form
katsayilar1 bulunmustur.

Teorem 4.1.1: Galilean uzayda A tipi bir ¢(u, v) regle yiizeyinin ¢*(u, v)

paralel yiizeyinin K, Gauss ve H) ortalama egrilikleri, sirasiyla,

B —q) +dd*(q+v) + v+ q)*r + d'r

Ky=K — )\ (ot o7 1) (4.1)
o (A =)+ d(g o) +T(v+ )+ 7d?)?
9OH, = 2H — \ (CE (4.2)
dir.

Ispat: (2.56) esitliginin u ya gore tiirevini alimirsa

Ny = —d¢,sin¢n + d¢, cos ¢b+ cos ¢p7b — sin pTn

= —(d¢, + 7)sin¢n + (do, + 7) cos ¢pb (4.3)



olur ve benzer gekilde (2.56) esitliginin v ye gore tiirevi
Ny = —d¢, sin ¢n + do, cos b
bulunur. (4.3) ve (4.4) denklemleri kullanilarak
N} = (d¢y +7)°
ve

NZ = d¢5(sin® ¢ + cos? ¢)
= d¢;
olur. Benzer sekilde
(N1N2) = dg,(dpy + 7)

ve

(N1 N2)? = dgs(dey + 1)

esitlikleri elde edilir. (2.55) denkleminin u ya gore tiirevini alirsak

—qdd+d(qg+v
do, (1 + tan? ¢) = d2(q )
veya
A, = —q'd+d'(q+v)
R s

elde edilir. (2.55) denkleminde v ye gore tiirev alinirsa

dgo(1 + tan® ¢) = _71

veya

dpg = ———— —
SR

57

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)



58

bulunur. O halde (3.17) denklemi kullamlarak A tipi bir ¢(u, v) regle yiizeyin
©*(u, v) paralel yiizeyinin Gauss egriligi

—L11d¢§ + 2L12dgy(dgy + )

w?

K, = K+

(—d32 — B¢ +d*'7) + (v + q)*7d*+d' (v + q)d?

— K+\ ]
((v+¢)* +d?)z

_2d2(—q’d +d'(qg+v)+ (v+q)*T + d?7)
(v +q)2 + d?)3

veya
Pa' — ¢ d® + ddP(q+v) + d*(v +q)°1 +d'r
(v +q)? +d?)3

bi¢iminde elde edilir. Benzer yolla (3.18) denklemi yardimiyla bu yiizeyin

Ky=K—\ (4.10)

ortalama egriligi de
2H, = 2H — M(g""N} + 29" NNy + g**N3)

N12 — 2ZE,N1N2 + (I,)2N22
= 20—\ .

w

[(—d¢y — 7 4 2/dey) sin ¢n + (do, + 7 — 2'de,) cos ¢b]>

= 2H -\ e

(doy + 7 — 2'dg,)’

2

= 2H — )\

w

(=¢d+d(qg+v)+7(v+q)° +7d* + 2'd)’

= A (CETEYDE

(4.11)

olur.
Teorem 4.1.2: Galilean uzayda A tipi ¢(u, v) regle yiizeyin [ birinci esas

formu, 2’ = 1 olmak {izere

I = ((qg+v)* + d*)du® (4.12)
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elde edilir. *(u,v) paralel regle yiizeyi icin I birinci esas formu

(v+ q)*m+d (v + q)—d(¢'—dT + 3)

Iy = |((q+v)*+d*)+2X( T

(4.13)

d(g+v)— (¢~ 1)d
(v+q)?+d?

+23( +7)?| du?

dir.
Ispat: Galilean uzayda A tipi regle yiizeyler icin (2.29) denkleminde € = 1
dir. (2.50) ve (2.28) denklemleri yardimiyla

hi = 1+ (q+v)* +d?
h12 =1

elde edilir. (2.29) denklemi kullanilirsa

I = hydu® + 2hisdudv + hoydv?

= (14 (¢+v)* + d*)du® + 2dudv + dv?
bulunur. Bu durumda A tipi regle yiizeyler i¢in du = —dv yerine yazilirsa
I = ((g+v)* + d*)du?

olur. Simdi de (3.4) yardimiyla ©*(u,v) paralel yiizeyinin I, birinci esas

formu
I = ((q4+v)* + d* — 2\ (Lyy + 2L43) + N (déy + 7 — doy)?)du? (4.14)

bulunur. (4.8), (4.9), (2.57) ve (2.58) denklemleri (4.14) denkleminde yerle-

rine yazilirsa

(v +q)*r+d (v + q)—d(1 + ¢'—dr) — 2d

I, = +0)? + d®)du® + 2\
L= (o) + e +2)( —

)du?

—q'd+d(qg+v)+d
(v+q)*+ d?

+/\2( + T)Qd’LLQ
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elde edilir.
Teorem 4.1.3: Galilean uzayda A tipi paralel regle yiizeyin I, ikinci

esas form katsayilar:

d(1+ ¢-dr)-(v+q)°m-d' (v +q) ., d(q+v)-¢d )
B, = A0 ) | o
(v + g+ (v+q)"+d
d dd'(q + v)-q'd? dr
L, — Ll 2) - M (4.15)
w+g?2+a (v+9?+d?)? (v+q)?+d
d
Lyy = “MNo——5)
> <(v+q)2+d2) )
dir.

Ispat: (3.14) denklemi kullanilirsa
LYy = Ly — AN}

olur. (2.57), (4.8) ve (4.5) denklemleri yardimiyla

d(1+¢—dr) — (v+ q)*t—d (v +q) —¢d+d'(q+v)

LY = - A +7)?
: (v+q)*+d? ST
bulunur. Benzer sekilde
[ d +>\(—q’d2+dd’(q+v) dr )
12— 2 2)2 2 2
(v+q)* +d (v+q)P+d?)?*  (v+9)?+d
ve
d2
Lé\z -

A
((v+q)? + d?)?
elde edilir.
Teorem 4.1.4: Galilean uzayda A tipi paralel regle yiizeyin d, drali esas

yiizeyin d drali cinsinden

dy = d— \(—IEddgtY) L (4.16)
(v+ag)P+d?)2  ((v+9q)?+d?):

dir.
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Ispat: o(u,v) yiizeyin dayanak egrisi ¢ ve ¢* (u, v) paralel yiizeyin dayanak

egrisi f = f o ¢ olmak iizere, (2.44) esitligi yardimiyla
dy = —det(f,a,d")
bulunur. [ egrisinin u ya goére tiirevi olan 5; = ¢; + AN; yerine konursa
dy=—<c+ANy,aNa >
elde edilir. I¢ carpimin lineerlik 6zeligi goz oniine alindiginda,
dy=—<c,aNa; >—-A< Ny,aNa >
oldugundan (2.44), (4.3) yardimiyla
dy=d— Nd¢, + 7)cos ¢ (4.17)

olur. (2.53) ve (4.8) esitlikleri (4.17) denkleminde yerlerine konursa

. —qd* + d'd(qg+v) N dr )
(v+q2+d?):  ((v+q)?+d?)3

bulunur.

4.2 Galilean Uzayda B Tipi Paralel
Regle Yiizeyler

Bu kisimda, Galilean uzayda B tipi bir ¢(u, v) regle yiizeyinin ¢*(u, v) paralel
yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri, birinci esas formu ve ikinci esas form
katsayilart bulunmustur.

Teorem 4.2.1: Galilean uzayda B tipi bir (u,v) regle yiizeyin ¢*(u,v)
paralel yiizeyinin K, Gauss ve H) ortalama egrilikleri, sirasiyla,

1 T
Ky =— + A 4.18
Ty ey )
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ve
2
T T
2H), = - A 4.19
g V1402 1402 (4.19)
dir.
Ispat: (2.79) esitliginin u ya gore tiirevini alirsak
Ny = —7sin¢n + 7 cos ¢b (4.20)
olur. Benzer sekilde v ye gore tiirevi
Ny = —dg, sin ¢pn + d¢, cos pb (4.21)
elde edilir. O halde (4.20) ve (4.21) denklemleri kullanilirsa
N} =72 (4.22)
ve
N; = d;
olur. Benzer gekilde
<N1N2> = d¢27'
ve
(N1N2)? = (dopyT)?
esitlikleri elde edilir. (2.78) denkleminde v ye gore tiirev alinirsa
dpy(1 +tan® ¢) = —1
veya
1
dpy = — (4.23)

1+ 02
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elde edilir. O halde (3.17) denklemi yardimiyla B tipi bir ¢(u, v) regle yiize-

yin ©*(u,v) paralel yiizeyinin Gauss egriligi
—Ly N2 + 203N N,
w2

Ky = K+ A\

—7—7v% + 27(14+0?)

= K+ k
(1+v2)3

T
(1+02)3

dir. (3.18) denklemi kullanilarak, bu yiizeyin ortalama egriligi

= K+

2H, = 2H — \(g''N})

,7_2

= 2H - A\——
(1402?)

elde edilir.

Teorem 4.2.2: Galilean uzayda B tipi ¢(u, v) regle yiizeyin I birinci esas

formu
dv?, dv # 0
I = (4.24)
(1 + v?)du?, dv =0
degerlerini alir. ¢*(u,v) paralel regle yiizeyin I birinci esas formu
dv?, dv # 0
I, = (4.25)
(14 v? = 227V 1402 + N72)du?, dv =0

dir.

Ispat: Galilean uzayda B tipi regle yiizeyler icin (2.70) denklemleri yar-
dimiyla
hin = 14?2
his = 0
hee = 1
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elde edilir. (2.29) denklemi kullanilirsa
I = (g2)*dv® + €hyidu?
= dv® + e(1 +vH)du?
olur. (3.4) yardimiyla ¢*(u, v) paralel yiizeyinin I, birinci esas formu
I = dv® + € [(1 + v*)du® — 2A\Lydu® + N’ Nidu?] (4.26)

bulunur. Buradan da (2.80) ve (4.22) denklemleri (4.26) denkleminde yer-

lerine konursa
Iy = dv® + (1 + 0% — 2ArVTH0% + A7) du?

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.3: Galilean uzayda B tipi paralel regle yiizeyin 7, ikinci

esas form katsayilari

I = rV/IRE - A

[T 1 . AT
2T T e 1t
A

Ly, = —— >
2 (1+U2>2 )

dir.
Ispat: (3.14) denklemi kullamldiginda

L}, = Li; — AN?
oldugundan, (2.80) ve (4.22) denklemleri yardimiyla
LY, = 7V1402 — \r?
bulunur. Benzer sekilde

L +
2T 1402
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ve
1

A
Lo = =My

kolaylikla elde edilir.
Teorem 4.2.4: Galilean uzayda B tipi paralel regle yiizeyin d, drali

T

dy=d—\
A Vo241

(4.27)
esitligi ile verilir.
Ispat: ¢(u,v) regle yiizeyin dayanak egrisi ¢ ve p*(u,v) paralel yiizeyin

dayanak egrisi # = f o ¢ olmak iizere, (2.66) esitligi yardimiyla

dy = det(f',a,a’)
bulunur. [ egrisinin u ya gore tiirevi olan 5; = ¢; + AN; yerine konursa

dy =< c1+ ANy, aNa; >
elde edilir. I¢ carpimin lineerlik 6zeligi goz oniine alindiginda,
dy=<ci,aNa; >+ < Ny,aNay >

oldugundan (2.66), (4.20) esitlikleri yardimiyla

dy=d— Acos¢ (4.28)

olur. (2.53) ve (2.76) denklemleri (4.28) denkleminde yerlerine konursa

T

dy=d—\
’ N

bulunur.

4.3 Galilean Uzayda C Tipi Paralel Regle Yii-
zeyler

Bu kisimda, Galilean uzayda C tipi bir ¢(u, v) regle yiizeyinin ¢*(u, v) paralel
yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri, birinci esas formu ve ikinci esas form

katsayilart bulunmustur.
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Teorem 4.3.1: Galilean uzayda C' tipi bir o(u,v) regle yiizeyin ¢*(u,v)

paralel yiizeyinin K, Gauss ve H) ortalama egrilikleri, sirasiyla,
Ky=K=—-—— (4.29)

ve

2H, =0 (4.30)

dir.

Ispat: (2.99) denklemi gz 6niine almirsa
N=b

oldugundan N izotropik birim normal vektoriiniin v ya gore tiirevinden

1
ve v ye gore tiirevinden de
Ny =0 (4.32)

kolaylikla elde edilir. O halde (4.31) ve (4.32) denklemleri kullanilarak

N = (5 (4.33)

ve

(MN2) =0 (4.34)

oldugundan, ¢*(u,v) paralel yiizeyin K, Gauss egriligi icin

L22N12 + L11N22 — 2L15N1 Ny

K, =
w2

A (4.35)

K —
= K
olur. Benzer olarak (2.103) denklemleri yardimiyla H) ortalama egriligi

Hy = H—Ag"'N?+2¢" NN, + g**N3) (4.36)

=0
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elde edilir.

Sonug 4.3.2: (4.36) den dolay1 Galilean uzayda C' tipi regle yiizeyin
paraleli de bir minimal ytizeydir.

Teorem 4.3.3: Galilean uzayda C' tipi ¢(u, v) regle yiizeyin I birinci esas

formu

du?, du # 0
I = (4.37)
dv?, du=0
elde edilir. *(u,v) paralel regle yiizeyin I, birinci esas formu i¢in de
du?, du # 0
I= (4.38)
dv?, du =0

dar.
Ispat: (2.29) ve (2.95) denklemi kullanilarak

I = du® + e(hgdv?)

= du®+ edv?

olur. Simdi de (3.4) yardimiyla ¢*(u,v) paralel yiizeyinin I, birinci esas
formunu

I = du® + e(dv? — 2\Lopdv® + N2N2dv?)

bulunur. Buradan da (2.101), (4.31) denklemleri yukaridaki denklemde yer-
lerine konursa

I, = du® + edv?

elde edilir.

Teorem 4.3.4: Galilean uzayda C' tipi paralel regle yiizeyin /7, esas form
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katsayilar:
A . L
1
Li\z — 5 (4.39)
LQ\Z = 0 )
dir.

Ispat: (3.14) denklemi kullanilarak
L}, = L1 — AN

oldugundan, (2.100) ve (4.31) denklemleri yardimuyla

L}, = —sin¢ — )\lz
4]
bulunur. Benzer sekilde
Li\Q = %
ve
Ly =0

olduklar: elde edilir.

Teorem 4.3.5: Galilean uzayda C' tipi paralel regle yiizeyin d, drali
dy=d (4.40)

dir.
Ispat: (2.44) esitligi ve 8 = f o ¢ olmak iizere

dy = —det(3,a,d")
bulunur. [ egrisinin u ya gore tiirevi olan 5; = ¢; + AN; yerine konursa

d)\:—<cl+>\N1,a/\a1>
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elde edilir. I¢ carpimin lineerlik 6zeligi goz oniine alindiginda,
dy=—<c,aNay >—-AN<Ny,aNa; >
olur. (2.44) ve (4.31) esitlikleri yardimiyla da
dy=d

bulunur.
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BOLUM 5

GALILEAN UZAYDA PARALEL REGLE
WEINGARTEN YUZEYLERI

Bu boliimde Galilean uzayda regle Weingarten yiizeylerin paralel yiizey-
lerinin de Weingarten yiizey olduklar1 gosterilmis, ayrica Galilean uzayda A
ve B tipi regle Weingarten yiizeyleri icin bazi 6érnekler ve bunlarin paralel

yiizeyleri icin Weingarten olabilme 6zelikleri verilmigtir.

5.1 Galilean Uzayda A Tipi Paralel Regle Wein-
garten Yiizeyleri

Bu kisimda, Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yiizeyin birinci
esas formu, ikinci esas form katsayilar1 ve drali hesaplanmistir.

Teorem 5.1.1: Galilean uzayda A tipi regle Weingarten yiizeyinin paralel
yiizeyi de bir Weingarten yiizeyidir.

Ispat: Ilk olarak Teorem 2.3.43 den dolay1 d sabittir. Buradan da (4.1)
esitligi yardimiyla o*(u,v) yiizeyinin K, Gauss egriligi
)\d3(x’ —¢) + (v +q)*r + d*r

(v +q)? +d*)3

Ky = K-

(' —q) N (d* + (v+ q)?)d*r

— K-\ - -
(v+¢q)?+d*)z  ((v+q)?+d?):

dd(z'~q') 7((v + q)°+d%)
(v+ @) +d2((v + @)’ +d*)2 (v + ) +d*)*((v+ g)*+d%)>
bulunur. O halde (2.105) esitligi kullanilarak

Ka=—()% -\ [ “d(£d)3 (o' — ¢) + t-%T(id)—%] (5.1)
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elde edilir. Yani K, Gauss egriligi de ¢t parametresine bagh bir fonksiyondur.
Ayrica
A =Ad(£d)" 2 (2 —¢), By =Ar(d)":

ve Galilean uzayda A tipi bir regle yiizeyin Gauss egriligi negatif oldugundan,
(5.1) denklemi kullamlarak

Ky— K+ (—K)iA, + (—K)iB; =0 (5.2)

olur. H) ortalama egriligini hesaplayalim; (4.2) esitligi yardimiyla

(d(@' —¢) +7((v+q)* + %))

2H, = 2H — )\
g (v +q)? + )3

= 2H—\ (wl'ql)2d2 2Td(.%‘l—q’)((v+q)2+d2) T2((U+q)2—|—d2)2
@+ 0+ (+0+d  (0+a™+d)

— _ (2" — ) 27d(z" — ¢') 2

= 2H -\ {((v +02+d)3 " (v+q?+d2)?  (v+q?+ dZ}

oldugundan (2.105) denklemi kullamlarak
2H, = 2H — A\t 3(z' — ¢ ) (£d) ' +27d (2" — )t 2 + (£d) 7%t 1) (5.3)

fonksiyonu elde edilir. Buradaki 7,0 ve d degerleri Teorem 2.3.43 den dolay1
sabit oldugundan, (5.3) esitligi ile verilen 2H,(t) fonksiyonu da sadece ¢ ye
bagh bir fonksiyon olur.  Sonug¢ olarak A tipi regle Weingarten yiizeyin

paraleli olan ©*(u,v) yiizeyi de Weingarten yiizeyidir.
Cy = \N=Ed) '7?, Dy=27d (2’ —¢), Ei=Aa'—¢)(£d)!
olmak iizere, (5.3) ve (2.107) denklemleri yardimiyla H) icin
2H, = —(—K)1(B+(—K) 3 A) — [Cyt ' + Dyt 2 + 1By (5.4)

olur. O halde (2.105) denklemini (5.4) denkleminde yerine yazarsak

e

2H, + B(—K)i+A(—K)i + Cy(—K)2 + Di(—K) + E;(-K)2 =0 (5.5)
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elde edilir. Galilean uzayda A tipi regle yiizeyler i¢in (5.5) ve (5.2) denklem-

leri goz 6niine alinirsa
Ky— K+ (—K)iA, + (—K)iB, =0

ve

I

2H, + B(—K)i+A(—K)i + Cy(—K)? + Dy (K) + E;(—K)? =0

fonksiyonel bagintilar1 vardir.

Bu durumda paralel yiizeyin (5.5) ve (5.2) denklemleri ile verilen K ve
H), egrilikleri arasinda A tipi regle Weingarten yiizeyin K Gauss egriligine
baglh fonksiyonel bagint1 vardir. Buda bize A tipi regle Weingarten yiizeyin
paralel yiizeyininde Weingarten ytiizeyi oldugunu ispatlar.

Sonug 5.1.2: Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yiizeyinin

I birinci esas formu, d sabit oldugundan, (4.13) denklemi kullamlarak

(v + q)*r—d(¢'—dT + 3)

I, = + v)?d2+2)
A (g ) ( CET X
(¢ —1)d 2
N — ————)|d
g (v+q)?+ 2|

olarak bulunur.
Sonug 5.1.3: Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yiizeyinin
11, esas form katsayilari, d sabit oldugundan, (4.15) denklemi kullanilarak

3\

d(1 + ¢'-d7)- 2 'd
Li\l — ( _'_q T) (U+q) T-)\(T— q > 5 2
(U+q>2+d2 (U+q> +d
d dr q
LY, = i\ B}
Y (T o A (R e (R
d
LY, = “AN—- )2
2 ((v+q)2+d2) )

olarak bulunur.
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Sonug 5.1.4: Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yiizey-
lerinin d drali igin, d sabit oldugundan, (4.16) denklemi kullanilarak

d ! d?
dy = d — X AR d .
(V+ 92 +d):  ((v+9)? + )3

bulunur.

5.2 (Galilean Uzayda B Tipi Paralel Regle Wein-
garten Yiizeyleri

Bu kisimda, Galilean uzayda B tipi paralel regle Weingarten yiizeyin birinci
esas formu, ikinci esas form katsayilar: ve drali hesaplanmigtir.

Teorem 5.2.1: Galilean uzayda B tipi bir p(u, v) regle Weingarten yiize-
yinin ¢*(u, v) paralel yiizeyi de Weingarten yiizeyidir.

Ispat: ©*(u,v) yiizeyinin K\ Gauss egriligi icin

Ky = K+\A—"
(1402)2
= ()24 A(t)E

elde edilir. Teorem 2.3.45 den dolay1 7 sabittir. O halde K, Gauss egriligi

de t ye bagh bir fonksiyondur. B, = A7 olmak iizere
Ky=—(t)"2+ By(t) "2

bulunur. Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin Gauss egriligi negatif ol-

dugundan ve (2.110) yardimiyla

Ky =K + By(—K)i (5.6)
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olur. H, ortalama egriligi

H, = 2H—/\m
= 7(t)"2 = A1) (5.7)

bulunur. Bu (5.7) esitligi ile verilen 2H,(t) fonksiyonu da sadece t ye bagh
oldugundan B tipi regle Weingarten yiizeyinin paraleli olan ¢*(u,v) yiizeyi

de Weingarten yiizeyidir. Ayrica
Hy = Ay(t)"2 — AyBo(t)!

veya K Gauss egriligi cinsinden

N|=

Hy = Ay(~K)i — AyBy(—K) (5.8)

seklinde elde edilir. Galilean uzayda B tipi paralel regle yiizeyler i¢in (5.6)

ve (5.8) denklemleri goz oniine alinirsa
Hy — Ay(—K)% + AyBy(—K)7 = 0

ve

Ky— K — By(-K)i=0

fonksiyonel bagintilar: elde edilir.

5.3 Galilean Uzayda C Tipi Paralel Regle
Weingarten Yliizeyleri

Teorem 5.3.1: Galilean uzayda C' tipi bir ¢(u, v) regle Weingarten yiizeyinin
©*(u,v) paralel yiizeyi de Weingarten yiizeyidir.

Ispat: Galilean uzayda C' tipi regle yiizeyler Teorem 2.3.47 den dolay1
minimal yiizey olduklarindan Weingarten yiizeyleridir. Aymi sekilde C' tipi

regle yiizeyin paralel yiizeyi de minimal oldugundan Weingarten ytizeyidir.
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5.4 Galilean Uzayda Paralel Regle
Weingarten Yiizey Ornekleri

Bu kisimda, Galilean uzayda A ve B tipi regle Weingarten yiizeylere birer
ornek verilmigtir. Ayrica bu regle yiizeyler belirli parametre araliginda maple
yazilimi kullanilarak cizdirilmigtir.

Ornek 5.4.1: Bir dogru parcas: helikoidsel hareket altinda hareket etti-
rilirse helikoidsel regle yiizey elde edilir. p € R, p # 0 olmak iizere Galilean
uzayda helikoidsel hareket

¥ = pt+x
Yy = wycost+ zsint (5.9)
Z = —ysint+ zcost

seklinde ifade edilir. Galilean uzayda
v— (v,A,Bv), A#0,B#0

seklinde dogru denklemi verilsin. Eger bu dogru helikoidsel hareketin ek-
seniyle kesigmezse, agik regle yiizey denklemi elde edilmis olur (Sipus, 2008).

O zaman bu regle yiizeyin parametrik gosterimi
o(t,v) = (pt, Acost, —Asint) + v(1, Bsint, B cost) (5.10)

seklinde ifade edilir. Bogaz ¢izgisinin denklemi, yay parametresi olan s cinsin-
den ifadesi kullanilirsa

o(s,v) = (s, Acos f, —Asinf) + v(1, Bsin f,Bcos f)
p p p p

s uw

bi¢iminde olusturulur. Standart parametrizasyon — = 5 ile elde edilir. Bu
p

durumda A # 0, B # 0 ve p # 0 olmak {izere standart parametrizasyonu ile
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verilen A tipi regle yiizey i¢in

o(u,v) = (%u,Acos%,—Asin%)+v(1,Bsin%,Bcos%)

= (%U—I—U,ACOS %—H}B sin%,-Asin %—H}B cos %) (5.11)

elde edilmig olur. (5.11) denkleminde p =1, A = 1 ve B = 1 alalim. Béylece

A tipi regle yiizeyin parametrik gosterimi
o(u,v) = (u+v,cosu + vsinu, —sinu + vcos u) (5.12)

bulunur. Bu yiizeyin belli parametreler i¢in grafigi, maple yazilimi yardimiyla

(Sekil 5.1) deki gibidir.

Sekil 5.1 Galilean uzayda A tipi regle yiizey

Simdide A tipi regle yiizeyin K ve H egriliklerini hesaplayalim. A tipi

regle yiizeyin ortonormal gatisi (2.40) denklemi yardimiyla

t = (1,sinu,cosu)
= (0,cosu, —sinu) (5.13)

n
b = (0,sinwu,cosu)
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olarak bulunur. Uygun hesaplamalar yapilirsa k = 1 ve 7 = —1 elde edilir.
(5.12) parametrik denklemiyle verilen A tipi regle yiizeyin kismi tiirevleri

\

v, = (1,—sinu+ vcosu,—cosu — vsinu)

vy = (1,sinu,cosu)

v, = (0,—cosu —wvsinu,sinu — v cosu) > (5.14)
v = (0,cosu, —sinu)

Por = 0

seklinde elde edilir. (5.14) esitlikleri kullanilirsa

0 €9 €3
p1 Ny = 1 —sinu+wvcosu —cosu—wvsinu
1 sin COS U

= (0,—cosu — cosu — vsinu,sinu + sinu — v cosu)

= (0,—2cosu —vsinu,2sinu — v cosu)

ve bu ifadenin normu

lp1 Ay = \/(44- v2)(cos? u + sin u) + 2v cosu sinu — 2v sin u cos u)

= V4+02

olarak bulunur. Bu durumda yiizeyin N izotropik birim normal vektorii i¢in

(0, =2 cosu — vsinu, 2sinu — v cosu)
N = N (5.15)

olur. Ayrica (2.25) yardimiyla

3
I = 1
211 =0
H (5.16)
Ty = 1
Too — 0 )
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oldugundan, (5.14), (5.15) ve (5.16) degerlerini (2.35) denkleminde yerlerine

yazarsak, yiizeyin /1 ikinci temel form katsayilar: icin

ve

Lis = (5.18)

elde edilir. Bu durumda (2.37) denklemi kullanilarak yiizeyin K Gauss egrili

g1 icin
(=)
K V44 ?
4+ v?
4
bulunur. (2.27) denklemi yardimiyla
1
no _
T —|—1v2
g2 = T (5.20)
22 1
g = 5
4 4 v?

olur. Boylece (5.17) ve (5.18) denklemleri yardimiyla bu regle yiizeyin H

ortalama egriligi

2H = gnLn + 2912[/12 + 922[/22

6 2
_ b (5.21)

(4+02)2
olarak elde edilir. Simdi de (5.12) denklemiyle verilen A tipi regle yiize-
yin paralel yiizeyinin H, ve K egriliklerini hesaplayalim. (2.53) ve (2.54)
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egitlikleri yardimiyla

cosp = (0, =2 cosu — vsinu, 2sinu — v cosu).(0, cos u, — sin u)

V4 +v?

Vit

ve

: 1 : : :
sing = (0, —2cosu — vsinu, 2sinu — v cosu).(0, sin u, cos u)

Va4 + 0?2

—v
V4 + v?

bulunur. Bu durumda

tan ¢ = g (5.22)
olur. (5.22) denkleminin v ye gore tiirevi
v? 1
dpy(1+ —) = = 5.23
51+ 0= (5.23)
oldugundan
2
doo = —— .24
¢2 4 + ’U2 (5 )

kolaylikla elde edilir. (5.22) denkleminin u ya gore tiirevi, d¢; = 0 oldugu
agikardir. Ayrica
d=-2, g=0ver=-1 (5.25)

degerleri (4.1) denkleminde yerine yazilirsa,

3 72(1)2 4
K—)\d + d*(v)*T + d*t

K, = -
((v+q)* + d?)2

)\—8 — 4v% — 16
(4+02)2

3 24 + 40?
(4—H)2)%
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elde edilir. Benzer yolla buldugumuz (5.25) degerleri (4.2) denkleminde yer-

lerine yazilirsa

(d(z' = ¢) + d'(g +v) + 7((v+q)* + d?))?

2H, = 2H — )
g (v + q)? + )3

(r((v)* +d?) + d)?

= 2H — )\
(v+q)*+d?)3
B (6 + v?)?
2 =X (44 v?)3

bulunur. (5.12) denklemiyle verilen A tipi regle yiizeyin paralel yiizeyinin

Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla,

2

K= +4U2)2 + (244 :0421;; (5.26)
v 2 212

e (464-+ :2)3 B A((611;:1:1))3 27
dir. O halde (5.26) denklemini (6 4 v?) ve (5.27) denklemini de ﬁ ile
carpilirsa, sirasiyla,

8Hy  (6+v*)4 /\4(6 + v?)?

(4+02)2  (4+02)? (v2+4)%
ve
4(6 +v?) 4(6 + v?)?
(4+02)2 7 (4402)z
olur. Bu iki denklemi kargilikli ¢ozersek

K\(6+0%) = —

H
(4?_—)\2)14—[()\(64-112):0
v2)32

bulunur. Buradan da (5.19) denklemi kullanilarak

2V2H,(—K)i + K + K\(—K) 2

I
o

elde edilir. Buda paralel yiizeyin bir Weingarten yiizey olmasi anlamina

gelir.  Ayrica maple yazilimi kullamilarak belli parametreler altinda A tipi
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regle yiizey ve onun paraleli olan yiizeyin grafigi (Sekil 5.2) deki gibi elde

edilir.

Sekil 5.2 Galilean uzayda A tipi paralel regle yiizeyler
Ornek 5.4.2: (5.9) denkleminde p = 0 olmak {izere

1Ay
’U,B,BU

v—(
seklinde verilen dogrunun, kesigmedigi izotropik olmayan x ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle B tipi regle yiizey elde edilir (Sipus, 2008). Bu durumda

bu regle yiizeyin denklemi

(10) = (0, L cost,— L sint) + o(1, D sint, A cost)  (5.28)
p(t,v) = (0, 5 cost, = sin v(l, g sint, 7 cos .

seklinde elde edilir. Sonug olarak B tipi regle yiizey i¢in

1 1 A A
o(u,v) = (0, 5 o0 Bu, ~5 sin Bu) + v(1, B sin Bu, 3 cos Bu)

standart parametrik denklemi olusturulur.
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B tipi regle yiizeyin = 0 Oklidyen diizlemde, yani yz diizleminde, bogaz

¢izgisi bir gemberdir. A =1 ve B = 1 olmak {izere
o(u,v) = (0, cosu, —sinu) + v(1, sin u, cos u) (5.29)

seklinde B tipi regle yiizeyin parametrik denklemi yazilir. Bu yiizeyin belli

parametreler igin grafigi, maple yazilim yardimiyla (Sekil 5.3) deki gibidir.

Sekil 5.3 Galilean uzayda B tipi regle yiizey

B tipi regle yiizeyin ortonormal catis

t = (1,sinu,cosu)
= (0, —sinu, cosu) (5.30)
= (0,—cosu,—sinu)
seklinde bulunur. Burada, sirasiyla, £ = 1 yiizeyin egriligi, 7 = 1 ise yiizeyin
torsiyonudur. Galilean uzayda B tipi regle yiizeyin drali d = 1 dir.
Galilean uzayda (5.29) denklemiyle verilen ¢(u,v) B tipi regle yiizeyin
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kismi tiirevleri

¢, = (0,—sinu+ vcosu,—cosu — vsinu)

vy = (1,sinu,cosu)

v1; = (0,—cosu—vsinu,sinu — v cosu) (5.31)
015 = (0,cosu,—sinu)

P = 0

seklinde elde edilir. O halde B tipi regle yiizeyin N izotropik normal vektorii

0 €9 €3
Y1 Ny = | 0 —sinu+wvcosu —cosu—vsinu (5.32)
1 sinu Ccos U

= (0,—cosu —vsinu,sinu — v cosu)

ve
llor A sl = \/1+2v cos usinu + v?sin® u — 2vsin u cos u + v2 cos? u)
= V1+?
yardimiyla

0, —cosu — vsinu,sinu — v cos u)
V1402

elde edilir. Simdi de B tipi regle yiizeyin I ikinci esas form katsayilarini

ol

(5.33)

hesaplayalim.
\
T = 0
11 =0
H (5.34)
To = 1
Too = 0 J
yardimiyla
1+ v?
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ve
-1

V1402

dir. O halde Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin K Gauss egriligi i¢in

L12 =

1
elde edilir.
1
11 12
=— =0
g T2 9
ve
922 — 0

yardimiyla da Galilean uzayda B tipi bir regle yiizeyin H ortalama egriligi

1
2H = T (5.36)

bulunur. Paralel yiizeyin H) ortalama ve K, Gauss egrilikleri

Ky = K+\—"
(1+02)8
1 1
+ A
(1+v2)? " (1402)3

ve

,7_2

2H, = 2H —A\——
’ (1+02)

1 1

(14 v?) A (1+02)

elde edilir. Uygun diizenlemeler yapilirsa

2H, 1 1

-\ -
(14+02)s  (1+0%)?2 " (1402)3

oldugundan ve (5.35) kullanilarak

2H,\(—K)1 + Ky =0
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bulunur. Bu durumda B tipi regle yiizeyin paralelide Weingarten yiizey-
dir. Ayrica maple yazilimi kullanilarak belli parametreler altinda bu paralel

yiizeylerin grafikleri (Sekil 5.4) deki gibidir.

Sekil 5.4 Galilean uzayda B tipi paralel regle yiizeyler
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SONUC VE ONERILER

Bu calisma sirasinda, Oklidyen ve Galilean uzaylardaki temel kavramlar
ve teoremler verildi. Galilean 3-uzaydaki yiizey teorisi incelendi. Ayrica
paralel yiizeylerin ortalama ve Gauss egrilikleri {izerinde duruldu. Boylece
paralel regle Weingarten yiizeylerin paralelinin de Weingarten yiizeyi olduk-
lar1 hesaplandi. Bu doktora tezindeki tanimlamalar yardimiyla Galilean u-
zayda paralel regle yiizeylerin normal ve geodezik egrilik gibi diger egrilikleri
arasindaki bagintilar incelenebilir.  Ayrica acilabilir paralel regle yiizeyler

ayr1 bir ¢aligma konusudur.
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