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ÖZET 
 
 

Bu çalışmanın amacı Galilean uzayda regle Weingarten yüzeylerin var olan üç 

tipinin her birisi için paralel yüzeylerinin bazı geometrik özeliklerini incelemektir. 

Çalışmamızda, öncelikle Galilean uzayda paralel yüzeyleri ve paralel regle yüzeyleri 

tanımladık. Sonrasında regle Weingarten yüzeyine paralel olan yüzeyin de Weingarten 

yüzeyi olduğunu gösterdik. Çalışmanın ‘Giriş’ bölümünde, Galilean uzay, paralel 

yüzeyler ve Weingarten yüzeylerinin tarihsel gelişimini açıkladık.  

 

İkinci bölümde çalışmamıza temel oluşturan, Weingarten yüzeyleri, paralel 

yüzeyler, regle yüzeyler ve Galilean uzayı için önemli tanımlar ve teoremler verilmiştir. 

 

Çalışmanın üçüncü ve dördüncü bölümünde, sırasıyla, Galilean uzayda paralel 

yüzeyler ve paralel regle yüzeyler tanımlanmıştır. Birinci ve İkinci esas formlarının 

katsayıları bulunmuştur. Ayrıca paralel yüzeylerin ortalama ve Gauss eğrilikleri 

hesaplanarak bunlar arasında bağıntılar elde edilmiştir.  

 

Son bölümde ise elde edilen paralel regle yüzeylerin ortalama ve Gauss 

eğrilikleri yardımıyla Galilean uzayda regle Weingarten yüzeyinin paralel yüzeyinin de 

Weingarten yüzeyi olduğu ispatlanmıştır. Son kısımda ise Galilean uzayda paralel regle 

Weingarten yüzeyi örnekleri verilmiştir. Ayrıca bu yüzeyler, maple yazılımı 

kullanılarak çizdirilmiştir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Galilean uzay, ortalama eğrilik, Gauss eğriliği, Weingarten 
yüzeyleri, paralel yüzeyler. 
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SUMMARY 

 

The aim of this thesis is to study geometric properties of three types of parallel 

ruled Weingarten surfaces in Galilean space. Firstly, we defined parallel surfaces and 

parallel ruled surfaces in Galiean space.  Then using this definition we proved the fact 

that "the parallel surface of ruled Weingarten surfaces is also Weingarten surface". The 

historical development of the Galilean space, parallel surfaces and Weingarten surfaces 

are presented in ‘Abstract’.  

 

The second chapter contains the basic mathematical definitions and theorems 

for Weingarten surfaces, parallel surfaces, ruled surfaces and Galilean space. 

  

In chapters three and four, we defined the parallel surfaces and parallel ruled 

surfaces in Galilean space, respectively. The coefficients of first and second 

fundamental forms are obtained. Then using the definition of parallel surfaces we 

determined the relation between Gauss and mean curvatures of parallel surfaces.  

 

The idea of the Gauss and mean curvatures of parallel ruled surfaces in 

Galilean space, leads us to discuss that "parallel surfaces of ruled Weingarten surfaces 

are also Weingarten surfaces". So, as a final chapter, we proved this idea and gave some 

examples for parallel Weingarten ruled surfaces in Galilean space. Moreover these 

surfaces are plotted by using maple software. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Key  Words:  Galilean space, mean curvature, Gauss curvature, Weingarten surfaces, 
parallel surfaces. 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Birçok bilim adam¬n¬n hiperbolik geometri ile ilgilenmesi şaş¬rt¬c¬

de¼gildir, bunun nedeni hiperbolik geometrinin bir çok matematiksel ve bi-

limsel uygulamas¬n¬n olmas¬d¬r. Hiperbolik geometriyi as¬l ilginç k¬lan, tek

tip bir geometri olmamas¬d¬r. Nedeni ise, içinde birçok sistem bar¬nd¬rmas¬n-

dan kaynaklanmaktad¬r. Bununla beraber hiperbolik geometri Öklidyen ol-

mayan tek geometri de¼gildir, daha say¬s¬z böyle geometri vard¬r. Gauss

C. F. (1777-1855), Lobachevsky N. I. (1793-1856) ve Bolyai J. (1802-1860)

bu üç matematikçinin herbirinin hiperbolik geometriye ayr¬ ayr¬ çok büyük

katk¬lar¬ vard¬r. Lobachevsky hayat¬n¬ hiperbolik geometriye adam¬̧s ve çal¬̧s-

malar¬n¬ da 1829 y¬l¬nda yay¬nlam¬̧st¬r. Hiperbolik geometrinin keş�nden

sonra iki tane admissible geometrik sistem ortaya ç¬km¬̧st¬r, fakat bu durum

fazla sürmemi̧stir. 19. yüzy¬lda Reimann G. F. B. (1826-1866) iki geometrik

sistemden daha fazlas¬n¬n oldu¼gunu ifade etmi̧stir. Alman matematikçi Klein

F. (1849-1925) 1870 y¬l¬nda bu listeyi daha da büyütmüştür. Klein F. Öklid

ve hiperbolik geometriyi de içeren dokuz tane daha ba¼glant¬l¬ düzlem geometri

oldu¼gunu aç¬klam¬̧st¬r. Klein F. "geometri, şekillerin bütün hareketler alt¬nda

invaryant kalan özeliklerini inceler" olarak tan¬mlam¬̧st¬r. Galilean geometri

de ((x; t) koordinatl¬, 2-boyutlu olaylar¬n manifoldunun geometrisi) bunlar-

dan biridir. Burada x do¼gru üzerindeki noktan¬n koordinat¬, t ise zamand¬r.

Bu geometrinin hareket denklemi ise klasik kinematikteki Galilean transfor-

masyondur. Galilean geometri, bir do¼gru üzerindeki kayma ve ötelemenin

klasik mekani¼gi olarak düşünülebilir. Hiperbolik geometri, Öklid geometri-

sine göre daha kompleks bir geometridir. Bununla birlikte, bütün Klein
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geometrileri aras¬nda en sade olan¬ Galilean geometrisidir. Mesela Galilean

uzayda, s¬ras¬yla, sinüs ve kosinüs fonksiyonlar¬ sin g ve cos g ile gösterilmek ü-

zere, bütün A aç¬lar¬ için sin g(A) = A ve cos g(A) = 1 dir. Galilean geometri

2-boyutlu olarak Yaglom I. M. taraf¬ndan incelenmi̧stir (Yaglom, 1979). Bu

kitapta Galilean geometrinin temel özelikleri ve kinematikteki önemi ayr¬nt¬l¬

olarak anlat¬lm¬̧st¬r.

Paralel yüzeyler uzun y¬llard¬r birçok matematikçi taraf¬ndan araşt¬r¬l-

m¬̧st¬r. Örne¼gin 1883 y¬l¬nda Craig T. elipsoidin paralel yüzeyini araşt¬r-

m¬̧st¬r. 1909 y¬l¬nda Eisenhart L. P. paralel yüzeyleri de içeren bir kitap

yay¬nlam¬̧st¬r. (Park and Kim, 1998) çal¬̧smas¬nda aç¬labilir olmayan bir reg-

le yüzeyin paralel yüzeyinin regle yüzey olmad¬¼g¬, ancak aç¬labilir bir regle

yüzeyin paralel yüzeyinin aç¬labilir bir regle yüzey oldu¼gu ifade edilmi̧stir.

Regle yüzeyler ile ilgili ayr¬nt¬l¬ bilgi (Carmo, 1976) kitab¬nda bulunula-

bilir. Nizamo¼glu Ş. 1986 y¬l¬nda yay¬nlad¬¼g¬ makalede paralel regle yüzeyleri

birim dual küre üzerindeki bir parametreye ba¼gl¬ dual e¼griler olarak düşün-

müştür. Minkowski uzay¬nda ise Çöken ve arkadaşlar¬ iki paralel regle yüze-

yin geometrik invaryantlar¬ aras¬nda ba¼g¬nt¬lar elde etmi̧stirler (Çöken et al.,

2008).

Galilean uzay¬ ve bu uzayda özelikle regle yüzeyler Röschel O. taraf¬n-

dan geli̧stirilmi̧stir (Röschel, 1984). Doktora tezinde Röschel O. Galilean

uzaydaki regle yüzeyleri 3 tip olarak incelemi̧stir. 1991 y¬l¬nda Kamenarovic

I. Galilean uzayda regle yüzeylerin e¼griliklerini hesaplam¬̧st¬r. 2008 y¬l¬nda

Milin-Sipus Z. Galilean uzayda regle Weingarten yüzey olma şartlar¬n¬ elde

etmi̧stir. Son y¬llarda Galilean uzay ile ilgili çal¬̧smalar başar¬yla devam et-

mektedir (Ö¼grenmi̧s et al., 2007; Ö¼grenmi̧s et al., 2009; Ekici et al., 2010; Ekici

et al., 2011). Pseudo-Galilean uzayda e¼griler bir çok çal¬̧smada incelenmi̧stir

(Divjak, 1998; Akyi¼git and Azak, 2010). 2004 y¬l¬nda pseudo-Galilean uzay-

da regle yüzeyin transversal yüzeyleri Milin-Sipus Z. ve Divjak B. taraf¬ndan



3

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. 2011 y¬l¬nda Ekici C. ve Dede M. pseudo-Galilean uzayda reg-

le yüzeylerin Frenet ve Darboux vektörlerini hesaplayarak bunlar aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬lar¬ elde etmi̧stir.

Weingarten yüzeyleri ise matematikçilerin uzun y¬llar ilgisini çekmi̧stir.

Öklid uzay¬nda Beltrami ve Dini taraf¬ndan ifade edilen klasik teorem, aç¬la-

bilir olmayan regle Weingarten yüzeyleri, helikoidsel regle yüzeyin bir parças¬

olarak tan¬mlar (Betrami, 1865; Dini, 1865). Bu yüzeyler bir do¼grunun he-

likoidsel hareket yapt¬r¬lmas¬yla elde edilir. Weingarten regle yüzeyleri ile

ilgili daha fazla ayr¬nt¬l¬ bilgi (Kuhnel, 1994; Milnor, 1980) çal¬̧smalar¬nda

bulunulabilir. Minkowski uzay¬nda regle Weingarten yüzeyleri ise (Dillen

and Kühnel, 1999) çal¬̧smas¬nda incelenmi̧stir. 2003 y¬l¬nda Sodsiri W.

Minkowski uzay¬nda regle lineer Weingarten yüzeyleri incelemi̧stir. (Yayl¬

et al., 2009) çal¬̧smas¬nda, Öklid uzay¬nda paralel lineer Weingarten yüzeyleri

üzerine çal¬̧s¬lm¬̧s ve bu yüzeyler s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada da Galilean uzayda paralel yüzeyler tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬-

ca paralel yüzeylerin Gauss ve ortalama e¼grilikleri aras¬nda ba¼g¬nt¬lar elde

edilmi̧stir. Daha sonra Galilean uzayda paralel regle yüzeylerin Gauss ve

ortalama e¼grilikleri elde edilmi̧stir. Böylece Galilean uzayda regle Weingarten

yüzeyinin paralel yüzeyinin de Weingarten yüzeyi oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Son

olarak Galilean uzaydaki paralel regle Weingarten yüzeyleri için birinci ve

ikinci temel formlar gibi kavramlar hesaplanm¬̧s ve örnekler verilmi̧stir.

Eski̧sehir, 2011 Mustafa DEDE
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Öklid Uzay¬

Bu k¬s¬mda, tezimizde s¬kca kullan¬lan kavramlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.1: Boş olmayan bir A cümlesi ve bir K cismi üstünde bir

vektör uzay¬ V olsun. Aşa¼g¬daki önermeleri do¼grulayan bir

f : A� A �! V

fonksiyonu varsa A ya V ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir:

(1) 8P;Q;R 2 A için f(P;Q) + f(Q;R) = f(P;R)

(2) 8P 2 A ve 8� 2 V için f(P;Q) = � olacak biçimde bir tek Q 2 A

noktas¬ vard¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.2: R3 3-boyutlu standart reel vektör uzay¬ ile birleştirilmi̧s

R
3 a�n uzay¬n¬ ele alal¬m. x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) iki vektör olsun.

Bu R3 vektör uzay¬nda Öklid iç çarp¬m¬

hx; yi =
3X

i=1

xiyi

biçiminde tan¬mlan¬rsa böylece R3 a�n uzay¬ 3-boyutlu Öklid uzay¬ olur ve

E
3 ile gösterilir.

Bir reel a�n uzayda tan¬mlanabilen bütün kavramlar, bir Öklid

uzay¬nda anlam kazan¬rlar. Bununla beraber reel a�n uzaylar ile Öklid uzay-

lar¬ farkl¬d¬rlar. Çünkü, bir V reel vektör uzay¬ ile birleşen A a�n uzaydaki

metrik özelikler V de seçilecek olan iç çarp¬mdan do¼garlar; bu nedenle Öklid
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uzay¬ndaki özeliklerle di¼ger a�n uzaylardakiler farkl¬ olurlar (Hac¬saliho¼glu,

2000).

Tan¬m 2.1.3: x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) 2 E3 olmak üzere

d : E
3 � E3 �! R

(x; y) �!
s

3P
i=1

(yi � xi)2

olarak tan¬mlanan d fonksiyonuna Öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu ve d(x; y)

reel say¬s¬na da x; y 2 E3 noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬k denir (Hac¬saliho¼glu,
2000).

Tan¬m 2.1.4:

d : E
3 � E3 �! R

(x; y) �! d(x; y) = k�!xyk

biçiminde tan¬mlanan d fonksiyonuna E
3 de Öklid metri¼gi denir

(Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.5: 8x; y; z 2 E3 için dxyz aç¬s¬n¬n ölçüsü

cos � =
h�!yx;�!yzi
k�!yxk k�!yzk

den hesaplanan � reel say¬s¬d¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.6: E3 de s¬ral¬ bir fP0; P1; P2; P3g nokta dörtlüsüne, R3 de
kaŗs¬l¬k gelen f��!P0P1;

��!
P0P2;

��!
P0P3g vektör üçlüsü, R3 için bir ortonormal baz ise

fP0; P1; P2; P3g sistemine E3 ün bir dik çat¬s¬ veya Öklid çat¬s¬ denir

(Hac¬saliho¼glu, 2000).

Sonuç 2.1.7: E
3 de E0 = (0; 0; 0); E1 = (1; 0; 0); E2 = (0; 1; 0) ve

E3 = (0; 0; 1) noktalar¬ bir dik çat¬ oluştururlar.
D���!
E0Ei;

���!
E0Ej

E
= �ij ol-

du¼gundan, f���!E0E1;
���!
E0E2;

���!
E0E3g sistemi R3 vektör uzay¬ için bir ortonormal

bazd¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.8: E3 deki fE0; E1; E2; E3g çat¬s¬na standart Öklid çat¬s¬ denir
(Hac¬saliho¼glu, 2000).
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2.2 Riemann Manifoldu ve Hiperyüzey

Bu k¬s¬mda, manifold üzerinde koneksiyon ve baz¬ dönüşümler ifade edilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1: M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler

do¼gru ise M bir n�boyutlu topolojik manifold veya n�manifold dur denir:
(1) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(2) M n�boyutlu lokal Öklidyendir.
(3) M aç¬k cümlelerin say¬labilir bir taban¬na sahiptir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2.2: M bir n�boyutlu topolojik manifold olsun. M üzerinde

Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabilirse M ye Ck s¬n¬f¬ndan

diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2.3: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. P 2 M üze-

rinde bir vektör alan¬ diye

X : M ! [TM(P )

örten ve birebir olarak tan¬mlanan X fonksiyonuna denir ve M üzerindeki

vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.4: (Riemann Manifoldu) M bir C1 manifold olsun. M ü-

zerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n

halkas¬ C1 (M;R) olmak üzere

h ; i : �(M)� �(M)! C1 (M;R)

şeklinde bir iç çarp¬m tan¬ml¬ ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Bu-

rada, h; i i̧slemineM üzerinde iç çarp¬m, metrik tensör, Riemann metri¼gi veya

diferensiyellenebilir metrik denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.5: (Kovaryant Türev ve Koneksiyon) M bir C1 manifold

olsun. M üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) olmak üzere

D : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! DXY
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fonksiyonu için 8X;Y; Z 2 �(M) ve 8f; g 2 C1 (M;R) olmak üzere

i) DfX+gYZ = fDXZ + gDYZ;

ii) DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y;

özelikleri sa¼glan¬yorsa D ye M manifoldu üstünde bir a�n koneksiyon ve DX

e de X e göre kovaryant türev operatörü denir (O�Neill, 1966).

Tan¬m 2.2.6: (Riemann Anlam¬nda Kovaryant Türev ve Riemann Konek-

siyon)M yar¬-Riemann manifoldu olsun. M üstünde bir D a�n koneksiyonu

(1) D, C1 s¬n¬f¬ndand¬r.

(2) M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y; Z 2 �(M) için

DXY �DYX = [X; Y ]

dir.

(3) M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X;Y; Z 2 �(M) ve 8p 2 A
için

Xp hY; Zi = hDXY; ZijP + hY;DXZijP

özeliklerini sa¼glan¬yorsa, D koneksiyonuna, M üstünde bir Riemann konek-

siyonu ve DX e de X e göre Riemann anlam¬nda kovaryant türev operatörü

denir (O�Neill, 1966).

Tan¬m 2.2.7: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda (n�1) boyutlu bir hiperyüzey
diye En deki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyleki bu M cümlesi

x 2 U � En olmak üzere

f : U ! R

x ! f(x) = c

rf jp 6= 0; 8p 2M biçiminde tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.8: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzeyM veM nin

birim normal vektör alan¬, N verilsin. En de Riemann Koneksiyonu D olmak

üzere, 8X 2 �(M) için
S(X) = DXN



8

şeklinde tan¬ml¬, S dönüşümüneM üzerinde şekil operatörü veyaM ninWein-

garten dönüşümü denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.9: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda birM hiperyüzeyi üzerinde

q�uncu temel form diye, 1 � q � n olmak üzere

Iq : �(M)� �(M) ! C1 (M;R)

(X; Y ) ! Iq(X; Y ) = hSq�1(X); Y i

şeklinde tan¬ml¬, Iq fonksiyonuna denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.10: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.

P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

K : M ! R

P ! K(P ) = detS(P )

biçiminde tan¬mlanan K fonksiyonuna M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve

K(P ) de¼gerine de M nin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir (Oprea, 1997).

Tan¬m 2.2.11: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.

P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

H : M ! R

P ! H(P ) = iz (S(P ))

biçiminde tan¬mlanan H fonksiyonuna M nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve

H(P ) de¼gerine de M nin P noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir

(Oprea, 1997).

Tan¬m 2.2.12: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M ve M

nin şekil operatörü S olsun. M nin bir P noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen S(P ) nin

karakteristik de¼gerlerine M nin bu noktas¬ndaki asli e¼grilikleri denir. Asli

e¼griliklere kaŗs¬l¬k gelen karakteristik vektörlere deM nin P noktas¬ndaki asli

e¼grilik vektörleri veya asli e¼grilik do¼grultular¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).
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2.2.1 Regle yüzeyler

Bu alt k¬s¬mda, çal¬̧smam¬zda önemli yeri olan regle yüzeyler ele al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.2.13: M � E3 yüzeyi verilsin. 8p 2 M noktas¬nda, E3 ün M

de kalan bir do¼grusu var iseM ye bir regle yüzey denir ve p 2M noktas¬ndan

geçen veM de kalan do¼gruya daM nin bir do¼grultman¬ denir (Hac¬saliho¼glu,

2000).

Sonuç 2.2.14: E3 3�boyutlu Öklid uzay¬nda f0g � I � R olmak üzere
diferensiyellenebilir birim h¬zl¬ bir e¼gri

� : I ! E
3

t! �(u) = (�1 (u) ; �2 (u) ; �3 (u))

olsun. Her u 2 I için �(u) noktas¬ndaki T te¼get vektörü ile anado¼grunun

do¼grultman vektörü lineer ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

l : R! E
3

v ! l(v) = (�i(u) + vXi(u))

do¼grusunu seçelim. Burada 1 � i � 3 olmak üzere Xi(u) 2 R skalarlar¬ �(u)
noktas¬ndaki do¼grultman vektörün bileşenleridir.

l do¼grusunun � e¼grisi boyunca hareket etmesiyle, (I � R; ') parametri-
zasyonu ile verilen bir

' : I � R ! E
3

(u; v) ! '(u; v) = (�i(u) + vXi(u)); 1 � i � 3
(2.1)

regle yüzey elde edilir (Gray, 1993).

Tan¬m 2.2.15: Bir '(u; v) regle yüzeyinin anado¼grular¬n¬n her birini dik

olarak kesen e¼griye regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir (Hac¬saliho¼glu,

2000).

Tan¬m 2.2.16: Bir '(u; v) regle yüzeyinde komşu iki do¼grultman¬n ortak

dikmesinin esas do¼grultman üzerindeki aya¼g¬na bo¼gaz (merkez veya strik-

siyon) noktas¬ denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).
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Tan¬m 2.2.17: Bir '(u; v) regle yüzeyinin anado¼grusu dayanak e¼grisi

boyunca yüzeyi oluştururken bo¼gaz noktalar¬n¬n geometrik yerine regle yüze-

yin bo¼gaz çizgisi (striksiyon e¼grisi) ad¬ verilir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.18: Bir '(u; v) regle yüzeyinin merkez noktas¬n¬n �� yer vek-

törü, X(s) do¼grultman vektörü ve dayanak e¼grisine olan �u uzakl¬¼g¬ cinsinden

��(s; �u) = �(s) + �uX(s)

şeklinde ifade edilir. �u parametresi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin yer vek-

törü ve do¼grultman¬ cinsinden bulunabilir. regle yüzeyin ilk ikisi X(s) ve

X(s) + dX(s) olan komşu üç anado¼grusunu seçelim. Burada P ve Q farkl¬

iki bo¼gaz noktas¬d¬r. Böylece

��(s; �u) = �(s)� hDTX;T i
kDTXk2

X(s)

bulunur (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.19: Regle yüzeyin komşu iki anado¼grusu aras¬ndaki en k¬sa

uzakl¬¼g¬n, bu iki komşu anado¼gru aras¬ndaki aç¬ya oran¬na regle yüzeyin

da¼g¬lma parametresi (drali) denir. Ayr¬ca yüzeyin dralinin diferensiyel denk-

lemi

� = �det(T;X;X
0)

hX 0; X 0i (2.2)

şeklindedir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.20: Bir regle yüzeyin anado¼grular¬ boyunca te¼get düzlemleri

ayn¬ ise regle yüzeye aç¬labilirdir denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

2.2.2 Paralel yüzeyler

Bu k¬s¬mda, paralel yüzeyler için sa¼glanan baz¬ özelikler verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.21: M1 ve M2, En in iki hiperyüzeyi ve M1 in birim normal

vektör alan¬

N1 =
nX

i=1

ai
@

@xi
; ai 2 C1(M;R)
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olsun. E¼ger bir r 2 R sabit say¬s¬ ve 8P 2M1 için

f(p) = (pi + rai(p))

olacak şekilde bir

f :M1 !M2

fonksiyonu bulunabiliyorsa, M2 ye M1 in paralel hiperyüzeyi denir

(Hac¬saliho¼glu, 2000).

Bundan sonra, En in M hiperyüzeyine paralel bir hiperyüzeyi Mr ile

gösterece¼giz. Buradaki r indisi r 2 R sabit say¬s¬n¬ gösterecektir. M nin

birim normal vektör alan¬n¬ N , şekil operetörünü S ve Mr nin birim normal

vektör alan¬n¬ Nr, şekil operatörünü de Sr ile gösterece¼giz. O halde Nr = N1

yani

Nr =

nX

i=1

ai
@

@xi
; ai (f(p)) = ai(p)

olacakt¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.22: En in M hiperyüzeyine paralel Mr hiperyüzeyi verilsin.

E
n in fx1; x2; :::; xng Öklid koordinat sistemine göre; X 2 �(M), X 2 �(Mr)

vektör alanlar¬

X =
nX

i=1

bi
@

@xi
; X =

nX

i=1

bi
@

@xi

öyleki, 8P 2M için bi(p) = bi(f(p)); 1 � i � n, özeli¼gi ile verilsin. O zaman,

1) f�(X) = X + rS(X)

2) Srf�(X) = S(X)

dir (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Teorem 2.2.23: f :M !Mr olmak üzere,M nin bir paralel hiperyüzeyi

Mr olsun. O zaman,

(1) f , üçüncü temel form olma özeli¼gini korur.

(2) f , umbilik nokta olma özeli¼gini korur.
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(3) f , asli e¼grilik do¼grultusu olma özeli¼gini korur.

(4) M nin temel formlar¬, s¬ras¬yla I; II; III ile gösterilmek üzere,

8X;Y 2 �(M); 8P 2M için

hf�(X); f�(Y )ijf(p) = I(Xp; Yp) + 2rII(Xp; Yp) + r2III(Xp; Yp)

dir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Teorem 2.2.24: M � E3 yüzeyinin bir paralel yüzeyiMr olsun. P 2M
noktas¬ndaM nin Gauss ve ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla, K veH, f(P ) 2Mr

noktas¬ndaMr nin Gauss ve ortalama e¼grilikleri deKr veHr olsun. O zaman,

Kr =
K

(1 + rH + r2K)

Hr =
H + 2rK

(1 + rH + r2K)

dir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

2.2.3 Weingarten yüzeyleri

Bu k¬s¬mda, bir yüzeyin Weingarten yüzeyi olma şartlar¬ verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.25: M � E3 yüzeyinin Weingarten yüzeyi olmas¬ için yüzeyin
K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri aras¬nda

�(H;K) = 0 (2.3)

olacak şekilde � fonksiyonel bir ba¼g¬nt¬s¬n¬n var olmas¬ yada bununla özdeş

olarak, H ve K n¬n de¼gi̧simlerinin lineer ba¼g¬ms¬z olmas¬ laz¬md¬r (Sipus,

2008).

Teorem 2.2.26: M(u; v) � E3 yüzeyinin Weingarten yüzeyi olmas¬ için
yüzeyin K Gauss ve H ortalama e¼griliklerinin k¬smi türevleri

KuHv �KvHu = 0 (2.4)
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eşitli¼gini sa¼glamal¬d¬r (Sipus, 2008).

Tan¬m 2.2.27: M � E3 yüzeyinin k1 ve k2 asli e¼grilikleri aras¬nda

W (k1; k2) = 0

olacak şekilde düzgün iki de¼gi̧skenli birW fonksiyonu varsaM ye Weingarten

yüzeyi denir (Sipus, 2008).

2.3 Galilean Uzay

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda metrik özelikler, yüzey teorisi ve regle yüzeyler

ayr¬nt¬l¬ olarak incelenmi̧stir.

2.3.1 Galilean geometri

·Ilk olarak, 2-boyutlu Galilean geometriyi inceleyece¼giz. Bunun nedeni Galilean

uzay¬ daha iyi anlamam¬za yard¬m edecek olmas¬d¬r. Galilean geometriyi

oluşturan hareketin denklemi yard¬m¬yla iki nokta aras¬ndaki uzakl¬k, iki

do¼gru aras¬ndaki aç¬ gibi bir çok temel kavram tan¬mlanm¬̧s ve ispatlanm¬̧st¬r.

Bu k¬s¬mda, aksi belirtilmedikçe (Yaglom, 1979) kayna¼g¬ esas al¬nm¬̧st¬r.

Düzlem hareketi �ziksel olarak da gerçekleştirilebilir. Mesela bir � nes-

nesinin paralel düzlem hareketini ele alal¬m bu hareket süresince, � nesnesinin

noktalar¬ sabit bir � düzlemine paralel olarak hareket eder (Şekil 2.1a). F

düzlem şeklinin, � düzlemindeki hareketi esnas¬nda � ile � kesi̧sir. Bu tip

hareketin özel bir hali de do¼grusal harekettir. Bu tip harekette � üzerindeki



14

noktalar sabit bir h¬z ile o do¼grusu üzerinde hareket eder (Şekil 2.1b).

Şekil 2.1a Düzlemsel hareket Şekil 2.1b Do¼grusal hareket

Do¼grusal harekette o do¼grusu üzerindeki bir A noktas¬n¬n pozisyonu x

say¬s¬ ile belirlenir ve bu x say¬s¬ A n¬n başlang¬ç noktas¬na olan uzakl¬¼g¬n¬

gösterir. Do¼grusal hareket di¼ger hareketlere göre daha basittir. Düşünmemiz

gereken sadece bir o do¼grusuna ba¼gl¬ olan noktalar¬n hareketidir.

Şekil 2.2 Do¼gru üzerinde hareket

A = A(x) bir nokta, fxg ve fx0g koordinat sistemi olsun ve fxg koordinat
sisteminin merkezi O, fx0g koordinat sistemine göre t zaman¬nda v h¬z¬nda
hareket etsin (Şekil 2.2). O halde hareket eden a(t) noktas¬n¬n fx0g koordinat
sistemine ba¼gl¬ koordinatlar¬

a(t) = a+ vt

dir. Burada t zaman ve a ise t = 0 an¬nda O nun fx0g koordinatlar¬d¬r. A

noktas¬na göre fxg ve fx0g koordinat sistemleri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

x0 = x+ a(t)

olur ve a(t) yukar¬daki eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

x0 = x+ vt+ a
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elde edilir. t0 = t+ b zaman merkezindeki kaymay¬ da eklersek

x0 = x+ vt+ a

t0 = t+ b

9
>>>=
>>>;

(2.5)

olur. Bu (2.5) dönüşümü do¼grusal harekette iki koordinat sistemi aras¬ndaki

ba¼g¬nt¬y¬ verir.

E¼ger t zaman¬nda, o do¼grusu üzerindeki A(x) noktas¬n¬n koordinatlar¬n¬

x ve t olarak al¬n¬rsa xOt düzleminde A(x; t) noktas¬ elde edilir. Böylece

(2.5) denklemi alt¬nda invaryant kalan formüllerle gösterilen bir geometrimiz

olur. Bu geometriye Galileo nun görecelilik kuram¬n¬n geometrisi veya k¬saca

Galilean geometrisi denir.

Galilean geometrisini Öklid geometrisi ile kaŗs¬laşt¬rmak için x; y koordi-

natlar¬n¬ Galilean geometrisinde de kullanal¬m. Bundan sonra y koordinat¬ o

do¼grusu üzerindeki A noktas¬n¬n koordinat¬n¬ ve önceden ifade edilen t koor-

dinat¬ yerine de x koordinat¬ zaman¬ gösterecektir. Böylece (2.5) dönüşümü

x0 = x+ a

y0 = y + vx+ b

9
>>>=
>>>;

(2.6)

biçiminde ifade edilebilir.

O halde Öklid geometrisi

x0 = x cos� + y sin� + a

y0 = �x sin� + y cos� + b

9
>>>=
>>>;

(2.7)

dönüşümü alt¬nda invaryant kalan fx; yg düzlemindeki şekillerin özeliklerini
incelerken Galilean geometrisi (2.6) dönüşümü alt¬nda invaryant kalan fx; yg
düzlemindeki şekillerin özeliklerini inceler.
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Tan¬m 2.3.1: Galilean düzlemde A(x; y) ve A1(x1; y1) iki nokta olsun.

A ve A1 noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬k

dAA1 = x1 � x (2.8)

olarak tan¬mlan¬r. Bulunan bu uzunluk AA1 do¼gru parças¬n¬n x eksenindeki

PP1 izdü şümünün i̧saretli uzunlu¼gudur (Şekil 2.3a).

Şekil 2.3a ·Iki nokta aras¬ndaki uzakl¬k

E¼ger bu uzunluk s¬f¬r ise yani x1 = x ise A ve A1 noktalar¬ y eksenine

paralel olan ayn¬ özel do¼gru üzerindedir (Şekil 2.3b).

Şekil 2.3b Özel iki nokta aras¬ndaki uzakl¬k

Bu noktalara özel noktalar denir. Bu durumda özel noktalar aras¬nda

özel bir uzakl¬k olan

�AA1 = y1 � y (2.9)
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tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3.2: Galilean düzlemde, Q sabit noktas¬na r uzakl¬¼g¬ndaki

M(x; y) noktalar¬n¬n cümlesi

dQM = x� a

olmak üzere Galilean düzlemde bir çemberin denklemi

(x� a)2 = r2 (2.10)

şeklinde elde edilir. (2.10) denkleminin iki kökü vard¬r. Aç¬kça görülüyor

ki S Galilean çemberi, Q merkezine r uzakl¬¼g¬nda iki tane özel do¼gru içerir

(Şekil 2.4a). E¼ger r = 0 ise do¼grular çak¬̧s¬kt¬r (Şekil 2.4b).

Şekil 2.4a Galilean çember Şekil 2.4b Özel Galilean çember

Tan¬m 2.3.3: Galilean düzlemde kesi̧sen iki do¼gru I ve I1 yard¬m¬yla Q

merkezli birim çemberde NN1 yay uzunlu¼gu ile aç¬y¬ tan¬mlanabilir. Öklid

geometrisindeki yay uzunlu¼gu (Şekil 2.5a) da Galilean geometrisindeki yay
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uzunlu¼gu ise (Şekil 2.5b) da gösterilmi̧stir.

Şekil 2.5a Öklid yay uzunlu¼gu Şekil 2.5b Galilean yay uzunlu¼gu

Tan¬m 2.3.4: Aç¬sal h¬z Galilean düzlemde de anlaml¬d¬r. Gerçekte

Galilean düzlemde hareket, kesi̧sen I ve I1 do¼grular¬n¬n Q noktas¬n¬, kesi̧sen

I 0 ve I 01 do¼grular¬n¬n Q
0 noktas¬na, S çemberinin NN1 yay uzunlu¼gunu da S 0

çemberinde N 0N 0

1 yay uzunlu¼guna taş¬r ( Şekil 2.6).

Şekil 2.6 Galilean aç¬sal h¬z

Tan¬m 2.3.5: Galilean düzlemde A(a1; a2) ve B(b1; b2) iki nokta olsun.

AB do¼gru parças¬ ile sabit � aç¬s¬ yapan noktalar¬n cümlesine Galilean düz-



19

lemde sayk¬l denir ve Z ile gösterilir (Şekil 2.7).

Şekil 2.7 Sayk¬l

Bir sayk¬l

y = ax2 + 2bx+ c (2.11)

denklemiyle verilir. Burada

a =
�

(b1 � a1)
; b =

b2 � a2 � �(b1 + a1)

2(b1 � a1)
; c =

�a1b1 � a1b2 + a2b1

(b1 � a1)
(2.12)

dir.

O halde Galilean düzlemdeki sayk¬l, Öklidyen paraboldur. s yay uzunlu¼gu

olmak üzere Z sayk¬l¬n¬n AB kiri̧sinin biti̧s noktalar¬ A(a1; a2) ve B(b1; b2)

olsun. (2.12) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

s

�
=
dAB

�
=
b1 � a1

�
=
1

a

bulunur. Burada
s

�
; Öklidyen çemberdeki gibi sabit de¼gerdedir. Böylece

Z sayk¬l¬n¬n yar¬çap¬ r; AB yay¬n¬n s yay uzunlu¼gunun yar¬s¬n¬n, AB kiri̧si

taraf¬ndan belirlenen aç¬ya oran¬ olarak tan¬mlan¬r. Bu durumda Z sayk¬l¬n¬n

yar¬çap¬

r =
s

2�
=
1

2a
(2.13)

elde edilir. (2.13) eşitli¼ginde ilginç olan parabolün durumuna göre Z sayk¬l¬n¬n

r yar¬çap¬ negatif veya pozitif olabilir.
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E¼ger bir sayk¬l¬n yar¬çap¬ artarsa do¼gruya benzer, azal¬rsa daha çok e¼griye

benzer. Bu yüzden sayk¬l¬n e¼grili¼gi yar¬çapla ilgilidir. Hatta

1

r
=
2�

s

oldu¼gundan yar¬çap ile ters orant¬l¬d¬r. Z sayk¬l¬n¬n e¼grili¼gi ise

� =
1

r
= 2a

şeklindedir. E¼ger burada r !1 olursa � s¬f¬ra yaklaş¬r ve sayk¬l bir do¼gruya

benzer şekil al¬r (Şekil 2.8).

Şekil 2.8 Sayk¬l¬n e¼grili¼gi

Teorem 2.3.6: Galilean düzlemde bir A(x; y) noktas¬ndaki y = f(x)

e¼grisinin te¼getinin e¼gimi f 00(x) ile bulunur.

·Ispat: Galilean durumunda e¼grili¼gi hesaplamak çok basittir. A(x; y) ve

A1(x+�x; y+�y) komşu iki nokta ve bu noktalardaki te¼getler AT ve A1T1

Şekil 2.9 E¼grinin te¼getleri
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olsun. AT ve A1T1 te¼getlerinin x ekseni ile yapt¬klar¬ aç¬ ' ve '1 olmak üzere

lim
�s!0

�'

�s
= lim

�x!0

f 0(x+�x)� f 0(x)

�x

= f 00(x)

elde edilir (Şekil 2.9). Öklidyen durum ise daha zordur yani

lim
�x!0

tan�'

�x
=

f 00(x)

1 + f 0(x)2

dir.

Tan¬m 2.3.7: Galilean düzlemde herhangi bir � e¼grisinin e¼grilik yar¬çap¬n¬

tan¬mlamak için bir A noktas¬ndan geçen ve te¼geti AT olan bütün sayk¬llar

aras¬ndan � e¼grisine en yak¬n Zo sayk¬l¬n¬ seçelim. O halde Zo sayk¬l¬na

oskülatör sayk¬l ve yar¬çap¬na da e¼grilik yar¬çap¬ denir (Şekil 2.10).

Şekil 2.10 Oskülatör sayk¬l

Tan¬m 2.3.8: Galilean geometrisinde r = r(s) e¼grisi, r = (x; f(x)) şek-

linde tan¬mlanabilir. r e¼grisinin herhangi bir P noktas¬nda t ve n vektörlerini

içeren ortonormal çat¬s¬ vard¬r. Bu vektörler Galilean anlam¬nda diktir. n

özel vektörü (0; 1) şeklindedir ve jnj = 1 dir. Ayr¬ca t0 = �n olacak şekildeki

� katsay¬s¬n¬ e¼grilik olarak tan¬mlayabiliriz (Şekil 2.11).
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.

Şekil 2.11 Galilean düzlemde bir e¼grinin ortonormal çat¬s¬

2.3.2 Galilean uzay

�n n- boyutlu Galilean uzay, hiperdüzlemi sonsuzda olan Rn�1 Öklidyen uzay

ile ihtisas edilen a�n uzay¬ olarak ele al¬nabilir. Bu uzay¬n hareket denklem-

leri
:
x
1
= x1 + a1;

:
x
i
= Ai1x

1 + Aijx
j + ai (i; j = 2; 3; :::; n)

şeklindedir. Burada (Aij) ortogonal (n� 1)� (n� 1) matristir (bu yaz¬mda
Einstein toplam kural¬ uygulanm¬̧st¬r). Bu formüller In n-boyutlu izotropik

uzaydaki ortogonal koordinatlar¬n dönüşümü ile çak¬̧s¬r. In uzayda hiperdüz-

lemi sonsuzda olan Rn�1 co-Öklidyen uzay ile ihtisas edilen a�n uzay olarak

ele al¬nabilir.

I
4 Galilei-Newton un klasik mekani¼ginin uzay-zaman¬ olarak ele al¬nabilir.

Galilean uzay kavram¬n¬n anlam¬, G4 uzaydaki hareketin formüllerinin I4 u-

zay ¬ndaki ortogonal koordinatlar¬n dönüşüm formülleriyle çak¬̧smas¬yla aç¬k-

lanabilir. Bu yüzden G4 uzay¬n¬ tan¬mlayan Kotelnikov, bu uzay¬n Galilei-

Newton un klasik mekani¼ginin uzay-zaman¬ oldu¼gunu düşünmüştür, bu �kir

bir çok geometrici taraf¬ndan desteklenmi̧stir (Rosenfeld and Maryukova,

1997).
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3-boyutlu Galilean geometrinin hareket denklemleri

x0 = x cos� + y sin� + a+ v cos �:t

y0 = �x sin� + y cos� + b+ v sin �:t

t0 = t+ d

9
>>>=
>>>;

(2.14)

elde edilir. (2.14) denklemleri üç k¬s¬ma ayr¬labilir.

(1) t ekseni boyunca bir dönme hareketi

x1 = x cos� + y sin�

y1 = �x sin� + y cos�

t1 = t

9
>>>=
>>>;

(2.15)

(2) v = (v cos �; v sin �; 0) vektörü do¼grultusunda bir kayma hareketi

x2 = x1 + v cos �:t1

y2 = y1 + v sin �:t1

t2 = t1

9
>>>=
>>>;

(2.16)

(3) bir (a; b; c) vektörü taraf¬ndan öteleme

x0 = x2 + a

y0 = y2 + b

t0 = t2 + c

9
>>>=
>>>;

(2.17)

Elde edilen 3-boyutlu Galilean geometrideki önermeler, (2.15) dönüşümü,

(2.16) kayma hareketi ve (2.17) ötelemesi alt¬nda invaryant kalmal¬d¬r

(Yaglom, 1979).

Tan¬m 2.3.9: G3 3-boyutlu Galilean uzay ideal şekli f!; f; I; I1g olan bir
kompleks projektif uzayd¬r. Burada ! reel düzlemi ideal düzlem, f � ! reel

do¼grusu ideal do¼gru, I ve I1 iki kompleks eşlenik noktalard¬r (Kamenarovic,

1991).
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G
3 uzay¬n¬n reel modeli olarak, P3 projektif uzayda f!; fg idealini ala-

biliriz. Burada ! � G
3 reel düzlem, üzerinde " eliptik involüsyonu tan¬ml¬

f � ! reel do¼grudur. Homojen koordinatlarda " eliptik involüsyonu

(0 : 0 : x2 : x3)! (0 : 0 : x3 : �x2)

şeklinde tan¬mlanabilir.

Tan¬m 2.3.10: G3 uzayda 4 çeşit do¼gru vard¬r.

a) reel izotropik olmayan do¼grular; f ile kesi̧smezler.

b) reel izotropik do¼grular; ! düzlemine ait olmay¬p f ile kesi̧senler.

c) reel ve izotropik olmayan do¼grular; ! düzleminin tüm do¼grular¬ (f

d¬̧s¬nda).

d) f ideal do¼grusu (Kamenarovic, 1991).

Tan¬m 2.3.11: 3-boyutlu Galilean uzayda x = sabit olan düzlemler

(!) ideal düzlemi de dahil reel Öklidyen düzlemlerdir. Di¼ger düzlemler ise

izotropiktir (Sipus, 2008).

Tan¬m 2.3.12: 3-boyutlu Galilean uzayda izotropik (özel) vektörler

u = (0; y; z)

şeklindedir. Di¼ger vektörlere yani x 6= 0; v = (x; y; z) şeklindeki vektörlere
izotropik olmayan vektörler denir (Sipus, 2008).

Tan¬m 2.3.13: 3-boyutlu Galilean uzaydaA = (x; y; z) veA1 = (x1; y1; z1)

iki nokta olsun. Bu iki nokta aras¬ndaki uzakl¬k

dAA1 = x1 � x

dir. E¼ger bu uzakl¬k s¬f¬r ise özel bir uzakl¬k olan

�AA1 =
p
(y � y1)2 + (z � z1)2

şeklinde tan¬mlan¬r (Sipus, 2008).
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Tan¬m 2.3.14: 3-boyutlu Galilean uzayda a = (x; y; z) ve b = (x1; y1; z1)

iki vektör olmak üzere

ab = x1x (2.18)

şeklinde iç çarp¬m tan¬mlan¬r. E¼ger ap = 0 ise a vektörü p vektörüne Galilean

anlam¬nda diktir denir. O halde aç¬kça görülüyorki a ? p olmas¬ için gerek

ve yeter şart p = (0; y; z) özel (izotropik) vektör olmas¬d¬r. p = (0; y; z) ve

q = (0; y1; z1) iki izotropik vektörün iç çarp¬m¬ ise

(pq)1 = yy1 + zz1 (2.19)

şeklindedir ve bu izotropik vektörlerin dik olmas¬ ise (pq)1 = 0 ile tan¬mlan¬r

(Yaglom, 1979).

Tan¬m 2.3.15: G3 Galilean uzayda vektörel çarp¬m ise u = (u1; u2; u3);

v = (v1; v2; v3) vektörleri için

u ^ v =

���������

0 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������
= (0; u3v1 � u1v3; u1v2 � u2v1) (2.20)

şeklinde tan¬mlanabilir (Sipus, 2008).

Tan¬m 2.3.16: E¼ger Cr (r � 3) s¬n¬f¬ndan bir e¼gri

r(s) = (s; y(s); z(s))

parametrizasyonu ile verilirse, o zaman s yay parametresi ve Galilean in-

varyantt¬r. Bükülmesi ve reel oskülatör düzlemi olmayan e¼griye admissible

e¼gri denir. Bu e¼grinin ortonormal çat¬s¬ ise

t = (1; y0(s); z0(s))

n =
1

�
(0; y00(s); z00(s))

b =
1

�
(0;�z00(s); y00(s))

9
>>>>>>>=
>>>>>>>;

(2.21)
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olur.

Şekil 2.12 Galilean uzayda bir e¼grinin Frenet çat¬s¬

Burada � =
p
y00(s)2 + z00(s)2 dir (Röschel, 1984). (Şekil 2.12) den de

görüldü¼gü üzere b vektörü eliptik involüsyon alt¬nda n vektörünün görün-

tüsüdür. Ayr¬ca n ? t olacak şekildeki n vektörü oskülatör düzlemdedir.
Tan¬m 2.3.17: " bir düzlem ve f(") noktas¬da f do¼grusunun " ile kesi̧sti¼gi

nokta olmak üzere f(") noktas¬na " düzleminin mutlak noktas¬ denir ve

f(")? = I(f("))

şeklinde tan¬ml¬ f(")? noktas¬na da (f(") noktas¬n¬n eliptik involüsyon al-

t¬ndaki görüntüsü) f(") noktas¬na ortogonal olan f üzerindeki nokta denir

(Şekil 2.13).

Şekil 2.13 Eliptik involüsyon
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2.3.3 Galilean uzayda yüzey teorisi

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smam¬zda kullan¬lan Röschel O. taraf¬ndan verilen tan¬m ve

teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.18: G3 3-boyutlu Galilean uzayda C3 s¬n¬f¬ndan bir '(v1; v2)

yüzeyi

' = '(v1; v2) = (x(v1; v2); y(v1; v2); z(v1; v2)); v1; v2 2 R (2.22)

parametrik denklemiyle verilsin. Galilean uzayda

'1 =
@'(v1; v2)

@v1
; '2 =

@'(v1; v2)

@v2

olmak üzere '(v1; v2) yüzeyinin regüler olmas¬ için

'1 6= 0; '2 6= 0, '1 ^ '2 6= 0

olmal¬d¬r (Röschel, 1984).

Galilean uzayda yüzeyin N izotropik birim normal vektörü

N =
'1 ^ '2
j'1 ^ '2j

=
(0; z1x2 � z2x1; y2x1 � y1x2)

w
(2.23)

şeklinde ifade edilir (Röschel, 1984). Burada

w =
p
(z1x2 � z2x1)2 + (y2x1 � y1x2)2

dir. Ayr¬ca N izotropik birim normal vektörüne dik olan � izotropik birim

vektör; N nin eliptik involüsyon alt¬ndaki görüntüsü yard¬m¬yla

� =
(0; y1x2 � y2x1; z1x2 � z2x1)

w

= (
x2'1 � x1'2

w
) (2.24)
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d¬r. � izotropik birim vektörü yüzeyin te¼get düzlemindedir (Şekil 2.14).

Şekil 2.14 Galilean uzayda bir yüzeyin normal vektörü

Galilean uzayda bir '(v1; v2) yüzeyi için

x1 =
@x(v1; v2)

@v1
; x2 =

@x(v1; v2)

@v2
(2.25)

olmak üzere

g1 = x1; g2 = x2; gij = gigj (2.26)

ve

g1 =
x2

w
; g2 = �x1

w
; gij = gigj (2.27)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Böylece (2.27) denklemi yard¬m¬yla � izotropik birim

vektörü

� = gi'i = g1'1 + g2'2

şeklinde de yaz¬labilir. Bir vektörün bu şekilde yaz¬m¬na Einstein toplam

konvensiyonu denir. Ayr¬ca

hij = 'i'j (2.28)
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olmak üzere

w =
p
�2 =

p
(gi'i)

2

=
p
gijhij

şeklinde ifade edilebilir.

Tan¬m 2.3.19: 3-boyutlu Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin I birinci

esas formu (2.28) ve (2.26) denklemleri kullan¬larak

I = (ds)2

= (gidv
i)2 + �hijdv

idvj (2.29)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada

� =

8
>>><
>>>:

0; dv1 : dv2 izotropik de¼gilse

1; dv1 : dv2 izotropikse

de¼gerlerini al¬r (Röschel, 1984).

Tan¬m 2.3.20: 3-boyutlu Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin Gauss ve

Weingarten denklemleri, s¬ras¬yla,

'ij = �
k
ij'k + LijN (2.30)

ve

Ni = Bi� + CiN (2.31)

dir. Burada Lij de¼gerleri II ikinci esas formun katsay¬lar¬d¬r. Ayr¬ca

Ci = 0; Bi = Ni�

olur (Röschel, 1984).

Sonuç 2.3.21: 3-boyutlu Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin Christo¤el

sembolleri

�1ij = (
'ijx2 � xij'2

w
)� (2.32)
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ve

�2ij = (
'ijx1 � xij'1

w
)� (2.33)

biçiminde ifade edilebilir. Ayr¬ca yüzeyin Christo¤el sembolleri

xij = �
k
ijxk; gij = �

k
ijgk (2.34)

eşitliklerini de sa¼glar (Röschel, 1984).

Teorem 2.3.22: 3-boyutlu Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin II ikinci

esas formunun Lij katsay¬lar¬

Lij = (
'ijx1 � xij'1

x1
)N (2.35)

veya

Lij = (
'ijx2 � xij'2

x2
)N (2.36)

şeklindedir (Röschel, 1984).

Sonuç 2.3.23: 3-boyutlu Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin, s¬ras¬yla,

K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri

K =
detLij
w2

(2.37)

ve

2H = gijLij (2.38)

şeklinde ifade edilir (Röschel, 1984).

Galilean uzayda regle yüzeyler

'(s; v) = c(s) + va(s); s 2 I � R; v 2 R

parametrizasyonu ile verilir. Burada c(s) dayanak e¼grisidir. a(s) do¼grult-

man¬ ise c(s) e¼grisi boyunca s¬f¬r olmayan vektör alan¬d¬r. Galilean uzay¬n¬n

mutlak şekline göre, Otto Röschel Galilean uzaydaki regle yüzeyleri üç tipe

ay¬rm¬̧st¬r. Sonraki k¬s¬mlarda bu üç tip regle yüzeyi ayr¬ ayr¬ tan¬mlay¬p

herbirinin K Gauss ve H ortalama e¼griliklerini verece¼giz.
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2.3.4 Galilean uzayda A tipi regle yüzeyler

Galilean uzayda A tipi regle yüzeyler en s¬k kullan¬lan regle yüzeylerdir. Bu

k¬s¬mda, A tipi regle yüzeyler ayr¬nt¬l¬ olarak incelenecek ve gerekli olan teo-

remler ispatlanacakt¬r.

Tan¬m 2.3.24: Galilean uzaydaki A tipi regle yüzeyler, do¼grultman¬ reel

ve izotropik olmayan do¼gru olan koniksel veya koniksel olmayan yüzeylerdir.

Bu yüzeylerin bo¼gaz çizgisi Öklidyen düzleme ait de¼gildir. p bo¼gaz noktas¬

ve w ideal düzlemi (Şekil 2.15) de gösterilmi̧stir.

Şekil 2.15 Galilean uzayda A tipi regle yüzey

G
3 Galilean uzayda bir A tipi regle yüzeyin parametrik denklemi

'(s; v) = c(s) + va(s) (2.39)

= (x(s) + v; y(s) + va2(s); z(s) + va3(s))

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada yüzeyin dayanak e¼grisi

c(s) = (x(s); y(s); z(s))

şeklindedir. s de c(s) e¼grisinin yay parametresidir (Röschel, 1984).
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Tan¬m 2.3.25: Galilean uzayda A tipi regle yüzeyler için ortonormal çat¬

t = a = (1; a2; a3)

n =
a0

�
=
1

�
(0; a02; a

0

3)

b =
1

�
(0;�a03; a02)

9
>>>>>=
>>>>>;

(2.40)

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada � =
p
a022 + a023 ve n; yüzeyin izotropik merkezi

birim normalidir.

�(s) =
det[a; a0; a00]

�2
(2.41)

olmak üzere Frenet formülleri ise

d

ds

2
6664

t

n

b

3
7775 =

2
6664

0 � 0

0 0 �

0 �� 0

3
7775

2
6664

t

n

b

3
7775 (2.42)

dir (Röschel, 1984).

Sonuç 2.3.26: Galilean uzayda A tipi regle yüzeyin drali

d(s) = �det(c
0; a; a0)

�
(2.43)

şeklinde ifade edilir (Röschel, 1984).

Tan¬m 2.3.27: 3-boyutlu Galilean uzayda A tipi '(s; v) regle yüzeyin

bo¼gaz çizgisinin s yay parametresi olmak üzere, u standart parametresi

u =

Z
ja0(s)j ds =

Z
�(s)ds

biçiminde tan¬mlan¬r. O halde A tipi regle yüzeyin drali

d(u) = � det(c0; a; a0) (2.44)

olur (Sipus, 2008).

Sonuç 2.3.28: Galilean uzayda A tipi '(u; v) regle yüzeyin c(u) dayanak

e¼grisinin türevi

c0(u) = x0t+ qn+ db (2.45)
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biçiminde ifade edilir. � ~� bir vektörün yz�düzlemine izdüşümü olmak
üzere q ve d de¼gerleri, s¬ras¬yla,

x0 =
@x(u; v)

@u
; q(u) = (ec 0 � ea)en; d(u) = (ec 0 � ea)eb

şeklinde elde edilir (Sipus, 2008).

Sonuç 2.3.29: 3-boyutlu Galilean uzayda A tipi regle yüzeyin s(u) bo¼gaz

çizgisi

s(u) = c(u) + v(u)a(u) (2.46)

ve bo¼gaz çizgisinin te¼get vektörü ile do¼grultman aras¬ndaki � aç¬s¬

�(u) =
d(u)

x0(u)� q0(u)
(2.47)

d¬r (Sipus, 2008).

Teorem 2.3.30: Galilean uzayda A tipi bir regle yüzeyinK Gauss e¼grili¼gi

ve H ortalama e¼grili¼gi

K = � d2

((v + q)2 + d2)2
(2.48)

ve

2H = �d(x
0 � q0+d�) + (v + q)2�+d0(v + q)

((v + q)2 + d2)
3

2

(2.49)

dir (Sipus, 2008).

·Ispat: '(u; v) regle yüzeyi için

'1 =
@'(u; v)

@u
; '2 =

@'(u; v)

@v

olmak üzere A tipi '(u; v) regle yüzeyin k¬smi türevleri (2.45) (2.42) ve (2.40)

denklemleri kullan¬larak

'1 = x0t+ (q+v)n+ db

'2 = t

9
=
; (2.50)

dir. Böylece (2.50) eşitlikleri yard¬m¬yla yüzeyin normali

'1 ^ '2 = (x0t+ (q + v)n+ db) ^ t

= �(v + q)b+dn
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ve

w = j'1 ^ '2j =
p
(v + q)2+d2 (2.51)

oldu¼gundan

N = � (v + q)b� dnp
(v + q)2+d2

(2.52)

elde edilir. Ayr¬ca N ve n izotropik birim vektörleri aras¬ndaki Öklidyen aç¬

� olmak üzere

Nn =
dp

(v + q)2+d2
= cos� (2.53)

ve

Nb = � (v + q)p
(v + q)2+d2

= sin� (2.54)

olur. Buradan da

�v + q

d
= tan� (2.55)

elde edilir. O halde

N = cos�n+ sin�b (2.56)

şeklinde yaz¬l¬r. (2.50) eşitlikleri kullan¬larak '(u; v) regle yüzeyinin k¬smi

türevleri

'11 = x00t+ (x0 + q0�d�)n+ ((v + q)�+d0)b

'12 = n

'22 = 0

9
>>>=
>>>;

olur. Burada (2.42) eşitlikleri yard¬m¬yla

'11 = x00t+x0t0 + q0n+(q+v)n0 + d0b+db0

= x00t+x0n+ q0n+(q+v)�b+d0b�d�n

= x00t+(x0 + q0�d�)n+ ((v + q)�+d0)b

bulunur. Di¼ger eşitlikler aşikard¬r. Şimdi de A tipi regle yüzeyin II ikinci

esas formunun katsay¬lar¬n¬ hesaplayal¬m. (2.35) denklemleri yard¬m¬yla

L11 =
d(x0 + q0�d�)� (v + q)2��d0(v + q)p

(v + q)2 + d2
; L22 = 0 (2.57)
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ve

L12 =
dp

(v + q)2 + d2
(2.58)

eşitlikleri kolayca hesaplan¬r. Buradan Galilean uzayda A tipi bir regle yüze-

yin K Gauss e¼grili¼gi

K =
L22L11 � L212

w2

= � d2

((v + q)2 + d2)2

dir. (2.27) denklemleri yard¬m¬yla

g11 =
1

(v + q)2 + d2
; g12 = � x0

(v + q)2 + d2
; g22 =

(x0)2

(v + q)2 + d2
(2.59)

oldu¼gundan Galilean uzayda A tipi bir regle yüzeyin H ortalama e¼grili¼gi

2H = g11L11 + 2g
12L12 + g22L22

= �d(x
0 � q0+d�) + (v + q)2�+d0(v + q)

((v + q)2 + d2)
3

2

biçiminde elde edilir.

2.3.5 Galilean uzayda B tipi regle yüzeyler

Tan¬m 2.3.31: Galilean uzayda B tipi regle yüzeyin bo¼gaz çizgisi Öklidyen

düzlemdedir. Bu yüzden te¼get vektörü izotropik olur. O halde dayanak

e¼grisi

c(s) = (0; y(s); z(s)) (2.60)

şeklinde yaz¬labilir. Galilean uzayda B tipi bir regle yüzey

�(s; v) = c(s) + va(s); v 2 (�1;+1) (2.61)

= (0; y(s); z(s)) + v(1; a2(s); a3(s))
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şeklinde parametrize edilebilir. Burada s; c(s) dayanak e¼grisinin yay para-

metresidir (Sipus, 2008).

(Ru, 1999) çal¬̧smas¬nda verilen Frenet formüllerine benzer olarak Galilean

uzayda;

Tan¬m 2.3.32: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi regle yüzeyin ortonor-

mal çat¬s¬

t = (1; a2(s); a3(s))

n = (0;�z0(s); y0(s))
b = (0; y0(s); z0(s))

9
>>>=
>>>;

(2.62)

dir. Frenet formülleri ise

d

ds

2
6664

t

n

b

3
7775 =

2
6664

0 � 0

0 0 �

0 �� 0

3
7775

2
6664

t

n

b

3
7775 (2.63)

şeklinde elde edilir. Burada � regle yüzeyin e¼grili¼gi ve � ise regle yüzeyin

torsiyonu olmak üzere

� = �a
0

2

z0
, � =

y00

z0
(2.64)

d¬r (Röschel, 1984).

Sonuç 2.3.33: Galilean uzayda B tipi regle yüzeyin drali

d(s) =
det(c0; a; a0)

�
=
1

�
(2.65)

şeklinde ifade edilir (Röschel, 1984).

Tan¬m 2.3.34: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi bir �(s; v) regle yüzeyin

bo¼gaz çizgisinin s yay parametresi olmak üzere u standart parametresi

u =

Z
ja0(s)j ds

biçiminde elde edilir. Bu durumda B tipi regle yüzeyin drali

d(u) = det(c0; a; a0) (2.66)
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dir.

Sonuç 2.3.35: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi regle yüzeyler için (2.60)

ve (2.62) denklemleri yard¬m¬yla dayanak e¼grisinin türevi

c0(u) = (0; y0(u); z0(u)) (2.67)

= b

elde edilir.

Teorem 2.3.36: Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyin K Gauss ve H

ortalama e¼grili¼gi olmak üzere

K = � 1

(v2+1)2
(2.68)

ve

2H =
�p
1+v2

(2.69)

dir.

·Ispat: '(u; v) regle yüzeyi için

'1 =
@'(u; v)

@u
; '2 =

@'(u; v)

@v

olmak üzere Galilean uzayda B tipi regle yüzeyin k¬smi türevleri

'1 = b+ vn

'2 = t

'11 = ��n+ v�b

'12 = n

'22 = 0

9
>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

(2.70)

bulunur. Burada (2.62) denklemi yard¬m¬yla

'1 = c0 + va0 (2.71)

= b+ vn
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elde edilir. Buradan da

'11 = b
0+vn0 (2.72)

= ��n+ v�b

olur. Di¼ger eşitlikler aşikard¬r. B tipi regle yüzeyinN izotropik birim normal

vektörü

'1 ^ '2 = (b+ vn) ^ t (2.73)

= �n+vb

yard¬m¬yla

w = j'1 ^ '2j =
p
1+v2 (2.74)

oldu¼gundan

N =
�n+vbp
1+v2

(2.75)

elde edilir. Ayr¬ca N ve n izotropik birim vektörleri aras¬ndaki Öklidyen aç¬

� olmak üzere

Nn =
�1p
v2+1

= cos� (2.76)

ve

Nb =
vp
v2+1

= sin� (2.77)

olur. Buradan

�v = tan� (2.78)

elde edilir. Böylece

N = cos�:n+ sin�:b (2.79)

şeklinde yaz¬l¬r. Şimdi de B tipi regle yüzeyin II ikinci esas form katsay¬lar¬n¬

hesaplayal¬m. (2.35) denklemleri yard¬m¬yla

L11 = �
p
1+v2; L22 = 0 (2.80)
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ve

L12 =
�1p
1+v2

(2.81)

eşitlikleri kolayca hesaplanabilir. Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyin K

Gauss e¼grili¼gi

K =
L22L11 � L212

w2

= � 1

(1+v2)2

bulunur. (2.27) denklemleri yard¬m¬yla

g11 =
1

1+v2
; g12 = 0; g22 = 0 (2.82)

oldu¼gundan, Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyin H ortalama e¼grili¼gi

2H = g11L11 + 2g
12L12 + g22L22

=
�p
1+v2

biçiminde elde edilir.

2.3.6 Galilean uzayda C tipi regle yüzeyler

3-boyutlu Galilean uzaydaC tipi regle yüzeyler izotropik do¼grultmanl¬ koniksel

yüzeylerdir. Bu k¬s¬mda, C tipi regle yüzeylerin Frenet formülleri, ortalama

ve Gauss e¼grilikleri hesaplanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.3.37: C tipi regle yüzeyler

'(s; v) = c(s) + v:a(s) (2.83)

= (s; y(s); 0) + v(0; a2(s); a3(s))

şeklinde parametrize edilir. Burada a(s) = (0; a2(s); a3(s)) izotropik birim

vektör alan¬ (do¼grultman), c(s) = (s; y(s); 0) ise dayanak e¼grisidir. s; c(s)

dayanak e¼grisinin yay parametresidir (Röschel, 1984).
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Tan¬m 2.3.38: Galilean uzayda C tipi regle yüzeylerin ortonormal çat¬s¬

t = (1; y0(s); 0)

n = (0; a2(s); a3(s))

b = (0;�a3(s); a2(s))

9
>>>=
>>>;

(2.84)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada z = 0 düzlemi ile n aras¬ndaki aç¬  olmak

üzere

a2 = cos ; a3 = sin (2.85)

olur. O halde

t
0 = y00(n: cos � b: sin ) (2.86)

elde edilir. Şimdi de n0 izotropik vektörünü hesaplayal¬m. x; y; z 2 R olmak
üzere

n
0 = x:t+ y:n+ z:b (2.87)

şeklinde yazabiliriz. Böylece

n
0:t = n0:n = 0

ve

n
0:b = �a02a3 + a2a

0

3 = z (2.88)

olur. a(s) birim vektör alan¬ oldu¼gundan

a22 + a23 = 1

dir. Her iki taraf¬n türevini al¬rsak

a02a2 + a3a
0

3 = 0

oldu¼gundan,

a03 = �
a2a

0

2

a3
(2.89)
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elde edilir. O halde (2.89) denklemini (2.88) denkleminde yerine yazarsak

z = �a02a3 � a2
a2a

0

2

a3

= �a
0

2(a
2
3 + a22)

a3

= �a
0

2

a3
=
1

�

şeklinde elde edilir. Buldu¼gumuz x; y; z de¼gerlerini (2.87) denkleminde yer-

lerine koyarsak

n
0 =

1

�
:b

olur. Benzer şekilde a; b; c 2 R olmak üzere

b
0 = a:t+ b:n+ c:b (2.90)

oldu¼gundan

b
0:t = b0:b = 0

d¬r. Ayr¬ca

b
0:n = b

= a02a3 � a2a
0

3

= �1
�

elde edilir. Buldu¼gumuz a; b; c de¼gerlerini (2.90) denkleminde yerlerine ya-

zarsak

b
0 = �1

�
:n (2.91)

olur. Böylece Frenet formülleri

d

ds

2
666664

t

n

b

3
777775
=

2
666664

0 � cos �� sin 

0 0
1

�

0 �1
�

0

3
777775

2
666664

t

n

b

3
777775

(2.92)
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elde edilir. Burada � = y00 dayanak e¼grisinin e¼grili¼gi, � = �a3
a02
yüzeyin

dralidir (Röschel, 1984).

Tan¬m 2.3.39: 3-boyutlu Galilean uzayda C tipi bir �(s; v) regle yüzeyin

bo¼gaz çizgisinin yay parametresi s; standart parametresi u olmak üzere

u =

Z
ja0(s)j ds

biçiminde elde edilir.

Sonuç 2.3.40: 3-boyutlu Galilean uzayda (2.83) ve (2.84) denklemleri

yard¬m¬yla C tipi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin türevi

c0(u) = (1; y0; 0)

= t (2.93)

dir (Röschel, 1984).

Teorem 2.3.41: Galilean uzayda C tipi bir regle yüzeyin, s¬ras¬yla, K

Gauss ve H ortalama e¼grili¼gi

K = � 1
�2

ve

2H = 0 (2.94)

dir (Röschel, 1984).

·Ispat: '(u; v) regle yüzeyi için

'1 =
@'(u; v)

@u
; '2 =

@'(u; v)

@v

olmak üzere Galilean uzayda C tipi regle yüzeyin k¬smi türevleri

'1 = t+ v
1

�
b

'2 = n

'11 = (cos � v(
1

�
)2)n� sin b

'12 =
1

�
b

'22 = 0

9
>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>;

(2.95)
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dir. Burada (2.84) denklemleri yard¬m¬yla

'1 = c0 + vn0 (2.96)

= t+ v
1

�
b

olur. (2.92) denklemleri kullan¬larak

'11 = t
0+v(

1

�
)b0

= (n cos � b sin )�v(1
�
)2n

= (cos � v(
1

�
)2)n� sin b

elde edilir. Di¼ger eşitlikler benzer şekilde hesaplan¬r. C tipi regle yüzeyin

birim normal vektörü

'1 ^ '2 = (t+ v
1

�
b) ^ n

= b (2.97)

ve

w = j'1 ^ '2j = 1 (2.98)

yard¬m¬yla

N = b (2.99)

bulunur. Şimdi de C tipi regle yüzeyin II ikinci esas form katsay¬lar¬n¬

hesaplayal¬m. (2.35) denklemi yard¬m¬yla

L11 = (
'11x1 � x11'1

x1
)N

= [(cos � v(
1

�
)2)n� sin b]:b

= � sin ; (2.100)

L22 = (
'22x1 � x22'1

x1
)N

= 0 (2.101)
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ve

L12 = (
'12x1 � x12'1

x1
)N

= (
1

�
b)b

=
1

�
(2.102)

dir. Bu durumda Galilean uzayda C tipi bir regle yüzeyin K Gauss e¼grili¼gi

K =
L11L22 � L212

1

= �(1
�
)2

olur. (2.27) denklemi yard¬m¬yla

g11 = 0; g12 = 0; g22 = 1 (2.103)

oldu¼gundan dolay¬ Galilean uzayda C tipi bir regle yüzeyin H ortalama e¼grili

¼gi

2H = g11L11 + 2g
12L12 + g22L22 = 0 (2.104)

şeklinde elde edilir.

Sonuç 2.3.42: (2.104) eşitli¼ginden dolay¬ 3-boyutlu Galilean uzayda C

tipi regle yüzeyler minimal yüzeylerdir.

Şimdi de Galilean uzayda var olan üç tip regle yüzeyin her birinin Wein-

garten yüzeyi olmas¬ için gereken şartlar¬ hesaplayaca¼g¬z.

2.3.7 Galilean uzayda A tipi regle Weingarten yüzey-

leri

Bu k¬s¬mda, (2.41), (2.44) ve (2.47) eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa � ; d ve �

ifadeleri u parametresinin birer fonksiyonlar¬ olarak kullan¬lm¬̧st¬r.

Teorem 2.3.43: Galilean uzayda A tipi bir regle yüzeyin, regle Wein-

garten yüzeyi olmas¬ için gerek ve yeter şart regle yüzeyin � ; �; d (torsiyon,

bo¼gaz, dral) de¼gerlerinin sabit olmas¬d¬r (Sipus, 2008).
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·Ispat: t parametresini (2.48) yard¬m¬yla

t =
(v + q)2 + d2

�d = (�K)� 1

2 (2.105)

biçiminde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

�td� d2 = (v + q)2

bulunur. Buna göre A tipi bir regle yüzeyin H ortalama e¼grili¼gi

2H(u; t) = �t� 3

2

h
(�d)� 3

2d(x0 � q0)+t�(�d)� 1

2+d0(�d)�1
p
(t� d)

i
(2.106)

olur. 2H(u; t) fonksiyonunun sadece t parametresine ba¼gl¬ olmas¬ gerekir,

yani A tipi bir regle yüzeyin, regle Weingarten yüzeyi olmas¬ için gerek ve

yeter şart u parametresine ba¼gl¬ olan � ; �; d de¼gerlerinin sabit olmas¬d¬r (Si-

pus, 2008).

Teorem 2.3.44: 3-boyutlu Galilean uzayda A tipi bir regle Weingarten

yüzeyinin, H ve K e¼grilikleri aras¬ndaki fonksiyonel ba¼g¬nt¬

A = �(�d)� 1

2 ; C =
d0

�d

B = (�d)� 3

2d(x0 � q0); D = �d;

(2.107)

olmak üzere

2H +B(�K) 34+A(�K) 14 = 0

dir (Sipus, 2008).

·Ispat: (2.107) kullan¬larak (2.106) denklemini

2H(t; u) = �t� 3

2

h
B+tA+C��

p
t�D

i

şeklinde yaz¬l¬r, burada �� = sgn(q+ v) d¬r. Bu fonksiyonun sadece t ye ba¼gl¬

olmas¬ için A;B de¼gerleri sabit ve C = 0 olmal¬d¬r. Bu durumda (2.105)

denklemi yard¬m¬yla

2H = �(�K) 34 (B+(�K)� 1

2A) (2.108)
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bulunur. Böylece

2H +B(�K) 34+A(�K) 14 = 0 (2.109)

elde edilir.

2.3.8 Galilean uzayda B tipi regle Weingarten yüzey-

leri

Bu k¬s¬mda, B tipi bir regle yüzeyin Weingarten yüzeyi olmas¬ incelenmi̧stir.

Teorem 2.3.45: 3-boyutlu Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyin, regle

Weingarten yüzeyi olmas¬ için gerek ve yeter şart regle yüzeyin � (torsiyon)

de¼gerinin sabit olmas¬d¬r.

·Ispat: t parametresini (2.68) denklemi yard¬m¬yla

t = (1+v2) = (�K)� 1

2 (2.110)

biçiminde tan¬mlayal¬m. O halde

2H =
�p
1+v2

= �(t)�
1

2 (2.111)

elde edilir. Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyinWeingarten yüzeyi olmas¬

için, (2.111) eşitli¼gi ile verilen 2H(u; t) fonksiyonunun sadece t ye ba¼gl¬ olmas¬

gerekir, yani B tipi bir regle yüzeyin, regle Weingarten yüzeyi olmas¬ için

gerek ve yeter şart u parametresine ba¼gl¬ olan � de¼gerinin sabit olmas¬d¬r.

Teorem 2.3.46: Galilean uzayda B tipi bir regle Weingarten yüzeyinin,

H ve K e¼grilikleri aras¬ndaki fonksiyonel ba¼g¬nt¬

A2 = �

olmak üzere

2H�A2(�K)
1

4 = 0

dir.
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2.3.9 Galilean uzayda C tipi regle Weingarten yüzey-

leri

Bu k¬s¬mda, C tipi bir regle yüzeyin Weingarten yüzeyi olma durumu belir-

tilmi̧stir.

Teorem 2.3.47: Galilean uzayda C tipi regle yüzeyler Weingarten

yüzeyidir.

·Ispat: Sonuç 2.3.42 den dolay¬ C tipi regle yüzeyler minimal yüzey oldu-

¼gundan Weingarten yüzeyidir (Sipus, 2008).
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BÖLÜM 3

GAL·ILEAN UZAYDA PARALEL
YÜZEYLER

Bu bölümde 3�boyutlu Galilean uzayda bir yüzeyin paralel yüzeyi tan¬m-
lanm¬̧st¬r. Ayr¬ca sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan paralel yüzeylerin

ortalama ve Gauss e¼grilikleri elde edilmi̧stir.

3.1 Galilean Uzayda Paralel Yüzeylerin

Karakterizasyonlar¬

Tan¬m 3.1.1: G3 3�boyutlu Galilean uzayda bir '(v1; v2) yüzeyinin birim
normal izotropik vektörü

N =
3X

i=2

ai
@

@xi
= (0; a2; a3)

ve � 2 R; 8p 2 '(v1; v2) olmak üzere

f(p) = [p1; p2 + �a2(p); p3 + �a3(p)] (3.1)

şeklinde

f : '(v1; v2) �! '�(v1; v2)

fonksiyonu varsa '�(v1; v2) yüzeyine '(v1; v2) yüzeyinin paralel yüzeyi denir.

Tan¬m 3.1.2: G3 3�boyutlu Galilean uzayda bir '(v1; v2) yüzeyinin
'�(v1; v2) paralel yüzeyi

'�(v1; v2) = '(v1; v2) + �N (3.2)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Burada N vektörü '(v1; v2) yüzeyinin birim normal

vektörü, � ise reel katsay¬d¬r.

Şekil 3.1 Galilean uzayda paralel yüzeyler

T ve T�, s¬ras¬yla, ' ve '� paralel yüzeylerinin izotropik te¼get düzlem-

leridir, " düzlemi ise N birim izotropik vektörünün ötelendi¼gi izotropik düz-

lemdir (Şekil 3.1).

Sonuç 3.1.3: Galilean uzayda A = (x; y; z) ve P = (p1; p2; p3) noktalar¬,

N ve � izotropik vektörlerinin gerdi¼gi düzlemde iki nokta olsun. O halde bu

düzlemin parametrik denklemi

det [p� A;N; �] =
1

w2

���������

p1 � x p2 � y p3 � z

0 z1x2 � z2x1 y2x1 � y1x2

0 y1x2 � y2x1 z1x2 � z2x1

���������
= 0

buna göre, (p1 � x) = 0 bulunur. Tan¬m 2.3.11 gere¼gince

x = p1
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bir Öklid düzlemidir.

Sonuç 3.1.4: G3 3�boyutlu Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin '�(v1; v2)
paralel yüzeyi olmak üzere (2.23) eşitli¼gi yard¬m¬yla

'�(v1; v2) = '(v1; v2) + �N (3.3)

= (x; y; z) + �
(0; z1x2 � z2x1; y2x1 � y1x2)

w

olur.

Teorem 3.1.5: G3 3�boyutlu Galilean uzayda '�(v1; v2) paralel yüze-
yinin I� birinci esas formu

I�=

8
>>><
>>>:

I; dv1: dv2 izotropik de¼gil

I + (2�Ni'j + �
2
NiNj)dv

idvj; dv1: dv2 izotropik

(3.4)

de¼gerlerini al¬r. Burada I; '(v1; v2) yüzeyinin birinci esas formudur.

·Ispat: ·Ilk olarak (2.29) denkleminde � = 0 oldu¼gunu düşünelim. O halde

I� = (g
�
i dv

i)2

olur. Ayr¬ca (3.3) ve (2.22) denklemleri yard¬m¬yla

x�1 = x1 ve x�2 = x2 (3.5)

bulunur. Bu durumda (2.26) denklemleri kullan¬larak

gi = g�i (3.6)

elde edilir. Böylece paralel yüzeyin I� birinci esas formu

I� = I = (gidv
i)2

dir. Şimdi de � = 1 oldu¼gunu düşünelim. Bu durumda

I� = h�ijdv
idvj (3.7)
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şeklinde yaz¬l¬r. Buradan da (2.28) ve (3.3) denklemleri yard¬m¬yla

h�ij = '�i '
�
j

= ('i + �Ni)('j + �Nj)

= hij + 2�'iNj + �2NiNj

olur. Son olarak (2.29) denklemi yard¬m¬yla '�(v1; v2) paralel yüzeyinin I�

birinci esas formu

I� = I + (2�Ni'j + �2NiNj)dv
idvj

elde edilir.

Sonuç 3.1.6: (3.4) ifadesinden de aç¬kça görüldü¼gü gibi dv1 : dv2 izotropik

de¼gilse, yani � = 0 durumunda '�(v1; v2) paralel yüzeyinin I� birinci esas

formu ile '(v1; v2) paralel yüzeyinin I birinci esas formu eşittir. O halde

dv1 : dv2 izotropik de¼gilse yüzeyin birinci esas formu paralellik fonksiyonu

alt¬nda invaryant kal¬r.

3.2 Galilean Uzayda Paralel Yüzeylerin

Ortalama ve Gauss E¼grilikleri

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda paralel yüzey ile esas yüzeyin e¼grilikleri aras¬nda

ba¼g¬nt¬lar elde edilmi̧stir.

Teorem 3.2.1: Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin paralel yüzeyi '�(v1; v2)

ve w = j'1 ^ '2j olmak üzere, '�(v1; v2) yüzeyinin K� Gauss ve H� ortalama

e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� =
det [Lij + �NijN ]

w2
(3.8)

ve

2H� = 2H + �gijNijN (3.9)
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dir.

·Ispat: (3.3) denklemi yard¬m¬yla '�(v1; v2) yüzeyinin k¬smi türevleri

'�1 = '1 + �N1

'�11 = '11 + �N11

'�12 = '12 + �N12

'�22 = '22 + �N22

9
>>>>>>=
>>>>>>;

(3.10)

bulunur. Yani

'�ij = 'ij + �Nij; i; j = 1; 2 (3.11)

şeklinde yaz¬l¬r. Bu durumda (3.5) ve (3.11) eşitlikleri (2.35) denkleminde

yerlerine yaz¬l¬rsa

L�ij =
('ij + �Nij)x1 � xij('1 + �N1)

x1
N

=
'ijx1 � xij'1 + �(Nijx1 � �xijN1)

x1
N

= (
'ijx1 � xij'1

x1
)N +

�x1Nij

x1
N

= Lij + �NijN (3.12)

elde edilir. Böylece (2.37), (2.38) ve (3.12) eşitlikleri yard¬m¬yla '�(v1; v2)

yüzeyinin K� Gauss e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� =
detL�ij
w2

=
det [Lij + �NijN ]

w2
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ve H� ortalama e¼grili¼gi (3.6) denklemleri yard¬m¬yla

2H� = gijL�ij

= gij(Lij + �NijN)

veya

2H� = 2H + �gijNijN

elde edilir.

Teorem 3.2.2: Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin paralel yüzeyi '�(v1; v2)

olmak üzere, K� Gauss ve H� ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� =
det[Lij � �NiNj]

w2

ve

2H� = 2H � �gijNiNj

dir.

·Ispat: N izotropik birim normal vektörü

N11N = �N1N1
N22N = �N2N2
N12N = �N1N2

9
>>>=
>>>;

(3.13)

eşitliklerini sa¼glad¬¼g¬ndan

NijN = �NiNj , i; j = 1; 2

olur. Buradan da

L�ij = Lij � �NiNj (3.14)

elde edilir. Buldu¼gumuz (3.14) eşitli¼gi, (2.37) ve (2.38) eşitliklerinde yerine

yaz¬l¬rsa

K� =
det[Lij � �NiNj]

w2
(3.15)
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ve

2H� = 2H � �gijNiNj (3.16)

elde edilir.

Teorem 3.2.3: Galilean uzayda '(v1; v2) yüzeyinin paralel yüzeyi '�(v1; v2)

olmak üzere, K� Gauss ve H� ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� = K � �
L22N

2
1 + L11N

2
2 � 2L12N1N2
w2

(3.17)

ve

2H� = 2H � �(giNi)
2 (3.18)

dir.

·Ispat: (3.15) denklemi yard¬m¬yla

K� =

������
L11 � �N1N1 L12 � �N1N2

L12 � �N1N2 L22 � �N2N2

������
w2

olur. O halde

K� = K + �
�L22N2

1 � L11N
2
2 + �N2

1N
2
2 + 2L12N1N2 � �(N1N2)

2

w2
(3.19)

elde edilir. N birim normal vektörü

N2
1N

2
2 = (N1N2)

2

eşitli¼gini sa¼glar. Böylece bu eşitlik (3.19) denkleminde kullan¬l¬rsa

K� = K + �
�L22N2

1 � L11N
2
2 + 2L12N1N2

w2

elde edilir. (2.38) ve (3.14) denklemleri yard¬m¬yla

2H� = g11L�11 + 2g
12L�12 + g22L�22

= 2H � �(g11N2
1 + 2g

12N1N2 + g22N2
2 )

= 2H � �(giNi)
2
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olur.
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BÖLÜM 4

GAL·ILEAN UZAYDA PARALEL REGLE
YÜZEYLER

Bu bölümde, öncelikli olarak Galilean uzaydaki üç tip regle yüzeyin her-

birinin paralel yüzeyininin K� Gauss ve H� ortalama e¼grilikleri hesaplan-

m¬̧st¬r. Sonras¬nda ise Galilean uzayda paralel regle yüzeylerle ilgili teoremler

verilmi̧stir.

4.1 Galilean Uzayda A Tipi Paralel

Regle Yüzeyler

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda A tipi bir '(u; v) regle yüzeyinin '�(u; v) paralel

yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilikleri, birinci esas formu ve ikinci esas form

katsay¬lar¬ bulunmuştur.

Teorem 4.1.1: Galilean uzayda A tipi bir '(u; v) regle yüzeyinin '�(u; v)

paralel yüzeyinin K� Gauss ve H� ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� = K � �
d3(x0 � q0) + d0d2(q + v) + d2(v + q)2� + d4�

((v + q)2 + d2)
7

2

(4.1)

ve

2H� = 2H � �
(d(x0 � q0) + d0(q + v) + �(v + q)2 + �d2)2

((v + q)2 + d2)3
(4.2)

dir.

·Ispat: (2.56) eşitli¼ginin u ya göre türevini al¬n¬rsa

N1 = �d�1 sin�n+ d�1 cos�b+cos��b� sin��n

= �(d�1 + �) sin�n+ (d�1 + �) cos�b (4.3)



57

olur ve benzer şekilde (2.56) eşitli¼ginin v ye göre türevi

N2 = �d�2 sin�n+ d�2 cos�b (4.4)

bulunur. (4.3) ve (4.4) denklemleri kullan¬larak

N2
1 = (d�1 + �)2 (4.5)

ve

N2
2 = d�22(sin

2 �+ cos2 �)

= d�22 (4.6)

olur. Benzer şekilde

(N1N2) = d�2(d�1 + �)

ve

(N1N2)
2 = d�22(d�1 + �)2 (4.7)

eşitlikleri elde edilir. (2.55) denkleminin u ya göre türevini al¬rsak

d�1(1 + tan
2 �) =

�q0d+ d0(q + v)

d2

veya

d�1 =
�q0d+ d0(q + v)

(v + q)2 + d2
(4.8)

elde edilir. (2.55) denkleminde v ye göre türev al¬n¬rsa

d�2(1 + tan
2 �) =

�1
d

veya

d�2 =
�d

(v + q)2 + d2
(4.9)
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bulunur. O halde (3.17) denklemi kullan¬larakA tipi bir '(u; v) regle yüzeyin

'�(u; v) paralel yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi

K� = K + �
�L11d�22 + 2L12d�2(d�1 + �)

w2

= K + �
(�d3x0 � d3q0+d4�) + (v + q)2�d2+d0(v + q)d2

((v + q)2 + d2)
7

2

�2d
2(�q0d+ d0(q + v) + (v + q)2� + d2�)

((v + q)2 + d2)
7

2

veya

K� = K � �
d3x0 � q0d3 + d0d2(q + v) + d2(v + q)2� + d4�

((v + q)2 + d2)
7

2

(4.10)

biçiminde elde edilir. Benzer yolla (3.18) denklemi yard¬m¬yla bu yüzeyin

ortalama e¼grili¼gi de

2H� = 2H � �(g11N2
1 + 2g

12N1N2 + g22N2
2 )

= 2H � �
N2
1 � 2x0N1N2 + (x0)2N2

2

w2

= 2H � �
[(�d�1 � � + x0d�2) sin�n+ (d�1 + � � x0d�2) cos�b]

2

w2

= 2H � �
(d�1 + � � x0d�2)

2

w2

= 2H � �
(�q0d+ d0(q + v) + �(v + q)2 + �d2 + x0d)2

((v + q)2 + d2)3
(4.11)

olur.

Teorem 4.1.2: Galilean uzayda A tipi '(u; v) regle yüzeyin I birinci esas

formu, x0 = 1 olmak üzere

I = ((q+v)2 + d2)du2 (4.12)
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elde edilir. '�(u; v) paralel regle yüzeyi için I� birinci esas formu

I� =

"
((q + v)2+d2)+2�(

(v + q)2�+d0(v + q)�d(q0�d� + 3)p
(v + q)2 + d2

(4.13)

+�2(
d0(q + v)� (q0 � 1)d

(v + q)2 + d2
+ �)2

�
du2

d¬r.

·Ispat: Galilean uzayda A tipi regle yüzeyler için (2.29) denkleminde � = 1

dir. (2.50) ve (2.28) denklemleri yard¬m¬yla

h11 = 1 + (q+v)2 + d2

h12 = 1

h22 = 1

elde edilir. (2.29) denklemi kullan¬l¬rsa

I = h11du
2 + 2h12dudv + h22dv

2

= (1 + (q+v)2 + d2)du2 + 2dudv + dv2

bulunur. Bu durumda A tipi regle yüzeyler için du = �dv yerine yaz¬l¬rsa

I = ((q+v)2 + d2)du2

olur. Şimdi de (3.4) yard¬m¬yla '�(u; v) paralel yüzeyinin I� birinci esas

formu

I� = ((q+v)
2 + d2 � 2�(L11 + 2L12) + �2(d�1 + � � d�2)

2)du2 (4.14)

bulunur. (4.8), (4.9), (2.57) ve (2.58) denklemleri (4.14) denkleminde yerle-

rine yaz¬l¬rsa

I� = ((q+v)2 + d2)du2 + 2�(
(v + q)2�+d0(v + q)�d(1 + q0�d�)� 2dp

(v + q)2 + d2
)du2

+�2(
�q0d+ d0(q + v) + d

(v + q)2 + d2
+ �)2du2
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elde edilir.

Teorem 4.1.3: Galilean uzayda A tipi paralel regle yüzeyin II� ikinci

esas form katsay¬lar¬

L�11 =
d(1 + q0-d�)-(v + q)2� -d0(v + q)q

(v + q)2+d2
-�(

d0(q + v)-q0d

(v + q)2+d2
+�)2

L�12 =
dp

(v + q)2 + d2
+�(

dd0(q + v)-q0d2

((v + q)2 + d2)2
+

d�

(v + q)2 + d2
)

L�22 = ��( d

(v + q)2 + d2
)2

9
>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>;

(4.15)

d¬r.

·Ispat: (3.14) denklemi kullan¬l¬rsa

L�11 = L11 � �N2
1

olur. (2.57), (4.8) ve (4.5) denklemleri yard¬m¬yla

L�11 =
d(1 + q0�d�)� (v + q)2��d0(v + q)p

(v + q)2 + d2
� �(

�q0d+ d0(q + v)

(v + q)2 + d2
+ �)2

bulunur. Benzer şekilde

L�12 =
dp

(v + q)2 + d2
+ �(

�q0d2 + dd0(q + v)

((v + q)2 + d2)2
+

d�

(v + q)2 + d2
)

ve

L�22 = ��
d2

((v + q)2 + d2)2

elde edilir.

Teorem 4.1.4: Galilean uzayda A tipi paralel regle yüzeyin d� drali esas

yüzeyin d drali cinsinden

d� = d� �(
�q0d2 + d0d(q + v)

((v + q)2 + d2)
3

2

+
d�

((v + q)2 + d2)
1

2

) (4.16)

d¬r.
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·Ispat: '(u; v) yüzeyin dayanak e¼grisi c ve '�(u; v) paralel yüzeyin dayanak

e¼grisi � = f � c olmak üzere, (2.44) eşitli¼gi yard¬m¬yla

d� = � det(�0; a; a0)

bulunur. � e¼grisinin u ya göre türevi olan �1 = c1 + �N1 yerine konursa

d� = � < c1 + �N1; a ^ a1 >

elde edilir. ·Iç çarp¬m¬n lineerlik özeli¼gi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

d� = � < c1; a ^ a1 > �� < N1; a ^ a1 >

oldu¼gundan (2.44), (4.3) yard¬m¬yla

d� = d� �(d�1 + �) cos� (4.17)

olur. (2.53) ve (4.8) eşitlikleri (4.17) denkleminde yerlerine konursa

d� = d� �(
�q0d2 + d0d(q + v)

((v + q)2 + d2)
3

2

+
d�

((v + q)2 + d2)
1

2

)

bulunur.

4.2 Galilean Uzayda B Tipi Paralel

Regle Yüzeyler

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda B tipi bir '(u; v) regle yüzeyinin '�(u; v) paralel

yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilikleri, birinci esas formu ve ikinci esas form

katsay¬lar¬ bulunmuştur.

Teorem 4.2.1: Galilean uzayda B tipi bir '(u; v) regle yüzeyin '�(u; v)

paralel yüzeyinin K� Gauss ve H� ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� = �
1

(v2+1)2
+ �

�

(1+v2)
5

2

(4.18)
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ve

2H� =
�p
1+v2

� �
� 2

1+v2
(4.19)

dir.

·Ispat: (2.79) eşitli¼ginin u ya göre türevini al¬rsak

N1 = �� sin�n+ � cos�b (4.20)

olur. Benzer şekilde v ye göre türevi

N2 = �d�2 sin�n+ d�2 cos�b (4.21)

elde edilir. O halde (4.20) ve (4.21) denklemleri kullan¬l¬rsa

N2
1 = � 2 (4.22)

ve

N2
2 = d�22

olur. Benzer şekilde

(N1N2) = d�2�

ve

(N1N2)
2 = (d�2�)

2

eşitlikleri elde edilir. (2.78) denkleminde v ye göre türev al¬n¬rsa

d�2(1 + tan
2 �) = �1

veya

d�2 = �
1

1 + v2
(4.23)



63

elde edilir. O halde (3.17) denklemi yard¬m¬yla B tipi bir '(u; v) regle yüze-

yin '�(u; v) paralel yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi

K� = K + �
�L11N2

2 + 2L12N1N2
w2

= K + �
����v2 + 2�(1+v2)

(1+v2)
7

2

= K + �
�

(1+v2)
5

2

dir. (3.18) denklemi kullan¬larak, bu yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

2H� = 2H � �(g11N2
1 )

= 2H � �
� 2

(1+v2)

elde edilir.

Teorem 4.2.2: Galilean uzayda B tipi '(u; v) regle yüzeyin I birinci esas

formu

I =

8
>>><
>>>:

dv2; dv 6= 0

(1 + v2)du2; dv = 0

(4.24)

de¼gerlerini al¬r. '�(u; v) paralel regle yüzeyin I� birinci esas formu

I� =

8
>>><
>>>:

dv2; dv 6= 0

(1 + v2 � 2��
p
1+v2 + �2� 2)du2; dv = 0

(4.25)

d¬r.

·Ispat: Galilean uzayda B tipi regle yüzeyler için (2.70) denklemleri yar-

d¬m¬yla

h11 = 1 + v2

h12 = 0

h22 = 1
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elde edilir. (2.29) denklemi kullan¬l¬rsa

I = (g2)
2dv2 + �h11du

2

= dv2 + �(1 + v2)du2

olur. (3.4) yard¬m¬yla '�(u; v) paralel yüzeyinin I� birinci esas formu

I� = dv2 + �
�
(1 + v2)du2 � 2�L11du2 + �2N2

1du
2
�

(4.26)

bulunur. Buradan da (2.80) ve (4.22) denklemleri (4.26) denkleminde yer-

lerine konursa

I� = dv2 + �(1 + v2 � 2��
p
1+v2 + �2� 2)du2

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.3: Galilean uzayda B tipi paralel regle yüzeyin II� ikinci

esas form katsay¬lar¬

L�11 = �
p
1+v2 � �� 2

L�12 = � 1p
1+v2

+
��

1 + v2

L�22 = � �

(1 + v2)2

9
>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>;

d¬r.

·Ispat: (3.14) denklemi kullan¬ld¬¼g¬nda

L�11 = L11 � �N2
1

oldu¼gundan, (2.80) ve (4.22) denklemleri yard¬m¬yla

L�11 = �
p
1+v2 � �� 2

bulunur. Benzer şekilde

L�12 =
�1p
1+v2

+
��

1 + v2
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ve

L�22 = ��
1

(1 + v2)2

kolayl¬kla elde edilir.

Teorem 4.2.4: Galilean uzayda B tipi paralel regle yüzeyin d� drali

d� = d� �
�p
v2+1

(4.27)

eşitli¼gi ile verilir.

·Ispat: '(u; v) regle yüzeyin dayanak e¼grisi c ve '�(u; v) paralel yüzeyin

dayanak e¼grisi � = f � c olmak üzere, (2.66) eşitli¼gi yard¬m¬yla

d� = det(�
0; a; a0)

bulunur. � e¼grisinin u ya göre türevi olan �1 = c1 + �N1 yerine konursa

d� =< c1 + �N1; a ^ a1 >

elde edilir. ·Iç çarp¬m¬n lineerlik özeli¼gi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

d� =< c1; a ^ a1 > +� < N1; a ^ a1 >

oldu¼gundan (2.66), (4.20) eşitlikleri yard¬m¬yla

d� = d� �� cos� (4.28)

olur. (2.53) ve (2.76) denklemleri (4.28) denkleminde yerlerine konursa

d� = d� �
�p
v2+1

bulunur.

4.3 Galilean Uzayda C Tipi Paralel Regle Yü-

zeyler

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda C tipi bir '(u; v) regle yüzeyinin '�(u; v) paralel

yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilikleri, birinci esas formu ve ikinci esas form

katsay¬lar¬ bulunmuştur.
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Teorem 4.3.1: Galilean uzayda C tipi bir '(u; v) regle yüzeyin '�(u; v)

paralel yüzeyinin K� Gauss ve H� ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� = K = � 1
�2

(4.29)

ve

2H� = 0 (4.30)

dir.

·Ispat: (2.99) denklemi göz önüne al¬n¬rsa

N = b

oldu¼gundan N izotropik birim normal vektörünün u ya göre türevinden

N1 = �
1

�
n (4.31)

ve v ye göre türevinden de

N2 = 0 (4.32)

kolayl¬kla elde edilir. O halde (4.31) ve (4.32) denklemleri kullan¬larak

N2
1 = (

1

�
)2 (4.33)

ve

(N1N2) = 0 (4.34)

oldu¼gundan, '�(u; v) paralel yüzeyin K� Gauss e¼grili¼gi için

K� = K � �
L22N

2
1 + L11N

2
2 � 2L12N1N2
w2

(4.35)

= K

olur. Benzer olarak (2.103) denklemleri yard¬m¬yla H� ortalama e¼grili¼gi

H� = H � �(g11N2
1 + 2g

12N1N2 + g22N2
2 ) (4.36)

= 0
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elde edilir.

Sonuç 4.3.2: (4.36) den dolay¬ Galilean uzayda C tipi regle yüzeyin

paraleli de bir minimal yüzeydir.

Teorem 4.3.3: Galilean uzayda C tipi '(u; v) regle yüzeyin I birinci esas

formu

I =

8
>>><
>>>:

du2; du 6= 0

dv2; du = 0

(4.37)

elde edilir. '�(u; v) paralel regle yüzeyin I� birinci esas formu için de

I�=

8
>>><
>>>:

du2; du 6= 0

dv2; du = 0

(4.38)

d¬r.

·Ispat: (2.29) ve (2.95) denklemi kullan¬larak

I = du2 + �(h22dv
2)

= du2 + �dv2

olur. Şimdi de (3.4) yard¬m¬yla '�(u; v) paralel yüzeyinin I� birinci esas

formunu

I� = du2 + �(dv2 � 2�L22dv2 + �2N2
2dv

2)

bulunur. Buradan da (2.101), (4.31) denklemleri yukar¬daki denklemde yer-

lerine konursa

I� = du2 + �dv2

elde edilir.

Teorem 4.3.4: Galilean uzayda C tipi paralel regle yüzeyin II� esas form
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katsay¬lar¬

L�11 = � sin � �
1

�2

L�12 =
1

�

L�22 = 0

9
>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>;

(4.39)

d¬r.

·Ispat: (3.14) denklemi kullan¬larak

L�11 = L11 � �N2
1

oldu¼gundan, (2.100) ve (4.31) denklemleri yard¬m¬yla

L�11 = � sin � �
1

�2

bulunur. Benzer şekilde

L�12 =
1

�

ve

L�22 = 0

olduklar¬ elde edilir.

Teorem 4.3.5: Galilean uzayda C tipi paralel regle yüzeyin d� drali

d� = d (4.40)

d¬r.

·Ispat: (2.44) eşitli¼gi ve � = f � c olmak üzere

d� = � det(�0; a; a0)

bulunur. � e¼grisinin u ya göre türevi olan �1 = c1 + �N1 yerine konursa

d� = � < c1 + �N1; a ^ a1 >
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elde edilir. ·Iç çarp¬m¬n lineerlik özeli¼gi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

d� = � < c1; a ^ a1 > �� < N1; a ^ a1 >

olur. (2.44) ve (4.31) eşitlikleri yard¬m¬yla da

d� = d

bulunur.
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BÖLÜM 5

GAL·ILEAN UZAYDA PARALEL REGLE
WE·INGARTEN YÜZEYLER·I

Bu bölümde Galilean uzayda regle Weingarten yüzeylerin paralel yüzey-

lerinin de Weingarten yüzey olduklar¬ gösterilmi̧s, ayr¬ca Galilean uzayda A

ve B tipi regle Weingarten yüzeyleri için baz¬ örnekler ve bunlar¬n paralel

yüzeyleri için Weingarten olabilme özelikleri verilmi̧stir.

5.1 Galilean Uzayda A Tipi Paralel RegleWein-

garten Yüzeyleri

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yüzeyin birinci

esas formu, ikinci esas form katsay¬lar¬ ve drali hesaplanm¬̧st¬r.

Teorem 5.1.1: Galilean uzayda A tipi regle Weingarten yüzeyinin paralel

yüzeyi de bir Weingarten yüzeyidir.

·Ispat: ·Ilk olarak Teorem 2.3.43 den dolay¬ d sabittir. Buradan da (4.1)

eşitli¼gi yard¬m¬yla '�(u; v) yüzeyinin K� Gauss e¼grili¼gi

K� = K � �
d3(x0 � q0) + d2(v + q)2� + d4�

((v + q)2 + d2)
7

2

= K � �
d3(x0 � q0)

((v + q)2 + d2)
7

2

+
(d2 + (v + q)2)d2�

((v + q)2 + d2)
7

2

= K � �
d2d(x0�q0)

((v + q)2+d2)2((v + q)2+d2)
3

2

+
d2�((v + q)2+d2)

((v + q)2+d2)2((v + q)2+d2)
3

2

bulunur. O halde (2.105) eşitli¼gi kullan¬larak

K� = �(t)�2 � �
h
t�

7

2d(�d)� 3

2 (x0 � q0) + t�
5

2 �(�d)� 1

2

i
(5.1)
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elde edilir. Yani K� Gauss e¼grili¼gi de t parametresine ba¼gl¬ bir fonksiyondur.

Ayr¬ca

A1 = �d(�d)� 3

2 (x0 � q0); B1 = ��(�d)� 1

2

ve Galilean uzayda A tipi bir regle yüzeyin Gauss e¼grili¼gi negatif oldu¼gundan,

(5.1) denklemi kullan¬larak

K� �K + (�K) 74A1 + (�K)
5

4B1 = 0 (5.2)

olur. H� ortalama e¼grili¼gini hesaplayal¬m; (4.2) eşitli¼gi yard¬m¬yla

2H� = 2H � �
(d(x0 � q0) + �((v + q)2 + d2))2

((v + q)2 + d2)3

= 2H��
"

(x0-q0)2d2

((v + q)2+d2)3
+
2�d(x0-q0)((v+q)2+d2)

((v + q)2+d2)3
+
� 2((v+q)2+d2)2

((v + q)2+d2)3

#

= 2H � �

�
(x0 � q0)2d2

((v + q)2 + d2)3
+

2�d(x0 � q0)

((v + q)2 + d2)2
+

� 2

(v + q)2 + d2

�

oldu¼gundan (2.105) denklemi kullan¬larak

2H� = 2H � �(t�3(x0� q0)2(�d)�1+2�d�1(x0� q0)t�2+ (�d)�1� 2t�1) (5.3)

fonksiyonu elde edilir. Buradaki � ; � ve d de¼gerleri Teorem 2.3.43 den dolay¬

sabit oldu¼gundan, (5.3) eşitli¼gi ile verilen 2H�(t) fonksiyonu da sadece t ye

ba¼gl¬ bir fonksiyon olur. Sonuç olarak A tipi regle Weingarten yüzeyin

paraleli olan '�(u; v) yüzeyi de Weingarten yüzeyidir.

C1 = �(�d)�1� 2; D1 = 2�d
�1(x0 � q0); E1 = �(x0 � q0)2(�d)�1

olmak üzere, (5.3) ve (2.107) denklemleri yard¬m¬yla H� için

2H� = �(�K)
3

4 (B+(�K)� 1

2A)�
�
C1t

�1 +D1t
�2 + t�3E1

�
(5.4)

olur. O halde (2.105) denklemini (5.4) denkleminde yerine yazarsak

2H� +B(�K) 34+A(�K) 14 + C1(�K)
1

2 +D1(�K) + E1(�K)
3

2 = 0 (5.5)
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elde edilir. Galilean uzayda A tipi regle yüzeyler için (5.5) ve (5.2) denklem-

leri göz önüne al¬n¬rsa

K� �K + (�K) 74A1 + (�K)
5

4B1 = 0

ve

2H� +B(�K) 34+A(�K) 14 + C1(�K)
1

2 +D1(K) + E1(�K)
3

2 = 0

fonksiyonel ba¼g¬nt¬lar¬ vard¬r.

Bu durumda paralel yüzeyin (5.5) ve (5.2) denklemleri ile verilen K� ve

H� e¼grilikleri aras¬nda A tipi regle Weingarten yüzeyin K Gauss e¼grili¼gine

ba¼gl¬ fonksiyonel ba¼g¬nt¬ vard¬r. Buda bize A tipi regle Weingarten yüzeyin

paralel yüzeyininde Weingarten yüzeyi oldu¼gunu ispatlar.

Sonuç 5.1.2: Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yüzeyinin

I� birinci esas formu, d sabit oldu¼gundan, (4.13) denklemi kullan¬larak

I� =

"
(q + v)2+d2+2�(

(v + q)2��d(q0�d� + 3)p
(v + q)2 + d2

+�2(� � (q0 � 1)d
(v + q)2 + d2

)

�
du2

olarak bulunur.

Sonuç 5.1.3: Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yüzeyinin

II� esas form katsay¬lar¬, d sabit oldu¼gundan, (4.15) denklemi kullan¬larak

L�11 =
d(1 + q0-d�)-(v + q)2�q

(v + q)2+d2
-�(� -

q0d

(v + q)2+d2
)2

L�12 =
dp

(v + q)2 + d2
+�(

d�

(v + q)2 + d2
-

q0d2

((v + q)2 + d2)2
)

L�22 = ��( d

(v + q)2 + d2
)2

9
>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>;

olarak bulunur.
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Sonuç 5.1.4: Galilean uzayda A tipi paralel regle Weingarten yüzey-

lerinin d� drali için, d sabit oldu¼gundan, (4.16) denklemi kullan¬larak

d� = d� �(
d�

((v + q)2 + d2)
1

2

� q0d2

((v + q)2 + d2)
3

2

)

bulunur.

5.2 Galilean Uzayda B Tipi Paralel RegleWein-

garten Yüzeyleri

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda B tipi paralel regle Weingarten yüzeyin birinci

esas formu, ikinci esas form katsay¬lar¬ ve drali hesaplanm¬̧st¬r.

Teorem 5.2.1: Galilean uzayda B tipi bir '(u; v) regle Weingarten yüze-

yinin '�(u; v) paralel yüzeyi de Weingarten yüzeyidir.

·Ispat: '�(u; v) yüzeyinin K� Gauss e¼grili¼gi için

K� = K + �
�

(1+v2)
5

2

= �(t)�2 + ��(t)�
5

2

elde edilir. Teorem 2.3.45 den dolay¬ � sabittir. O halde K� Gauss e¼grili¼gi

de t ye ba¼gl¬ bir fonksiyondur. B2 = �� olmak üzere

K� = �(t)�2 +B2(t)
�
5

2

bulunur. Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyin Gauss e¼grili¼gi negatif ol-

du¼gundan ve (2.110) yard¬m¬yla

K� = K +B2(�K)
5

4 (5.6)
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olur. H� ortalama e¼grili¼gi

H� = 2H � �
� 2

(1+v2)

= �(t)�
1

2 � �� 2(t)�1 (5.7)

bulunur. Bu (5.7) eşitli¼gi ile verilen 2H�(t) fonksiyonu da sadece t ye ba¼gl¬

oldu¼gundan B tipi regle Weingarten yüzeyinin paraleli olan '�(u; v) yüzeyi

de Weingarten yüzeyidir. Ayr¬ca

H� = A2(t)
�
1

2 � A2B2(t)
�1

veya K Gauss e¼grili¼gi cinsinden

H� = A2(�K)
1

4 � A2B2(�K)
1

2 (5.8)

şeklinde elde edilir. Galilean uzayda B tipi paralel regle yüzeyler için (5.6)

ve (5.8) denklemleri göz önüne al¬n¬rsa

H� � A2(�K)
1

4 + A2B2(�K)
1

2 = 0

ve

K� �K �B2(�K)
5

4 = 0

fonksiyonel ba¼g¬nt¬lar¬ elde edilir.

5.3 Galilean Uzayda C Tipi Paralel Regle

Weingarten Yüzeyleri

Teorem 5.3.1: Galilean uzayda C tipi bir '(u; v) regle Weingarten yüzeyinin

'�(u; v) paralel yüzeyi de Weingarten yüzeyidir.

·Ispat: Galilean uzayda C tipi regle yüzeyler Teorem 2.3.47 den dolay¬

minimal yüzey olduklar¬ndan Weingarten yüzeyleridir. Ayn¬ şekilde C tipi

regle yüzeyin paralel yüzeyi de minimal oldu¼gundan Weingarten yüzeyidir.
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5.4 Galilean Uzayda Paralel Regle

Weingarten Yüzey Örnekleri

Bu k¬s¬mda, Galilean uzayda A ve B tipi regle Weingarten yüzeylere birer

örnek verilmi̧stir. Ayr¬ca bu regle yüzeyler belirli parametre aral¬¼g¬nda maple

yaz¬l¬m¬ kullan¬larak çizdirilmi̧stir.

Örnek 5.4.1: Bir do¼gru parças¬ helikoidsel hareket alt¬nda hareket etti-

rilirse helikoidsel regle yüzey elde edilir. p 2 R, p 6= 0 olmak üzere Galilean
uzayda helikoidsel hareket

x0 = pt+ x

y0 = y cos t+ z sin t

z0 = �y sin t+ z cos t

(5.9)

şeklinde ifade edilir. Galilean uzayda

v ! (v; A;Bv); A 6= 0; B 6= 0

şeklinde do¼gru denklemi verilsin. E¼ger bu do¼gru helikoidsel hareketin ek-

seniyle kesi̧smezse, aç¬k regle yüzey denklemi elde edilmi̧s olur (Sipus, 2008).

O zaman bu regle yüzeyin parametrik gösterimi

'(t; v) = (pt; A cos t;�A sin t) + v(1; B sin t; B cos t) (5.10)

şeklinde ifade edilir. Bo¼gaz çizgisinin denklemi, yay parametresi olan s cinsin-

den ifadesi kullan¬l¬rsa

'(s; v) = (s; A cos
s

p
;�A sin s

p
) + v(1; B sin

s

p
;B cos

s

p
)

biçiminde oluşturulur. Standart parametrizasyon
s

p
=
u

B
ile elde edilir. Bu

durumda A 6= 0; B 6= 0 ve p 6= 0 olmak üzere standart parametrizasyonu ile
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verilen A tipi regle yüzey için

'(u; v) = (
p

B
u;A cos

u

B
;�A sin u

B
) + v(1; B sin

u

B
;B cos

u

B
)

= (
p

B
u+v; A cos

u

B
+vB sin

u

B
; -A sin

u

B
+vB cos

u

B
) (5.11)

elde edilmi̧s olur. (5.11) denkleminde p = 1; A = 1 ve B = 1 alal¬m. Böylece

A tipi regle yüzeyin parametrik gösterimi

'(u; v) = (u+ v; cosu+ v sin u;� sin u+ v cosu) (5.12)

bulunur. Bu yüzeyin belli parametreler için gra�¼gi, maple yaz¬l¬m¬ yard¬m¬yla

(Şekil 5.1) deki gibidir.

Şekil 5.1 Galilean uzayda A tipi regle yüzey

Şimdide A tipi regle yüzeyin K ve H e¼griliklerini hesaplayal¬m. A tipi

regle yüzeyin ortonormal çat¬s¬ (2.40) denklemi yard¬m¬yla

t = (1; sin u; cosu)

n = (0; cosu;� sin u)
b = (0; sin u; cosu)

9
>>>=
>>>;

(5.13)
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olarak bulunur. Uygun hesaplamalar yap¬l¬rsa � = 1 ve � = �1 elde edilir.
(5.12) parametrik denklemiyle verilen A tipi regle yüzeyin k¬smi türevleri

'1 = (1;� sin u+ v cosu;� cosu� v sin u)

'2 = (1; sin u; cosu)

'11 = (0;� cosu� v sin u; sin u� v cosu)

'12 = (0; cosu;� sin u)
'22 = 0

9
>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

(5.14)

şeklinde elde edilir. (5.14) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

'1 ^ '2 =

���������

0 e2 e3

1 � sin u+ v cosu � cosu� v sin u

1 sin u cosu

���������

= (0;� cosu� cosu� v sin u; sin u+ sin u� v cosu)

= (0;�2 cosu� v sin u; 2 sin u� v cosu)

ve bu ifadenin normu

j'1 ^ '2j =
q
(4 + v2)( cos2 u+ sin2 u) + 2v cosu sin u� 2v sin u cosu)

=
p
4 + v2

olarak bulunur. Bu durumda yüzeyin N izotropik birim normal vektörü için

N =
(0;�2 cosu� v sin u; 2 sin u� v cosu)p

4 + v2
(5.15)

olur. Ayr¬ca (2.25) yard¬m¬yla

x1 = 1

x11 = 0

x2 = 1

x22 = 0

9
>>>>>>=
>>>>>>;

(5.16)



78

oldu¼gundan, (5.14), (5.15) ve (5.16) de¼gerlerini (2.35) denkleminde yerlerine

yazarsak, yüzeyin II ikinci temel form katsay¬lar¬ için

L11 =
2 + v2p
4 + v2

; L22 = 0 (5.17)

ve

L12 =
�2p
4 + v2

(5.18)

elde edilir. Bu durumda (2.37) denklemi kullan¬larak yüzeyin K Gauss e¼grili

¼gi için

K = �
(

�2p
4 + v2

)2

4 + v2

= � 4

(4 + v2)2
(5.19)

bulunur. (2.27) denklemi yard¬m¬yla

g11 =
1

4 + v2

g12 = � 1

4 + v2

g22 =
1

4 + v2

9
>>>>=
>>>>;

(5.20)

olur. Böylece (5.17) ve (5.18) denklemleri yard¬m¬yla bu regle yüzeyin H

ortalama e¼grili¼gi

2H = g11L11 + 2g
12L12 + g22L22

=
6 + v2

(4 + v2)
3

2

(5.21)

olarak elde edilir. Şimdi de (5.12) denklemiyle verilen A tipi regle yüze-

yin paralel yüzeyinin H� ve K� e¼griliklerini hesaplayal¬m. (2.53) ve (2.54)
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eşitlikleri yard¬m¬yla

cos� =
1p
4 + v2

(0;�2 cosu� v sin u; 2 sin u� v cosu):(0; cosu;� sin u)

=
�2p
4 + v2

ve

sin� =
1p
4 + v2

(0;�2 cosu� v sin u; 2 sin u� v cosu):(0; sin u; cosu)

=
�vp
4 + v2

bulunur. Bu durumda

tan� =
v

2
(5.22)

olur. (5.22) denkleminin v ye göre türevi

d�2(1 +
v2

4
) =

1

2
(5.23)

oldu¼gundan

d�2 =
2

4 + v2
(5.24)

kolayl¬kla elde edilir. (5.22) denkleminin u ya göre türevi, d�1 = 0 oldu¼gu

aşikard¬r. Ayr¬ca

d = �2; q = 0 ve � = �1 (5.25)

de¼gerleri (4.1) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

K� = K � �
d3 + d2(v)2� + d4�

((v + q)2 + d2)
7

2

= K � �
�8� 4v2 � 16
(4 + v2)

7

2

= K + �
24 + 4v2

(4 + v2)
7

2
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elde edilir. Benzer yolla buldu¼gumuz (5.25) de¼gerleri (4.2) denkleminde yer-

lerine yaz¬l¬rsa

2H� = 2H � �
(d(x0 � q0) + d0(q + v) + �((v + q)2 + d2))2

((v + q)2 + d2)3

= 2H � �
(�((v)2 + d2) + d)2

((v + q)2 + d2)3

= 2H � �
(6 + v2)2

(4 + v2)3

bulunur. (5.12) denklemiyle verilen A tipi regle yüzeyin paralel yüzeyinin

Gauss ve ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K� = �
4

(4 + v2)2
+ �

24 + 4v2

(4 + v2)
7

2

(5.26)

ve

2H� =
6 + v2

(4 + v2)
3

2

� �
(6 + v2)2

(v2+4)3
(5.27)

dir. O halde (5.26) denklemini (6+ v2) ve (5.27) denklemini de
4

(4 + v2)
1

2

ile

çarp¬l¬rsa, s¬ras¬yla,

8H�

(4 + v2)
1

2

=
(6 + v2)4

(4 + v2)2
� �

4(6 + v2)2

(v2+4)
7

2

ve

K�(6 + v
2) = �4(6 + v2)

(4 + v2)2
+ �

4(6 + v2)2

(4 + v2)
7

2

olur. Bu iki denklemi kaŗs¬l¬kl¬ çözersek

8H�

(4 + v2)
1

2

+K�(6 + v
2) = 0

bulunur. Buradan da (5.19) denklemi kullan¬larak

2
p
2H�(�K)

1

4 +K� +K�(�K)�
1

2 = 0

elde edilir. Buda paralel yüzeyin bir Weingarten yüzey olmas¬ anlam¬na

gelir. Ayr¬ca maple yaz¬l¬m¬ kullan¬larak belli parametreler alt¬nda A tipi
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regle yüzey ve onun paraleli olan yüzeyin gra�¼gi (Şekil 5.2) deki gibi elde

edilir.

Şekil 5.2 Galilean uzayda A tipi paralel regle yüzeyler

Örnek 5.4.2: (5.9) denkleminde p = 0 olmak üzere

v ! (v;
1

B
;
A

B
v)

şeklinde verilen do¼grunun, kesi̧smedi¼gi izotropik olmayan x ekseni etraf¬nda

döndürülmesiyle B tipi regle yüzey elde edilir (Sipus, 2008). Bu durumda

bu regle yüzeyin denklemi

'(t; v) = (0;
1

B
cos t;� 1

B
sin t) + v(1;

A

B
sin t;

A

B
cos t) (5.28)

şeklinde elde edilir. Sonuç olarak B tipi regle yüzey için

'(u; v) = (0;
1

B
cosBu;� 1

B
sinBu) + v(1;

A

B
sinBu;

A

B
cosBu)

standart parametrik denklemi oluşturulur.
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B tipi regle yüzeyin x = 0 Öklidyen düzlemde, yani yz düzleminde, bo¼gaz

çizgisi bir çemberdir. A = 1 ve B = 1 olmak üzere

'(u; v) = (0; cosu;� sin u) + v(1; sin u; cosu) (5.29)

şeklinde B tipi regle yüzeyin parametrik denklemi yaz¬l¬r. Bu yüzeyin belli

parametreler için gra�¼gi, maple yaz¬l¬m¬ yard¬m¬yla (Şekil 5.3) deki gibidir.

Şekil 5.3 Galilean uzayda B tipi regle yüzey

B tipi regle yüzeyin ortonormal çat¬s¬

t = (1; sin u; cosu)

n = (0;� sin u; cosu)
b = (0;� cosu;� sin u)

9
>>>=
>>>;

(5.30)

şeklinde bulunur. Burada, s¬ras¬yla, � = 1 yüzeyin e¼grili¼gi, � = 1 ise yüzeyin

torsiyonudur. Galilean uzayda B tipi regle yüzeyin drali d = 1 dir.

Galilean uzayda (5.29) denklemiyle verilen '(u; v) B tipi regle yüzeyin
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k¬smi türevleri

'1 = (0;� sin u+ v cosu;� cosu� v sin u)

'2 = (1; sin u; cosu)

'11 = (0;� cosu� v sin u; sin u� v cosu)

'12 = (0; cosu;� sin u)
'22 = 0

(5.31)

şeklinde elde edilir. O halde B tipi regle yüzeyin N izotropik normal vektörü

'1 ^ '2 =

���������

0 e2 e3

0 � sin u+ v cosu � cosu� v sin u

1 sin u cosu

���������
(5.32)

= (0;� cosu� v sin u; sin u� v cosu)

ve

k'1 ^ '2k =
q
1+2v cosu sin u+ v2 sin2 u� 2v sin u cosu+ v2 cos2 u)

=
p
1 + v2

yard¬m¬yla

N =
(0;� cosu� v sin u; sin u� v cosu)p

1 + v2
(5.33)

elde edilir. Şimdi de B tipi regle yüzeyin II ikinci esas form katsay¬lar¬n¬

hesaplayal¬m.

x1 = 0

x11 = 0

x2 = 1

x22 = 0

9
>>>>>>=
>>>>>>;

(5.34)

yard¬m¬yla

L11 =
1 + v2p
1 + v2

; L22 = 0
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ve

L12 =
�1p
1 + v2

dir. O halde Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyin K Gauss e¼grili¼gi için

K = � 1

(1 + v2)2
(5.35)

elde edilir.

g11 =
1

1 + v2
; g12 = 0

ve

g22 = 0

yard¬m¬yla da Galilean uzayda B tipi bir regle yüzeyin H ortalama e¼grili¼gi

2H =
1p

(1 + v2)
(5.36)

bulunur. Paralel yüzeyin H� ortalama ve K� Gauss e¼grilikleri

K� = K + �
�

(1+v2)
5

2

= � 1

(1 + v2)2
+ �

1

(1+v2)
5

2

ve

2H� = 2H � �
� 2

(1+v2)

=
1p

(1 + v2)
� �

1

(1+v2)

elde edilir. Uygun düzenlemeler yap¬l¬rsa

2H�

(1+v2)
3

2

=
1

(1 + v2)2
� �

1

(1+v2)
5

2

oldu¼gundan ve (5.35) kullan¬larak

2H�(�K)
3

4 +K� = 0
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bulunur. Bu durumda B tipi regle yüzeyin paralelide Weingarten yüzey-

dir. Ayr¬ca maple yaz¬l¬m¬ kullan¬larak belli parametreler alt¬nda bu paralel

yüzeylerin gra�kleri (Şekil 5.4) deki gibidir.

Şekil 5.4 Galilean uzayda B tipi paralel regle yüzeyler
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SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧sma s¬ras¬nda, Öklidyen ve Galilean uzaylardaki temel kavramlar

ve teoremler verildi. Galilean 3-uzaydaki yüzey teorisi incelendi. Ayr¬ca

paralel yüzeylerin ortalama ve Gauss e¼grilikleri üzerinde duruldu. Böylece

paralel regle Weingarten yüzeylerin paralelinin de Weingarten yüzeyi olduk-

lar¬ hesapland¬. Bu doktora tezindeki tan¬mlamalar yard¬m¬yla Galilean u-

zayda paralel regle yüzeylerin normal ve geodezik e¼grilik gibi di¼ger e¼grilikleri

aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar incelenebilir. Ayr¬ca aç¬labilir paralel regle yüzeyler

ayr¬ bir çal¬̧sma konusudur.
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