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ÖZET 
 
 

Bu çalışmanın amacı Öklid uzayında regle Weingarten yüzeylerin paralel 

yüzeylerini incelemektir.  Çalışmanın ‘Giriş’ bölümünde, Öklid uzayında regle 

yüzeyler, paralel yüzeyler ve Weingarten yüzeylerin tarihsel gelişimi açıklandı.  

 

İkinci bölümde, regle yüzeyler, paralel yüzeyler ve Weingarten yüzeyler için 

bazı önemli tanımlar ve teoremler verilmektedir. 

 

Üçüncü bölümünde, bir yüzey üzerindeki bir eğrinin bu yüzeyin paralel yüzeyi 

üzerindeki görüntüsünün geodezik eğrilik, normal eğrilik ve geodezik torsiyonu 

hesaplanmıştır.  Ayrıca bir eğrinin paralel yüzey üzerindeki görüntüsünün eğriliği 

hesaplanmış ve sonra paralel yüzey için Meusnier teoremi verilmiştir.  Temel 

formlarından faydalanarak, açılabilir olmayan bir regle yüzeyin paralel yüzeylerinin 

regle yüzey olmadığı elde edilmiştir.   

 

Sonuç olarak dördüncü bölümde ise, bir regle Weingarten yüzeyin paralel 

yüzeylerinin de Weingarten yüzey olduğu bulunmuştur.  Açılabilir bir regle yüzeyin 

paralel yüzeylerinin regle Weingarten yüzey olduğu gösterilmiştir. 

 
 
 
 
 
 
 
Anahtar Kelimeler: Weingarten yüzeyler, regle yüzeyler, paralel yüzeyler, eğrilikler 
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SUMMARY 

 

 

The aim of this thesis is to study parallel surfaces of ruled Weingarten surfaces 

in Euclid space.  In the introduction of the study, the historical developments of ruled 

surfaces, parallel surfaces and Weingarten surfaces in Euclid space are explained. 

  

In the second chapter, some important definitions and theorems about the ruled 

surfaces, parallel surfaces and Weingarten surfaces have been presented. 

 

In the third chapter, the geodesic curvature, normal curvature and geodesic 

torsion of the image of a curve on a surface which stands on a parallel surface of that 

surface have been computed. Besides, curvature of an image of a curve which is on a 

parallel surface has been computed, and then the Meusnier theorem on parallel surfaces 

has been given. It has been obtained that parallel surfaces of a non-developable ruled 

surface are not ruled surfaces by using fundamental forms of the surface.  

 

As a result in the fourth chapter, it has been obtained that parallel surfaces of a 

ruled Weingarten surface are also Weingarten surfaces. It has been shown that the 

parallel surfaces of a developable ruled surface are ruled Weingarten surfaces. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Key Words: Weingarten surfaces, ruled surfaces, parallel surfaces, curvature. 
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

Simge Anlam¬

R Reel say¬lar cümlesi

R3 3� boyutlu Reel uzay
E3 3� boyutlu Öklid uzay¬
E;F;G Birinci temel form katsay¬lar¬

L;M;N ·Ikinci temel form katsay¬lar¬

M r M Yüzeyinin paralel yüzeyi

K Yüzeyin Gauss e¼grili¼gi

H Yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

� E¼grinin e¼grili¼gi

� E¼grinin burulmas¬

kg Geodezik e¼grilik

kn Normal e¼grilik

� g Geodezik burulma

Kr Paralel yüzeyin Gauss e¼grili¼gi

Hr Paralel yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

�r Paralel yüzeydeki e¼grinin e¼grili¼gi

krg Paralel yüzeydeki e¼grinin geodezik e¼grili¼gi

krn Paralel yüzeydeki e¼grinin normal e¼grili¼gi

� rg Paralel yüzeydeki e¼grinin geodezik burulmas¬
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Eski Yunan döneminden başlayarak Isaac Newton�un (1645-1727), diferen-

siyel ve integral hesab¬ bulmas¬na kadar geçen zaman boyunca, yüzey ve e¼gri

geometrisi matematikle ilgilenenlerin büyük ilgisini çekmi̧stir. 18. Yüzy¬l

boyunca diferensiyel hesab¬n kullan¬lmas¬ ile geometri çal¬̧smalar¬ diferensiyel

geometrinin geli̧smesini sa¼glam¬̧st¬r.

Diferensiyel geometriye en çok katk¬ yapanlardan biri de Leonhard Euler

(1707-1783) dir. Euler 1736 y¬l¬nda bir düzlem e¼grisini koordinatlarla ifade

etmi̧stir. Euler, ayn¬ zamanda geodezikler ve yüzeyler teorisine katk¬da bu-

lunmuştur. Frans¬z matematikçi Gaspard Monge (1746-1818) uzay e¼grilerinin

teorisini ortaya atm¬̧st¬r ve 1807 y¬l¬nda ilk diferensiyel geometri kitab¬n¬

yazm¬̧st¬r.

Matematikçilerin prensi say¬lan Carl Friendrich Gauss (1777-1855) dife-

rensiyel geometrinin geli̧smesine öncülük etmi̧s ve diferensiyel geometriye,

matemati¼gin di¼ger branşlar¬n¬n da kullanabilece¼gi bir bak¬̧s aç¬s¬ getirmi̧stir.

Gauss özellikle birinci temel form üzerinde durmuş ve bir yüzeyin Gauss e¼grili

¼gini veren Egregium teoreminin sadece birinci temel formun katsay¬lar¬ ve on-

lar¬n türevleri ile ifade edilebilece¼gini göstermi̧stir.

19. Yüzy¬lda regle yüzeyler ve özellikle aç¬labilir regle yüzeylerin tüm

özelliklerinin çok iyi bilindi¼gi ve kayda de¼ger tüm sonuçlar¬n¬n bulundu¼gu

düşünülüyordu fakat bu konular geçti¼gimiz yar¬m yüzy¬ldan beri tekrar araş-

t¬rma konusu olmuş ve bir çok önemli özelli¼gi keşfedilmi̧stir. Bu konuda

birçok matematikçi hala çal¬̧smaktad¬r. Regle yüzeyler ile ilgili ayr¬nt¬l¬ bilgi

(Carmo, 1976) kitab¬nda bulunulabilir. (Park and Kim, 1998) çal¬̧smas¬nda
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aç¬labilir olmayan bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin regle yüzey olmad¬¼g¬,

ancak aç¬labilir bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin aç¬labilir bir regle yüzey

oldu¼gu ifade edilmi̧stir. Son zamanlarda regle yüzeylerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬ ile

ilgili bir çok çal¬̧sma ortaya konmuştur. Bunlardan (Izuyuma et al, 2005)

çal¬̧smas¬nda regle yüzeylerin beş özel s¬n¬f¬n¬;

i) Aç¬labilir yüzeyler (silindirik, konik, tanjant yüzeyler),

ii) Asli normal ve Binormal yüzeyler,

iii) Darboux aç¬labilir yüzeyler,

iv) Rekte�yan aç¬labilir yüzeyler,

v) Uzay e¼grilerinin odak yüzeyleri,

şeklinde ifade edilmi̧stir.

Diferensiyel geometrinin bir başka konusu olan paralel yüzeyler tarih boyun-

ca birçok matematikçinin ilgisini çekmi̧s ve çal¬̧sma konusu olmuştur. Craig,

1883 y¬l¬nda elipsoidin paralel yüzeyini bulmaya çal¬̧sm¬̧st¬r (Craig, 1883).

Eisenhart, paralel yüzeylerden de bahseden bir kitap yazm¬̧st¬r (Eisenhart,

1909). Nizamo¼glu, paralel regle yüzeyi bir parametreye ba¼gl¬ bir e¼gri olarak

ifade etmi̧s ve bu yüzeyin baz¬ geometrik özelliklerini hesaplam¬̧st¬r (Nizamo¼glu,

1986).

Weingarten yüzeyler ilk olarak 1861 y¬l¬nda J. Weingarten� in "Über

eine klasse auf einander abwickelbarer �achen" çal¬̧smas¬nda ortaya at¬lm¬̧st¬r.

Sonra birçok matematikçi bu konu ile ilgilenmi̧stir. Kühnel, Weingarten

yüzeyleri beş ana başl¬kta toplam¬̧st¬r. Bunlar;

i) Dönel yüzeyler,

ii) Asli e¼griliklerinden biri sabit olan bir e¼grinin kanal yüzeyleri,

iii) Helisoidal yüzeyler,

iv) Sabit Gauss e¼grilikli yüzeyler,
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v) Sabit ortalama e¼grilikli yüzeylerdir

dir (Kühnel, 1994).

Betrami ve Dini, aç¬labilir olmayan tek regle Weingarten yüzeyin, helisoid-

sel regle yüzeyin bir parças¬ oldu¼gunu ispatlam¬̧slard¬r (Betrami, 1865; Dini,

1865).

Bu çal¬̧smada orjinal olarak, bir yüzey üzerindeki bir e¼grinin paralel yüzey

üzerindeki görüntüsünün geodezik e¼grili¼gi, normal e¼grili¼gi, geodezik burulmas¬

ve e¼grinin e¼grili¼gi elde edilmi̧stir. Ayr¬ca paralel yüzeyler için Meusnier

teoremi verilmi̧stir. (Park and Kim, 1998) çal¬̧smas¬nda kulland¬klar¬ndan

farkl¬ bir yolla aç¬labilir olmayan bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin regle

yüzey olmad¬¼g¬ elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bir regle Weingarten yüzeyin paralel

yüzeyinin Weingarten yüzey oldu¼gu ispat edilmi̧stir. Paralel yüzey ve paralel

regle Weingarten yüzey ile ilgili örnek de verilmi̧stir.

Eski̧sehir, 2011 Ümit Ziya SAVCI
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Öklid Uzay¬

Tan¬m 2.1.1 Boş olmayan bir A cümlesi ve bir K cismi üstünde bir vektör

uzay¬ V olsun. Aşa¼g¬daki önermeleri do¼grulayan bir

f : A� A �! V

fonksiyonu varsa A ya V ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir:

(1) 8P;Q;R 2 A için f(P;Q) + f(Q;R) = f(P;R):
(2) 8P 2 A ve 8� 2 V için f(P;Q) = � olacak biçimde bir tek Q 2 A

noktas¬ vard¬r (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.2 R3 3-boyutlu standart reel vektör uzay¬ ile birleştirilmi̧s R3

a�n uzay¬n¬ ele alal¬m. Bu R3 vektör uzay¬nda Öklid iç çarp¬m¬

<;>: R3 � R3 ! R

(x; y) ! < x; y >=

3X

i=1

xiyi;

biçiminde tan¬mlan¬rsa R3 a�n uzay¬na 3-boyutlu Öklid uzay¬ denir ve E3 ile

gösterilir.

Bir reel a�n uzay¬nda tan¬mlanabilen bütün kavramlar, bir Öklid uza-

y¬nda anlam kazan¬rlar. Bununla beraber reel a�n uzaylar¬ ile Öklid uzaylar¬

farkl¬d¬rlar. Çünkü, bir V reel vektör uzay¬ ile birleşen A a�n uzay¬ndaki

metrik özellikler V uzay¬nda seçilecek olan iç çarp¬mdan do¼gar, bu nedenle
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Öklid uzaylar¬ndaki özelliklerle di¼ger a�n uzaylar¬ndakiler farkl¬ olur (Hac¬sa-

liho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.3 x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) olmak üzere

d : E3 � E3 �! R

(x; y) �! d(x; y) = k�!xyk =
s

3P
i=1

(yi � xi)2

olarak tan¬mlanan d fonksiyonuna Öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu ve d(x; y)

reel say¬s¬na da x; y 2 E3 noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬k denir (Hac¬saliho¼glu,
1998).

Tan¬m 2.1.4

d : E3 � E3 �! R

(x; y) �! d(x; y) = k�!xyk

biçiminde tan¬mlanan d fonksiyonuna E3 uzay¬nda Öklid metri¼gi denir (Hac¬-

saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.5 8x; y; z 2 E3 için dxyz aç¬s¬n¬n ölçüsü

cos � =
h�!yx;�!yzi
k�!yx kk �!yzk

ile hesaplanan � reel say¬s¬d¬r (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.6 E3 de s¬ral¬ bir fP0; P1; P2; P3g nokta dörtlüsüne, R3 de
kaŗs¬l¬k gelen f��!P0P1;

��!
P0P2;

��!
P0P3g vektör üçlüsü, R3 için bir ortonormal baz

ise fP0; P1; P2; P3g sistemine E3 ün bir dik çat¬s¬ veya Öklid çat¬s¬ denir
(Hac¬saliho¼glu, 1998).

Örnek 2.1.7 E3 de E0=(0; 0; 0); E1=(1; 0; 0); E2=(0; 1; 0); E3=(0; 0; 1)

noktalar¬ bir dik çat¬ oluşturur (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.1.8 E3 deki fE0; E1; E2; E3g çat¬s¬na standart Öklid çat¬s¬ denir
(Hac¬saliho¼glu, 1998).
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2.2 Riemann Manifoldu ve Hiperyüzeyler

Tan¬m 2.2.1 E3 de bir yüzeyM ve bu yüzey üzerinde birim h¬zl¬ bir e¼gri � ol-

sun,
�!
T(t) = �!� p(t) vektörüne � e¼grisinin birim te¼get vektörü,

�!
n (t) =

�!
T
p(t)� k �!T p(t) k vektörüne � e¼grisinin asli normal vektörü ve

�!
b (t) =

�!
T(t) ^ �!n (t) vektörüne de binormal vektörü denir.

n�!
T ;�!n ;�!b

o

üçlüsü R3 de ortonormal bir çat¬ oluşturur. Bu çat¬ya Frenet çat¬s¬ ad¬ veri-

lir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2.2 E3 de bir yüzey M ve bu yüzey üzerinde birim h¬zl¬ bir

e¼gri � olsun. � e¼grisinin birim te¼get vektörü
�!
T(t), � e¼grisi boyunca yüzeyin

normali
�!
N(t) ve bu iki vektörün vektörel çarp¬m¬

�!
B(t) =

�!
N(t)^�!T(t) olmak

üzere
n�!
T ;
�!
B ;
�!
N

o
üçlüsü yeni bir dik çat¬d¬r, bu çat¬ya Darboux çat¬s¬ denir

(Ru, 1999).

Tan¬m 2.2.3 E3 Öklid uzay¬nda bir yüzeyM ve bu yüzey üzerinde (I; �)

koordinat komşulu¼gu ile verilen

� : I ! M; I � R

birim h¬zl¬ bir e¼gri olsun.
�!
T(t) = �!� p(t) olmak üzere

� : I ! R

t ! �(t) =k �!T p

(t) k

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonuna � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonu denir.

�(t) 2 R say¬s¬na da � e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki e¼grili¼gi ad¬ verilir (Ru,

1999).

Tan¬m 2.2.4 E3 Öklid uzay¬nda bir yüzeyM ve bu yüzey üzerinde (I; �)

koordinat komşulu¼gu ile verilen

� : I ! M; I � R
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birim h¬zl¬ bir e¼gri olsun, � e¼grisinin Frenet çat¬s¬
n�!
T ;�!n ;�!b

o
olmak üzere,

� : I ! R

t ! �(t) =< �!n p(t);�!b (t) >

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonuna � e¼grisinin burulma fonksiyonu denir.

�(t) say¬s¬na da e¼grinin �(t) noktas¬ndaki burulmas¬ ad¬ verilir (Sabuncuo¼glu,

2004).

Tan¬m 2.2.5 E3 Öklid uzay¬nda bir yüzeyM ve bu yüzey üzerinde birim

h¬zl¬ bir e¼gri � olsun. � e¼grisinin Darboux çat¬s¬
n�!
T ;
�!
B ;
�!
N

o
olmak üzere,

kg(t) = <
�!
T

p

(t);
�!
B(t) >= � < �!T(t);�!B p(t) >

ifadesine geodezik e¼grilik denir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2.6 E3 Öklid uzay¬nda bir yüzeyM ve bu yüzey üzerinde birim

h¬zl¬ bir e¼gri � olsun, � e¼grisinin Darboux çat¬s¬
n�!
T ;
�!
B ;
�!
N

o
olmak üzere,

kn(t) = <
�!
T
p(t);

�!
N(t) >= � < �!T(t);�!N p(t) >

ifadesine normal e¼grilik denir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2.7 E3 de bir yüzeyM ve bu yüzey üzerinde birim h¬zl¬ bir e¼gri

� olsun. � e¼grisinin Darboux çat¬s¬
n�!
T ;
�!
B ;
�!
N

o
olmak üzere,

� g(t) = <
�!
B
p(t);

�!
N(t) >= � < �!B(t);�!N p(t) >

ifadesine geodezik torsiyon veya geodezik burulma denir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Teorem 2.2.8 M yüzeyi üzerindeki birim h¬zl¬ � e¼grisinin geodezik ve

normal e¼grilikleri s¬ras¬yla kg; kn ve geodezik burulmas¬ da � g olmak üzere,

�!
T

p

(t) = kg(t)
�!
B(t) + kn(t)

�!
N(t)

�!
B
p(t) = �kg(t)

�!
T(t) + � g(t)

�!
N(t)

�!
N
p(t) = �kn(t)

�!
T(t)� � g(t)

�!
B(t)

(2.1)
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dir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Sonuç 2.2.9 E3 de M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬ � e¼grisinin Darboux

çat¬s¬
n�!
T ;
�!
B ;
�!
N

o
olmak üzere,

�!� pp(t) = kn(t)
�!
N(t) + kg(t)

�!
B(t)

dir (Ru, 1999).

Teorem 2.2.10M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬ bir � e¼grisi verilsin. E¼grinin

e¼grili¼gi �, e¼grinin normal e¼grili¼gi kn ve e¼grinin geodezik e¼grili¼gi kg olsun. Bu

durumda,

�(t) =
q
k2n(t) + k

2
g(t) (2.2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Ru, 1999).

Şekil 2.1

Yüzeyin normali
�!
N ile e¼grinin asli normali �!n aras¬ndaki aç¬ � olmak

üzere �!� pp(t) = ��!n (t) oldu¼gundan, kn = � �!n �
�!
N = � cos �; kg = �� sin�
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elde edilir. Bu son iki eşitlikten yararlanarak � n¬n de¼geri kn ve kg ba¼gl¬

olarak bulunur. Şekil 2.1 de bu e¼grilikler gra�k üzerinde gösterilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.11 Yüzey üzerinde her noktas¬ndaki normal e¼grili¼gi kn = 0

olan e¼grilere, asimptotik çizgiler denir (Uras, 1992).

Tan¬m 2.2.12 Yüzey üzerinde her noktas¬ndaki geodezik e¼grili¼gi kg = 0

olan e¼grilere, geodezik e¼griler denir (Uras, 1992).

Tan¬m 2.2.13 Yüzey üzerinde her noktas¬ndaki geodezik burulmas¬

� g = 0 olan e¼grilere, e¼grilik çizgisi denir (Uras, 1992).

Teorem 2.2.14 E3 Öklid uzay¬nda bir yüzey M ve bu yüzey üzerinde

birim h¬zl¬ olmayan bir e¼gri � olsun. � e¼grisinin te¼get vektörü �!� p olmak

üzere k�!� p(t)k = � 6= 1 ve � e¼grisinin Frenet çat¬s¬
n�!
T ;�!n ;�!b

o
ise

�!
T =

�!� p

k�!� pk ;
�!
b =

�!� p ^ �!� pp

k�!� p ^ �!� ppk ;
�!
n =

�!
b ^ �!T (2.3)

dir. � e¼grisinin e¼grilik ve burulma fonksiyonlar¬ da

� =
k�!� p ^ �!� ppk
k�!� pk3

; � =
< �!� p ^ �!� pp;�!� ppp >

k�!� p ^ �!� ppk2
(2.4)

eşitlikleriyle belirlidir (Oprea, 1997).

Teorem 2.2.15 E3 de bir yüzey M ve bu yüzey üzerinde birim h¬zl¬

olmayan bir e¼gri � olsun. � e¼grisinin Frenet vektörleri
�!
T ;�!n ;�!b , e¼grinin

e¼grilik ve burulma fonksiyonlar¬ �; � , k�!� p(t)k = � olmak üzere,

�!
T
p = ���!n

�!
n
p = �(���!T + ��!b )

�!
b
p = ����!n

(2.5)

dir (Oprea, 1997).

Teorem 2.2.16 E3 de bir yüzey M ve bu yüzey üzerinde birim h¬zl¬ ol-

mayan bir e¼gri � olsun. � e¼grisinin Darboux çat¬s¬
n�!
T ;
�!
B ;
�!
N

o
,
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k�!� p(t)k = � ve bu e¼gri-yüzey ikilisinin geodezik ve normal e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

kg; kn ve geodezik burulmas¬ da � g olmak üzere,

� g = �1
�
<
�!
N
p;
�!
B >

kn =
1

�2
< �!� pp;

�!
N >

kg =
1

�2
< �!� pp;

�!
B >

(2.6)

dir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Teorem 2.2.17 E3 de bir yüzey M ve bu yüzey üzerinde birim h¬zl¬ ol-

mayan bir e¼gri � olsun. � e¼grisinin Darboux çat¬s¬
n�!
T ;
�!
B ;
�!
N

o
; k�!� p(t)k = �

ve bu e¼gri-yüzey ikilisinin geodezik torsiyonu ile e¼grilikleri, s¬ras¬yla, � g; kn; kg

oldu¼guna göre,
�!
T
p = �(kg

�!
B + kn

�!
N)

�!
B
p = �(�kg

�!
T + � g

�!
N)

�!
N
p = �(�kn

�!
T � � g

�!
B)

(2.7)

dir (Sabuncuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.218 � : I ! R3 ve  : J ! R3 e¼grileri verilsin.

�(t0) = (t0), �p(t0) =  p(t0); :::; �
k(t0) = k(t0), (k 2 N) oluyorsa, 

e¼grisi, � e¼grisine, �(t0) noktas¬nda k-y¬nc¬ basamaktan de¼giyor, denir (Sabun-

cuo¼glu, 2004).

Tan¬m 2.2.19 � : I ! R3 birim h¬zl¬ e¼grisine �(s0) noktas¬nda ikinci

basamaktan de¼gen  çemberine, � e¼grisinin, �(t0) noktas¬ndaki e¼grilik çem-

beri ve e¼grinin e¼grili¼gi � olmak üzere
1

�
de¼gerine e¼grilik yar¬çap¬ denir. Bu

çemberin merkezine, �(t0) noktas¬na ili̧skin e¼grilik merkezi denir. �(t0) nok-

tas¬na ili̧skin e¼grilik merkezinden geçen ve
�!
b0 vektörüne paralel olan do¼gruya,

�(t0) noktas¬na ili̧skin e¼grilik ekseni denir (Sabuncuo¼glu, 2004).
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Şekil 2.2

E¼grilik çemberi, e¼grilik yar¬çap¬ ve e¼grilik merkezi Şekil 2.2 de gösterilmi̧stir.

2.2.1 Meusnier Teoremi ve Sonuçlar¬

E3 de bir yüzey M ve bu yüzey üzerinde birim h¬zl¬ e¼gri � olsun. � e¼grisinin

e¼grili¼gi ve torsiyonu s¬ras¬yla � ve � olmak üzere

d2�

ds2
jP= ��!n

ve 8P 2 � noktas¬ için < d2�

ds2
jP ;
�!
N >= �II(d�

ds
;
d�

ds
) oldu¼gundan

� < �!n ;�!Np >= �II(
d�

ds
jP ;
d�

ds
jP )

yaz¬labilir. � e¼grisinin M üzerinde bir asimptotik e¼gri olmad¬¼g¬n¬ yani

II(
d�

ds
jP ;
d�

ds
jP ) =< S(

d�

ds
jP );

d�

ds
jP>6= 0

oldu¼gunu varsayal¬m. P 2 � noktas¬nda yüzeyin
�!
Np birim normal vek-

törü ve II. esas formun de¼geri sabit oldu¼gundan � e¼grili¼ginin sadece �!n ye

ba¼gl¬ olarak bir de¼gere sahip olaca¼g¬ görülmektedir. Buna göre şu iki sonuç

aşikard¬r;
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(i). P = �(t0) noktas¬nda � e¼grisi ile ayn¬ oskülatör düzleme sahip olan

ve M üzerinde bulunan bütün e¼grilerin � e¼grilikleri ayn¬d¬r.

(ii). P = �(t0) noktas¬nda ayn¬ te¼get vektöre sahip olan fakat
�!
n asli

normalleri farkl¬ olan e¼grilerin � e¼grilikleri farkl¬d¬r.

Bu durumda M yüzeyi üzerinde bir P = �(t0) noktas¬nda ayn¬
�!
X p te¼get

vektöre sahip olan e¼grilerin � e¼griliklerini incelemek demek, P noktas¬ndaki
�!
X p te¼get vektörünü sabit tutup

�!
n vektörü de¼gi̧stirilerek elde edilen öskülatör

düzlemlerinM ile arakesitleri olan e¼grilerin � e¼griliklerini incelemek demektir.
�!
X p te¼get vektörünün sabit tutulup

�!
n nin de¼gi̧stirilmesi ise, P deki oskülatör

düzlemin döndürülmesi anlam¬na gelir. Bu dönme s¬ras¬nda elde edilen yeni

arakesit e¼grilerini �i ile gösterirsek �i e¼grisinin e¼grili¼gi �i olur.
�!
n i ile

�!
Np

aralar¬ndaki dar aç¬ �i; 0 � �i �
�

2
olmak üzere,

�i = �
II(

d�

ds
jP ;
d�

ds
jP )

cos�i

veya

�i cos�i = �II(
d�

ds
jP ;
d�

ds
jP ) (2.8)

olur. P = �(t0) noktas¬nda bu son eşitli¼gin sa¼g yan¬ sabit oldu¼gundan �i ve

cos�i de¼gi̧sti¼gi zaman çarp¬mlar¬n sabit kald¬¼g¬n¬ görüyoruz.

(
�!
X p;

�!
n i) oskülatör düzlemi

�!
X p etraf¬nda dönerken öyle bir an gelir ki

(
�!
X p;

�!
Np) normal düzlemiyle çak¬̧s¬r. Dolay¬s¬yla

�!
n i vektörü

�!
Np vektörü ile

çak¬̧s¬r. Bu şekilde elde edilen arakesit e¼grisine �, bu e¼grinin asli normaline
�!
n , asli normalin yüzey normali ile aras¬ndaki aç¬ya � ve e¼grili¼gine � dersek;

� = 0 olaca¼g¬ndan <
�!
n ;
�!
Np >= 1 ve dolay¬s¬yla

� = �II(d�
ds
jP ;
d�

ds
jP ) (2.9)

bulunur. �1 � cos�i � 1 oldu¼gundan �; �i e¼griliklerinin en küçü¼gü ve

R =
1

�
e¼grilik yar¬çap¬ da di¼ger bütün e¼grilerin P deki e¼grilik yar¬çaplar¬n¬n
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en büyü¼güdür. Buna göre � e¼grili¼ginin (2.9) eşitli¼ginden

1

R
= �II(d�

ds
jP ;
d�

ds
jP ) (2.10)

olur. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬M üzerinde verilen � e¼grisine ba¼gl¬ olarak hesap-

land¬¼g¬ için �i arakesit e¼gri ailesine ba¼gl¬ de¼gildir. Demek ki, � e¼grisinin

M üzerinde verilmesiyle R reel say¬s¬ P 2 M de bellidir. (2.8) ve (2.10)

eşitliklerinden

�i cos�i =
1

R

veya (�i) =
1

�i
dersek (e¼grilik yar¬çap¬)

(�i) = R cos�i (2.11)

sonucu elde edilir.

�i e¼grisinin P = �(t0) noktas¬ndaki e¼grilik çemberi (
�!
X p;

�!
n i) oskülatör

düzleminde bulunan yar¬çap¬ (�i) ve merkezi Ci = P + (�i)
�!
n i noktas¬ olan

bir çemberdir.

� e¼grisinin P noktas¬ndaki e¼grilik çemberi de (
�!
X p;

�!
Np) düzleminde bulu-

nan, Şekil 2.3. de görüldü¼gü gibi R yar¬çapl¬ ve C = P + R
�!
Np merkezli bir

di¼ger çemberdir.

Şekil 2.3
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R; (�i);
�!
n i ve

�!
Np belli olduklar¬ndan Ci ve C merkez noktalar¬ da bellidir.

�

CPCi üçgeninde (2.11) eşitli¼ginin sa¼glanmas¬ demek,
��!
PCi ?

��!
CiC demektir.

Buna göre ��!CiC
 =

q
R2 � (�i)2

dir. Di¼ger taraftan �i e¼grisinin P noktas¬ndaki e¼grilik çemberi üzerinde al¬nan

herhangi bir A noktas¬n¬n C noktas¬na olan uzakl¬¼g¬,
�

CACi üçgeni yard¬m¬

ile hesaplan¬rsa, �!CA
 = R

elde ediilir. Böylece aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧s olduk:

Teorem 2.2.20 (MEUSNIER)

E3 de bir M yüzeyi üzerinde bulunan ve P 2 M noktas¬nda ayn¬ te¼gete

(asimptotik do¼grultu olmayan) sahip olan bütün e¼grilerin, P noktas¬ndaki

e¼grilik çemberleri, yar¬çap¬ R ve merkezi C = P +R
�!
Np noktas¬ olan bir küre

üzerinde bulunurlar (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.21 Meusnier Küresi:

M � E3 yüzeyinin, bir P noktas¬nda asimptotik olmayan ve ortak bir te¼get
do¼grultusuna sahip olan e¼grilerin e¼grilik çemberlerini üzerinde bulunduran

küreye, M nin P noktas¬ndaki Meusnier küresi denir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Meusnier küresi üzerinde bulunan e¼grilik çemberlerinden sadece e¼gri nor-

mali ile yüzey normalinin çak¬̧st¬¼g¬ � e¼grisininki bir büyük çemberdir, di¼ger

e¼grilerin e¼grilik çemberleri birer küçük çemberdir.

Meusnier teoreminin birer sonucu olarak aşa¼g¬daki özellikleri s¬ralayabili-

riz:

Sonuç 2.2.22

E3 de bir M yüzeyi üzerinde bulunan ve belli bir P 2 M noktas¬nda

ayn¬
�!
X p te¼getine (asimptotik olmayan) sahip olan e¼grilerin e¼grilik merkezi,

(
�!
X p;

�!
n i) düzleminde yar¬çap¬

R

2
ve merkezi D = P +

R

2

�!
Np noktas¬ olan bir
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çember üzerinde bulunurlar.

Sonuç 2.2.23

E3 de bir M yüzeyi üzerinde bulunan ve belli bir P 2 M noktas¬nda

ayn¬
�!
X p te¼getine (asimptotik olmayan) sahip olan bütün e¼grilerin P nok-

tas¬na kaŗs¬l¬k gelen e¼grilik eksenleri, tepesi Meusnier küresinin merkezi olan

ve (�!n ;�!Np) düzleminde bulunan düzlemsel bir do¼gru demetine dahildirler.

Sonuç 2.2.24

E3 de bir M yüzeyi üzerinde bulunan bir P 2 M noktas¬nda yüzeye

te¼get olan ve asimptotik do¼grultu olmayan bütün do¼grultular¬, ortak te¼get

do¼grultusu kabul eden e¼gri ailelerinin P noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen,

a) E¼grilik çemberleri, yar¬çap¬ R ve merkezi C = P + R
�!
Np noktas¬ olan

Meusnier küresi üzerinde bulunurlar.

b) E¼grilik merkezleri, yar¬çap¬
R

2
ve merkezi

D = P +
R

2

�!
Np

noktas¬ olan bir çember üzerinde bulunurlar.

c) E¼grilik eksenleri tepesi C = P + R
�!
Np noktas¬ olan uzaysal bir do¼gru

demetine sahiptir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.25: M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler

do¼gru ise M bir n�boyutlu topolojik manifold veya n�manifold dur denir:
(1) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(2) M n�boyutlu lokal Öklidyendir.
(3) M aç¬k cümlelerin say¬labilir bir taban¬na sahiptir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2.26: M bir n�boyutlu topolojik manifold olsun. M üzerinde

Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabilirse M ye Ck s¬n¬f¬ndan

diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2.27 f : En ! R bir di¤erensiyellenebilir fonksiyon ve
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�!v p 2 TEn(P ) olsun. Bu durumda �!v p =
�!
PQ olmak üzere;

�!v p [f ] =
d

dt
(f(P1 + t(Q1 � P1); : : : ; Pn + t(Qn � Pn)) jt=0

reel say¬s¬na f fonksiyonun�!v p vektörü yönündeki türevi denir (Hac¬saliho¼glu,
1998).

Teorem.2.2.28 �!v = (v1; v2; :::; vn) 2 Rn; P 2 En ve f : En ! R bir

di¤erensiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu takdir de

�!v p [f ] =
nP
i=1

vi
@f

@xi
jp

dir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Teorem 2.2.29 8 f; g 2 C1(En;R); 8 �!v p;�!u p 2 TEn(P ) ve 8a; b 2 R
için:

(i) (a�!v p + b�!u p) [f ] = a�!v p [f ] + b�!u p [f ] ;
(ii) �!v p [af + bg] = a�!v p [f ] + b�!v p [f ] ;
(iii) �!v p [f � g] = �!v p [f ] � g (p) + f (p) � �!v p [g]

dir (O�Neill, 1966).

Tan¬m 2.2.30 I � R bir aç¬k aral¬k olsun � : I ! En diferensiyellenebilir

fonksiyonuna En de bir e¼gri denir. Bir t 2 I de¼geri için e¼grinin bir �(t)
noktas¬ elde edilir. Bu noktada

�!
�p (t) =

d�

dt
jt = (

d�1

dt
(t); : : : ;

d�n

dt
(t))

vektörü e¼grinin h¬z vektörü ad¬n¬ al¬r ve (�(t); �p(t)) ikilisi bir tanjant vek-

tördür (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Teorem 2.2.31 �; En de bir e¼gri ve bir diferensiyellenebilir reel de¼gerli

fonksiyon f ise

�!
�p (t) [f ] =

d(f(�))

dt
jt =

d

dt
(f � �) jt

dir.
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·Ispat: Tan¬m 2.2.30 dan

�!
�p (t) = (

d�1

dt
(t); :::;

d�n

dt
(t))

oldu¼gundan Teorem.2.2.28 gere¼gince

�p(t) [f ] =
nP
i=1

@f

@xi
(� (t))

d�i

dt
jt

yaz¬labilir. Burada (f(� (t))) = (f��) (t) bileşke fonksiyonu f(�1 (t) ; :::; �n (t))
yaz¬labilece¼ginden zincir kural¬ ile

d(f(�))

dt
(t) =

nP
i=1

@f

@xi
(� (t))

d�i

dt
(t) =

d

dt
(f � �) jt

olur.

Buradaki türev
�!
�p (t) [f ] = D�!

�p(t)
f olarak yaz¬labilir ve bu türev

f : En ! R fonksiyonun � : I ! En e¼grisi boyunca kovaryant türev ad¬n¬

al¬r.
d

dt
(f � �) jt = <

�!5f;
�!
�p >jt

olarak da gösterilen bu türev iç çarp¬m i̧slemidir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Tan¬m 2.2.32 M bir diferensiyellenebilir manifold ve I � R bir aç¬k

aral¬k olmak üzere bir � : I ! M fonksiyonunun Ck s¬n¬f¬ndan olmas¬,

�(t)=P 2M noktas¬n¬n bir komşulu¼gundaki fu1; :::; ung lokal koordinat
fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla tan¬mlanan, � e¼grisinin

�i = ui � � : I ! R ; 1 � i � n

koordinat fonksiyonlar¬n¬n Ck s¬n¬f¬ndan olmas¬ demektir. �(I) �M cümle-

sine, f(I; �)g atlas¬ ile verilmi̧s Ck s¬n¬f¬ndan bir e¼gri denir.
M bir diferensiyellenebilir manifold ve �(I) da M üzerinde f(I; �)g atlas¬

ile verilmi̧s Ck s¬n¬f¬ndan bir e¼gri olsun. �(t) = P 2M olmak üzere,

Xp : C
1(M;R) ! R

f ! Xp(f) =
d(f � �)
dt

jt
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şeklinde tan¬ml¬Xp fonksiyonuna, �(I) e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki bir tanjant

vektörü denir (Hac¬saliho¼glu, 1998).

Teorem.2.2.33M bir diferensiyellenebilir manifold, P 2M noktas¬ndaki

tanjant uzay, TM(P ) ve 8 Xp 2 TM(P ) ve 8 f; g 2 C1(M;R) için

1) Xp : C
1(M;R)! R lineerdir.

2) Xp(fg) = Xp(f) � g(p) + f(p) �Xp(g)

dir. Ayr¬caM bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M üzerinde bir vektör

alan¬ diye

X :
�orten!
1�1

[

p2M

TM(p)

olarak tan¬mlanan X fonksiyonuna denir ve M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n

cümlesi �(M) ile gösterilir (Hacisaliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.34 (Riemann Manifoldu): M bir C1 manifold olsun. M

üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬ �(M) ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n

halkas¬ C1 (M;R) olmak üzere

< , >: �(M)� �(M)! C1 (M;R)

şeklinde bir iç çarp¬m tan¬ml¬ iseM ye bir Riemann manifoldu denir. Burada,

< , > fonksiyonuna M üzerinde iç çarp¬m, metrik tensör, Riemann metri¼gi

veya diferensiyellenebilir metrik denir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.35M bir C1 manifold olsun. M üzerinde vektör alanlar¬n¬n

uzay¬ �(M) olmak üzere

D : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! D(X; Y ) = DXY

fonksiyonu, her X; Y; Z 2 �(M) ve her f; g 2 C1 (M;R) için

(1) DfX+gYZ = fDXZ + gDYZ;

(2) DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y;
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özellikleri sa¼glan¬yorsa D ye M manifoldu üstünde bir a�n koneksiyon ve

DX operatörüne de X e göre kovaryant türev operatörü denir (Hac¬saliho¼glu,

1994).

Tan¬m 2.2.36 M yar¬-Riemann manifoldu olsun. M üstünde bir D a�n

koneksiyonu

(1) D, C1 s¬n¬f¬ndand¬r.

(2) M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y; Z 2 �(M) için

DXY �DYX = [X; Y ]

dir.

(3) M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 s¬n¬f¬ndan her X; Y; Z 2 �(M) ve
her p 2 A için

Xp hY; Zi = hDXY; ZijP + hY;DXZijP

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, D koneksiyonuna,M üstünde bir Riemann koneksiyo-

nu ve DX operatörüne de X e göre Riemann anlam¬nda kovaryant türev

operatörü denir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.37 En, n�boyutlu Öklid uzay¬nda (n�1)�boyutlu bir hiperyü-
zey diye En deki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyle ki bu M cümlesi

M = fx 2 U � Enj f : U
dif:bilir�! R, U aç¬kg

x �! f(x) = c sabit

olmak üzere, .rf jp 6= 0; her p 2 M biçiminde tan¬mlan¬r. Her X 2 �(M)
için

S(X) = DXN

şeklinde tan¬ml¬ S dönüşümüneM üzerinde şekil operatörü veyaM nin Wein-

garten dönüşümü denir (Hacisaliho¼glu, 1994).
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Tan¬m 2.2.38 En n�boyutlu Öklid uzay¬n¬n birM hiperyüzeyi üzerinde,

q�yuncu temel form diye, 1 � q � n olmak üzere

Iq : �(M)� �(M) ! C1 (M;R)

(X; Y ) ! Iq(X; Y ) =< Sq�1 (X) ; Y >

şeklinde tan¬ml¬ Iq fonksiyonuna denir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.39 En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.

P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

K : M ! R

P ! K(P ) = detS(P )

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve K(P )

de¼gerine de M nin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir (Hacisaliho¼glu, 1983).

Tan¬m 2.2.40 En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.

P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

H : M ! R

P ! H(P ) = iz (S(P ))

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonaM nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve H(P )

de¼gerine de M nin P noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir (Hacisaliho¼glu,

1994).

Tan¬m 2.2.41 En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M ve M

nin şekil operatörü S olsun. M nin bir P noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen S(P ) nin

karakteristik de¼gerlerine M nin bu noktas¬ndaki asli e¼grilikleri denir. Asli

e¼griliklere kaŗs¬l¬k gelen karakteristik vektörlere deM nin P noktas¬ndaki asli

e¼grilik vektörleri veya asli e¼grilik do¼grultular¬ ad¬ verilir (Hac¬saliho¼glu, 1994).
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2.2.2 Regle Yüzeyler

Bu k¬s¬mda regle yüzeyler ile ilgili kavramlar verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.42 M � E3 yüzeyi verilsin. Her p 2M noktas¬nda, E3 ünM

de kalan bir do¼grusu var iseM ye bir regle yüzey denir ve p 2M noktas¬ndan

geçen veM de kalan do¼gruya daM nin bir do¼grultman¬ denir (Hac¬saliho¼glu,

1994).

Sonuç 2.2.43 E3; 3�boyutlu Öklid uzay¬nda f0g � I � R olmak üzere
diferensiyellenebilir birim h¬zl¬ bir e¼gri

� : I ! E3

t! �(u) = (�1 (u) ; �2 (u) ; �3 (u))

olsun. Her u 2 I için �(u) noktas¬ndaki T�(u) te¼get vektörü ile anado¼grunun
do¼grultman vektörü lineer ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

l : R! E3

v ! l(v) = (�1(u) + vX1(u); �2(u) + vX2(u); �3(u) + vX3(u))

do¼grusunu seçelim. Burada 1 � i � 3 olmak üzere Xi(u) 2 R skalarlar¬

�(u) noktas¬ndaki do¼grultman vektörün bileşenleridir. l do¼grusunun � e¼grisi

boyunca hareket etmesiyle, (I � R; ') parametrizasyonu ile verilen

' : I � R ! E3

(u; v) ! '(u; v) = (�1(u)+vX1(u); �2(u)+vX2(u); �3(u)+vX3(u))

' (u; v) = �!� (u) + v�!X (u) olacak şekilde bir regle yüzey elde edilir (Hac¬-
saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.44 Bir '(u; v) regle yüzeyinin anado¼grular¬n¬n her birini dik

olarak kesen e¼griye regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir (Hacisaliho¼glu,

1994).
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Tan¬m 2.2.45 Bir '(u; v) regle yüzeyinde komşu iki do¼grultman¬n ortak

dikmesinin esas do¼grultman üzerindeki aya¼g¬na bo¼gaz (merkez veya strik-

siyon) noktas¬ denir (Hacisaliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.46 Bir '(u; v) regle yüzeyinin anado¼grusu dayanak e¼grisi

boyunca yüzeyi oluştururken bo¼gaz noktalar¬n¬n geometrik yerine regle yüzeyin

bo¼gaz çizgisi (striksiyon e¼grisi) ad¬ verilir (Hacisaliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.47 Bir '(u; v) regle yüzeyinin merkez noktas¬n¬n �� yervektörü,

dayanak e¼grisinin ~�(u) yervektörü,X(u) do¼grultman vektörü ve dayanak e¼gri-

sine olan �u uzakl¬¼g¬ cinsinden

��(u; �u) = �(u) + �uX(u)

şeklinde ifade edilir. �u parametresi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin yervek-

törü ve do¼grultman¬ cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi X(u) ve

X(u) + dX(u) olan komşu üç anado¼grusunu seçelim. Burada P ve Q farkl¬

iki bo¼gaz noktas¬ olmak üzere,

��(u; �u) = �(u)�
<
dX

ds
; T >


dX

ds


2 X(u); �0(u) = T (2.12)

bulunur (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.48 Regle yüzeyin komşu iki anado¼grusu aras¬ndaki en k¬sa

uzakl¬¼g¬n, bu iki komşu anado¼gru aras¬ndaki aç¬ya oran¬na regle yüzeyin

da¼g¬lma parametresi (drali) denir. Ayr¬ca yüzeyin dralinin diferensiyel denk-

lemi

� = �det(T;X;X
0)

< X 0; X 0 >
(2.13)

şeklinde ifade edilir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.49 Bir regle yüzeyin anado¼grular¬ boyunca te¼get düzlemleri

ayn¬ ise regle yüzeye aç¬labilirdir denir (Hac¬saliho¼glu, 1983).
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2.2.3 Paralel Yüzeyler

Bu k¬s¬mda paralel yüzeyler ile ilgili kavramlar verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.50 M1 ve M2, En in iki hiperyüzeyi ve M1 in birim normal

vektör alan¬
�!
N1 =

nX

i=1

ai
@

@xi
; ai 2 C1(M;R)

olsun. E¼ger bir r 2 R sabit say¬s¬ ve her P 2M1 için

f(p) = (p1 + ra1(p); p2 + ra2(p); ::; pn + ran(p))

olacak şekilde bir

f :M1 !M2

fonksiyonu bulunabiliyorsa,M2 yeM1 in paralel hiperyüzeyi denir (Hac¬salih-

o¼glu, 1994).

Bundan sonra, En in M hiperyüzeyine paralel olan hiperyüzeyi M r ile

gösterece¼giz. Buradaki r indisi r 2 R sabit say¬s¬n¬ belirtir. M nin birim

normal vektör alan¬n¬
�!
N, şekil operetörünü S veM r nin birim normal vektör

alan¬n¬
�!
N
r, şekil operatörü de Sr ile gösterece¼giz. O halde

�!
N
r =

�!
N1 yani

�!
N
r =

nX

i=1

ai
@

@xi
; ai (f(p)) = ai(p)

olacakt¬r (Hacisaliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.51 En in M hiperyüzeyine paralel M r hiperyüzeyi verilsin.

En öklid uzay¬n¬n fx1; x2; : : : ; xng Öklid koordinat sistemine göre; X 2 �(M),
X 2 �(M r) vektör alanlar¬

X =

nX

i=1

bi
@

@xi
; X =

nX

i=1

bi
@

@xi

öyleki, her P 2 M için bi(p) = bi(f(p)); 1 � i � n, özelli¼gi ile verilsin. O

zaman
1) f�(X) = X + rS(X)

2) Sr (f�(X)) = S(X)
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dir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Teorem 2.2.52 f :M !M r olmak üzere, M nin bir paralel hiperyüzeyi

M r olsun. O zaman

(1) f üçüncü temel form olma özelli¼gini korur.

(2) f umbilik nokta olma özelli¼gini korur.

(3) f asli e¼grilik do¼grultusu olma özelli¼gini korur.

(4) M nin temel formlar¬, s¬ras¬yla, I; II; III ile gösterilmek üzere,

8X; Y 2 �(M) ve 8P 2M için

hf�(X); f�(Y )ijf(p) = I(Xp; Yp) + 2rII(Xp; Yp) + r
2III(Xp; Yp)

dir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Teorem.2.2.53 M � E3 yüzeyinin bir paralel yüzeyi M r olsun. P 2M
noktas¬nda M yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilikleri s¬ras¬yla, K ve H,

f(P ) 2M r noktas¬nda M r yüzeyinin Gauss ve ortalama e¼grilikleri de Kr ve

Hr olsun. O zaman,

Kr =
K

(1 + rH + r2K)

Hr =
H + 2rK

(1 + rH + r2K)

(2.14)

d¬r (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Sonuç 2.2.54 M � E3 yüzeyinin bir paralel yüzeyi M r olsun. P 2 M
noktas¬ndaM nin Gauss ve ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬ylaK ve H, f(P ) 2M r

noktas¬ndaM r nin Gauss ve ortalama e¼grilikleri deKr veHr olsun. O zaman

M ve M r yüzeylerinin Gauss ve ortalama e¼grilikleri aras¬nda ,

K =
Kr

1� rHr + r2Kr

H =
Hr � 2rKr

1� rHr + r2Kr

(2.15)

eşitlikleri vard¬r.
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2.2.4 Weingarten Yüzeyler

Bu k¬s¬mda Weingarten yüzey tan¬m¬ ve regle Weingarten yüzey olma şart¬

verilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.55 M � E3 yüzeyinin Weingarten yüzeyi olmas¬ için yüzeyin
K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri aras¬nda

�(H;K) = 0

olacak şekilde fonksiyonel bir � ba¼g¬nt¬s¬n¬n var olmas¬ veya bununla özdeş

olarak, H veK e¼griliklerinin de¼gi̧simleri lineer ba¼g¬ms¬z iseM yüzeyine Wein-

garten yüzey denir (Sipus, 2008).

Teorem 2.2.56 M(u; v) � E3 bir yüzey olsun. Bu yüzeyin Gauss e¼grili¼gi
K, ortalama e¼grili¼gi H olmak üzere,

KuHv �KvHu = 0 (2.16)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa M yüzeyi Weingarten yüzeyidir (Sipus, 2008).

Teorem 2.2.57 K 6= 0 olmak üzere ' (u; v) = �!� (u)+v�!X (u) regle yüzeyi
aç¬labilir olmayan bir yüzey olsun. Bu durumda,

kXk = kX 0k = 1; < �0; X 0 >= 0 (2.17)

eşitlikleri sa¼glanmak üzere

F =< �0; X > Q = det(�0; X;X 0)

J = det(X 00; X 0; X); D =
p
EG� F 2

(2.18)

olsun. Birinci esas formun E;F , G katsay¬lar¬ ve D;

E = k�0k2 + v2; F =< �0; X >

G = 1; D =
p
Q2 + v2

(2.19)
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dir (Kühnel, 1994).

·Ispat: Birinci esas formun katsay¬lar¬n¬n

E =< �!' u;
�!' u >; F =<

�!' u;
�!' v > ve G =< �!' v;

�!' v >

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

�!' u = �
0 + v:X 0 ve �!' v = X

olmak üzere

E = < �!' u;
�!' u >

= < �0 + v:X 0; �0 + v:X 0 >

= < �0; �0 > +v: < �0; X 0 > +v: < X 0; �0 > +v2: < X 0; X 0 >

= k�0k2 + v2 (2.20)

F = < �!' u;
�!' v >

= < �0 + v:X 0; X >

= < �0; X > +v: < X 0; X >

= < �0; X > (2.21)

ve

G =< �!' v;
�!' v >=< X;X >= 1

olur. (2.18) eşitliklerinden yararlan¬larak

D =

q
(j�0j2 + v2):1� F 2

=
p
< �0; �0 > +v2 � F 2

=
p
< F:X +Q:X ^X 0; F:X +Q:X ^X 0 > +v2 � F 2

=
p
Q2 < X^X 0; X^X 0 > +2QF < X^X 0,X > +F 2 < X;X > +v2-F 2
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bulunur. Burada Lagrange özdeşi¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda

< X ^X 0; X ^X 0 > = < X;X >< X 0; X 0 > � < X;X 0 >< X;X 0 >

= kXk2 : kX 0k2

= 1

olmak üzere,

D =
p
Q2 + F 2 + v2 � F 2

=
p
Q2 + v2

(2.22)

olarak elde edilir.

Teorem 2.2.58 ', E3 Öklid uzay¬nda bir yüzey olsun. ' yüzeyinin Gauss

ve Ortalama e¼grilikleri, E; F; G ve L; M; N; s¬ras¬yla, ' ye ba¼gl¬ birinci ve

ikinci esas formunun katsay¬lar¬ olmak üzere,

K =
LN �M2

EG� F 2 ve H =
LG� 2MF +NE
2(EG� F 2)

(Sabuncuo¼glu, 2004).

Sonuç 2.2.59 k1 ve k2 asli e¼grilikleri,

k
2 � 2Hk+K = 0

kuadratik denkleminin kökleridir. k1 ve k2 nin eşitleri;

k1 = H +
p
H2 �K ve k2 = H �

p
H2 �K

dir (Kühnel, 1994).

Yard¬mc¬ Teorem 2.2.60 ', E3 de bir yüzey olsun. ·Ikinci esas formun

katsay¬lar¬ aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:

L =
< �!' uu;

�!' u ^ �!' v >p
EG� F 2

=
det(�!' uu;

�!' u;
�!' v)p

EG� F 2

M =
< �!' uv;

�!' u ^ �!' v >p
EG� F 2

=
det(�!' uv;

�!' u;
�!' v)p

EG� F 2

N =
< �!' vv;

�!' u ^ �!' v >p
EG� F 2

=
det(�!' vv;

�!' u;
�!' v)p

EG� F 2

(2.23)
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(Gary, 1993).

(2.18) eşitliklerden faydalanarak, ikinci temel formun katsay¬lar¬ Q; J ve

F ye ba¼gl¬ olarak ifade edilirse,

L =
< �!' uu;

�!' u ^ �!' v >p
EG� F 2

=
1

D
(Q(QJ + F )� vQ0 + v2J)

bulunur.

M =
1

D
(det(�!' uv;

�!' u ^ �!' v))

=
1

D
hX 0; (�0 + vX 0) ^Xi

=
1

D
hX 0; �0 ^X + vX 0 ^Xi

=
1

D
[hX 0; �0 ^Xi+ hX 0; vX 0 ^Xi]

=
Q

D

olur ve

N =
det(�!' vv;

�!' u ^ �!' v)

D

=
det(0; 'u; 'v)

D

= 0

elde edilir. Ayr¬ca Gauss e¼grili¼gi,

K =
LN �M2

EG� F 2

=
�(Q

D
)2

D2

= �Q
2

D4
(2.24)
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ve ortalama e¼grilik ise

H =
LG� 2MF +NE
2(EG� F 2)

=

Q(QJ + F )� vQ0 + v2J
D

� 2:Q
D
:F

2D2

=
Q2J �QF � vQ0 + v2J

2D3

(2.25)

d¬r.

Bir yüzeyin Weingarten yüzey olmas¬ için; (2.16) denkleminin sa¼glanmas¬

gerekir. (2.24) ifadesindeki K Gauss e¼grili¼ginin, s¬ras¬yla, u ve v ye göre

türevleri al¬n¬rsa,

Ku =
�2QQ0(Q2 + v2)2 + 2(Q2 + v2)2QQ0Q2

(Q2 + v2)4

=
2QQ0(Q2 + v2)[�Q2 � v2 + 2Q2]

(Q2 + v2)4

=
2QQ0D2[Q2 � v2]

D8

veya

Ku =
2QQ0[Q2 � v2]

D6
(2.26)

ve

Kv =
2(Q2 + v2):2v:Q2

(Q2 + v2)4

=
4vQ2

(Q2 + v2)3

veya

Kv =
4Q2v

D6
(2.27)

bulunur.
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(2.25) eşitli¼gindeki H ortalama e¼grili¼ginin, s¬ras¬yla, u ve v ye göre türev-

leri al¬n¬rsa,

Hu =
1

4(Q2 + v2)3
[J 0v2 �Q00v + 2QQ0J+J 0Q2 �Q0F � F 0Q]2(Q2 + v2) 32

�3(Q2 + v2) 122QQ0[Jv2 �Q0v +Q2J �QF ]

=
1

4D6
[J 0v2 �Q00v + 2QQ0J + J 0Q2 �Q0F � F 0Q]2D3

�6DQQ0[Jv2 �Q0v +Q2J �QF ]

=
1

2D5
[J 0v2 �Q00v + 2QQ0J + J 0Q2 �Q0F � F 0Q](Q2 + v2)

�3QQ0[Jv2 �Q0v +Q2J �QF ]

=
1

2D5
[Q2(2QF 0 �QQ0J + J 0Q2 + 2Q0F )� (Q2Q00 + 3QQ02)v

+(2Q2J 0 �Q0F � F 0Q�QQ0J 0)v2 �Q00v3 + J 0v4]

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

Hu = 1
2D5 [Q

2(2QF 0 �QQ0J + J 0Q2 + 2Q0F )� (Q2Q00 + 3QQ02)v

+(2Q2J 0 �Q0F � F 0Q�QQ0J 0)v2 �Q00v3 + J 0v4]
(2.28)

elde edilir. Ayr¬ca v ye göre k¬smi türev

Hv =
(2Jv-Q0)2(Q2+v2)

3

2 -2:3
2
(Q2+v2)

1

2 :2v:(Jv2-Q0v+Q2J-QF )

4(Q2 + v2)3

=
2(Q2+v2)

1

2 [(2Jv �Q0)(Q2 + v2)-3v(Jv2 �Q0v+Q2J �QF )]
4(Q2 + v2)3

=
2JvQ+ 2Jv3 �Q0Q2-Q0v2 � 3Jv3+3Q0v2 � 3Q2Jv + 3QFv

2(Q2 + v2)
5

2

veya

Hv =
1

2D5
[�Q0Q2 � (Q2J � 3QF )v + 2Q0v2 � Jv3] (2.29)



31

bulunur. Bu sonuçlar (2.16) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

KvHu �KuHv

=4Q2v
D6 :

1
2D5 [(2Q

3Q0J-Q2Q0F -Q3F 0-3Q3Q0J+3Q2Q0F )-(Q2Q00+3QQ02)v

+ (Q2J 0 + 2QQ0J + J 0Q2 �Q0F � F 0Q� 3QQ0J 0)v2-Q00v3+J 0v4]

� 2QQ0[Q2�v2]
D6 : 1

2D5 (�Q0Q2 � (Q2J � 3QF )v + 2Q0v2 � Jv3)

= 1
D11 [(4Q

5Q0J-2Q4Q0F -2Q5F 0-6Q5Q0J+6Q4Q0F )v-(2Q4Q00-6Q3Q02)v2

+(4Q4J 0 + 2Q3Q0J � 2Q2Q0F � 2F 0Q3)v3 � 2Q2Q00v4+2Q2J 0v5]

� 1
D11 [�Q5Q02+Q3Q02v2-Q5Q0Jv+Q3Q0Jv3+3Q4Q0Fv-3Q2Q0Fv3

+2Q3Q02v2 � 2QQ02v4 �Q3Q0Jv3+QQ0Jv5]

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

KvHu �KuHv

= 1
D11 [(2Q

2J 0-QQ0J)v5+(2QQ02-2Q2Q00)v4+(�2Q3Q0J+4Q4J 0

-2Q2Q0F -2Q3F 0+3Q2Q0F )v3+(6Q3Q02 � 2Q4Q00 � 3Q3Q02)v2

+(-2Q5Q0J+2Q6J 0+4Q4Q0F -2Q5F 0+Q5Q0J-3Q4Q0F )v+Q5Q02]

(2.30)

bulunur ve K 6= 0 kabul edildi¼ginden Q 6= 0 şart¬n¬ sa¼glayan herhangi bir

nokta komşulu¼gunda, Q5Q02 ve v5 katsay¬lar¬n¬n yok olmas¬ için, Q0 = 0 ve

J 0 = 0 olmal¬d¬r. Ayn¬ şekilde, v3 ün katsay¬s¬n¬n yok olmas¬ için, F 0 = 0

olmal¬d¬r. Buna ba¼gl¬ olarak, K 6= 0 oldu¼gu herhangi bir regle Weingarten
yüzey için Q; J; F büyüklükleri sabit olmal¬d¬r. J = F = 0 iken H = 0 olur.

Bu durumda yüzey helisoidsel yüzeydir.

Teorem 2.2.61Aç¬labilir olmayan bir ' regle yüzeyi için, aşa¼g¬daki koşul-

lar özdeştir;
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(i) ' bir Weingarten yüzeydir.

(ii) Q; J; F büyüklükleri sabittirler.

·Ispat: (i))(ii) bir önceki sayfadaki aç¬klamadan görülmektedir.
(ii)=)(i) Q; J; F de¼gerleri sabit olsun Bu durumda Qp = J p = F p = 0 olur.

(2.30) denkleminde Qp; J p ve F p yerine 0 yaz¬l¬rsa

KvHu �KuHv = 0

elde edilir (Kühnel, 1994).
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BÖLÜM 3

PARALEL YÜZEYLER·IN BAZI
ÖZELL·IKLER·I

Bu bölümdeM yüzeyi üzerindeki bir e¼grinin,M r paralel yüzeyi üzerindeki

resminin Darboux ve Frenet çat¬lar¬na göre e¼grilikleri hesaplanm¬̧st¬r. Bir

regle yüzeyin paralel yüzeyinin temel formlar¬ bulunmuştur.

3.1 Paralel Yüzeyler ve Meusnier Teoremi

Bu k¬s¬mda M yüzeyi üzerindeki bir e¼grinin, M r paralel yüzeyi üzerindeki

resminin geodezik ve normal e¼grili¼gi, geodezik torsiyonu, verilmi̧stir. Daha

sonra Meusnier teoremi ifade ve ispat edilmi̧stir.

3.1.1 Bir E¼grinin Paralel Yüzeyi Üzerindeki Resminin

Darboux Çat¬s¬

Tan¬m 3.1.1M yüzeyinin paralel yüzeyiM r; M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬ �

e¼grisininM r yüzeyi üzerindeki görüntüsü (f � �) = � olsun. �!� p =
����!
f�(T) dir.

� e¼grisinin f(� (t)) noktas¬ndaki Darboux üçyüzlüsü (çat¬s¬) e¼gri birim h¬zl¬

olmad¬¼g¬ndan

����!
f�(T)

 = v olmak üzere
(
�!
T
r =

���!
f�(T)

v
;
�!
B
r =

�!
T
r ^ �!Nr;

�!
N
r

)

olarak ifade edilir.

Teorem 3.1.2 M r yüzeyinin f(� (t)) noktas¬ndaki Darboux üçyüzlüsün�!
T
r;
�!
B
r;
�!
N
r
o
olmak üzere,
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�!
T
r =

1

v

h
(1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B

i

�!
B
r =

1

v

h
(1� rkn)

�!
B + r� g

�!
T

i

�!
N
r =

�!
N

(3.1)

dir.

·Ispat: Esas yüzeyin birim normal vektör alan¬n¬n türevi
�!
N
p= �kn

�!
T�� g

�!
B

oldu¼guna göre (f � �) = � e¼grisinin f(� (t)) noktas¬ndaki te¼get vektörü

�!
� p =

���!
f�(T) =

�!
T + r

���!
S(T)

=
�!
T + r(�kn

�!
T � � g

�!
B)

= (1� rkn)
�!
T � r� g

�!
B (3.2)

olur.
�!
� p vektörünün normunu hesaplarsak

�!� p
 =

q
(1� rkn)2 + r2� 2g

= v
(3.3)

elde edilir.
�!
T
r =

f�(T)

v
oldu¼gundan. M r yüzeyinin f(� (t)) noktas¬ndaki

birim te¼get vektörü
�!
T
r =

1

v
((1�rkn)

�!
T�r� g

�!
B) olur. M r yüzeyiM yüzeyine

paralel oldu¼gundan
�!
N
r =

�!
N ve

�!
T
r ile

�!
N vektörel çarp¬l¬rsa binormal vektörü

�!
B r =

�!
N ^ �!T r

=
�!
N ^ (1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B

v

=
1

v

h
(1� rkn)g

�!
B + r� g

�!
T

i

olarak elde edilir. Bu durumda
n�!
T
r;
�!
B
r;
�!
N

o
M r yüzeyi üzerinde (f � �)

e¼grisinin f(� (t)) noktas¬ndaki Darboux çat¬s¬ olur.

Teorem 3.1.3 M yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬ olmayan bir � e¼grisinin

M r parelel yüzeyi üzerindeki görüntüsü olan (f � �) = � e¼grisinin geodezik
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e¼grili¼gi, normal e¼grili¼gi ve geodezik burulmas¬, s¬ras¬yla,

krg =
1

v3

�
kgv

2 � r(r� gkpn + (1� rkn)� pg)
�

krn =
1

v2
(kn � r(k2n + � 2g))

� rg =
� g

v2

(3.4)

dir. Burada

����!
f�(T)

=v=
q
(1� rkn)2+(r� g)2 dir.

·Ispat: � e¼grisi birim h¬zl¬ olmad¬¼g¬ndan hesaplamalar Teorem 2.2.16 dan

yararlanarak yap¬lacakt¬r.

�!
� p = (1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B

�!
� pp = �rkpn

�!
T + (1� rkn)

�!
T
p � r� pg

�!
B � r� g

�!
B
p

= �rkpn
�!
T + (1� rkn)(kg

�!
B + kn

�!
N)� r� pg

�!
B � r� g(�kg

�!
T + � g

�!
N)

veya

�!
� pp = (r� gkg-rk

p

n)
�!
T+(kg(1-rkn)-r�

p

g)
�!
B+

�
(1� rkn)kn-r� 2g

��!
N (3.5)

olur. Buradan paralel yüzeye ait geodezik e¼grilik

krg =
1

v2
<
�!
� pp;

�!
B r >

=
1

v2
< (r� gkg � rkpn)

�!
T + (kg(1� rkn)� r� pg)

�!
B

+
�
(1� rkn)kn � r� 2g

��!
N;
1

v

h
(1� rkn)

�!
B + r� g

�!
T

i
>

=
1

v3

�
r2� 2gkg � r2� gkpn + kg(1� rkn)2 � (1� rkn)r� pg

�

=
1

v3

�
kg(r

2� 2g + (1� rkn)2)� r(r� gkpn + (1� rkn)� pg)
�

veya

krg =
1

v3

�
kgv

2 � r(r� gkpn + (1� rkn)� pg)
�

(3.6)

elde edilir. Normal e¼grilik
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krn =
1

v2
<
�!
� pp;

�!
N >

1

v2
< (r� gkg-rkpn)

�!
T+(kg(1-rkn)-r� pg)

�!
B+

�
(1-rkn)kn-r� 2g

��!
N;
�!
N >

=
1

v2

�
(1� rkn)kn � r� 2g

�

veya

krn =
1

v2

�
kn � r(k2n + � 2g)

�

(3.7)

bulunur. Geodezik torsiyon ise;

� rg = �1
v
<
�!
N
p;
�!
B
r >

= �1
v
< �kn

�!
T � � g

�!
B ;
1

v

h
(1� rkn)

�!
B + r� g

�!
T

i
>

= � 1
v2
[�rkn� g � � g(1� rkn)]

ve buradan da

� rg =
� g

v2
(3.8)

olarak elde edilir.

Sonuç 3.1.1 Esas yüzey üzerinde geodezik olan bir e¼grinin paralel yüzey

üzerindeki resminin de geodezik olabilmesi için, aşa¼g¬daki şartlardan birisi

sa¼glanmas¬ gerekmektedir.

i) Esas yüzey üzerindeki e¼gri e¼grilik çizgisi olmal¬d¬r.

ii) Esas yüzey üzerindeki e¼grinin normal e¼grili¼gi ve geodezik burulmas¬

sabit olmal¬,

iii) kg =
r

v2

�
(r� gk

p

n + (1� rkn)� pg
�
olmal¬d¬r.

·Ispat: Esas yüzey üzerinde geodezik olan bir e¼grinin Tan¬m 2.2.12 den

geodezik e¼grili¼gi kg = 0 d¬r. E¼grinin resminin paralel yüzeyde geodezik

olabilmesi için Tan¬m 2.2.12 den geodezik e¼grili¼gi krg = 0 olmal¬d¬r.
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i) Esas yüzey üzerindeki e¼gri ayn¬ zamanda e¼grilik çizgisi ise Tan¬m 2.2.13

den � g = 0 d¬r. (3.6) eşitli¼ginde kg = 0 ve � g = 0 al¬n¬rsa krg = 0 olur.

ii) Esas yüzey üzerinde e¼grinin normal e¼grili¼gi ve geodezik burulmas¬ sabit

ise (3.6) eşitli¼ginde kg = 0; kpn = 0 ve �
p

g = 0 al¬n¬rsa k
r
g = 0 bulunur.

iii) (3.6) eşitli¼ginde kg yerine
r

v2

�
(r� gk

p

n + (1� rkn):� pg
�
al¬n¬rsa krg = 0

olur.

Sonuç 3.1.2 Esas yüzey üzerinde asimptotik olan bir e¼grinin resminin

paralel yüzeyde asimptotik e¼gri olmas¬ için aşa¼g¬daki şartlardan birisi sa¼glan-

mas¬ gerekmektedir.

i) E¼gri esas yüzey üzerinde e¼grilik çizgisi olmal¬d¬r.

ii) kn = r(k2n + �
2
g) eşitli¼gi sa¼glanmal¬d¬r.

·Ispat: Esas yüzey üzerinde e¼gri asimptotik olan bir e¼grinin Tan¬m 2.2.11

den normal e¼grili¼gi kn = 0 d¬r. E¼grinin resminin paralel yüzeyde asimptotik

olabilmesi için Tan¬m 2.2.11 den geodezik e¼grili¼gi krn = 0 olmal¬d¬r.

i) Esas yüzey üzerinde ayn¬ zamanda e¼grilik çizgisi ise Tan¬m 2.2.13 den

� g = 0 d¬r. (3.7) eşitli¼ginde kn = 0 ve � g = 0 al¬n¬rsa krn = 0 olur.

ii) (3.7) eşitli¼ginde kn yerine r(k2n + �
2
g) al¬n¬rsa k

r
n = 0 bulunur.

Sonuç 3.1.3 Esas yüzey üzerinde e¼grilik çizgisi olan bir e¼grinin, paralel

yüzeydeki resmi de e¼grilik çizgisidir.

·Ispat: Esas yüzey üzerinde e¼grilik çizgisi olan bir e¼grinin Tan¬m 2.2.13

den geodezik burulmas¬ � g = 0 d¬r. E¼grinin resminin paralel yüzeyde e¼grilik

çizgisi olabilmesi için Tan¬m 2.2.13 den geodezik burulmas¬ � rg = 0 olmal¬d¬r.

(3.8) eşitli¼ginde � g = 0 al¬n¬rsa � rg = 0 olur.
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3.1.2 Bir E¼grinin Paralel Yüzeyi Üzerindeki Resminin

Frenet Çat¬s¬

Bu k¬s¬mda bir e¼grinin paralel yüzey üzerindaki görüntüsünün Frenet çat¬s¬

ve e¼grili¼gi elde edilmi̧stir.

Teorem 3.1.4 M r yüzeyinin f(� (t)) noktas¬ndaki (f � �) = � e¼grisinin
Frenet üçyüzlüsü

n�!
T
r;�!n r;

�!
b
r
o
olmak üzere,

�!
T
r =

1

v

h
(1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B

i

�!
n
r =

1

v

q
(krn)

2 +
�
krg
�2
h
r� gk

r
g

�!
T + (1� rkn)krg

�!
B + vkrn

�!
N

i

�!
b
r =

1

v3
q
(krn)

2 +
�
krg
�2
h
�r� gv2krn

�!
T -(1-rkn)v2krn

�!
B+v3krg

�!
N

i
(3.9)

dir.

·Ispat: � e¼grisi birim h¬zl¬ bir e¼gri olmad¬¼g¬ndan Teorem 2.2.14 ifadesinden

faydalan¬lacakt¬r. � p ve (3.5) eşitli¼ginden � pp de¼gerleri yerlerine yaz¬l¬rsa

�!
� p ^ �!� pp =

h
(1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B

i
^ ((r� gkg � rkpn)

�!
T

+(kg(1� rkn)� r� pg)
�!
B + (kn(1� rkn)� r� 2g))

�!
N

=
�
kg(1-rkn)2-(1-rkn)r� pg

��!
N-(1-rkn)

�
(1-rkn)kn-r� 2g

��!
B

+
�
r2� 2gkg � r2� gkpn

��!
N � r� g

�
(1� rkn)kn � r� 2g

��!
T

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬r ve (3.4) formüllerindeki eşitlikler kul-

lan¬l¬rsa

�!
� p ^ �!� pp = �r� gv2krn

�!
T � (1� rkn)v2krn

�!
B + v3krg

�!
N (3.10)
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elde edilir. Bu vektörün normu hesaplan¬rsa

�!� p ^ �!� pp
 =

�
<
�!
� p ^ �!� pp;�!� p ^ �!� pp >

�1
2

=(< -r� gv2krn
�!
T -(1� rkn)v2krn

�!
B+v3krg

�!
N;

� r� gv2krn
�!
T -(1� rkn)v2krn

�!
B+v3krg

�!
N >)

1
2

=
�
r2� 2gv

4 (krn)
2+(1� rkn)2v4 (krn)2+v6

�
krg
�2�12

veya
�!� p ^ �!� pp

 =
�
(krn)

2
v4(r2� 2g + (1� rkn)2 + v6

�
krg
�2�12

=
�
(krn)

2
v6 + v6

�
krg
�2�12

bulunur. Düzenleme yap¬l¬rsa
�!� p ^ �!� pp

 = v3
q
(krn)

2 +
�
krg
�2

(3.11)

elde edilir. Bu eşitliklerden yararlanarak e¼grinin binormal vektörü

�!
b
r =

�!
� p ^ �!� pp�!� p ^ �!� pp



=
1

v3
q
(krn)

2 +
�
krg
�2
h
�r� gv2krn

�!
T � (1� rkn)v2krn

�!
B + v3krg

�!
N

i

bulunur.
�!
b
r ile

�!
T
r vektörel çarp¬larak normal vektör

�!
n
r =

�!
b
r ^ �!T r

=
�r� gv2krn

�!
T � (1� rkn)v2krn

�!
B+v3krg

�!
N

v3
q
(krn)

2 +
�
krg
�2 ^ (1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B

v

=
r2� 2gv

2krn
�!
N+(1� rkn)2v2krn

�!
N+(1� rkn)v3krg

�!
B + r� gv

3krg
�!
T

v4
q
(krn)

2 +
�
krg
�2

ve

�!
n
r =

1

v

q
(krn)

2 +
�
krg
�2
h
r� gk

r
g

�!
T + (1� rkn)krg

�!
B + vkrn

�!
N

i
(3.12)
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şeklinde elde edilir.
n�!
T
r;
�!
b
r;�!n r

o
M r yüzeyi üzerinde (f ��) e¼grisinin f(P )

noktas¬ndaki Frenet üçyüzlüsüdür.

Teorem 3.1.5 M r yüzeyi üzerinde (f ��) e¼grisinin f(� (t)) noktas¬ndaki
Frenet üçyüzlüsü

n�!
T
r;
�!
b
r;�!n r

o
, e¼grinin asli normali �!n r ile yüzeyin birim

normal vektörü
�!
N
r aras¬ndaki aç¬ �r ve e¼grinin e¼grili¼gi �r ise;

(�r)2 = (krn)
2 +

�
krg
�2

ve cos�r =
krnq

(krn)
2 +

�
krg
�2 (3.13)

dir.

·Ispat: (2.4) denkleminde
�!� p ^ �!� pp

 ve
�!� p

 de¼gerleri yerlerine yaz¬l¬rsa
e¼grinin e¼grili¼gi

�r =

�!� p ^ �!� pp


�!� p

3

=
v3
q
(krn)

2 +
�
krg
�2

v3

veya

�r =

q
(krn)

2 +
�
krg
�2

(3.14)

bulunur. E¼grinin asli birim normali �!n r ile yüzeyin birim normal vektörü
�!
N
r =

�!
N iç çarp¬l¬r ve (3.12) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

cos�r = < �!n r;
�!
N
r >

= < �!n r;
�!
N >

= <
r� gk

r
g

�!
T + (1� rkn)krg

�!
B + vkrn

�!
N

v

q
(krn)

2 +
�
krg
�2 ;

�!
N >

=
krnq

(krn)
2 +

�
krg
�2

veya

cos�r =
krn
�r

(3.15)
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elde edilir.

Teorem 3.1.6 Bir yüzey üzerinde verilen bir noktada ayn¬ te¼get vektöre

sahip tüm e¼grilerin, normal e¼grili¼gi ve geodezik burulmas¬ ayn¬d¬r (Louis,

1948).

Teorem 3.1.7 BirM yüzeyi üzerinde birim h¬zl¬ bir � e¼grisinin P = �(t0)

noktas¬ndaki te¼get vektörü
�!
T ile gösterilirse � e¼grisinin paralel M r yüzeyi

üzerindeki görüntüsü (f � �) e¼grisinin f(� (t0)) noktas¬ndaki te¼get vektörü

f�(T) = (1� rkn)
�!
T � r� g

�!
B (3.16)

d¬r.

Teorem 3.1.6 dan yararlanarak şu sonuç ç¬kar¬labilir:

Esas yüzeyde verilen bir noktada ayn¬ te¼get vektöre sahip tüm e¼grilerin

paralel yüzey üzerindeki görüntüleri de ayn¬ f�(T) te¼get vektörüne sahiptir.

Ayr¬ca (2.5) ve (2.7) denklemlerinden

v(krg
�!
B
r + krn

�!
N
r) = v�r�!n r

=) krg
�!
B
r + krn

�!
N
r = �r�!n r

=) krn <
�!
N
r;
�!
N
r >= �r < �!n r;�!Nr >

=) krn = �
r cos�r

elde edilir. Bu eşitlik (f � �i) e¼grileri için ifade edilirse

krn = �
r
i cos�

r
i (3.17)

olur. f(P ) noktas¬nda krn ve
�!
N
r sabit oldu¼gu için �ri sadece

�!
n
r
i vektörüne

ba¼gl¬ bir de¼gere sahip olacakt¬r. M r yüzeyi üzerindeki f(P ) = (f � �i)(t0)
noktas¬ndaki ayn¬ f�(T) te¼get vektörüne sahip tüm e¼grileri göz önüne al¬rsak,

bu e¼griler içinde öyle bir (f � �) e¼grisi vard¬r.ki, bu e¼grinin asli normali ile
yüzey normali çak¬̧s¬r. E¼grinin asli normali

�!
n
r =

1

v

q
(krn)

2 +
�
krg
�2
h
r� gk

r
g

�!
T+(1� rkn)krg

�!
B+vkrn

�!
N

i
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oldu¼gundan bu vektörün
�!
N vektörü ile çak¬̧smas¬ için krg = 0 olmas¬ gerekir.

Böylece

krn = �
r

olacakt¬r. �r e¼grili¼gi �ri e¼griliklerin en küçü¼gü veR
r =

1

�r
e¼grilik yar¬çaplar¬n¬n

en büyü¼gü olacakt¬r ve
1

Rr
= krn (3.18)

dir. (3.17) ve (3.18) eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa

�ri cos�
r
i =

1

Rr

veya (�ri ) =
1

�ri
( e¼grilik yar¬çap¬ ) olarak al¬rsak

(�ri ) = R
r cos�ri (3.19)

sonucunu elde ederiz.

(f��i) e¼grisinin f(P ) = (f��i)(t0) noktas¬ndaki e¼grilik çemberi (
���!
f�(T);

�!
n
r
i )

öskülatör düzleminde bulunan yar¬çap¬ (�ri ) ve merkezi C
r
i = f(P ) + (�

r
i )
�!
n
r
i

noktas¬ olan bir çemberdir. (f � �) e¼grisinin f(P ) noktas¬ndaki e¼grilik çem-
beri de (

���!
f�(T);

�!
N
r) düzleminde yatan Rr yar¬çapl¬ ve Cr = f(P ) + Rr

�!
N
r
f(P )

merkezli bir di¼ger çemberdir.

Şekil 3.1
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Teorem 3.1.8 Meusnier:

E3 de M yüzeyine paralel bir M r yüzeyi üzerinde bulunan ve f(P ) 2M r

noktas¬nda ayn¬ te¼gete ( asimptotik olmayan ) sahip olan bütün e¼grilerin f(P )

noktas¬ndaki e¼grilik çemberleri, yar¬çap¬ Rr ve merkezi Cr = f(P )+Rr
�!
N
r
f(P )

noktas¬ olan bir küre üzerinde bulunurlar.

·Ispat: Rr; (�ri );
�!
n
r
i ve

�!
N
r bilindi¼gi için Cri ve C

r noktalar¬ da bilinmek-

tedir. Şekil 3.1 de
4

Crf(P )Cri üçgeninde (3.19) denklemi göz önüne al¬n¬rsa
�����!
f(P )Cri ?

���!
Cri C

r oldu¼gu görülür. Buna göre

���!Cri C
r
 =

q
(Rr)2 � (�ri )2

eşitli¼gi elde edilir. (f � �i) e¼grisinin f(P ) noktas¬ndaki e¼grilik çemberi üze-
rinde al¬nan herhangi bir Ar noktas¬n¬n Cr noktas¬na olan uzakl¬¼g¬,

4

CrArCri

üçgeninden hesaplan¬rsa

���!CrAr
 =

r���!Cri C
r


2

+
���!CriA

r


2

=
q
((Rr)2 � (�ri )2) + (�ri )2

=
q
(Rr)2 � (�ri )2 + (�ri )2

=
q
(Rr)2

= Rr

elde edilir

Sonuç 3.1.9 M r yüzeyi üzerinde bulunan ve belli bir f(P ) 2 M r nok-

tas¬nda ayn¬
���!
f�(T) te¼get vektörüne sahip olan e¼grilerin e¼grilik merkezleri,��!

n
r
i ;
�!
N
r
f(P )

�
düzleminde yar¬çap¬

Rr

2
ve merkezi

Dr = f(P ) +
Rr

2

�!
N
r
f(P )

noktas¬ olan bir çember üzerinde bulunurlar.
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Sonuç 3.1.10 M r yüzeyi üzerinde bulunan ve belli bir f(P ) 2 M r nok-

tas¬nda ayn¬
���!
f�(T) te¼get vektörüne sahip olan bütün e¼grilerin f(P ) nok-

tas¬na kaŗs¬l¬k gelen e¼grilik eksenleri, tepesi Meusnier küresinin merkezi olan

ve
��!
n
r;
�!
N
r
f(P )

�
düzleminde bulunan, düzlemsel bir do¼gru demetine dahildir.

Sonuç 3.1.11 M r yüzeyi üzerinde bulunan ve belli bir f(P ) 2 M r nok-

tas¬nda ayn¬
���!
f�(T) te¼get vektörüne sahip olan bütün e¼grilerin f(P ) noktas¬na

kaŗs¬l¬k gelen,

i) E¼grilik çemberleri, yar¬çap¬ Rr ve merkezi Cr = f(P )+Rr
�!
N
r
f(P ) noktas¬

olan Meusnier küresi üzerinde bulunur.

ii) E¼grilik merkezleri, yar¬çap¬
Rr

2
ve merkezi

Dr = f(P ) +
Rr

2

�!
N
r
f(P )

noktas¬ olan bir çember üzerinde bulunur.

iii) E¼grilik eksenleri, tepesi Cr = f(P ) + Rr
�!
N
r
f(P ) noktas¬ olan uzaysal

bir do¼gru demetine dahildir.

Örnek 3.1.1 '(u; v) =
�
u; v;

p
r2 � u2 � v2

�
şeklinde verilen küre yüzeyi

M ile gösterilsin

i) I = (0; �); � : I ! R3; �(t) = (r cos t; 0; r sin t) e¼grisinin M yüzeyi

üzerinde bir e¼gri oldu¼gunu gösterelim.

ii) (M;�) ikilisinin �(t) noktas¬ndaki Daurbox üçyüzlüsünü elde edelim.

iii) (M;�) ikilisinin e¼griliklerini ve � e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki e¼grilik

yar¬ çap¬n¬ hesaplayal¬m.

iv) M küre yüzeyinin kendi yar¬çap¬ kadar normali yönünde ötelenerek

elde edilen paralel yüzeyiM r olsun. (M r; f��) ikilisinin f(�(t)) noktas¬ndaki
e¼griliklerini ve f � � e¼grisinin e¼grili¼gini elde edelim.
Çözüm: i) M yüzeyi üzerindeki noktalar

(p1; p2;

q
r2 � (p1)2 � (p2)2
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biçimindeki noktalard¬r. p1 yerine cos t; p2 yerine s¬f¬r alal¬m. Böylece,

(r cos t; 0;
q
r2 � (r cos t)2 � (0)2) noktas¬ elde edilir. Bu noktan¬n üçüncü

bileşeni r sin t olacakt¬r. Böylece her bir �(t) noktas¬n¬nM yüzeyinin üstünde

oldu¼gu görülür.

ii) '(u; v) yüzeyinin u ve v ye göre k¬smi türevleri

�!' u = (1; 0;
�up

r2 � u2 � v2
); �!' v = (0; 1;

�vp
r2 � u2 � v2

)

oldu¼gundan,

�!' u ^ �!' v = (
up

r2 � u2 � v2
;

vp
r2 � u2 � v2

; 1) (3.20)

bulunur. (3.20) ifadesinin normu hesaplan¬rsa

k�!' u ^ �!' vk =
rp

r2 � u2 � v2
(3.21)

olur. (3.20) ve (3.21) eşitliklerinden, yüzey normali

�!
N =

1

r
(u; v;

p
r2 � u2 � v2)

olarak elde edilir. �p(t) = (�r sin t; 0; r cos t) ve v = k�p(t)k = r oldu¼gundan

�!
T = (� sin t; 0; cos t)

d¬r.
�!
N(�(t)) =

1

r
�(t) = (cos t; 0; sin t) olur. Darboux üçyüzlüsünün binor-

mal vektörü
�!
B =

�!
N ^ �!T = (0;�r; 0) (3.22)

eşitli¼giyle bulunur. Böylece
n�!
T ;
�!
N;
�!
B

o
Darboux çat¬s¬ bulunmuş olur.

iii) (2.6) eşitliklerinde (3.22),
�!
N
p(�(t)) = (� sin t; 0; cos t) ve

�pp(t) = (�r cos t; 0;�r sin t) ifadelerini kullan¬rsak

� g(t) = �
1

v
<
�!
N
p(�(t);

�!
B(t) >= �1

r
0 = 0;
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kn(t) =
1

v2
< �pp(t);

�!
N(�(t)) >=

1

r2
(�r) = �1

r

ve

kg(t) =
1

v2
< �pp(t);

�!
B(t) >=

1

r2
0 = 0

elde edilir. Buradan �(t) e¼grisinin e¼grili¼gi (2.2) eşitli¼ginden

�(t) =
q
k2n(t) + k

2
g(t)

=

s�
�1
r

�2
+ 0

=
1

r

olur. Tan¬m 2.2.19 dan e¼grilik yar¬çap¬ R =
1

�
oldu¼gundan, R = r bulunur.

iv) f � � = � olsun. � e¼grisinin te¼get vektörü �!� p = (1� rkn)
�!
T � r� g

�!
B

dir. Esas yüzeye ait � g = 0; kn = �1
r
ve kg = 0 ifadeleri (3.3) eşitli¼ginde

kullan¬l¬rsa
�!
� p te¼get vektörünün normu


�!
� p
 =

q
< (1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B ; (1� rkn)

�!
T � r� g

�!
B >

=

s�
(1� r(�1

r
))
�!
T ; (1� r(�1

r
))
�!
T

�

= 2

olur. Paralel yüzeye ait geodezik e¼grilik krg; normal e¼grilik k
r
n ve geodezik

burulma � rg; s¬ras¬yla,

krg =
1

v3

�
kgv

2 � r(r� gkpn + (1� rkn)� pg)
�

0

krn =
1

v2
(kn � r(k2n + � 2g))

=
1

22
(�1
r
� r(�1

r
)2)

= � 1
2r
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� rg =
� g

v2

= 0

bulunur. f � � = � e¼grisinin e¼grili¼gi (3.14) kullan¬l¬rsa

�r =
q
(krn)

2 +
�
krg
�2

=

s�
� 1
2r

�2
+ 0

=
1

2r

elde edilir. � e¼grisinin e¼grilik yar¬çap¬ Rr ile gösterilirse, Rr = 2r bulunur.

3.2 Regle Yüzeylerin Paralel Yüzeyleri

Bu k¬s¬mda paralel yüzeye ait temel formlar elde edilmi̧s. Aç¬labilir bir regle

yüzeyin paralel yüzeyinin de aç¬labilir bir regle yüzey oldu¼gu gösterilmi̧stir.

' (u; v) = �!� (u) + v�!X (u) regle yüzey olsun. ' (u; v) yüzeyinin k¬smi

türevleri

�!'u (u; v) = �!� u (u) + v
�!
X u (u) ve �!'v (u; v) =

�!
X (u)

olmak üzere bu yüzeyin normal vektörü

�!
N (u; v) = �!' u (u; v) ^ �!' v (u; v)

= �!� u (u) ^
�!
X (u) + v

��!
X u (u) ^

�!
X (u)

� (3.23)

dir.

Teorem 3.2.1 ' (u; v) = �!� (u) + v�!X (u) regle yüzeyinin birinci temel
formunun katsay¬lar¬

E = < �u; �u > +2v < �u; Xu > +v
2 < Xu; Xu >

F = < �u; X > +v < Xu; X >

G = < X;X >

(3.24)
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ve ikinci temel formunun katsay¬lar¬

L = �(< �u; � uu ^X > +v < �u; Xuu ^X >)

+v < Xu; � uu ^X > +v2 < Xu; Xuu ^X >)

M = � < �u; Xu ^X >

N = 0

(3.25)

dir.

·Ispat: Birinci temel formunun katsay¬lar¬

E = < �!' u;
�!' u >

= < �u + vXu; �u + vXu >

= < �u; �u > +2v < �u; Xu > +v
2 < Xu; Xu >;

F = < �!' u;
�!' v >

= < �u + vXu; X >

= < �u; X > +v < Xu; X >

ve
G = < �!' v;

�!' v >

= < X;X >

bulunur. ·Ikinci temel formunun katsay¬lar¬

L = � < �!' u;
�!
Nu >

= � < �u + vXu; � uu ^X + �u ^Xu + v (Xuu ^X) >
= �(< �u; � uu ^X > +v < �u; Xuu ^X >)

+v < Xu; � uu ^X > +v2 < Xu; Xuu ^X >);
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M = � < �!' u;
�!
Nv >

= � < �u + vXu; Xu ^X >

= � < �u; Xu ^X >

= � < �!' v;
�!
Nu >

= � < X;� uu ^X + �u ^Xu + v (Xuu ^X) >
= � < X;�u ^Xu >

= � < �u; Xu ^X >

ve
N = � < �!' v;

�!
Nu >

= � < X;Xu ^X >

= 0

elde edilir. Buradan herhangi bir regle yüzeyin ikinci temel formunun kat-

say¬s¬ olan N de¼geri s¬f¬r olmal¬d¬r. Bu bir regle yüzey olma özelli¼gidir.

' (u; v) = �!� (u) + v�!X (u) regle yüzeyinin (3.23) denklemindeki normali

�!
N = �!� u (u) ^

�!
X (u) + v

��!
X u (u) ^

�!
X (u)

�

ifadesinin u ve v parametrelerine göre türevleri

�!
Nu = �!� uu ^

�!
X +�!� u ^

�!
X u + v

��!
X uu ^

�!
X
�

�!
Nv =

�!
X u ^

�!
X

(3.26)

bulunur. (3.26) eşitliklerindeki
�!
Nu ifadesini kendisi ile iç çarparsak,

<
�!
Nu;

�!
Nu > = <� uu ^X+�u ^Xu+v (Xuu ^X) ;

� uu ^X+�u ^Xu+v (Xuu ^X)>
= < � uu ^X;� uu ^X > +2 < � uu ^X;�u ^Xu >

+2v < � uu ^X;X uu ^X > + < �u ^Xu; �u ^Xu >

+2v < �u ^Xu; Xuu ^X > +v2 < X uu ^X;Xuu ^X >

(3.27)
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elde edilir.
�!
Nu ile

�!
Nv ifadeleri iç çarp¬l¬rsa

<
�!
Nu;

�!
Nv > =< � uu ^X + �u ^Xu + v (Xuu ^X) ; Xu ^X >

=< � uu ^X;Xu ^X > + < �u ^Xu; Xu ^X >

+v < X uu ^X;Xu ^X >

(3.28)

olur ve
�!
Nv kendisi ile iç çarp¬l¬rsa,

<
�!
Nv;

�!
Nv > = < Xu ^X;Xu ^X > (3.29)

bulunur.

3.2.1 Bir Regle Yüzeyin Paralel Yüzeyinin Temel Form-

lar¬

Parametrik olarak verilen ' (u; v) yüzeyinin paralel yüzeyi

'r (u; v) = ' (u; v) + r
�!
N (u; v)

olarak tan¬mlan¬r. Bu tan¬mlamaya göre ve (3.23) kullan¬l¬rsa

'r (u; v) = ' (u; v) + r
�!
N (u; v)

= �!� (u) + v�!X (u)+r
��!� u (u) ^

�!
X (u)+v

��!
X u (u) ^

�!
X (u)

��

= �!� (u)+r
��!� u (u) ^

�!
X (u)

�
+v
h�!
X (u)+r

��!
X u (u) ^

�!
X (u)

�i

şeklinde yaz¬l¬r.

' (u; v) = �!� (u) + v
�!
X (u) regle yüzeyinden elde edilen

'r (u; v)=�!� (u)+r
��!� u (u) ^

�!
X (u)

�
+v
h�!
X (u)+r

��!
X u (u) ^

�!
X (u)

�i
para-

lel yüzeyinin birinci temel formunun katsay¬lar¬ Er; F r ve Gr, ikinci temel

formunun katsay¬lar¬ Lr;M r ve N r olsun.

Teorem 3.2.3 'r (u; v) yüzeyinin birinci temel formunun katsay¬lar¬

Er = E�2rL+ r2<�!Nu;
�!
Nu>

F r = F � 2rM + r2 <
�!
Nu;

�!
Nv >

Gr = G+ r2 <
�!
Nv;

�!
Nv >
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dir. ·Ikinci temel formunun katsay¬lar¬

Lr = L� r<�!Nu;
�!
Nu>

M r = M � r < �!Nu;
�!
Nv >

N r = �r < �!Nv;
�!
Nv >

dir.

·Ispat: Birinci temel formunun katsay¬lar¬ 'r paralel yüzeyinin k¬smi

türevleri kullan¬l¬rsa

Er = <�!' r
u;
�!' r
u>

= < �u+r (� uu ^X + �u ^Xu)+v [Xu+r (Xuu ^X)] ;
�u+r (� uu ^X + �u ^Xu)+v [Xu+r (Xuu ^X)]>

= < �u; �u>+r < �u; � uu^X >+v < �u; Xu>+rv < �u; X uu^X >

+r < � uu^X;�u> +r2< � uu^X;� uu^X >

+r2< � uu^X;�u^Xu>+rv < � uu^X;Xu>+r
2v < � uu^X;X uu^X >

+r2< �u^Xu; � uu^X > +r2< �u^Xu; �u^Xu>

+r2v<�u^Xu,Xuu^X>+v< Xu; �u> +vr < Xu; � uu^X >

+v2< Xu; Xu>+ v
2r < Xu; X uu^X > +rv < X uu^X;�u>

+r2v < X uu^X;� uu^X > +r2v < X uu^X;�u^Xu>

+v2r < X uu^X;Xu> +r
2v2< X uu^X;X uu^X >

olur. Buradan (3.24), (3.25) ve (3.27) eşitliklerinden

Er = E�2rL+ r2<�!Nu;
�!
Nu>

elde edilir.

F r = < 'ru; '
r
v>

= < �u+r (� uu ^X+�u ^Xu)+v [Xu+r (Xuu ^X)] ; X+r(Xu ^X) >
= < �u; X > +r < �u; Xu ^X > +r2 < � uu ^X;Xu ^X >

+r < �u ^Xu; X > +r2 < �u ^Xu; Xu ^X >

+v < Xu; X > +vr2 < X uu ^X;Xu ^X >
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olur (3.24), (3.25) ve (3.27) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

F r = F � 2rM + r2 <
�!
Nu;

�!
Nv >

bulunur.

Gr = < �!' r
v;
�!' r

v >

= < X + r(Xu ^X); X + r(Xu ^X) >
= < X;X > +r<X,Xu ^X>+r<Xu ^X;X>+r2<Xu ^X,Xu ^X>

d¬r. (3.24) ve (3.29) de¼gerleri göz önüne al¬n¬rsa

Gr = G+ r2 <
�!
Nv;

�!
Nv >

elde edilir. ·Ikinci temel formunun katsay¬lar¬

Lr = � < �!' r
u;
�!
Nu >

= � < �u+r (� uu ^X + �u ^Xu)+v [Xu+r (Xuu ^X)] ;
� uu ^X + �u ^Xu + v (Xuu ^X) >

= -(< �u; � uu ^X > +v < �u; Xuu ^X > +r < � uu ^X;� uu ^X >

+r < � uu ^X;�u ^Xu > +rv < � uu ^X;�u ^Xu >

+rv < � uu ^X;Xuu ^X > +r < �u ^Xu; � uu ^X >

+r < �u ^Xu; �u ^Xu > +rv < �u ^Xu; Xuu ^X >

+v < Xu; � uu ^X > +v2 < Xu; Xuu ^X > +vr<Xuu ^X,� uu ^X>
+vr < Xuu ^X;�u ^X > +v2r < Xuu ^X;Xuu ^X >)

veya (3.25) ve (3.27) denklemlerinden

Lr = L� r<�!Nu;
�!
Nu>

olur.

M r = � < �!' r
u;
�!
Nv >

= � < �u+r (� uu ^X + �u ^Xu)+v [Xu+r (Xuu ^X)] ; Xu ^X >

= �(< �u; Xu ^X > +r < � uu ^X;Xu ^X >

+r < �u ^Xu; Xu ^X > +vr < Xuu ^X;Xu ^X >)
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veya

M r = � < �!' r
v;
�!
Nu >

= � < X + r(Xu ^X);�!� uu ^
�!
X +�!� u ^

�!
X u + v

��!
X uu ^

�!
X
�
>

= �(< X;�u ^Xu > +r < Xu ^X;�!� uu ^
�!
X >

+r < Xu ^X;�u ^Xu > +vr < Xu ^X;Xuu ^X >)

olur. (3.25) ve (3.28) denklemlerinden

M r =M � r < �!Nu;
�!
Nv >

bulunur. Son olarak da

N r = � < �!' r
v;
�!
Nv >

= � < X + r(Xu ^X);Xu ^X >

= � < Xu ^X;Xu ^X >

veya (3.29) denkleminden

N r = �r < �!Nv;
�!
Nv >

bulunur. Buradan bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin de regle yüzey olmas¬

için yüzey normalinin v parametresinden ba¼g¬ms¬z olmas¬ gerekti¼gi elde edilir.

3.2.2 Aç¬labilir Paralel Regle Yüzeyler

Bu k¬s¬mda aç¬labilir bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin aç¬labilir bir regle

yüzey oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Teorem 3.2.4 Aç¬labilir bir regle yüzeyin paralel yüzeyi de aç¬labilir bir

regle yüzeydir.

·Ispat: Kabul edelim ki ' (u; v) = �!� (u)+v�!X (u) aç¬labilir bir regle yüzey,�!X (u)
 = 1 ve

�!X u(u)
 = 1 olsun. Aç¬labilir regle yüzeylerin normalleri

bir do¼grultman boyunca sabit ve v parametresinden ba¼g¬ms¬zd¬r. ' (u; v)

yüzeyinin normal vektörü

�!
N1 =

�!� u (u) ^
�!
X (u) + v

��!
X u (u) ^

�!
X (u)

�
(3.30)
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oldu¼gundan �!� u (u)^
�!
X (u) vektörü ile

�!
X u (u)^

�!
X (u) vektörü lineer ba¼g¬m-

l¬d¬r. Böylece,

�!� u (u) ^
�!
X (u) = "

��!
X u (u) ^

�!
X (u)

�

yaz¬labilir (Park and Kim, 1998). Ayr¬ca (3.30) denkleminden yüzey normali
�!
N1 = ("+ v)

�!
X u ^

�!
X olur. Yüzeyin birim normali

�!
N =

�!
N1�!N1



=
("+ v)

�!
X u ^

�!
X

("+ v)

=
�!
X u ^

�!
X

(3.31)

bulunur. ' (u; v) = �!� (u)+ v�!X (u) regle yüzeyin paralel yüzeyi (3.31) denk-
lemi gözönüne al¬n¬rsa

'r (u; v) = �!� (u) + r
��!
X u (u) ^

�!
X (u)

�
+ v
�!
X (u) (3.32)

olarak elde edilir. 'r (u; v) yüzeyinin da¼g¬lma parametresi

� = < �!� u + r
�!
X uu ^

�!
X;
�!
X u ^

�!
X >

= < �!� u;
�!
X u ^

�!
X > +r <

�!
X uu ^

�!
X;
�!
X u ^

�!
X >

ve <
�!
X u;

�!
X u >= 1 oldu¼gunda <

�!
X u;

�!
X uu >= 0 olacakt¬r. O zaman

�!
X uu = a

�!
X + b

�!
X u ^

�!
X

yaz¬labilir. Buradan

�!
X uu ^

�!
X =

�
a
�!
X + b

�!
X u ^

�!
X
�
^ �!X

= a
�!
X ^ �!X + b

��!
X u ^

�!
X
�
^ �!X

= �b�!X u

(3.33)
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olur (3.33) eşitli¼gi ve ' (u; v) aç¬labilir yüzeyinin da¼g¬lma parametresi

det(�!� u;
�!
X u;

�!
X ) yerine s¬f¬r yaz¬l¬rsa

� = < �!� u;
�!
X u ^

�!
X > +r <

�!
X uu ^

�!
X;
�!
X u ^

�!
X >

= �rb < �!X u;
�!
X u ^

�!
X >

= 0

elde edilir. Böylece 'r (u; v) aç¬labilir bir yüzeydir. Bu yüzeyin ikinci temel

formunun katsay¬lar¬

Lr = � < �!' r
u;
�!
Nu >

= � < �u+r(Xuu ^X) + vXu; Xuu ^X >

= �(< �u; Xuu ^X > +r < Xuu ^X;Xuu ^X >

= �r < Xuu ^X;Xuu ^X >

veya

Lr = �r < �!Nu;
�!
Nu >

olur.
M r = � < �!' r

u;
�!
Nv >

= < �u+r(Xuu ^X); 0 >
veya

M r = � < �!' r
v;
�!
Nu >

= < X;Xuu ^X >

ifadelerinden

M r = 0

ve
N r = < �!' r

v;
�!
Nv >

= < X; 0 >

= 0

elde edilir. Buradan 'r (u; v) yüzeyi dayanak e¼grisi �!� + r
��!
X u ^

�!
X
�
ve

do¼grultman¬
�!
X olmak üzere Şekil 3.2 de görüldü¼gü gibi bir aç¬labilir regle
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yüzey belirtir.

Şekil 3.2
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BÖLÜM 4

REGLE WE·INGARTEN YÜZEYLER·IN
PARALEL YÜZEYLER·I

Bu bölümde bir regle Weingarten yüzeyin paralel yüzeyinin de Weingarten

yüzey oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca aç¬labilir olmayan regle Weingarten

yüzeylerin paralel yüzeylerine ait bir örnek verilmi̧stir.

4.1 Regle Weingarten Yüzeylerin Paralel Yü-

zeyleri

Bu k¬s¬mda, regle Weingarten yüzeylerin paralel yüzeylerinin de Weingarten

yüzey olduklar¬ gösterilmi̧stir.

Teorem 4.1.1 '(u; v) Regle yüzeyinin paralel yüzeyi 'r(u; v) olsun.

'(u; v) bir regle Weingarten yüzeydir ancak ve ancak 'r(u; v) paralel yüzeyi

Weingarten yüzeyidir.

·Ispat: '(u; v) yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi K, ortalama e¼grili¼gi H ve 'r(u; v)

yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi Kr, ortalama e¼grili¼gi Hrolsun.

()) : '(u; v) regle Weingarten yüzeyi oldu¼gundan (2.16) denkleminden

KuHv �KvHu = 0

eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬nda

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0 (4.1)

eşitli¼ginin de sa¼gland¬¼g¬n¬ göstermeliyiz.
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(2.14) deki eşitlikler (4.1) eşitli¼ginde yerlerine yaz¬l¬rsa,

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u

=

�
K

1+rH+r2K

�

u

�
H+2rK

1+rH+r2K

�

v

-

�
K

1+rH+r2K

�

v

�
H+2rK

1+rH+r2K

�

u

=

"
Ku(1 + rH + r

2
K)� (rHu+r

2Ku)K

(1 + rH + r2K)2

#
�

"
(Hv+2rKv)(1 + rH + r

2
K)� (rHv+r

2Kv)(H + 2rK)

(1 + rH + r2K)2

#

�
"
Kv(1 + rH + r

2
K)� (rHv+r

2Kv)K

(1 + rH + r2K)2

#
�

�
(Hu+2rKu)(1 + rH + r

2K)� (rHu+r
2Ku)(H + 2rK)

(1 + rH + r2K)2

�

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u

=
1

(1 + rH + r2K)4
[(Ku+rKuH + r

2KKu�rKHu�r2KKu)

(Hv+rHHv+r
2KHv+2rKv+2r

2KvH + 2r
3KKv�rHHv

�2r2KHv-r
2KvH-2r

3KKv)-(Kv+rKvH+r
2KKv�rKHv-r

2KKv)

(Hu+rHHu+r
2KHu+2rKu+2r

2KuH + 2r
3KKu-rHHu-2r

2KHu

�r2KuH � 2r3KKu)]

=
1

(1+rH+r2K)4
[(Ku+rKuH-rKHu)(Hv+r

2KHv+2rKv+2r
2KvH

�2r2KHv�r2KvH)-(Kv+rKvH � rKHv)(Hu+r
2KHu+2rKu

+2r2KuH � 2r2KHu�r2KuH)]
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bulunur. Esas yüzeyin Weingarten yüzey olma şart¬ kullan¬l¬rsa

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u

=
1

(1+rH+r2K)4
[KuHv+r

2KKuHv+rKuHHv�KvHu-r
2KKvHu�rKvHHu]

=0

elde edilir.

(() : 'r(u; v) paralel Weingarten yüzeyi olsun. Bu durumda

KuHv �KvHu = 0

oldu¼gunu göstermeliyiz. (2.15) eşitlikleri (2.16) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

KuHv �KvHu

=

�
Kr

1-rHr+r2Kr

�

u

�
Hr�2rKr

1-rHr+r2Kr

�

v

-

�
Kr

1-rHr+r2Kr

�

v

�
Hr�2rKr

1-rHr+r2Kr

�

u

=
1

(1� rHr+r2Kr)2
[(Kr

u(1� rHr+r2Kr)� (1� rHr+r2Kr)uK
r) � :

((Hr�2rKr)v(1� rHr+r2Kr)� (1� rHr+r2Kr)v(H
r�2rKr))

� (Kr
v

(1-rHr+r2Kr)-(1-rHr+r2Kr)vK
r)((Hr�2rKr)u(1-rH

r+r2Kr)

� (Hr�2rKr)(1� rHr+r2Kr)u)]

=
1

(1� rHr+r2Kr)2
[(Kr

u�rHrKr
u

+rHr
u

Kr)(H
r

v

+r2KrHr
v

�2rKr
v

+2r2Kr
v

Hr

�2r3Hr
v

Kr�r2Kr
v

Hr)� (Kr
v

�rKr
v

Hr+rKrHr
v

)(Hr
u

+r2KrHr
u

�2rKr
u

�2r3Hr
u

Kr+r2Kr
u

Hr)]

olur. Burada gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa

KuHv �KvHu = 0

elde edilir.
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Teorem 4.1.2 ' (u; v) = � (u) + vX (u), K 6= 0 olacak şekilde aç¬labilir
olmayan bir regle yüzey olsun.

kXk = kX 0k = 1; h�0; X 0i = 0
ve

F = h�0; Xi ; Q = det(�0; X;X 0); J = det(X 00; X 0; X)

olmak üzere ' (u; v) yüzeyinin paralel yüzeyi 'r(u; v) olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki koşullar özdeştirler;

(i) ' bir Weingarten yüzeydir.

(ii) Q; J; F büyüklükleri sabittirler.

(iii) 'r(u; v) bir Weingarten yüzeydir.

·Ispat: (i),(ii): Teorem 2.5.61 da ispat edildi.

(ii))(iii): Q; J; F büyüklükleri sabit olsun. Q; J; F cinsinden de¼gerleri

paralel yüzeye ait Gauss ve ortalama e¼grilik formüllerinde yerine yaz¬l¬rsa

Kr =
K

(1 + rH + r2K)

=
�2Q2

2D4 + rJv2 � rQ0v + rQ(QJ � F )� 2r2Q2
(4.2)

eşitli¼gi elde edelir. (4.2) denklemindeki Kr Gauss e¼grili¼ginin, s¬ras¬yla, u ve

v ye göre türevleri al¬n¬rsa

Kr
u = 0 (4.3)

ve

Kr
v =

2Q2 [16D3v + 2rJv � rQ0]
(2D4 + rJv2 � rQ0v + rQ(QJ � F )� 2r2Q2)2 (4.4)

bulunur. Hrortalama e¼grili¼ginin Q; J; F cinsinden de¼geri

Hr =
H + 2rK

(1 + rH + r2K)

=
Jv2D �Q0vD +Q(QJ � F )D � 4rQ2

2D4 + rJv2 � rQ0v + rQ(QJ � F )� 2r2Q2

(4.5)
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olur. (4.5) eşitli¼ginin u ve v ye göre k¬smi türevleri

Hr
u = 0 (4.6)

ve

Hr
v =

2JvD + 2vJv2 �Q0D (2D4 + rJv2 � rQ0v + rQ(QJ � F )� 2r2Q2)
2D4 + rJv2 � rQ0v + rQ(QJ � F )� 2r2Q2

[Jv2D �Q0vD +Q(QJ � F )D � 4rQ2] (16D3v + 2rJv � rQ0)
2D4 + rJv2 � rQ0v + rQ(QJ � F )� 2r2Q2

(4.7)

bulunur. (4.3), (4.4), (4.6) ve (4.7) eşitlikleri (4.1) denkleminde yerlerine

yaz¬l¬rsa

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0

elde edilir. Böylece paralel yüzey de Weingarten yüzeydir.

(iii))(ii): 'r(u; v) bir Weingarten yüzey ve 1+rH+r2K ifadesi k¬sal¬¼g¬n

hat¬r¬na 	 ile gösterilsin. Bu durumda

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u

=

�
K

1+rH+r2K

�

u

�
H+2rK

1+rH+r2K

�

v

-

�
K

1+rH+r2K

�

v

�
H+2rK

1+rH+r2K

�

u

=

�
K

	

�

u

�
H+2rK

	

�

v

�
�
K

	

�

v

�
H+2rK

	

�

u

=

�
Ku	�K	u

	2

��
(Hv + 2rKv)	� (H + 2rK)	v

	2

�

�
�
Kv	�K	v

	2

��
(Hu+2rKu)	� (H+2rK)	u

	2

�
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veya

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u

=
1

	4
[(KuHv+2rKuKv)	

2� (KuH + 2rKuK)		v�(KHv+2rKKv)	u	

+(KH + 2rKK)	u	v�(KvHu+2rKuKv)	
2+(KvH + 2rKvK)		u

+(KHu+2rKKu)		v�(KH + 2rKK)	u	v]

=
1

	4
[(KuHv-KvHu)	

2+(KvH �KHv)		u+(KHu�KuH)		v]

=
1

	3
[(KuHv-KvHu)	+ (KvH �KHv)	u+(KHu�KuH)	v]

elde edilir ve 	 yerine 1+rH+r2K de¼geri tekrar yaz¬l¬rsa
�

K

1+rH+r2K

�

u

�
H+2rK

1+rH+r2K

�

v

-

�
K

1+rH+r2K

�

v

�
H+2rK

1+rH+r2K

�

u

=
1

(1+rH+r2K)3
[(KuHv-KvHu) (1+rH+r

2K)

+ (KvH �KHv) (rHu + r
2Ku)+ (KHu�KuH) (rHv + r

2Kv)]

=
1

(1+rH+r2K)3
[(KuHv-KvHu) (1+rH+r

2K) + rH(KvHu)

+r2H(KvKu)� rK(HvHu)�r2K(HvKu) + rK(HuHv)

+r2K(HuKv)� rH(KuHv)�r2H(KuKv)]

=
1

(1+rH+r2K)3
[(KuHv-KvHu) (1+rH+r

2K)

�rH(KuHv �KvHu)� r2K(KuHv �KvHu)]

=
1

(1+rH+r2K)3
[(KuHv-KvHu) + rH(KuHv �KvHu)

+r2K(KuHv �KvHu)+rH(KuHv �KvHu)� r2K(KuHv �KvHu)]

olur. Gerekli sadeleştirmelerle

Kr
uH

r
v�Kr

vH
r
u =

1

(1+rH+r2K)3
(KuHv-KvHu) (4.8)
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bulunur. (4.8) denkleminin s¬f¬ra eşit olmas¬ için Q; J ve F de¼gerlerinin sabit

olmas¬ gerekti¼gi Teorem 2.2.61 da gösterilmi̧stir.

(i),(iii) oldu¼gu (4.8) denkleminden aç¬kt¬r.
Teorem 4.1.3 Aç¬labilir bir regle yüzeyin paralel yüzeyi regle Weingarten

yüzeydir.

·Ispat: ' (u; v) aç¬labilir bir regle yüzey olsun K = 0 olaca¼g¬ndan, K n¬n

u ve v ye göre türevleri de s¬f¬r olacakt¬r. (2.16) denkleminden ' (u; v)Wein-

garten yüzey olur. ' (u; v) yüzeyinin paralel yüzeyi Teorem 3.2.4 ifadesine

göre aç¬labilir bir regle yüzey oldu¼gundan, Kr = 0 d¬r. Kr Gauss e¼grili¼ginin u

ve v ye göre türevleri de s¬f¬r olaca¼g¬ndan 'r (u; v) paralel yüzeyi de aç¬labilir

bir regle Weingarten yüzeydir.

Örnek 4.2 1: '(u; v) = (v cosu; v sin u; au) parametrik denklemi ile veri-

len bir helisoid yüzeyi

'(u; v) = (0; 0; au) + v(cosu; sin u; 0)

= �!� (u) + v�!X (u)
(4.9)

olacak şekilde bir regle yüzey belirtir. Bu regle yüzeyin ve paralel yüzeyinin

Weingarten yüzey oldu¼gunu görelim.

Yüzeyin temel formlar¬n¬ bulmak için '(u; v) yüzeyinin u ve v ye göre

k¬smi türevlerini alal¬m.

�!' u = (0; 0; a) + v(� sin u; cosu; 0)
�!' v = (cos u; sin u; 0)

�!' uu = v(� cosu;� sin u; 0)
�!' uv = (� sin u; cosu; 0)
�!' vv = 0
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bulunur. Yüzeyin birim normali

�!
N =

�!' u ^ �!' v

k'u ^ 'vk
=

1p
a2 + v2

(�a sin u; a cosu; v)
(4.10)

olarak elde edilir. Buradan birinci temel formun katsay¬lar¬,

E = < �!' u;
�!' u > = a2 + v2

F = < �!' u;
�!' v > = 0

G = < �!' v;
�!' v > = 1

(4.11)

olur. ·Ikinci temel formun katsay¬lar¬,

L = < �!' uu;
�!
N > = 0

M = < �!' uv;
�!
N > =

ap
a2 + v2

N = < �!' vv;
�!
N > = 0

(4.12)

bulunur. Birinci ve ikinci temel formlar¬n katsay¬lar¬ndan faydalanarak

yüzeyin Gauss e¼grili¼gi,

K =
LN �M2

EG� F 2

= � a2

(a2 + v2)2

(4.13)

ve ortalama e¼grili¼gi,

H =
LG� 2MF +NE
2 (EG� F 2)

= 0

(4.14)

elde edilir. K ve H e¼griliklerinin kismi türevlerini hesaplar, (2.16) denkle-

minde yerlerine yazarsak

KuHv �KvHu = 0

bulunur. O halde Helisoid yüzeyi regle Weingarten yüzeydir.
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Bu yüzeyin paralel yüzeyinin de Weingarten yüzey oldu¼gunu gösterelim

(2.14) denkleminde

Kr =
K

(1 + rH + r2K)

Hr =
H + 2rK

(1 + rH + r2K)

idi. K ve H e¼griliklerinin (4.13) ve (4.14) eşitliklerindeki de¼gerleri yerlerine

yaz¬l¬rsa, paralel yüzeyin Gauss e¼grili¼gi,

Kr =

� a2

(a2 + v2)2

1� r2a2

(a2 + v2)2

= � a2

(a2 + v2)2 � r2a2

ve ortalama e¼grili¼gi

Hr =

� 2ra2

(a2 + v2)2

1� r2a2

(a2 + v2)2

= � 2ra2

(a2 + v2)2 � r2a2

olur. Kr ve Hr ifadelerinin u ya göre kismi türevleri 0 olaca¼g¬ndan,

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0

olur. Bu durumda Helisoid regle Weingarten yüzeyin paralel yüzeyi de Wein-

garten yüzeydir.

'(u; v) = (v cosu; v sin u; au) parametrik denklemi ile verilen regle Wein-

garten helisoid yüzeyinin gra�¼gi Şekil 4.1.a ile verilmi̧stir.

'(u; v) = (v cosu; v sin u; au) parametrik denklemi ile verilen regle Wein-

garten helisoid yüzeyinden 'r(u; v)='(u; v) + r
�!
N(u; v) olarak elde edilen

paralel Weingarten yüzeyinin parametrik denklemi, (4.10) kullan¬l¬rsa

'r(u; v) = (v cosu� 1p
a2 + v2

a sin u; v sin u+
1p

a2 + v2
a cosu; au+ v)
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bulunur. Bu yüzeyin r = a = 1 durmundaki gra�¼gi de Şekil 4.1.b de ve-

rilmi̧stir.

Şekil 4.1.a Şekil 4.1.b

Belirli parametreler için paralel yüzeyin gra�¼gi k¬rm¬z¬ ile gösterilmek üzere,

esas yüzeyle birlikte maple program¬ yard¬m¬yla gra�kleri Şekil 4.2.a ve Şekil

4.2.b deki gibidir.

Şekil 4.2.a Şekil 4.2.b



67

SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧sma s¬ras¬nda, Öklid uzay¬ndaki temel kavramlar ve teoremler veril-

di. Esas yüzey üzerindeki bir e¼grinin paralel yüzey üzerindeki resminin geo-

dezik, normal e¼grilikleri, geodezik torsiyonu ve e¼grinin e¼grili¼gi ayr¬ca Frenet ve

Darboux çat¬lar¬ hesapland¬. Paralel yüzey için Meusnier teoremi ifade edildi.

Bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin temel formlar¬ bulundu. Regle Wein-

garten yüzeyin paralel yüzeyinin de Weingarten yüzey oldu¼gu ispat edildi.

Bu doktora tezindeki tan¬mlar yard¬m¬yla paralel yüzeydeki bir e¼grinin bu-

rulmas¬ elde edilebilir ve aç¬labilir paralel regle yüzeyler üzerine çal¬̧s¬labilir.

Ayr¬ca bu tezdeki 3-boyutlu Öklid uzay¬nda bulunanan sonuçlar n-boyutlu

Öklid uzay¬na genelleştirilebilir.
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