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Lie-Rinehart Cebirlerin Caprazlanmis Modiilleri

Ali AYTEKIN

OZET

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tezin yapisinda kullanilan temel
kavramlar verilmistir. Ozellikle kategoriksel kavramlar detayh bir sekilde incelenmistir.
ikinci boliimde, Lie-Rinehart cebirleri, Lie-Rinehart ¢caprazlanmis modiilleri ve bu kavram-
lar ile ilgili temel 6rnek ve ozellikler verilmistir. Ugciincii béliimde, Lie-Rinehart ¢aprazlan-
mis modiiller kategorisinin 6zellikleri incelenerek bu kategoride gericekme, sonlu ¢arpim-
lar, sonlu limitler, kocarpimlar, kolimitler ve ileri itmelerin varlig gosterilmistir. Dordiincii
boéliimde, simplisel Lie-Rinehart cebirler kategorisi ile Lie-Rinehart ¢aprazlanmis modiiller
kategorisi arasindaki dogal denklik ispatlanmistir. Besinci boliimde cat' Lie-Rinehart ce-
birler tanimlanarak Lie-Rinehart caprazlanmis modiillerle olan iliskisi incelenmistir. Altinci
boliimde ise Lie-Rinehart 2-caprazlanmis modiiller tanimlanarak simplisel Lie-Rinehart ce-

birlerle iliskisi arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie-Rinehart cebirler, Lie-Rinehart cebirlerinin caprazlanmis modyil-

leri, Cat! Lie cebir, Simplisel Lie cebir, geri ¢cekme, ileri itme.



Crossed Modules of Lie-Rinehart Algebras

Ali AYTEKIN

SUMMARY

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, it was given basic concepts using
structure of thesis. Specially, categorical notions were given examined to closely. In the sec-
ond chapter, we given the notion of Lie-Rinehart algebras and crossed modules over them
with examples and properties. In the third chapter, we investigated the categorical structure
of the category of Lie-Rinehart crossed modules over the same base. Also in this category,
we shown that there exists pullback, finite products, finite limits, coproducts, colimits and
pushout. In the fourth chapter, we defined simplicial Lie-Rinehart algebras and the connec-
tion between Lie-Rinehart crossed modules and the simplicial Lie-Rinehart algebras. In the
fifth chapter, we defined cat!' Lie-Rinehart algebras and give the relation between cat! and
Lie-Rinehart crossed modules. In the sixth chapter, we defined the Lie-Rinehart 2-crossed
modules and give the relation between Lie-Rinehart crossed modules and the simplicial Lie-

Rinehart algebras.

Keywords: Lie-Rinehart algebras, Crossed modules of Lie-Rinehart algebras, Cat' Lie al-

gebras, Simplicial Lie algebras, Pullback, Pushout.
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BOLUM 0

ONSOZ

0.1 Giris

Caprazlanmis modiil kavrami, J.H.C.Whitehead (1949) tarafindan tanimlanmistir. White-
head, ozellikle relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilar {izerine yaptig1 calismasinda
¢aprazlanmis modiillere yer vermistir. O zamandan itibaren caprazlanmis modiil kavrami
diger alanlarda da 6nemli bir yer tutmustur. Bu konuda yapilan ¢alismalardan bazilari (Brown,
1982,1984), (Brown ve Higgins, 1981) , ve (Brown ve Huebschmann, 1981) dir. Glintimiizde
caprazlanmis modiiller, temel cebirsel yapilardan biri olarak diisiiniilebilir. Caprazlanmais
modiillerin homotopi teorisi, gruplar tizerinde homoloji ve kohomoloji, cebirsel K-teori, de-
virli (cyclic) homoloji, kombinatoriyel grup teori ve diferensiyel geometri dahil olmak {izere

matematigin bircok alaninda 6nemli rolii vardir.

Asosyatif cebirler tizerinde ¢aprazlanmis modiil kavrami, farkli bir adla (S. Lichtenbaum,
M. Schlessinger, 1967) ve M. Gerstenhaber (1966) calismalarinda karsimiza cikar. T. Porter
(1986) calismasinda degismeli cebirler tizerinde ¢caprazlanmis modiil kavramini tanimlamis-
tir. Bununla birlikte, (Z. Arvasi ve T. Porter, 1996) calismalarinda degismeli cebirler icin

caprazlanmis modiillerle ilgili bircok 6nemli sonuclar elde edilmistir.

Lue (1979) da, verilen bir ¢caprazlanmis modiiliin otomorfizm grubunun c¢aprazlanmis
modiillerin derivasyon grubuna etki ettigini gostermistir. Norrie de (1987) de bu caprazlan-
mis modiiliin yukarida belirtilen anlamda otomorfizm grubuna benzerligini ispatlamis ve
buna aktor caprazlanmis modiil adini1 vermistir. Aktor kavrami, bir caprazlanmis modiiliin
digeri iizerine etkisini tanimlamayla dogrudan ilgilidir. Caprazlanmis modiillerin yari-direkt
carpimlari, caprazlanmis kare, vs. ile ilgili calismalarda 6nemli yer tutar. Caprazlanmis mo-
diiller, 2-boyutlu cebirler olarak diisiiniilebileceginden, bu goriise dayanilarak ¢caprazlanmis
modiillerin yari-direkt ¢arpimlarinin "2-boyutlu" ¢aprazlanmis modiilleri olan caprazlan-
muis kare ile benzerligi s6z konusudur. Caprazlanmis kare (D.Guin-Walery ve J.L.Loday, 1981)
tarafindan cebirsel K-teorideki problemlere uygulanmak tizere tanimlanmistir. Degismeli
cebir icin benzer tanim Ellis tarafindan (1988) de verilmistir. Homoloji teoride ¢aprazlanmis

karenin bazi uygulamalari Lue (1979), (Brown ve Loday, 1987) ¢calismalarinda bulunabilir.



Gruplar icin 2-¢aprazlanmis modiiller kavrami Conduché (1984) da tanimlanmistir. Daha
sonra bu kavramin farkl bir uygulamasi olarak (Grandjean ve Vale, 1986) tarafindan degismeli
cebirler icin 2-caprazlanmis modiillerin homolojisi incelenmistir. Ayrica Arvasi (1997) calis-
masinda yiiksek mertebeden hiper caprazlanmis kompleks ciftlerini kullanarak 2-caprazlan-
mis modiiller ve simplisel cebirler arasindaki dogal denkligi tanimlamistir. Bu ¢alismalarin
yanisira (Arvasi ve Porter, 1998), (Mutlu ve Porter, 1998,2000) ve (Arvasi ve Ulualan, 2007)

konuyla ilgili yapilan ¢alismalardan bazilaridir.

Lie cebirleri i¢in ¢caprazlanmis modiiller ilk olarak (Kassel ve Loday, 1982) da tanimlan-
mistir. Bu tanimlamanin {izerine arastirmacilar Casas (1991), (Casas ve Ladra, 1998,2000),
Ellis (1993) ve (Akga ve Arvasi, 2002) gibi pekc¢ok calismalar yapmislardir. Bu ¢alismalarin
yanisira simplisel gruplar ilk olarak Kan (1958) tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra
Ellis (1993) simplisel Lie cebirlerini tanimlayarak Moore kompleksi 1 olan simplisel Lie cebir-
lerinin kategorisi ile Lie ¢caprazlanmis modiiller kategorisinin dogal denkligini ispatlamistir.
Ellis ayn1 makalesinde Moore kompleksi 2 olan simplisel Lie cebirler kategorisiyle Lie 2-
¢aprazlanmis modiiller kategorisinin dogal denkligini de gdstermistir. Ayrica yapinin ho-

motopiksel ve homolojiksel 6zellikleri incelenmistir.

Bu baglamda (Casas, Ladra ve Pirashvili, 2004) ¢alismasinda Lie-Rinehart cebirler icin
¢aprazlanmis modiiller kavramini tanimlamislardir. Ayni zamanda bu ¢alismada Lie-Rinehart
cebirlerin kohomolojisi ile ¢aprazlanmis modiiller arasindaki iliski incelenmistir. Ayrica Lie-
Rinehart cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri hakkinda yapilan ¢alismalarin bazilari (Casas,

Ladra ve Pirashvili, 2005), (Casas, baskida) ve (Moerdijk ve Mrcun, arXiv:0801.3929v2) dir.

Bilindigi gibi caprazlanmis modiil kavrami kategori teoride 6nemli bir yer tutar. Tabiki
bu kavram degisik cebirsel yapilar (grup, degismeli cebir, Lie cebir, vs...) {izerinde tanim-
lanmaktadir. Yapilan bu calismada daha 6nce literatiire kazandirilmis Lie-Rinehart cebirler

tizerinde caprazlanmis modiiller yapisinin 6zellikleri incelenmistir. Bu incelemeler esnasinda

i) Simplisel Lie-Rinehart cebirler tanimlanabilir mi?
ii) Cat! Lie-Rinehart cebirler tanimlanabilir mi?

iii) Lie-Rinehart 2-¢caprazlanmis modiiller tanimlanabilir mi?

sorularryla karsilasilmistir. Yapilan ¢alismalar sonucunda bu sorulara olumlu yanit alinmais

ve gerekli tanimlamalar yapilmistir. Bu tanimlamalardan sonra



i) Ilgili kategorilerle dogal denkligi varmidir?

ii) Lie-Rinehart caprazlanmis modiiller kategorisinin kategoriksel 6zellikleri nelerdir?

sorular1 giindeme gelmistir. Daha sonra bu sorularin iizerinde calismalar yapilarak yine
olumlu sonuglar alinmistir. Bu dogrultuda tez béliimlere ayrilarak hazirlanmistir. Bu tezde
simplisel Lie-Rinehart cebirler, Lie-Rinehart 2-caprazlanmis modiiller, cat! Lie-Rinehart ce-
birler tanimlanarak ilgili kategorilerin dogal denkligi verilecektir. Ayrica Lie-Rinehart ¢ap-
razlanmis modiiller kategorisinin kategoriksel 6zellikleri incelenerek, bu kategoride ilk obje,
son obje, geri cekme, sonlu ¢arpimlar, sonlu limitler ve bunlarin duallerinin varligi gosterile-

cektir.



BOLUM 1

Temel Kavramlar

1.1 Giris

Bu boliimde tezde verilen kavramlarin daha iyi anlasilmasi icin bilinen cebirsel yapilar
verilecektir. Daha sonra ¢caprazlanmis modiil kategorisinin 6zelliklerini incelemek i¢in gerekli
olan kavramlarin tanimlar1 hatirlanacaktir. Detayl bilgi icin Ege (1998) ve Casas (1991) ¢alis-

malarina bakilabilir.
Tamim 1.1 R birimli ve degismeli bir halka olmak {izere A, R-modiilii
AXA — A

bilineer doniisiimiiyle birlikte A-cebiri olarak adlandirilir.

Buradaki bilineer déniisiim ¢arpim olarak adlandirilir ve x,y € A icin -(x, y) yerine xy notas-

yonu kullanilir.
AxA — A

(x,y) — (x,y)=x-y

bilineer doniisiimii
M. (0 +x2)y =%y + X2y, x(n+¥2) =Xy + Xy
M,). r(xy)=(rx)y=x(ry), r€R

sartlarini saglar.

Bir A-cebiri, A-modiil oldugundan B C A alt modiilii her x,y € B icin xy € B oluyorsa B, alt
cebir olarak adlandirilir. Ayn1 zamandax € Avey € Bicin xy € Bve yx € B ise B ye A nin

ideali denir. Agiktir ki her ideal bir alt cebirdir.

Ave B iki R-cebir olmak iizere
p:A— B
doniisiimii her x,y € A igin

wxy)=px)e(y)



oluyorsa ¢ ye cebir homomorfizmi denir. Eger ¢, birebir ve 6rtense izomorfizm olarak ad-

landirlir.
Tanim 1.2 R bir cisim ve A bir R-cebir olsun. Bu durumda
D(ab)=D(a)b+ aD(b)

sartini saglayan

D:A—A

seklinde tanimli R-lineer fonksiyonlarina A nin bir R-derivasyonu denir. A nin tiim R-derivas-

yonlar1 kiimesi Der(A) ile gosterilir.

Ornek 1.1 Her B halkas1 toplamsal Abelyan gruptur. Buradan

7ZxB — B
(n,b) — n-b=b+..+b
~—_———

n tane

islemiyle B bir Z-modiildiir. Dolayisiyla her halka bir Z-cebirdir.
Ornek 1.2 Her B halkasi ayn1 zamanda B-modiil oldugundan bir B-cebirdir.

Ornek 1.3 k bir halka, S bir cisim ve Der(S), S nin k-derivasyonlar1 kiimesi olsun. Bu du-

rumda
+ : Der(S)xDer(S) — Der(S)
(D1,D;) = (Di+ D,)(s)=D(s)+ Dy(s)
ve
kxDer(S) — Der(S)
(k,D) — (k-D)(s)=D(ks)
islemleriyle birlikte

M,). (Der(S),+) bir Abelyan gruptur.

M,). Her s €S icin

(k-(Di+D2))(s) = (Di+D)(ks)
= Di(ks)+Dy(ks)
= k-Di(s)+k-Dys)
= (k-Di+k-D)s)

oldugundan

k(D1+D2):kD1+kD2

dir.



M;). Her s € Sicin

(k1 +k2)-D)(s) = D((ki+kz)s)

D(kys+ k»s)

D(kys)+ D(k,s) (.- Der(S) k-lineer)
(ky-D)(s)+ (k2 - D)(s)

= (ki-D+k,-D)(s)

oldugundan

(k1+k2)D:k1D+k2D

dir.

M,). Her s €S icin

((k1kz)- D)(s) D((kyk2)s)
D(k:(k2s))
kl . D(sz)

= ki-(k2-D)(s)

oldugundan

(kiks)- D=k (k2 D)

dir. Bu durumda Der(S) bir k-modiildiir.
Tanim 1.3 A bir R-cebir olmak iizere her x, y, z € A i¢in
(xy)z=x(yz) (Asosyatiflik kurah)

oluyor ise A ya asosyatif cebir denir.

A, R-modiilii (4, +) Abelyan grup yapisini ve - bilineer doniisiimiiniin (M) sartindan dagilma

aksiyomu saglandigindan asosyatif cebir su sekilde de tanimlanabilir.

A bir R-modiil ve bir halka olsun. Her r € R ve x,y € A igin

r(xy)=(rx)y =x(ry)
sart1 saglaniyorsa A ya asosyatif R-cebir denir.

Ornek 1.4 Abir R-modiil olsun. End(A), A dan A ya tiim modiil homomorfizmlerinin kiimesi
olmak tizere

RxEnd(A) — End(A)
(r,f) — r-f : A — A
a — (r-f)a)=f(ra)

islemiyle birlikte End(A) bir asosyatif R-cebirdir.



Bir cebirin asosyatif olmamasi fikri, ilging yapisal sonugclarin elde edilmesine olanak saglar.
Carpim lizerine bazi sartlarin eklenmesiyle bu sonuglara ulasilabilir. Bu sartlarin en 6nemli-

leri asosyatiflik kural ve Lie sartlaridir.

Tanim 1.4 L asosyatif olmayan bir cebir olmak {izere L nin ¢carpimi (bilineer déniisiim) her

x,y,z € Ligin
L;).xx=0
L,). x(yz)+y(zx)+z(xy)=0 (Jakobi 6zdesligi)

sartlarini sagliyorsa L ye bir Lie cebiri denir.

L bir Lie cebiri olsun. Her x,y € Licin x +y € L oldugundan (L, ) sart1 geregince
O=(x+y)x+y)=xx+xy+yx+yy=xy+yx

olacagindan
Xy =-yx
elde edilir. Burada :(xy) = xy carpimi yerine Lie cebirlerinde [x,y] Lie braket (parantez)

notasyonu kullanilir.

Asosyatif cebirler ve Lie cebirleri arasinda yakin bir iliski vardir. Ornegin, A herhangi bir
asosyatif cebir olmak iizere [x,y] = xy — yx komiitator ¢arpimi olarak tanimlansin. Bu du-

rumda
Ly). [x,x]=xx—xx=0

L) [0 D2l + Dnled]+ 2, [6y]] = [oyz—zv]+ [,2x—x2] + 2,5y -]
= x(yz—zy)—(yz—zy)x+(xy—yx)z
—(zx—x2)y+z(xy—yx)—(xy —yx)z

=0

sartlar1 saglandigindan bir Lie cebiri elde edilir. Diger taraftan, L bir Lie R-cebir olsun.

X,y € L olmak ilizere
ad;x : L — L

y — adx(y)=[x,y]
doniisiimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim x tarafindan belirlenen adjoint fonksiyon olarak

adlandirilir. Agikca ad;x € End(L) dir. ad x tarafindan tretilen

(adix)={adx:x €L}



kiimesi End(L) kiimesinin bir alt cebiridir. End(L) bir asosyatif cebir oldugundan (adx)
asosyatif cebiri elde edilir. O halde herhangi bir asosyatif cebirden Lie cebiri ve herhangi bir

Lie cebirinden asosyatif cebir elde edilebilir.

1.2 Kategorilerde Evrensel Objeler

Buradaki tanimlarin detayli incelemesi icin Mac Lane (1971) calismasina bakilabilir.
Tamim 1.5 ¢ kategorisindeki her X objesi i¢in
Mor¢(7, X) yani |€(I,X)|=1
kiimesinin bir tek elemani var ise I ya ¢ nin ilk (initial) objesi denir.
Ornek 1.5 Kiime, Grp, Top kategorilerindeki ilk objeleri sirasiyla
bos kiime, {e}, bos uzay
dir.
Tamim 1.6 Bir ¢ kategorisinde her X objesi
Morg(X, S)

kiimesi tek morfizmden olusmakta ise € nin S objesine son (terminal) obje denir. Yani X — S

bir tek morfizm var olmasidir.
Ornek 1.6 Kiime, Grp, Top, kategorilerindeki son obijeler, sirasiyla
{x}(veya {0}), {1}, X = {x} topolojik uzay
dir.
Tamim 1.7 € ve ® iki kategori olsun.
F : Mor(¢) — Mor(®)

fonksiyonu;

(i). (Birimlerin korumasi) € nin her A objesi i¢in

F(14)=1ruay



(ii). (Kompozisyonlarin korunmast) f o g, € nin bir kompozisyonu ise

E(fog)=F(f)oF(g);

ozelliklerini saglyor ise F ye € den ® ye bir funktor denir ve (&, F,D) ile gosterilir.

Tanim 1.8 ¢, © iki kategori ve B, © nin sabit bir objesi olsun. € nin herhangi bir A objesi

icin F(A)= B ve

f :Al — A2
morfizmi i¢in
F(f) : F(A) F(A»)
]-B . B B

seklinde birim morfimdir. Yani ® nin biitiin morfizmleri birim morfimdir. Diger bir deyisle

Mor(¢) — Mor(®)

F: f L 1,

sabit fonksiyon ise bu durumda
F:¢—-9

funtoruna sabit funktor denir.
Tanim 1.9 F:¢€— % ve G: € — D iki funktor olsun.
n : Ob(€) — Mor(®)
fonksiyonu;
(i). € nin her A objesi icin
Na: F(A)— G(A)

morfizmi ® nin morfizmi;

(ii). € nin her f: A; — A, morfizmi i¢cin

M4y
A F(A) —— G(Ay)
f F(f) G(f)
Ay F(A) ——> G(A,)

diyagrami degismeli;

sartlari saglaniyorsa (F, n, G) licliisiine veya ) : F — G ye dogal transformasyon denir.
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Bu son sarta "dogallik sart1" denir. Yani ) ,; € kategorisinin morfizmleri {izerinde F ve G nin
etkisiyle F(A) dan G(A) ya giden bir yoldur.

Tanim 1.10 ¢ ve © iki kategori ve
G:C—23

bir funktor olsun. Bu durumda
F:D—¢C

funktoru ve
nN:1la=>GFvee:FG— 13

dogal izomorfizmleri varsa
G:€C—D

funktoruna kategorilerin denkligi, € ve ® ye de denk kategoriler denir.

Tamim 1.11 ¢ bir kategori, A ve B, € nin objeleri olsun.

B Jf7£g

A

4

¢ de morfizmleri verilsin. Bu durumda asagidaki sartlar saglaniyor ise (E, j) ikilisine yada

kisaca j ye (f, g) nin esitleyicisi (equalizer), E ye ise esitleyici obje denir.

EQ1). E€Ob(C) ve
f

diyagramiicin fj = gj dir.

EQ2). C € Ob(C) test objesi icin
h:C—A ve fh=gh

verildiginde

j f
E A

A g
|
|
|
|
|

k

C
diyagrami degismeli yani j k = h olacak sekilde biricik
k:C—E

morfizmi vardir.
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Ornek 1.7 ¢ =Kiime, A ve B iki kiime olsun.

f
B Jf#g
4

A

fonksiyonlar verilsin.

EQl). E={acA: f(a)= g(a)} C A kiimesini tanimlayalim. Bu durumda

E — A

J
a — jla)=a

fonksiyonuigin fj = gj dir.
EQ2). C € Ob(C) test objesi olmak tizere

h:C— A ve fh=gh

verildiginde
- !
EC——1 4 ——<B

A
I
I
|
I
I

k

C

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik
k : C — E
c — k(c)=h(c)

fonksiyonu vardir.

Genel olarak € = Kiime, € = Grp, € = Top, € = AbGrp, € =g Mod kategorileri icin esit-

leyici obje
facA: fla)=gla} 2

dir.

Tanim 1.12 ¢ bir kategori, A ve B, € nin objeleri olsun.
f
g

A B

¢ de morfizmleri verilsin. Bu durumda

KEQ1). C€0b(&) ve
! h

b




diyagramiicin h f = h g dir,

KEQ2). D € Ob(€) test objesi icin

k:B—D ve kf=kg

verildiginde

C
\

\

\

| t
\
v
D
diyagrami degismeli yani ¢ h = k olacak sekilde biricik

t:C—D

morfizmi vardir,

12

ozellikleri saglaniyorsa (C, h) ikilisine yada kisaca h ye (f, g) nin koesitleyicisi (coequalizer)

denir.

Tamim 1.13 ¢ bir kategori, A ve B, € nin objeleri ve
m:C—Ave m,:C— B

¢ nin morfizmleri olsun. Bu durumda D bir obje ve
q:D—Ave q:D— B

morfizmleri verildiginde

D

|

|

q : q q2
|
v
A = C - B
diyagrami degismeli olacak sekilde biricik
q:D—C

morfizmi varsa C ye A ve B nin ¢carpim objesi denir.
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Ornek 1.8 ¢ = Kiime, A ve B iki kiime olsun. Bu durumda A ve B nin ¢arpim objesi A x B
kartezyen carpim kiimesidir. Clinkii D bir kiime ve

qliD—>A ve qle—)B

morfizmleri verildiginde

A

T T2

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik

g : D — AxB
x o (qi(x),qa(x))

morfizmi vardir.
Ornek 1.9 ¢ =Grp, G ve H iki grup olsun .Bu iki grubun ¢arpim objesi
C=GxH={x,y):x€G, y€H},

(x’y)(x/ry/) = (xx/’yy/)

islemiyle birlikte bir gruptur. Ciinkii D bir grup ve
G:D—Gve qg:D—H

grup homomorfizmleri verildiginde

qz

G

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik

q : D — GxH
x o (qi(x), qa(x))

grup homomorfizmi vardir. O halde G ve H nin ¢arpim objesi G x H dir.

Ornek 1.10 ¢ = Top, X ve Y iki topolojik uzay olsun. Bu durumda X ve Y nin ¢carpim objesi
X x Y carpim uzayidir.
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Tamim 1.14 ¢ bir kategori, A ve B € nin objeleri ve

ii:A—A+Bvei,:B— A+ B

¢ nin morfizmleri olsun. Bu durumda C bir obje ve

f:A—C ve g:B—C

morfizmleri verildiginde

A——F—>A+B~——B

diyagrami degismeli yani

<f,g>ih=fve <f,g>i,=g
olacak sekilde biricik

<f,§>A+B—C

morfizmi varsa A+ B objesine A ve B nin toplam (coproduct) objesi denir.

Ornek 1.11 ¢ = Kiime, X ve Y iki kiime olsun. Bu durumda X ve Y nin ayrik birlesim

kiimesi XU Y (disjoint union), X ve Y nin toplam kiimesidir. Clinkii Z bir kiime ve

fiX—Z ve g:Y—Z

fonksiyonlan verildiginde

Z

A

|
:<f,g> §
|

|
X i XuyYy - Y

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik

<f,g>XuY—27

fonksiyonu vardir. Burada i, ve i, i¢ine fonksiyon ve
herx e Xicin< f, g > (x)= f(x)

heryeYicin< f,g>(y)=g()

dir.
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Tanim 1.15 ¢ ve © herhangi iki kategori, p = (p;)icono)=r 0lsun ve
F:D—¢

funktoru verilsin. C € Ob(€) i¢in
Ac

p:o ¢

dogal transformasyonu varsa (C, (p;);es) ikilisine F tizerinde bir kone denir. Daha acik olarak;

Ac sabit funktor olmak tizere

p:D ¢ (eyap:Ac=F)

dogal transformasyon ise

(@). Her i € Ob(®) =1 icin
pi  Acli) — F(i)

C — F(i)
¢ de morfizmi
(b).
i C=Ac(i) —2— F(i)
d 1c lF(d)
j C=Ac(i) —5— F(j)
yani
C
/ X\
F(i) o F(j)

diyagrami degismeli yani F(d)p; = p; olmalidir. Diger bir deyisle F iizerinde koneler sabit

funktordan F ye giden dogal transformasyon olmaktadir.

Tanim 1.16 g:Ap=— Fve p:Ac = F, F {izerinde iki kone olsun. Bu durumda

fiq—p
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morfizmine koneler arasindaki morfizm denir. Acik olarak;

AWTA

F(i) F(j) F(i) F(j)

diyagrami

F(i)

seklinde degismeli diyagramdan olusur. Dolayisiyla
fra—p

morfizmi, ¢ de

f:B—C

morfizmine doniisiir.

Boylece F {izerinde koneler kategorisi olusturulabilir ve bu kategori Sone(F) ile gosterilir.

Tanim 1.17 Rone(F) kategorsinin son (terminal) objesine
F:D—C

funktorunun bir limiti denir. Boylece her

q: AQ = F
konesi i¢in
m:q—1
biricik morfizmi varsa
l:A;—F

konesine F nin limiti denir ve limF = L ile gosterilir.



17

Tanim 1.18 ¢ ve © herhangi iki kategori, u = (u;);cop(m)=r 0lsun ve
F.D—¢

funktoru verilsin. C € Ob(€) i¢in

u:F—Ac¢

dogal transformasyonu varsa (C,(u;);c;) ikilisine F {izerinde bir kokone denir. Daha acik

olarak, Ac sabit funktor olmak tizere
u:F=Ac

dogal transformasyon ise

(@). her i €I icin
u;: F(i) — Ac(i)

¢ de morfizmi

(b).
i C=Ac(i) Y Fl)
d 1¢c ‘F(d)
J C=Ac(i)) =—7— F(j)
yani
/ C \
F(i) T F(j)

diyagrami degismeli yani u; F(d) = u; olmahdir.
Tanim 1.19 g : F= Agve p: F = A, F lizerinde iki kokone olsun. Bu durumda

fip—gq

morfizmine kokoneler arasindaki morfizm denir. Acik olarak

F(i)

F(}) F(i)

F(d) F(d) F(])
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diyagrami
B
f
ai C aj
F(0) o F(j)

seklinde degismeli diyagramdan olusur. Dolayisiyla
fip—aq

morfizmi ¢ de
f:C—B

morfizmine doniisiir.

Boylece Kotone(F) ile gosterilen F iizerinde koneler kategorisi olusturulabilir.

Tanim 1.20 Kotone(F) kategorisinin ilk (initial) objesine
F:D—C

funktorunun bir kolimiti denir. Béylece her

q: F= AQ
kokonesi icin
m:l—gq
biricik morfizmi varsa
l:F—= A

kokonesine F nin bir kolimiti denir ve colimF = L ile gosterilir.

Dikkat edilecegi tizere kolimit, limitin dualidir. Diyagram olarak limit

m

Q
:

|

|

y
L

qj

F(i) F(j)

F(d)
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ve kolimit

F(i)

o F(j)

seklinde ifade edilir.

Tamim 1.21 ¢ bir kategori olsun. A, B, X, ¢ nin objeleri ve
a:A—Xve f:B—X

morfizmleri olsun.

a’e = f ve 8'e = g olacak sekilde

e:Z—Y

biricik morfizmi var ise («/, 8') ne (a, 8) nin geri ¢cekmesi (pullback), Y ye de geri cekme

objesi denir.
Ornek 1.12 ¢ =Kiime, A, B ve C birer kiime ve
a:A—=Xve f:B—X
fonksiyonlar olmak tizere (@, #) nin geri ¢cekmesi (774, 77 5), geri cekme objesi

D=AxcB={(x,y):a(x)=By)} CAxB
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dir. Ciinkii

- - -t
[
I
[~
[
Y

oQ

< -

degismeli diyagramai verildiginde

N
AxcB-=--=B
TA B

!
|
!
|
v

A

C
diyagrami degismeli olacak sekilde biricik

e : E — AX¢B
z — (f(2) g(2))

morfizmi vardir.
Teorem 1.22 ¢ kategorisi sonlu ¢arpima ve esitleyiciye sahip ise € nin geri cekmesi vardir.
Tanim 1.23 ¢ bir kategori, A, B ve C, € nin objeleri olsun.

fi:A— B ve f,:A—C

¢ de morfizmler olsun. Bu durumda

i).

diyagrami degismeli olacak sekilde
g::C—P ve g,:B—P

morfizmleri vardir,
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ii). Q objesi ve

f2 ha

C e Q

diyagrami degismeli olacak sekilde morfizmleri verildiginde

diyagrami degismeli yani

hgl :hl ve hggz hz

olacak sekilde biricik
h:P—Q

morfizmi vardir,

sartlari saglaniyorsa (P, g1, g2) ye yada kisaca P ye (f1, f>) nin ileri itmesi (pushout) denir.



BOLUM 2

Lie-Rinehart Cebirler ve Caprazlanmis Modiilleri

2.1 Giris

Lie-Rinehart cebir kavrami Herz (1953) tarafindan "Pseudo-algébras de Lie" ad1 altinda
literatiire kazandirilmistir. Lie-Rinehart cebirleri "Lie Pseodualgebra","Lie d-ring" ve "Lie-
cartan pair" gibi isimlerle yapilan calismalarda ortaya cikar. Daha sonra Rinehart (1963)
calismasindan sonra Rinehart ismi kaynaklarda yerini almistir. Bu tanimlama dogrultusunda
Huebschmann (1990, 1998, 1999, 2000, 2004, 2005) de yaptig1 calismalarda Lie-Rinehart ce-
birlerin matematigin bircok alaninda uygulamalarinin oldugunu géstermistir. Kassel ve Lo-
day’in (1982) de Lie cebirleri icin vermis oldugu caprazlanmis modiiller tanimina benzer
olarak Lie-Rinehart cebirler icin caprazlanmis modiil kavrami (Casas, Ladra ve Pirashvili,
2004) tarafindan tanimlanmistir. Bu boéliimde Lie-Rinehart cebirlerin tanimi hatirlanarak
orneklerle detayl bir sekilde Lie-Rinehart cebirlerin yapisi incelenecektir. Ayrica Lie-Rinehart
cebirlerin ¢caprazlanmis modiilleri tanimina ve érneklerine deginilerek bu kavramin temel

bazi 6zellikleri incelenecektir.

2.2 Lie-Rinehart Cebirlere Giris

2.2.1 Lie-Rinehart A-cebirleri

Oncelikle Lie-Rinehart cebirlerinin tanimini hatirlayalim. k bir cisim olmak iizere A, k

tizerinde bir degismeli cebir, A bir k-modiil ve
a,beA kekicgin
k(ab)=(ka)b=a(kb)

olsun.

D(ab)=aD(b)+ D(a)b

sartini saglayan D : A — A seklinde taniml k-lineer fonksiyonlarina A nin bir k-derivasyonu

denir. A nin tiim k-derivasyonlar: kiimesi Der(A) ile gosterilir. Yani

Der(A)={D:A— A| D(ab)=aD(b)+ D(a)b}
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dir. Ayrica Der(A)

[, ]:Der(A) x Der(A) — Der(A)
(D1, D5) —— [Dy,D;]=Dy0D,—D,0D,

braket islemi altinda bir Lie k-cebirdir. Bunu géstermek icin D, D;, D,, D3 € Der(A), k € k ve

a € Aicin

a). Der(A), k-modiil,

b). [D, D] =0ve [Dy,[Ds, D3]] + [D,, [Ds, D1]] + [Ds, [ D, D2]] =0,

©). [,] braket islemi k-bilineer

oldugunu gostermeliyiz.

a). D, Dy, D, € Der(A), k, k1, k., € k ve a € Aicin

+ : Der(A)xDer(A) — Der(A4)
(D1,D;) +—— (D) +D,)a)=D(a)+ Dy(a)

ve
k xDer(A) — Der(A)
(k,D) — (k-D)(a)=kD(a)

islemleriyle birlikte

M,). (Der(A),+) bir Abelyan gruptur.

M;). Her a € A icin

(k-(D1+Dy))a) = k((Di+ D;)a))
= k(D:(a)+ Dy(a))
= kD;(a)+ kD,(a)
= (k-Di)(a)+(k-D:)(a)
= (k-Di+k-D,)a)
oldugundan

k(D1+D2):kD1+kD2

dir.

Mj;). Her a € A igin

(k1 +k2)-D)(a) (ki +k2)D(a)
le(Gl) + ng(Gl)
(k,-D)(a)+(k2- D)(a)

= (ki-D+k,-D)a)



oldugundan

(ki+ky)-D=k,-D+k,-D

dir.

M,). Her a € A icin

((kiks)-D)(a) (kiko)D(a)
ki -(k.D(a))
ki-((k2-D)(a))

(k1-(k2- D))(a)

oldugundan

(kikz)-D=k;-(k,-D)

dir. O halde Der(A) bir k-modiildiir.

b). [D,D]=DoD—DoD=0

ve benzer sekilde

[D:1, [Ds, D3]]+ [Dy, [Ds, D:1]] + [Ds, [D1, D;]] =0

oldugu da gosterilebilir.

c). Her a € Aicin

(k-[Dy,Ds])@) = k([Dy,D;](a))

k((D\D; — D,D:)(a))

k(D\Dy(a)— D,D)(a))

kD\D,(a)—kD,D,(a)

kD:(Ds(a)) — k Dy(Dy(a))

kDi(Ds(a))— D,(kD:(a)) (- D:A— A, k-lineer)
(k- Dy)Dy(a)— Dy(k - D:)(a)

((k-Dy)D; — Dy(k - Dy))(a)

= [k-Dy,D;](a)

oldugundan

k'[Dl,Dz] = [k'Dl;DZ] = [Dl,k'Dz]

olur. Yani [,] braketi k-bilineerdir.

Diger taraftan Der(A) bir A-modiildiir. Clinkii D, Dy, D, € Der(A), k, k1, k, € k ve a € Aicin

+:Der(A) x Der(A) — Der(A)
(D1, D) — (D1 + D:)(a)= Di(a)+ Di(a)

ve
-1k xDer(A) — Der(A)
(k,D) — (k-D)(a)=kD(a)



islemlerini alahm. Dy, D,, Dy, D}, € Der(A) ve a, b € A igin

(D1+ D:)(ab) a(D; + D;)(b)+ (D1 + D>)(a)b

a(Dy(b)+ D2(D))+(Di(a)+ Da(a))b
aD,(b)+aD,(b)+ Dy(a)b+ D,(a)b
aD,(b)+ Dy(a)b+ aD,(b)+ D,(a)b

Dl(ab) + Dg(ﬂb)

ve (Dy, D;) = (D}, D;) olsun. Bu durumda

(D1+D2)(a) = Di(a)+ Dy(a)
= Dj(a)+D,(a)
= (D;+D))(a)

oldugundan + doniisiimii bir ikili islemdir.
M,). (Der(A),+) bir Abelyan gruptur.
M,). Her b € A icin
(a-(D1+ D.))(b) a((D:1+ D,)(D))
a(D:(b)+ D(D))
aD:(b)+ aDy(b)

(a-Dy)(b)+(a-D,)(b)
(a-Dy+a-D,)b)
oldugundan

a-(Di+D;)=a-Di+a-D,

dir.
M;). Her b € A igin

((a,+a)-D)(b) (a,+a2)D(b)
alD(b) + ng(b)

(a1-D)(b)+(a- D)(b)
(a1-D+a,-D)(b)

oldugundan

(ay+azx)-D=a,-D+a,-D

dir.

M,). Her b € A i¢gin

((ayaz)-D)(b) (a1az)D(b)
a-(a,D(b))
a,-((az-D)(b))

(a1-(az-D))(b)
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oldugundan

(araz)-D=a,-(a,-D)

dir. Bu durumda Der(A) bir A-modiildiir. Ayrica D,, D, € Der(A) ve a, b € A igin

[D1,aD,])(b) = (Di(aD,))(b)—((aD2)D:)b)

D1 ((aD-)(b)) — aD2(D1(b))

D1 (aD,(b)) — aD,(Dy(b))

aDy(D,(b))+ Dy(b)D;(a)— aD,(D,(b)) (. derivasyon tanimi)
aD,(Dy(b))— aD,(D,(b))+ D,(b)D,(a)

a(D1(Dy(b)) — D2(D1(b)))+ Di(a)D,(b) (. A degismeli)

= a([Dy, D:])(b)+(D1(a)D,)(b)

dir. Yani

[D1,aD,] = alD, D;]+ Di\(a)D, # a[D,, D]

oldugundan [,] braketi A-bilineer degildir. Dolayisiyla Der(A) bir Lie A-cebir degildir.

Tanmim 2.1 k bir cisim, A degismeli bir k-cebir, £ bir Lie k-cebir ve bir A-modiil olsun. Bu

durumda Lie cebir homomorfizmi ve A-modiil homomorfizmi olan
a: L — Der(A)
fonksiyonu (anchor map) her [,lI’e L, a € Ave a(l)(a)=[(a)icin
(L,al'l=all, "1+ (a)l’
sartin1 saglyorsa L ye Lie-Rinehart A-cebir veya A iizerinde bir Lie-Rinehart cebir denir.

Ornek 2.1 Herhangi bir £ Lie-Rinehart cebirde, @ = 0 anchor doniisiimii yardimiyla £ ve
Der(A) Lie-Rinehart cebirleri elde edilir. Buradan Lie-Rinehart cebirleri tam olarak Lie cebir-
lerine karsilik gelir. Clinkii @ =0 iken

(L,al’l = all,l'l+(a(l(a)l’
= all,l'l+0((a)l’
= all,l]

dir. Ayrica, A degismeli bir k-cebir olmak tizere £ = Der(A) esitligiyle bir Lie-Rinehart cebir

a:Der(A) — Der(A)
da — d

doniisiimii yardimiyla elde edilebilir. Diger taraftan A =k olarak alinirsa

AXA — A
(a,a’) — aa’ =0

etki islemiyle birlikte A bir A-cebirdir. A nin herhangi bir d A-derivasyonu ve her a,b € A
icin

d(ab)=ad(b)+d(a)b=0
oldugundan Der(A) = 0 dir. Buradan a = 0 anchor doniisiimii elde edilir ve sonuc olarak Lie

cebiri ile Lie-Rinehart cebiri arasinda fark kalmaz.
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Ornek 2.2 L bir Lie-Rinehart A-cebir olsun. Bu durumda
[(1,a),(I, D)) =([1,1],1(b)—1'(a))

ve a : L — Der(A) olmak iizere

a:LxA — Der(A)
(l,a) — a(l,a)=a(l)

islemleriyle birlikte £ x A bir Lie-Rinehart A-cebirdir. Ciinki;

a).i). (l,a),(I'’yb)e L x A, a,beA, k ekigin

wkx(LxA) — LxA
(k,(l,a)) — k-(l,a)=(kl,ka)

ve
+:(LxA)x(LxA) — LxA
((Z,a),(l’,b)) — (L,a),(lI'yb)=(l+1l',a+Db)

islemleriyle birlikte £ x A bir k-modiildiir.

ii). k-[(l,a),(l’,D)]

k-({1,1'],1(b)—l'(a))

(k[,1], k(L(b)—I"(a))

([kL, '], kl(b)—kl'(a))

([kL,1l'],(kl)(b)—=1l'(ka)) (. amodiil homomorfizmi)
((kl,ka),(l’,b)]

= [k(l»a)r(l/»b)]

olur. Benzer sekilde

k- [(l,&l),(l/,b)] = [(l,&l), k (l/!b)]

oldugu da gosterilebilir. O halde [,] braketi k-bilineerdir.

iii).
[(1,a),(I,a)] = ([I,1],1(a)=1(a))

(0,0)
= 0

olur. Benzer sekilde

[(Z,a), [(", B), (17, NI+ (", b), (17, ), (L, )]} +[(17, ©), [(1, @), (I, D)]] = O

oldugu da gosterilebir. Yani £ x A bir Lie k-cebirdir.

b).
GAX(LxA) — LxA
(b,(l,a)) — b-(l,a)=(bl,ba)
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ve
+:(LxA)x(LxA) — LxA
((Z,a),(l’,b)) — (l,a),(lI'yb)=(+1l',a+Db)

islemleriyle birlikte £ x A bir A-modiil yapis1 olusturur.

c).

a'[(1,a),(I",b)+(a(l,a)a)1’,b) = a(I,I'],1(b)—'(a))+(a(l)a’)l’,b)
(a@'[l,1'],a’(l(b)—U'(a)))+ ((a(D))a")l',(a(l))(a")b)
(a@'[1, ']+ (a(D)a)l’,a’'(1(b)—1'(a))+ (a(l))(a’)D)
([1,a’l’l,a’l(b)—a’l'(a)+ 1(a’)b)
([l,a'l'l,a’l(b)+1l(a’)b—a’l'(a))
[(I,a),(a’l’,a’b)]

[(I,a),a’(l’,b)]

elde edilir. Sonuc olarak £ x A bir Lie-Rinehart A-cebirdir.

Ornek 2.3 gbir Lie k-cebir ve A degismeli bir k-cebir olsun. g nin A iizerine etkisi derivasyon
yardimiyla
y:g — Der(A)

seklinde verilsin. Bu durumda (g, A) nin Lie-Rinehart dontisiimii

[(a®g)(a’®g)=aa’®[g, gl +ay(g)a)®g —a'y(g)a)®g

Lie braketi ve
a:L=A®g — Der(A)

(a®g) — ala®gl)a)=ay(g)a)
anchor doniistimiiyle birlikte L = A ® g bir Lie-Rinehart A-cebirdir. Ciinkd;

i). Oncelikle A ® g nin Lie k-cebir oldugunu gosterelim.

a).(a®g)(a’®g)eA®g, k, ki, k, ekicin

+ : (A®g)x(A®g) — (A®g)
(a®g)(a®g) — (a®g)t(@®g)=(a+a’'®g+g)

ve
kx(A®g) — (A®g)
(k,(a®g) — k-(a®g)=(ka®g)

islemleriyle birlikte

M;). ((A® g),+) bir Abelyan gruptur.
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M,).
k-(a®g)+(a'®g)) = k-(a+ta’'®g+g’)
= (k(a+a')®g+g)
= (ka+ka®g+g)
= (ka®g)+(ka'®g’)
= k-(a®g)tk-(a®g’)
oldugundan
k-(a®g)+(a'®g))=k-(a®g)+k-(a’®g)
dir.
M;).
(kit+k2)-(a®g) = (kitk)a®g)
= (k16l+k26l®g)
= (kha®g)+(k:a®g)
ki-(a®g)tk:(a®g)
oldugundan
(ki+ky) (a®g)=ki-(a®g)+k:-(a®g)
dir.
M,).
(kikz)-(a®g) = ((kik)a®g)
= (ki(k:a)®g)
= ki-(ka®g)
= ki-(k:-(a®g))
oldugundan

(kikz)-(a®g)=k, (k- (a®g))

dir. O halde A ® g bir k-modiildiir.

b).

[(a®g)(a®g)]l = aa®lg, gl+ar(gla)®g—ar(gla)®g
aa®0+(ay(g)a)—ay(g)a))®g (. tensor carpim ozelligi)
0+0® g (. tensoOr carpim ozelligi)

= 0

olur. Benzer sekilde

[(a®g)[(a’®g)(a"®g"l+[(a’®g'),[(a"®8"),(a®g)l+[(a"®g"),[(a®g).(a’'®g ] =0

oldugu da gosterilebilir.
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0. [k-(a®g)(a’®g") [ka®g),(a’'®g")]

(ka)a’®(g, 8’1 +(ka)r(glla)® g —a'y(g)ka)® g

k(aa’)®[g, 8’1+ k(ay(g)a)® g —k(ay(g')Na))®g (. v k-lineer)
k-(aa’®[g,g)+k-(ay(g)la)®g)—k-(a'y(g')a)®g)
k-(aa’®[g,g'l+ay(g)a)®g —a'y(g')a)®g)
k-l(a®g)(a’®g’)

oldugundan
k-l(a®g)(a®g)=[k-(a®g)(a’®g)=[(a®g)k-(a’®g")

dir. Benzer sekilde
k-l(a®g)(a®g)=[a®g)k-(a'®g)

oldugu da gosterilebilir. O halde [,] braketi k-bilineerdir.

ii). Simdi A ® g nin A-modiil oldugunu gosterelim.

+ : (A®g)x(A®g) — (A®g)
(a®g)(a®g)) — (a®g)t+(@'®g)=(ata’'®g+g’)

ve
. Ax(A®g) — (A®g)
(a',(a®g)) — a'-(a®g)=(a'a®g)

islemleriyle birlikte A ® g, A-modiil yapisi olusturur.

iii). a,a’,b€Ave(a® g),(a’®g')€A®gicin

[(a®g) (ba’®g")

a(ba’)®[g,g'l+ay(g)ba)® g —(ba')y(g')a)®g

b(aa')®[g, gl +a(by(g)a)+r(g)b)a)® g —(ba’)y(g')a)® g
b(aa’)®[g,g'l+(aby(g)a’)+ay(g)b)a’)® g'—(ba’)y(g')a)® g
b(aa’)®[g,g'l +bay(g)a’)® g +ay(g)bla'® g’ —(ba')y(g')a)® g
b(aa’)®[g, gl +bay(g)a)® g —(ba')y(g')a)® g+ay(g)bla’®g’
b-(aa'®[g, gl +ay(gla’)®g —a'r(g')Na)®g)+ay(g)bla’®g’
b-[(a®g)(a’®g)]+ay(g)b) (a’®g’)
b-[(a®g)(a®g)+ala®g)b)a ®g’)

[(a®g) bla’®g’)

oldugundan
[(a®g)bla’®g)=bla®g),(a’®g)]+a(a®g)b)a'®g’)
elde edilir. Sonug olarak A ® g bir Lie-Rinehart A-cebirdir.

Ornek 2.4 S asosyatif k-cebir ve S nin merkezi A olsun. A nin etkisi ve Der(S) iizerinde Lie

k-cebir yapis1 D, D, € Der(S), a € Ave s € Sicin

[D, Dl] - DDl - DlD
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(aD)(s)=aD(s)

olsun. Burada
a : Der(S) — Der(A)
D — D(as)

homomorfizmi kisitlanmadir. Bu durumda Der(S) nin bir Lie-Rinehart A-cebir oldugunu

gosterelim.
Oncelikle
D(as)=aD(s)+ D(a)sveD(sa)=sD(a)+ D(s)a
oldugundan
D(as)—D(sa) = aD(s)+D(a)s—sD(a)—D(s)a
= aD(s)+ D(a)s —D(a)s —aD(s) (.- merkez tanimi)
= 0

olup a iyi tanimhdir.

i). Der(S) nin Lie k-cebir oldugunu gosterelim.

+:Der(S) x Der(S) — Der(S)
(D1,D;) = (Di+D,)(s)=D(s)+ Dy(s)

ve
-:kxDer(S) — Der(S)
(k,D) —— (k-D)(s)=D(ks)

islemleriyle birlikte Der(S) bir k-modiildiir (Ornek 1.1).

b). [D,D]= DD — DD =0 ve benzer sekilde
[DI’ [D2: DS]] + [DZ) [D3!Dl]] + [D?n [Dl) DZ]] =0

oldugu da gosterilebilir.

c). Her s € Sicin

k-[Di,D,](s) = [Dy,D](ks)

(DD, — D, Dy )(ks)

D, Dy(ks)— D,D;(ks)

Dy(Dy(ks))— Da(Di(ks))

Di(kD,(s))— Dy(kD:(s)) (.- Der(S) k-lineer)
kD1(Dy(s))— Do(kD;(s)) (- Der(S)k-lineer)
((kD1)D)(s)— (D2(kD))(s)

((kD1)D; — Dy(kDy))(s)

= [k-Dy, Ds](s)
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oldugundan

k- [Dl,Dz] = [k'DI»DZ] = [Dl»k'Dz]

dir. Benzer sekilde

k'[Dl,DZ]:[Dlrk'DZ]

oldugu da gosterilebilir. O halde [,] braketi k-bilineerdir.

ii).
4+ : Der(S)xDer(S) — Der(S)
(D1,D;) = (Dy1+D5)(s)=D:(s)+ Dy(s)

ve
AxDer(S) — Der(S)
(a,D) — (a-D)(s)=aD(s)

islemleriyle birlikte Der(S) bir A-modiildiir.

iii). Her s € Sicin

[Dy,aDs](s) = (Di(aDz)—(aD,)D:)(s)

Dy(aD,)(s) —(aD2)D(s)
Di(aDy(s))— a(D,D(s))
aD\(Dx(s))+ Di(a)D;(s) — a(D.D(s))
a(Dy(Dy(s)) — D2D1(s))+ Di(a)Dy(s)
a(DyD; — D, Dy )(s)+(D1(a)D:)(s)
a[Dy, D,](s)+(D1(a)D2)(s)

(a[Dy, D2] +(D1(a)D2))(s)

= (a[D, D;] +(a(D:)(a)D:)(s)

oldugundan

[Dy,aD,]=a[D, D,]+(a(D:)(a))D,

dir. Sonuc olarak Der(S) bir Lie-Rinehart A-cebirdir.

Ornek 2.5 R bir Lie A-cebir ve L bir Lie-Rinehart A-cebir olsun. d : R — R doniisiimii
lel,acAverecRicin
dlar)=ad(r)+1(a)r

sartini saglayan R nin k-derivasyonlar1 olmak tizere (d, ) tarafindan gerilen vektér uzayini

DO(A, L, R) ile gosterecegiz. Ayrica
DO(A, L, R) = L -5 Der(A)

bileskesi yardimiyla DO(A, £, R) {izerinde Lie-Rinehart cebir yapisi olusturulabilir. Yani;
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a). i).
kx DO(A,L,R) — DO(A,L,R)
ve
4+ : DO(AL,R)x DO(A,L,R) — DO(AL,R)
((dl’l))(dbl/)) — (dl)l)+(d2rl/):(dl+d2’l+l,)
islemleriyle birlikte

M,). (DO(A, L, R),+) bir Abelyan gruptur.

My). k-((d,1)+(d,0l) = k-(d+d,l+1)
= (k(d+d’) k(l+1)
= (kd+kd kl+kl)
= (kd,kl)+(kd’ kl’)
k-(d,)+k-(d’1")

dir.

Ms). (ki +k2)-(d, 1) ((ky+ k2)d, (ky + k2)1)
(kid +kod, kil + ko)
(kldr kll)+(k2d) kzl)

= ki-(d,l)+ky-(d,1)

dir.

My). (kikz)-(d,l) = ((kik2)d,(kik2)])
(ki(kod), ki(ko1))
ky-(kod, kyl)
= ki-(ks-(d,1))

dir. Bu durumda DO(A, L, R) bir k-modiildiir.

ii).
[,]: DO(A,L,R)x DO(A,L,R) — DO(A,L,R)
((d,D),(d’, 1) — Id, 1), 1=d,ad1]Il1l])
olmak iizere
k-[(d,D),d, 1] = k-(ld,d'],[l,1'])
= (kld,d’],k[l,1'])
= ([kd,d’],[kl,1)
= [(kd,kl),(d’, 1]

[k-(d,1),(d’,1)]
olur. Benzer sekilde

k- [(dr Z)’(d,) l/)] = [(d) l)’ k '(d,’ l/)]

oldugu da gosterilebilir. O halde [,] braketi k-bilineerdir.



iii).
[(d,D),(d,D]=([d,d],[I,1])=0

dir. Benzer sekilde

[(d, 1), [(d",17),(d”, LM+ [(d’, 1), [(a@”, 1), (@, DI + [(d@”, 1), [(d, ), (d’, I")]] = 0

oldugu da gosterilebilir. Sonuc olarak DO(A, L, R) bir Lie k-cebirdir.

b).
+ : DO(AL,R)xDO(A,L,R) — DO(A,L,R)
((d,1),(d,0l) — d,D)+d, 1l")=d+d, 1+1)
ve
: AxDO(AL,R) — DO(AL,R)
(a,(d,l)) — a-(d,l)=(ad,al)

islemleriyle birlikte DO(A, £, R) bir A-modiildiir.

c). Once ispata yardimc1 olacak asagidaki esitligi verelim.

ld,ad’](r) (d(ad’)—(ad’)d)(r)
d(ad’)r)—(ad’)d(r)
d(ad’'(r))—(ad’)d(r)
ad(d’(r))+(a(l))a)d'(r)—(ad")d(r)
ad(d’(r))—(ad’)d(r)+(a(l))(a)d'(r)
a(dd'(r)—d’d(r))+(a(l))a)d'(r)
a(dd’—d'd)(r)+(a(l))a)d'(r)
(a(dd’—d'd)+((a(l))a)d’')(r)
(ald,d’l+((a(l))a)d")(r)

oldugundan

[d,ad’|=ald,d’] +a(l)(a)d’

olur. Diger taraftan

a=an:DO(A,L, R) — Der(A)
anchor doniisimiinii alalim.

[(d,l),d'(d/,l/)] [(d,l),(&ld/,éll/)]

([d,ad’],[l,al’)
(ald,d']+(a(D))a)d’,a[l, I} +(a(]))(a)l’)
(ald,d’],all,l'])+((a(D)a)d’,(a(l))(a)l’)
a-([d,d’],[L,1'D)+(a())a)d’, 1)
a-[(d,1),(d", 1)+ (an(d, 1)) a)d’,1")

a-[(d,1),(d", 1]+ (a(d, D)) a)d’, ')

oldugundan sonugc olarak DO(A, £, R) bir Lie-Rinehart A-cebirdir.
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Tanmim 2.2 L ve L’ birer Lie-Rinehart cebir olsun. Eger f : L — L’ fonksiyonu bir Lie k-

cebir homomorfizmi, bir A-modiill homomorfizmi ve

L/

diyagrami degismeli yani «’f = « ise f fonksiyonuna Lie-Rinehart cebir homomorfizmi

denir.

Bu tanimlama yardimiyla Lie-Rinehart A-cebirler kategorisi olusturulur. Ve bu kategori LR(A)

ile gosterilir. Lie A-cebirlerin kategorisi £(A) olmak {izere
L(A)c LR(A)

dir.

Herhangi bir Lie-Rinehart cebir homomorfizminin ¢ekirdegi Lie A-cebirdir. Clinkii;

a). Her X, Y,Z€Cekf, a,b € Aicgin

AxCekf — Cekf
(a,X) — a-X=[a,X]=aX—Xa

seklindeki doniisiimii ele alalim.

i).

a-(X+Y) = [a,X+Y]
aX+Y)—(X+Y)a
aX+aY—Xa—Ya
aX—Xa+aY—Ya
[a,X]+][a,Y]
= a-X+a-'Y

dir.

ii).

(a+b)-X = [a+bX]
(a+b)X—X(a+Db)
aX+bX—Xa—Xb
aX—Xa+bX—-Xb
[a,X]+ [b,X]
= a-X+b-X



dir.

iii).

(ab)-X = [ab,X]
(ab)X —X(ab)
a(bX)—(Xa)b
a(bX)—(aX)b
a(bX)—a(Xb)
a(bX —XDb)
a-[b,X]
= a-(b-X)

dir. O halde Cekf bir A-modiildiir.

b). X, Y €Cekf ve a € Aicin

[] : CekfxCekf — Cekf
(X,Y) — [X,Y]=XY-YX

doniisiimiinii ele alalim. Oncelikle bu doniisiimiin iyi tanimh oldugunu gosterelim.

fIX, Y] fXY-YX)

FXY) - f(YX)

FX)f(Y) = f(Y)f(X)

0-0 (X, YeCekf oldugundan f(X)= f(Y)=0)

0

i). [X,X]=0

dir. Benzer sekilde
(X, [V, Z]] +[Y,[Z,X]| +1Z,[X, Y]] =0

oldugu da gosterilebilir.

c).

[aX,Y] = (aX)Y—-Y(aX)
a(XY)—(Ya)X
a(XY)—(a¥)X
a(XY)—a(YX)
a(Xy - YX)
= alX)Y]

dir. Bu durumda [,] braketi A-bilineerdir. Sonug olarak Cek f bir Lie A-cebirdir.

2.2.2 Yari-direkt Carpim ve Etki

Oncelikle degismeli cebir ve Lie cebirleri i¢in etki tanimini verelim.
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Tanim 2.3 C ve R iki degismeli k-cebir olsun.

f:RxC — C
(r,c) — f(r,c)=r-c

fonksiyonu her k €k, ¢, ¢’€C, r, r’ € Ricin,

). k(r-c)=(kr-c)=(r-kc)

ii). r-(c+c)=r-c+r-c

iii). (r+r)-c=r-c+r'-c

iv). r-(cc)=(r-c)c’=c(r-c’)

v). rr’-c=r-(r'-c)

sartlarini saghyor ise f ye R nin C iizerine degismeli cebir etkisi denir.

Tamim 2.4 M ve S iki Lie k-cebir olmak tizere M {iizerinde S nin Lie etkisi, asagidaki aksi-

yomlari saglayan
SxM — M

(s,m) — s-m

doniisiimdiir. Her k €k, m,m’e M ve s,s’ € Sicin

D). k(s-m)=(ks)- m=s-(km)

ii).s-(m+m)=s-m+s-m’

fif).(s+s)m=s-m+s"-m

iv). [s,8']-m=s(s"-m)—s'(s-m)

v).s-[m,m'|=[s-m,m'|+[m,s-m’]

Tamim 2.5 L bir Lie-Rinehart A-cebir ve R bir Lie A-cebir olsun. Eger

LxR — R
(L,ry — Ir

k-lineer fonksiyonu asagidaki sartlari saghyorsa L, R iizerine etki ediyor denir. Her /, 1’ € L,

r,n,nrE€RveacAicin



38

1. Wy =1 (VP =l (I7)
2. l(n,r)=0nnl-['rnnl=0'nnl+n'r]
3. Alr=a('r)

4. Yar)=a(r)+((a(l))a)r

Burada (1) ve (2) sart1 Lie k-cebirler kategorisinde £ nin R iizerine etkisini ifade eder.

Tanim 2.6 R degismeli bir Lie A-cebir ve L bir Lie-Rinehart A-cebir olsun. Eger L nin R
tizerine etkisi varsa R ye L iizerinde Lie-Rinehart modiil denir. L {izerinde Lie-Rinehart

modiiller kategorisi (£, A)—mo0 ile gosterilir.

Lie k-cebirler kategorisinde
[(lrr)!(l/;r/)]:([l!l/]![rrr/]+l r/_l/ r)

braketi altinda £ X R bir k-cebirdir. Ayrica £ X R bir Lie-Rinehart A-cebirdir. Clinkii £ x R,

L ve R, A-modiillerinin direkt toplami oldugundan £ x R bir A-modiil ve
a(l,r)=(al,ar)

dir. Ayni1 zamanda a:LxR— Der(A) fonksiyonu A-modiil homomorfizmi ve Lie A-cebir

homomorfizmidir. Clinkii;

i).(l,r),(I',r)e LXRicin

a([L, 1), [r,r]+ ' =V r)
a([l,1'])
[a(l),a(l”)] (. alie A-cebir homomorfizmi)

= la(l,r),a(l’,r")]

al(l,r),(l,1")]

oldugundan a bir Lie A-cebir homomorfizmidir.

ii). (I,r),(I’,r')eLxRveacAicin

a(l +1,r+71)

a(l+1")

a(l)+a(l’) (. a, A-modiil homomorfizmi)
= a(l,r)+a(l’,1")

a((l,r)+(l', 1))
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ve
a(a(l,r)) = a(al,ar)

alal)

aa(l) (. a A-modiil homomorfizmi)

aa(l,r)

oldugundan a bir A-modiil homomorfizmidir. Diger taraftan

[(I,r),a(l’,1")] [({,r),(al’,ar’)]

([L,al’],[r,ar ]+ (ar) =" 1)

(a[l, "N+ 1(@)l',a[r,r1+a( )+ 1(a)r —a("'T))
a([l,1,[r,r]+' =V )+ (@), l(a)r)

= al(l,r),l’, )]+ 1(a)l’, 1)

dir. Diger bir ifadeyle

(L, r),al, )] = al(l,r),1, ) +(al, N)a)l',r)
= al(l,n),(", )] +(aD))a)l',1)

oldugundan L x R bir Lie-Rinehart A-cebirdir.

Ornek 2.6 0 : L — L’ bir Lie-Rinehart cebir homomorfizmasi olsun. Bu durumda Gor(0)

bir Lie-Rinehart A-cebirdir. Ciinki;

x’,y’ €Gor(2) olsun. Bu durumda J(x) = x’ ve d(y) = y’ olacak sekilde x,y € £ vardir. Her

a€Aicin

[x,ay’] = [0(x),ad(y)]
[0(x),0(ay)]
d([x,ay])
d(alx,y]+(a(x))(a)y)
d(alx,y])+d((a(x))a)y)
a(@[x,y])+ (a(x))(a))(2(y))
a([2(x),0(y)])+ ((a(x))(a))(@(y))
a([x’,y'])+((a(x))a))(y’)
a([x,y'])+((a’2(x))a))(y’)
= alx,y' 1+ (' (x)a))(y’)

olup Gor(0) bir Lie-Rinehart A-cebirdir.

2.3 Lie-Rinehart Caprazlanmis Modiiller

Oncelikle degismeli cebirler ve Lie cebirleri i¢in caprazlanmis modiil kavramini hatirlayalim.

Tanim 2.7 C bir R-cebir olsun.
RxC — C

(r,¢) — r-cC



40

degismeli cebir etkisi olmak iizere

J:C—R

R-cebirlerin morfizmi, her c, ¢’ € C icin
2(c)-c’=cc’

sartin1 saglyor ise X=(C, R, 9) tigliisiine (veya 0 : C — R) bir ¢aprazlanmig R-modiil denir.

Bu sart Peiffer sart1 olarak adlandirilir.

Uyar12.8 0 :C — R, R-cebirlerin morfizmi oldugundan her r € R ve ¢ € C i¢in
d(r-c)=rdc

sartini saglamasi gerekir. Bu sart 6n ¢caprazlanmis modiil sart1 olarak adlandirilir.

Ornek 2.7 M herhangi bir R-modiil olsun.

MxM — M
(ml»mz) La— m1m2:0

carpimi tanimlanirsa, M bir R-cebir yapisi olusturur. Bu durumda

Jd=0: M — R
m — J(m)=0

seklinde verilen sifir homomorfizmi,

RxM — M
(rm) — r-m=rm

etkisiyle birlikte bir caprazlanmis modiil yapisi olusturur.

Tanim 2.9 7 : C — R caprazlanmis R-modiil ve 0’ : C’ — R’caprazlanmis R’-modiil olsun.

c—2% ¢

7 7
R——F—FR
ve
px0
RxC R xC’
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degismeli diyagramlar1 gozéniine alindiginda

(r,c) (¢(r), 0(c))

r-c———0(r-c)=¢(r)-0(c)

olup
0(r-c)=¢(r)-0(c)
elde edilir. Boylece
(6,¢):(C,R,0)— (C',R',0")

homomorfizm ciftine, caprazlanmis modiil morfizmi denir. Bununla birlikte kompozisyon
(0,0)0(60",¢")=(6"06,¢"00)

seklinde tanimlanir. Bu durumda k, sabit halkas i¢in degismeli k-cebir k-Ceb (veya Ceb)
kategorisinde, caprazlanmis R-modiiller kategorisini tanimlayabiliriz. Bu kategoriyi XMody

(veya XMod) ile gosterecegiz.
Tanim 2.10 M ve S iki Lie k-cebir olsun.

u: M — S
bir Lie k-cebir morfizmi ve

SxM — M
(s,m) — s-m

S nin M tizerine Lie etkisi ile birlikte her m, m’ € M ve s,s’ € S icin

CM1). u(s-m)={s,u(m)]
CM2). u(m)-m’=[m,m’]

sartlar1 saglaniyor ise (M, S, u) tigliistine Lie caprazlanmis modiil denir.

Ornek 2.8 R bir Lie A-cebir ve I, R nin bir ideali olsun.

Jd: I — R

i —
icine dontistimiinii ele alalim. R nin I iizerine etkisi

RxI — I
(i) — ri=Iri]
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seklinde Lie ¢arpim islemi olarak verilsin. Bu durumda ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarinin

saglandigini gosterelim.

CM1). d(r-i)=2[r,i]=[r,i]=[r,0i]

CM2).0(r)-r'=rr'=[r1]

oldugundan (I, R, 2) bir Lie ¢aprazlanmis modiil yapis1 olusturur.
Tanim 2.11 (M,S,u) ve (M’,S’,u’) iki Lie ¢caprazlanmis modiil olsun.

f(s-m)=¢(s)- f(m)

ve
M ! M’
2 w
/
G n G

diyagrami degismeli, yani
y f(m)=¢u(m)

olacak sekilde f: M — M’, ¢ : S — §’ Lie k-cebir morfizmleri varsa

(f,0):(M,S,u) — (M',S, ')

morfizmine caprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir. Boylece ¢caprazlanmis mo-

diillerin kategorisi olusturulur ve bu kategori LXMod (k) ile gosterilir.

Tanmim 2.12 £ bir Lie-Rinehart A-cebir ve R bir Lie A-cebir olsun. Eger L nin R ilizerine
etkisiyle birlikte
0:R—L

Lie k-cebir homomorfizmi her r,7” € R, l € L ve a € A icin

1. o('r)=[1,2(r)]

2.9 =1r",r]

3.0(ar)=ad(r)

4.9(r)a)=0
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sartlarini saglyorsa d ya Lie-Rinehart A-cebir caprazlanmis modiilii denir.(1) ve (2) sartina
gore

J:R— L

bir Lie k-cebir ¢aprazlanmis modiildiir. (3) sartina gore J, bir A-modiil fonksiyonudur. (4)
sartina gore ise,

R L - Der(A)
fonksiyonunun bileskesi sifir fonksiyonudur. Ciinkii d(r)=[ olarak alinirsa

l(a) = a(l)a)
a(d(r))(a)
(ad)(r))(a)

dir.

Ornek 2.9 a). L bir Lie-Rinehart A-cebir, N bir A-modiil ve alt Lie k-cebir olsun. N nin A

lizerine etkisi

i

N < L <2, Der(A)

I — i(hH)=1 — «al):A — A
a — ol)a)=1(a)

olmak tizere N ye L nin alt Lie-Rinehart cebiri denir.

b). L bir Lie-Rinehart A-cebir ve N, L nin alt Lie-Rinehart cebiri olsun. Eger N, £ nin
(Lie k-cebir olarak) ideali ve

N < L —% Der(A)

bileskesi asikar ( trivial ) ise N ye £ nin ideali denir ve N < L ile gosterilir.

N < L olmak tizere
iI:N—L
icine dontistimii ve
LxN — N
(I,n) — !'n=][l,n]

etkisiyle birlikte (N, L, i) Gcliisti caprazlanmis modiildiir. Cinkii; [ € L, n,n”” e Nveac A

icin

CM 1).
i‘n) = 'n
= [l,n]
= [1,i(n)]
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dir.
CM 2).
i(n’)n — n’n
= [n’,n]
dir.
CM 3).
ilan) = an
= ai(n)
dir.

CM 4). N, L nin bir ideali oldugundan
N £ —% Der(A)

bileskesi asikar, yani ai = 0 dir. Dolayisiyla (ai)(n) =0 olur.

Ozel olarak N = L durumunda L bir Lie k-cebirdir. Fakat Lie A-cebir degildir. Bu du-
rumda
i:L—L

bir caprazlanmis modiil degildir.

Tersine;

Teorem 2.13 0 : R — L bir Lie-Rinehart caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda Gé6r(0) <

L dir.

ispat. r’ € Gor(8) ve I € L olsun. Bu durumda r’ = 8 r olacak sekilde bir r € R vardur.
[(I,r'1=[1,0r]=2]l,r]
ve (R, L, 0) caprazlanmis modiil oldugundan 2[I, r] € Gor(2) dir. Bu durumda Go6r(d) <L

olur.

Ornek 2.10 R bir (£, A)-modiil olsun. Bu durumda 0 : R — £ bir caprazlanmis modiildiir.

R bir (£, A)-modiil oldugundan R degismeli Lie A-cebirdir. Yani her r,7" € R igin [r,7'] =0
dir. Ustelik £ bir Lie-Rinehart A-cebirdir. Ayrica

LxR — R
(L,ry — lIr=J[l,r1]
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etkisi vardir. Ohalde l € L, r,7" € R ve a € A igin

CM1).
oi‘r) = 0
= [1,0]
= [1,0(r)]
dir.
CM 2).
O(r’)r = Op
= [0,r]
= 0
= [r,r’] (. R degismeli Lie A-cebirdir)
dir.
CM 3).
O(ar) = 0
= a0l
= a0(r)
dir.
CM 4).
0(r)(a) = 0(a)
=0
dir.
Tersine;

Teorem 2.14 0 : R — L bir ¢caprazlanmis modiil ve I = J(R) olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur.

i) Cek(d)dR
ii) Cek(9), L/I-modiildiir
iii) R/R?ve I/I? L/I-moduldiir

ispat. i) c €Cek(2) ve r € R olsun. Bu durumda

o[r,e] = [0(r),d(c)]
= [0(r),0] (. ceCek(d)oldugundan d(c)=0 dir)
= 0

olup [r, c] € Cek(2) dir. O halde Cek(d) < R olur.
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ii) /,1’e L icin
I+LU+1=[11+1
braket islemiyle birlikte £ /I nin Lie k-cebir oldugu aciktir. Diger taraftan

AxL/I — LI
(a,l+1) — al+1

etkisi altinda £/1, A-modiildiir. Ayrica

a:L/I — Der(A)
I+1 — a(l+D=a(l)
anchor doniisiimii ile £/ Lie-Rinehart A-cebirdir. Cek(d) in £/I-modiil oldugunu goster-
meye yardimci olmasi icin r € R, a € Cek(d) ve I =d(r) icin

IxCek(d) — Cek(2)
(l,a) — l-a

etkisini
l-a = 9(r)a
= [ra] (. 0 caprazlanmis modiil)
d(a)-r (.0 caprazlanmis modiil)
= 0-r
= 0

olarak tanéimlayalim. Boylece yukarida verilen etkinin, I nin Cek(2) tizerine sifir etkisi oldugu
gosterilmis olur. Bu etki yardimiyla £/1 nin Cek(2) tizerine etkisi

L/IxCek(@d) — Cek(2)
(l+IL,a) — ({(+D-a=1l-a

seklinde tanimlanabilir. Bu durumda Cek(2) nin £/I-modiil oldugu aciktir.

iii) (ii) ye benzer sekilde gosterilebilir. []

Ornek 2.11 L bir Lie-Rinehart A-cebir, R ve R’ iki Lie A-cebir olsun. 8 : R — R’ bir (L,A)-
modiil homomorfizmasi ve £ x R/, £ ve R’ niin yaridirekt ¢arpimi olmak iizere Ornek 1.2
geregince L X R’ bir Lie-Rinehart A-cebirdir. Bu durumda £ % R’ niin R’ lizerine her [ € L,
reRver’ € R icin

O
seklindeki etkisi ve

Jd: R — LXFR
ro— 2(=(0,0(r)

homomorfizmasi ile birlikte (R,L % R’,0) ticliisii Lie-Rinehart ¢aprazlanmis modiil yapisi

olusturur.
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Ornek 2.12 f: L — L’ bir Lie-Rinehart homomorfizmasi ise Cekf < L bir caprazlanmig

modiildiir. Ciinkii genel olarak; N <L olmak {izere
N[

doniislimiiniin ¢aprazlanmis modiil oldugu bilinmektedir. Diger taraftan Cek f <L oldugun-
dan 6zel olarak N =Cek f alinirsa

Cekf— L

bir ¢caprazlanmis modiildiir.

Ornek 2.13 L bir Lie-Rinehart A-cebir olsun. Bu durumda

0:Ceka — DO(A,L,Ceka)
r — d(r)=(ad,0)

islemi ve
DO(A,L,Ceka) x Ceka — Ceka
(d,0),r) — ©@hr=[(d,1),r]=d(r)

etkisiyle birlikte (Ceka, DO(A, L, Ceka), 0) ticliisii caprazlanmis modiildiir. £ bir Lie-Rinehart
A-cebir oldugundan

a:L — Der(A)
anchor doniistimii vardir. Ayrica DO(A, £, Ceka) yapisinin 6zelliginden dolay1
d : Ceka — Ceka
doniisimiia€ A, r,r’€R, [ € L i¢in

dlar) = ad(r)+1(a)r

d(rr’) dr)r'+rd(r)

esitliklerini saglamaktadir. Son olarak ad;(r)=[l, r] olarak anmaktadir. Once ispata yardimci

olmasi1 bakimindan asagidaki esitligi verelim.

(d,ad,)(r') = (d(ad;)—(ad,)—d)(r)
d(ad,(r'))—ad(d(r")

dlr,r']|—[r,d(r")]

dirr'—r'r)—rd(r)+d(r’)r
d(rr)—d(r'r)—rd(r')+d(r')r
rd(r')+d(r)yr'—r'd(r)—d(r)yr—rd(r')+d(r)r
dr)r’'—r'd(r)

[d(r), ]

= adap(r)

dir.
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CM 1).

o(@hr) a(d(r))
(adaq),0)
([d,ad,],0)
([d,ad,],[1,0])
((d,1),(ad,,0)]

[(d,1),0(r)]

dir.

CM2).

o)y (ad,,0)
[(adr’) O)) r]
adr’(r)
[, 7]

dir.

CM 3). b e Aigin

o(br)(r') (adp,,0)(r")
(ady,(r'),0(r"))
([br,7'],0)
(b[r,1'],0)
b([r,'],0)
b(ad,(r'),0(r"))
b(ad,,0)(r")
bo(r)(r’)

dir.

T

CM 4). Ceka 2, DO(A, L, Ceka) N Der(A)

ro— a(r) —  (am)d(r):A — A

a — ((am)o(r))(a)

((am)(ad,,0))a)
(a(n(ad,,0)(a)
(a(0))(a)
0
dir. Bu durumda (Ceka, DO(A, £, Ceka), 2) bir caprazlanmis modiildiir.

((am)d(r))(a)

Ornek 2.14 L bir Lie-Rinehart cebir olsun. £ nin merkezi
Z(L)={leL :Herl'eLicin[l,l']=0veher a € Aicin I(a) =0}
seklinde tanimlanmaktadir. Bu durumda Z(£)<L dir. Ayrica Z(L) bir Lie A-cebirdir. O halde
i:Z(L)— L

bir ¢caprazlanmis modiildiir.
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2.3.1 Lie-Rinehart Caprazlanmis Modiiller Kategorisi

Tanmim 2.15 (R,L,Jd)ve (R’,L’, ") iki caprazlanmis modiil olsun.

R ! R’ LXR L' x R’
P L
. / /
p L R R

diyagramlar1 degismeli yani,

' f(r)=¢a(r)ve f(L-r)=¢(1)- f(r)
olacak sekilde bir
f:R—FR
Lie k-cebir homomorfizmasi ve
¢:L—L

Lie-Rinehart cebir homomorfizmasi varsa
(fy ¢) : (R)L)a) _)(R/)L/ya/)

homomorfizmasina ¢aprazlanmis modiiller arasindaki homomorfizma denir.

Bu tanmim yardimiyla Lie-Rinehart ¢caprazlanmis modiiller kategorisi olusturulur ve bu kate-
gori Xmod(£R) ile gosterilir. Simdi bu kategorinin bazi temel funktoriyel 6zelliklerini vere-
lim. Forgetful (unutulabilir) funktorlarin

U : Xmod(£LR) — LR(A)
(RLO) — L

U: Xmod(LR) — L(A)
(R,L,0) +~— R
seklinde tanimlandigi aciktir. £Xmod(k), Lie k cebirlerin ¢aprazlanmis modiiller kategorisini

gostermek iizere forgetful funktor A-modiil yapisi unutularak

Us;: Xmod(LR) — L£Xmod(k)
(RrLya) L— L

seklinde elde edilir.
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Uyar12.16 1). £ ve L’ iki Lie-Rinehart A-cebir, f, g : L — L’ Lie-Rinehart cebir homomor-

fizmileri ve Cek(a’) = 0 olsun. Bu durumda f = g dir. Clinkii

Der(A)

her / € L icin
ad(f()—-gl) = af()-a'gl)
= af(l)—ag(l)
= 0

dir. O halde f(!)— g(1) €Cek(a’) olup f = g elde edilir.
Ozel olarak I < Der(A), (R, Der(A), ) bir ¢aprazlanmis modiil ve
d'=i:I— Der(A)
icine dontistimii alinirsa i birebir oldugundan Cek(d”) =0 olup
f:(R,Der(A),0) — (I,Der(A),i)

seklinde biricik caprazlanmis modiil homomorfizmasi vardir.

2). R bir Lie A-cebir olsun. Eger

Der(A)

R f
\ %

Der(A)

diyagrami degismeli ise f =0 dir. Ayrica Cek(d’) =0 oldugundan f biriciktir.

3). R bir Lie A-cebir olsun. Eger

Der(A)

! R
\\ /

Der(A)

diyagrami degismeli ise J(R) = Der(A) olup 0 ortendir.
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2.4 Serbest Caprazlanmis Modiiller

Tanmim 2.17 (C,L,0) bir Lie-Rinehart caprazlanmis modiil, X bir kiime ve f : X — L bir
fonksiyon olsun. d g = f olacak bicimde bir

g:X—~C

varsa ve herhangi bir (C’, £, 9”) Lie-Rinehart caprazlanmis modiilii ve 0 g = 9’ g’ olacak bicimde
herhangi
g:X—C

fonksiyonu i¢cin w g = g’ olacak bicimde bir tek

w:(C,L,0)—(C,L,0)

A

var ve

diyagramidegismeliise (C,L,d)ya(X, L, f)lizerinde serbest Lie-Rinehart caprazlanmis modiil

denir.



BOLUM 3
X9Mod/L nin Kategoriksel Yapisi

3.1 Giris

Bu béliimde Lie-Rinehart caprazlanmis modiiller kategorisinin 6zellikleri incelenerek
bu kategoride gericekme, sonlu carpimlar, sonlu limitler, kocarpimlar, kolimitler ve ileri it-
melerin varlig1 gosterilecektir. Benzer ¢alisma Shammu (1992) tarafindan degismeli cebirler
icin yapilmistir. Fakat varligi arastirilan objelerin bazilar Lie-Rinehart durumu icin farklh bir

yapiya sahiptir.

3.2 Lie-Rinehart Caprazlanmis Modiiller Kategorisinin Ozellikleri

L bir sabit Lie-Rinehart cebir olsun. Taban1 £ olan tiim Lie-Rinehart ¢aprazlanmis mo-
diiller kategorisini X97t00/L ile gosterecegiz. Ayrica (X, L, J) Lie-Rinehart ¢caprazlanmis mo-

diiliinii caprazlanmis £-modiil olarak adlandirip (X, ) ile gosterecegiz.

Teorem 3.1 X90d/L de ayni tanim ve goriintii kiimesine sahip her morfizma cifti bir esit-

leyiciye sahiptir.

ispat. f, g :(C,8) — (D, ) iki ¢aprazlanmis £ -modiil homomorfizmasi olsun.

E={ceC: f(c)=g(c)}

olmak tizere

dlg=¢e:E—L

doniislimii bir ¢caprazlanmis £-modiildiir. Bunu géstermek icin 6énce E nin bir Lie A-cebir

oldugunu gosterelim. ¢ € C ve e € E icin

f(c,el) = f(°ce)
o f(e)
deg(e)
g(%ce)
= g(lc,e])
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oldugundan [c, e] € E elde edilir. Sonug olarak E bir Lie A-cebirdir. Simdi £ nin E {izerinde
bir Lie-Rinehart etkisi oldugunu gosterelim. £ nin E tizerine etkisini, £ nin C {izerine etkisi

yardimiyla tamimlayalim. / € £ ve e € E i¢in

f(le) = !f(e) (. f:C— D gaprazlanmig L-modiil homomorfizmasi)
= lIg(e) (e€Edin
= g(e) (. g:C—> D caprazlanmig L-modiil homomorfizmasi)

oldugundan ‘e € E dir. Boylece £ nin E iizerine etkisi tanimlanmus olur. O halde (E, €) bir

Lie-Rinehart caprazlanmis modiildiir. Béylece
i:E—C

icine dontistimii olmak {izere

i:(E,e)—I(C,0)
X9Mod/L de bir morfizmadir. Diger taraftan
k:(E, ¢)—(C,0)

fk = gk olacak bicimde X9t00/L de bir morfizma olsun. Her x € E’ icin k(x) € E ise
k(E’) C E dir. Dolayisiyla E’ den E ye bir doniisiim vardir.

y,h: E' — E morfizmalar iy = k ve i h = k sartlarini saglasin. x € E’ icin i h(x) = k(x) olup
h(x) = k(x) ve iy(x) = k(x) oldugundan y(x) = k(x) olup h(x)=y(x) olur. Yani bu morfizma
biriciktir. [

Teorem 3.2 X"100/L kategorisi geri cekmelere sahiptir.
Ispat. f:(C,0) — (B,B) ve g : (D,6) — (B, B) iki caprazlanmis £-modiil morfizmasi

ve

X=CxD={(c,d): flc)=g(d)}

olsun. X tizerindeki Lie ¢carpimi her (x4, x»), (x3, x4) € X icin
(1, %2), (33, x4)] = ([x1, X3], [x2, X4])
bilesensel carpim olarak tanimlansin. Bu durumda her (c¢,d) € C x D ve (x;,x,) € X icin
[(c,d), (x1,x2)] =([¢, x1], [, x2])

oldugundan bir énceki teorem kullanilarak

fle,x1])=g(ld, x2])
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oldugu gosterilebilir. Ayrica

A X — B
(c,d) — flc)=g(d)

seklinde bir doniisiim tanimlayalim.

Ak(c,a)) M(ke, kd))
flke)
kf(c)
k(Ale,d))

ve

Al(e,d),(c’,d")] Mle,c’),[d,d’])
f(e,c)
[f(c), f(c)]
[Alc,d), Alc’,d")]

oldugundan A dontistimii Lie cebir homomorfizmasidir. Ayni1 zamanda her [ € L ve

(c,d)e X icin

LxX — X
(I,(c,d)) — l!(c,d)=(c,a)

seklinde tanimlanan islemin £ nin X tizerinde Lie-Rinehart etkisi oldugunu gosterelim.

El).Her [,l’e L ve (c,d) e X icin
(¢, d) (¢ 1L )
(("e)=(e)t(Md)-"(1d))
((Me)t(Ma)y—("(e)l (*a))
("), (" d) =" ((e), (')
'(c,d) =" (Y(c,a))

dir.

E2). Her [ € Lve (c,d),(c¢’,d’) € X icin
(e, d),(c’,ad") ([e,c'],1d,d")

('[e,c),! [d,d’)

('e,cT+[ct ) ['a, d')+[d, d'])

('e,c’]l'd, dN)+([c,! ¢'],1d,' d'])

[(‘c,td),(c’,d)]+(c,a), ("¢} d’)]

['(c,d),(c’,dN]+[(c,d), (c’,d")]

dir.

E3). Herl €L, (c,d)e X ve a € A icin
“U(c,d) (“le, b d)
(a('c),a('d))
a('c,'d)
a('(c,d))
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dir.

E4). a: L — Der(A) anchor dontisiimiive her l € £, (¢,d) e X ve a € Aicin

a(c,d)) Nac,ad)

({(ac),! (ad))
(a('c)+((a(D)a))c,a(*d)+((a(l))(a))d)
(a(‘c),a(’ d))+((a(D)(@))c,(a())a)d)
a(‘c,! d)+(((a(D)a))c, ((a(l))a))d)
a(‘c,! d)+((a())(a))c,d)

a('(c, )+ ((a(D))a))(c,d)

dir. Boylece tanimlanan etki £ nin X {izerine bir Lie-Rinehart etkisidir. A =¢ : X — L

doniisiimiiniin Lie-Rinehart caprazlanmis £-modiil oldugunu gosterelim.

X\ C
\\\\A lf
\\
D 2 B 5 L
CM1). Her I e Lve(c,d) € X igin
¢('(c,d)) = PBA((c,a))
= BAlc'd)
= B(f(c)

B( f(c)) (. f homomorfizma)

11, B(f(e))] (B L caprazlanmis £-modiil)
[1,BA(c,d)]
[1,¢(c,d)]

dir.

CM2). f:(C,2)—(B,B)ve g :(D,6) — (B, B) iki caprazlanmis £-modiil homomorfizmasi

oldugundan
f g
C B D B
L———L L——F—CL
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diyagramlari degismeli yani 8 f =0 ve B g =6 dir. O halde her (¢,d),(c¢’,d’) € X igin

dede,d) = P!, d)

BIC) (¢!, d")

(Bfer B d’) (- etki tanimi )

(¢ pedd’) (. f(c)=g(d))

= (0,5 g7y

= ([c,c'],[d,d]) (.C ZtveD-5 L caprazlanmis £-modiil)
= ¢, d),(c,d")]

dir.

CM3). Hera € Ave(c,d)€ X icin

¢lalc,d)) = ylac,ad)
= PAlac,ad)
= pflac)
= pPlaf(c)) (. f, homomorfizma)
= aBf(c) (- B-L caprazlanmig £-modiil)

= a(fAc,d))
= ayp(cd)

dir.

CM4). (B, ) caprazlanmis £-modiil oldugundan ¢aprazlanmis modiiliin 4. sart1 geregi
B a
B — L — Der(4)

bileskesi a8 =0 dir. O halde her a € A ve (¢,d) € X i¢in

(p(c,d))(a) (a(p(c,a)))a)
(a(BAlc,d)))a)
(a(Bf(c))a)
(aB(f(c))(a)
(0(f(c))a)
=0

olur. Sonucg olarak (X, ¢) bir caprazlanmis L-modiildiir. Aymi zamanda (c,d) € X icin
f(c)=g(d) olup
f(mi(e,d)) = flc)= g(d) = g(m(c,d))

oldugundan
X———C
) f
D B
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diyagrami degismelidir. Diger taraftan 7}, 7/, morfizmleri ve (X', ¢’) ¢aprazlanmg £ -modiilii

ile birlikte

diyagrami degismeli yani f7r] = g7, olsun. Bu durumda her x € X’ i¢in
[l (x)) = g(m;(x))

olup (77 (x), 7w5(x)) € X elde edilir. Bu baglamda

h: X — X
x  — (m)(x), (X))

olarak tamimlayalim. 7t} = 7t h ve 7, = 7o h olup

X’ h X X h X
S~ L N A
C D

diyagramlar degismelidir. Benzer sekilde hj : X’ — X doniisiimii

X' o X X o X
NN
C D

diyagramlarim degismeli yapsin ve h(x) = (c,d), ho(x) = (co,do) olsun. Bu durumda her

x € X’ icin
m(x) = mh(x) m(x) = mh(x)
= m(c,d) ve = mc,d) @)
= ¢ = d
(x) = miho(x) (X)) = Taho(x)
= mi(co,do) Ve = (co, do) (**)
= 0o = d,

olup (*) ve (**) esitliklerinden ¢ = ¢, ve d = d elde edilir. Yani

h(x)=(c,d)=(co,do) = ho(x)
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olup £ biriciktir. Yukarida tanimlanan morfizmleri diyagramatik olarak

seklinde ifade edebiliriz. []

Teorem 3.3 XMto0/L kategorisinde (Ceke, i) caprazlanmis modiilii bir son objedir.

Ispat. Oncelikle @ anchor doniisiim olmak iizere, (C, @) bir caprazlanmis £-modiil ise

ad =0 oldugundan Gord CCeka dir. f ve g, (C,d)ile (Ceka, i) arasinda

f
C . Ceka
N
L
diyagrami degismeli olacak sekilde iki doniisiim olsun. Bu durumda her ¢ € C icin

ole) = ifte) 9 = iglo)
= flo) = gl(c)

olup f(c)= g(c) yani f = g elde edilir. [J

Teorem 3.4 XMo0/L kategorisinde sonlu ¢arpimlar mevcuttur.

ispat. (C,0) ve (D,5), XMo0/L kategorisinde iki obje olsun. Bu iki objenin ¢arpimi

(Ceka, i) terminal objesi tizerinde (C, d) ve (D, 0) nin geri cekmesidir.

X C
AN
N
T A N A Fl
AN
N
N\
D Ceka L

o i

A =0m; =07, olmak iizere (X, iA) objesi (C, 2) ve (D, 6) nin ¢carpimidir. Tiimevarim metodu

ile XMt0o0/L de sonlu carpimlarin oldugu gosterilebilir. [

XMoo /L kategorisi sonlu carpimlara ve esitleyiciye sahip oldugundan asagidaki sonucu

yazabiliriz.
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Sonuc¢ 3.5 XMod/L kategorisi sonlu limite sahiptir yani sonlu tamdir (finitely complete).

Teorem 3.6 XM100/L kategorisinde ayni tanim ve goriintii kiimesine sahip her ¢aprazlan-

mis modiil homomorfizma cifti bir koesitleyiciye sahiptir.

Ispat. f, g :(C,3) — (B, B) iki caprazlanmis £-modiil morfizmasi ve I, B nin c € C igin
f(c) — g(c) formundaki elemanlar tarafindan firetilen bir ideali olsun. Yani I,

{f(c)— g(c): c € C} alt kiimesini iceren en kiiciik ideali olsun. Her ¢ € C i¢in

f
C B

RN

L

diyagrami degismeli oldugundan S f(c)=d(c) ve B g(c) = 9(c) dir. Ayn1 zamanda

B(flc)—glc) = PB(flc)—-p(glc)

= d(c)—d(c)

= 0
olup f(c)— g(c) €Cekp, yani I CCekp elde edilir. B = B/I Lie-Rinehart cebirini alahm. £
nin B iizerine etkisi l € L ve b+ 1 € Bicin

L x E — E
(Lb+I) — Hb+D='b+1I

seklinde tanimlanmaktadir. Oncelikle bu etkinin bir Lie-Rinehart etkisi oldugunu gostere-

lim.

El).Herl,l’eﬁveb—i-IeEi(;in

LB +1) = W4T

b)Y ("b)+I (. L nin B iizerine etkisi ozelligi)
o)y+1-'('b)+1)

('b+1)—(“('b+1))

'Tw+D)-("("(b+1)

dir.

E2).Herleﬁveb1+1,b2+16§igin

'([br+Lby+1)) = ([b1,b2] +1)

1by, bo]+1

[!b1,bs]+ [b1,! by]+ 1 (L nin B iizerine etkisi 6zelligi)
(!by+1,by+ 1+ [b1+1, by+1]

= [{b1+1),by+ I+ [by+ 1, (by+ 1))
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dir.

E3). Herl €L, b+1€ BveacAicgin

ab+I) = “b+1

a(!b)+1 (L nin B iizerine etkisi 6zelligi)
a('b+1)

= a(l(b+1)

dir.

E4). a: L — Der(A) anchor dontisimiiveherl e L, b+ 1 € BveacA icin

Hab+1) = Yab+1)
= lab)+1I
= a('b)+(a())a)b+1 (. L nin B iizerine etkisi ozelligi)
= a('b)+((a(D)a)(b+1)

olup yukarida tanimlanan etki Lie-Rinehart etkisidir. Ayrica

B: B — L
b+1 — pB(b)

seklinde E doniisiimiinii tanimlayalim. Simdi bu déniisiim yardimuiyla (B, B) nin bir capraz-

lanmis £-modiil oldugunu gosterelim.

CM1). Her I € L ve b+ 1 € Bigin

BU(+1) = B(lb+I)

B('b)

[l,ﬁ(b)] (. (B, B) caprazlanmis £-modiil)
= LB+

dir.

CM2). Her b, +1,b,+1 € Bigin

PtD(by +1) = PO(by+1)

B(by)+ 1

[b1,b,]+1 (. (B,B)caprazlanmis L-modiil)
= [bi+1,b,+1]

dir.

CM3). Her b+ 1€ Bve a €Aigin

Bla(b+1)) Blab+1)
B(ab)
a(B(b)) (. (B,B)caprazlanmig L-modiil)

a(B(b+1))
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dir.

CM4). a : L — Der(A) anchor doniisiimii ve her b+ 1 € B ve a € A igin

(B(b+1))a) (a(B(b+D))a)

(a(B(b)a)

(ap(b))a)

(0(b))(a) (. (B,B)caprazlanmis L-modiil)
= 0

dir. Béylece (B, ) bir caprazlanmis £-modiildiir. Diger taraftan
p: B — B
b — b+1I
izdiistim fonksiyonu (B, 8) ve (B, 8) arasinda bir caprazlanmis £ -modiil homomorfizmasidir.

Yani

p—" .

B
g
F, B lﬂ
L L L

diyagrami degismelidir. Simdi p nin koesitleyici oldugunu gosterelim. Oncelikle her ¢ € C

icin

p(f(c))—p(g(c)) p(f(c)—g(c))
fle)—gle)+1

I

olup p(f(c))—p(g(c)) =0, pf(c)=pg(c) yani pf = pg bulunur. Simdi p nin evrensellik
sartini sagladigini gosterelim.

p':B— B
bir ¢aprazlanmis £-modiil homomorfizmasi olup p’ f = p’g sartini saglasin.

—

¢: B — B
b+1 — p'(b)

seklinde bir ¢ doniisiimii tamimlayalim. Dikkat edilecegi iizere her b € B icin

¢ p(b) ¢(b+1)
= p'(b)

oldugundan

~

o < ————
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diyagrami degismelidir. Diger taraftan

¢,:B— B
doniistimii
C B—"—3
g |
|
S
|
¥
5
diyagramini degismeli yapsin. O halde
¢(b+1) = p'(b)
= ¢.(p(b))
= ¢,(b+1)

oldugundan ¢ = ¢, dir. Yani ¢ doniisltimii biriciktir. Dolayisiyla p homomorfizmasi f ve g

homomorfizmalarinin koesitleyicisidir. [J

(C,2)ve (B, B) iki caprazlanmis £-modiil olsun. B nin C {izerine 8 vasitasiyla
b-c="P¢

seklinde bir etkisi vardir. Burada (b) nin ¢ tizerine etkisi (C, ) caprazlanmis £-modiiliinde

mevcut olan etkidir. Oncelikle

El). Her by, b, € Bve c € C icin

[by,by]-c = Blbubag
[B(b1)B(D2)] ¢

POV c) —Bb2) (B c) (- (C, ) gaprazlanmig £-modiil)
by - (Bl2)¢c) — b, - (B ¢)

= by-(bz-¢)=bz-(br1-0)

olur.

E2). Her b € B ve ¢, ¢, € C igin

b-[c,c] = PPy, e
= [y, o]+ [c1,FP) ;] (7 (C,0) caprazlanmis L-modiil)
= [b-cy,e]+e1,b ¢

dir. Bu durumda bu etki Lie cebir etkisidir. Bu etki yardimiyla C X B yari-direkt carpimui ile

C x B lizerinde bir Lie A-cebiri elde ederiz. Yani,

CxB={(c,b):ceC,be B}



olmak tizere Lie braketi

[(c,b),(c’,b")] [c,c']=b"-c+b-c,[b,b"])

([c,c
([e, €] =P ¢ +A®) ¢/, [b, b))

seklinde tanimlanir. Ayni zamanda £ nin C X B {izerine etkisi (¢,b)€ C X Bve [ € L icin
‘(e,b)=(c,'b)

seklinde tanimlanir. Bu etkinin bir Lie-Rinehart etkisi oldugunu gosterelim.

El). Her [,I’e L ve(c,b)€ C % Bigin
L1(¢, b) (Ll ¢, 1] )
((Me)="(Pe) ("b)="("D))
((Te), (") = ("("e)," (b))
) (b)) =" (("e), ('h))
'("(e,b))="(Y(c, b))

olur.

E2). Her [ € L ve (c,b),(c¢’,b’) € C X Bicin
I(c, b),(¢’,b")] ‘(le, ¢’], [b, b))

(‘le,¢’],! b, b))

(e, c1+1c, L ['b,b’] + [b,! b))

(e, ¢'LI'b, ') +([c, '], b, b))

[(‘¢,! b),(c¢", b+ (¢, b), ("¢’ )]

['(¢c,b),(c",b)] +(c,b),! (¢, b")]

olur.

E3). Her [ €L, (c,b)e Cx Bve a € Aigin
al(c’b) (alc’al b)
(a(‘c),a('b))
a('c,'b)
a('(c,b))

olur.

E4). a: L — Der(A) anchor doniisiimii ve her € L, (¢,b) € C X Bve a € A igin
ta(c,b)) ac,ab)

((ac),! (ab))

(a(*c)+((a(D))a))c,a(' b)+((a(l))a))b)

(a(‘c),a('b))+((a(D))@))c, ((a(1))(a))b)

a(‘c,! b)+(((a(D)(@))c,(a(l))(a))b)

a(‘c,! b)+((a(l))a))c, b)

63
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olur. O halde bu etki bir Lie-Rinehart etkisidir. Burada

i: B — CxB j: C — CxB
b — (0,b) c — (c0)

seklinde iki dontisiim vardir. Elbette b, b’ € B ve ¢, ¢’ € C igin

i([b,b']) = (0,[b,b]) je,c’D) = ([, ¢'],0)
= ([0,0],[b,D']) = ([c,¢],10,0])
= [(0) b), (0, b/)] = [(C’ 0),(c’, O)]
= [i(b),i(b")] = [j(e),j(e]

oldugundan bu doniisiimler 1-1 Lie A-cebir homomorfizmalaridir. Simdi (¢, b) € C % B igin
5'(c,b)=2(c)+ B(D)
seklinde bir
6':CxB—L

déniisiimii tanimlayalim. Amacimiz burada verilen 6" doniisiimii yardimiyla (C x B,8’) nii
Lie-Rinehart ¢aprazlanmis £-modiil yapmaktir. Yani X9t00/L kategorisinde (C,2) ve (B, 3)
caprazlanmis £-modiillerinin ¢arpimin elde etmektir. Esasen 6 déniisiimii Lie-Rinehart

¢aprazlanmis modiil sartlarinin 3. ve 4. sartin1 saglamaktadir. Ciinkii her (c,b) € C X B ve

a €Aicin
6'(a(c,b)) = 6&'(ac,ab)
= Jd(ac)+B(ab)
= ad(c)+ap(b)
= a(d(c)+B(b))
= a(é'(c,b))
ve
6'(c,b)a) = ((ad')(c,b))(a)
= (a(d(c)+ B(b))a)
= (ad(c)+ap(b))a)
= (0(c)+0(b))a) (. (C,2)ve(B,p)caprazlanmis L-modiil)
= 0

olur. Simdi 6 déniisiimii her I € L ve (¢,b) € C x B icin

6'("c,b)) = 0'(('c,' b))

o('c)+pB('b)

[1,2(c)]+[L,B(b)] (.(C,2)ve(B,p)caprazlanmis L-modiil)
[1,0(c)+ B(D)]

= [1,6(c,b))

oldugundan 1. sart da saglanir. Fakat 6’ doniisiimii Peiffer sartin1 saglamayabilir. Her
(¢,b),(c’,b") € C x Bigin

(e, b)—[(c/,b'),(c,b)] = @B (c,b)—([c/, c] =PB) ¢/ +P®) ¢, [b’, b])
(@B ¢ O HBB) h) — ([ ¢/, ¢] —B®) ¢/ +AW) ¢, [b’, b])
(0 481 ¢, 4B h)—([¢!, c] —B®) ¢/ +P®) ¢, [b/, b))
([c/, ] +P®) ¢,2 b +[b, b']) = ([, c] =PB) ¢/ +F ) ¢, [, b))
= (B¢’ () p)



olur. I, (A)¢’,2(¢) p) tarafindan tiretilen bir ideal olsun. Boylece 6’ ve I yardimiyla

o0: (CxB)/I — L
(c,b)+1 +— &'(c,b)=2(c)+p(b)

doniislimiinii tanimlayalim. Simdi Peiffer 6zdesliginin saglandigin1 gosterelim.

(¢,b),(c’,b") € C % Bigin
2P, b)+ D= DY+

olup
(e, )~ [(c, b), (¢, b €1
ve

s(eorD((¢!, b )+ 1) = [(c,b),(c’,b)]+1
= [(¢,b)+1,(c",b)+1]

elde edilir. Boylelikle Peiffer sart1 saglanir. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.
Yardimci Teorem 3.7 ((C % B)/I,0) yapist bir caprazlanmis £-modiildiir.

Teorem3.8 i: C — (CxB)/I j: B — (CxB)/I
c — (c,00+1 b — (0,b)+1
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Her

doniistimleriyle birlikte ((C % B)/I,1, j) yapist (C,2) ve (B, 8) ¢aprazlanmis L-modiillerinin

kocgarpimudir.

ispat. f : C — X ve g : B — X caprazlanmis L-modiil morfizmleri olsun.

(m,n)+1€(Cx B)/I olmak iizere

¢: (CxB)JI — X
(m,n)+I — p((m,n)+1)= f(m)+g(n)

seklinde ¢ doniisiimiinii tanimlayalim. Bu durumda

C

(CxB)I--%---3x

diyagrami degismeli ve ¢ biricik olup istenilen sonug elde edilir. []

v

B

Buradan hareketle

*: XMod/LxXMod/L — XNoo/L
((C,2),(B,B)) — ((Cx B)/I,0)
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seklinde tanimlanan * funktoru

A XIMoo/L —  XIMo0/L x XMoo /L
(E,¢) —  ((E,&),(E,¢))

funktorunun ((C,2),(B, B)) € X900 /L x XMoo /L ve (E, &) € XIMod/L igin
Hom(((C,9),(B,B)),((E,¢),(E, ¢))) =Hom(((C x B)/I,6),(E, ¢))

oldugundan sol ekidir (left adjoint).

(C,2)ve (B, B) iki caprazlanmis £-modiil olmak tizere

“(P (=)= [Bb),—0(c) =[3(c), B(D)]

ve

P(eb)=1[0(c), B(D)]

oldugundan her c € C ve b € B i¢in

(F®)(~c),°“b)eC x B
Ceka

dir. Buradan hareketle her ¢ € C ve b € B i¢in (f?)(—c¢),°(©) b) formundaki elemanlarin C >f< B
Ceka

de tirettigi ideal < C, B > olsun.

Teorem 3.9
AN: Cx B — CxB

Ceka
(C) b) _ (_ c, b)
olmak tizere Lie A-cebirlerinin olusturdugu

0—C x B2 CxB -5 Ceka
Ceka

dizi tamdir. Ustelik A'(< C, B >)= I yani (P)¢,°() b) seklindeki elemanlarin iirettigi idealdir.

Boylece
C x B
Ceka 2 CXB
00— — —
<C,B> 1

tam dizisi elde edilir.

ispat. Her (c,b),(c’,b’)€C x Bicin
Ceka

A ((e,b)+(c, b)) AM(c+c,b+b")
(—c—c,b+V)
(—c,b)+(—c’,b")

= A(e,b)+ A (¢, D)
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ve

AN(e,b),(c’,b)] A([c,c],[b,b])

(_[C’ C/]) [b) b/])

([¢’,cl,[b,b’])

([e,c'1+1c’ el =[c,c'], [b,D'])

([C, C/] +5(c’) c _d(c) C’, [b, b/])

([e,c']+PW) ¢ =B ¢/, [, b’]) (. B(b)=0(c)ve B(b))=2(c"))
([e,c'1+b’-c—=b-c’,[b,b’]) (. Bnin C ye etkisi)
([—¢c,—c1+b’-(—c)+b-(—c),[b,b])

[(=c¢,b),(=c’,b")]

= [X(c,b),A(c',b)]

oldugundan A’ Lie A-cebir homomorfizmasidir. A'(c,b) = A'(¢/,b’) olsun. Bu durumda
(—c,b) = (=c’,b") olup ¢ = ¢’ve b = b’ yani (c,b) = (¢/,b’) dir. O halde A’ birebirdir. Simdi

GorA’ =Ceké’ oldugunu gésterelim. (¢,b) € C x B olsun.
Ceka

6'AM(c,b)) = 6'(—c,b)
o(—c)+pB(b)
—0(c)+d(c)
= 0

oldugundan GorA’ CCekd’ elde edilir. Diger taraftan (c,b) €Ceké’ olsun. Bu durumda
6'(c,b) = 8(c)+ B(b) = 0 olup d(—c) = B(b) ve (c,b) = A'(—c,b) dir. Buda Ceks’ C GorA’
demektir. Ohalde GorA’ =Ceké’ dir. Diger taraftan

A(PW)(=c) 2@ p) = (=P)(—c),9)p)
= (F0)(¢)2Op) el

dir. Yani A’(< C, B >) C I olup buradan A’ déniisiimiine bagh olarak

C x B
Ceka CXB

—

<C,B> 1
(¢,b)+<C,B> — MN(c,b)+1

doniisiimii tanimlanabilir ve istenilen sonug elde edilir. [

Teorem 3.10 X9100/L kategorisi ileri itmelere sahiptir.

ispat. f:(D,e) — (C,2), g :(D,e) — (B, B) iki ¢aprazlanmis L-modiil homomorfiz-
masi olsun. N, (f®)(¢),°© b) ve (— f(d), g(d)) formundaki elemanlarin tirettigi ideal olsun.

— CXB
0:

—s L

N
(c,b)+N — 9(c)+B(b)
doniisiimii bir caprazlanmis £-modiildiir.

. CXB
i: B —

N
b — (0,b)+N
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ve
CxXB

j: C —
N
c — (c,00+N

dontisiimlerini tanimlayalim. Her d € D igin

(=f(d) g(d))eN

yani
—(f(d),0)+(0,g(d))eN
olup
fld)+N=g(d)+N
oldugundan

jf=ig
. CXB -
dir. (T’ 0) nin evrensellik 6zelligini sagladig1 kolayca gosterilebilir. [
Sonuc 3.11 XMoo /L kategorisi kotam(cocomplete) yani sonlu kolimitlere sahiptir.

Ispat. X0o0/L kategorisi koesitleyiciye ve kocarpima sahip oldugundan sonlu kolimit-
lere sahiptir. []



BOLUM 4

Simplisel Lie-Rinehart Cebirler

4.1 Giris

Simplisel grup kavrami Kan (1958) tarafindan tanimlanmistir. Bu tanimlama yardimiyla
Ellis (1993) calismasinda simplisel Lie cebirleri tanimlayarak, bu kategorinin ¢aprazlanmis
modiiller kategorisiyle dogal denk oldugunu gostermistir. Bu béliimde simplisel Lie-Rinehart
cebirler tanimlanarak bu objelerin yardimiyla simplisel Lie-Rinehart cebirler kategorisi olus-
turulacaktir. Ayrica bu kategorinin Lie-Rinehart ¢aprazlanmis modiiller kategorisiyle dogal

denkligi de gosterilecektir.

4.2 Simplisel Lie-Rinehart Cebirler ve Kategorisi

Tanmim 4.1 k bir cisim, A degismeli bir k-cebirve L ={L,, Ls,..., L,,, ...} Lie-Rinehart A-cebirlerin

kiimesi olsun.
di=d!: L, — L,,1,0<i<n (n#0)
sii=s;': L, — Ly ,0<5i<n

Lie-Rinehart homomorfizmler olmak {izere 0 < i < n i¢in

didj = dj—ldi» l<]
Sj—ldiy l<]
dis;j = Id, i=jveyal=j+1

S jd i—1) i >j +1
$iSj = SjnSi i<j
ozdeslikleri saglaniyorsa £ = ((L,)nen, d;, $;) Ugliisiine simplisel Lie-Rinehart cebir denir.
d; ve s; ye de sirasiyla yiiz ve dejenere operatorleri denir. Diyagram olarak ((L,)nen, d;, ;)
simplisel Lie-Rinehart cebiri asagidaki gibi gosterilebilir.

do,dy,d
Lotz di,do

L Li_y...L, L, Ly

So

$1,50

Ornek 4.1 L bir simplisel Lie-Rinehart cebir olsun. Her n € Nigin L,, =L ve d; = sj=id
olmak tizere ((L,)nen, d;, s;) bir simplisel Lie-Rinehart cebirdir. Bu {i¢liiye sabit simplisel Lie-

Rinehart cebir denir ve k(L,0) ile gosterilir.
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Herhangi bir x € L, elemanina n-boyutlu simpleks denir. Eger baz1 y ler icin x = s;(y)

oluyorsa, x-simpleksine dejenere olan eleman denir.

f: L — L’ seklindeki bir simplisel Lie-Rinehart cebir morfizmi, d; ve s; yiiz ve dejenere

operatorleri ile degismeli olan f, : L, — L’ seklindeki Lie-Rinehart cebir homomorfizm-

lerinin bir ailesidir. Yani herbir i ve n i¢in

difn :fn—ldi ve fnsi = Sifn—l

dir. Diger taraftan

fa:Lp— L

Lie-Rinehart cebir homomorfizmi oldugundan

dfi=a

dir. Boylece simplisel Lie-Rinehart cebirlerinin kategorisini olusturabiliriz.

Gimp(LR) ile gosterecegiz.

4.3 Bir Simplisel Lie-Rinehart Cebirin Moore Kompleksi

L bir simplisel Lie-Rinehart cebir olsun.

n—1

NLy=Ly, NL,=[)Cekd
=0
olmak tlizere d,, nin N L, ye kisitlanmisi olan
0n:NL,— NL,,
homomorfizmini tanmimlayalim. Bu durumda

NL:---— NL, L>NL,Z 1—> —>NL1—>NL0

zinciri bir komplekstir. Gercekten x € NL, 4 = ﬂCekd " icin
i=0

OnOnii(x)=d d )71 (x)

n+1

oldugundan ve simplisel 6zelliklerden

dydyi(x)=d,(0)=0 (wx&€NLy)

n+1

Bu kategoriyi
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olup 9,0,+1 = 0 dir. O halde NL bir komplekstir. Bu komplekse £ simplisel Lie-Rinehart
cebirinin Moore kompleksi denir ve (N£L,0) veya kisaca N L ile gosterilir. Lie-Rinehart cebir
homomorfizminin ¢ekirdegi Lie A-cebir oldugundan n > 1 i¢in NL,, de bir Lie A-cebirdir.
Eger n > k i¢cin NL, =0 ise Simplisel Lie-Rinehart cebirinin boyutu k dan kii¢iik veya esittir
denir ve < k ile gosterilir. Moore kompleksinin boyutu < k olan simplisel cebirlerin kate-

gorisini Gimp_ (LR) ile gosterecegiz.

Asagidaki tanimin Lie cebirler i¢in olan durumunun incelemesi Ellis tarafindan (1993)

de verilmistir.

Tanim 4.2 0<i <k icin £, ler Lie-Rinehart A-cebir olmak iizere

do,d1,d>
_— dl,do

0 Ly Lroy.. Lo Ly Lo

So

$1,50

ile tanimh olan simplisel Lie-Rinehart cebire k-parcalanmis simplisel Lie-Rinehart cebir
denir. k-parcalanmis simplisel Lie-Rinehart cebirler kategorisini Tt Simp(£R) ile gostere-
cegiz. Gimp(LR) kategorisinden Tr; Simp(LR) kategorisine kisitlama ile verilen ¢ r;. parcalan-
mis funktoru vardir. Bu funktorun k-iskelet funktor olarak adlandirilan s, sol eki ve

k-koiskelet funktor olarak adlandirilan cost; sag eki vardir. Bu ekler diyagram olarak

Tep Gimp(LR) Simp(£R)

COS Ty Sty

Tep Gimp(LR)

seklinde gosterilir.

Teorem 4.3 Lie-Rinehart cebir caprazlanmis modiilleri kategorisi Xmod(£R) ile Moore komp-

leksinin boyu 1 olan simplisel Lie-Rinehart cebirler kategorisi Gimp_, (£R) dogal denktir.

ispat. L, Moore kompleksinin boyu 1 olan simplisel Lie-Rinehart cebir, Ly, L, iki Lie-
Rinehart A-cebir ve R =Cekd, olsun. R bir Lie-Rinehart homomorfizmasinin ¢ekirdegi oldugun-
dan Lie A-cebirdir. & = d|cekq, olsun. Budurumda d, Lie-Rinehart homomorfizmasi oldugun-
dan A-modiil homomorfizmasidir. O halde ¢ da A-modiil homomorfizmasidir. [ € L, ve
r € R olmak tizere L, 1n R tizerine etkisi

LO XR — R
(I,r) — lr=[sol,r]

ve

o('r)=ldysol,dr)=[1,07]
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seklinde tanimlansin. Bu etki bir Lie-Rinehart etkisidir. Ayn1 zamanda d : R — L, bir Lie-
Rinehart A-cebir ¢caprazlanmis modiildiir. Sirasiyla etki ve ¢caprazlanmis modiil sartlarinin

saglandigini gosterelim.

L, do Lo L4 @ Lo L4 % Lo
\:xdoza/ adlza/ a’so=a
o a o a o a
Der(A) Der(A) Der(A)

degismeli diyagramlari vardir. Her [, 1’ € Ly, 1,11, 12 € R ve a € A igin

El).
[l'l/]r = [SO[l!l/])r]
= [[sol,s0l’],7r] (- sg, Lie-Rinehart homomorfizmasi )
= [sol,[sol’,7]]—[sol’,[Sol,7]] (- Lie bracket 6zelligi)
= l([Sol’,r])—l/([Sol,r])
= (U'r)=(r)
olur.
E2).
l([rh"z]) = [sol,[r, 1]l
= [[sol,n],r2]+1[r,[s0l,12]] (- Lie bracket 6zelligi)
= ['n,nl+[n,' r]
olur.
E3).
@y = [so(al),r]
= [asol,r] (" sy, A-modiil homomorfizmasi)
= alsol,r] (. Liebracket 6zelligi)
= a('r)
olur.
E4).
llar) = Isol,ar]

alsol, r]+((sol)(a))r

alsol, r]+ (' (sol)(a))r

alsol, r]+(a(D)(a)r (a'sp=a)
= a('r)+(a(l)a))r

olur. Bu durumda £, x R — R bir Lie-Rinehart etkisidir. Simdi d : R — L, 1n ¢aprazlanmis

modyiil yapisi olusturdugunu gosterelim.
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CM 1).
o(lr) = 09[sol,r]
= [diSol,dqr1]
= [l,ar] ( dlS():Id)
dir.
CM 2).
or = [sod:(1"), 1]
= [sod:(r")—1"+T1/,7]
= [sodi(r)—T1,1]+[r 1]
= [dasor’ —dysir/,dysir]+[r',r] (o Sodi=d3280,d2s1=1d)
= daylsor’ =511, si7] +[1, 7]
= 1] (- NL,=0)
dir.

CM3). d = d; oldugundan

dlar) = di(ar)
= ad(r) (. d;Lie-Rinehart homomorfimasidir)

= ad(r)
dir.
CM4).

o(r)(a) = (al@(r)a)
= (a’'so(d:(r)))a)
= (d'(sod1(r)))a)
= (a'(d2so(r)))a)
= (2'(0))(a) (- NL,=0)

0
olur. O halde
J:R —>£J0

bir Lie-Rinehart A-cebir caprazlanmis modiildiir. Boylece
N : Gimp,(LR) — Xmod(LR)

funktorunu elde ederiz.

Tersine 0 : R — L Lie-Rinehart cebir caprazlanmis modiil olsun. £ nin R tizerine etkisi
yardimiyla
Li=LXRCLXR



74

yaridirekt carpimini elde ederiz. Diger bir deyisle L, bir Lie-Rinehart cebirdir. Her a € A,

I,I”’e L ver, ' €Ricin toplam, carpim ve skaler ile carpma

a(l,r) = (al,ar)
(L,n+,ry = (+1U,r+71r)
(L] = (LU = r)

seklinde tanimlanir. Diger taraftan

doi LXR—L
(I,r)y—1

d1: LXxR—L
(I,r)—(@r)+1

So . L—LXR
1 —(1,0)

homomorfizmlerini ele alalim. Bu homomorfizmler her / € L, r € R icin

ady(l,r)) = aldo(l, 1)

= a(l)
= al(l,r)
ad\((1,r)) = aldi(l, 1))

= a((@r)+1)

= a(dr)+a(l)

= ad(r)+a(l)

= a(l) (R 2, Ly ¢aprazlanmig modiil)

= a((l,r)

aso(l) = a(s(]))

= a((l,0))
= a(l)

oldugundan Lie-Rinehart cebir homomorfizmlerdir. Ayrica her / € L icin

doso(l) = do(l,0)

ve

diso(l) = di(l,0)
= J(0)+1
= 1

dir. Diger bir deyisle d sy = d15o = I d olur. Bu durumda simplisel 6zdeslikler saglanir. Sonug

olarak

Ly

Lo
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bir 1-parcalanmis simplisel Lie-Rinehart cebirdir. Boylece
M : Xmod(LR) — Tr; Gimp(LR)

funktoru elde edilir. s#; funktorunu kullanarak 1-parcalanmis simplisel Lie-Rinehart cebir-
ler kategorisinden Moore kompleksinin boyu 1 olan simplisel Lie-Rinehart cebirler kategori-

sine ulasilir. Boylece M ve st; in bileskesi olarak
§1: Xmod(LR) — Gimp_ (LR)

tanimlanir. Sonug olarak Lie-Rinehart ¢caprazlanmis modiiller kategorisi ile Moore komp-
leksinin boyu 1 olan simplisel Lie-Rinehart cebirler kategorisinin dogal denkligi elde edilir.
O



BOLUM 5

Cat! Lie-Rinehart Cebirler

5.1 Giris

Cat”-gruplar kavrami ilk olarak homotopi n-tipler icin cebirsel model olarak Loday (1982)
tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra Ellis (1988) k -cebir kategorisinde cat”-cebir kavramini
tanimlamistir. Bu tamimlamalar yardimiyla (Alp ve Giirmen, 2006) ¢alismasinda cat!-Lie ce-
birleri tanimlamiglardir. Bu boliimde cat' Lie-Rinehart caprazlanmis modiiller kategorisi
olusturularak, bu kategorinin Lie-Rinehart caprazlanmis modiiller kategorisiyle dogal denk

oldugu gosterilecektir.

Oncelikle cat' cebir tanimini hatirlayalim.

Tanim 5.1 A ve R iki k-cebir olsun.

s
AWR
e

s ve t orten homomorfizmler ve e gomme homomorfizmi

CAT1. se=idgr=te
CAT2. Ceks Cekt=1{04}

sartlarini saglayan € =(e;s, t : A— R) cebirsel sisteme cat!-cebir denir.

C=(e;s,t:A— R)ve ¢’ =(e’;s’,t': A’ — R’) iki cat!-cebir olsun. y : € — ¢’ , cat!-cebirler
homomorfizmi
A

A/

R

R/
diyagrami degismeli (yani t'¢p = ¢t, s'¢p = ps, e’ = ¢e) olacak sekilde y = (¢, ¢) ikilisin-

den olusmaktadir. Boylece Cat!'-Ceb ile gosterilen cat!-cebirler kategorisi olusturulabilir.

Tanim 5.2 L bir Lie-Rinehart A-cebir, s ve t Lie-Rinehart cebir homomorfizmalar olsun.

Bu durumda
i). st=tandts=s
ii). [Ceks,Cekt]=0
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sartlar1 saglaniyorsa (L, s, t) Ulcliisiine cat! Lie-Rinehart cebir denir. Morfizmler tanim ve
goriintii kiimesiyle uyumlu Lie-Rinehart cebir homomorfizmleri olmak {izere Cat! Lie-Rinehart

cebirler kategorisini olusturabiliriz ve bu kategoriyi Cat'(£R) ile gosterecegiz.

Asagidaki teoremin degismeli cebir durumu icin (Shammu,1992) calismasina bakilabilir.

Teorem 5.3 Cat! Lie-Rinehart cebirler kategorisi Cat'(£9R) ile Lie-Rinehart cebirlerin ¢ap-

razlanmig modiilleri kategorisi Xmod(£R) dogal denktir.

ispat. (L,s,t) bir Cat! Lie-Rinehart cebir, M = Ceks, N =Gors ve & = t|y olsun. f,
A-modiil homomorfizmasi oldugundan & da A-modiil homomorfizmasidir. Oncelikle
as = a ve at = a oldugundan as = at.elde edilir. N nin M {izerine etkisini "m = [n, m]

olarak tanimlayalim.

CM1). Hern e N ve m € M i¢in

o"m) = J[n,m]

[On,d m]
[(On)+n—n,dm]

= [(@n)—n,0m]+[n,dm]

olur. n €Goérs oldugundan s(n’) = n olacak sekilde n’ € L vardir. Bu durumda

o("m) = [(@n)—n,dm]+[n,dm]
[(On)—s(n’),dm]+[n,d m]
[tn—ts(n'),tm]+[n,d m]
tln—s(n’),m)+[n,dm]
tln—n,ml+[n,dm]
t[0,m]+[n,dm]

= [n,0m]

elde edilir.

CM 2). Her m, m’ € M icin

mm’ = [0m,m’]
[m—m+0Jdm,m’]
[-m+Idm,m']+[m,m’]

olur. d m €Gors oldugundan s(a) = d(m) olacak sekilde a € L vardir.

t(@m—-m) = t(sa—m)
= tsa—tm
= sa—tm
= tm—Itm

=0
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olup (d1,1) € Cekt dir. m’ € Ceks ve [Cekt,Ceks] = 0 oldugundan [0m — m,m’] =0 dir. O
halde

Mm’ =m, m’]

elde edilir.

CM 3). J, A-modiil homomorfizmasi oldugundan m € M ve a € A i¢in
dlam)=ad(m)

dir.

CM4). Her me M ve a € Aigin

d(m)(a) (a(@m))(a)

(a(tm))(a)

(a(sm))(a)

(a(0))(a) (- meCeks)
= 0

dir. Sonuc olarak d : M — N Lie-Rinehart cebir caprazlanmis modiildiir.

Tersine, 0 : R — L c¢aprazlanmis modiil olsun. K = R x L nin Lie-Rinehart A-cebir

oldugunu biliyoruz. s ve ¢ ;
s: RxL — RxL

(1) — (0,1)
r: RxL — Rx L
(1) — (0,0r+1)

olarak tanimlansin. Her (r,1),(r1, 11),(r2, [) € Rx L ve a € A igin

s(a(r,1)) = s(aral)
(0,al)
a(0,1)
= a(s(n1))

ve
s[(r, W), (2, )] = s([r, 2], [ 1))

(0,[11, 12])
([0,0],[11, I2])
[(0, 11),(0, 12)]
[s(r1, 1), s(r2, 12)]

oldugundan s, A-modiil homomorfizmi ve Lie k-cebir homomorfizmidir. Benzer sekilde ¢

nin de A-modiil homomorfizmi ve Lie k-cebir homomorfizmi oldugu gosterilebilir. Ayni

zamanda N .
(a(s)(r,1) = a(0,1)
a(l)

a(r,1)
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ve

(a(t)(rl) = a(0,0r+1)
a(dr+1)
adr+al
0+al

a(r, 1)

oldugundan

N

Rx L Rx L

Der(A)

diyagrami degismeli olup s ve ¢ Lie-Rinehart cebir homomorfizmdir. Diger taraftan

s(e(r, 1)) = s(0,0r+1)
(0,0r+1)
= t(r,1)

t(s(r,1)) = t(0,1)
= (0,1)
= s(r1)

olup st =t ve ts = s elde edilir. s ve ¢ nin tanimindan
Ceks ={(r,0)|r € R} ve Cekt ={(r,—0r)|r € R}

olup
[(r,0),(r",=2(r")] = ([r,r]=""r+°r,[0,-071"])
= ([r,r"]+°" r+0,0)
= ([nr+1[r,r],0)
= (0,0)

olur. Buradan [Ceks, Cekt] = 0 elde edilir. Sonug olarak Cat! Lie-Rinehart cebirler kategorisi

ile Lie-Rinehart cebirlerin ¢aprazlanmis modyiilleri kategorisinin denkligi gbsterilmis olur. []



BOLUM 6
Lie-Rinehart 2-Caprazlanmis Modiiller

6.1 Giris

Gruplar icin 2-caprazlanmis modiiller kavrami Conduché (1984) tarafindan tanimlan-
mistir. Daha sonra Lie cebir versiyonunu Ellis (1993) ve degismeli cebir versiyonunu
Grandjedn ve Vale (1986) da tanimlamistir. Bu boliimde Lie-Rinehart 2-¢aprazlanmis mo-
diiller tanimlanarak kategorisi olusturulacaktir. Ayrica bu kategorinin simplisel Lie-Rinehart

cebirler kategorisiyle dogal denk oldugu gosterilecektir.

6.2 Lie-Rinehart 2-Caprazlanmis Modiiller

Oncelikle (Ellis, 1993) de tanimlanan Lie cebirler igin 2-¢aprazlanmis modiil tanimini

verelim.

Tanim 6.1 K, M ve L birer Lie cebir ve
KM
Lie caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda L nin M ve K {izerine etkisi ve
b MxM—K
k-bilineer fonksiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa
KSHmMAL

Lie cebir kompleksine, Lie cebir 2-caprazlanmis modiil denir. Her x, x;, x, € K, y, yo, J1,

Y2 €M ve z € Ligin

1). oiyont = onl—y-aln),

2). {&(x1), ()} = [x1,x2],

3). &)yt = y-x-a)x,

4). {yox)} = y-x

5). ont-z = -zt -2t

6). {onlyt = oyt o)+, o y21 — {1,123 1)
—{yo, [y, )21h

7). o o2 = oot a)— 1o y2}-an)
+yu Vo, yol = yo - A(y2)} = 12, [Yo, 1l = yo - Ai(y1)}-



Buradaki
{}:MxM—K

k-bilineer fonksiyonu Peiffer Lifting (tasiyic1) olarak adlandirilir.

Simdi Lie-Rinehart cebirler i¢in 2-caprazlanmis modiil kavramini tanimlayalim.

Tanim 6.2 R ve R’ birer Lie A-cebir, L Lie-Rinehart A-cebir ve

rR-2 R0

Lie k-cebir 2-caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda her a € A, r € R ve r’ € R’ i¢in
) dilar)=ad(r), &(ar)=ad(r)
ii) a(r)(a)=0

sartlar saglaniyorsa

R5RO0

kompleksine Lie-Rinehart cebir 2-caprazlanmis modiil denir.

6.3 Lie-Rinehart 2-Caprazlanmis Modiiller Kategorisi

Tanim 6.3
R-2RLLver R -0,
iki 2-caprazlanmis modiil,
fo:R*— R ve fi:R— R,
iki Lie cebir homomorfizmalar1 ve

foZL—)Ll

Lie-Rinehart cebir homomorfizmasi olsun. Bu durumda
R0

den
/ a2/ a]/
Rl — R1 — Ll

e 2-caprazlanmis modiill homomorfizmi

foo=0fi, 6:=0/f>

81
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sartlarini saglayan ( f, f1, fo) Gicliisiidiir. Ayrica f; ve f> fo-equivariantdir. Boylece Lie-Rinehart
cebirler i¢in 2-caprazlanmis modiiller kategorisi olusturulabilir. Bu kategori X,mod(£fR) ile

gosterilir.

Teorem 6.4 Lie-Rinehart 2-caprazlanmis modiiller kategorisi X,mod(£R) ile Moore komp-

leksinin boyu 2 olan simplisel Lie-Rinehart cebirler kategorisi Gimp_,(£R) dogal denktir.

ispat. £ Moore kompleksinin boyu 2 olan simplisel Lie-Rinehart cebir ve £ nin Moore
kompleksi
cee— 1 _)1_)N£J2_)N£J1 _)NL():LO

olsun. Budurumda £ =L, R=NL,; ve R" = NL, olarak alalim ve Peiffer tasiyiciy1

{f{}:RXxR — R’
(r,r) = {n,n}=I[sin,s1m2—Sr]

olarak tanimlayalim. Ayrica &, ve &, i sirasiyla d, ve d, in NL, ve NL,; e kisitlanmisi olarak

alalim. Ayn1 zamanda NL in NL, tizerine etkisini z € NLy, y € NL; icin

“y =1Is02,¥],
NLy1in NL, tizerine etkisini z € NLg, x € NL, icin
“x =[S0802,x]
ve NL; in NL, lizerine etkisini y e NL, ve x € NL, i¢in

y-x=[s1y,x]

olarak alalm. Oncelikle ispatlarda yardimci olacagindan Lie 2-caprazlanmig modiiller kate-

gorisinde elde edilen asagidaki sonuclari verelim. Her y € R ve x, x1, x, € R’ icin

[s1d2x1,81d2X2 — Sodax2] = [x1,%2]
[Soy —s1y,51d2x] = [soy —s1Y,X]
[s1S0d1y — S0y, x] = O
[$1¥,81d2x — Sodyx] = [s1),X]

dir. Bu esitlikler ve yukarida verilen tanimlamalar yardimiyla
R-5R50

nin Lie-Rinehart 2-caprazlanmis modiil oldugunu goésterelim. Her x, x1,x, € R, ¥, Y0, Y1, )2 €

Rve ze Ligin
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1).
Svont = a1y 11— Son]
= [dzle/o,szlJ/l—szth]
= [)/O,Jh —Sod1y1] (-dysy=1d ve dyso=sod,)
= [Yoyil = Yo, sod1y1]
= onl—=y-a0(n)
olur.
2).
{O(x1),B(x2)} = [s1d2x1,$1d2X2 — Sod2X5]
= [x1,%2]
olur.
3).
{&(x),y} = [s1d2x,81y —Soy]
= [s1(y), x] —[so(y), x]
= y-x—ay)x
olur.
4).
o)} = [s17,518x —sox]
= [si(y) x]
prny y-x
olur.
5).
{yo,yl}-z = [51)/0,31J/1—30J/1]'Z
= [S0S02,[$1Y0,$171 — Soy1]]
= [[$0S0z,S1Y0], $11 — Soy1] + [$10, [S0S0Z, S111 — Soyi]]
= [[s0S02,$1¥0], s131 — Soy1] + [$1Y0, [S0S0Z, S11] — [S0S02, Soy1]]
= [[s1502, $1¥0], s1)1 — Soy1] + [$1Y0, [$1S02, S11] — [S0S02, Soy1]]
= [s1[502,Y0], s131 — Soy1] + [$1Y0, 11502, Y1] — So[S02, y1]]
= {[soz, yol, 1} +{y0, [S0z, y11}
= {yO'Zryl}'i'{yO’yl'z}
olur benzer sekilde
6).

ve

ol y2} =1y, 2} - &(n) + 1y, Vo, 213 — 1y, 23 - 61(30) — 130, 11, 1213
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o, [yn yely = o, it - A(y2) — 0, y2} - () + v [Vos 2l = vo - GL(y2)} — {2, [vo, il = yo - (1)}

sartlarida saglanir. Ayni1 zamanda hera € A, r e R ve r’ € R igin

i).
dilar) = di(ar)
= ad(r)
= aé’l(r)
ve
o(ar’) = dyar’)
= ad,(r)
= ad(r)
olur.

ii). L Moore kompleksinin boyu 2 olan simplisel Lie-Rinehart cebir oldugundan

do,d1,d> dods

1 L, Ly Lo

So

50,81

Der(A) Der(A) Der(A)

diyagramina sahibiz. Bu diyagram normalizasyon funktor sayesinde

23 a

NLZ NLI NLO == LO
a”’=0 a’=0 a=0
Der(A) Der(A) Der(A)

haline gelir. d; Lie-Rinehart homomorfizmi oldugundan
o =ad,

dir. Bu ifade ikinci diyagram i¢in de gecerli olacagindan

olacaktir. Yani,
a(r)a) = (ala(r))a)
= (ad(r))a)
= 0
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olur. O halde

R-5RO0

Lie-Rinehart 2-¢aprazlanmis modiildiir.

Tersine, R’ 2, R %5 £ Lie-Rinehart 2-caprazlanmis modiil olsun. Oncelikle £ = L,
olarak alalim. £ nin R tizerine etkisi yardimiyla £, = R x £ yari-direkt ¢arpimini olusturabi-

liriz. Bu durumda
do: RxL — L

(r,l) — 1
di: RxL — L[
(r,l) — a(r)+1
So: L — RxLC
l — (0,1)

homomorfizmalar vardir. Ayrica r € R nin r’ € R’ lizerine etkisi
! _Oir 7 /
r-r'=2"r"—{r,or'}

olarak verilmektedir. Bu etki yardimiyla R’ X R yari-direkt carpimini olusturabiliriz. Bu du-

rumda (r,/)€ Rx L nin (7/, ;) € R’ X R lizerine etkisi
oG ) =0+ Y +{nnt n+nn))
seklindedir. Bu etki yardimiyla £, = (R’ X R) X (R x L) yari-direkt carpimini olusturabiliriz.

Bu durumda
do: (RPXR)X(RxL) — RXxL

(r',r,12,1) — (1, 1)
di: (R*XR)X(RxL) — RxL
(r/)rlrrZ)l) [ — (r1+r2)l)

d,: (RRXR)X(RxL) — RxL
(rlrrlrrZ)l) _ (rlyal(r2)+l)

So: Rx L — (RFXR)X(RXL)
(r,1) — (0,0,1,1)

I Rx L — (RPXR)X(RxX L)
(r,1) — (0,1,0,1)

homomorfizmalari vardir.

déd%(rlrrl)rbl) = d(l](rl+r2)l)
= 1
ve
déd(z)(r/rrl)rbl) = dé(rZ)l)
= 1
oldugundan d;d$ = d}d; olur.
dydi(r',mn, 1) = dy(n,d(r)+1)

= 31(r2)+l
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ve
didi(r',r, 1) = di(rl])
= 31(r2)+l
oldugundan d;d3 = dd; olur.
didi(r',mn, 1) = di(n,a(r)+1)
= a(n)+a(r)+l
ve
did3(r',m, 1) = di(n+r,l)
= 61(r1+r2)+l
= a(n)+a(r)+l
oldugundan d{d; = d;d? olur.
seso(l) = s§(0,1)
= (0,0,0,1)
ve
sisg(l) = s%0,1)
= (0,0,0,1)

oldugundan s;s; = sis; olur. Yani bu homomorfizmalar simplisel 6zdeslikleri saglar. O halde

do,d1,d> do,d,

Lo Ly Lo

s
50,51 0

yapisi 2-parcalanmis simplisel Lie-Rinehart cebirdir. Boylece bir
N, : Xomod(L£R) — Tr, Gimp(LR)

funktoru elde edilir.

st - T Gimp(LR) — Gimp (LR)

funktoru ve N, nin bileskesi alinarak
$2 : Xomod(LR) — Simp,(LR)

elde edilir. Boylece Moore kompleksinin boyu 2 olan simplisel Lie-Rinehart cebirler kate-
gorisi ile Lie-Rinehart 2-caprazlanmis modiiller kategorisi arasinda bir dogal denklik elde

edilmis olur. []



BOLUM 7

SONUC ve ONERILER

Lie-Rinehart cebirler diferansiyel geometrinin iizerinde yogun olarak heniiz ¢calisiimamais
bir kismidir. 1950 lerde diferansiyel geometri, fizik ve cebir i¢inde degisik isimlerle defalarca
ortaya konulmustur. Daha sonra Huebschmann (1990,2004) calismalarinda kuantum meka-

niginde Lie-Rinehart cebirlerin kullanilabilecegini ileri stirmiistiir.

Lie-Rinehart cebirlerine yapa itibariyle benzerlik gosteren Poisson cebirleri, saf olarak
klasik mekanik uygulamalara sahiptir. Ayrica Lian ve Zuckerman (1993) calismasinda
Poisson cebirlerinin sicim teoride ve topolojik alan teorilerinin BRST kohomoloji yapilarinda
da kullanilabilecegini gostermistir. Ayni1 zamanda Huebschmann (1990) calismasinda Pois-

son kohomolojisi ile kuantum mekanigini incelemistir.

Bu calismada Simplisel Lie-Rinehart cebirler, cat! Lie-Rinehart cebirler ve Lie-Rinehart
2-caprazlanmis modiiller tanimlanarak ilgili kategorilerle dogal denkligi verilmistir. Ayrica

Lie-Rinehart caprazlanmis modiiller kategorisinin kategoriksel 6zellikleri incelenmistir.

Yapilan bu ¢calismanin yanisira Lie-Rinehart cebirler icin indirgenmis ¢aprazlanmis mo-
diiller, caprazlanmis kare, 3-caprazlanmis modiiller, caprazlanmis kiip, kuadratik modiiller
ve nilpotent ¢aprazlanmis modiillerin varhig: arastirilip bu kavramlarin tanimlanmasi miim-

kiin gortinmektedir.

Diger taraftan ayni cebirsel yapi lizerinde tam ¢aprazlanmis modiiller, aktor ¢caprazlan-
mis modiiller ve aktor kulesinin insaasi yapi itibariyle tanimlanmaya miisait olmadig: diisii-

nilmektedir.
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