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ÖZET 
 

 

 Bu doktora tezi beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, spline 

fonksiyonların tanım ve özellikleri ile kübik B-spline, kuartik B-spline ve kuintik B-

spline   interpolasyon fonksiyonları verildi.  Ayrıca, Klein-Gordon denklemi başlangıç 

ve sınır koşulları ile birlikte tanıtıldı. 

İkinci bölümde, zamana göre parçalanmış Klein-Gordon denkleminin kübik B-

spline kolokeyşin metodu ile çözümleri yapıldı.  Ayrıca bu denklem, parçalanmadan 

kübik B-spline kolokeyşin metodu ile üçüncü bölümde çözüldü.  Bu metodlar, üçer test 

problemi ile test edildi.   ve  hata normları ve Klein-Gordon denkleminin enerji ve 

momentum değerleri hesaplandı. 

2L ∞L

Dördüncü bölümde, Klein-Gordon denkleminin sayısal çözümlerini elde 

edebilmek için kuartik B-spline kolokeyşin metodu ve son bölümde de, yine Klein-

Gordon denkleminin sayısal çözümlerini bulabilmek için kuintik B-spline kolokeyşin 

metodu verildi. 

Klein-Gordon denklemini çözmek için kullanılan metodların Fourier kararlılık 

analizi yapıldı.  
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Metodu, Klein-Gordon Denklemi. 
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SUMMARY 
 

 
This Ph. D. thesis consist of five chapters.  In the first chapter, definition and 

properties of spline functions are outlined.  Cubic B-spline, quartic B-spline and quintic 

B-spline interpolation functions are given.  Klein-Gordon equation is introduced 

together with initial and boundary conditions. 

The cubic B-spline collocation solution of the time splitted Klein-Gordon 

equation is set up in the second chapter.  The equation is also solved numerical by using 

the cubic B-spline collocation method in the third chapter.  Those methods are tested by 

three test problems.  The  and  error norms and the values of energy and 

momentum are computed for the Klein-Gordon equation. 

2L ∞L

In the fourth chapter, a finite element method based on quartic B-spline as trial 

functions is given to find numerical solutions of the Klein-Gordon equation.  The 

quintic collocation method is designed to have the numerical solution of the Klein-

Gordon equation in the last chapter. 

Fourier stability analysis is done for methods which are given to solve the Klein-

Gordon equation. 

 

 

 

 

 

 

Keywords: Finite Element Method, Spline Functions, Collocation Method, Klein-
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Bölüm 1

Giri̧s

Bu bölümde, di¼ger bölümlerde kullan¬lacak baz¬B-spline fonksiyonlar

k¬saca tan¬t¬lacakt¬r. Say¬sal çözümleri elde edilecek Klein-Gordon (KG)

denklemi ve bu denklemin önceden bulunmuş say¬sal çözümlerinden k¬saca

söz edilecektir.

1.1 Spline Fonksiyonlar

Yüksek dereceden polinomlarla interpolasyon sürecinde i̧slemlerin art¬̧s¬

sonucu gerçek anlamda karars¬z algoritmalarla kaŗs¬laş¬l¬r. Yani birçok du-

rumda bölünme noktalar¬n¬n say¬s¬n¬n artmas¬yak¬nsaman¬n artmas¬yerine

¬raksamas¬ anlam¬na gelebilir. Ayr¬ca istenilen fonksiyon [a; b] aral¬¼g¬n¬n

de¼gi̧sik k¬s¬mlar¬nda de¼gi̧sik özelliklere sahip ise örne¼gin, bölgenin bir k¬sm¬nda

h¬zl¬di¼ger k¬sm¬nda yavaş de¼gi̧siyorsa , fonksiyona tek bir e¼gri ile yaklaşmak

uygun sonuçlara götürmeyebilir. Bu amaç için kullan¬lan Newton ve Lagrange

interpolasyonlar¬n¬n derecesi nokta say¬s¬artt¬kça artaca¼g¬ndan, bu tür poli-

nomlarla yap¬lacak i̧slemler zorlaş¬r. Bu gibi durumlarda art arda gelen iki
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veri aras¬nda birinci, ikinci yada üçüncü dereceden fonksiyonlarla yaklaş¬m¬n

yap¬ld¬¼g¬spline interpolasyon yöntemi önerilmektedir. Spline interpolasyonu,

tan¬mlanan aral¬k üzerinde ve sonlu noktalarda, birbirini örtmeyen alt aral¬k-

larda, daha küçük dereceden polinom bulma esas¬na dayan¬r (Davies, 1980).

Genellikle s(x) ile gösterilen spline fonksiyon,

a = x0 < x1 < ::: < xN�1 < xN = b

sonlu parçalan¬̧s¬nda herbir [xm; xm+1] aral¬¼g¬nda k�inci dereceden uygun bir

polinom olup, tan¬mlanan her aral¬kta (k�1)�inci mertebeden türevlenebilen

sürekli bir fonksiyondur.

Spline fonksiyonlar aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir :

1) Spline fonksiyonlar, uygun tabanlara sahip sonlu boyutlu lineer uzay-

lard¬r.

2) Spline fonksiyonlar, düzgün (smooth) fonksiyonlard¬r.

3) Spline fonksiyonlar, elde yada bilgisayarda yap¬lan hesaplamalarda ko-

layl¬k sa¼glar.

4) Spline fonksiyonlar¬n türevleri ve integralleri de bir spline fonksiyondur.

5) Yaklaş¬m teorilerinde spline fonksiyonlar¬n kullan¬lmas¬ile do¼gal mat-

risler ortaya ç¬kar ve bu matrisler uygun determinant özelliklerine sahip-

tir.

6) Alt aral¬klara ayr¬lm¬̧s [a; b] aral¬¼g¬üzerinde her sürekli fonksiyona k�¬nc¬

dereceden spline fonksiyonlar ile iyi yaklaş¬mlar elde edilebilir.

7) Spline fonksiyonlar kullan¬larak sadece fonksiyona de¼gil ayn¬zamanda

bu fonksiyonun türevlerine de iyi yaklaş¬mlar yap¬labilir.
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1.2 B-spline Fonksiyonlar

Bu k¬s¬mda, KG denkleminin say¬sal çözümlerinde kullan¬lacak yöntemlerde

a¼g¬rl¬k ve yaklaş¬m fonksiyonu olarak seçece¼gimiz B-spline fonksiyonlar ve-

rilecektir.

[a; b] aral¬¼g¬n¬n¬n bir düzgün parçalan¬̧s¬

a = x0 < x1 < ::: < xN�1 < xN = b (1.1)

olarak al¬nacakt¬r.

1.2.1 Kübik B-spline Fonksiyonlar

xm bölünme noktalar¬nda ve ilave x�3; x�2; x�1; xN+1; xN+2; xN+3 bölünme

noktalar¬nda �m(x) kübik B-spline fonksiyonlar¬,m = �1; 0; : : : ; N+1 olmak

üzere

�m(x) =

1
h3

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x� xm�2)3 [xm�2; xm�1];

h3 + 3h2(x� xm�1) + 3h(x� xm�1)2 � 3(x� xm�1)3 [xm�1; xm];

h3 + 3h2(xm+1 � x) + 3h(xm+1 � x)2 � 3(xm+1 � x)3 [xm; xm+1];

(xm+2 � x)3 [xm+1; xm+2];

0 D.D.

olarak tan¬mlan¬r (Burden et al., 1985; Prenter,1975; Alexander et al., 1979)

(D.D.: di¼ger durumlarda). [xm; xm+1] aral¬¼g¬ndaki kübik B-spline şekil -
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fonksiyonlar¬Şekil 1.1 deki gibidir.

Şekil 1.1 Kübik B-spline şekil fonksiyonlar¬

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬mlanan fonksiyonlar için kübik B-spline fonksiyon-

lar¬bir taband¬r.

XN = f��1; �0; :::; �N ; �N+1g

[xm�2; xm+2] aral¬¼g¬d¬̧s¬ndaki kübik B-spline �m(x) fonksiyonlar¬ve türev-

lerinin tamam¬s¬f¬rd¬r. �m(x) ve onun ikinci mertebeye kadar olan �
0

m(x); �
00

m(x)

türevlerinin Tablo 1.1 ile verilen bölüm noktalar¬ndaki de¼gerleri kolayca elde

edilebilir (Prenter,1975).

Tablo 1 .1

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2

�m 0 1 4 1 0

�0m 0 3
h

0 � 3
h

0

�00m 0 6
h2

� 12
h2

6
h2

0

UN yaklaş¬k çözümü, B-spline fonksiyonlar cinsinden aşa¼g¬daki gibi yaz¬la-

bilir:

UN(x; t) = ��1(t)��1(x) + �0(t)�0(x) + :::+ �N+1(t)�N+1(x)
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Um yaklaş¬k çözümü ve ikinci mertebeye kadar olan türevleri, parametreler

cinsinden

Um = U(xm) = �m�1 + 4�m + �m+1

U
0
m = U

0
(xm) = 3

h
(�m+1 � �m�1)

U
00
m+1 = U

00
(xm+1) = 6

h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

biçiminde yaz¬labilir.

1.2.2 Kuartik B-spline Fonksiyonlar

xm bölünme noktalar¬na ilave olarak x�4; x�3; x�2; x�1; xN+1; xN+2; xN+3; xN+4

noktalar¬nda �m(x) kuartik B-spline fonksiyonlar¬, m = �2; : : : ; N+1 olmak

üzere

�m(x) =
1

h4

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(x� xm�2)4; [xm�2; xm�1]

(x� xm�2)4 � 5(x� xm�1)4; [xm�1; xm]

(x� xm�2)4 � 5(x� xm�1)4 + 10(x� xm)4; [xm; xm+1]

(xm+3 � x)4 � 5(xm+2 � x)4; [xm+1; xm+2]

(xm+3 � x)4; [xm+2; xm+3]

0; D. D.
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şeklinde tan¬mlan¬r. [xm; xm+1] aral¬¼g¬ndaki kuartik B-spline şekil fonksi-

yonlar¬Şekil 1.2 deki gibidir.

Şekil 1.2 Kuartik B-spline şekil fonksiyonlar¬

[a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬mlanan fonksiyonlar için kuartik B-spline fonksi-

yonlar¬bir taband¬r .

XN = f��2; ��1; :::; �N ; �N+1g

[xm�2; xm+3] aral¬¼g¬d¬̧s¬nda kuartik B-spline �m(x) fonksiyonu ve onun türev-

lerinin tamam¬ s¬f¬rd¬r. �m(x) ve onun �
0

m(x); �
00

m(x); �
000

m(x) türevlerinin

bölüm noktalar¬ndaki de¼gerleri Tablo 1.2 ile verilmi̧stir (Segerlind, 1976).

Tablo 1 .2

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2 xm+3

�m 0 1 11 11 1 0

h�
0

m 0 4 12 �12 �4 0

h2�
00

m 0 12 �12 �12 12 0

h3�
000

m 0 24 �72 72 �24 0
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UN yaklaş¬k çözümü, B-spline fonksiyonlar cinsinden aşa¼g¬daki gibi yaz¬la-

bilir:

UN(x; t) = ��2(t)��2(x) + ��1(t)��1(x) + �0(t)�0(x) + � � �+ �N+1(t)�N+1(x)

Um yaklaş¬k çözümü ve üçüncü mertebeye kadar olan türevleri, eleman para-

metreleri cinsinden

Um = U(xm) = �m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1

U
0
m = U

0
(xm) = 4

h
(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2)

U
00
m = U

00
(xm) = 12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2)

U
000
m = U

000
(xm) = 24

h3
(�m+1 � 3�m + 3�m�1 + �m�2)

biçiminde yaz¬labilir.

1.2.3 Kuintik B-spline Fonksiyonlar

xm bölünme noktalar¬ve x�5; x�4; x�3; x�2; x�1; xN+1; xN+2; xN+3; xN+4;

xN+5 bölünme noktalar¬ yard¬m¬yla �m(x) kuintik B-spline fonksiyonlar¬,

m = �2; : : : ; N + 2 olmak üzere

�m(x) =

1

h5

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(x� xm�3)5 [xm�3; xm�2]

(x� xm�3)5 � 6(x� xm�2)5 [xm�2; xm�1]

(x� xm�3)5 � 6(x� xm�2)5 + 15(x� xm�1)5 [xm�1; xm]

(x� xm�3)5 � 6(x� xm�2)5 + 15(x� xm�1)5 � 20(x� xm)5 [xm; xm+1]

(x� xm�3)5 � 6(x� xm�2)5 + 15(x� xm�1)5 � 20(x� xm)5+

+15(x� xm+1)5 [xm+1; xm+2]

(x� xm�3)5 � 6(x� xm�2)5 + 15(x� xm�1)5 � 20(x� xm)5+

+15(x� xm+1)5 � 6(x� xm+2)5 [xm+2; xm+3]

0 D.D.
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şeklinde tan¬mlan¬r. [xm; xm+1] aral¬¼g¬ndaki kuintik B-spline şekil fonksi-

yonlar¬Şekil 1.3 deki gibidir (Sanz-Serna et al., 1981; Clough, 1960).

Şekil 1.3 Kuintik B-spline şekil fonksiyonlar¬

[a; b] aral¬¼g¬ üzerinde tan¬mlanan fonksiyonlar için kuintik B-spline fonksi-

yonlar¬bir taband¬r (Prenter, 1975).

XN = f��2; ��1; :::; �N+1; �N+2g

[xm�3; xm+3] aral¬¼g¬d¬̧s¬nda kuintik B-spline �m(x) fonksiyonu ve onun türev-

lerinin tamam¬s¬f¬rd¬r. �m(x) ve onun dördüncü mertebeye kadar olan türev-

lerinin bölüm noktalar¬ndaki de¼gerleri Tablo 1.3 ile verilmi̧stir.
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Tablo 1 .3

x xm�3 xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2 xm+3

�m 0 1 26 66 26 1 0

h�
0

m 0 5 50 0 �50 �5 0

h2�
00

m 0 20 40 �120 40 20 0

h3�
000

m 0 60 �120 0 120 �60 0

h4�
(4)

m 0 120 �480 720 �480 120 0

UN yaklaş¬k çözümü, B-spline fonksiyonlar cinsinden aşa¼g¬daki gibi yaz¬la-

bilir:

UN(x; t) = ��2(t)��2(x) + ��1(t)��1(x) + �0(t)�0(x) + � � �

+�N+1(t)�N+1(x) + �N+2(t)�N+2(x)

Um yaklaş¬k çözümü ve dördüncü mertebeye kadar olan türevleri, eleman

parametreleri cinsinden

Um = U(xm) = �m�2 + 26�m�1 + 66�m + 26�m+1 + �m+2

U
0
m = U

0
(xm) = 5

h
(�m+2 + 10�m+1 � 10�m�1 � �m�2)

U
00
m = U

00
(xm) = 20

h2
(�m+2 + 2�m+1 � 6�m + 2�m�1 + �m�2)

U
000
m = U

000
(xm) = 60

h3
(�m+2 � 2�m+1 + 2�m�1 � �m�2)

U
0000
m = U

0000
(xm) = 120

h4
(�m+2 � 4�m+1 + 6�m � 4�m�1 + �m�2)

biçiminde yaz¬labilir.

1.3 Klein-Gordon (KG) Denklemi

Tez boyunca

Utt � Uxx = f(U) (1.2)

formundaki lineer olmayan Klein-Gordon denkleminin say¬sal çözümleri üze-

rinde çal¬̧saca¼g¬z. Bu denklemdeki x ve t indisleri, s¬ras¬yla konuma ve zaman
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göre k¬smi türevleri göstermektedir. (1.2) ile verilen denklemKG denkleminin

genel halidir. Denklemdeki f(U) fonksiyonunun yerine farkl¬ifadeler al¬narak

lineer olmayan Klein-Gordon denklemi, �; �;  6= 0 olmak üzere

Utt � a2Uxx + �U � �U3 + U5 = 0

Utt � a2Uxx + �U � �U3 = 0

Utt � a2Uxx + �U � �Un = 0

Utt � a2Uxx + �U � �Un + U2n�1 = 0

Utt � a2Uxx + �U � �U1�n + Un+1 = 0

şeklinde farkl¬formlarda yaz¬labilir (Polyanin et al.,2004; Infeld et al., 2000).

Denklemin say¬sal çözümlerinde s¬n¬r koşullar¬olarak

U(a; t) = �1

U(b; t) = �2

Ux(a; t) = Ux(b; t) = 0

(1.3)

ve başlang¬ç koşullar¬olarak da

U(x; 0) = f(x); a � x � b

Ut(x; 0) = 0

kullan¬lacakt¬r. Burada f(x) daha sonra seçilecektir.

KG denklemi relativistik dalga denklemi olarak bilinir. 1926 da Klein,

Fock, Schrödinger ve Broglie nin de aralar¬nda bulundu¼gu birkaç �zikçi bu

denklemi, al¬̧s¬lm¬̧s Schrödinger denkleminin genelleştirmesi haline getirmi̧slerdir.

KG denkleminin ilk versiyonlar¬relativistik teoriyle ba¼glant¬l¬d¬r (Kragh, 1984).

Wang (Wang et al.,2004) lineer olmayan KG denklemi için multi-symplectic

yap¬oluşturarak nümerik çözüm elde etmi̧stir. Khalifa (Khalife et al.,2005)

yapt¬¼g¬çal¬̧smada lineer olmayan KG denkleminin çözümü için varl¬k ve teklik

şart¬n¬göstermi̧stir. Maccari (Maccari, 2003) çal¬̧smas¬nda KG denklemi için

lineer olmayan terimi kuadratik ve kübik alarak nümerik çözüm elde etmi̧stir.
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Kaya (Kaya et al.,2004) Adomian decomposition metodunu kullanarak KG

denklemi için yaklaş¬k analitik çözüm elde etmi̧stir. Jiminez (Jiminez et

al.,1990) KG denkleminin yaklaş¬k çözümünü elde etmek için dört sonlu fark

yap¬s¬oluşturmuştur. Lynch (Lynch, 1999) ikinci mertebeden sonlu farklar

yöntemini kullanarak KG denkleminin yaklaş¬k çözümünü bulmuştur. Zaki

(Zaki, 1990) KG denkleminin yaklaş¬k çözümünü, leap-frog yaklaş¬m¬yla

bulmuştur.

Biz bu çal¬̧smada, �zikte, phi-four denklemi olarak da bilinen KG denkle-

minin bir özel halinin say¬sal çözümlerini çal¬̧saca¼g¬z. Bu say¬sal çözüm-

leri çal¬̧s¬rken temel olarak sonlu elemanlar yöntemini kullanaca¼g¬z (Gard-

ner et al., 1991; Gardner et al., 1990 ). Bu denklemin (Kudryavtsev, 1975;

Dodd et al.,1982) soliton çözümü elde edilmi̧stir. Kudryavtsev ilk nümerik

çözümü elde etmi̧s ve dalga h¬z¬n¬ 0:1 alarak k¬vr¬m (kink) ve ters k¬vr¬m

(anti-kink) tek dalga hareketlerini çal¬̧sm¬̧st¬r. Kudryavtsev, s¬n¬r bölgesinde

iki k¬vr¬m oluştu¼gunu göstermi̧stir. Böylece enerji yay¬l¬m¬n¬n yavaş yavaş

bozuldu¼gunu ifade etmi̧stir. Daha yüksek çarp¬̧sma h¬z¬nda k¬vr¬m di¼ger-

lerini söndürür ve onlar¬n enerjilerinin bir k¬sm¬yay¬lmayla kaybolur. Aubry

(Aubry,1976) s¬n¬r bölgelerindeki k¬vr¬m-ters k¬vr¬m hareketlerinin oluşumu-

nun gerçek h¬zlar¬na ba¼gl¬ olarak daha karmaş¬k bir hareket sergiledi¼gini

göstermi̧stir. Ablowitz, Kruskal ve Ladik (Ablowitz et al.,1979), dalga h¬zlar¬

0:25 den daha küçük oldu¼gunda k¬vr¬m-ters k¬vr¬m çiftlerinin çarp¬̧smas¬n¬n

esnek olmad¬¼g¬n¬, 0:25 den büyük oldu¼gunda k¬vr¬m-ters k¬vr¬m çiftlerinin

etkileşiminin 0:2 nin çok yak¬n¬d¬̧s¬nda sal¬n¬m ile sonuçland¬¼g¬n¬, bu durumda

yine esnek olmayan çarp¬̧sma gözlendi¼gini göstermi̧stir. Mitchell ve Schoom-

bie (Mitchell et al.,1984 ) benzer yap¬lar üzerinde soliton çözümü elde etmek

için çal¬̧sm¬̧slard¬r. Dodd ve Eilbeck (Dodd et al.,1982) de dördüncü mer-

tebeden sonlu farklar metodunu kullanarak dalga çarp¬̧smalar¬üzerinde kap-
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saml¬bir çal¬̧sma yapm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada da çarp¬̧sma h¬z¬0:193 den küçük

oldu¼gunda s¬n¬r bölgesinde sal¬n¬m düzenli, h¬z¬0:258 den büyük oldu¼gunda

esnek olmayan çarp¬̧sma oldu¼gunu ve bölge için de¼gi̧sim aral¬klar¬nda çift

çarp¬̧sma içerdi¼gini ifade etmi̧stir.

Biz burada KG denkleminin nümerik çözümünü elde etmek için B-spline

sonlu elemanlar¬n¬kullanarak kolokeyşin metodunu uygulayaca¼g¬z.

1.3.1 Test Problemleri

Lineer olmayan KG denkleminin çözümü için verilen nümerik metodun do¼gru-

lu¼gu üç problemle test edilmi̧stir. Test problemi olarak aşa¼g¬da verilen ana-

litik çözümler, belirtilen başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬alt¬nda kullan¬lm¬̧st¬r.

Birinci test problemi olarak KG denkleminin

U(x; t) = tanh[
1p
2

(x� ct)p
(1� c2)

] (1.4)

şeklinde verilen analitik çözümü dikkate al¬nm¬̧st¬r. Burada c dalga h¬z¬n¬

göstermektedir. (1.4) denkleminin zamana göre türevi al¬n¬rsa

V (x; t) = Ut(x; t) = �
cp
2

1p
(1� c2)

sec h2[
1p
2

(x� ct)p
(1� c2)

] (1.5)

elde edilir.

Bu test probleminde [a; b] tan¬m aral¬¼g¬olmak üzere

U(x; 0) = tanh[
xp

2(1� c2)
]; a � x � b; t > 0

Ut(x; 0) = 0

(1.6)

başlang¬ç şartlar¬ve

U(a; t) = �1; U(b; t) = 1

Ux(a; t) = 0; Ux(b; t) = 0
(1.7)
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s¬n¬r şartlar¬kullan¬lacakt¬r.

·Ikinci test probleminde [a; b] tan¬m aral¬¼g¬olmak üzere KG denkleminin

U(x; t) = tanh[
(x+ x0 � ct)p
[2(1� c2)]

]� tanh[(x� x0 + ct)p
[2(1� c2)]

]� 1 (1.8)

ile verilen çözümü kullan¬lacakt¬r. Bu denklemin zamana göre türevi al¬n¬rsa

V (x; t) = � cp
[2(1� c2)]

(
sec h2[

(x+ x0 � ct)p
[2(1� c2)]

] + sec h2[
(x� x0 + ct)p
[2(1� c2)]

]

)
(1.9)

bulunur. Yap¬lan çözümlerde x0 de¼geri x0 = 6 olarak al¬nacakt¬r. Problemin

başlang¬ç şart¬, (1.8) denkleminde t = 0 al¬narak

U(x; 0) = tanh[
(x+ x0)p
[2(1� c2)]

]� tanh[ (x� x0)p
[2(1� c2)]

]� 1; a � x � b; t > 0

Ut(x; 0) = 0

(1.10)

şeklinde elde edilir. S¬n¬r şart¬olarak da

U(a; t) = �1; U(b; t) = �1

Ux(a; t) = 0; Ux(b; t) = 0
(1.11)

s¬n¬r şartlar¬kullan¬lacakt¬r.

[a; b] problemin tan¬m aral¬¼g¬olmak üzere KG denkleminin bir analitik

çözümü

U(x; t) = tanh[
(x+ x0 � ct)p
[2(1� c2)]

]� tanh[(x� x0)p
2

]� 1 (1.12)

V (x; t) = � cp
[2(1� c2)]

(
sec h2[

(x+ x0 � ct)p
[2(1� c2)]

]

)
(1.13)
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şeklindedir. Burada x0 = 6 olarak al¬nacakt¬r. Analitik çözümünde t = 0

al¬narak başlang¬ç şart¬

U(x; 0) = tanh[
(x+ x0)p
[2(1� c2)]

]� tanh[(x� x0)p
2

]� 1 ; a � x � b; t > 0

(1.14)

t = 0 da zamana göre türev

Ut(x; 0) = 0

koşulu kullan¬lacakt¬r.

U(a; t) = U(b; t) = �1

Ux(a; t) = Ux(b; t) = 0
(1.15)

s¬n¬r şartlar¬dr.



Bölüm 2

Zamana Göre Parçalanm¬̧s

Klein-Gordon Denkleminin

Kübik B-spline Kolokeyşin

Metoduyla Çözümü

2.1 Giri̧s

Bu bölümde zamana göre parçalanm¬̧s Klein-Gordon denkleminin kübik B-

spline kolokeyşin metoduyla nümerik çözümleri verilecek, elde edilen sonuçlar

analitik çözümlerle kaŗs¬laşt¬r¬lacak ve nümerik metod için Fourier kararl¬l¬k

analizi verilecektir.

2.2 Kübik B-spline Kolokeyşin Metodu

Bu k¬s¬mda

Utt � Uxx = U(1� U2) (2.1)

15
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formunda verilen Klein-Gordon (KG) denkleminin zamana göre parçalanmas¬

olan
Vt � Uxx � U(1� U2) = 0;

Ut � V = 0
(2.2)

denklem sisteminin nümerik çözümleri elde edilecektir. Verilen denklem

konum de¼gi̧skenine göre ikinci mertebeden türev içerdi¼ginden nümerik çözüm-

ler için kübik B-spline fonksiyonlar kullan¬lacakt¬r. Böylece fonksiyonun

ikinci mertebeden türevlerinin süreklili¼gi sa¼glanacakt¬r.

[a; b] aral¬¼g¬n¬n bölünme noktalar¬n¬ a = x0 < x1 < : : : < xN = b

olarak seçelim ve �m(x); m = �1; : : : ; N + 1 fonksiyonlar¬bölünme nokta-

lar¬nda tan¬ml¬kübik B-spline fonksiyonlar olsun. Parçal¬KG denklemindeki

U(x; t) ve V (x; t) fonksiyonlar¬n¬n yaklaş¬k çözümlerinin UN(x; t) ve VN(x; t)

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu yaklaş¬k çözümler B-spline fonksiyonlar cinsinden

aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

UN(x; t) = ��1(t)��1(x) + �0(t)�0(x) + :::+ �N+1(t)�N+1(x) (2.3)

VN(x; t) = ��1(t)��1(x) + �0(t)�0(x) + :::+ �N+1(t)�N+1(x) (2.4)

ifadelerdeki �m ve �m, (2.2) denkleminin kübik kolokeyşin formundan ve

U(a; t) = �1; U(b; t) = �2; t 2 (0; T ]

V (a; t) = 0; V (b; t) = 0

s¬n¬r koşullar¬ndan elde edilecek zamana ba¼gl¬parametrelerdir.

Kübik B-spline fonksiyonlar ard¬̧s¬k dört aral¬¼g¬örttü¼günden [xm; xm+1]

sonlu aral¬¼g¬dört ard¬̧s¬k B-spline şekil fonksiyonu taraf¬ndan örtülür. Böylece

U ve V nin yaklaş¬k çözümleri [xm; xm+1] aral¬¼g¬nda ard¬̧s¬k kübik B-spline

şekil fonksiyonlar¬cinsinden

Um =
m+2X
j=m�1

�j�j;
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Vm =
m+2X
j=m�1

�j�j

biçiminde yaz¬labilir. Burada Tablo 1.1 ile verilen bölünme noktalar¬ndaki

fonksiyon de¼gerlerinin de kullan¬lmas¬ile Um ve Vm yaklaş¬k çözümleri eleman

parametreleri cinsinden

Um = U(xm) = �m�1 + 4�m + �m+1

Um+1 = U(xm+1) = �m + 4�m+1 + �m+2

Vm = V (xm) = �m�1 + 4�m + �m+1

Vm+1 = V (xm+1) = �m + 4�m+1 + �m+2
(2.5)

şeklinde yaz¬labilir ve bu yaklaş¬k çözümlerin ikinci dereceye kadarki türevleri

ise

U
0
m = U

0
(xm) = 3

h
(�m+1 � �m�1)

U
00
m+1 = U

00
(xm+1) = 6

h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

V
0
m = V (xm) = 3

h
(�m+1 � �m�1)

V
00
m+1 = V

00
(xm+1) = 6

h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

(2.6)

olarak bulunabilir.

Um ve Vm in bölüm noktalar¬ndaki (2.5) de¼gerleri ile (2.6)türevleri (2.2)

denklem sisteminde yerlerine yaz¬l¬rsa, 2N + 2 tane birinci mertebeden dife-

rensiyel denklemden oluşan

(
�
�m�1 + 4

�
�m +

�
�m+1)� 6

h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)�

zm(�m�1 + 4�m + �m+1) = 0;

(
�
�m�1 + 4

�
�m +

�
�m+1)� (�m�1 + 4�m + �m+1) = 0;

m = 0; 1; :::; N

zm = 1� (�m�1 + 4�m + �m+1)2



18

denklem sistemi elde edilir. Burada "�" zamana ba¼gl¬türevdir. (2.7) denk-

lemindeki �m ve �m eleman parametrelerinin iki ard¬̧s¬k zaman ad¬m¬n ve

n+ 1 aras¬nda Crank-Nicholson formülü yard¬m¬yla

�m = 1
2
(�n+1m + �nm);

�m = 1
2
(�n+1m + �nm)

(2.7)

ve bunlar¬n zamana göre türevleri sonlu farklar yaklaş¬m¬yla
�
�m = 1

�t
(�n+1m � �nm)

�
�m = 1

�t
(�n+1m � �nm)

(2.8)

diskretize edilirse

1
�t
(�n+1m�1 � �nm�1 + 4�n+1m � 4�nm + �n+1m+1 � �nm+1)�

6
h2
(�n+1m�1 + �

n
m�1 � 2�n+1m � 2�nm + �n+1m+1 + �

n
m+1)�

zm
2
(�n+1m�1 + �

n
m�1 + 4�

n+1
m + 4�nm + �

n+1
m+1 + �

n
m+1) = 0;

1
�t
(�n+1m�1 � �nm�1 + 4�n+1m � 4�nm + �n+1m+1 � �nm+1)�

1
2
(�n+1m+1 + �

n
m + 4�

n+1
m + 4�nm + �

n+1
m+1 + �

n
m+1) = 0

(2.9)

elde edilebilir. Bu sistemin düzenlenmesiyle 2N + 2 denklem ve 2N + 6

bilinmeyenden oluşan

�(6 + h2zm)�t�n+1m�1 + 2h
2�n+1m�1 + (12� 4h2zm)�t�n+1m + 8h2�n+1m

�(6 + h2zm)�t�n+1m+1 + 2h
2�n+1m+1

= (6 + h2zm)�t�
n
m�1 + 2h

2�nm�1 � (12� 4h2zm)�t�nm + 8h2�nm
+(6 + h2zm)�t�

n
m+1 + 2h

2�nm+1;

2�n+1m�1 ��t�n+1m�1 + 8�
n+1
m � 4�t�n+1m + 2�n+1m+1 ��t�n+1m+1

= 2�nm�1 +�t�
n
m�1 + 8�

n
m + 4�t�

n
m + 2�

n
m+1 +�t�

n
m+1

(2.10)

cebirsel denklem sistemi bulunur. (2.10) denklem sisteminin içerdi¼gi zm

ifadesindeki �m�1; �m; �m+1 parametreleri yerine �
n
m�1; �

n
m; �

n
m+1 al¬n¬r. Böylece
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(2.10) denklem sistemi lineerleştirilir. Bu denklem sisteminin çözülebilir ol-

mas¬ için denklem say¬s¬ ile bilinmeyen say¬s¬n¬n eşit olmas¬ gerekti¼ginden

sistemde yer alan dört tane bilinmeyen yok edilmelidir. Buradan �n+1�1 ,

�n+1�1 ; �
n+1
N+1 ve �

n+1
N+1 parametreleri s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak yok edilecektir.

Böylece (2N + 2) � (2N + 2) boyutlu 7 bantl¬köşegen denklem sistemi elde

edilir.

Uxx(a; t) = 0; V (a; t) = �1; ; t 2 (0; T ]

Uxx(b; t) = 0 V (b; t) = �2

S¬n¬r koşullar¬eleman parametreleri cinsinden yaz¬l¬rsa

�n�1 � 2�n0 + �n1 = 0

�n�1 + 4�
n
0 + �

n
1 = �1

�nN�1 � 2�nN + �nN+1 = 0

�nN�1 + 4�
n
N + �

n
N+1 = �2

(2.11)

olur. Böylece

F1 = (6 + h
2zm)�t�

n
�1 + 2h

2�n�1 � (12� 4h2zm)�t�n0 + 8h2�n0
+(6 + h2zm)�t�

n
1 + 2h

2�n1

F2 = 2�
n
�1 +�t�

n
�1 + 8�

n
0 + 4�t�

n
0 + 2�

n
1 +�t�

n
1

F2N+1 = (6 + h
2zm)�t�

n
N�1 + 2h

2�nN�1 � (12� 4h2zm)�t�nN
+8h2�nN + (6 + h

2zm)�t�
n
N+1 + 2h

2�nN+1

F2N+2 = 2�
n
N�1 +�t�

n
N�1 + 8�

n
N + 4�t�

n
N + 2�

n
N+1 +�t�

n
N+1

(2.12)

olmak üzere (2.10) denklem sisteminde m = 0 al¬nd¬¼g¬nda

�(6 + h2zm)�t�n+1�1 + 2h
2�n+1�1 + (12� 4h2zm)�t�n+10 +

8h2�n+10 � (6 + h2zm)�t�n+11 + 2h2�n+11 = F1

2�n+1�1 ��t�n+1�1 + 8�
n+1
0 � 4�t�n+10 + 2�n+11 ��t�n+11 = F2

(2.13)
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m = N al¬nd¬¼g¬nda

�(6 + h2zm)�t�n+1N�1 + 2h
2�n+1N�1 + (12� 4h2zm)�t�n+1N +

8h2�n+1N � (6 + h2zm)�t�n+1N+1 + 2h
2�n+1N+1 = F2N+1

2�n+1N�1 ��t�n+1N�1 + 8�
n+1
N � 4�t�n+1N + 2�n+1N+1 ��t�n+1N+1 = F2N+2

(2.14)

yaz¬l¬r. (2.11) s¬n¬r parametre de¼gerleri (2.13) ve (2.14) denklemlerinde yer-

lerine yaz¬l¬p denklemler düzenlenirse ilk iki denklem

(2�m1 + �m2)�
n+1
0 + 0�n+10 + 0�n+11 + 0�n+11 = F1 � 2h2�1;

12�n+10 + 0�n+10 + 0�n+11 + 0�n+11 = F2 +�t�1

ve son iki denklem

0�n+1N�1 + 0�
n+1
N�1 + (2�m1 + �m2)�

n+1
N + 0�n+1N = F2N+1 � 2h2�2;

0�n+1N�1 + 0�
n+1
N�1 + 12�

n+1
N + 0�n+1N = F2N+2 +�t�2

olarak bulunur. Burada

�m1 = �(6 + zmh2)�t;

�m2 = (12� 4zmh2)�t

dir. Buna göre

dn+1 = [�n+10 ; �n+10 ; :::; �n+1N ; �n+1N ]T

olarak tan¬mlan¬rsa, cebirsel denklem sistemi matris formunda

Adn+1 = Bdn + S (2.15)

yaz¬labilir. S¬ras¬yla
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A =

26666666666666666666664

(2�m1 + �m2) 0 0 0

12 0 0 0 0

�m1 2h2 �m2 8h2 �m1 2h2

2 ��t 8 �4�t 2 ��t 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 �m1 2h2 �m2 8h2 �m1 2h2

2 ��t 8 �4�t 2 ��t

0 0 0 (2�m1 + �m2) 0

0 0 12 0

37777777777777777777775

B =

26666666666666664

��m1 2h2 ��m2 8h2 ��m1 2h2

2 �t 8 4�t 2 �t 0

0 ��m1 2h2 ��m2 8h2 ��m1 2h2

2 �t 8 4�t 2 �t 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 ��m1 2h2 ��m2 8h2 ��m1 2h2

2 �t 8 4�t 2 �t

37777777777777775
ve

S =

26666666664

�2h2�2
�t�1
...

�2h2�2
�t�1

37777777775
şeklindedir. �n�1, �

n
�1; �

n
N+1 ve �nN+1 parametreleri her zaman ad¬m¬nda

(2.11) denklemlerinden hesaplanabilir.
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2.3 Başlang¬ç Durumu

�nm ve �
n
m parametrelerini (2.15) denklem sisteminden ard¬̧s¬k olarak elde ede-

bilmek için �0m ve �0m başlang¬ç de¼gerlerinin hesaplanmas¬na ihtiyaç vard¬r.

Bunun için U(x; 0) ve V (x; 0) başlang¬ç koşullar¬ndan (2.3) ve (2.4) yaklaş¬k

fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla �0m ve �0m başlang¬ç parametrelerinin belirlenmesi

gerekmektedir.

Başlang¬ç koşulu kullan¬larak (2.2) denklemlerinden

UN(x; 0) =
PN+1

m=�1 �
0
m(t)�m(x)

VN(x; 0) =
PN+1

m=�1 �
0
m(t)�m(x)

(2.16)

yaz¬labilir. Bu sistemdeki �0m ve �
0
m belirlenecek parametrelerdir. Başlang¬ç

koşullar¬n¬n bölünme noktalar¬ndaki

UN(xm; 0) = U(xm; 0);

VN(xm; 0) = V (xm; 0);

m = 0; : : : ; N

de¼gerleri kullan¬larak � parametresi için,

U(x0; 0) = �0�1 + 4�
0
0 + �

0
1;

U(x1; 0) = �00 + 4�
0
1 + �

0
2;

U(x2; 0) = �01 + 4�
0
2 + �

0
3;

...
...

...

U(xN�1; 0) = �0N�2 + 4�
0
N�1 + �

0
N ;

U(xN ; 0) = �0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1

(2.17)
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ve ayn¬şekilde � parametresi için de

V (x0; 0) = �0�1 + 4�
0
0 + �

0
1;

V (x1; 0) = �00 + 4�
0
1 + �

0
2;

V (x2; 0) = �01 + 4�2 + �3;
...

...
...

V (xN�1; 0) = �0N�2 + 4�
0
N�1 + �

0
N ;

V (xN ; 0) = �0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1

(2.18)

yaz¬labilir. Bu denklem sistemleri N+3 bilinmeyen N+1 denklem içerdi¼gin-

den iki̧ser bilinmeyen yok edilmelidir. Bunun için

U
00
N(a; 0) = 0; V

00
N(a; 0) = 0;

U
00
N(b; 0) = 0; V

00
N(b; 0) = 0

(2.19)

türev s¬n¬r koşullar¬kullan¬l¬r ve �0�1, �
0
�1; �

0
N+1, �

0
N+1 parametreleri yokedilirse,

N +1 bilinmeyenli N +1 denklemden oluşan üç band denklem sistemleri elde

edilir. S¬n¬r koşullar¬yard¬m¬yla

6
h2
(�0�1 � 2�00 + �01) = 0;

6
h2
(�0�1 � 2�00 + �01) = 0;

6
h2
(�0N�1 � 2�0N + �0N+1) = 0;

6
h2
(�0N�1 � 2�0N + �0N+1) = 0;

yaz¬l¬r. Buradan �0�1; �
0
�1; �

0
N+1; �

0
N+1 çözülüp (2.17) ve (2.18) denklem-

lerinde yerine yaz¬l¬rsa

A =

26666666666664

6 0

1 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1

0 6

37777777777775
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�0 = [�00; �
0
1; :::; �

0
N ]
T ;

b = [U(x0); U(x1); :::; U(xN)]
T ;

�0 = [�00; �
0
1; :::; �

0
N ]
T ;

c = [Ut(x0); Ut(x1); :::; Ut(xN)]
T

olmak üzere, her iki eleman parametreleri için matris formunda

A �0 = b

A �0 = c

denklemleri elde edilir. Dolay¬s¬yla her iki eleman parametreleri için de ayr¬

ayr¬(N+1)�(N+1) tipinde köşegensel denklem sistemi bulunmuş olur. Bu

sistemlerin çözümü Thomas algoritmas¬ile bulunabilir.

(2.10) sisteminin lineerleştirilmesinden dolay¬çözümler, aşa¼g¬daki iterasyon

formülü kullan¬larak her zaman ad¬m¬nda iyileştirilebilir:

(��m)
n+1 = �nm +

1
2
(�n+1m ��nm) (2.20)

(2.15) sistemi kullan¬larak, Thomas algoritmas¬yard¬m¬yla, �n+1 ve �n+1 yak-

laş¬mlar¬bulunur. Yeni zaman ad¬m¬na geçmeden önce �n+1 ve �n+1 de¼ger-

lerini iyileştirmek için bu de¼gerlere (2.20) ile verilen iterasyon iki yada üç defa

uygulan¬r. Böylece �n+1 ve �n+1 yaklaş¬mlar¬n¬n yeni de¼gerleri elde edilmi̧s

olur.

2.4 Kararl¬l¬k Analizi

Nümerik metodun kararl¬l¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬, Fourier kararl¬l¬k analizine dayan¬r.

Bu teoriye göre, çözümü

�nm = A q
n eim�

�nm = B q
n eim�

(2.21)
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formunda araşt¬raca¼g¬z (Shaskov, 1996). Burada i, birim imajiner say¬, q

tan¬mlanmas¬ gereken kompleks say¬ ve � key� reel say¬d¬r. A ve B ise

harmoniklerin genlikleridir.

(2.23) eşitlikleri (2.11) denklem sisteminde yerine yaz¬l¬rsa

�m1Aq
n+1ei�(m�1) + 2h2Bqn+1ei�(m�1) + �m2Aq

n+1ei�m + 8h2Bqn+1ei�m

+�m1Aq
n+1ei�(m+1) + 2h2Bqn+1ei�(m+1)

= ��m1Aqnei�(m�1) + 2h2Bqnei�(m�1) � �m2Aqnei�m + 8h2Bqnei�m

��m1Aqnei�(m+1) + 2h2Bqnei�(m+1)

ve

2Aqn+1ei�(m�1) ��tBqn+1ei�(m�1) + 8Aqn+1ei�m � 4�tBqn+1ei�m

+2Aqn+1ei�(m+1) ��tBqn+1ei�(m+1)

= 2Aqnei�(m�1) +�tBqnei�(m�1) + 8Aqnei�m + 4�tBqnei�m

+2Aqnei�(m+1) +�tBqnei�(m+1)

(2.22)

elde edilir. Bu sistem qnei�m ortak çarpan¬ile bölünüp düzenlenirse,

(�m1qe
�i� + �m2 q + �m1qe

i� + �m1e
�i� + �m2 + �m1e

i�)A+

(2h2qe�i� + 8h2q + 2h2qei� � 2h2e�i� � 8h2 � 2h2ei�)B = 0

(2qe�i� + 8q + 2qei� � 2e�i� � 8� 2ei�)A+

(��tqe�i� � 4�tq ��tqei� ��te�i� � 4�t��tei�)B = 0

(2.23)

bulunur. ei� = cos � + i sin � eşitli¼gi kullan¬larak bu sistem

aA+ bB = 0

cA+ dB = 0 (2.24)



26

formunda yaz¬labilir. Burada

a = 2�m1q cos � + 2�m1 cos � + �m2q + �m2

b = 4h2q cos � � 4h2 cos � + 8h2q � 8h2

c = 4q cos � � 4 cos � + 8q � 8

d = �2�tq cos � � 2�t cos � � 4�tq � 4�t

şeklindedir. (2.26) denklem sisteminin A ve B ye göre aşikar olmayan

çözümünün olmas¬için katsay¬lar matrisinin determinant¬n¬n s¬f¬r olmas¬gerekir.

Bu şart q için aşa¼g¬daki denklemi verir :

Xq2 + Y q + Z = 0 (2.25)

Burada

X = (2�m1 cos � + �m2)(�2�t cos � � 4�t)� (4h2 cos � + 8h2)(4 cos � + 8)

Y = 2(2�m1 cos � + �m2)(�2�t cos � � 4�t)� (�4h2 cos � � 8h2)(4 cos � + 8)�

(4h2 cos � + 8h2)(�4 cos � � 8)

Z = (2�m1 cos � + �m2)(�2�t cos � � 4�t)� (4h2 cos � + 8h2)(4 cos � + 8)
(2.26)

şeklindedir. Kararl¬l¬¼g¬n sa¼glanabilmesi için ya jqj � 1 yada q kompleks

olmal¬d¬r (Zaki et al.,1997).

q nun kompleks olmas¬durumunda (2.27) denklemi için � < 0 olmal¬d¬r.

Buna göre Y 2 � 4XZ < 0 olmal¬d¬r.

Y 2 � 4XZ = 1024�t2h2(cos � + 2)3(6 cos � + zmh
2 cos � + 2zmh

2 � 6) < 0

zmh
2(cos � + 2) + 6(cos � � 1) < 0

�2 < cos � � 1 < 0 ve 1 < cos � + 2 < 3 oldu¼gundan cos � + 2 = 1 ve

cos � � 1 = �2 al¬nd¬¼g¬nda eşitsizlik de¼gi̧smeyece¼ginden
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zmh
2 � 12 < 0

h2 <
12

zm

olur. Bu şarta göre kararl¬l¬k sa¼gland¬¼g¬ndan denklem koşullu kararl¬d¬r.

2.5 Test Problemleri

Klein-Gordon denkleminin çözümlerinde aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan enerji

E =
1

2

Z b

a

[V 2 � U2x � U2 +
1

2
U4]dx (2.27)

ve momentumun

P =
1

2

Z b

a

V Uxdx (2.28)

korunmas¬gereklidir. Çal¬̧smalar¬m¬zda bu de¼gerlerin korundu¼gunu göstere-

ce¼giz. Say¬sal çözümlerle analitik çözümleri kaŗs¬laşt¬r¬rken L2 ve L1 hata

normlar¬n¬kullanaca¼g¬z.

L2 ortalama hata normu

L2 =

vuuth NX
j=0

jUj � (UN)jj2 (2.29)

ve L1 maksimum hata normu

L1 = kU � UNk1 = maxj jUj � (UN)jj (2.30)

şeklindedir.

2.5.1 Birinci Test Problemi

Birinci test probleminde, tek dalga hareketi oluşmaktad¬r. Tek dakga

hareketi farkl¬zamanlarda ayn¬sal¬n¬m¬yaparak ilerlemektedir. Hareketli
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dalga çözümünde U analitik çözümü ve onun zamana göre türevi (1.4) ve

(1.5) formundad¬r. KG denkleminin analitik çözümünde c, jcj < 1 olacak

şekilde tan¬mlanan dalga h¬z¬d¬r. c nin farkl¬ de¼gerleri için bu tek dalga

sal¬n¬m¬n¬n başlang¬ç koşullar¬(1.4) ve (1.5) denklemlerinde t = 0 al¬narak

elde edilir.

Hesaplama c = 0:5 al¬narak �30 � x � 30 aral¬¼g¬içinde t = 10 zaman¬na

kadar yap¬ld¬. t = 10 zaman¬nda farkl¬h ve �t de¼gerleri kullan¬larak elde

edilen sonuçlar Tablo 2.1 de verilmi̧stir.

Tablo 2 .1 : c = 0:5; t = 10;�30 � x � 30

h �t L2 � 103 L1 � 103 P E

0:2 0:05 14:291066619 11:015555382 �0:272163105 13:961333652

0:1 0:02 3:637415657 2:827508688 �0:272165375 13:936337806

0:05 0:01 0:848178966 0:661198080 �0:272165519 13:923838094

0:02 0:005 0:055507116 0:046607804 �0:272165527 13:916337556

40.00 20.00 0.00 20.00 40.00

2.00

1.00

0.00

1.00

2.00

t=0 t=10 t=20t=30

U(
x,

t)

X

Şekil 2.1 Farkl¬zamanlardaki tek dalga çözümü
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40 20 0 20 40

0

0.2

0.4

0.6

0.8

x
Ha

ta
x1

03

Şekil 2.2 jAnalitik-nümerikj � 103; t = 10

c = 0:5; �t = 0:01; h = 0:05

Şekil 2.2 de t = 10 zaman¬nda �30 � x � 30 aral¬¼g¬nda analitik çözüm

ile nümerik çözüm aras¬ndaki fark çizilmi̧stir. Buradan anlaş¬lmaktad¬r ki

t = 10 zaman¬nda maksimum hata binde 0:7 oran¬dad¬r.

0 2 4 6 8 10

13.961328

13.961332

13.961336

13.96134

13.961344

13.961348

t

E

0 2 4 6 8 10

0.27216316

0.27216312

0.27216308

0.27216304

0.272163

t

P

Şekil 2.3.1 Şekil 2.3.2

Şekil 2.3.1 de enerji de¼gerleri 13:96132 ile 13:96134 aras¬nda de¼gi̧smi̧stir.

Buna göre enerji de¼geri 2� 10�5 kadar bir de¼gi̧sim göstermi̧stir. Şekil 2.3.2

de momentum de¼gerleri �0:2721631 ile �0:27216300 aras¬nda de¼gi̧smi̧stir.

Momentum de¼geri 10�7 oran¬nda bir de¼gi̧sim göstermi̧stir. Şekil 2.3.1 ve

Şekil 2.3.2 için Tablo 2.1 de verilen di¼ger h ve �t de¼gerleri al¬nd¬¼g¬nda de¼gi̧sim
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aral¬¼g¬daha da küçülmektedir. Buna göre her iki özellik de iyi korunumludur.

0 2 4 6 8 10

0

4

8

12

16

t

L 2
x

10
3

0 2 4 6 8 10

0

4

8

12

t

L o
ox

10
3

Şekil 2.4.1 Şekil 2.4.2

L2 ve L1 hata normlar¬n¬n zamana göre de¼gi̧simi Şekil 2.4.1 ve Şekil 2.4.2

de çizilmi̧stir. Di¼ger h ve �t de¼gerleri incelendi¼ginde L2 ve L1 hata norm-

lar¬n¬n daha küçük de¼gerlerde oldu¼gu görülür. Yani h de¼gerleri küçüldükçe

hata oranlar¬küçülmektedir.

2.5.2 ·Ikinci Test Problemi

·Ikinci test probleminde iki dalga hareketi oluşmaktad¬r. Bu dalgalardan

birincisi sol taraftan hareket ederek ilerlerken ikinci dalga da sa¼g taraftan

ilerlemektedir. Daha sonra bu iki dalga çarp¬̧smakta, sa¼ga do¼gru ilerlemekte

ve yön de¼gi̧stirdi¼gi gözlemlenmektedir. Yön de¼gi̧stiren dalgalar tekrar yön

de¼gi̧stirerek, yaklaş¬k olarak çarp¬̧smadan önceki konumuna gelir. Bu test

probleminde denklemin analitik çözümü olarak (1.8) ve (1.9) kullan¬lacakt¬r.

Başlang¬ç koşulu (1.8) de t = 0 al¬narak bulunan

U(x; 0) = tanh[
x+ x0p
[2(1� c2)]

]� tanh[ x� x0p
[2(1� c2)]

]� 1 (2.31)

fonksiyonu kullan¬lm¬̧st¬r.
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Hesaplama farkl¬c de¼gerleri al¬narak �60 � x � 60 aral¬¼g¬içinde t = 120

oluncaya kadar yap¬ld¬. t = 120 an¬nda h = 0:05 , x0 = 6 ve �t = 0:01

de¼gerleri kullan¬larak elde edilen sonuçlar Tablo 2.2 de verilmi̧stir.

Tablo 2.2

c E0 E120

0:1 29:994264603 30:106082916

0:15 29:970304489 30:082145691

0:175 29:954561234 30:066421509

0:195 29:940103531 30:052001953

0:2 29:936239243 30:048131943

0:22 29:919651031 30:031576157

0:25 29:891496658 30:003440857

0:26 29:881204605 29:993171692

0:3 29:835309982 29:947351456

0:5 29:468843460 29:581243515

0:7 28:719320297 28:833150864

0:9 26:508951187 26:710460663

Tablo 2.2 de, E0 ifadesi t = 0 zaman¬nda elde edilen enerji de¼gerini,

E120 ifadesi de t = 120 zaman¬nda elde edilen enerji de¼gerini göstermekte-

dir. Tablo 2.2 ye göre t = 0 ve t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji

de¼gerlerine bak¬ld¬¼g¬nda, c dalga h¬z¬ 0:15 ile 0:3 aras¬nda iken fark 0:11182

kadard¬r. Dalga h¬z¬0:5 ve daha büyük al¬nd¬¼g¬nda bu fark artmaktad¬r.

Buna göre küçük dalga h¬zlar¬için daha iyi enerji korunumu sa¼glanmaktad¬r.

Şimdi �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:1; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga
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hareketleri Şekil 2.5.1-6 da verilmi̧stir.

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

0.8

1.2

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

x

U
(x

,t)

Şekil 2.5.1 t = 0 Şekil 2.5.2 t = 69

120 80 40 0 40 80 120

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.1

1

0.9

0.8

0.7

0.6

x

U
(x

,t)

Şekil 2.5.3 t = 70 Şekil 2.5.4 t = 70:5

120 80 40 0 40 80 120

1.4

1.3

1.2

1.1

1

0.9

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

0.8

x

U
(x

,t)

Şekil 2.5.5 t = 71 Şekil 2.5.6 t = 75
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Şekil 2.5.1 de t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga çifti hareketi verilmi̧stir.

t = 69 ve t = 70 zamanlar¬nda dalga çiftleri, dalga boylar¬küçülerek harekete

devam etmekte, t = 70:5 zaman¬nda dalgalar çarp¬̧smaktad¬r. Şekil 2.5.5

de t = 71 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 2.5.6 da

t = 75 zaman¬nda dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek t = 0 konumuna dönmeye

başlam¬̧st¬r. ·Inceledi¼gimiz zaman aral¬¼g¬ndaki bu hareket sal¬n¬ml¬ olarak

tekrarlanmaktad¬r.Bu tekrarlamalar esnas¬nda, her çarp¬̧sma öncesinde dal-

galar¬n dalga boyunda küçük bir azalma meydana gelmektedir.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:3; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga

çifti hareketlerini inceleyelim ;

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

0.8

1.2

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

x

U
(x

,t)

Şekil 2.5.7 t = 0 Şekil 2.5.8 t = 28



34

120 80 40 0 40 80 120

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

1.1

1

0.9

x

U
(x

,t)

Şekil 2.5.9 t = 29 Şekil 2.5.10 t = 29:5

120 80 40 0 40 80 120

1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

0.8

x

U
(x

,t)

Şekil 2.5.11 t = 30 Şekil 2.5.12 t = 34

t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga çifti hareketi ile başlayan de¼gi̧sim, t = 28

ve t = 29 zamanlar¬nda dalga boylar¬küçülerek devam etmi̧stir. Şekil 2.5.10

da t = 29:5 zaman¬nda dalgalar çarp¬̧smaktad¬r. Şekil 2.5.11 de t = 30

zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar yön de¼gi̧stirir. Şekil 2.5.12 de t = 34 zaman¬nda

dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek yeni bir çarp¬̧sma i̧slemine haz¬r konuma gelir.
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0 40 80 120

48.156

48.157

48.158

48.159

48.16

48.161

t

E

0 40 80 120

0.047378

0.0473776

0.0473772

0.0473768

0.0473764

0.047376

t

P

Şekil 2.6.1 Şekil 2.6.2

Enerji ve momentum davran¬̧slar¬Şekil 2.6.1 ve Şekil 2.6.2 de gösterilmi̧stir.

Korunumlar �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:1; h = 0:2; �t = 0:05

ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak hesaplanm¬̧st¬r. Enerjinin de¼geri 48:1605 ile

48:1565 aras¬nda de¼gi̧smektedir. Buna göre 4� 10�3 civar¬nda bir de¼gi̧sim

gerçekleşmi̧stir. Ayn¬şartlarda momentum ise �0:0473776 ile �0:04737650

aras¬ndad¬r. Buna göre 11 � 10�7 civar¬nda bir de¼gi̧sim gerçekleşmi̧stir.

De¼gi̧sim oran¬oldukça küçüktür.

Ayr¬ca, t = 70 zaman¬nda dalga hareketinde meydana gelen de¼gi̧siklikler,

enerji ve momentumda de¼gi̧sikliklere sebep olmaktad¬r. Bu enerji ve momen-

tum de¼gi̧siklikleri t = 70 zaman¬nda başlar ve t = 120 zaman¬na kadar devam

eder. Tüm bu etkiler Şekil 2.6.1 ve Şekil 2.6.2 de gösterilmi̧stir.
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Şekil 2.7.1 Şekil 2.7.2

c = 0:3 al¬narak elde edilen enerji ve momentum davran¬̧slar¬Şekil 2.7.1 ve

Şekil 2.7.2 de gösterilmi̧stir. Korunumlar için�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda h =

0:2;�t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerleri kullan¬lm¬̧st¬r. Enerjinin de¼geri 48:1187 ile

48:1146 aras¬nda de¼gi̧smektedir. Buna göre 4� 10�3 civar¬nda bir de¼gi̧sim

gerçekleşmi̧stir. Ayn¬ şartlarda momentum ise �0:148249 ile �0:148238

aras¬ndad¬r. Buna göre 11 � 10�6 civar¬nda bir de¼gi̧sim gerçekleşmi̧stir.

De¼gi̧sim oran¬oldukça küçüktür.

Ayr¬ca, t = 30 zaman¬nda dalga hareketinde meydana gelen de¼gi̧siklikler,

enerji ve momentumda de¼gi̧sikliklere sebep olmaktad¬r. Bu enerji ve momen-

tum de¼gi̧siklikleri t = 30 zaman¬nda başlar ve t = 120 zaman¬na kadar devam

eder. Tüm bu etkiler Şekil 2.7.1 ve Şekil 2.7.2 de gösterilmi̧stir.

2.5.3 Üçüncü Test Problemi

Üçüncü test probleminde de iki dalgan¬n etkileşimi söz konusudur. ·Ikinci

test probleminden farkl¬olarak burada, sa¼g taraftaki dalga sabit kalmakta,

sol taraftaki dalga hareket ederek dura¼gan dalga ile çarp¬̧sma meydana ge-

tirmektedir. Çarp¬̧sman¬n etkisiyle dalgalar yön de¼gi̧stirmektedir. Daha
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sonra dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek hareket devam etmektedir. Bu test

probleminde denklemin analitik çözümü olarak (1.12) ve (1.13) kullan¬lacak-

t¬r. Başlang¬ç koşulu da (1.12) de t = 0 al¬narak bulunan

U(x; 0) = tanh[
x+ x0p
[2(1� c2)]

]� tanh[x� x0p
2
]� 1 (2.32)

başlang¬ç koşulu al¬narak çözüm elde edilecektir.

c = 0:25; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerlerini kullanarak �100 �

x � 100 aral¬¼g¬nda (1.12) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga

çifti hareketlerini inceleyelim.;
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Şekil 2.8.1 t = 0 Şekil 2.8.2 t = 39
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Şekil 2.8.3 t = 47 Şekil 2.8.4 t = 47:75
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Şekil 2.8.5 t = 48 Şekil 2.8.6 t = 55

Şekil 2.8.1 de t = 0 zaman¬ndaki başlang¬ç dalga çifti hareketleri görülmek-

tedir. Şekil 2.8.2 de t = 39 zaman¬ndaki dalgalar¬n hareketi verilmi̧stir.

Bu hareketler incelendi¼ginde dalga boyu 1 den 0:6 ya düşmüştür. Şekil

2.8.3 de dalga boylar¬küçülerek hareket devam etmektedir. Şekil 2.8.4 de

t = 47:75 zaman¬nda dalgalar¬n çarp¬̧smas¬meydana gelmi̧stir. Şekil 2.8.5

de t = 48 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 2.8.6 da

t = 55 zaman¬nda dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek t = 0 konumuna dön-

meye başlam¬̧st¬r. ·Inceledi¼gimiz zaman aral¬¼g¬ndaki bu hareket sürekli olarak



39

tekrarlanmaktad¬r.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:35; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 =

6 de¼gerlerini kullanarak (1.12) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu

dalga çifti hareketlerini inceleyelim.;
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Şekil 2.8.7 t = 0 Şekil 2.8.8 t = 41
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Şekil 2.8.9 t = 42:5 Şekil 2.8.10 t = 42:75
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Şekil 2.8.11 t = 43 Şekil 2.8.12 t = 50

Üçüncü test problemi için c = 0:35 al¬narak elde edilen dalga çifti hareket-

leri t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga çifti hareketleri ile başlar. Şekil 2.8.8 de

t = 41 zaman¬ndaki dalga çifti hareketleri incelendi¼ginde dalga boylar¬1 den

0:3 e düşmüştür. Şekil 2.8.9 da t = 42:5 zaman¬nda dalgalar çarp¬̧smaktad¬r.

Şekil 2.8.10 ve Şekil 2.8.11 de t = 42:75 ve t = 43 zamanlar¬nda dalgalar yön

de¼gi̧stirir. Şekil 2.8.12 de t = 50 zaman¬nda dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek

t = 0 konumuna dönmeye başlar.
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c = 0:35 al¬narak elde edilen enerji ve momentum davran¬̧slar¬ Şekil

2.9.1 ve Şekil 2.9.2 de gösterilmi̧stir. Buradaki sal¬n¬m �100 � x � 100

aral¬¼g¬nda h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak gerçekleştir-

ilmi̧stir. Enerjinin de¼geri 48:102 ile 48:0976 aras¬nda de¼gi̧smektedir. Buna

göre 4�10�3 civar¬nda bir de¼gi̧sim gerçekleşmi̧stir. Ayn¬şartlarda momen-

tum ise�0:176132 ile�0:176121 aras¬ndad¬r. Buna göre 11�10�6 civar¬nda

bir de¼gi̧sim gerçekleşmi̧stir. De¼gi̧sim oran¬oldukça küçüktür. Buna göre her

iki özellik de iyi korunumludur.

Ayr¬ca, t = 43 zaman¬nda dalga hareketinde meydana gelen de¼gi̧siklikler,

enerji ve momentumda de¼gi̧sikliklere sebep olmaktad¬r. Bu enerji ve momen-

tum de¼gi̧siklikleri t = 27 zaman¬nda başlar ve t = 120 zaman¬na kadar devam

eder. Tüm bu etkiler Şekil 2.9.1 ve Şekil 2.9.2 de gösterilmi̧stir.

Tablo 2.3

c E0 E120

0:1 28:122133182 28:122180623

0:15 28:116093864 28:116058132

0:175 28:112105821 28:112015398

0:195 28:108429756 28:108463731

0:2 28:107441463 28:107462881

0:22 28:103203786 28:103110374

0:25 28:095962915 28:095877764

0:26 28:093303518 28:093161039

0:3 28:081359473 28:081304364

0:5 27:981029755 27:981022214

0:7 27:749495157 27:749505831

0:9 26:906740845 26:907231350

�60 � x � 60; h = 0:05;�t = 0:01; x0 = 6
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Tablo 2.3 e göre t = 0 ve t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji de¼gerle-

rine bak¬ld¬¼g¬nda, c dalga h¬z¬ 0:15 ile 0:3 aras¬nda iken fark 2�10�5 kadard¬r.

Dalga h¬z¬0:5 ve daha büyük al¬nd¬¼g¬nda bu fark artmaktad¬r. Buna göre

küçük dalga h¬zlar¬için daha iyi enerji korunumu sa¼glanmaktad¬r.

Tablo 2.4 Farkl¬dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum

c Enerji Momentum

0:1 48:159860925825 �0:047377341849

0:35 48:098090193178 �0:176127632392

0:4 48:078352232711 �0:205730736770

0:55 47:978597771456 �0:310437006945

0:7 47:786907251479 �0:462020612464

0:8 47:536749065876 �0:627762072105

0:9 46:950769884715 �0:941365200944

�100 � x � 100; h = 0:2;�t = 0:05; x0 = 6; t = 100

Tablo 2.4 de farkl¬dalga h¬zlar¬için elde edilen enerji ve momentum de¼ger-

leri verilmi̧stir. Tablo incelendi¼ginde küçük dalga h¬zlar¬için elde edilen enerji

ve momentum de¼gerleri aras¬ndaki fark çok düşüktür. Dalga h¬z¬artt¬kça en-

erji ve momentum de¼gerleri aras¬ndaki fark artmaktad¬r. Buna göre küçük

dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum korunumu daha tutarl¬d¬r.



Bölüm 3

Klein-Gordon Denkleminin

Kübik B-spline Kolokeyşin

Metodu ·Ile Çözümü

3.1 Giri̧s

Bu bölümde KG denkleminin kübik B-spline kolokeyşin metoduyla say¬sal

çözümleri verilecektir.

3.2 Kübik B-spline Kolokeyşin Metodu

[a; b] çözüm aral¬¼g¬n¬

a = x0 < x1 : : : < xN = b

olacak şekilde eşit uzunluklu alt aral¬klara bölelim. �m(x); m = �1; 0; : : : N+

1 fonksiyonlar¬bölüm noktalar¬nda tan¬ml¬kübik B-spline fonksiyonlar ol-

sun. KG denklemindeki U(x; t) fonksiyonunun yaklaş¬k çözümünün UN(x; t)

43



44

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu yaklaş¬k çözüm B-spline fonksiyonlar cinsinden

aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

UN(x; t) = ��1(t)��1(x) + �0(t)�0(x) + :::+ �N+1(t)�N+1(x) (3.1)

Bu ifadedeki zamana ba¼gl¬�m parametreleri (2.1) denkleminin kübik B-spline

kolokeyşin formundan ve

U(a; t) = �1; U(b; t) = �2; t 2 (0; T ]

Ux(a; t) = 0; Ux(b; t) = 0
(3.2)

s¬n¬r koşullar¬ndan elde edilecektir.

Kübik B-spline fonksiyonlar ard¬̧s¬k dört aral¬¼g¬örttü¼günden [xm; xm+1]

sonlu aral¬¼g¬dört ard¬̧s¬k kübik B-spline şekil fonksiyonu taraf¬ndan örtülür.

Böylece U yaklaş¬k çözümü [xm; xm+1] aral¬¼g¬nda ard¬̧s¬k kübik B-spline şekil

fonksiyonlar¬cinsinden

Um =
m+2X
j=m�1

�j�j

biçiminde yaz¬labilir. Tablo 1.1 kullan¬larak bölünme noktalar¬nda eleman

parametreleri cinsinden Um yaklaş¬k çözümü ve bu yaklaş¬k çözümlerin ikinci

dereceye kadarki türevleri

Um = U(xm) = �m�1 + 4�m + �m+1

U
0
m = U

0
(xm) = 3

h
(�m+1 � �m�1)

U
00
m = U

00
(xm) = 6

h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

(3.3)

olarak bulunabilir.

(3.3) ile verilen de¼gerler (2.1) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

��
�m�1 + 4

��
�m +

��
�m+1 � 6

h2
(�m+1 � 2�m + �m�1)

+zm(�m�1 + 4�m + �m+1) = 0;
(3.4)
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zm = (�m�1 + 4�m + �m+1)
2 � 1

şeklinde birinci mertebeden N + 1 denklemden oluşan diferensiyel denklem

sistemi elde edilir.Burada "��" zamana ba¼gl¬ikinci mertebeden türevdir. �m

eleman parametresinin iki ard¬̧s¬k zaman ad¬m¬n ve n + 1 aras¬nda de¼geri

Crank-Nicholson formülü yard¬m¬yla

�m =
1

2
(�n+1m + �nm); (3.5)

şeklinde ve bunun zamana göre türevi sonlu farklar yaklaş¬m¬yla
�
�m =

1
�t
(�n+1m � �nm)

��
�m =

1
�t2
(�n+1m � 2�nm + �n�1m )

(3.6)

olarak bulunur. Bu de¼gerlerin (3.5) denklem sisteminde yerine yaz¬lmas¬yla

(
1

�t2
� 3

h2
+
zm
2
)�n+1m�1 + (

4

�t2
+
6

h2
+ 2zm)�

n+1
m

+(
1

�t2
� 3

h2
+
zm
2
)�n+1m+1 = (

2

�t2
+
3

h2
� zm
2
)�nm�1+

(
8

�t2
� 6

h2
� 2zm)�nm + (

2

�t2
+
3

h2
� zm
2
)�nm+1+

(� 1

�t2
)�n�1m�1 + (�

4

�t2
)�n�1m + (� 1

�t2
)�n�1m+1

(3.7)

bulunur. Bu sistemin yeniden düzenlenmesiyle, m = 0; : : : ; N olmak üzere

N + 3 bilinmeyenli N + 1 denklemden oluşan

�m1�
n+1
m�1 + �m2�

n+1
m + �m1�

n+1
m+1 =

�m3�
n
m�1 + �m4�

n
m + �m3�

n+1
m+1 �

1

�t2
�n�1m�1 �

4

�t2
�n�1m � 1

�t2
�n�1m+1

(3.8)

cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Burada
�m1 =

1

�t2
� 3

h2
+
zm
2

�m2 =
4

�t2
+
6

h2
+ 2zm

�m3 =
2

�t2
+
3

h2
� zm
2

�m4 =
8

�t2
� 6

h2
� 2zm
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dir. Denklem say¬s¬ile bilinmeyen say¬s¬n¬eşitlemek için ��1 ve �N+1 paramet-

releri s¬n¬r koşullar¬n¬n kullan¬lmas¬yla yokedilerek (N +1)� (N +1) boyutlu

3 bandl¬köşegen denklem sistemi elde edilir.

(3.2) s¬n¬r koşullar¬eleman parametreleri cinsinden

U(a; t) = ��1 + 4�0 + �1 = �1

Ux(a; t) = 3
h
(�N+1 � �N�1) = 0

(3.9)

şeklinde yaz¬labilir. Buradan s¬n¬r parametrelerinin de¼gerleri

��1 = �1 � 4�0 � �1
�N+1 = �N�1

(3.10)

olarak yaz¬labilir. Bu de¼gerler (3.8) denklem sisteminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

istenilen yok etme i̧slemi yap¬lm¬̧s olur. Buna göre,

F1 = �m3�
n
�1 + �m4�

n
0 + �m3�

n
1 � 2h2�n�1�1 � 8h2�n�10 � 2h2�n�11

FN+1 = �m3�
n
m�1 + �m4�

n
m + �m3�

n+1
m+1 � 2h2�n�1m�1 � 8h2�n�1m � 2h2�n�1m+1

(3.11)

olmak üzere (3.8) denklem sisteminde m = 0 için

�m1�
n+1
�1 + �m2�

n+1
0 + �m1�

n+1
1 = F1 (3.12)

ve m = N için

�m1�
n+1
N�1 + �m2�

n+1
N + �m1�

n+1
N+1 = FN+1 (3.13)

eşitlikleri bulunur. (3.10) eleman parametreleri (3.12) ve (3.13) denklem-

lerinde yerlerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa (3.12) denklemi,

�m2�
n+1
0 + 2�m1�

n+1
1 = F1 � �1 (3.14)

ve (3.13) denklemi

2�m1�
n+1
N�1 + �m2�

n+1
N = FN+1 (3.15)
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şeklinde yaz¬labilir. Buna göre (3.8) denklem sistemi,

F = Bdn + Cdn�1 + S

olmak üzere

Adn+1 = F (3.16)

olarak matris formunda yaz¬labilir. Burada,

dn = [�n�1; �
n
0 ; :::; �

n
N+1]

T

olmak üzere

A =

26666666666664

�m2 2�m1

�m1 �m2 �m1

�m1 �m2 �m1
. . . . . . . . .

�m1 �m2 �m1

2�m1 �m2

37777777777775

B =

26666666664

�m3 �m4 �m3

�m3 �m4 �m3

�m3 �m4 �m3
. . . . . . . . .

�m3 �m4 �m3

37777777775

C =

266666664

� 1

�t2
� 4

�t2
� 1

�t2

� 1

�t2
� 4

�t2
� 1

�t2
. . . . . . . . .

� 1

�t2
� 4

�t2
� 1

�t2

377777775
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ve

S =

26666666664

��1
0
...

0

0

37777777775
şeklinde yaz¬labilir.

(3.16) sistemini kullanarak, Thomas algoritmas¬ yard¬m¬yla, �n+1 yak-

laş¬m¬ bulunur. Yeni zaman ad¬m¬na geçmeden önce, �n+1 de¼gerini iyi-

leştirmek için bu de¼gerlere (2.20) ile verilen iterasyon iki veya üç defa uygu-

lan¬r. Böylece �n+1 yaklaş¬m¬n¬n yeni de¼geri elde edilmi̧s olur.

3.3 Başlang¬ç Durumu

�nm parametrelerini (3.16) denklem sisteminden ard¬̧s¬k olarak elde ede-

bilmek için �0m ve �1m başlang¬ç de¼gerlerinin hesaplanmas¬na ihtiyaç vard¬r.

Bunun için U(x; 0) başlang¬ç koşulundan (3.1) yaklaş¬k fonksiyonu yard¬m¬yla

�0m ve sonlu fark yaklaş¬m¬ndan

�1m =
�
�m�t+ �

0
m

formülü yard¬m¬yla başlang¬ç parametreleri belirlenebilir.

Bölünme noktalar¬nda

UN(xm; 0) = U(xm; 0); m = 0; : : : ; N
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oldu¼gundan, başlang¬ç durumu için

U(x0; 0) = �0�1 + 4�
0
0 + �

0
1

U(x1; 0) = �00 + 4�
0
1 + �

0
2

...
...

...

U(xN�1; 0) = �0N�2 + 4�
0
N�1 + �

0
N

U(xN ; 0) = �0N�1 + 4�
0
N + �

0
N+1

(3.17)

yaz¬labilir. Böylece N + 3 bilinmeyenli N + 1 denklemden oluşan den-

klem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde �0�1 ve �
0
N+1 parametreleri

yokedilirse, N+1 bilinmeyenli N+1 denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin

çözümü Thomas algoritmas¬ile elde edilir. Bunun için

U
0
N(a; 0) = 0

U
0
N(b; 0) = 0

(3.18)

s¬n¬r koşullar¬n¬kullanaca¼g¬z. Bu s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬yla

3
h
(�01 � �0�1) = 0

3
h
(�0N+1 � �0N�1) = 0

(3.19)

yaz¬l¬r. Buradan �0�1 ve �
0
N+1 parametreleri

�0�1 = �01

�0N+1 = �0N�1

(3.20)

olarak bulunur. Bu ifadeler (3.17) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

A =

26666666666664

4 2

1 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1

2 4

37777777777775
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�0 = [�00; �
0
1; :::; �

0
N ]
T ;

b = [U(x0); U(x1); :::; U(xN�1); U(xN)]
T

olmak üzere, her iki eleman parametresi için matris formunda

A �0 = b (3.21)

denklem sistemi elde edilir. Dolay¬s¬yla eleman parametresi için (N + 1)�

(N + 1) tipinde üç bandl¬köşegen denklem sistemi bulunmuş olur.

3.4 Kararl¬l¬k Analizi

�m1�
n+1
m�1 + �m2�

n+1
m + �m1�

n+1
m+1 =

�m3�
n
m�1 + �m4�

n
m + �m3�

n
m+1 �

1

�t2
�n�1m�1 �

4

�t2
�n�1m � 1

�t2
�n�1m+1

(3.22)

denkleminde �nm = qneim� al¬narak kararl¬l¬k analizine başlan¬r. Bu de¼ger

(3.22) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,

�m1q
n+1ei(m�1)� + �m2q

n+1eim� + �m1q
n+1ei(m+1)� =

�m3q
nei(m�1)� + �m4q

neim� + �m3q
nei(m+1)��

1

�t2
qn�1ei(m�1)� � 4

�t2
qn�1eim� � 1

�t2
qn�1ei(m+1)�

(3.23)

elde etti¼gimiz bu denklemi qneim� ile bölersek ;

�m1qe
�i� + �m2q + �m1qe

i� =

�m3e
�i� + �m4 + �m3e

i� � 1

�t2
q�1e�i� � 4

�t2
q�1 � 1

�t2
q�1ei�

(3.24)

bu denklemde gerekli aç¬l¬mlar ve sadeleştirmeler yap¬ld¬¼g¬nda

(2�m1Cos� + �m2)q
2 � (�(2�m1Cos� + �m2)+

3(
2

�t2
Cos� +

4

�t2
))q + (

2

�t2
Cos� +

4

�t2
) = 0

q2 � (3Y
X
� 1)q + Y

X
= 0

Xq2 � (3Y �X)q + Y = 0 (3.25)
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denklemi elde edilir. Burada

X = 2�m1Cos� + �m2

Y =
2

�t2
Cos� +

4

�t2

şeklindedir. Kararl¬l¬¼g¬n sa¼glanabilmesi için ya jqj � 1 yada q kompleks

olmal¬d¬r.

q nun kompleks olmas¬durumunda (3.25) denklemi için � < 0 olmal¬d¬r.

Buna göre 9Y 2 � 10XY +X2 < 0 olmal¬d¬r.

9Y 2 � 10XY +X2 =
1

h4�t2
[(�6 cos � + zmh2 cos � + 2zmh2 � 6)

(zmh
2�t2 cos � + 2zmh

2�t2 � 16h2 cos � � 32h2 � 6�t2 cos � + 6�t2)] < 0

[zmh
2(cos � + 2)� 6(cos � � 1)]

[�t2(zmh
2(cos � + 2)� 6(cos � � 1)� 16h2(cos � + 2))] < 0

�2 < cos � � 1 < 0 ve 1 < cos � + 2 < 3 oldu¼gundan cos � + 2 = 1 ve

cos � � 1 = �2 al¬nd¬¼g¬nda eşitsizlik de¼gi̧smeyece¼ginden

(cos � + 2)(zmh
2�t2 � 16h2)� 6�t2(cos � � 1) < 0

�t <
4hp

zmh2 + 12

olur. Bu şarta göre kararl¬l¬k sa¼gland¬¼g¬ndan denklem koşullu kararl¬d¬r.

3.5 Test Problemleri

3.5.1 Birinci Test Problemi

Bu test problemi için farkl¬ zamanlarda dalga hareketleri incelendi¼ginde,

tek dalgadan oluşan bir dalga hareketi görülecektir. Bu dalga hareketinin
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başlang¬ç noktas¬�1, biti̧s noktas¬1 dir. Hareketli dalga çözümünde analitik

çözüm (1.4) ve (1.5) formunda al¬nacakt¬r.

Hesaplama c = 0:5 al¬narak �30 � x � 30 aral¬¼g¬içinde t = 10 oluncaya

kadar yap¬ld¬. t = 10 an¬nda farkl¬h ve �t de¼gerleri için elde edilen sonuçlar

Tablo 3.1 �de verildi.

Tablo 3.1: c = 0:5; t = 10; �30 � x � 30

h �t L2 � 103 L1 � 103 P E

0:2 0:05 26:8686 22:3913 �0:263557 14:0666

0:1 0:02 12:9278 10:5616 �0:26861 14:0397

0:05 0:01 7:35833 5:91472 �0:270369 14:0265

0:02 0:005 3:98635 3:17503 �0:271263 14:0187

Şekil 3.1 Farkl¬zamanlardaki tek dalga çözümü
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40 20 0 20 40

0

2

4

6

8

10

X

Ha
ta

x1
03

t=10

Şekil 3.2 jAnalitik � n�umerikj x103; t = 10

c = 0:05;�t = 0:01; h = 0:05

Şekil 3.2 de t = 10 zaman¬nda �30 � x � 30 aral¬¼g¬nda analitik çözüm

ile nümerik çözüm aras¬ndaki fark çizilmi̧stir. t = 10 zaman¬nda hata binde

on seviyesindedir.

0 2 4 6 8 10

13.92

13.96

14

14.04

t

E

0 2 4 6 8 10

0.2724

0.272

0.2716

0.2712

0.2708

0.2704

0.27

t

P

Şekil 3.3.1 Şekil 3.3.2

Şekil 3.3.1 incelendi¼ginde enerji de¼gerinin çok küçük bir aral¬kta de¼gi̧sti¼gi

görülmüştür. Say¬sal de¼gerlere göre enerji de¼gerleri 14:0259 ile 14:0265
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aras¬ndad¬r. Buna göre enerji de¼geri 6�10�4 kadar bir de¼gi̧sim göstermi̧stir.

Şekil 3.3.2 de momentumdaki de¼gi̧siklik verilmi̧stir. Buna göre momentum

de¼gerleri �0:272164 ile �0:270371 aras¬nda de¼gi̧smi̧stir. Momentum de¼geri

17 � 10�4 oran¬nda bir de¼gi̧sim göstermi̧stir. Şekil 3.3.1 ve Şekil 3.3.2 için

Tablo 5.1 de verilen di¼ger h ve �t de¼gerleri al¬nd¬¼g¬nda de¼gi̧sim aral¬¼g¬daha

da küçülmektedir. Buna göre her iki özellik için çözüm oldukça iyi sonuç

vermi̧stir.

0 2 4 6 8 10

0

4

8

12

16

t

L 2
x1

03

0 2 4 6 8 10

0

2

4

6

8

10

t

L 00
x1

03

Şekil 3.4.1 Şekil 3.4.2

Şimdi birinci test problemi için L2 ve L1 hata normlar¬n¬ inceleyelim.

Şekil 3.4.1 ve Şekil 3.4.2 de c = 0:5 ; h = 0:05;�t = 0:01 al¬narak �30 �

x � 30 aral¬¼g¬içinde L2 ve L1 hata normlar¬n¬n hareketleri gösterilmi̧stir.

Her iki norm da monoton artand¬r. En yüksek de¼ger t = 10 zaman¬nda 10�3

de¼gerindedir. Bu da say¬sal çözümün iyi oldu¼gunu gösterir.
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3.5.2 ·Ikinci Test Problemi

Bu test probleminde (1.8) ve (1.9) analitik çözümlerini kullan¬lacakt¬r. Test

probleminde başlang¬çta ters yönlü iki dalga mevcuttur. Zaman ilerledikçe

bu iki dalga birbirine yaklaş¬r ve belli bir zaman sonra birbirine yap¬̧sm¬̧s dal-

galar¬n sa¼ga do¼gru ilerledi¼gi gözlemlenecektir. ·Ikinci test problemini uygula-

mak için problemin algoritmas¬nda farkl¬c de¼gerleri al¬narak �60 � x � 60

aral¬¼g¬nda çeşitli çal¬̧smalar yap¬ld¬. Bu çal¬̧smalardan birinde t = 120 an¬nda

h = 0:05 , x0 = 6 ve �t = 0:01 de¼gerleri kullan¬larak elde edilen sonuçlar

Tablo 3.2 ile verildi.

Tablo 3.2

c E0 E120

0:1 28:1174 29:631

0:15 28:1053 29:295

0:175 28:0973 29:7619

0:195 28:09 29:2313

0:2 28:088 29:4574

0:22 28:0795 29:3875

0:25 28:065 29:4493

0:26 28:0597 29:664

0:3 28:0358 29:5271

0:5 27:8352 28:069

0:7 27:3721 28:0332

0:9 25:6866 27:8798

Tablo 3.2 ye göre t = 0 ve t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji

de¼gerlerine bak¬ld¬¼g¬nda, en iyi enerji korunumu 0:5 ve 0:7 dalga h¬zlar¬nda

gerçekleşmektedir. Di¼ger dalga h¬zlar¬na bak¬ld¬¼g¬nda belirtilen iki zaman



56

aras¬nda enerjinin yeterince korundu¼gu gözlenebilir.

Şimdi �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:1; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga

çifti hareketlerini inceleyelim;

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

0.8

1.2

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.05

1

0.95

0.9

0.85

0.8

x

U
(x

,t)

Şekil 3.5.1 t = 0 Şekil 3.5.2 t = 69

120 80 40 0 40 80 120

1.1

1

0.9

0.8

0.7

0.6

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.05

1

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

x

U
(x

,t)

Şekil 3.5.3 t = 70 Şekil 3.5.4 t = 70:5
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120 80 40 0 40 80 120

1.12

1.08

1.04

1

0.96

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.1

1

0.9

0.8

0.7

x

U
(x

,t)

Şekil 3.5.5 t = 71 Şekil 3.5.6 t = 75

·Ikinci test problemi için farkl¬zamanlardaki dalga çifti hareketlerini in-

celeyelim. Burada amac¬m¬z, elde etti¼gimiz say¬sal çözümün, analitik çözüm

ile ayn¬dalga çifti hareketi oluşturdu¼gunu göstermektir. Şekil 3.5.1 de t = 0

zaman¬nda meydana gelen başlang¬ç dalga çifti hareketi verilmi̧stir. t = 69

zaman¬nda oluşan dalga hareketinde dalga ilerlemeye devam ederken, dalga

boyu küçülmüştür. Şekil 3.5.5 de t = 71 civar¬nda dalgalar çarp¬̧sarak yön

de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 3.5.6 da t = 75 civar¬nda dalga eski haline dönmeye

başlam¬̧st¬r.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:3; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga



58

çifti hareketlerini inceleyelim.;

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

0.8

1.2

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

1

0.8

0.6

0.4

x

U
(x

,t)

Şekil 3.5.7 t = 0 Şekil 3.5.8 t = 28

120 80 40 0 40 80 120

1.3

1.2

1.1

1

0.9

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.6

1.4

1.2

1

0.8

x

U
(x

,t)

Şekil 3.5.9 t = 29 Şekil 3.5.10 t = 29:5

120 80 40 0 40 80 120
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1
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0.4

0.2

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

1
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0.6
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0.2

0

x

U
(x

,t)

Şekil 3.5.11 t = 30 Şekil 3.5.12 t = 34
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Şekil 3.5.7-12 aras¬nda c = 0:3 al¬narak elde edilen dalga çifti hareket-

leri verilmi̧stir. t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalgas¬ile başlayan dalga çifti

hareketleri, bir zaman aral¬¼g¬nda de¼gi̧sime u¼gramaktad¬r. Bu de¼gi̧sim in-

celendi¼ginde t = 28 zaman¬nda dalga çiftinin boylar¬ küçülmekte, t = 29

da dalgalar çarp¬̧s¬p yön de¼gi̧stirmekte ve Şekil 3.5.11 de t = 30 zaman¬nda

dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek hareketine devam etmektedir.

0 40 80 120

48

48.4

48.8

49.2

49.6

50

50.4

t

E

0 40 80 120

1E014

0

1E014

2E014

3E014

4E014

t

P

Şekil 3.6.1 Şekil 3.6.2

Enerji ve momentum korunum de¼gerleri �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c =

0:1; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak incelenmi̧stir. Şekil

3.6.1 de enerji de¼gerleri 48:1620 ile 50:0252 aras¬nda de¼gi̧smektedir. t =

40 zaman¬na kadar dalga hareketi devam ederken t = 40 zaman¬ndan

sonra dalga çarp¬̧smalar¬başlad¬¼g¬ndan enerji de¼gerinde de¼gi̧smeler meydana

gelmi̧stir. Şekil 3.6.2 ye göre momentum ise �6:96 � 10�16 ile �4:25 �
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10�16 aras¬ndad¬r. De¼gi̧sim oran¬oldukça küçüktür.

0 40 80 120

48.4

48.8

49.2

49.6

50

50.4

t

E

0 40 80 120

1.2E014

8E015

4E015

0

4E015

8E015

t

P

Şekil 3.7.1 Şekil 3.7.2

Şekil 3.7.1 ve Şekil 3.7.2 de korunumlar �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda

c = 0:3; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak hesaplanm¬̧st¬r. Bu-

rada çarp¬̧smadan önce enerji de¼geri 48:1401 ile 50:0402 aras¬nda de¼gi̧smek-

tedir. Momentum de¼gerleri ise �4:69 � 10�16 ile �1:18 � 10�16 aras¬nda

de¼gi̧smektedir. Enerji ve momentum hareketleri incelendi¼ginde t = 20 za-

man¬na kadar dalgalar harekete devam ederken, t = 20 den t = 120 ye kadar

dalga çarp¬̧smalar¬n¬n etkisi görülmektedir. Buna göre enerji ve momentum

de¼gerleri korunmaktad¬r.

3.5.3 Üçüncü Test Problemi

Bu test probleminde (1.12) ve (1.13) analitik çözümleri kullan¬lacakt¬r. Bu

test probleminin özelli¼gi, iki dalgadan birinin hareketli di¼gerinin dura¼gan ol-

mas¬d¬r.

Şimdi �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:25; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 =

6 de¼gerlerini kullanarak (1.12) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu
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dalga çifti hareketlerini inceleyelim.;
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Şekil 3.8.1 t = 0 Şekil 3.8.2 t = 39
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Şekil 3.8.3 t = 47 Şekil 3.8.4 t = 47:75
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Şekil 3.8.5 t = 48 Şekil 3.8.6 t = 50

Belli bir zaman aral¬¼g¬nda iki dalgadan oluşan hareket durumu Şekil 3.8.1-

6 da verilmi̧stir. Üçüncü test probleminde c = 0:25 ve c = 0:35 için farkl¬
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zamanlardaki dalga hareketlerine bakal¬m. Şekil 3.8.1 de t = 0 zaman¬nda

başlang¬ç dalga çifti hareketi ile başlayan hareket t = 39 zaman¬na kadar de-

vam etmi̧stir. Şekil 3.8.3 de t = 47 zaman¬nda dalgalar¬n çarp¬̧smas¬meydana

gelmi̧s ve dalga yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 2.8.4 de t = 47:75 zaman¬nda dal-

galar¬n çarp¬̧smas¬n¬n etkisi devam etmektedir. Şekil 2.8.5 ve Şekil 2.8.6 da

t = 48 ve t = 55 zaman¬nda dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek t = 0 konumuna

dönmeye başlam¬̧st¬r.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:35; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 =

6 de¼gerlerini kullanarak (1.12) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu

dalga çifti hareketlerini inceleyelim.;
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Şekil 3.8.7 t = 0 Şekil 3.8.8 t = 41
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Şekil 3.8.9 t = 42:5 Şekil 3.8.10 t = 42:75
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Şekil 3.8.11 t = 43 Şekil 3.8.12 t = 50

Şekil 3.8.7 de t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga çifti hareketi ile başlayan

hareket t = 50 zaman¬na kadar incelenmi̧stir. t = 41 ile t = 50 zamanlar¬

aras¬ndaki hareket çok önemlidir. Çünkü bu aral¬kta dalga, de¼gi̧sim hareke-

tini gerçekleştirmektedir. Şekil 3.8.8 de t = 41 zaman¬nda dalga boylar¬

küçülmekte, t = 43 zaman¬nda dalgalar¬n çarp¬̧smas¬gerçekleşmekte, t = 50

ye kadar olan zaman içinde, dalga tekrar yön de¼gi̧stirerek yeni bir çarp¬̧sma

için ilerlemeye devam etmektedir.
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Şekil 3.9.1 Şekil 3.9.2

Bu test problemi için �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:35; h = 0:2;

�t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak enerji ve momentum korunum-
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lar¬na bak¬lm¬̧st¬r. Buna göre Şekil 3.9.1 de enerjinin de¼geri 48:1470 ile

50:0197 aras¬nda de¼gi̧smi̧stir. Şekil 3.9.1 incelendi¼ginde dalgalar¬n çarp¬̧sma

zaman¬nda enerjide bir art¬̧s meydana gelmi̧stir. Bu art¬̧s t = 27 zaman¬nda

başlam¬̧s ve t = 120 zaman¬na kadar devam etmi̧stir. Yapt¬¼g¬m¬z çal¬̧smada

t = 43 zaman¬nda oluşan çarp¬̧sma gösterilmi̧stir. Ayn¬şartlarda momentum

ise �0:17611 ile �0:00303 aras¬ndad¬r. Şekil 3.9.2 incelendi¼ginde momen-

tumdaki de¼gi̧sim hareketinin, enerji de¼gi̧simi ile ayn¬oldu¼gu görülmektedir.

Tablo 3.3

c E0 E120

0:1 28:1221 28:7743

0:15 28:1161 29:6893

0:175 28:1121 29:4168

0:195 28:1084 29:0511

0:2 28:1074 29:6597

0:22 28:1032 29:5767

0:25 28:0960 29:1375

0:26 28:0933 29:3237

0:3 28:0814 29:5262

0:5 27:9810 29:2177

0:7 27:7495 29:4171

0:9 26:9067 28:0320

�60 � x � 60; h = 0:05;�t = 0:01; x0 = 6

Tablo 3.3 e göre t = 0 ve t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji de¼gerle-

rine bak¬ld¬¼g¬nda, c dalga h¬z¬ 0:1 ile 0:195 aras¬nda iken iki zaman aras¬ndaki

fark düşüktür. Dalga h¬z¬0:2 ve daha büyük al¬nd¬¼g¬nda bu fark artmaktad¬r.

Buna göre en iyi enerji korunumu 0:1 ile 0:195 aras¬ndaki dalga h¬zlar¬için

sa¼glanmaktad¬r.
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Tablo 3.4 :Farkl¬dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum

c Enerji Momentum

0:1 49:5669 �0:00930013

0:35 50:0207 �0:00304497

0:4 50:0192 �0:00299469

0:55 50:0277 �0:00294579

0:7 50:0353 �0:00286642

0:8 50:0379 �0:00272089

0:9 50:0413 �0:00239254

�100 � x � 100; h = 0:2;�t = 0:05; x0 = 6; t = 100

Farkl¬dalga h¬zlar¬için elde edilen enerji ve momentum de¼gerleri Tablo

3.4 de verilmi̧stir. Tablo incelendi¼ginde dalga h¬zlar¬0:4 ile 0:9 aras¬nda

al¬nd¬¼g¬nda elde edilen enerji ve momentum de¼gerleri aras¬ndaki fark çok

düşüktür. Dalga h¬zlar¬0:1 ve 0:35 aras¬nda iken enerji ve momentum de¼ger-

leri aras¬ndaki fark artmaktad¬r. Buna göre bu metod için 0:4 den büyük

dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum korunumu daha tutarl¬d¬r.



Bölüm 4

Klein-Gordon Denkleminin

Kuartik B-spline Kolokeyşin

Metodu ·Ile Çözümü

4.1 Giri̧s

Bu bölümde KG denkleminin kuartik B-spline kolokeyşin metoduyla say¬sal

çözümleri verilecektir.

4.2 Kuartik B-spline Kolokeyşin Metodu

[a; b] çözüm aral¬¼g¬n¬bölünme noktalar¬

a = x0 < x1 : : : < xN = b

olacak şekilde eşit uzunluklu alt aral¬klara bölelim. �m(x); m = �2;�1; 0; : : : N+

1 fonksiyonlar¬bölünme noktalar¬nda tan¬ml¬kuartik B-spline fonksiyonlar ol-

sun. KG denklemindeki U(x; t) fonksiyonunun yaklaş¬k çözümünün UN(x; t)

66
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oldu¼gunu varsayal¬m. Bu yaklaş¬k çözüm kuartik B-spline fonksiyonlar cinsin-

den aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

UN(x; t) = ��2(t)��2(x) + ��1(t)��1(x) + :::+ �N+1(t)�N+1(x) (4.1)

Bu ifadedeki �m parametreleri, (2.1) denkleminin kuartik kolokeyşin formun-

dan ve

U(a; t) = �1; U(b; t) = �2 ; t 2 (0; T ]

Ux(a; t) = Ux(b; t) = 0;
(4.2)

s¬n¬r koşullar¬ndan elde edilecek zamana ba¼gl¬parametrelerdir.

Kuartik B-spline fonksiyonlar ard¬̧s¬k beş aral¬¼g¬örttü¼günden [xm; xm+1]

sonlu aral¬¼g¬beş ard¬̧s¬k B-spline şekil fonksiyonu taraf¬ndan örtülür. Böylece

U yaklaş¬k çözümü [xm; xm+1] aral¬¼g¬nda ard¬̧s¬k kuartik B-spline şekil fonksi-

yonlar¬cinsinden

Um =
m+1X
j=m�2

�j�j

biçiminde yaz¬labilir. Um yaklaş¬k çözümü ve bu çözümün üçüncü mertebeye

kadarki türevleri bölünme noktalar¬nda eleman parametreleri cinsinde

Um = U(xm) = �m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1

U
0
m = U

0
(xm) = 4

h
(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2)

U
00
m = U

00
(xm) = 12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2)

U
000
m = U

000
m(xm) = 24

h3
(�m+1 � 3�m � �m�1 + �m�2)

(4.3)

olarak bulunabilir. UN in bölünme noktalar¬ndaki (4.3) de¼gerleri (2.1) denk-

leminde yerlerine yaz¬l¬rsa

��m�2 + 11��m�1 + 11��m + ��m+1 � 12
h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2)

�zm(�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1) = 0; m = 0; 1; 2; : : : ; N
(4.4)

zm = 1� (�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1)2
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şeklinde N + 1 denklemden oluşan birinci mertebeden diferensiyel denklem

sistemi elde edilir. Burada "��" zamana ba¼gl¬ ikinci mertebeden türevdir.

�m eleman parametresinin iki ard¬̧s¬k zaman ad¬m¬n ve n + 1 deki de¼gerleri

Crank-Nicholson formülü yard¬m¬yla

�m =
1

2
(�n+1m + �nm); (4.5)

ve bunun zamana göre türevleri sonlu farklar yaklaş¬m¬yla
�
�m = 1

�t
(�n+1m � �nm)

��
�m = 1

�t2
(�n+1m � 2�nm + �n�1m )

(4.6)

diskritize edilebilir. Böylece bu de¼gerler (4.4) denklem sisteminde yerine

yaz¬l¬rsa

(2h2 � zmh2�t2 � 12�t2)�n+1m�2 + (22h
2 � 11zmh2�t2 + 12�t2)�n+1m�1

+(22h2 � 11zmh2�t2 + 12�t2)�n+1m + (2h2 � zmh2�t2 � 12�t2)�n+1m+1

= (4h2 + zmh
2�t2 + 12�t2)�nm�2 + (44h

2 + 11zmh
2�t2 � 12�t2)�nm�1

+(44h2 + 11zmh
2�t2 � 12�t2)�nm + (4h2 + zmh2�t2 + 12�t2)�nm+1

�2h2�n�1m�2 � 22h2�n�1m�1 � 22h2�n�1m � 2h2�n�1m+1;

m = 0; 1; 2; : : : ; N

(4.7)

elde edilir. Bu sistemin yeniden düzenlenmesi ile N + 4 bilinmeyenli N + 1

cebirsel denklem sistemi bulunur.

�m1�
n+1
m�2 + �m2�

n+1
m�1 + �m2�

n+1
m + �m1�

n+1
m+1 =

�m3�
n
m�2 + �m4�

n
m�1 + �m4�

n
m + �m3�

n
m+1

�2h2�n�1m�2 � 22h2�n�1m�1 � 22h2�n�1m � 2h2�n�1m+1

(4.8)

Burada
�m1 = 2h2 � zmh2�t2 � 12�t2

�m2 = 22h2 � 11zmh2�t2 + 12�t2

�m3 = 4h2 + zmh
2�t2 + 12�t2

�m4 = 44h2 + 11zmh
2�t2 � 12�t2
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dir. Bu denklemdeki ��2; ��1 ve �N+1 parametrelerinin s¬n¬r koşullar¬kul-

lan¬larak yokedilmesiyle (N +1)� (N +1) boyutlu 4 bandl¬köşegen denklem

sistemi elde edilir.

(4.2) s¬n¬r koşullar¬eleman parametreleri cinsinden

U0 = �n�2 + 11�
n
�1 + 11�

n
0 + �

n
1 = �1

U
0
0 = 4

h
(�n1 + 3�

n
0 � 3�n�1 � �n�2) = 0

UN = �nN�2 + 11�
n
N�1 + 11�

n
N + �

n
N+1 = �2

(4.9)

şeklinde yaz¬labilir. Buradan s¬n¬r parametrelerinin de¼gerleri

��1 =
1

8
�1 �

7

4
�0 �

1

4
�1

��2 = �3
8
�1 +

33

4
�0 +

7

4
�1

�N+1 = �2 � �N�2 � 11�N�1 � 11�N

(4.10)

olarak bulunur. Bu de¼gerler (4.8) denklem sisteminde yerine yaz¬l¬r ve

F1 = �m3�
n
�2 + �m4�

n
�1 + �m4�

n
0 + �m3�

n+1
1

�2h2�n�1�2 � 22h2�n�1�1 � 22h2�n�10 � 2h2�n�11 ;

FN+1 = �m3�
n
m�2 + �m4�

n
m�1 + �m4�

n
m + �m3�

n
m+1

�2h2�n�1m�2 � 22h2�n�1m�1 � 22h2�n�1m � 2h2�n�1m+1

(4.11)

al¬n¬rsa (4.8) denklem sisteminde m = 0 için

�m1�
n+1
�2 + �m2�

n+1
�1 + �m2�

n+1
0 + �m1�

n+1
1 = F1; (4.12)

m = 1 için

�m1�
n+1
�1 + �m2�

n+1
0 + �m2�

n+1
1 + �m1�

n+1
2 = F2; (4.13)

m = N için

�m1�
n+1
N�2 + �m2�

n+1
N�1 + �m2�

n+1
N + �m1�

n+1
N+1 = FN+1 (4.14)
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eşitlikleri bulunur. (4.10) eleman parametreleri (4.12), (4.13) ve (4.14) denk-

lemlerinde yerlerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa (4.12) denklemi,

(
33

4
�m1 �

3

4
�m2)�

n+1
0 + (

11

4
�m1 �

1

4
�m2)�

n+1
1 =

F1 � �m1(�
3

8
�1)� �m2(

1

8
�1);

(4.15)

(4.13) denklemi,

(�7
4
�m1 + �m2)�

n+1
0 + (�1

4
�m1 + �m2)�

n+1
1 =

F2 � �m1(
1

8
�1)

(4.16)

ve (4.14) denklemi

(�m2 � 11�m1)�n+1N�1 + (�m2 � 11�m1)�n+1N = FN+1 � �m1�2 (4.17)

şeklinde yaz¬labilir. Buna göre (4.8) denklem sistemi,

dn = [�n�2; �
n
0 ; :::; �

n
N+1]

T

olmak üzere

F = Bdn + Cdn�1 + S

olarak al¬nd¬¼g¬nda

Adn+1 = F (4.18)

olarak matris formunda bulunmuş olur. Burada,

A =

26666666666664

�m2 �m1

�m2 �m2 �m1

�m1 �m2 �m2 �m1
. . . . . . . . . . . .

�m1 �m2 �m2 �m1

�m1 �m2 �m2

37777777777775
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B =

26666664
�m3 �m4 �m4 �m3

�m3 �m4 �m4 �m3
. . . . . . . . . . . .

�m3 �m4 �m4 �m3

37777775

C =

26666664
�2h2 �22h2 �22h2 �2h2

�2h2 �22h2 �22h2 �2h2
. . . . . . . . .

�2h2 �22h2 �22h2 �2h2

37777775

S =

266666666666664

3

8
�m1�1 �

1

8
�m2�1

�1
8
�m1�1

0
...

0

��m1�2

377777777777775
Eleman parametresi için (N +1)� (N +1) tipinde dört bandl¬köşegensel

denklem sistemi bulunmuş olur. Lineer hale getirilmi̧s (2.1) denkleminin

çözümü, (2.20) iterasyon formülü kullan¬larak her zaman ad¬m¬nda iyileşt-

irilebilir.

(4.18) sistemini kullanarak �n+1 yaklaş¬m¬n¬bulduktan sonra , �n+1 de¼ger-

ine yeni yaklaş¬m (2.20) i̧slemi ile elde edilir. Yeni zaman ad¬m¬na geçmeden

önce �n+1de¼gerini iyileştirmek için iterasyon iki veya üç kez tekrarlan¬r.

4.3 Başlang¬ç Durumu

�nm parametresini (4.18) denklem sisteminden elde edebilmek için �0m ve �1m

başlang¬ç de¼gerlerinin hesaplanmas¬na ihtiyaç vard¬r. Bunun için U(x; 0)
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başlang¬ç koşulundan ( 4.1) yaklaş¬k fonksiyonu yard¬m¬yla �0m ve sonlu fark

yaklaş¬m¬ndan

�1m =
�
�m�t+ �

0
m

formülü yard¬m¬yla başlang¬ç parametreleri belirlenebilir.

Bölünme noktalar¬nda, yaklaş¬k çözüm ile analitik çözüm ayn¬olaca¼g¬ndan

UN(xm; 0) = U(xm; 0);

m = 0; :::; N

yaz¬l¬r. Buradan N + 4 bilinmeyenli N + 1 denklemden oluşan

U(x0; 0) = �0�2 + 11�
0
�1 + 11�

0
0 + �

0
1

U(x1; 0) = �0�1 + 11�
0
0 + 11�

0
1 + �

0
2

...
...

U(xN�1; 0) = �0N�3 + 11�
0
N�2 + 11�

0
N�1 + �

0
N

U(xN ; 0) = �0N�2 + 11�
0
N�1 + 11�

0
N + �

0
N+1

(4.19)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde �0�2; �
0
�1 ve �

0
N+1 para-

metreleri başlang¬ç koşullar¬kullan¬larak yok edilir. Bunun için

U
0
N(a; 0) = 0

U
00
N(a; 0) = 0

U
0
N(b; 0) = 0

(4.20)

s¬n¬r koşullar¬n¬kullanaca¼g¬z. Bu s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬yla

4
h
(�01 + 3�

0
0 � 3�0�1 � �0�2) = 0

12
h2
(�01 � �00 � �0�1 � �0�2) = 0

4
h
(�0N+1 + 3�

0
N � 3�0N�1 � �0N�2) = 0

(4.21)

yaz¬l¬r.Buradan �0�2,�
0
�1 ve �

0
N+1 parametreleri

�0�2 = 3�00 � 2�01
�0�1 = 2�00 � �01
�0N+1 = �0N�2 + 3�

0
N�1 � 3�0N

(4.22)
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olarak bulunur. Bu ifadeler ( 4.19) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

A =

26666666666666664

36 �23

13 10 1

1 11 11 1
. . . . . . . . . . . .

1 11 11 1

1 11 11 1

2 14 8

37777777777777775
�0 = [�00; �

0
1; :::; �

0
N ]
T ;

b = [U(x0); U(x1); :::; U(xN�1); U(xN)]
T

olmak üzere, (4.19) denklem sistemi matris formunda

A �0 = b (4.23)

şeklinde bulunur. Burada A matrisi (N + 1)� (N + 1) tipinde dört bandl¬

köşegensel bir matristir.

Lineerleştirmeden kaynaklanan hatay¬azaltmak için (2.22) iterasyon for-

mülü kullan¬larak her zaman ad¬m¬nda iyileştirilebilir.

(4.18 ) sistemini kullanarak �n+1 yaklaş¬m¬n¬bulduktan sonra, �n+1 de¼geri-

ne yeni yaklaş¬m (2.22) i̧slemi ile elde edilir. Yeni zaman ad¬m¬na geçmeden

önce �n+1de¼gerini iyileştirmek için iterasyon iki veya üç kez tekrarlan¬r.

4.4 Kararl¬l¬k Analizi

Nümerik metodun kararl¬l¬¼g¬n¬araşt¬rmak için aşa¼g¬daki eşitlikleri kullanaca¼g¬z.

�nm = �̂
n
eimk�; �̂

n+1
= q�̂

n
(4.24)
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Burada i; birim imajiner say¬, q tan¬mlanmas¬gereken kompleks say¬ve �

key� reel say¬d¬r.

�m1�
n+1
m�2 + �m2�

n+1
m�1 + �m2�

n+1
m + �m1�

n+1
m+1 =

�m3�
n
m�2 + �m4�

n
m�1 + �m4�

n
m + �m3�

n
m+1

�2h2�n�1m�2 � 22h2�n�1m�1 � 22h2�n�1m � 2h2�n�1m+1

(4.25)

(4.24 ) eşitli¼gi (4.25 ) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

�m1�̂
n+1
ei(m�2)k� + �m2�̂

n+1
ei(m�1)k� + �m2�̂

n+1
eimk� + �m1�̂

n+1
ei(m+1)k� =

�m3�̂
n
ei(m�2)k� + �m4�̂

n
ei(m�1)k� + �m4�̂

n
eimk� + �m3�̂

n
ei(m+1)k�

�2h2�̂n�1ei(m�2)k� � 22h2�̂n�1ei(m�1)k� � 22h2�̂n�1eimk� � 2h2�̂n�1ei(m+1)k�
(4.26)

elde edilir. eik� = cos(k�) + i sin(k�) eşitli¼gi kullan¬larak bu denklem

�̂
n+1f[�m1 cos(2k�) + �m2 cos(k�) + �m2 + �m1 cos(k�)]

+[��m1 sin(2k�)� �m2 sin(k�) + �m1 sin(k�)]ig =

�̂
nf[�m3 cos(2k�) + �m4 cos(k�) + �m4 + �m3 cos(k�)]

+[��m3 sin(2k�)� �m4 sin(k�) + �m3 sin(k�)]ig

��̂n�1f[2h2 cos(2k�) + 22h2 cos(k�) + 22h2 + 2h2 cos(k�)]

+[�2h2 sin(2k�)� 22h2 sin(k�) + 2h2 sin(k�)]ig

(4.27)

şeklinde yaz¬labilir.Buradan

A = �m1 cos(2k�) + �m2 cos(k�) + �m2 + �m1 cos(k�)

B = ��m1 sin(2k�)� �m2 sin(k�) + �m1 sin(k�)

C = �m3 cos(2k�) + �m4 cos(k�) + �m4 + �m3 cos(k�)

D = ��m3 sin(2k�)� �m4 sin(k�) + �m3 sin(k�)

E = 2h2 cos(2k�) + 22h2 cos(k�) + 22h2 + 2h2 cos(k�)

F = �2h2 sin(2k�)� 22h2 sin(k�) + 2h2 sin(k�)

(4.28)
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olarak al¬nd¬¼g¬nda denklem

�̂
n+1
(A+ iB) = �̂

n
(C + iD)� �̂n�1(E + iF )

�̂
n+1
(A+ iB) = �̂

n
(C + iD)� 1

q
�̂
n
(E + iF )

q�̂
n
(A+ iB) = �̂

n
[(C � 1

q
E) + (D � 1

q
F )i]

q(A+ iB) = (C � 1
q
E) + (D � 1

q
F )i

q2A� qC + E = 0 (4.29)

q2B � qD + F = 0

haline gelir. Kararl¬l¬¼g¬n sa¼glanabilmesi için ya jqj � 1 yada q kompleks

olmal¬d¬r.

q nun kompleks olmas¬durumunda (4.39) denklemi için � < 0 olmal¬d¬r.

Buna göre C2 � 4AE < 0 olmal¬d¬r.

C2 � 4AE = 4�t2(cos � + 1)2[(12 cos � + zmh2 cos � + 5zmh2 � 12)

(zmh
2�t2 cos � + 5zmh

2�t2 + 16h2 cos � + 80h2 + 12�t2 cos � � 12�t2)] < 0

[zmh
2(cos � + 5) + 12(cos � � 1)]

[�t2(zmh
2(cos � + 5) + 12(cos � � 1)) + 16h2(cos � + 5))] < 0

�2 < cos � � 1 < 0 ve 4 < cos � + 5 < 6 oldu¼gundan cos � + 5 = 4 ve

cos � � 1 = �2 al¬nd¬¼g¬nda eşitsizlik de¼gi̧smeyece¼ginden

4(4zmh
2�t2 � 24�t2 + 64h2)(zmh2 � 6) < 0

�t <
4hp

6� zmh2

olur. Bu şarta göre kararl¬l¬k sa¼gland¬¼g¬ndan denklem koşullu kararl¬d¬r.



76

4.5 Test Problemleri

4.5.1 Birinci Test Problemi

Bu test problemini �ziksel olarak inceledi¼gimizde, hareketin tek dalgadan

oluştu¼gunu görülür. Hareketli dalga çözümü (1.4) ve (1.5) formundad¬r.

Hesaplama c = 0:5 al¬narak �30 � x � 30 aral¬¼g¬içinde t = 10 oluncaya

kadar yap¬ld¬. t = 10 an¬nda farkl¬h ve �t de¼gerleri kullan¬larak elde edilen

sonuçlar Tablo 4.1�de verilmi̧stir.

Tablo 4.1. c = 0:5; t = 10;�30 � x � 30

h �t L2 � 103 L1 � 103 P E

0:2 0:05 40:39069 32:00866 �0:26351 13:96988

0:1 0:02 16:38021 12:98879 �0:26860 13:93988

0:05 0:01 8:23193 6:52831 �0:27037 13:92563

0:02 0:005 4:12707 3:27426 �0:27126 13:91724
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Şekil 4.1 Farkl¬zamanlardaki tek dalga çözümü
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Şekil 4.2. jAnalitik � n�umerikj � 103; t = 10

c = 0:5;�t = 0:01; h = 0:05

Şekil 4.2 de t = 10 zaman¬nda �30 � x � 30 aral¬¼g¬nda analitik çözüm

ile nümerik çözüm aras¬ndaki fark çizilmi̧stir. Elde edilen verilere göre hata
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oran¬binde 30 oran¬ndad¬r.
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Şekil 4.3.1 Şekil 4.3.2

Birinci test problemi için enerji ve momentum de¼gerlerinde ortaya ç¬kan

de¼gi̧simi inceleyelim. Şekil 4.3.1 de enerji de¼gerlerindeki de¼gi̧sim verilmi̧stir.

Enerji de¼gerlerinin de¼gi̧sim aral¬¼g¬ 13:96133 ile 13:96312 dir. Buradan

anl¬yoruz ki enerji de¼gerlerinde 17�10�4 kadar bir de¼gi̧sim gerçekleşmi̧stir.

Şekil 4.3.2 de ise momentumdaki de¼gi̧sim görülmektedir. Momentum de¼ger-

leri �0:272163 ile �0:270369 aras¬nda de¼gi̧smi̧stir. Momentum de¼geri 18�

10�4 oran¬nda bir de¼gi̧sim göstermi̧stir. Bu de¼gi̧sim de¼gerlerine bak¬ld¬¼g¬nda,

enerji ve momentumdaki de¼gi̧siklikler oldukça küçüktür. Şekil 4.3.1 ve Şekil

4.3.2 için Tablo 4.1 de verilen di¼ger h ve �t de¼gerleri al¬nd¬¼g¬nda de¼gi̧sim

aral¬¼g¬daha da küçülmektedir. Buna göre çözüm yöntemimiz iyi sonuç ver-
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mi̧stir.
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Şekil 4.4.1 Şekil 4 4.2

Birinci test problemi için L2 ve L1 hata normlar¬n¬ inceleyelim. c =

0:5 ; h = 0:05;�t = 0:01 al¬narak �30 � x � 30 aral¬¼g¬ içinde L2 ve

L1 hata normlar¬n¬n hareketleri Şekil 4.4.1 ve Şekil 4.4.2 de gösterilmi̧stir.

Her iki norm da önce azalm¬̧s daha sonra bir miktar artm¬̧st¬r. Buna göre

t = 6 zaman¬nda en iyi hata oran¬elde edilmi̧stir. En yüksek de¼ger t = 10

zaman¬nda 10�3 civar¬ndad¬r. Bu da say¬sal çözümün t = 6 zaman¬nda en

iyi sonuç verdi¼gini gösterir.

4.5.2 ·Ikinci Test Problemi

·Ikinci test problemi iki dalgan¬n hareketinden oluşmaktad¬r. ·Iki dalga bir-

birine do¼gru hareket ederek çarp¬̧s¬rlar. Biz de çal¬̧smam¬zda bu çarp¬̧sman¬n

nas¬l oluştu¼gunu ve dalgalar¬n ne gibi bir seyir izledi¼gini gösterece¼giz. Bu

test probleminde (1.8) ve (1.9) analitik çözümleri kullan¬lacakt¬r.

Hesaplama farkl¬c de¼gerleri al¬narak �60 � x � 60 aral¬¼g¬içinde t = 120

oluncaya kadar yap¬ld¬. h = 0:05 , x0 = 6 ve �t = 0:01 de¼gerleri kullan¬larak

t = 120 an¬nda elde edilen sonuçlar Tablo 4.2 de verilmi̧stir.
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Tablo 4.2

c E0 E120

0:1 28:12212 28:69120

0:15 28:11603 28:89500

0:175 28:11199 28:93829

0:195 28:10825 28:93269

0:2 28:10725 28:95473

0:22 28:10291 28:89482

0:25 28:09547 28:84059

0:26 28:09273 28:74375

0:3 28:08031 28:83251

0:5 27:97126 28:39832

0:7 27:69554 27:90868

0:9 26:56244 26:84473

Farkl¬c dalga h¬zlar¬için ikinci test problemi uygulanm¬̧st¬r. Bu hesapla-

malar sonucunda elde edilen veriler Tablo 4.2 de incelendi¼ginde, t = 0 ve

t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji de¼gerleri aras¬ndaki fark c dalga h¬z¬na

göre de¼gi̧smektedir. Bu metod için c dalga h¬z¬0:3 den büyük al¬nd¬¼g¬nda

enerji de¼geri azalmaktad¬r. Buna göre küçük dalga h¬zlar¬için daha iyi enerji

korunumu sa¼glanmaktad¬r.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:1; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga
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çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 4.5.1 t = 0 Şekil 4.5.2 t = 69
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Şekil 4.5.3 t = 70 Şekil 4.5.4 t = 70:5
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Şekil 4.5.5 t = 71 Şekil 4.5.6 t = 75
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·Ikinci test problemi için dalga çiftlerinin hareketlerindeki de¼gi̧simler Şekil

4.4.1-6 da verilmi̧stir. Buna göre t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga çifti

hareketi ile başlayan hareket belli bir süreçte devam ederek de¼gi̧sime u¼grar.

t = 69 ve t = 70 de ilerleyen dalgalar t = 70:5 da çarp¬̧s¬r ve t = 71 de yön

de¼gi̧stirir. Şekil 4.5.6 da t = 75 zaman¬nda dalga tekrar yön de¼gi̧stirerek bir

sonraki çarp¬̧sma hareketi için haz¬r konuma gelmeye başlar.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:3; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga

çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 4.5.7 t = 0 Şekil 4.5.8 t = 28
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Şekil 4.5.9 t = 29 Şekil 4.5.10 t = 29:5
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Şekil 4.5.11 t = 30 Şekil 4.5.12 t = 34

Şekil 4.5.7-12 de, farkl¬zamanlarda dalga çiftlerinin oluşturdu¼gu hareketlerde

ortaya ç¬kan de¼gi̧siklikler verilmi̧stir. Şekil 4.5.7 de başlang¬ç dalga çifti ile

başlayan hareket t = 28 ve t = 29 da devam eder. Şekil 4.5.10 da t = 29:5

zaman¬nda dalgalar çarp¬̧smaktad¬r. Çarp¬̧sman¬n etkisiyle Şekil 4.5.11 de

t = 30 zaman¬nda dalga çifti yön de¼gi̧stirir. Şekil 4.5.12 de t = 34 zaman¬nda

dalga çifti tekrar yön de¼gi̧stirerek t = 0 konumuna dönmeye başlar.
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Şekil 4.6.1 Şekil 4.6.2

Dalga çarp¬̧smalar¬sonucunda ortaya ç¬kan enerji ve momentum davran¬̧slar¬

Şekil 4.6.1 ve Şekil 4.6.2 de verilmi̧stir. Buradaki hareket �100 � x � 100
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aral¬¼g¬nda c = 0:1; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak gerçek-

leştirilmi̧stir. Yap¬lan hesaplamalar sonucunda enerjinin de¼geri 48:15962 ile

49:85391 aras¬nda de¼gi̧smektedir. Şekil 4.6.1 incelendi¼ginde t = 70 civar¬nda

yani dalgalar¬n çarp¬̧sma zaman¬nda enerjide bir art¬̧s meydana gelmektedir.

Bu art¬̧s t = 120 zaman¬na kadar devam etmektedir. Ayn¬durumda mo-

mentum ise �0:04738 ile �0:00331 aras¬ndad¬r. Şekil 4.6.2 incelendi¼ginde

momentumdaki de¼gi̧simin, enerji de¼gi̧simi ile ayn¬oldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 4.7.1 Şekil 4.7.2

c = 0:3; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak �100 � x � 100

aral¬¼g¬nda enerji ve momentum de¼gerleri hesaplanm¬̧st¬r. Bu hesaplama sonu-

cunda elde edilen de¼gerler gra�¼ge aktar¬larak Şekil 4.7.1 ve Şekil 4.7.2 de

gösterilmi̧stir. Enerjinin de¼geri 48:11782 ile 50:02706 aras¬nda de¼gi̧smek-

tedir. Şekil 4.7.1 incelendi¼ginde t = 30 civar¬nda yani dalgalar¬n çarp¬̧sma

zaman¬nda enerjide bir art¬̧s meydana gelmektedir. Bu art¬̧s t = 120 za-

man¬na kadar devam etmektedir. Ayn¬şartlarda momentum ise �0:14824

ile �0:0011 aras¬ndad¬r. Şekil 4.6.2 incelendi¼ginde momentumdaki de¼gi̧sim

hareketinin, enerji de¼gi̧simi ile ayn¬oldu¼gu görülmektedir.
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4.5.3 Üçüncü Test Problemi

Üçüncü test problemi �ziksel olarak iki dalga hareketinden oluşur. ·Ikinci

test probleminden farkl¬olarak bu kez dalgalardan biri hareketsizdir. Bu

test probleminde (1.12) ve (1.13) analitik çözümleri kullan¬lacakt¬r. Başlang¬ç

koşulu olarak da (1.12) de t = 0 al¬narak çözüm elde edilecektir.

Şimdi �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:25; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 =

6 de¼gerlerini kullanarak (1.12) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu

dalga çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 4.8.1 t = 0 Şekil 4.8.2 t = 39
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Şekil 4.8.3 t = 47 Şekil 4.8.4 t = 47:75
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Şekil 4.8.5 t = 48 Şekil 4.8.6 t = 55

Üçüncü test problemine, verilen de¼gerler uyguland¬¼g¬nda dalga çifti için

ortaya ç¬kan dalga hareketleri Şekil 4.8.1-6 da gösterilmi̧stir. Şekil 4.8.1 de

t = 0 zaman¬ndaki başlang¬ç dalga hareketi verilmi̧stir. Şekil 4.8.2 de t = 39

zaman¬ndaki dalga hareketi incelendi¼ginde dalga boyu azalm¬̧st¬r. Şekil 4.8.3

de t = 47 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 4.8.4 de

t = 47:75 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirme haz¬rl¬¼g¬ndad¬r.

Şekil 4.8.5 de t = 48 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil

4.8.6 da t = 55 zaman¬nda dalga tekrar yön de¼gi̧stirerek yeni bir çarp¬̧sma

hareketi için haz¬r konuma gelmi̧stir.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:35; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 =

6 de¼gerlerini kullanarak (1.12) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu
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dalga çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 4.8.7 t = 0 Şekil 4.8.8 t = 41
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Şekil 4.8.9 t = 42:5 Şekil 4.8.10 t = 42:75
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Şekil 4.8.11 t = 43 Şekil 4.8.12 t = 50
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Üçüncü test problemi için c = 0:35 al¬nd¬¼g¬nda ortaya ç¬kan de¼gi̧siklikler

Şekil 4.8.7-12 de verilmi̧stir. Şekil 4.8.7 de t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga

çifti hareketi, Şekil 4.8.8 de t = 41 zaman¬ndaki dalga çifti hareketi verilmi̧stir.

Şekil 4.8.9 ve Şekil 4.8.10 da t = 42:5 ve t = 42:75 zamanlar¬nda dalga

çifti hareketi devam etmi̧stir. Şekil 4.8.11 de t = 43 zaman¬nda dalgalar¬n

çarp¬̧smas¬gerçekleşmi̧stir. Şekil 4.8.12 de t = 50 zaman¬nda dalgalar tekrar

yön de¼gi̧stirerek başlang¬ç konumuna yak¬n bir hal alm¬̧st¬r.
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Şekil 4.9.1 Şekil 4.9.2

Şekil 4.9.1 ve Şekil 4.9.2 de c = 0:35 ; h = 0:2;�t = 0:05 al¬narak

�100 � x � 100 aral¬¼g¬içinde enerji de¼gerleri 48:10073 ile 49:99681 aras¬n-

dad¬r. Momentum �0:17611 ile �0:00305 aras¬nda de¼gi̧smektedir. Buna

göre her iki özellik de iyi korunumludur. Enerji ve momentum de¼gerleri

dalga çarp¬̧smas¬ esnas¬nda artmaya başlar ve bu art¬̧s t = 100 zaman¬na

kadar devam etmektedir.
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Tablo 4.3

c E0 E120

0:1 28:1221 28:6914

0:15 28:1161 28:8980

0:175 28:1121 28:9481

0:195 28:1084 28:9773

0:2 28:1074 28:9922

0:22 28:1032 29:0082

0:25 28:0960 29:0420

0:26 28:0933 29:0481

0:3 28:0814 29:0809

0:5 27:9810 29:1346

0:7 27:7495 29:0491

0:9 26:9067 27:8124

�60 � x � 60; h = 0:05;�t = 0:01; x0 = 6; t = 120

·Iki zaman aras¬nda enerji ve momentum de¼gerlerindeki de¼gi̧simi görmek

için bir uygulama yap¬lm¬̧st¬r. Bu uygulamaya göre t = 0 ve t = 120 zaman-

lar¬nda enerji ve momentum de¼gerleri hesaplanm¬̧s ve Tablo 4.3 e aktar¬lm¬̧st¬r.

t = 0 ve t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji de¼gerlerine bak¬ld¬¼g¬nda, c

dalga h¬z¬ 0:1 ile 0:195 aras¬nda iken fark 0:70 civar¬ndad¬r. Dalga h¬z¬

0:2 ve daha büyük al¬nd¬¼g¬nda bu fark artmaktad¬r. Buna göre en iyi enerji

korunumu 0:1 ile 0:195 aras¬ndaki dalga h¬zlar¬için sa¼glanmaktad¬r.
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Tablo 4.4: Farkl¬dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum

c Enerji Momentum

0:1 49:5334 �0:00932

0:35 49:9968 �0:00305

0:4 50:0040 �0:00300

0:55 50:0177 �0:00295

0:7 50:0260 �0:00288

0:8 50:0306 �0:00274

0:9 50:0356 �0:00243

�100 � x � 100; h = 0:2;�t = 0:05; x0 = 6; t = 100

Farkl¬dalga h¬zlar¬için enerji ve momentumdaki de¼gi̧sim hesaplanm¬̧s ve

elde edilen sonuçlar Tablo 4.4 e aktar¬lm¬̧st¬r. Tablo incelendi¼ginde dalga

h¬zlar¬0:4 ile 0:9 aras¬nda al¬nd¬¼g¬nda elde edilen enerji ve momentum de¼ger-

leri aras¬ndaki fark çok düşüktür. Dalga h¬zlar¬0:1 ve 0:35 aras¬nda iken

enerji ve momentum de¼gerleri aras¬ndaki fark artmaktad¬r. Buna göre bu

metod için 0:4 den büyük dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum korunumu

daha tutarl¬d¬r.



Bölüm 5

Klein-Gordon Denkleminin

Kuintik B-spline Kolokeyşin

Metodu ·Ile Çözümü

5.1 Giri̧s

Bu bölümde KG denkleminin kuintik B-spline kolokeyşin metoduyla say¬sal

çözümleri verilecektir.

5.2 Kuintik B-spline Kolokeyşin Metodu

[a; b] çözüm aral¬¼g¬n¬n bölünme noktalar¬nda

a = x0 < x1 : : : < xN = b

alt aral¬klara bölelim ve �m(x); m = �2;�1; : : : N + 1; N + 2 fonksiyonlar¬

bölüm noktalar¬nda tan¬ml¬kuintik B-spline fonksiyonlar olsun. KG denkle-

91
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mindeki U(x; t) fonksiyonunun yaklaş¬k çözümünün UN(x; t) oldu¼gunu varsay-

al¬m. Bu yaklaş¬k çözüm kuintik B-spline fonksiyonlar cinsinden aşa¼g¬daki

gibi yaz¬labilir.

UN(x; t) = ��2(t)��2(x) + ��1(t)��1(x) + �0(t)�0(x) + � � �

+�N+1(t)�N+1(x) + �N+2(t)�N+2(x)
(5.1)

Bu ifadedeki �m (2.1) denkleminin kuintik kolokeyşin formundan ve

Ux(a; t) = 0; Ux(b; t) = 0 ; t 2 (0; T ]

Uxx(a; t) = 0; Uxx(b; t) = 0
(5.2)

s¬n¬r koşullar¬ndan elde edilecek zamana ba¼gl¬parametrelerdir.

Kuintik B-spline fonksiyonlar ard¬̧s¬k alt¬aral¬¼g¬örttü¼günden [xm; xm+1]

sonlu aral¬¼g¬alt¬ard¬̧s¬k kuintik B-spline şekil fonksiyonu taraf¬ndan örtülür.

Böylece U yaklaş¬k çözümü [xm; xm+1] aral¬¼g¬nda ard¬̧s¬k kuintik B-spline şekil

fonksiyonlar¬cinsinden

Um =
m+3X
j=m�2

�j�j

biçiminde yaz¬labilir. Tablo 1.3 kullan¬larak bölünme noktalar¬nda eleman

parametreleri cinsinden Um yaklaş¬k çözümü

Um = U(xm) = �m�2 + 26�m�1 + 66�m + 26�m+1 + �m+2 (5.3)

ve bu yaklaş¬k çözümün dördüncü dereceye kadarki türevleri

U
0
m = U

0
(xm) = 5

h
(�m+2 + 10�m+1 � 10�m�1 � �m�2)

U
00
m = U

00
(xm) = 20

h2
(�m+2 + 2�m+1 � 6�m + 2�m�1 + �m�2)

U
000
m = U

000
(xm) = 60

h3
(�m+2 � 2�m+1 + 2�m�1 � �m�2)

U
0000
m = U

0000
(xm) = 120

h4
(�m+2 � 4�m+1 + 6�m � 4�m�1 + �m�2)

(5.4)



93

olarak bulunabilir. UN in bölüm noktalar¬ndaki (5.3) de¼gerleri ve (5.4)

türevleri (2.1) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

��m�2 + 26��m�1 + 66��m + 26��m+1 + ��m+2

� 20
h2
(�m+2 + 2�m+1 � 6�m + 2�m�1 + �m�2)

�zm(�m�2 + 26�m�1 + 66�m + 26�m+1 + �m+2) = 0;

(5.5)

zm = (�m�2 + 26�m�1 + 66�m + 26�m+1 + �m+2)
2 � 1

N+1 denklemli diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada "��" zamana

ba¼gl¬ikinci mertebeden türevdir. �m eleman parametresinin iki ard¬̧s¬k zaman

ad¬m¬n ve n+ 1 aras¬nda de¼gerleri Crank-Nicholson formülü yard¬m¬yla

�m =
1

2
(�n+1m + �nm); (5.6)

ve bunun zamana göre ikinci türevi sonlu farklar yaklaş¬m¬yla
��
�m =

1

�t2
(�n+1m � 2�nm + �n�1m ) (5.7)

olarak bulunur. Bu de¼gerler (5.5) denklem sisteminde yerine yaz¬l¬rsa

(2 + (zm � 20
h2
)�t2)�n+1m�2 + (52 + (26zm � 40

h2
)�t2)�n+1m�1+

(132 + (66zm +
120
h2
)�t2)�n+1m + (52 + (26zm � 40

h2
)�t2)�n+1m+1+

(2 + (zm � 20
h2
)�t2)�n+1m+2 =

(4 + (�zm + 20
h2
)�t2)�nm�2 + (104 + (�26zm + 40

h2
)�t2)�nm�1+

(264 + (�66zm � 120
h2
)�t2)�nm + (104 + (�26zm + 40

h2
)�t2)�nm+1+

(4 + (�zm + 20
h2
)�t2)�nm+2 � 2�n�1m�2 � 52�n�1m�1 � 132�n�1m � 52�n�1m+1 � 2�n�1m+2

(5.8)

elde edilir. Bu sistem yeniden düzenlenirse N + 1 denklem N + 5 bilin-

meyenden oluşan cebirsel denklem sistemi bulunur.

�m1�
n+1
m�2 + �m2�

n+1
m�1 + �m3�

n+1
m + �m2�

n+1
m+1 + �m1�

n+1
m+2 =

�m4�
n
m�2 + �m5�

n
m�1 + �m6�

n
m + �m5�

n+1
m+1 + �m4�

n
m+2�

2�n�1m�2 � 52�n�1m�1 � 132�n�1m � 52�n�1m+1 � 2�n�1m+2

(5.9)
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Burada
�m1 = 2 + (zm � 20

h2
)�t2

�m2 = 52 + (26zm � 40
h2
)�t2

�m3 = 132 + (66zm +
120
h2
)�t2

�m4 = 4 + (�zm + 20
h2
)�t2

�m5 = 104 + (�26zm + 40
h2
)�t2

�m6 = 264 + (�66zm � 120
h2
)�t2

dir. Bu denklemdeki ��2, ��1; �N+1 ve �N+2 parametreleri s¬n¬r koşullar¬

kullan¬larak yokedilecektir. Böylece (N + 1) � (N + 1) boyutlu 5 bandl¬

köşegen denklem sistemi elde edilir.

(5.2) s¬n¬r koşullar¬eleman parametreleri cinsinden

5
h
(�2 + 10�1 � 10��1 � ��2) = 0

20
h2
(�2 + 2�1 � 6�0 + 2��1 + ��2) = 0

5
h
(�N+2 + 10�N+1 � 10�N�1 � �N�2) = 0

20
h2
(�N+2 + 2�N+1 � 6�N + 2�N�1 + �N�2) = 0

(5.10)

olarak yaz¬labilir. Bu denklemlerden s¬n¬r parametrelerinin de¼geri

��2 = 165
4
�0 +

65
2
�1 +

9
4
�2

��1 = �1
8
�2 � 9

4
�1 � 33

8
�0

�N+1 = �1
8
�N�2 � 9

4
�N�1 � 33

8
�N

�N+2 = 9
4
�N�2 +

65
2
�N�1 +

165
4
�N

(5.11)

şeklinde elde edilir.

Bulunan bu de¼gerler (5.9) denklem sisteminde yerine yaz¬l¬r.Buna göre

(5.9) denklem sisteminde m = 0; 1 alarak

F1 = �m4�
n
�2 + �m5�

n
�1 + �m6�

n
0 + �m5�

n+1
1 + �m4�

n
2�

2�n�1�2 � 52�n�1�1 � 132�n�10 � 52�n�11 � 2�n�12 ;

F2 = �m4�
n
�1 + �m5�

n
0 + �m6�

n
1 + �m5�

n+1
2 + �m4�

n
3�

2�n�1�1 � 52�n�10 � 132�n�11 � 52�n�12 � 2�n�13

(5.12)
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m = N � 1; N alarak

FN = �m4�
n
N�3 + �m5�

n
N�2 + �m6�

n
N�1 + �m5�

n+1
N + �m4�

n
N+1�

2�n�1N�3 � 52�n�1N�2 � 132�n�1N�1 � 52�n�1N � 2�n�1N+1;

FN+1 = �m4�
n
N�2 + �m5�

n
N�1 + �m6�

n
N + �m5�

n+1
N+1 + �m4�

n
N+2�

2�n�1N�2 � 52�n�1N�1 � 132�n�1N � 52�n�1N+1 � 2�n�1N+2

(5.13)

yaz¬l¬r. (5.11) eleman parametreleri (5.12) ve (5.13) denklemlerinde yerine

yaz¬l¬p denklemler düzenlenirse ilk iki denklem

(165
4
�m1 � 33

8
�m2 + �m3)�

n+1
0 + (65

2
�m1 � 5

4
�m2)�

n+1
1

+(13
4
�m1 � 1

8
�m2)�

n+1
2 = F1;

(�33
8
�m1 + �m2)�

n+1
0 + (�9

4
�m1 + �m3)�

n+1
1

+(�1
8
�m1 + �m2)�

n+1
2 + �m1�

n+1
3 = F2

ve son iki denklem

(�33
8
�m1 + �m2)�

n+1
N + (�9

4
�m1 + �m3)�

n+1
N�1

+(�1
8
�m1 + �m2)�

n+1
N�2 + �m1�

n+1
N�3 = FN

(165
4
�m1 � 33

8
�m2 + �m3)�

n+1
N + (65

2
�m1 � 5

4
�m2)�

n+1
N�1

+(13
4
�m1 � 1

8
�m2)�

n+1
N�2 = FN+1

olarak bulunur. Buna göre denklem sistemi,

dn = [�n�2; �
n
�1; :::; �

n
N+1; �

n
N+1]

T

ve

F = Bdn + Cdn�1

olmak üzere

Adn+1 = F (5.14)
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şeklindedir. Buradaki A; B; C matrisleri s¬ras¬yla

A =

26666666666666664

a b c

d e f �m1

�m1 �m2 �m3 �m2 �m1

�m1 �m2 �m3 �m2 �m1
. . . . . . . . . . . .

�m1 f e d

�m1 b a

37777777777777775
Burada

a = 165
4
�m1 � 33

8
�m2 + �m3

b = 65
2
�m1 � 5

4
�m2

c = 13
4
�m1 � 1

8
�m2

d = �33
8
�m1 + �m2

e = �9
4
�m1 + �m3

f = �1
8
�m1 + �m2

dir.

B =

26666666664

�m4 �m5 �m6 �m5 �m4

�m4 �m5 �m6 �m5 �m4
. . . . . . . . . . . . . . .

�m4 �m5 �m6 �m5 �m4

�m4 �m5 �m6 �m5 �m4

37777777775
ve

C =

26666666664

2 �52 �132 �52 �2

2 �52 �132 �52 �2
. . . . . . . . . . . . . . .

2 �52 �132 �52 �2

2 �52 �132 �52 �2

37777777775
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şeklindedir. �n�2, �
n
�1; �

n
N+1 ve �

n
N+2 s¬n¬r parametreleri her zaman ad¬m¬nda

(5.11) denklemlerinden hesaplanabilir.

5.3 Başlang¬ç Durumu

�nm parametresini (5.13) denklem sisteminden elde edebilmek için �0m ve �1m

başlang¬ç de¼gerlerinin hesaplanmas¬na ihtiyaç vard¬r. Bunun için U(x; 0)

başlang¬ç koşulundan ( 5.1) yaklaş¬k fonksiyonu yard¬m¬yla �0m ve sonlu fark

yaklaş¬m¬ndan �1m;

�1m =
�
�m�t+ �

0
m

formülü yard¬m¬yla başlang¬ç parametreleri belirlenebilir.

Bölünme noktalar¬ndaki

UN(xm; 0) = U(xm; 0); m = 0; :::; N

de¼gerleri kullan¬larak � parametresi için,

U(x0; 0) = �0�2 + 26�
0
�1 + 66�

0
0 + 26�

0
1 + �

0
2

U(x1; 0) = �0�1 + 26�
0
0 + 66�

0
1 + 26�

0
2 + �

0
3

...
...

U(xN ; 0) = �0N�2 + 26�
0
N�1 + 66�

0
N + 26�

0
N+1 + �

0
N+2

(5.15)

N + 5 bilinmeyen N + 1 denklemden oluşan denklem sistemi elde edilir. Bu

denklem sisteminde �0�2; �
0
�1, �

0
N+1 ve �

0
N+2 parametreleri yokedilirse, N + 1

bilinmeyenli N + 1 denklem sistemi elde edilir. Yoketme i̧slemi için

U
0
N(a; 0) = 0; U

0
N(b; 0) = 0

U
00

N(a; 0) = 0; U
00

N(b; 0) = 0
(5.16)

s¬n¬r koşullar¬n¬kullanaca¼g¬z. Bu s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬yla
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5
h
(�02 + 10�

0
1 � 10�0�1 � �0�2) = 0

20
h2
(�02 + 2�

0
1 � 6�00 + 2�0�1 + �0�2) = 0

5
h
(�0N+2 + 10�

0
N+1 � 10�0N�1 � �0N�2) = 0

20
h2
(�0N+2 + 2�

0
N+1 � 6�0N + 2�0N�1 + �0N�2) = 0

(5.17)

yaz¬l¬r.Buradan �0�2; �
0
�1, �

0
N+1 ve �

0
N+2 parametreleri

�0�2 = 15
2
�00 � 5�01 � 3

2
�02

�0�1 = �3
4
�00 +

3
2
�01 +

1
4
�02

�0N+1 = 1
4
�0N�2 +

3
2
�0N�1 � 3

4
�0N

�0N+2 = �3
2
�0N�2 � 5�0N�1 + 15

2
�0N

(5.18)

olarak bulunur. Bu ifadeler (5.14) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

A =

26666666666666664

54 60 6

25:25 67:5 26:25 1

1 26 66 26 1
. . . . . . . . . . . . . . .

1 26 66 26 1

1 26:25 67:5 25:25

6 60 54

37777777777777775
�0 = [�00; �

0
1; :::; �

0
N ]
T ;

b = [U(x0); U(x1); � � � ; U(xN�1); U(xN)]T

olmak üzere, � eleman parametresi için matris formunda

A �0 = b

denklemi elde edilir. Dolay¬s¬yla (N+1)�(N+1) tipinde beş sütun elemanl¬

band matris sistemi bulunmuş olur. Bu sistemin çözümü Thomas algoritmas¬

ile elde edilir.
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Lineer hale getirdi¼gimiz (2.1) denkleminin çözümü, (2.20) iterasyon for-

mülü kullan¬larak her zaman ad¬m¬nda iyileştirilebilir:

(5.13) sistemi kullan¬larak, Thomas algoritmas¬ yard¬m¬yla, �n+1 yak-

laş¬mlar¬ bulunur. Yeni zaman ad¬m¬na geçmeden önce, �n+1 de¼gerlerini

iyileştirmek için bu de¼gerlere (2.20) ile verilen iterasyon iki veya üç kez tekrar-

lan¬r. Böylece �n+1 yaklaş¬mlar¬n¬n yeni de¼gerleri elde edilmi̧s olur.

5.4 Kararl¬l¬k Analizi

�m1�
n+1
m�2 + �m2�

n+1
m�1 + �m3�

n+1
m + �m2�

n+1
m+1 + �m1�

n+1
m+2 =

�m4�
n
m�2 + �m5�

n
m�1 + �m6�

n
m + �m5�

n+1
m+1 + �m4�

n
m+2�

2�n�1m�2 � 52�n�1m�1 � 132�n�1m � 52�n�1m+1 � 2�n�1m+2

(5.19)

denkleminde �nm = qneim� al¬narak kararl¬l¬k analizine başlan¬r. Bu de¼ger

(5.18) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda ;

�m1q
n+1ei(m�2)� + �m2q

n+1ei(m�1)� + �m3q
n+1eim�

+�m2q
n+1ei(m+1)� + �m1q

n+1ei(m+2)� =

�m4q
nei(m�2)� + �m5q

nei(m�1)� + �m6q
neim� + �m5q

nei(m+1)�

+�m4q
nei(m+2)� � 2qn�1ei(m�2)� � 52qn�1ei(m�1)�

�132qn�1eim� � 52qn�1ei(m+1)� � 2qn�1ei(m+2)�

(5.20)

elde etti¼gimiz bu denklemi qneim� ile bölersek ;

�m1qe
�2i� + �m2qe

�i� + �m3q + �m1qe
i� + �m2qe

i� + �m1qe
2i� =

�m4e
�2i� + �m5e

�i� + �m6 + �m5e
i� + �m4e

2i��

2q�1e�2i� � 52q�1e�i� � 132q�1 � 52q�1ei� � 2q�1e2i�
(5.21)

bu denklemde gerekli aç¬l¬mlar ve sadeleştirmeler yap¬ld¬¼g¬nda

(2�m1Cos2� + 2�m2Cos� + �m3)q
2 � (3(4Cos2� + 104Cos� + 132)

�(2�m1Cos2� + 2�m2Cos� + �m3))q + (4Cos2� + 104Cos� + 132) = 0

Xq2 � (3Y �X)q + Y = 0
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q2 � (3Y
X
� 1)q + Y

X
= 0 (5.22)

denklemi elde edilir. Burada

X = 2�m1Cos2� + 2�m2Cos� + �m3

Y = 4Cos2� + 104Cos� + 132

şeklindedir . Kararl¬l¬¼g¬n sa¼glanabilmesi için ya jqj � 1 yada q kompleks

olmal¬d¬r.

q nun kompleks olmas¬durumunda (5.21) denklemi için � < 0 olmal¬d¬r.

Buna göre 9Y 2 � 10XY + A2 < 0 olmal¬d¬r.

9Y 2 � 10XY + A2 = 1

h4
[16�t2(�20 cos2 � + zmh2 cos2 �

�20 cos � + 13zmh2 cos � + 16zmh2 + 40)

(16zmh
2�t2 + 13zmh

2�t2 cos � + zmh
2�t2 cos2 � � 16h2 cos2 �

�208h2 cos � � 256h2 � 20�t2 cos2 � � 20�t2 cos � + 40�t2)] < 0

16�t2[cos2 �(zmh
2 � 20) + cos �(13zmh2 � 20) + (16zmh2 + 40)]

[cos2 �(zmh
2�t2 � 16h2 � 20�t2) + cos �(13zmh2�t2 � 208h2 � 20�t2)

+(16zmh
2�t2 � 256h2 + 40�t2)] < 0

�1 < cos � < 1 ve 0 < cos2 � < 1 oldu¼gundan cos � = �1 ve cos2 � = 0

al¬nd¬¼g¬nda eşitsizlik de¼gi̧smeyece¼ginden

3(zmh
2 + 20)(3�t2(zmh

2 + 20)� 48h2) < 0

�t <
4hp

zmh2 + 20

olur. Bu şarta göre kararl¬l¬k sa¼gland¬¼g¬ndan denklem koşullu kararl¬d¬r.
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5.5 Test Problemleri

5.5.1 Birinci Test Problemi

Bu test probleminde tek dalga harekete gözlenmektedir. Bu k¬s¬mda analitik

çözüm olarak (1.4) ve (1.5) de¼gerleri al¬nacakt¬r.

Hesaplama c = 0:5 al¬narak �30 � x � 30 aral¬¼g¬içinde t = 10 oluncaya

kadar yap¬ld¬. t = 10 an¬nda farkl¬h ve �t de¼gerleri kullan¬larak elde edilen

sonuçlar Tablo 5.1�de verilmi̧stir.

Tablo 5.1 c = 0:5; t = 10;�30 � x � 30

h �t L2 � 103 L1 � 103 P E

0:2 0:05 65:4799174 51:376700184 �0:2635468 13:9698379

0:1 0:02 26:6108888 20:955694435 �0:2686114 13:9398717

0:05 0:01 13:3765984 10:538031019 �0:2703700 13:9256284

0:02 0:005 6:7061667 5:2842065096 �0:2712630 13:9172387

40.00 20.00 0.00 20.00 40.00

2.00

1.00

0.00

1.00

2.00

t=0 t=10 t=20t=30

U(
x,

t)

X

Şekil 5.1 Farkl¬zamanlardaki tek dalga çözümü
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Şekil 5.2 jAnalitik � n�umerikj � 103; t = 10

c = 0:5;�t = 0:01; h = 0:05

Şekil 5.2 de t = 10 zaman¬nda �30 � x � 30 aral¬¼g¬nda analitik çözüm ile

nümerik çözüm aras¬ndaki fark çizilmi̧stir. Bu gra�¼ge göre maksimum hata

oran¬binde 50 civar¬ndad¬r.

0 2 4 6 8 10 12

13.96

13.962

13.964

13.966

13.968

13.97

t

E

0 2 4 6 8 10 12

0.274

0.272

0.27

0.268

0.266

0.264

0.262

t

P

Şekil 5.3.1 Şekil 5.3.2

Bu test problemi için t = 10 zaman¬na kadar enerji ve momentumda meydana

gelen de¼gi̧siklikler Şekil 3.5.1 ve Şekil 3.5.2 de verilmi̧stir. Şekil 5.3.1 de enerji
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de¼gerleri 13:96138 ile 13:96983 aras¬nda de¼gi̧smi̧stir. Enerjide meydana

gelen maksimum de¼gi̧sim 84 � 10�4 kadard¬r. Şekil 5.3.2 de momentum

de¼gerleri �0:272074 ile �0:263546 aras¬nda de¼gi̧smi̧stir. Momentum de¼geri

84 � 10�4 oran¬nda bir de¼gi̧sim göstermi̧stir. Şekil 5.3.1 ve Şekil 5.3.2 için

Tablo 5.1 de verilen di¼ger h ve �t de¼gerleri al¬nd¬¼g¬nda de¼gi̧sim aral¬¼g¬daha

da küçülmektedir. Buna göre her iki özellik de iyi korunumludur.

0 2 4 6 8 10 12

0

20

40

60

80

t

L 2
x1

03

0 2 4 6 8 10 12

0

20

40

60

t

Lo
ox

10
3

Şekil 5.4.1 Şekil 5.4.2

Şekil 5.4.1 ve Şekil 5.4.2 de c = 0:5 ; h = 0:05;�t = 0:01 al¬narak �30 �

x � 30 aral¬¼g¬içinde L2 ve L1 hata normlar¬verilmi̧stir. Her iki norm da

monoton artand¬r. En yüksek de¼ger t = 10 zaman¬nda 10�3 civar¬ndad¬r. Bu

da say¬sal çözümün iyi oldu¼gunu gösterir.

5.5.2 ·Ikinci Test Problemi

·Ikinci test probleminde, iki hareketli dalga mevcuttur. Bu dalgalar, z¬t yön-

lerden birbirine do¼gru hareket ederek çarp¬̧sma gerçekleştirir. Biz de bu

çarp¬̧sma olay¬n¬n nas¬l gerçekleşti¼gini gözlemleyece¼giz. Bu test probleminde

analitik çözüm olarak (1.8) ve (1.9) al¬nacakt¬r.
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Hesaplama farkl¬c de¼gerleri al¬narak �60 � x � 60 aral¬¼g¬içinde t = 120

oluncaya kadar yap¬ld¬. t = 120 an¬nda h = 0:05 , x0 = 6 ve �t = 0:01

de¼gerleri kullan¬larak elde edilen sonuçlar Tablo 5.2 de verilmi̧stir.

Tablo 5.2

c E0 E120

0:1 28:12212 28:6915

0:15 28:11603 28:8971

0:175 28:11199 28:9476

0:195 28:10825 28:9687

0:2 28:10725 28:9891

0:22 28:10291 29:0096

0:25 28:09547 29:0464

0:26 28:09273 29:0542

0:3 28:08031 29:0792

0:5 27:97126 29:0735

0:7 27:69554 27:9430

0:9 26:56244 27:7702

Tablo 5.2 ye göre t = 0 ve t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji de¼ger-

lerine bak¬ld¬¼g¬nda, c dalga h¬z¬c = 0:1 den başlamak üzere 0:9 a do¼gru iler-

ledikçe, iki zaman için enerji de¼gerleri aras¬ndaki fark giderek artmaktad¬r.

Buna göre küçük dalga h¬zlar¬için daha iyi enerji korunumu sa¼glanmaktad¬r.

Şimdi �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:1; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga
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çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 5.5.1 t = 0 Şekil 5.5.2 t = 69
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Şekil 5.5.3 t = 70 Şekil 5.5.4 t = 70:5

120 80 40 0 40 80 120

1.2

1.16

1.12

1.08

1.04

1

0.96

x

U
(x

,t)

120 80 40 0 40 80 120

1.2

0.8

0.4

0

0.4

x

U
(x

,t)

Şekil 5.5.5 t = 71 Şekil 5.5.6 t = 75
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Şekil 5.5.1 de t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga çifti hareketi verilmi̧stir.

Şekil 5.5.2 de t = 69 zaman¬ndaki dalga hareketi incelendi¼ginde dalga boyu

1 den 0:4 e düşmüştür. Şekil 5.5.3 ve Şekil 5.5.4 de dalga boyu küçülerek

hareket devam etmi̧stir. Şekil 5.5.5 de t = 71 zaman¬nda çarp¬̧sma oluşmuş

ve dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 5.5.6 da t = 75 zaman¬nda dalga tekrar

yön de¼gi̧stirerek t = 0 konumuna dönmeye başlam¬̧st¬r.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:3; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 = 6

de¼gerlerini kullanarak (1.8) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu dalga

çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 5.5.7 t = 0 Şekil 5.5.8 t = 28
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Şekil 5.5.9 t = 29 Şekil 5.5.10 t = 29:5
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Şekil 5.5.11 t = 30 Şekil 5.5.12 t = 34

Şekil 5.5.7 de t = 0 zaman¬ndaki başlang¬ç dalga çifti hareketi ile başlayan

hareket, Şekil 5.5.8 de ve Şekil 5.5.9 da dalga boyu küçülerek devam etmi̧stir.

Şekil 5.5.10 da t = 29:5 zaman¬nda dalgalar çarp¬̧sm¬̧st¬r. Şekil 5.5.11 de

t = 30 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 5.5.12 de t = 34

zaman¬nda dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek bir sonraki çarp¬̧sma için haz¬r

konuma gelmi̧stir.
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Şekil 5.6.1 Şekil 5.6.2

Enerji ve momentum davran¬̧slar¬Şekil 5.6.1 ve Şekil 5.6.2 de verilmi̧stir.

Buradaki hareket �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:1; h = 0:2; �t = 0:05
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ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak gerçekleştirilmi̧stir. Enerjinin de¼gi̧simi ince-

lendi¼ginde, enerji de¼gerinin 48:15962 ile 49:85352 aras¬nda de¼gi̧sti¼gi görülür.

Şekil 5.6.1 e bakt¬¼g¬m¬zda t = 70 civar¬nda yani dalgalar¬n çarp¬̧sma an¬nda

enerjide bir art¬̧s meydana gelmektedir. Bu art¬̧s t = 120 zaman¬na kadar de-

vam etmektedir. Ayn¬ şartlarda momentum ise �0:04737 ile �0:00332

aras¬ndad¬r. Şekil 5.6.2 incelendi¼ginde momentumdaki de¼gi̧simin, enerji

de¼gi̧simi ile ayn¬oldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 5.7.1 Şekil 5.7.2

Enerji ve momentum davran¬̧slar¬Şekil 5.7.1 ve Şekil 5.7.2 de gösterilmi̧stir.

Çözüm �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:3; h = 0:2; �t = 0:05 ve

x0 = 6 de¼gerleri al¬narak hesaplama yap¬lm¬̧st¬r. Enerjinin de¼geri 48:11782 ile

50:02698 aras¬nda de¼gi̧smektedir. Şekil 5.7.1 incelendi¼ginde t = 30 civar¬nda

yani dalgalar¬n çarp¬̧sma zaman¬nda enerjide bir art¬̧s meydana gelmektedir.

Bu art¬̧s t = 120 zaman¬na kadar devam etmektedir. Momentum ise �0:14824

ile �0:0011 aras¬ndad¬r. Şekil 5.6.2 incelendi¼ginde momentumdaki de¼gi̧sim

hareketinin, enerji de¼gi̧simi ile ayn¬oldu¼gu görülmektedir. Bu sonuca göre

uygulad¬¼g¬m¬z yöntem iyi sonuç vermi̧stir.
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5.5.3 Üçüncü Test Problemi

Bu test probleminde iki dalga çiftinin çarp¬̧smas¬söz konusudur. Dalgalardan

biri sol taraftan hareket ederken di¼ger dalga sa¼g tarafta hareketsiz olarak

durmaktad¬r. Hareket devam etti¼ginde çarp¬̧sma meydana gelmektedir. Biz

de bu çarp¬̧smay¬inceleyece¼giz. Bu k¬s¬mda analitik çözüm olarak (1.12) ve

(1.13) de¼gerleri al¬nacakt¬r.

Şimdi �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:25; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 =

6 de¼gerlerini kullanarak (1.12) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu

dalga çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 5.8.1 t = 0 Şekil 5.8.2 t = 39
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Şekil 5.8.3 t = 47 Şekil 5.8.4 t = 47:75
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Şekil 5.8.5 t = 48 Şekil 5.8.6 t = 55

t = 0 zaman¬nda başlang¬ç dalga çifti hareketi verilmi̧stir. Şekil 5.8.2

de t = 39 zaman¬ndaki dalga hareketi incelendi¼ginde dalga boyu azalm¬̧st¬r.

Şekil 5.8.3 de t = 47 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil

5.8.4 de t = 47:75 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirme haz¬r-

l¬¼g¬ndad¬r. Şekil 5.8.5 de t = 48 zaman¬nda çarp¬̧san dalgalar tekrar yön

de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 5.8.6 da t = 55 zaman¬nda dalga tekrar yön de¼gi̧stirerek

t = 0 konumuna dönmeye başlam¬̧st¬r.

�100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:35; h = 0:2; �t = 0:05 ve x0 =

6 de¼gerlerini kullanarak (1.11) denkleminin farkl¬zamanlarda oluşturdu¼gu

dalga çifti hareketlerini inceleyelim;
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Şekil 5.8.7 t = 0 Şekil 5.8.8 t = 41
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Şekil 5.8.9 t = 42:5 Şekil 5.8.10 t = 42:75
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Şekil 5.8.11 t = 43 Şekil 5.8.12 t = 50

Test probleminin c = 0:35 dalga h¬z¬ için uygulamas¬ yap¬lm¬̧s ve elde

edilen sonuçlar Şekil 5.8.7-12 ile verilmi̧stir. Şekil 5.8.7 de t = 0 zaman¬n-

daki dalga çifti hareketi verilmi̧stir. Şekil 5.8.8 de t = 41 zaman¬ndaki dalga

hareketi incelendi¼ginde dalga boyunun küçüldü¼gü görülmüştür. Şekil 5.8.9

ve Şekil 5.8.10 da t = 42:5 ve t = 42:75 zamanlar¬nda dalga hareketi devam

etmi̧stir. Şekil 5.8.11 de t = 43 zaman¬nda dalga çiftinin çarp¬̧smas¬gerçek-

leşmi̧s ve dalgalar yön de¼gi̧stirmi̧stir. Şekil 4.8.12 de t = 50 zaman¬nda

dalgalar tekrar yön de¼gi̧stirerek t = 0 konumuna dönmeye başlam¬̧st¬r.
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Şekil 9.1 Şekil 9.2

Enerji ve momentum davran¬̧slar¬Şekil 9.1 ve Şekil 9.2 de gösterilmi̧stir.

Buradaki sal¬n¬m �100 � x � 100 aral¬¼g¬nda c = 0:35; h = 0:2; �t = 0:05

ve x0 = 6 de¼gerleri al¬narak gerçekleştirilmi̧stir. Enerjinin de¼geri 48:10073

ile 49:99670 aras¬nda de¼gi̧smektedir. Şekil 9.1 incelendi¼ginde dalgalar¬n

çarp¬̧sma zaman¬nda enerjide bir art¬̧s meydana gelmektedir. Bu art¬̧s t = 120

zaman¬na kadar devam etmektedir. Ayn¬şartlarda momentum ise �0:17610

ile �0:00305 aras¬ndad¬r. Şekil 9.2 incelendi¼ginde momentumdaki de¼gi̧sim
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hareketinin, enerji de¼gi̧simi ile ayn¬oldu¼gu görülmektedir.

Tablo 5.3

c E0 E120

0:1 28:1221 28:6914

0:15 28:1161 28:8979

0:175 28:1121 28:9483

0:195 28:1084 28:9775

0:2 28:1074 28:9923

0:22 28:1032 29:0085

0:25 28:0960 29:0439

0:26 28:0933 29:0507

0:3 28:0814 29:0822

0:5 27:9810 29:1389

0:7 27:7495 29:0494

0:9 26:9067 27:8155

�100 � x � 100; h = 0:2;�t = 0:05; x0 = 6

Tablo 5.3 e göre t = 0 ve t = 120 zamanlar¬nda elde edilen enerji de¼gerle-

rine bak¬ld¬¼g¬nda, c dalga h¬z¬ 0:1 ile 0:195 aras¬nda iken fark 0:70 civar¬n-

dad¬r. Dalga h¬z¬0:2 ve daha büyük al¬nd¬¼g¬nda bu fark artmaktad¬r. Buna

göre en iyi enerji korunumu 0:1 ile 0:195 aras¬ndaki dalga h¬zlar¬için sa¼glan-

maktad¬r.
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Tablo 5.4: Farkl¬dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum

c Enerji Momentum

0:1 49:5322 �0:00933

0:35 49:9967 �0:0030

0:4 50:0039 �0:0030

0:55 50:0176 �0:00296

0:7 50:0259 �0:00288

0:8 50:0306 �0:00274

0:9 50:0355 �0:00243

�100 � x � 100; h = 0:2;�t = 0:05; x0 = 6; t = 100

Tablo 5.4 de farkl¬dalga h¬zlar¬için elde edilen enerji ve momentum de¼ger-

leri verilmi̧stir. Tablo incelendi¼ginde dalga h¬zlar¬ 0:4 ile 0:9 aras¬nda

al¬nd¬¼g¬nda elde edilen enerji ve momentum de¼gerleri aras¬ndaki fark çok

düşüktür. Dalga h¬zlar¬0:1 ve 0:35 aras¬nda iken enerji ve momentum de¼ger-

leri aras¬ndaki fark artmaktad¬r. Buna göre bu metod için 0:4 den büyük

dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentum korunumu daha tutarl¬d¬r.



Bölüm 6

Sonuç ve Öneriler

Deneme fonksiyonlar¬olarak kübik B-spline fonksiyonlar¬kulland¬¼g¬m¬z kübik

kolokeyşin metodunu, KG denkleminin say¬sal çözümlerini bulmak için za-

mana göre parçalayarak ve parçalamadan uygulad¬k. KG denkleminin say¬sal

çözümlerini bulduktan sonra her iki yöntem için farkl¬dalga h¬zlar¬nda enerji

ve momentum de¼gerlerini elde ettik. Elde edilen sonuçlar için bu yöntemin

kullan¬lmas¬bize farkl¬konum ve zaman art¬mlar¬için tutarl¬hata vermi̧stir.

Ayr¬ca farkl¬konum ve zamanlarda ortaya ç¬kan enerji ve momentum de¼ger-

lerinin yeterince korundu¼gu görülmüştür. Tez boyunca en iyi hata sonuçlar¬

zamana göre parçalanm¬̧s KG denkleminin say¬sal çözümüden elde edilmi̧stir.

Algoritman¬n güvenirlili¼gini göstermek için üç test problemi çal¬̧st¬k. Birinci

test probleminde tek dalga hareketini, ikinci test probleminde iki dalgan¬n

da hareketli olmas¬halini, üçüncü test probleminde bir hareketli bir dura¼gan

dalga hareketini inceledik.

Deneme fonksiyonlar¬olarak kuartik B-spline fonksiyonlar¬kulland¬¼g¬m¬z

dördüncü bölümde kuartik kolokeyşin metodunu, KG denkleminin say¬sal

çözümlerini bulmak için uygulad¬k. Daha sonra algoritman¬n güvenirlili-

¼gini göstermek için daha önceki test problemleri ile çal¬̧st¬k. Zamana göre
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parçalara ay¬rd¬¼g¬m¬z kübik B-spline kolokeyşin çözümü ile elde etti¼gimiz hata

de¼gerlerine yak¬n de¼gerler elde edilmi̧stir.

Son bölümde deneme fonksiyonlar¬olarak kuintik B-spline fonksiyonlar¬

kulland¬¼g¬m¬z kuintik kolokeyşin metodu, KG denkleminin say¬sal çözümlerini

bulmak için uygulad¬k. Daha önce uygulad¬¼g¬m¬z üç yöntemde elde edilen

hata de¼gerleriyle tutarl¬de¼gerler elde edilmi̧stir. Elde edilen sonuçlar ince-

lendi¼ginde bu yöntemin kullan¬lmas¬, farkl¬konum ve zaman art¬mlar¬için iyi

sonuç vermi̧stir. Ayr¬ca farkl¬konum ve zamanlarda ortaya ç¬kan enerji ve

momentum de¼gerlerinin yeterince korundu¼gu görülmüştür.

Yap¬lan bu çal¬̧smalar sonucunda anlaş¬lmaktad¬r ki c dalga h¬z¬na ba¼gl¬

olarak, dalga çarp¬̧smalar¬nda ortaya ç¬kan enerji ve momentum, de¼gi̧siklikler

göstermi̧stir. Önemli olan bu enerji ve momentum de¼gerlerinin korunmas¬d¬r.

Çal¬̧sma boyunca hangi dalga h¬zlar¬nda enerji ve momentumun korundu¼gu

gösterilmi̧stir.
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Özgeçmiş 
 
25.09.1975 tarihinde Kütahya’nın Tavşanlı ilçesinde doğan yazar, ilk ve orta 

öğrenimini aynı şehirde tamamlamıştır.  Lisans (1993-1997) ve Yüksek Lisans 

(1997-2000)  eğitimini Dumlupınar Üniversitesinde bitirmiştir.  2006 yılında ise 

Eskişehir Osmangazi Üniversitesinde doktora eğitimini tamamlamıştır.  Lineer 

olmayan diferensiyel denklemlerin sayısal çözümleri konusunda aktif olarak 

çalışmaları devam etmektedir.        

 
 

 120


	dış kapak.pdf
	dış kapak ingilizce.pdf
	iç kapak.pdf
	KABUL VE ONAY.pdf
	ÖZET.pdf
	SUMMARY.pdf
	teşekkü.pdf
	icindekiler.pdf
	                                                                                                                             Sayfa
	Sayfa
	Sayfa

	aboz tez.pdf
	kaynaklar.pdf
	özgeçmiş.pdf

