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ÖZET

Lineer uzaylar, üzerinde bulunma geometrisinin temel objeleridir. Projektif ve
afin uzaylar lineer uzayların en belirgin örneklerindendir. Bunların bilinen birçok
karakterizasyonu vardır. F.Buekenhout ve P. Cameron tarafından bazı
karakterizasyonlar yapılmıştır. Yeni bir karakterizasyon olarak Biondi ve Durante
tarafından da afin 3-uzaylar düzlemsel uzaylar olarak karakterize edilmiştir. Düzlemsel
uzayların en belirgin örnekleri projektif ve afin uzaylardır. Düzlemsel uzaylarda
projektif ve afin uzayların birçok karakterizasyonu elde edilmiştir. Örneğin Veblen-
Young tarafından yapılan karakterizasyonda eğer bütün düzlemler projektif düzlem ise
projektif uzay elde edilmekte veya bütün düzlemler afin düzlemler ve doğrularında
mertebesi en azından 4 ise afin uzay elde edilmektedir.

Biz bu tezde yeni örnekler ve çalışmalarla afin3-uzayları düzlemsel uzaylar
olarak karakterize ettik.

İlk bölümde, bir sonraki bölümde gerekli olan bazı tanım ve teoremler

verilmiştir; ilk olarak lineer uzaylarla ve ikinci olarak da afin ve projektif uzaylarla

ilgili tanım ve teoremler verilmiştir.

İkinci bölümde ilk olarak düzlemsel lineer uzaylarla ilgili temel sonuçlar

verilmiştir. İkinci olarak sonlu 3 boyutlu afin uzayları

(1) Her doğrusu 2n  olmak üzere n  noktalı

(2) Doğrudaş olmayan her nokta üçlüsü   nın bir tek elemanı içinde

(3)   nın elemanlarının çakışık ya da ayrık olması   üzerinde bir denklik

bağıntısıdır. Her denklik sınıfı bütün noktalarını kapsayan bir denklik

bağıntısıdır.

özelliklerine sahip has alt uzaylarının   kümesi ile belirli lineer uzaylar olarak

karakterize edildi.

Daha sonra bu sonuç en az üç boyutlu ve en az 3 doğru dereceli bütün afin uzayların

karakterizasyonlarına genelleştirildi.

Anahtar Kelimeler: Düzlemsel uzaylar, Projektif uzaylar, Afin uzaylar,  Lineer uzaylar.
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SUMMARY

Linear spaces are the fundamental objects of the incidence geometry. Projective

and affine spaces are the prominent examples of linear spaces. They have been

extensively studied and a lot of characterizations are known. Some characterizations

were done by F.Buekenhout and P. Cameron. Affine 3-spaces were also characterized

as planar linear spaces by Biondi and Durante. The most prominent examples of planar

spaces are the projective and affine spaces. Many characterizations of projective and

affine spaces in terms of planar spaces have been obtained. For instance, if all planes are

projective planes, then we have a projective space or if all planes are affine planes and

lines have size at least four, then we have an affine space in the characterizations made

by Veblen-Young.

 Affine 3-spaces are characterized as planar linear spaces by investigating

relations between affine 3-spaces and planar linear spaces in this thesis.

In the first chapter, some definitions and theorems needed in the next chapters

are given. First of all, some definitions and theorems about linear spaces and second

affine and projective spaces are given.

In the second chapter, main results about planar linear spaces are given. Second,

we characterize finite three-dimensional affine spaces as the only linear spaces endowed

with the set   of proper subspaces having the properties

(1) Every line contains a constant number of points, say n , with 2n

(2) Every triple of noncollinear points is contained in a unique member of 

(3) Disjoint or coincide is an equivalence relation in   with the additional

property that every equivalence class covers all points.

We generalize our result in the case of dimension greater than three to obtain a

characterization of all finite affine spaces of dimension at least 3 with the lines of size at

least 3.

Keywords: Planar spaces, Projektif spaces, Affine spaces,  Linear spaces.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

Simgeler Açıklama

b  Toplam doğru sayısı

 pb  Bir p  noktasından geçen doğru sayısı

ib ip  noktasından geçen toplam doğru sayısı

 pb   düzlemine ait bir p  noktasından geçen doğru sayısı

d  Toplam düzlem sayısı

 pd  Bir p  noktasından geçen toplam düzlem sayısı

 Ld  Bir L  doğrusundan geçen toplam düzlem sayısı

v  Toplam nokta sayısı

 Lv L doğrusu üzerindeki toplam nokta sayısı

iv iL  üzerindeki toplam nokta sayısı

 Lv   düzlemine ait bir L doğrusu üzerindeki toplam nokta sayısı

 X X  in örtüsü

  Has altuzayların bir ailesi

P   düzlemine ait noktaların kümesi

 ILPS ,, Uzay

 ,,, ILPS   ailesinin katılması ile elde edilen uzay



BÖLÜM 1

Temel Kavramlar

Bu bölümdeki temel kavramlar ve sonuçlar L.M.Batten [2] ve R.Kaya [3] dan al¬n-

m¬̧st¬r. Şimdi bu temel kavramlar¬verelim.

1.1 Lineer Uzaylar

Tan¬m 1.1.1 P noktalar kümesi, L elemanlar¬do¼grular olan P nin alt kümelerinin

ailesi ve I, P � L üzerinde �(p,L) 2 I () p 2 L� şeklinde tan¬ml¬ bir ba¼g¬nt¬

olmak üzere S =(P,L; I ) yap¬s¬na üzerinde bulunma yap¬s¬(incidence structure)

denir. E¼ger S aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼glarsa S ye yaklaş¬k lineer uzay denir.

( Y L1 ) Herhangi bir do¼grunun en az iki noktas¬vard¬r

( Y L2 ) ·Iki nokta en çok bir do¼gru üzerindedir.

Tan¬m 1.1.2 S =(P,L; I ) yap¬s¬üzerinde bulunma yap¬s¬olsun. E¼ger S aşa¼g¬daki

aksiyomlar¬sa¼glarsa S ye lineer uzay denir.

( L1 ) Farkl¬iki nokta bir tek nokta do¼gru belirtir

( L2 ) Her do¼gru en az iki nokta kapsar

Her lineer uzay bir yaklaş¬k lineer uzayd¬r ama her yaklaş¬k lineer uzay bir lineer

uzay de¼gildir.

Burada(P,L; I ) yerine (P,L) notasyonuda kullan¬labilir.

Bir S =(P,L) yaklaş¬k lineer uzay¬nda e¼ger jPj = v sonlu ise jLj = b de son-

ludur. Bu durumda S sonlu v noktal¬, b do¼grulu yaklaş¬k lineer uzay olarak da

adland¬r¬labilir.

S nin her p noktas¬ için b (p) ile p noktas¬ndan geçen do¼gru say¬s¬, her L 2 L

do¼grusu için v (L) ile L do¼grusu üzerindeki nokta say¬s¬gösterilir.

1
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Ayr¬ca i - nokta ve i - do¼gru terimleri s¬ras¬yla derecesi i olan nokta ve do¼gruyu

gösterir.

S sonlu bir yaklaş¬k lineer uzay olmak üzere P nin elemanlar¬1 � i � v, pi ve L

nin elemanlar¬1 � i � b; Lj ile gösterilebilir. Bu durumda

b (pi) = bi; v (Lj) = vj

dir.

vj, Lj do¼grusu üzerindeki nokta say¬s¬n¬ gösteriyor. bi, pi noktas¬ndan geçen

do¼gru say¬s¬ olup pi den geçip Lj yi kesmeyen do¼grular bulmak mümkün oldu¼gu

için bi � vj ifadesi geçerlidir. Ayr¬ca v; b; b (p) ; v (L) de¼gerlerine bir yaklaş¬k lineer

uzay¬n parametreleri denir.

Örnek 1.1.3 P = f1; 2; 3; 4; 5; 6g ve L = ff1; 2; 3g ; f3; 4; 5g ; f1; 4g ; f2; 4gg

Şekil 1

Şekil 1 de Y L1 aksiyomunun sa¼gland¬¼g¬ aşikârd¬r. Bir do¼gru üzerinde en az

iki nokta vard¬r. Do¼grular üzerindeki noktalara bak¬ld¬¼g¬nda iki noktan¬n en çok

bir do¼gru üzerinde oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla bu uzay bir yaklas¬k lineer uzayd¬r.

Şekil 2 de gösterilen ve Fano düzlemi olarak adland¬r¬lan yap¬ise bir lineer uzayd¬r.
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Şekil 2

Tan¬m 1.1.4 S =(P,L; I ) yaklaş¬k lineer uzay ve X � P olun. 8p; q 2 X ve

p 6= q olmak üzere pq do¼grusunun tamam¬X de ise X e S nin bir alt uzay¬denir.

? ve S ye S nin has (öz) alt uzaylar¬denir. S nin di¼ger alt uzaylar¬na da has

olmayan alt uzaylar denir.

Tan¬m 1.1.5 S =(P,L; I ) yaklaş¬k lineer uzay ve X � P olun. X i içeren en

küçük alt uzaya X in örtüsü denir ve < X > ile gösterilir.

Yard¬mc¬teorem 1.1.6 ([2]) S =(P,L; I ) yaklaş¬k lineer uzay ve X � P olun.

X in örtüsü X i içeren bütün alt uzaylar¬n arakesitidir.

S yaklaş¬k lineer uzay¬nda < S >= S, < ? >= ? ve 8 p 2 P için < p >= p dir.

Şekil 2 deki uzayda < f5; 6g >= f1; 5; 6g ve < f0; 3; 4g >= f0; 3; 1; 4; 2; 5; 6g = S

olur.

Şekil 1 deki uzayda < f1; 2; 5g >= f1; 2; 3; 4; 5g dir.

Tan¬m 1.1.7 S =(P,L; I ) yaklaş¬k lineer uzay ve X � P olun. 8x 2 X için

x =2< Xn fxg > ise X kümesine ba¼g¬ms¬z küme denir.

Yukar¬daki tan¬m aşa¼g¬daki şekilde de verilebilmektedir.

BirX kümesi ba¼g¬ms¬z küme öyleki örtüsünü üretecek yeterli noktalardan oluşur.

Şekil 2 deki yaklaş¬k lineer uzayda X = f1; 5; 6g kümesi ba¼g¬ms¬z küme de¼gildir.

Çünkü kendi örtüsünü üretmek için gerekli olandan fazla nokta kapsamaktad¬r.

Asl¬nda 1 ve 5 noktalar¬yeterlidir.
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Tan¬m 1.1.8 Bir S yaklaş¬k lineer uzay¬n¬n noktalar¬n¬n S yi üreten bir ba¼g¬ms¬z

alt kümesine S nin bir baz¬denir.

Şekil 2 deki yaklaş¬k lineer uzay¬n f1; 2; 0g ve f3; 5; 6g iki baz¬d¬r. Daha başka

bazlar¬da vard¬r.

Bir uzay¬üreten bir çok baz bulunabilir. Verilen bir uzay¬n bütün bazlar¬n¬n

eleman say¬lar¬ayn¬olmas¬gerekmez.

Örnek 1.1.9 Şekil 3 teki yaklaş¬k lineer uzay için f4; 5; 6; 7g ; f1; 8; 3g ; f1; 2; 3g birer

bazd¬r ve bunlar¬n eleman say¬lar¬farkl¬d¬r.

Şekil 3

Tan¬m 1.1.10 S bir yaklaş¬k lineer uzay olsun. minfjBj : B;S nun bir baz{g � 1

say¬s¬na S yaklas¬k lineer uzay¬n¬n boyutu denir. Böylece

boyS =minfjBj : B;S nin bir baz{g � 1

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Boyutu bulmak için mümkün olan en az say¬da elemana sahip baz bulunur. Bu

baz¬n eleman say¬s¬ndan 1 ç¬kar¬l¬r

Bir do¼gru, bir nokta, ? den ibaret uzaylar¬n boyutlar¬s¬ras¬yla 1, 0, -1 dir.
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Tan¬m 1.1.11 S sonlu lineer uzay¬nda her noktadan sabit k tane do¼gru geçiyorsa

S ye noktasal regüleritesi k, her do¼gru üzerinde de sabit r tane nokta varsa S ye

r� do¼grusal regüler ya da do¼grusal regüleritesi r dir denir. Do¼grusal regüleritesi r,

noktasal regüleritesi k olan lineer uzaya (k; r)�regüler denir.

Tan¬m 1.1.12 S sonlu bir lineer uzay ve A pozitif tamsay¬lar kümesinin bir sonlu

kümesi olsun. E¼ger S nin her L do¼grusu için v (L) 2 A ise S ye A - do¼gru dereceli

lineer uzay denir. E¼ger S nin her p noktas¬için b (p) 2 A ise S ye A - nokta dereceli

lineer uzay denir.

Teorem 1.1.13 ([2]) S sonlu bir lineer uzay¬do¼grusal regüler ise noktasal regülerdir.

Tan¬m 1.1.14 S =(P,L) bir lineer uzay ve X � P olsun. E¼ger 8x; y 2 X için

x =2< X > ve x 2< X [ fyg > iken y 2< X [ fxg > ise S lineer uzay¬de¼giştirme

özelli¼gine sahiptir denir.

Yard¬mc¬teorem 1.1.15 ([2]) S =(P,L) de¼giştirme özelli¼gine sahip bir lineer uzay

olsun. E¼ger X = fx1; x2; :::; xng ba¼g¬ms¬z bir küme ve xn+1 =2< X >ise

fx1; x2; :::; xn; xn+1g de ba¼g¬ms¬z bir kümedir.

Yard¬mc¬teorem 1.1.16 ([2]) S =(P,L) de¼giştirme özelli¼gine sahip sonlu bir li-

neer uzay ise bu uzay¬n herhangi iki baz¬ayn¬say¬da elemana sahiptir.

Tan¬m 1.1.17 Bir S sonlu lineer uzay¬nda iki do¼gru çak¬̧s¬k ya da hiç ortak noktaya

sahip de¼gilse bu iki do¼gruya paralel do¼grular denir. E¼ger L1 ve L2 paralel do¼grular

ise bu do¼grular¬n paralelli¼gi L1 k L2 şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.18 Bir S lineer uzay¬n¬n aşikar olmayan maksimal alt uzay¬na S nin

bir hiperdüzlemi denir.

Reel 5-uzay¬n hiperdüzlemleri reel 4-uzaylard¬r. Reel 2-uzay¬n hiperdüzlemleri

reel 1-uzaylard¬r. Reel 1-uzay¬n hiperdüzlemlerin herbiri bir noktad¬r. Di¼ger bir

ifadeyle bir do¼grunun hiperdüzlemleri noktalar, bir noktan¬n hiperdüzlemleri boş

kümedir. Boş kümenin hiperdüzlemi yoktur.
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Fano düzleminin her bir do¼grusu hiperdüzlemdir. Mertebesi 3 olan a�n düz-

lemlerde de her bir do¼gru bir hiperdüzlem olarak ifade edilebilir.

Tan¬m 1.1.19 Herbir hiperdüzlemi 2 boyutlu olan bir lineer uzaya 3 boyutlu lineer

uzay denir.

Bu tezde, 3-boyutlu bir lineer uzay için aşa¼g¬daki notasyonlar kullan¬lacakt¬r.

Bir 3-boyutlu lineer uzayda toplam düzlem say¬s¬ d, bir p noktas¬ndan geçen

toplam düzlem say¬s¬d (p) ve bir L do¼grusundan geçen toplam düzlem say¬s¬d (L) ile

gösterilecektir. Ayr¬ca 3-boyutlu lineer uzayda bir � düzlemine ait bir p noktas¬ndan

geçen ve bu düzleme ait toplam do¼gru say¬s¬b� (p) ; � düzlemine ait bir L do¼grusu

üzerindeki � ya ait toplam nokta say¬s¬v� (L) ile gösterilecektir.

1.2 Sonlu Lineer Uzay¬n Temel Özellikleri

Tan¬m 1.2.1 S = (P ;L) bir lineer uzay, P = fp1; p2; :::; pvg, L = fL1; L2; :::; Lbg ve

rij =

8<: 0 ; pi =2 Lj
1 ; pi 2 Lj

olsun. Buradaki rij de¼gerlerine pi noktas¬n¬n Lj do¼grusu üzerinde bulunma de¼geri

denir ve A = [rij]vxbmatrisine de üzerinde bulunma matrisi denir.

Bir lineer uzay¬temsil eden matrise bak¬ld¬¼g¬nda uzay hakk¬nda baz¬bilgiler elde

edilebilir. Örne¼gin herhangi bir sat¬rdaki birlerin say¬s¬bu sat¬ra eşlenen noktadan

geçen do¼gru say¬s¬d¬r. Ayr¬ca herhangi bir sütundaki birlerin say¬s¬bu sütuna eşlenen

do¼gru üzerindeki nokta say¬s¬d¬r.

Yard¬mc¬teorem 1.2.2 ([2]) Bir S = (P ;L) sonlu lineer uzay¬n do¼grusal regü-

leritesi s ve noktasal regüleritesi t ise vt = bs dir.

·Ispat Üzerinde bulunma matrisi ile ispat kolayca yap¬lmaktad¬r.

Teorem 1.2.3 ([2]) E¼ger S = (P ;L) sonlu lineer uzay ise
vX
i=1

b (pi) =
bX
j=1

v (Lj)
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d¬r.

·Ispat S = (P ;L) sonlu lineer uzay¬n¬temsil eden bir üzerinde bulunma

matrisi vard¬r. Bu matrisin sat¬rlar¬ndaki birlerin sat¬r-sat¬r toplanmas¬, sütunlar¬n-

daki birlerin sütun-sütun toplanmas¬ile istenen eşitlik elde edilir.

Teorem 1.2.4 ([2]) S = (P ;L) sonlu lineer uzay olsun. 8 pi 2 P için

v � 1 =
bX
j=1

(vj � 1) � rij

d¬r. Üstelik ;

v � (v � 1) =
bX
j=1

vj � (vj � 1)

d¬r.

·Ispat S sonlu lineer uzay¬n tüm noktalar¬ bir pi noktas¬ndan geçen do¼gru

demeti üzerindedir. Bu demetteki herhangi bir Lj do¼grusu üzerindeki pi noktas¬

hariç vj � 1 adet nokta vard¬r. Böylece S nin toplam nokta say¬s¬

v � 1 =
bX
j=1

(vj � 1) � rij

d¬r. Ayn¬zamanda S nin tüm noktalar¬n¬sayarken; S nin her do¼grusu üzerindeki

nokta ikililerini saymak, S nin tüm nokta ikililerini saymak ile eşit oldu¼gundan

�
v

2

�
=

bX
j=1

�
vj
2

�
dir. Gerekli sadeleştirmelerden sonra

v � (v � 1) =
bX
j=1

vj � (vj � 1)

elde edilir.

Teorem 1.2.5 ([2]) S = (P ;L) sonlu lineer uzay olsun. E¼ger pi =2 Lj ise b (pi) � vj
dir. E¼ger pi noktas¬ndan geçen tüm do¼grular Lj do¼grusunu kesiyorsa b (pi) = vj

dir.
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·Ispat: S bir sonlu lineer uzay oldu¼gundan, lineer uzay aksiyomu L1 den ispat

aç¬kt¬r.

Teorem 1.2.6 ([2]) S sonlu lineer uzay¬n¬n maksimum dereceli paralel iki do¼grusu

L1 ve L2 ise

b � v (L1) � v (L2) + 2

dir.

·Ispat: S sonlu lineer uzay¬n¬n maksimum dereceli paralel iki do¼grusu L1 ve L2

oldu¼gundan L1 ve L2 do¼grular¬n¬n her ikisinide kesen do¼gru say¬s¬ v (L1) �v (L2) dir.

O halde S nin toplam do¼gru say¬s¬b � v (L1) � v (L2) + 2 d¬r.

Teorem 1.2.7 ([2]) S sonlu lineer uzay¬n¬n maksimum dereceli herhangi iki do¼grusu

L1 ve L2 olsun. E¼ger L1 \ L2 : = w olacak şekilde bir w noktas¬mevcut ise

b � (v (L1)� 1) � (v (L2)� 1) + b (w)

d¬r.

·Ispat: S nin maksimum dereceli iki do¼grusu L1, L2 ve w : = L1 \ L2 olsun.

L1 ve L2 do¼grular¬n¬n her ikisini kesen do¼gru say¬s¬

(v (L1)� 1) � (v (L2)� 1) + b (w)

d¬r. O halde S nin toplam do¼gru say¬s¬b ise

b � (v (L1)� 1) � (v (L2)� 1) + b (w)

dir.

Teorem 1.2.8 ([2]) (De Brujin-Erdös) S, b > 1 özelli¼ginde herhangi bir sonlu

lineer uzay olsun. Bu takdirde

i) b � v dir

ii) E¼ger b = v ise S ya yaklaş¬k demet ya da bir projektif düzlemdir.



9

1.3 A�n ve Projektif Uzaylar

Tan¬m 1.3.1 S =(P,L) bir lineer uzay olmak üzere aşa¼g¬daki A1; A2 aksiyomlar¬n¬

sa¼glarsa S ye a�n düzlem denir.

A1 : p =2 L1 olamk üzere her p 2 P ve her L1 2 L için p 2 L2 ve L1 k L2 olacak

şekilde bir tek L2 2 L do¼grusu vard¬r.

A2 : Do¼grudaş olmayan üç nokta vard¬r.

A1 aksiyomu paralellik aksiyomu olarak bilinir.

En az iki do¼grulu ve paralellik aksiyomunu sa¼glayan lineer uzaylar¬n a�n düzlem

oldu¼gu aç¬kt¬r. Çünkü en az iki do¼gru varsa do¼grudaş olmayan üç nokta her zaman

vard¬r.

Teorem 1.3.2 ([5]) S =(P,L) v noktal{ b do¼grulu sonlu bir lineer uzay ise aşa¼g¬da-

kiler denktir.

(i) S bir a�n düzlemdir

(ii) Her p 2 P ve L 2 L için b (p) = n + 1; v (L) = n olacaka şekilde n � 2 tam

say¬s¬vard¬r.

(iii) v = n2 ve her L 2 L için v(L) = n olacak şekilde n� 2 tam say¬s¬vard¬r.

(iv) b = n2 + n ve her L 2 L için v (L) = n olacak şekilde n � 2 tam say¬s¬vard¬r.

Teorem 1.3.2 den bir sonlu a�n düzlem, nokta say¬s¬ v = n2, toplam do¼gru

say¬s¬b = n2 + n, 8L 2 L için v (L) = n olan (n+ 1)� regüler bir lineer uzayd¬r.

Tan¬m 1.3.3 L ve L0 bir a�n düzlemin iki do¼grusu olsun. L = L0 veya L\L0 =Ø ise

L ve L0 ye paralel do¼grular denir ve L k L0 ile gösterilir.

Bir a�n düzlemdeki do¼grular cümlesi üzerinde yukar¬da tan¬ml¬� k; paralellik

ba¼g¬nt¬s¬�n¬n bir denklik ba¼g¬nt¬s¬oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece mertebesi n olan bir a�n

düzlemde n+ 1 tane denklik s¬n¬f¬ vard¬r.

Herbir denklik s¬n¬f¬a�n düzlemin tüm noktalar¬n¬kapsad¬¼g¬ndan denklik s¬n¬�ar¬

paralel s¬n¬f olarak adland¬r¬l¬r.
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Tan¬m 1.3.4 S =(P,L) bir lineer uzay olmak üzere aşa¼g¬daki P1; P2 aksiyomlar¬n¬

sa¼glarsa S ye projektif düzlem denir

P1 Herhangi farkl¬iki do¼gru ortak bir noktaya sahiptir,

P2 Herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta vard¬r.

P1 aksiyomunu sa¼glayan fakat P2 aksiyomunu sa¼glamayan bir sonlu lineer uzaya

bozulmuş (dejenere) projektif düzlem denir.

En küçük projektif düzlem yedi noktal¬olup Fano düzlemi olarak adland¬r¬l¬r.

S =(P,L) bir a�n düzlem olmak üzere bu düzlemde birbirine paralel bütün

do¼grular cümlesine bir paralel do¼gru demeti denir. Düzlemde her bir demet için bu

demetin tüm do¼grular¬n¬n üzerinde bulunan ama P de bulunmayan yeni bir nokta

göz önüne alal¬m. Böylece düzleme her do¼grultuda bir yeni ( ideal ) nokta kat¬lm¬̧s

olur ve geni̧sletilmi̧s nokta cümlesi P 0= P[f ideal noktalarg bulunur. A�n düzleme

ideal noktalar kat¬l¬rken a�n düzlemin her L do¼grusu bir nokta ile geni̧sletildi. L

do¼grusu ve L ye paralel olan tüm do¼grular üzerine koyulan bu ideal nokta D1

ile gösterilsin. Tüm ideal noktalar¬n üzerinde bulundu¼gu ideal do¼gruyu da L1 ile

göstererek a�n düzleme katal¬m. Böylece S 0=(P 0,L0) sistemi elde edilir. Bu sisteme

a�n düzlemin tamamlanm¬̧s¬denir.

Teorem 1.3.5 ([5]) S =(P,L) v noktal¬b do¼grulu sonlu bir lineer uzay ise aşa¼g¬da-

kiler denktir.

(i) S bir projektif düzlemdir

(ii) Her p 2 P ve L 2 L için b (p) = n+ 1; v (L) = n+ 1 ve n � 2 olacaka şekilde

tam say¬s¬vard¬r.

(iii) v = n2 + n + 1 ve her L 2 L için v (L) = n + 1 ve n � 2 olacaka şekilde tam

say¬s¬vard¬r.

(iv) b = n2 + n + 1 ve her L 2 L için v (L) = n + 1 ve n � 2 olacaka şekilde tam

say¬s¬vard¬r.

Teorem 1.3.1 den bir sonlu projektif düzlem, toplam nokta ve do¼gru say¬s¬

b = v = n2 + n + 1; 8 L 2 L için v (L) = n + 1 olan (n+ 1) � regüler bir lineer

uzayd¬r.

Teoremde geçen n tamsay¬s¬na ilgili projektif düzlemin mertebesi denir.
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Teorem 1.3.6 ([3]) Her a�n düzlemin tamamlanm¬̧s¬bir projektif düzlemdir.

Bir projektif düzlem ayk¬r¬bir F cismi üzerinde tan¬ml¬V vektör uzay¬ndan da

elde edilebilmektedir. V nin orijinden geçen her do¼grusuna bir nokta ve orijinden

geçen her düzlemine bir do¼gru diyelim. Böylece düzlemdeki her do¼gru V uzay¬ndaki

bir düzleme ve bu yeni inşaadaki her noktada da V uzay¬ndaki bir do¼gruya kaŗs¬l¬k

gelir. Bu V vektör uaay¬ndan inşaa edilen sistemi � (V ) ile gösterelim.

Yard¬mc¬teorem 1.3.7 ([2]) � (V ) yap¬s¬bir projektif düzlemdir.

·Ispat � (V ) deki herhangi iki do¼gru V vektör uzay¬nda orijinden geçen iki

do¼gruya kaŗs¬l¬k gelir ve bu iki do¼gruda V vektör uzay¬nda bir düzlem belirtir. Bu

düzleme kaŗs¬l¬k gelen do¼gru � (V ) sisteminde bu iki noktay¬birleştiren do¼grudur.

� (V ) sistemindeki her do¼gru V vektör uzay¬n¬n orijinden geçen bir düzlemi oldu¼gun-

dan orijinden geçen n+1 tane nokta kapsar. Dolay¬s¬yla � (V ) sisteminde her do¼gru

üzerinde en az iki nokta vard¬r. � (V ) sisteminin herhangi iki do¼grusu V vektör

uzay¬n¬n orijinden geçen iki düzlemine kaŗs¬l¬k gelir ve bu düzlemlerde bir do¼gru

boyunca kesi̧stiklerinden � (V ) de herhangi iki do¼gru bir noktada kesi̧sir. Son olarak

V vektör uzay¬nda herhangi üçü ayn¬ düzlem üçünde bulunmayan dört do¼gruyu

daima bulabiliriz. Mesela F cisminin 0 ve 1 elemanlar¬n¬kullanarak

f(0; 0; 0) ; (1; 0; 0)g ; f(0; 0; 0) ; (0; 1; 0)g

f(0; 0; 0) ; (0; 0; 1)g ; f(0; 0; 0) ; (1; 1; 1)g

şeklindedir. Bunlar¬n herhangi üçü ayn¬düzlem üzerinde de¼gildir. Dolay¬s¬yla

ispat tamamlanm¬̧s olur.

Tan¬m 1.3.8 S = (P ;L) n.mertebeden bir projektif düzlem ve Ø 6= X � P olsun.

S den X in at¬lmas¬ile elde edilen S �X yap¬s¬na X in S de komplementi denir.

E¼ger X; S nin herbir do¼grusunun en fazla n� 1 noktas¬n¬kapsar ise S �X bir

lineer uzayd¬r.

n.mertebeden bir projektif düzlemde bir do¼grunun komplementi nokta regü-

leritesi n+1, do¼gru regüleritesi n olan, n2 noktal¬ve n2+n do¼grulu bir sonlu lineer
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uzayd¬r. O halde n.mertebeden bir projektif düzlemde bir do¼grunun komplementi

n:mertebeden bir a�n düzlemdir.

Teorem 1.3.9 ([3]) Bir S 0 a�n düzlemi bir S projektif düzlemi içine S 0 nün nokta-

lar¬, d S nin do¼grusu olmak üzere S � d nin noktalar¬olacak şekilde yerleştirilebilir.

E¼ger S 0 nün mertebesi n ise bu takdirde S nin mertebesi de n dir.

Tan¬m 1.3.10 Bir S(t; k; v) Steiner sistemi, aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan, blok de-

nilen noktalar¬n alt cümlelerinden oluşan v noktal¬sonlu S lineer uzay¬d¬r.

i) Farkl¬ t nokta (t � 2) tam olarak bir blok taraf¬ndan kapsan¬r.

ii) Her blokta tam olarak k tane nokta vard¬r.

Bloklar lineer uzay¬n do¼grular¬na kaŗs¬l¬k gelir.

Örne¼gin Fano düzlemi bir S(2; 3; 7) Steiner sistemidir. Genel olarak n:mertebeden

bir projektif düzlem ayn¬zamanda S(2; n+ 1; n2 + n+ 1) steiner sistemidir.

Tan¬m 1.3.11 Herhangi iki boyutlu her alt uzay¬bir projektif düzlem olan bir S

lineer uzay¬na bir projektif uzay denir.

V bir F ayk¬r¬cismi üzerine kurulan n+ 1 boyutlu bir vektör uzay¬olsun.

1 � i � n + 1 olmak üzere V nin noktalar¬ai 2 V olmak kayd¬yla (a1; a2; :::; an+1)

şeklindeki (n+ 1) lilerdir. (0; 0; :::; 0) den geçen do¼grular nokta ve buradan geçen

düzlemler birer do¼gru olarak al¬ns¬n. Elde edilen sistemi S (V ) ile gösterelim.

Yard¬mc¬teorem 1.3.12 ([2]) Yukar¬da kurulan S (V ) bir projektif uzayd¬r.

·Ispat Bir ayk¬r¬cisimde tan¬ml¬bir vektör uzay¬ndan projektif düzlem edilebilmek-

tedir. Ayk¬r¬cisme çarpman¬n de¼gi̧sme özelli¼ginide ilave edersek S (V ) nin bir

projektif uzay oldu¼gu kolayca görülür.

Yard¬mc¬teorem 1.3.13 ([2]) Bir projektif uzay¬n herhangi bir alt uzay¬bir pro-

jektif uzayd¬r.

Ø, bir nokta, bir do¼gru aşikâr projektif alt uzay örnekleridir.
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Yard¬mc¬teorem 1.3.14 ([2]) Bir projektif uzay¬n herhangi iki do¼grusu ayn¬say¬da

noktaya sahiptir.

·Ispat L0 ve L bir projektif uzay¬n iki farkl¬do¼grusu olsun. E¼ger L0 ve L projektif

düzlemin içinde iseler ayn¬say¬da nokta kapsarlar.

E¼ger L0 ve L ayn¬projektif düzlemin içinde de¼gillerse L üzerinde bir p noktas¬, L0

üzerinde bir nokta q noktas¬seçelim ve bu noktalardan geçen do¼gruya da L00 diyelim.

L ile L00 ayn¬projektif düzlem içinde olup ayn¬say¬da nokta kapsayacakt¬r. Bununla

birlikte L0 ile L00 de bir projektif düzlemin içindedir. Dolay¬s¬yla bu iki do¼gruda ayn¬

say¬da nokta kapsayacakt¬r. Buradan L ile L0 yn¬say¬da nokta kapsayacakt¬r.

Yard¬mc¬teorem 1.3.15 ([2]) S projektif uzay¬n¬n herhangi bir alt uzay¬S 0 ve

p =2 S 0 olsun. Bu takdirde hS 0 [ fpgi alt uzay¬q 2 S 0 olmak üzere bütün pq do¼grular¬

üzerindeki noktalar¬n kümesidir.

·Ispat X , p den geçen S 0 yü kesen do¼grular¬n kapsad¬¼g¬noktalar¬n kümesi olsun.

X in bir alt uzay¬oldu¼gunu gösterelim. X in S 0 ve p üzerindeki en küçük alt uzay

oldu¼gu kolayca görülebilmektedir. Kabul edelim ki S 0 6= ? olsun. q ve r, X in

noktalar¬olsun. qr � X oldu¼gunu gösterelim.

E¼ger p, q ve r do¼grudaş ise X in tan¬m¬ndan qr = pq � X dir. p, q ve r nin

do¼grudaş olmad¬¼g¬farz edilsin. pq \ X = q0 ve pr \ X =r0 olsun (p = q0 veya r = r0

hallerinin mümkün oldu¼guna dikkat edilsin). Şimdi � = hfpg [ fqg [ frgi farkl¬

olan q0 ve r0 noktalar¬n¬kapsayan bir düzlemdir. Dolay¬s¬yla q0r0 do¼grusu � dedir.

Ayn¬zamanda X dedir. Son olarak s, qr nin herhangi bir noktas¬olsun, ps do¼grusu

� dedir. � bir projektif düzlem s 2 qr olup ps do¼grusu q0r0 do¼grusunu bir s0

noktas¬nda keser. Dolay¬s¬yla s0 2 X olur ve böylece s 2 X olur.

Yard¬mc¬teorem 1.3.16 ([2]) Bir S projektif uzay¬de¼giştirme özelli¼gine sahiptir.

Sonuç 1.3.17 ([2]) n boyutlu bir projektif uzay¬n hiperdüzlemleri tam olarak (n� 1)

boyutlu alt uzaylard¬r.

·Ispat Yard¬mc¬teoremler 1.3.16 ve 1.1.16 dan ispat aç¬kt¬r.
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Yard¬mc¬teorem 1.3.18 ([2]) n � 0 bir tamsay¬olmak üzere mertebesi k olan n

boyutlu bir projektif uzay¬n noktalar¬n¬n say¬s¬

kn + kn�1 + � � � �+k2 + k + 1

dir.

·Ispat S 0, S projektif uzay¬n¬n bir hiperdüzlemi olsun. Yard¬mc¬teorem 1.3.13

den S 0 bir projektif uzayd¬r.

Şimdi n boyutlu k:mertebeden bir projektif uzay¬n noktalar¬n¬n say¬s¬n¬belir-

lemek mümkündür. ·Iki boyutlu bir projektif uzay¬n mertebesi k iken nokta say¬s¬n¬n

k2 + k + 1 oldu¼gu hat¬rlan¬rsa üç boyutlu bir projektif S uzay¬, yani hepsi ayn¬

düzlemde olmayan dört nokta ile üretilen projektif uzay¬düşünülsün. Bu noktalar

p, q, r ve s olsun. S 00 = hfpg [ fqg [ frgi bir düzlem olsun. Yard¬mc¬teoremler

1.3.15 ve 1.3.16 bize S = hS 00 [ fsgi nün t 2 S 00 olmak üzere st do¼grular¬üzerindeki

tüm noktalar¬n kümesi oldu¼gunu söyler. S 00 de k2 + k + 1 nokta bulundu¼gundan S

de toplam �
k2 + k + 1

�
k + 1 = k3 + k2 + k + 1

nokta vard¬r.

S = hfp1g [ fp2g [ ::: fpn+1gi olsun ve S 0= hfp1g [ fp2g [ ::: fpngi n�1 boyutlu

S nin bir alt uzay¬olsun. Yard¬mc¬teorem 1.3.16 gere¼gi tümevar¬m¬kullanarak S 0

nün nokta say¬s¬

kn�1 + � � � �+k2 + k + 1

bulunur. Bu takdirde yard¬mc¬teorem 1.3.13 gere¼gince S nin nokta say¬s¬

�
kn�1 + � � � �+k2 + k + 1

�
k + 1 = kn + kn�1 + � � � �+k2 + k + 1

dir.

Yard¬mc¬teorem 1.3.19 ([2]) n boyutlu bir S projektif uzay¬n¬n herhangi iki hiper-

düzlemi (n� 2) boyutlu bir alt uzayda kesişir.
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Yard¬mc¬teorem 1.3.20 ([2]) Bir S projektif uzay¬n¬n bir H has olmayan alt

uzay¬n¬n bir hiperdüzlem olmas¬için gerek ve yeter şart S nin her do¼grusunun H ¬

en az bir noktada kesmesidir.

·Ispat Kabul edelim ki S nin her do¼grusu H ¬en az bir noktada kessin. O zaman

kabulümüzden dolay¬8p =2 H, q 6= p olmak üzere bütün qp do¼grular¬H ¬en az

bir noktada keser. Böylece S � hH [ fpgi ya da S = hH [ fqgi dir. E¼ger H bir

hiperdüzlem de¼gilse H � V � S olacak şekilde bir V alt uzay¬vard¬r.

p 2 V�H seçilirse hH [ fpgi � V  S dir. Bu ise çeli̧skidir. Böylece H bir

hiperdüzlemdir.

H bir hiperdüzlem olsun. Yard¬mc¬teorem 1.3.15 ten dolay¬q 2 H ve p =2 H için

hpq; pi bir alt uzayd¬r. H bir hiperdüzlem oldu¼gundan hH; fpgi = S dir. Dolay¬s¬yla

bütün do¼grular H ¬keser.

Yard¬mc¬teorem 1.3.21 ([2]) Bir S projektif 3�uzay¬n¬n herhangi iki düzlemi

bir do¼gru boyunca kesişir.

·Ispat � ve �0 S nin herhangi farkl¬ iki projektif düzlemi olsun. � projektif

düzleminde bir p noktas¬alal¬m ve p den geçen L1 ile L2 gibi iki do¼gru alal¬m. �0

S nin bir hiperdüzlemi oldu¼gundan L1 ile L2 birbirini kesecektir. Yard¬mc¬teorem

1.3.20 gere¼gince L1 ile L2 �0 yü en az bir noktada keser. Bu noktalara q ve r dersek

q ve r bir do¼gru üretir ve bu do¼gru hem � hemde �0 dedir. q ve r � ve �0 nün ortak

noktas¬d¬r. Düzlemler farkl¬iken do¼grunun d¬̧s¬nda 3. nokta bulunamaz.

Tan¬m 1.3.22 ([5]) S n.mertebeden bir lineer uzay olsun. E¼ger S nin herbir do¼grusu

bir tek paralel s¬n¬fa aitse S nin pararlel s¬n¬�ar¬n¬n kümesine paralelism denir.

n � 3 olmak üzere e¼ger

(i) S bir paralelisme sahiptir.

(ii) L ve L0 ortak bir pararlel s¬n¬f¬n farkl¬do¼grular¬ve p =2 L [ L0, M ile M 0 de p

den geçen do¼grular, M hem L ve L0 yü kessin ve M 0 de L yi keserse M 0, L0 üyüde

keser. Yani paralel iki do¼grudan birini kesen di¼gerinide kesmek zorundad¬r.

(iii) Her L 2 L için v (L) � n
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ise S ye n.mertebeden a�n uzay denir. Burada S yerine A kullan¬labilir.

Bu tan¬mdan her L 2 L için v (L) = n oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Yard¬mc¬teorem 1.3.23 ([4]) Bir hiperdüzlemi at¬lan bir projektif uzay bir a�n

uzayd¬r.

Yard¬mc¬teorem 1.3.24 ([2]) Bir a�n uzayda bütün do¼grular ayn¬say¬da nokta

kapsar.

Yard¬mc¬teorem 1.3.25 ([2]) Bir n boyutlu k mertebeli projektif uzaydan elde

edilen A a�n uzay¬n¬n toplam nokta say¬s¬kn dir.

·Ispat yard¬mc¬teorem 1.3.23 ten bir hiperdüzlemi at¬lan bir projektif uzay bir

a�n uzayd¬r. Buradan A a�n uzay¬n¬n toplam nokta say¬s¬

kn + kn�1 + � � � �+k2 + k + 1�
�
kn�1 + � � � �+k2 + k + 1

�
= kn

dir.

Yard¬mc¬teorem 1.3.26 ([2]) E¼ger A a�n uzay¬n boyutlu bir S projektif uzay¬n-

dan elde edilmişse ve e¼ger S nin mertebesi 2 de¼gil ise bu takdirde A n¬n boyutu n dir.

Teorem 1.3.27 ([5]) S n.mertebeden v noktal¬b do¼grulu d düzleme sahip 3 boyutlu

projektif uzay ise aşa¼g¬dakiler geçerlidir:

i) Herbir p noktas¬için, b (p) = d (p) = n2 + n+ 1

ii) b� (p) = v (L) = n+ 1 ve v = n3 + n2 + n+ 1

iii) d (L) = n+ 1

iv) d = n3 + n2 + n+ 1; b = n4 + n3 + 2n2 + n+ 1

Teorem 1.3.27 den dolay¬3-boyutlu bir projektif uzay noktasal regüleritesi

n2 + n+ 1 do¼grusal regüleritesi n+ 1 olan 3 boyutlu lineer uzay oldu¼gu aç¬kt¬r.

·Ispat:

i) 3-boyutlu projektif uzayda bir � düzlemi bu uzay¬n hiperdüzlemi olup toplam

nokta say¬s¬v (�) = n2 + n+ 1 dir.
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�, S de bir düzlem ve p de � d¬̧s¬nda bir nokta olmak üzere, v (�) = n2+n+1 ve

yard¬mc¬teorem 1.3.21 gere¼gince farkl¬iki düzlem bir do¼gru boyunca kesi̧sti¼ginden

p den n2 + n+ 1 tane do¼gru geçer.

Bu durumda b (p) = n2 + n+ 1 dir.

p noktas¬� düzlemine ait do¼grular¬n d¬̧s¬nda oldu¼gundan bu do¼grular¬n herbiri

ile p nin gerdi¼gi alt uzay hiperdüzlemdir. Bundan dolay¬d (p) = n2 + n+ 1

ii) � herhangi bir düzlem olsun. � n.mertebeden bir projektif düzlem oldu¼gundan

b� (p) = v (L) = n+ 1

dir.

Bir p noktas¬için v � 1 = b (p) (v (L)� 1) = (n2 + n+ 1)n oldu¼gundan

v = n3 + n2 + n+ 1

dir.

iii) L herhangi bir do¼gru olsun. v (L) = n + 1 oldu¼gundan L ye ait olmayan

n3 + n2 tane nokta vard¬r. L nin ait oldu¼gu düzlemi � ile belirtirsek, � düzleminde

L ye ait olmayan n2 + n+ 1� (n+ 1) = n2 tane nokta vard¬r.

d (L) =
n3 + n2

n2
= n+ 1

iv)

.
… … .

α

Şekil 4

n.mertebeden 3 boyutlu projektif uzayda � bir düzlem olsun.

p 2 � için d (p) = n2+n+1 ve b� (p) = n+1 oldu¼gundan p noktas¬ndan � düzlemine
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ait olmayan (n2 + n+ 1)�(n+ 1) = n2 tane do¼gru geçer. v (�) = n2+n+1 gere¼gince

� düzlemine ait olmayan do¼gru say¬s¬

�
n2 + n+ 1

�
n2

dir. � düzlemine ait do¼gru say¬s¬da n2 + n+ 1 oldu¼gundan

b =
�
n2 + n+ 1

�
n2 + n2 + n+ 1 = n4 + n3 + 2n2 + n+ 1

dir. Ayn¬zamanda 8L 2 L için

b =

�
v
2

��
v(L)
2

�
dir.

L 2 �, v (L) = n + 1 ve d (p) = n2 + n + 1 oldu¼gu di¼ger ş¬klarda gösterildi.

(d (L)� 1) (v (L)) + v (L) = n3 + n2 + n+ 1 olup

d = n3 + n2 + n+ 1

bulunur.

Teorem 1.3.28 ([5]) A n.mertebeden v noktal¬b do¼grulu d düzleme sahip 3 boyutlu

a�n uzay ise aşa¼g¬dakiler geçerlidir:

i) b� (p) = n+ 1; v (L) = n ve v = n3

ii) Herbir p noktas¬için, b (p) = n2 + n+ 1; d (p) = n2 + n+ 1

iii) d (L) = n+ 1

iv) d = n3 + n2 + n; b = n4 + n3 + n2

·Ispat S n:mertebeden 3 boyutlu bir projekif uzay, � da S nin bir hiperdüzlemi

ve S den bir � düzleminin at¬lmas¬ile oluşan yap¬S 0 olsun. yard¬mc¬teorem 1.3.23

ten S 0 = A d¬r.

i) �, n:mertebeden bir projektif düzlem oldu¼gundan A n¬n bir hiperdüzlemi �0

bir a�n düzlem oldu¼gundan b�0 (p) = n+ 1; v (L) = n dir.

S de v = n3 + n2 + n+ 1 ve j�j = n2 + n+ 1 olup A toplam nokta say¬s¬

n3 + n2 + n+ 1�
�
n2 + n+ 1

�
= n3
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tür.

S nin herhangi bir do¼grusu ait olmad¬¼g¬düzlemlerle bir tek noktada kesi̧sti¼ginden

A n¬n herbir L do¼grusu ile � n¬n ortak bir tek noktas¬oldu¼gundan v (L) = n dir.

ii) Bir p noktas¬için

v � 1 = b (p) (v (L)� 1) =) n3 � 1 = b (p) (n� 1) =) b (p) = n2 + n+ 1

dir.

p noktas¬� düzlemine ait olmad¬¼g¬ndan

d (p) = n2 + n+ 1

dir

iii) A n¬n herbir L do¼grusu � ya ait olmad¬¼g¬ndan d (L) = n+ 1dir.

iv) S 3 boyutlu projektif uzay ve A da 3 boyutlu a�n uzay oldu¼gundan

b = n4 + n3 + 2n2 + n+ 1�
�
n2 + n+ 1

�
= n4 + n3 + n2

dir. Ayn¬yolla

d = n3 + n2 + n+ 1� 1 = n3 + n2 + n

dir.



BÖLÜM 2

Düzlemsel Lineer Uzaylar

Lineer uzaylar üzerinde bulunma(incidence) geometrisinin temel objeleridir. A�n

ve projektif uzaylar lineer uzaylar¬n belirgin örneklerindendir. Bu uzaylar üzerinde

birçok geni̧s kapsaml¬çal¬̧sma ve karakterizasyon yap¬lm¬̧st¬r. Bunlardan biri olarak

en az 3 boyutlu a�n uzaylar n.mertebeden bir cisim üzerinde verilen en az 3 boyutlu

vektör uzaylar¬ndan do¼grulari vektör uzay¬n¬n bir boyutlu alt uzaylar¬n¬n ötelemeleri-

nin kümesi olarak al¬narak elde edilen lineer uzaylard¬r. (n� 1).mertebeden d > 2

boyutlu projektif uzaylarda noktalar olarak, (n� 1) elemanl¬cisim üzerinde verilen

d+1 boyutlu vektör uzay¬n¬n bir boyutlu alt uzaylar¬noktalar, 2 boyutlu alt uzaylar¬

do¼grular olarak al¬narak oluşturulan lineer uzaylard¬r.

Bu bölümde yeni bir karakterizasyon olarak a�n 3 uzaylar ile düzlemsel lineer

uzaylar aras¬ndaki ili̧skiler incelendi. A�n 3 uzaylar düzlemsel lineer uzaylar olarak

karakterize edildi. Örnegin bütün düzlemler projektif düzlem ise projektif uzay elde

edilmekte veya bütün düzlemler a�n düzlemler ve do¼grularda en az¬ndan 4 noktal¬

ise a�n uzay elde edilmektedir.

2.1 Düzlemsel Lineer Uzaylarla

·Ilgili Temel Sonuçlar

Tan¬m 2.1.1 S = (P ;L; I) bir lineer uzay ve bu lineer uzay, S nin oluşturdu¼gu has

alt uzaylar¬n bir ailesi 
 ve l sabit pozitif bir tamsay¬olsun. E¼ger S de do¼grudaş

olmayan her üç noktadan 
 n¬n l tane eleman¬geçerse S lineer uzay¬na

l-hiperdüzlemsel uzay denir. Bu uzay S = (P ;L; I;
) olarakta gösterilebilir.

E¼ger l = 1 ise l�hiperdüzlemsel lineer uzay¬na düzlemsel uzay denir.

Düzlemsel lineer uzayda 
 kümesinin düzlemlerden oluştu¼gu aç¬kt¬r.

20



21

K¬sacas¬, S = (P ;L; I;
) bir düzlemsel uzay ve 
 n¬n elamanlar¬da düzlemler

veya hiperdüzlemler olarak adland¬r¬l¬r.

Projektif uzaylar ve a�n uzaylar birer düzlemsel uzay örnekleridir.

S = (P ;L; I;
) hiperdüzlemsel uzaylarda düzlemlerin paralellik aksiyomlar¬

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanmaktad¬r. Bir � düzleminin noktalar kümesi P� ile göste-

rilecektir.

�; � 2 
 için P� \ P� = ? ise �; � ayr¬k alt uzaylar denir.

[düzlemsel paralellik] ; Her �; � 2 
 için

P� \ P� = ? yada P� = P� () � parallel �

Bu bölümde aşa¼g¬daki (*) aksiyomunu sa¼glayan düzlemsel uzaylar incelendi.

(*) Her x 2 P, 
 n¬n x i içermeyen her � eleman¬için 
 n¬n x den geçen � ya

paralel bir tek � eleman¬vard¬r.

(*) aksiyomunu sa¼glayan düzlemsel uzaylarda düzlemsel paralellik düzlemler

üzerinde bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

Boyutu 3 e eşit veya 3 ten büyük a�n uzaylardan bir do¼grunun en az iki nok-

tas¬hariç belli say¬da noktas¬n¬atarak oluşturulan yap¬ (*) aksiyomunu sa¼glayan

düzlemsel uzayd¬r. Çünkü at¬lan noktalardan geçen do¼gru yeni yap¬da en az iki

noktal¬d¬r.

Bu bölümde (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regüleritesi n; n > 2 olan

düzlemsel uzaylar incelenecektir.

Bu bölüm boyunca aksi söylenmedikçe (*) aksiyomunu sa¼glayan düzlemsel lineer

uzaylar yerine k¬saca düzlemsel uzaylar ifadesi kullan¬lacak.

Yard¬mc¬teorem 2.1.2 S = (P ;L; I;
) düzlemsel uzay ise 
 \ L = ? dir.

·Ispat Kabul edelim ki 
 \ L 6= ? olsun. Bu durumda � 2 
 \ L olacak şekilde

en az bir � eleman¬vard¬r. Bu durumda � hem hiperdüzlem hem de do¼grudur. Her

düzlem bir has alt uzay oldu¼gundan L nin d¬̧s¬nda bir x noktas¬vard¬r.

L = � ve x den geçen tek düzlem � ve �0 de � ye paralel � den farkl¬bir düzlem

olsun.
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Bu durumda � ve L, �0 üne paralel olurlar ama ne ayn¬d¬r ne de ayr¬kt¬rlar. Bu

ise paralellikle çeli̧sir. O halde 
 \ L = ? dir.

n = 2 durumunda düzlemsel uzay örneklerini verelim. Burada n = 2 için düz-

lemsel lineer uzaylar¬n düzlemleri farkl¬say¬da noktalardan oluşabilir.

Örnek 2.1.3 S = (P ;L; I) bir lineer uzay, P alt¬elemandan oluşan bir küme L de

P nin bütün 2 lilerinin oluşturdu¼gu küme ve 
 da P nin 3 elemanl¬alt kümelerinin

tamam¬olsun. Bu durumda S = (P ;L; I;
) düzlemsel uzayd¬r.

Örnek 2.1.4 � = (P 0;L0) Fano düzlemi olsun. P = P 0 , L de P nin bütün

ikililerinin oluşturdu¼gu küme ve üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬Fano düzlemindeki gibi

olsun. Bu durumda S = (P,L) 7 noktal¬ 21 do¼grulu bir 6 regüler lineer uzayd¬r.


 bu lineer uzay¬n has alt uzaylar¬n¬n bir ailesi olsun. Bu durumda 
 n¬n ele-

manlar¬ya Fano düzleminin do¼grular¬taraf¬ndan üretilen alt uzaylard¬r ya da Fano

düzleminde herbir do¼grunun komplementi taraf¬ndan üretilen alt uzaylard¬r. Burada


 n¬n elemanlar¬ ya üçgenlerdir ya da dörtgenlerdir. Dolay¬s¬yla düzlemler farkl¬

say¬da noktaya sahiptir. Gerçektende Fano düzleminin bir do¼grusunu al¬rsak onun

komplementi dört noktadan ibaret olup bir dörtgen belirtir. Do¼gru bir üçgen ve

komplementi dört noktadan oluşur. S = (P,L,
 ) düzlemsel lineer uzayd¬r. Çünkü

� düzlemi bir ABC üçgeni ise bu üçgenin d¬̧s¬nda P nin dört tane noktas¬vard¬r. Bu

noktalar D;E; F;G olsun. Bu D;E; F;G noktalar¬Fano düzleminde l = fA;B;Cg

do¼grusunun d¬̧s¬ndaki noktalar olup bu noktalar¬n S de gerdi¼gi alt uzay DEFG

dörtgenidir.

Örnek 2.1.5 2:mertebeden 3 boyutlu a�n uzay bir düzlemsel uzayd¬r.

Örnek 2.1.6 S = (P ;L; I) bir lineer uzay P, 2k tane elamandan oluşan bir küme

L de P nin bütün ikililerinin oluşturdu¼gu küme ve 
 da P nin k elamanl¬ alt

kümelerinin tamam¬olsun.

S = (P ;L; I;
) ise l =
�
2k�3
k�3
�
olmak üzere bir l - hiperdüzlemsel uzayd¬r.

Çözüm 2k tane elamandan oluşan bir kümede A;B;C noktalar¬n¬içeren k nok-

tal¬alt kümelerin say¬s¬ �
2k � 3
k � 3

�
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d¬r. Dolay¬s¬yla do¼grudaş olmayan 3 noktadan 
 n¬n

l =

�
2k � 3
k � 3

�
tane eleman¬geçer. Böylelilekle S = (P ;L; I;
) bir l - hiperdüzlemsel uzayd¬r.

Örnek 2.1.7 � 2:mertebeden d boyutlu bir projektif uzay ve 2 � d � 3 olsun. P ;

� projektif uzay¬n noktalar¬n¬n kümesi ve L de P nin bütün ikililerinin oluştur-

du¼gu küme, 
 da � nin hiperdüzlemleri ve komplementlerinin kümesi olmak üzere

S = (P ;L; I;
) yap¬s¬ l - hiperdüzlemsel uzayd¬r. Burada hiperdüzlemler farkl¬

mertebelere sahiptir ve

l = 2d�1 � 1

dir.

Çözüm

d = 2 durumunda � bir Fano düzlemidir. Bu durumda S düzlemsel uzayd¬r � nin

herbir do¼grusu S de üç noktal¬bir düzlemdir. Fakat � de bu do¼grunun komplementi

olan alt uzay bu do¼grunun hiçbir noktas¬n¬kapsamaz. Dolay¬s¬yla 
 n¬n elemanlar¬

üçgenler ve dörtgenlerden oluşur. Ayr¬ca S nin do¼grular¬ iki noktal¬ oldu¼gundan

farkl¬üç nokta do¼grudaş de¼gildir. Böylece S nin herbir do¼grusundan 
 n¬n farkl¬

iki eleman¬bulunur. O halde l = 22�1 � 1 = 1 ve S = (P ;L; I;
) düzlemsel lineer

uzayd¬r.

d = 3 durumunda kabul edelim ki � 2.mertebeden 3 boyutlu projektif uzay olsun.

Bu durumda 
 n¬n elemanlar¬� de bir do¼grunun S de belirtti¼gi 3 noktal¬düzlem

ile � deki 2 boyutlu alt uzaylar ve bunlar¬n komplementlerinden oluşur. � de bir

do¼grunun komplementi olan alt uzay ile do¼grunu arakesiti boş oldu¼gundan S nin

herbir do¼grusuna kaŗs¬l¬k 
 n¬n farkl¬üç tane eleman¬vard¬r. O halde

l = 23�1 � 1 = 3

tür.

Örnek 2.1.8 S= (P ;L; I) 3 boyutlu 2:mertebeden a�n uzay ve 
 da S nin 2 boyutlu

alt uzaylar¬n¬n kümesi olmak üzere S = (P ;L; I;
) düzlemsel lineer

uzayd¬r.
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Örnek 2.1.9 S= (P ;L; I) 3 boyutlu 2:mertebeden a�n uzay ve 
 da S nin 2 boyutlu

alt uzaylar¬n¬n kümesi olsun. Bu durumda S= (P ;L; I;
) düzlemsel

uzayd¬r. Ortak bir düzlem taraf¬ndan içerilmeyen iki ayr¬k do¼gru L1; L2 olsun. �

da P de 4 farkl¬ noktay¬ sabit tutarak L1 in iki noktas¬n¬ ve L2 nin iki noktas¬n¬

de¼giştiren bir involusyon olsun. Bu durumda S 0 = (P ;L; I;
 [ 
�) do¼gru derecesi

2 olan 2� hiperd�uzlemsel uzayd¬r.

Çözüm S de do¼grudaş olmayan üç nokta A,B,C olsun. A,B,C noktalar¬ndan bir

tek �1 a�n düzlemi geçer. Kabul edelimki � involusyonu �1 de A ve B yi invaryant

b¬raks¬n. � (�1) = �2 A ve B noktalar¬n¬ kapsayan farkl¬ bir a�n düzlemdir. �

bu a�n düzlemin sadece iki noktas¬n¬invaryant b¬rak¬r. Dolay¬s¬yla S de do¼grudaş

olmayan A,B,C noktas¬ndan iki tane a�n düzlem geçer.

Örnek 2.1.10 � 2:mertebeden 3 boyutlu bir projektif uzay olsun. P ; � projektif

uzay¬n noktalar¬n¬n kümesi ve L de P nin bütün ikililerinin oluşturdu¼gu küme, 
 da

� nin hiperdüzlemleri ve komplementlerinin kümesi olmak üzere örnek 2:1:7 deki gibi

S = (P ;L; I;
) yap¬s¬3�hiperdüzlemsel uzay olsun. � projektif uzay¬n¬n L1 ve L2
gibi iki farkl¬do¼grusunu ele alal¬m(her iki do¼gruda üç noktaya sahiptir). � da L1[L2
nin bütün noktalar¬n¬birleştiren, L1 ve L2 nin üzerinde üçgen gibi davranan P nin

key� bir permütasyonu olsun. Bu durumda S 0 = (P ;L; I;
 [ 
�) do¼gru derecesi 2

olan bir 6�hiperdüzlemsel uzay¬d¬r ve S 00 = (P ;L; I;
 [
� [
�2) do¼gru derecesi 2

olan bir 9�hiperdüzlemsel uzayd¬r.

2.2 Do¼grusal regüleritesi en az 3 olan

Düzlemsel Lineer Uzaylar

Bu alt bölümde (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regüleritesi n, n>2 olan düzlemsel

bir lineer uzay¬n 3 boyutlu a�n uzay oldu¼gu ispatlanacakt¬r. Bu sonuç ilave yard¬mc¬

teoremler yard¬m¬yla ispatlanacakt¬r. Şimdi bu yard¬mc¬teoremler verilecektir.

Yard¬mc¬teorem 2.2.1 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regü-

leritesi n, n>2 olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. Her bir düzlemdeki noktalar¬n
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say¬s¬(n� 1) in herhangi bir kat¬ndan 1 fazlad¬r.

·Ispat S do¼grusal regüler oldu¼gundan S deki her � düzleminde do¼grusal regülerdir.

Teorem 1.1.13 ten � ayn¬zamanda noktasal regülerdir. p � düzleminde key� bir

nokta olsun. Dolay¬s¬yla p noktas¬ndan geçen do¼gru say¬s¬b� (p) dir. Herbir do¼gru

üzerinde p hariç (n� 1) tane nokta vard¬r.

… … .( )pbα   tane

p.
Şekil 5

Buradan

v (�) = b� (p) (n� 1) + 1

dir.

Yard¬mc¬teorem 2.2.2 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regü-

leritesi n, n>2 olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. Bir �1 düzlemini bir noktada

kesen her do¼gru, �1 e paralel olan her düzlemi de bir noktada keser.

·Ispat �1 ve �2 farkl¬paralel iki düzlem olsun. L1; �1 i bir noktada kesen bir

do¼gru olsun.

Kabul edelim ki L1; �2 yi kesmesin ve �01, L1 i içeren bir düzlem ve �
0
2 de �

0
1 üne

paralel ve �01 ünden farkl¬olsun.

L1 den tam olarak k tane düzlem geçsin. Bu k tane düzlemin tamam¬�2 yi

keser ve tam olarak (k � 1) tanesi �02 ünü keser.

Kabul edelim ki bu düzlemlerin l tanesi bir do¼gru boyunca �2 yi kessin. Bu

takdirde �2, l �n+ k� l tane nokta içerir ve l �n+ k� l � k mod(n� 1) dir. Ayr¬ca

yard¬mc¬teorem 2.2.1 den dolay¬k � 1mod(n� 1) dir.
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Daha önce ele al¬nan ( L1 den geçip �02 yi kesenler ) (k � 1) tane düzlemin l0

tanesi �02 yü bir do¼gru boyunca kesssin. Dolay¬s¬yla �
0
2 nün noktalar¬n¬n say¬s¬

l0 � n+ (k � 1� l0) � (k � 1)mod(n� 1)

dir.

Yard¬mc¬Teorem 2.2.1 gerektirir ki (k � 1) � 1mod(n� 1) dir. Buradan

k � 2mod(n� 1)

dir. Bu bir çeli̧skidir.

Sonuç 2.2.3 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regüleritesi n, n>2

olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. � S de bir düzlem ve onu kesmeyen bir do¼gru

L verilsin. Bu takdirde L yi içeren ve � ye paralel bir tek �0 düzlemi vard¬r.

·Ispat E¼ger �0 düzlemi � ye paralel ve x L üzerinde bir nokta, L �0 taraf¬ndan

içerilmeyen bir do¼gru ise bir önceki yard¬mc¬teoremden L, � yi kesecektir.

Yard¬mc¬teorem 2.2.4 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regü-

leritesi n, n>2 olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. S de her düzlem ya n.mertebeden

bir a�n düzlemdir ya da

(n� 1):mertebeden bir projektif düzlemdir.

·Ispat

� bir düzlem ve L de � ye ait bir do¼gru olsun. Verilen bir x 2 ��L noktas¬için

�bu noktadan geçen ve L ye paralel en fazla bir do¼gru vard¬r.�ifadesini ispat etmek

yeterlidir.

Kabul edelimki x den geçen L ye paralel farkl¬L1 ve L2 gibi iki do¼gru olsun.

�0 L yi içeren � den farkl¬ bir düzlem olsun. Aç¬kça görülür ki L1 ve L2; �0

düzlemini kesmez ve sonuç 2.2.3 ten L1, L2 yi içeren �0 üne paralel �1 ve �2 gibi

farkl¬iki düzlem vard¬r. Bu ise (*) aksiyomu ile çeli̧sir.



27

L

π ′

π1L

2L.x

1π
2π

Şekil 6

Yard¬mc¬teorem 2.2.5 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regü-

leritesi n, n>2 olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. S de iki farkl¬ düzlem ya

paraleldir ya da bir do¼gru boyunca kesişir.

·Ispat

·Iki farkl¬düzlem ya paraleldir ya bir do¼gru boyunca kesi̧sir ya da bir noktada ke-

si̧sir. Farkl¬kesi̧sen iki düzlemin arakesitinin tek noktadan ibaret olmad¬¼g¬n¬göster-

mek yeterlidir.

Kabul edelim ki kesi̧sen iki düzlem �0, � ve � \ �0 = fxg olsun. x noktas¬n¬

içermeyen kesi̧sen farkl¬L1 ve L2 gibi iki do¼gru vard¬r. sonuç 2.2.3 ten L1, L2 yi

içeren �0 üne paralel �1 ve �2 gibi farkl¬iki düzlem vard¬r.

π ′

1L

2L.

1π
2π

. x

Şekil 7

Bu ise (*) aksiyomu ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla iki farkl¬düzlem bir noktada kesi̧s-

mezler.

Yard¬mc¬teorem 2.2.6 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regü-

leritesi n, n>2 olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. S de bütün düzlemler a�n
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düzlemlerdir.

·Ispat

Kabul edelim ki � bir projektif düzlem olsun. � ye paralel olmayan ama birbirine

paralel olan � ve �0 gibi iki düzlem ele alal¬m.

Yard¬mc¬teorem 2.2.5 e göre;

� ve �0 düzlemleri � düzlemini, kesi̧smeyen birer do¼gru boyunca keserler.

Bu do¼grulara L� ve L�0 diyelim.

� düzlemindeki bu do¼grular, � nin projektif düzlem olmas¬ndan dolay¬L� ve L�0

kesi̧smek zorundad¬rlar. Buda kabulümüzle çeli̧sir.

αα ′

αLα′L
π

Şekil 8

Tan¬m 2.2.7 (Do¼gru paralelli¼gi) L, L0 ayn¬düzleme ait herhangi iki do¼gru olsun.

L ve L0 do¼grular¬S de paraleldir , L ve L0 ayn¬bir düzlemde paraleldir

Bu tan¬mdan L ile L0 nün paralel olmas¬, L ile L0 nün ayn¬ düzleme ait ve

L \ L0 = ? veya L = L0 anlam¬nda oldu¼gu aç¬kt¬r.

Yard¬mc¬teorem 2.2.8 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regü-

leritesi n, n>2 olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. S de do¼grular üzerindeki paralel-

lik ba¼g¬nt¬s¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

·Ispat

Do¼grular üzerindeki paralellik ba¼g¬nt¬s¬n¬n yukr¬daki tan¬mdan dolay¬yans¬yan

ve simetrik oldu¼gu aç¬kt¬r. Sadece geçi̧sken oldu¼gu ispatlanmas¬yeterlidir.
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Kabul edelim ki L, L0, L00 2 L ve L 6= L00 olmak üzere ;

L, L0 üne paralel ve L0; L00 üne paralel olsun.

� ve �0 s¬ras¬yla L, L0 ile L0, L00 boyunca farkl¬iki düzlem olsun. Bu kabulümüz

L \ L00 = ? olmas¬n¬gerektirir.

Dolay¬s¬yla L ile L00 kesi̧smez. Aksi halde L, L0, L00 noktadaş olurlard¬.

x, L üzerinde bir nokta ve L00 ile x den geçen düzlem � olsun. Aç¬kca görülür ki

L0, � y¬kesmez. Aksi halde � = � = �0 dür.

Sonuç 2.2.3 ten dolay¬;

L0 ünü içeren � ya paralel olan bir �0 düzlemi vard¬r.

E¼ger L, �0 nü keserse �0 = � = � = �0 olurdu ki bu bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla yard¬mc¬teorem 2.2.2 den dolay¬L ve L00; � düzlemindedir. Buradan

L ve L00 paraleldir.

E¼ger L, L00 do¼grular¬� düzleminde paralel olmasayd¬� ve �0 düzlemleri L0 ve

L \ L00 nün gerdi¼gi alt uzay¬olan düzlem ile çak¬̧s¬r. Bu ise çeli̧skidir.

Böylece L ve L00 paraleldir.

Yard¬mc¬teorem 2.2.9 S = (P ;L; I) (*) aksiyomunu sa¼glayan do¼grusal regü-

leritesi n, n>2 olan düzlemsel bir lineer uzay olsun. S de n3 tane nokta vard¬r.

·Ispat

� ve �0 bir L do¼grusu boyunca kesi̧sen düzlemler olsun. L ye paralel � düz-

lemindeki her do¼gru �0 üne paralel bir tek düzlem içindedir ve �0 ünde L ye paralel

n tane do¼gru oldu¼gundan �0 üne paralel n tane düzlem vard¬r. Dolay¬s¬yla S de

paralel düzlem s¬n¬f¬n tane düzlemden oluşur ve bu düzlemlerin herbiri n2 tane

nokta içerdi¼ginden S de toplam n � n2 = n3 tane nokta vard¬r.

Teorem 2.2.10 Do¼grusal regüleritesi n; n > 2 olan düzlemsel lineer uzay n.mertebe-

den 3 boyutlu a�n uzayd¬r.

·Ispat Yukar¬da verilen 2.2 inci bölümde ki yard¬mc¬teoremlerden dolay¬S nin

iki boyutlu her alt uzay¬a�n düzlemdir. Dolay¬s¬yla S n.mertebeden 3 boyutlu a�n

uzayd¬r.
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2.3 Do¼grusal regüleritesi 2 olan düzlemsel lineer

uzaylar

Bu alt bölümde do¼grusal regüleritesi 2 olan düzlemsel lineer uzaylar¬n örnek 2.1.3,

2.1.4 veya 2.1.5 den biri oldu¼gu gösterilecektir.

Yard¬mc¬teorem 2.3.1 Do¼gru mertebesi 2 olan, düzlem paralellik aksiyomunu

sa¼glayan ve düzlem mertebesi sabit olan düzlemsel uzaylar ya örnek 2:1:3 ya da

örnek 2:1:5 de verilen düzlemsel uzaylard¬r.

·Ispat S =(P ;L; I;
) paralellik aksiyomlar¬n¬sa¼glayan ve do¼gru derecesi 2 olan

bir düzlemsel uzay ve � de S nin toplam nokta say¬s¬olsun.

Kabul edelim ki ; 
 n¬n bütün elemanlar¬k tane noktadan oluşsun.

Aşikar durumlardan sak¬nmak için k � 3 alal¬m.

Çünkü k = 0 veya k = 1 için, 
 boş kümeden ibaret olup k = 2 durumunda da


 do¼grulardan oluşacakt¬r.

Burada düzlemlerin say¬s¬

j
j =
�
�
3

��
k
3

� = � � (� � 1) � (� � 2)
k � (k � 1) � (k � 2)

dir.

·Iddia ederiz ki k2 > � dir. Gerçektende k2 � � olsa idi ;

Bu takdirde k � �
k
olurdu. (Burada �

k
, paralel s¬n¬�ardaki düzlemlerin say¬s¬)

E¼ger �k � k ise ;
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Şekil 9

şekil (9) da gösterildi¼gi gibi düzlemleri do¼grularla sembolize edecek olursak ve

paralel olmayan iki düzlem ald¬¼g¬m¬zda, bu düzlemlerden biri di¼ger düzlemin ait

oldu¼gu paralel s¬n¬ftaki düzlemleri kesecektir.

Paralel s¬n¬ftaki düzlemlerin say¬s¬ �
k
, düzlem üzerindeki nokta say¬s¬da k olmak

üzere;
v
k
= k ise paralel s¬n¬ftaki düzlemleri kesen düzlemin üzerindeki nokta say¬s¬,

paralel s¬n¬ftaki düzlem say¬s¬na eşit demektir. Buda paralel olmayan her iki

düzlemin bir noktada kesi̧sti¼gini gösterir. Bu ise en az iki noktada kesi̧sen düzlemler

oldu¼gundan çeli̧ski oluşturur.
v
k
> k ise paralel s¬n¬f¬n d¬̧s¬ndaki bir düzlem paralel s¬n¬ftaki herbir düzlemi

kesece¼ginden ve en az¬ndan bir noktada kesti¼gini bildi¼gimizden, bu durumda paralel

s¬n¬fta kesen düzlem ile kesi̧smeyen düzlemler mevcut olacakt¬r. Buda çeli̧ski oluş-

turur.

Şimdi C � 
 olmak üzere C bir sabit paralel s¬n¬f olsun. Dolay¬s¬yla C, �
k
tane

eleman içerir.

�; C �nin içinde olmayan herhangi bir düzlem olsun.

Bütün düzlem dereceleri sabit oldu¼gundan �; k tane nokta içerir ve �; C nin

herbir eleman¬n¬bir veya iki noktada keser.
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Şekil 10

� nin, C nin tam olarak kaç tane eleman¬n¬iki noktada ve kaç tane eleman¬n¬

bir noktada kesti¼gini hesaplamak için şekil (10) a bakal¬m.

Kabul edelim ki �, C nin tam olarak x tane eleman¬n¬iki noktada kessin.

Bu takdirde �
k
� x tane eleman¬n¬nda bir noktada keser.

Toplam nokta say¬lar¬n¬iki yolla hesaplay¬p eşitlersek ;

�v
k
� x

�
+ 2 � x = k =) x = k � v

k
=
k2 � v
k

dir. Bir noktada kesenlerin say¬s¬da ;

�

k
� x = v

k
�
�
k2 � v
k

�
=
2v � k2
k

bulunur.

�; C nin tam olarak k2�v
k

> 0 tane eleman¬n¬ iki noktada ve 2v�k2
k

tane ele-

man¬n¬da bir noktada keser.

C nin d¬̧s¬ndaki her düzlem en az¬ndan C nin bir eleman¬n¬iki noktada keser.

C nin bir � eleman¬n¬iki sabit noktada kesen C nin d¬̧s¬ndaki düzlemlerin say¬s¬

v � k
k � 2

dir.
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Sonuç olarak C nin bir � düzleminin iki sabit noktada kesen C ye ait olmayan

düzlemlerin say¬s¬ �
k

2

�
� v � k
k � 2 =

k � (k � 1)
2

� v � k
k � 2

dir. E¼ger � y¬C üzerinde de¼gi̧stirirsek ve her düzlemi k
2�v
k
kez sayarsak, C ye

ait olmayan düzlemlerin say¬s¬

k�(k�1)
2

� v�k
k�2 �

v
k

k2�v
k

=
v � k � (k � 1) � (k � 2)
2 � (k � 2) � (k2 � v)

dir. C ye ait olmayan düzlemlerin say¬s¬na C ye ait düzlem say¬s¬n¬da eklersek

toplam düzlem say¬s¬n¬verir.

v � k � (k � 1 � (v � k))
2 � (k � 2) � (k2 � v) +

v

k
= j
j

v � k � (k � 1 � (v � k))
2 � (k � 2) � (k2 � v) +

v

k
=
� � (� � 1) � (� � 2)
k � (k � 1) � (k � 2)

Basit cebirsel i̧slemlerden sonra

2v2 � 2 �
�
k2 � k

�
� v +

�
k4 � 4k3 + 7k2

�
= 0

elde edilir. Başta k 2 > v alm¬̧st¬k ve bu kabul, bir � düzlemi her paralel s¬n¬ftaki

düzlemleri iki noktada kesenler içindir. Aksi takdirde bir noktada kesiyordu. k2�v
k
> 0

ise iki noktada kesenlerin say¬s¬n¬verir.

v, bir pozitif tamsay¬oldu¼gundan son denklemin(v �ye göre) diskriminant¬D,

s¬f¬rdan büyük ve ayr¬ca tam kare olmal¬d¬r.

D = �k4 + 6k3 � 7k2 � 6k + 9

dur. D, k = 3; 4 için pozitiftir.

E¼ger k = 3 ise D = 9 olup v 2 f3; 6g dir. Burada v = 3 durumuda bir tek

düzlem söz konusu oldu¼gundan v = 6 al¬r¬z. Buda örnek 2.1.3 ü ifade eder.

E¼ger k = 4 ise D = 1 olup v 2 f7; 8g dir. Burada v = 7 durumunda k, v yi

bölmeyece¼ginden dolay¬v = 8 = 23 dir. Buda 2.mertebeden a¢ n 3-uzay olan örnek

2.1.5 i ifade eder.
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Yard¬mc¬teorem 2.3.2 Paralellik aksiyomlar¬n¬sa¼glayan, do¼gru mertebesi 2 olan

ve noktalar kümesi iki paralel düzlemin birleşimi olan düzlemsel lineer uzaylar örnek

2:1:3, örnek 2:1:4 ve örnek 2:1:5 de verilen düzlemsel uzaylardan biridir.

·Ispat

�1; �2 iki paralel düzlem ve �1 [�2 = P olsun. Burada P, do¼gru derecesi 2 olan

S düzlemsel uzay¬n noktalar¬n¬n kümesidir.

Kabul edelim ki v (�1) � 5 olsun. Bu durumda iddia ederiz ki v (�2) > 3 tür.

Çünkü, v (�2) � 3 durumunda v (�2) = 3 tür. � 6= �2 olacak şekilde �2 nin iki

noktas¬n¬içeren bir � düzlemi mevcut olacakt¬r ve bu � düzlemi �1 düzlemini en

fazla iki noktada kesecektir.

� ye paralel her düzlem �1; �2 yi keser. Ama � de olmay¬p �2 de olan yaln¬z bir

nokta mevcuttur. Bu nedenle � den farkl¬� ye paralel yaln¬z bir �0 6= �, �0 düzlemi

mevcuttur.

Aç¬kca, �0 �1 i en fazla iki noktada keser ve � [ �0 = P oldu¼gundan �1 en fazla

4 nokta içerir. Buda v (�1) = 5 ile çeli̧sir.

Buradan v (�2) � 4 tür. Kabul edelim ki �; �2 yi x; x0 gibi iki noktada kesi̧sen

bir düzlem ve y; y0 de x; x0 den farkl¬�2 nin iki noktas¬olsun.

�1 en az¬ndan 5 noktaya sahip oldu¼gundan ve y; y0 boyunca olan her düzlem �1

i en fazla 2 noktada kesece¼ginden, burada y; y0 boyunca en az 3 tane düzlem vard¬r.

�1 in � ile arakesiti için en fazla iki aday oldu¼gundan (yani �, �1 i en fazla iki

noktada keser) y; y
0
boyunca olan düzlemler � yi kesmeyebilir. Dolay¬s¬yla � ye

paralel y; y
0
boyunca olan baz¬�

0
düzlemleri vard¬r.

y sabit tutulup y0 yü de¼gi̧stirirsek ve y noktas¬boyunca olan paralelli¼gin tek-

li¼ginide kullan¬rsak, �2 = fx; x0; y; y0g olur. Ama burada görürüz ki � ve �0 kendi

paralel s¬n¬�ar¬nda tek düzlemlerdirler ve onlar¬n birleşimi P olmak zorundad¬r. Ama

onlar �1 in tüm noktalr¬n¬örtmezler. Buda çeli̧skidir.

Bu nedenle v (�1) � 4 ve ayn¬şekilde v (�2) � 4 tür. Buradan jPj 2 f6; 7; 8g

dir. Çünkü �1 ve �2 düzlemler oldu¼gundan en az 3 noktal¬d¬rlar ki

v (�1) = 3 ve v (�2) = 3
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veya

v (�1) = 4 ve v (�2) = 3; v (�1) = 3 ve v (�2) = 4

ya da

v (�1) = 4 ve v (�2) = 4

dür.

i) E¼ger jPj = 8 ise kolayca görülür ki her paralel s¬n¬f tam olarak 4.mertebeden

iki düzlem içerir. Bu nedenle bütün düzlemler ayn¬mertebeye sahiptir. Dolay¬s¬yla

örnek 2.1.5 e modeldir. Yard¬mc¬teorem 2.3.1 den sonuç kolayca görülür.

ii) E¼ger jPj = 6, kolayca görülür ki her paralel s¬n¬f tam olarak 3.mertebeden iki

düzlem içerir. Bu nedenle bütün düzlemler ayn¬mertebedendir. Yard¬mc¬teorem

2.3.1 den yine sonuç kolayca görülür ki örnek 2.1.3 e modeldir.

iii) E¼ger jPj = 7, düzlemlerin herbir paralel s¬n¬f¬ 4:ve 3:mertebeden birer düzlem

içerir. Buradan üçüncü mertebeden bütün düzlemler birbirini keser. Kabul edelim

ki böyle iki düzlem iki noktada kesi̧ssinler. O zaman 4 noktal¬paralel düzlemler 3

noktada kesi̧smek zorundad¬r. Bu ise çeli̧skidir. Böylece 3 noktal¬düzlemler bir pro-

jektif düzlem belirtir ki bu projektif düzlem 2.mertebeden tek projektif düzlemdir.

Buda örnek 2.1.4 için modeldir

Yard¬mc¬teorem 2.3.3 Paralellik aksiyomlar¬n¬ sa¼glayan, do¼gru mertebesi sabit

ve 2 olan bir düzlemsel uzaydaki düzlemlerin oluşturdu¼gu her paralel s¬n¬f en az¬ndan

3 elemana sahipse her düzlemin derecesi k ya da k + 1 olacak şekilde bir k say¬s¬

vard¬r.

·Ispat

Kabul edelim ki do¼gru derecesi 2 olan S =(P ;L; I;
) düzlemsel uzay¬nda, farkl¬

mertebeden iki düzlem � ve �0 olsun.

Kabul edelim ki j�j > j�0j = k olsun.

�0 ünü iki noktada kesen her düzleme paralel bir tek düzlem oldu¼gundan k > 3

tür.

Buradan, � de olmay¬p �0 de olan x; x0 gibi iki nokta seçilebilir.

� [ �0 de olmayan y gibi bir nokta mevcuttur.
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Çünkü �, �0 üne paralel ise kabulümüzden bu aşikar. E¼ger �, �0 üne paralel

de¼gilse � ye paralel herhangi bir düzlem �0 ünde olmayan bir nokta içerir.

�0,� ye paralel de¼gilse buradan �0, en az¬ndan � [ � taraf¬ndan içerilmeyen x00

gibi bir nokta içermek zorundad¬r. x00 noktas¬; � ve � ye paralel üçüncü bir düzlem

üzerindedir.

Dolay¬s¬yla � y¬x, x00, y boyunca olan düzlem yerine al¬nabilir ve böylece � ye

paralel olmayan x; x0; y noktalar¬ndan geçen bir � düzlemi vard¬r.

Buradan �, � yi en az¬ndan y0 gibi bir noktada keser ve y; y0 boyunca olan

düzlemlerin kümesini S olarak al¬nabilir.

�0 düzlemi S nin �0 üne paraelel olmayan herbir eleman¬n¬en az bir noktada

keser ve en az bir � eleman¬n¬da iki noktada keser.

Bu nedenle jSj � k dir.

� düzlemi S nin her bir eleman¬n¬n y �den farkl¬ en çok bir noktada keser ve

böylece j�j � 1 � jSj

Eşitsizlikleri birleştirirsek

j�j � 1 � jSj � k =) j�j � k + 1

dir. Buradan iddia gözükür.

Teorem 2.3.4 Paralellik aksiyomlar¬n¬sa¼glayan do¼gru mertebesi 2 olan düzlemsel

lineer uzaylar örnek 2:1:3, örnek 2:1:4 ve örnek 2:1:5 ten biridir.

·Ispat ·Ispat yard¬mc¬teorem 2.3.1 in ispat¬nda kullan¬lan benzer bir yaklaş¬m

ile tamamlanabilir. Fakat burada yard¬mc¬teorem 2.3.1 in ispat¬ndaki yaklaş¬mdan

farkl¬di¼ger bir ihtimal daha vard¬r. Şimdi bunu gösterelim.

Yard¬mc¬teorem 2.3.3 ün ispat¬ndaki gibi ayn¬notasyon ile jSj = k sonucuna

var¬l¬r. Buradan e¼ger S de k inci mertebeden tam olarak a tane düzlem varsa, S de

k � a tane k + 1 inci mertebeden düzlem vard¬r ve

jPj = v = a � (k � 2) + (k � a) � (k � 1) + 2 = k2 � k � a+ 2

dir. Kolayca şöyle bir sonuca var¬labilir ki, düzlemlerin her paralel s¬n¬f¬en az k� 2

tane, en fazla k�1 eleman içerir. Yani � S de bir düzlem ve � n¬n ait oldu¼gu paralel



37

s¬n¬f¬n eleman say¬s¬da j� (�)j olmak üzere

k � 2 � j� (�)j � k � 1

dir. Çünkü;

j� (�)j � k � 3 ise S nin toplam nokta say¬s¬en fazla

(k � 3) � (k + 1) = k2 � 2k � 3 � k2 � k � a� 3 < v

dir. Bu ise bir çeli̧ski oluşturur.

j� (�)j � k ise S nin k ayr¬k düzleminin toplam nokta say¬s¬en az

k2 = k2 � k + k > k2 � k + 2� a

d¬r. Bu ise bir çeli̧ski oluşturur.

E¼ger j� (�)j = k � 2 ise bu paralel s¬n¬fta k inci mertebeden a � 4 tane düzlem

ve k + 1 inci mertebeden k � a+ 2 tane düzlem vard¬r.

Çünkü k inci mertebeden x�tane düzlem varsa k + 1 inci mertebeden

(k�2�x) tane düzlem vard¬r. Buradan toplam nokta say¬s¬n¬iki yolla hesaplarsak;

x � k + [k � 2� x] � (k + 1) = k2 � k � a+ 2

x � k + k2 + k � 2k � 2� x � k � x = k2 � k � a+ 2

k2 � k � x = k2 � k � a+ 2

dir. Polinomlar¬n eşitli¼ginden;

�2� x = �a+ 2 =) x = a� 4

k � 2� x = k � 2� a+ 4 = k � a+ 4

dir. Bu durumda a � 4 tür.
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E¼ger j� (�)j = k � 1, bu paralel s¬n¬fta k inci mertebeden k + a� 3 tane düzlem

ve k + 1 inci mertebeden 2� a tane düzlem vard¬r.

Çünkü k inci mertebeden y�tane düzlem varsa k + 1 inci mertebeden

(k�1�y) tane düzlem vard¬r. Buradan toplam nokta say¬s¬n¬iki yolla hesaplarsak;

y � k + [k � 1� y] � (k + 1) = k2 � k � a+ 2

y � k + k2 � 1� y � k � y = k2 � k � a+ 2

k2 � y � 1 = k2 � k � a+ 2

dir. Polinomlar¬n eşitli¼ginden;

y = k + a� 3 ve k � 1� y = k � 1� k � a+ 3 = 2� a

dir. Bu durumda a � 2 dir.

Böylelikle bütün düzlemlerin paralel s¬n¬�ar¬tam olark ya k � 2 tane eleman ya

da tam olarak k � 1 tane eleman içerir.

Sonuç olarak ispat¬iki k¬s¬ma ay¬rabiliriz. Bunlardan birine durum A, di¼gerinede

durum B diyelim.

Durum A : Düzlemlerin bütün paralel s¬n¬�ar¬ tam olarak k � 2 tane eleman

içerir.

Bu durum yukar¬da belirtildi¼gi gibi a � 4 olmas¬n¬gerektirir. Öncelikle burada,

k � 1 tane düzlem taraf¬ndan içerilen iki nokta olmak zorundad¬r.

S 0, z ve z0 gibi iki nokta boyunca düzlemlerin kümesi olsun. Kabul edelim ki;

b, bir tamsay¬olmak üzere S 0 ünde k inci mertebeden a+ b tane düzlem olsun.

Bu takdirde S 0 ünde k + 1 inci mertebeden düzlemlerin say¬s¬

(v � 2)� (a+ b) � (k � 2)
k � 1 = k � a� b � (k � 2)

k � 1

olup bu k � 1 in b yi bölmesini gerektirir ve

b

k � 1 �
k � a
k � 2 �

k � 4
k � 2 < 1
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dir.
(v�2)�(a+b)�(k�2)

k�1 formülünde;

(v � 2); toplam nokta say¬s¬ndan z ve z0 noktalar¬n¬n ç¬kar¬lmas¬n¬ifade eder.

(a+ b); S 0 ünde k inci mertebeden düzlem say¬s¬

(a+ b) � (k � 2); k inci mertebeden düzlemler üzerindeki z ve z0 noktalar¬hariç

toplam nokta say¬s¬

(v � 2)� (a+ b) � (k � 2); z ve z0 hariç, toplam nokta say¬s¬ile k inci mertebeden

düzlemler üzerindeki toplam nokta say¬s¬fark¬n¬ifade eder.
(v�2)�(a+b)�(k�2)

k�1 formülüde S 0 ünde k+1 inci mertebeden düzlemlerin say¬s¬olup

v = k2 � k � a+ 2 de¼geri yerine yaz¬l¬rsa

(v�2)�(a+b)�(k�2)
k�1 =

(k2�k�a+2 �2)�(a+b)�(k�2)
k�1

= k2�k�a�a�k+2a�b�(k�2)
k�1

= k�(k�a)�(k�a)�b�(k�2)
k�1

= (k�a)�(k�1)�b�(k�2)
k�1

= k � a� b�(k�2)
k�1

dir. Buradan b 2 f1� k , 0g d¬r.

E¼ger b = 1 � k ise z ve z0 noktalar¬n¬içeren k inci mertebeden a � k + 1 tane

düzlem ve z ve z0 boyunca (k + 1) inci metebeden 2k � a� 2 tane düzlem vard¬r.

Gerçektende yukar¬da belirtildi¼gi gibi; b, bir tamsay¬olmak üzere S 0 ünde k inci

mertebeden a+ b tane düzlem vard¬r ve a+ b = k � 1 dir. E¼ger

b = 1� kise1� k + a = k � 1 =) a = 2k � a� 2

olur.

Buradan, toplamda z ve z0 boyunca k � 1 tane düzlem vard¬r.

Böylelikle şöyle bir sonuca var¬labilir ki; E¼ger iki nokta boyunca tam olarak k�1

tane düzlem yoksa burada her zaman a tane k inci mertebeden ve kalan k¬sm¬da

k + 1 inci mertebeden olmak üzere tam olarak k tane düzlem vard¬r.

Bu nedenle iki nokta boyunca her zaman k tane düzlem oldu¼gu tahmin

edilebilir. Kabul edelim ki X, k inci mertebeden düzlemlerin say¬s¬ve Y de k + 1

inci mertebeden düzlemlerin say¬s¬olsun.
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�, k inci ve k + 1 inci mertebeden düzlemler p; p0 2 � ve p 6= p0 olmak üzere

(�; p; p0) s¬ral¬üçlüleri iki farkl¬yoldan say¬l¬rsa

X =
v � (v � 1) � a
k � (k � 1) ;Y =

v � (v � 1) � (k � a)
(k + 1) � k

elde edilir. Gerçekten toplam nokta say¬lar¬n¬n ikili kombinasyonlar¬n¬n, k n¬n

ikili kombinasyonlar¬na bölümünün a kat¬X i verir. Yani

X =

�
v
2

��
k
2

� � a
dir. Benzer şekilde

Y =

�
v
2

��
k+1
2

� � (k � a)
d¬r.

Düzlemlerin her paralel s¬n¬f¬tam olarak k inci mertebeden a� 4 tane ve k + 1

inci mertebeden k � a+ 2 tane düzlem içerir. Buradan paralel s¬n¬�ar¬n say¬s¬

X

(a� 4) =
Y

(k � a+ 2)

dir. Yukar¬daki X; Y ifadeleri yerine yaz¬l¬rsa;

v�(v�1)�a
k�(k�1)

(a� 4) =
v�(v�1)�(k�a)

(k+1)�k

(k � a+ 2)
elde edilir. Bu ifade de düzenlemeler yap¬l¬rsa;

a

a� 4 =
k � a

k � a+ 2 �
k � (k � 1)
(k + 1) � k

ifadesinde
k � a

k � a+ 2 < 1ve
k � 1
k + 1

< 1

oldu¼gundan
k � a

k � a+ 2 �
k � (k � 1)
(k + 1) � k < 1

olur. Ayn¬zamanda 1 < a
a�4 oldu¼gundan iki eşitsizli¼gin birleşimi ile

1 <
a

a� 4 =
k � a

k � a+ 2 �
k � (k � 1)
(k + 1) � k < 1

olur ki bu bir çeli̧skidir.
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Sonuç olarak; k inci mertebeden a� k+1 tane düzlem ve k+1 inci mertebeden

2k � a� 2 tane düzlem taraf¬ndan içerilen z, z0 gibi iki nokta olmak zorundad¬r.

0 � a � k oldu¼gundan a 2 fk � 1, kg durumu elde edilir. Gerçekten k inci

mertebeden a tane düzlem varsa k � a tane k + 1 inci mertebeden düzlem oldu¼gu

bulunmuştu.

Burada da k inci mertebeden a� k + 1 tane düzlem ve k + 1 inci mertebeden

2k � a� 2 tane düzlem bulundu. Bu nedenle a = k � 1 veya a = k olabilir.

Çünkü a = k � b, b � 2 olsa;

k inci mertebeden a� k + 1 tane düzlem oldu¼gundan

a� k + 1 = k � b� k + 1 = �b+ 1

olur ki b � 2 kabülünden dolay¬bir çeli̧ski oluşur.

Birinci olarak a = k � 1 durumunu kabul edelim.

k inci mertebeden a� k + 1 tane düzlem oldu¼gunda

a� k + 1 = k � 1� k + 1 = 0

olur ki z, z
0
boyunca k inci mertebeden düzlem yoktur.

Bu nedenle k inci mertebeden x ve x0 gibi iki nokta boyunca a = k�1 tane düzlem

ve k + 1 inci mertebeden k � a = 1 tane düzlem olmak zorundad¬r.

z00, z ve z0 den farkl¬bir nokta olsun. z; z0; z00 boyunca olan düzlem k + 1 inci

mertebedendir.

Kabul edelim ki �, z0 ünü içermeyen z ve z00 boyunca bir düzlem olsun. � düzlemi

z ve z0 boyunca olan her düzlemi z den farkl¬en fazla bir noktada kesece¼ginden

j�j � 1 + (k � 1) = k

oldu¼gu görülür.

Buradan z ve z0 boyunca k inci mertebeden tam olarak k�1 tane düzlem vard¬r.

Daha önce say¬ld¬¼g¬ndan z boyunca k inci mertebeden her düzlem z ve z0 boyunca

olan k + 1 inci mertebeden her düzlemi z ve z0 den farkl¬yanl¬z bir noktada keser.

Böylelikle z boyunca k inci mertebeden tam olarak (k � 1)2 tane düzlem oldu¼gu

görülür.
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Yukar¬da belirledik ki

v � 2 = (k � 1)2 =) v = k2 � 2k + 3

tür.

Şimdi kabul edelim ki y bir nokta olsun. Daha önceki bilgilerden y ve y0 boyunca

k inci mertebeden hiç bir düzlemin olmad¬¼g¬en az bir y0 noktas¬vard¬r. Olmayana

ergi metoduyla bu kolayca gösterilebilir.

Kabul edelim ki böyle bir y0 noktas¬olmas¬n. y00 6= y olacak şekilde her y00 noktas¬

y noktas¬ile birlikte k + 1 inci mertebeden bir tek düzlem taraf¬ndan içerilirler.

Böyle düzlemlerin say¬s¬ v�1
k
ya eşit olup bu da k = 2 olmas¬n¬ gerektirir ki

çeli̧skidir.

Buradan her nokta, z noktas¬gibi davran¬p her nokta boyunca tam olarak k+1

inci mertebeden k�1 tane düzlem ve k inci mertebeden (k � 1)2 tane düzlem vard¬r.

k inci mertebeden düzlemlerin say¬s¬X ve k + 1 inci mertebeden düzlemelrin

say¬s¬Y olsun. p 2 � olmak üzere k inci ve k + 1 inci mertebeden p noktalar¬ve �

düzlemlerinin s¬ral¬ikilileri iki farkl¬yolla say¬l¬rsa;

X =
v � (k � 1)2

k
;Y =

v � (k � 1)
k + 1

elde edilir. Buradan görülmektedir ki v, k taraf¬ndan bölünmektedir. Bu nedenle

k = 3 tür. Ama bir paralel s¬n¬f yanl¬zca bir eleman içerir. Bu da çeli̧ski oluşturur.

Şimdi ikinci olarak a = k olsun. z ve z0 boyunca k + 1 inci mertebeden tam

olarak k � 2 tane düzlem ve k inci mertebeden tam olarak bir düzlem vard¬r.

Buradan v = (k � 2) � k + 2 dir.

Kabul edelim ki z00, k inci mertebeden z ve z0 boyunca bir tek düzlem taraf¬ndan

içerilmeyen z ve z0 ünden farkl¬bir nokta olsun. Yukar¬da ki gibi z; z00 boyunca bir

düzlem hariç her düzlem k inci mertebeden olmak zorundad¬r.

Aksi halde o düzlem z yi içeren z, z0 boyunca en az üç noktada baz¬düzlemleri

kesmek zorunda olur. Bu da çeli̧skidir. Fakat z; z00 boyunca düzlemlerin say¬s¬

((v � 2)� (k � 1))
(k � 2) + 1 =

k � 1
k � 2



43

dir.

Bu da k = 3 olmas¬n¬gerektirir ki çeli̧ski demektir.

Bu nedenle yukar¬da gösterdik ki Durum A ortaya ç¬km¬yor.

Durum B: Düzlemlerin bütün paralel s¬n¬�ar¬tam olarak k � 1 eleman içerir.

Burada düzlemlerin her paralel s¬n¬f¬içinde, k inci mertebeden a + k � 3 tane

düzlem ve k + 1 inci mertebeden 2� a tane düzlem vard¬r.

E¼ger a = 2 ise burada yanl¬zca k inci mertebeden düzlemler olacakt¬ve yard¬mc¬

teorem 2.3.1 den k = 3 olacakt¬r. Bu bizim �her paralel s¬n¬f en az 3 eleman içerir.�

kabulümüzle çeli̧secektir. Buradan a 2 f0; 1g dir.

Kabul edelim ki z ve z0 iki farkl¬nokta olsun.

Durum A n¬n baş¬ndakine benzer olarak burada da iki durum ihtimali vard¬r. z

ve z0 ya tam olarak k inci mertebeden bir düzlem ve k + 1 inci mertebeden k � a

tane düzlem taraf¬ndan içerilmektedir ya da k inci mertebeden a+k�1 tane düzlem

ve k + 1 inci mertebeden 2� a tane düzlem taraf¬ndan içerilmektedir.

Birinci durumun var oldu¼gu kabul edilirse; daha sonraki ihtimal asla ortaya ç¬k-

maz. Daha önce kullan¬lan ayn¬notasyon ile

X =
v � (v � 1) � a
k � (k � 1) ;Y =

v � (v � 1) � (k � a)
(k + 1) � k

olur ki buradan paralel s¬n¬�ar¬n say¬s¬;

X

a+ k � 3 =
Y

2� a =) k3 � 4k2 + (3 + a) � k + 2a2 � 5a = 0

a = 0 =) k 2 f1; 3g ve a = 1 =) k = 3

dir.

Buda; � bir paralel s¬n¬fta her zaman iki tane eleman oldu¼gunu �gösterir ki bu

bir çeli̧skidir.

Buradan z ve z0 k inci mertebeden a+k�1 tane düzlem ve k+1 inci mertebeden

2� a tane düzlem taraf¬ndan içerilmektedir.
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a + k � 1 6= 0 ve k � 4 oldu¼gundan fz; z0g \ fy; y0g = ; olmak üzere z ve z0

boyunca k inci mertebeden bir � düzlemi içinde y ve y0 gibi iki nokta al¬nabilir.

E¼ger y ve y0 boyunca k inci mertebeden ikinci bir �0 düzlemi olsayd¬, bu düzlem

� dan farkl¬z ve z0 boyunca olan k tane düzlemin herbirini en fazla bir noktada

kesece¼ginden, burada �0 ünden farkl¬z ve z0 boyunca en az iki tane düzlem olacakt¬

ki bu bir çeli̧skidir.

Buradan a = 1 dir. Çünkü k + a� 1 > 1 oldu¼gundan kolayca görülmektedir.

z ve z0 boyunca k+1 inci mertebeden bir � düzlemi yerleştirilirse, benzer şekilde

a = 0 sonucuna var¬l¬r ki bu bir çeli̧skidir.

Sonuç olarak durum B gerçekleşmez ve ispat tamamlanm¬̧s olur.

2.4 Do¼grusal regüleritesi n, n>2 olan

l�hiperdüzlemsel uzaylar

Bundan sonra S = (P ;L; I) uzay¬ do¼gru mertebesi n olan ve hiperdüzlemlerin

paralellik aksiyomlar¬n¬sa¼glayan bir l � hiperd�uzlemsel uzayd{r:

Yard¬mc¬teorem 2.4.1 S = (P ;L; I) uzay¬ do¼gru mertebesi n olan ve hiper-

düzlemlerin paralellik aksiyomlar¬n¬ sa¼glayan bir l-hiperdüzlemseluzay olsun. S de

herbir hiperdüzlemdeki noktalar¬n say¬s¬(n� 1) in herhangi bir kat¬ndan bir

fazlad¬r. Paralel olmayan iki hiperdüzlemin arakesitindeki noktalar¬n say¬s¬da (n� 1)

in herhangi bir kat¬ndan bir fazlad¬r.

·Ispat ·Ispat yard¬mc¬teorem 2.2.1 dekine benzer yap¬labilir.

Yard¬mc¬teorem 2.4.2 S = (P ;L; I) uzay¬ do¼gru mertebesi n olan ve hiper-

düzlemlerin paralellik aksiyomlar¬n¬ sa¼glayan bir l-hiperdüzlemseluzay olsun. S de

bir �1 hiperdüzlemini bir noktada kesen her do¼gru, �1 e paralel her �2 hiperdüzlemini

bir noktada keser.

·Ispat

Kabul edelim ki �1, �2 paralel ama farkl¬iki hiperdüzlem ve L1 de �1 i x gibi bir

noktada kesen bir do¼gru olsun. Kabul edelim ki L1, �2 i kesmesin.
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Kabul edelim ki �01, L1 i içeren bir hiperdüzlem ve �02 üde �
0
1 üne paralel ama

farkl¬bir hiperdüzlem olsun.

L1 boyunca tam olara k tane hiperdüzlem oldu¼gunu kabul edelim.

Bu k tane hiperdüzlemin tamam¬�2 nin herhangi bir �2 düzlemini keser ve tam

olarak k � 1 tanesi �02 nün bir �02 ü düzlemini keser.

(�; y) çiftlerini iki yolla sayal¬m öyle ki �; L1 boyunca olan hiperdüzlemler ve y

de � ve �2 içinde bir nokta.

Yard¬mc¬teorem 2.4.1 gerektirir ki l � kmod(n� 1) olmak üzere

l � j�2j =
kX
i=1

fci 2 Z : ci � 1mod(n� 1)g

dir.

Benzer olarak

l � j�02j =
k�1X
i=1

fci 2 Z : ci � 1mod(n� 1)g

dir. Böylece l � (k � 1) mod(n � 1) dir. Bu bir çeli̧skidir. O halde bir �1 hiper-

düzlemini x gibi bir noktada kesen her do¼gru, her paralel �2 hiperdüzleminide bir

noktada keser.

Tan¬m 2.4.3 S = (P ;L; I) uzay¬do¼gru mertebesi n olan ve hiperdüzlemlerin paralel-

lik aksiyomlar¬n¬sa¼glayan bir l-hiperdüzlemseluzay olsun. S de x1; x2; x3 do¼grusal

olmayan üç nokta olsun. x1; x2 ve x3 ü içeren bütün hiperdüzlemlerin arakesiti

düzlem olarak adland¬r¬l¬r..

Bu düzlemlerin arakesitini � ile gösterelim.

Yard¬mc¬teorem 2.4.4 S = (P ;L; I) uzay¬ do¼gru mertebesi n olan ve hiper-

düzlemlerin paralellik aksiyomlar¬n¬sa¼glayan bir l-hiperdüzlemseluzay olsun.

S 0 = (P ;L; I;�) yap¬s¬bir düzlemsel uzayd¬r.

·Ispat

Kabul edelim ki � bir düzlem olsun. � nin do¼grusal olmayan her x1; x2; x3

noktas¬ için x1; x2 ve x3 boyunca olan bütün hiperdüzlemlerin arakesitinin tam

olarak � ye eşit oldu¼gunu ispat etmek yeterlidir.
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� bir düzlem ve düzlemin yukar¬daki tan¬m¬ndan � nin baz¬y1; y2; y3 noktalar¬

için yard¬mc¬teorem sa¼glan¬r.

S = (P ;L; I) uzay¬do¼gru derecesi n olan ve hiperdüzlemlerin paralellik aksi-

yomlar¬n¬sa¼glayan bir l� hiperd�uzlemsel uzay oldu¼gundan y1; y2; y3 boyunca tam

olarak l� tane hiperdüzlem vard¬r.

y1; y2; y3 boyunca tam olarak l� tane hiperdüzlem ve bütün hiperdüzlemlerde x1;

x2; x3 ü içerdi¼ginden bu l� tane hiperdüzlem tam olarak x1; x2 ve x3 boyunca olan

hiperdüzlemlerin kümesidir ve � de x1; x2; x3 boyunca olan bütün hiperdüzlemlerin

arakesitidir.

Yard¬mc¬teorem 2.4.5 S = (P ;L; I) uzay¬ do¼gru mertebesi n olan ve hiper-

düzlemlerin paralellik aksiyomlar¬n¬ sa¼glayan bir l-hiperdüzlemseluzay olsun. S de

bütün düzlemler a�n düzlemlerdir.

·Ispat

� herhangi bir düzlem ve L de � taraf¬ndan içerilen bir do¼gru olsun.

� en az¬ndan do¼grusal olmayan üç nokta içerece¼ginden en az¬ndan üç do¼gru içerir.

·Ilk olarak L yi içeren bütün hiperdüzlemlerin � yi kapsamad¬¼g¬gösterilecektir.

Yani L yi içerip � yi içermeyen en az bir hiperdüzlemin var oldu¼gu gösterilecektir.

Aç¬kca görülür ki �, P ile çak¬̧smaz ve � nin d¬̧s¬nda x 2 P olan baz¬noktalar

vard¬r. L ve x i içeren yanl¬zca bir tek �0 düzlemi vard¬r ve bu � den farkl¬d¬r. Yoksa

� nin do¼grusal olmayan üç noktas¬boyunca en az¬ndan iki düzlem olurdu.

L ve x i içeren bütün hiperdüzlemlerin arakesiti �0 oldu¼gundan � yi içermeyen

L ve x boyunca bir tane hiperdüzlem olmak zorundad¬r. Bu hiperdüzlemi � ile

gösterelim. Dolay¬s¬yla iddia buradan görülür.

·Ikinci olarak iddia ederiz ki � hiperdüzlemi � yi L de keser. Bununla birlikte

zaten L, � \ � taraf¬ndan içerilmektedir.

Kabul edelim ki y, y 2 � \ � olmak üzere L ile alakal¬olmayan bir nokta olsun.

Buradan L ve y boyunca olan düzlem � ile çak¬̧s¬r ama düzlemlerin tan¬m¬ndan

dolay¬� taraf¬ndan içerilmek zorundad¬r. Buda � nin seçimi ile çeli̧sir.

Burada şöyle biŗseyi not olarak belirtebiliriz ki hiperdüzlemlerle düzlemler ya bir

noktada ya da bir do¼gru boyunca kesi̧sirler veya arakesitleri boştur.
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Şimdi L do¼grusu üzerinde bir z noktas¬alal¬m.

n > 2 oldu¼gundan � de L do¼grusundan farkl¬z boyunca en az¬ndan L1; L2 gibi

en az¬ndan iki do¼gru oldu¼gu kolayca görülür.

� a paralel her �0 hiperdüzlemi bu iki do¼gruyu farkl¬iki noktada keser ve buradan

� yi bir L0 boyunca keser.

Sonuç olarak � nin paralel s¬n¬f¬nda tam olarak n tane hiperdüzlem vard¬r ve

onlar¬n herbiri � yi n tane noktada keser. Do¼gru derecesi n olan n2 dereceli bir lineer

uzay a�n düzlemdir.

Şimdi l = 1 durumunda do¼grular aras¬ndaki paralelli¼gi tan¬mlayal¬m.

E¼ger L ve L0 do¼grular¬S nin baz¬düzlemlerinde pararlel iseler L ve L0 paraleldir

denir.

Yard¬mc¬teorem 2.4.6 S = (P ;L; I) uzay¬ do¼gru mertebesi n olan ve hiper-

düzlemlerin paralellik aksiyomlar¬n¬sa¼glayan bir l-hiperdüzlemseluzay olsun. S deki

do¼grular kümesinde paralellik bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

·Ispat

Kabul edelim ki L; L0; L00 2 L ve L 6= L00 olmak üzere L, L0 üne paralel, L0 üde

L00 üne paralel olsun.

Burada L ve L0 do¼grular¬ile L0 ve L00 do¼grular¬boyunca olan düzlemleri s¬ras¬yla

� ve �0 olarak al¬rsak bunlar¬n farkl¬oldu¼gu kolayca görülür. Buda L ve L00 ünün

kesi̧smemesini gerektirir.

L üstünde bir x noktas¬ seçelim ve � de � yi içermeyen L00 ve x boyunca bir

hiperdüzlem olsun. Böyle bir hiperdüzlemin varl¬¼g¬ aşikard¬r. Çünkü böyle bir

hiperdüzlem olmasayd¬L00 ve x boyunca olan düzlem � yi içerecekti ki buda bir

çeli̧ski oluştururdu.

Birinci olarak � nun � yi bir do¼gru boyunca kesti¼gini iddia edelim.

Gerçekten yard¬mc¬ teorem 2.4.5 te oldu¼gu gibi burada da görürüz ki hiper-

düzlemlerin paralel s¬n¬f¬tam olarak n tane eleman içerir ama paralel s¬n¬f¬n her



48

eleman¬� yi en fazla n tane noktada keser ve bu arakesitlerin birleşimi � yi vermek

zorundad¬r ki n2 tane nokta içerir.

Buradan arakesitler n tane nokta içermek zorundad¬r. Dolay¬s¬yla �, � yi bir

do¼gru boyunca keser.

E¼ger bu do¼gru L ile çak¬̧smaz ise �, L0 üyü keser ve �; �0 ünü kesecekti ve bundan

dolay¬� yi de kesmek zorunda kalacakt¬ki bu bir çeli̧skidir.

Şimdide L00 ve x i içeren her hiper düzlem L yi içerir. Bu nedenle L00 ve x boyunca

olan düzlem L yi içerir ve aç¬kça görülür ki L ve L00 düzlemde paraleldirler.

Buradan L ve L00 paraleldirler.

Teorem 2.4.7 Paralellik aksiyomunu sa¼glayan do¼gru mertebesi sabit n; n > 2 olan

her l � hiperd�uzlemsel uzay d � 3 olmak üzere n:mertebeden d boyutlu bir a�n

uzayd¬r.

·Ispat

Bu alt bölümdeki yard¬mc¬teoremler kullan¬larak teoremin ispat¬yap¬l¬r.
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