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Bölüm 1

1 ·Izoperimetrik Teorem Üzer-
ine

1.1 Giri̧s

·Izoperimetrik eşitsizlik oldukça eski bir problemdir. Teoremin ad¬Yu-

nancadan gelir. �isos = ayn¬� , �peri = etraf¬nda� ve �metron = ölçü�

anlam¬ndad¬r. Çevre ( = �peri�+ �metron�) 2-boyutlu kapal¬bir bölgenin

s¬n¬r¬boyunca yay uzunlu¼gudur. Dolay¬s¬yla teorem ayn¬çevreye sahip dü-

zlemsel şekiller ile ilgilidir.

·Izoperimetrik teorem şu şekilde ifade edilebilir :

� Ayn¬çevreye sahip tüm düzlemsel şekiller aras¬nda en büyük alana

sahip olan çemberdir �. Başka bir deyi̧sle:

� Ayn¬alana sahip tüm düzlemsel şekiller aras¬nda en küçük çevreye

sahip olan çemberdir �.

Teorem M.Ö.900� lü y¬llardan beri bilinmektedir. Prenses Dido�nun

hikayesinde [1] teorem ile ilgili bir uygulama bulunmuştur.

Prenses Dido, şimdilerde Lübnan olarak adland¬r¬lan Tyrus dolaylar¬nda

prenses idi. Ancak babas¬n¬n ölümünden sonra erkek kardeşi Prenses Dido�

yu ülkesinden s¬n¬r d¬̧s¬etti. Prenses de, halk¬ile birlikte Kuzey Afrika�da
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bugün Tunus�un oldu¼gu yerde bulunan Carthage�e gitti ve buran¬n hüküm-

dar¬King Jambas�dan bir arsa almak istedi. Ancak onlar Dido�nun gücün-

den korktuklar¬için tüm araziyi alaca¼g¬n¬düşündüler. Kral Jambas, Prens-

ese zekice bir teklif sundu. Buna göre, Prensese bir bo¼ga verildi ve bu

bo¼gan¬n derisiyle çevreleyebilece¼gi araziyi alabilece¼gi söylendi.

Kral¬n zekice oldu¼gunu düşündü¼gü bu tekli�Prenses kabul etti ve dahiyane

bir buluş ile herkesi şaş¬rtacak bir alan elde etti. Prenses, öncelikle bo¼gan¬n

derisini ince şeritlere böldü. Dido, Akdeniz k¬y¬s¬n¬bir do¼gru kabul ederek

elde etti¼gi şeridi bu do¼grunun iki ucuna ba¼glad¬ve şeridi yar¬m çember ha-

line getirdi. Böylece Prenses, alabilece¼gi en büyük alan¬elde etti. Hikayeye

göre, Prenses Dido 8 ile 32 hektar aras¬toprak kazand¬ (1 hek = 10:000

m2): Dido, şeridi maksimum alan¬kaplayacak şekilde arsaya yerleştirdi ve

böylece fark¬nda olmadan izoperimetrik teoremi çözdü!

Şimdi, Prenses Dido�nun bu gerçek hikayesini biraz say¬sal de¼gerlerle

anlamaya çal¬̧sal¬m. Prenses taraf¬ndan kullan¬lan şeritlerin uzunlu¼gunu

tahmin etmeye çal¬̧sal¬m.

Farz edelim ki, bir bo¼gan¬n vücudunun çap¬100 cm ve boyu 200 cm olan

bir silindir olsun. Prenses Dido taraf¬ndan kullan¬lan şeritlerin eni 0:5 cm

yi geçmedi¼ginden, sabit 0:5 cm geni̧sli¼gi için şeritlerin uzunlu¼gunu tahmin

edilebilir. Silindir şeklindeki bo¼gay¬kullanarak, bir şeridin uzunlu¼gu 1:257

m olur.

Şimdi 1:257 m uzunlu¼gundaki bir şerit için al¬̧st¬rma yapal¬m. E¼ger şerit

bir çember etraf¬nda topra¼ga yerleştirilirse 12:6 hektar yer kaplar. E¼ger şerit

bir kare içine yerleştirilirse 9:9 hektar yer kaplar. 200�428:5 ve 100�528:5
m boyutlar¬ndaki dikdörtgenler ise s¬ras¬yla 8:6 ve 5:3 hektar yer kaplarlar.

Bizim 1:257 m lik şeridimiz, 25:1 hektar l¬k bir arazi oluşturur ki bu da
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istedi¼gimiz de¼ger aral¬¼g¬ndad¬r.

1.2 Biraz Matematik

Teoremi Şekil 1 deki gibi bir dikdörtgen ve bir çember için gösterelim.

Bu gerçek bir matematiksel ispat olmayacak ancak, bu örnek yard¬m¬ ile

teorem aç¬klanm¬̧s olacakt¬r.

a

b
dikdörtgen

r

çember
a

b
dikdörtgen

r

çember

Şekil 1

Dikdörtgenin alan¬,

A(D) = ab (1)

ile ve çemberin alan¬,

A(Ç) = �r2 (2)

ile hesaplan¬r.

E¼ger bu şekiller eşit alanlara sahip iseler (1) ve (2) den;

A(D) = A(Ç)

a:b = �r2 (3)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. r için (3) eşitli¼gi çözülürse,

r =
p
ab = � (4)
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elde edilir. Di¼ger taraftan çemberin çevresi,

P (Ç) = 2�r

oldu¼gundan (4) kullan¬larak,

P (Ç) = 2
p
�ab

eşitli¼gi elde edilir.

·Izoperimetrik teoremin ispat¬ için, çemberin çevresi P(Ç) nin dikdört-

genin çevresi P (D) = 2(a + b) den daha küçük oldu¼gu gösterilmelidir. Bu

nedenle çözülmesi gereken eşitsizlik,

P (Ç) < P (D)

dir. Ya da,

2
p
ab� < 2(a+ b)

dir. Burada,

x; y > 0, x < y ) x2 < y2 (5)

oldu¼gu kullan¬larsa,

�ab < (a+ b)2 (6)

eşitsizli¼gi bulunur. (6) eşitli¼gi düzenlenirse;

�ab

�ab� 2ab
(ab) (� � 2)

<

<

<

a2 + 2ab+ b2

a2 + b2

a2 + b2

elde edilir.

v; x; y; z > 0; x > (z:y) ve v < z =) x > (v:y) (7)
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ve

2 > (� � 2) (8)

oldu¼gundan,

a2 + b2 > 2 (ab)

eşitsizli¼gi ispatlan¬r.

Dikdörtgen için a > b olsun (aksi halde bu bir kare olur). k > 0 olmak

üzere a = b+ k yaz¬labilir, bu durumda

a2 + (a� k)2 > 2a(a� k)

elde edilir.

Yukar¬daki eşitsizlikten her k > 0 için k2 > 0 elde edilir. Böylece bu

eşitsizlik geçerlidir. Yani çemberin çevresi ayn¬alana sahip dikdörtgenin

çevresinden daha küçüktür.

Şimdi teoremi alternatif bir formülasyon ile ispatlayal¬m. E¼ger,

P (Ç) = P (D) =) A(D) < A(Ç)

dir.

Sonuç olarak, ispat¬n başlama noktas¬,

2�r = 2(a+ b) (9)

dir. (9) dan,

r =
a+ b

�

elde edilir. A(Ç) yi, a ve b yi kullanarak tekrar yazarsak,

(a+ b)2

�
> ab
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elde edilir. Yani,

(a+ b)2 > (�ab)

elde edilir ki bu önceden ispatlanm¬̧st¬.

Böylece çemberin alan¬ayn¬çevreye sahip olan dikdörtgenin alan¬ndan

daha büyüktür.

1.3 ·Izoperimetrik Teoreme Farkl¬Yaklaş¬mlar

·Izoperimetrik teoremin pek çok farkl¬ ispat¬ verilmi̧stir. Biz burada

birkaç ilginç ispat verece¼giz. Son bölümde ise kendi ispat¬m¬z¬yapaca¼g¬z.

1.3.1 ·Izoperimetrik Eşitsizlik

·Izoperimetrik teorem, genellikle düzlemde kapal¬bir e¼grinin çevre ve

alan¬n¬ili̧skilendiren bir eşitsizlik ile ifade edilir [6].

Teorem: L, düzlemde kapal¬bir e¼grinin çevresi ve A da e¼gri taraf¬ndan

çevrelenen bölgenin alan¬olmak üzere,

4�A � L2

L2

A
� 4�

dir. Eşitlik ise ancak kapal¬e¼grinin çember olmas¬durumunda geçerlidir.

·Ispat: ABM...Z bir poligon (çokgen) olmak üzere, poligon içindeki AQ

do¼grusu poligonu öyle iki eşit parçaya böler ki,

AB + BM + :::+ PQ =
1

2

A(ABM...PQA)= A1 için A1 �
A

2
dir.
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O, AQ nun orta noktas¬, M ise ABM...PQA n¬n O ya en uzak noktas¬,

OM = R olmak üzere (O, R) çemberini çizelim.

A ve Q dan OM ye çemberin A0; Q0 noktalar¬yla kesi̧sen dikeyler çizelim.

.O

P

N

M

B
AZ

Q

A’

Q’

hi
ai

N’

M’di

.O

P

N

M

B
AZ

Q

A’

Q’

hi
ai

N’

M’di

Şekil 2

Simetriden dolay¬S=Alan (AA0MQ0QA) alan¬, çemberin alan¬n¬n yar¬s¬na

eşittir. Yani,

S =
1

2
� R2

ABM...PQ çokgeninin d¬̧s¬ çembere de¼gecek şekilde temel kenarlar¬

MN=ai ve di¼ger kenarlarda AA0 ye paralel olacak şekilde paralelkenarlar

kurar.

OMN nin yüksekli¼gi hi ve MM0N0N paralelkenar¬n¬n yüksekli¼gi di olmak

üzere,

hi + di = R
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dir. Ayr¬ca, A1 , OAB, ... , OMN , ..., OPQ üçgenlerinin alanlar¬n¬n

toplam¬na eşittir. Dolay¬s¬yla,

A1 =
1

2

X
i

aihi

olur.

A2; paralelkenarlar¬n alan¬olmak üzere,

A2 =
P

i aidi =
P

i ai(R� hi)
=

P
i aiR�

P
i aihi

= R
P
ai �

P
aihi

= R
L

2
� 2A1

bulunur.

A1 + A2 � S

oldu¼gundan,

A1 + A2 �
1

2
�R2

A2 = R
L

2
� 2A1

ifadesi yerine konursa,

A1 + R
L

2
� 2A1

R
L

2
� A1

L2

�
�

�

1

2
�R2

1

2
�R2

4�2A1

)
)
�

�R2 � LR + 2A1 � 0

�(R� L

2�
)2 � (L

2

4�
� 2A1) � 0

4�A

elde edilir. Sonuç olarak,
L2

A
� 4�

bulunur.
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Çember için eşitsizlik, eşitli¼ge dönüştü¼günden; sabit P çevresine sahip

bütün kapal¬e¼griler içinde en büyük alana sahip olan çemberdir sonucuna

var¬l¬r.

1.3.2 ·Izoperimetrik Teorem ve Eşitsizlik

·Ifade 1: Ayn¬çevreye sahip olan bütün düzlemsel şekiller aras¬nda en

büyük alana sahip olan çemberdir.

·Ifade 2: Ayn¬alana sahip olan bütün düzlemsel şekiller aras¬nda en

küçük çevreye sahip olan çemberdir.

·Izoperimetrik Eşitsizlik: L ve A düzlemsel bir şeklin s¬ras¬yla çevresi

ve alan¬olmak üzere;

4� � L2

A

4�A � L2

oldu¼gunu biliyoruz. Buna göre;

4�A = L2 (10)

durumu ise sadece çember için geçerlidir. O halde P yi sabit tutarak ifade

1 i, A y¬sabit tutarak ifade 2 yi elde ederiz. ·Izoperimetrik eşitsizli¼gi daha

yüksek boyutlu uzaylara taş¬yarak genelleştirebiliriz. Örne¼gin, S ve V üç -

boyutlu bir cismin s¬ras¬yla yüzey alan¬ve hacmi olmak üzere;

36�V � S3

dir.
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Asl¬nda ifade 1 in çözümünde çember elde etmek oldukça tatmin edicidir.

Çünkü çember yuvarlakl¬¼g¬ile tektir ve merkezinden geçen her do¼gruya göre

simetriktir. Çember mükemmel bir şekildir, dolay¬s¬yla da ·Izoperimetrik

Teoremi sa¼glayabilecek iyi bir adayd¬r. Poligonlar ise çemberlere göre daha

az düzgün olduklar¬ndan, teoremin çözümü için de iyi bir aday de¼gillerdir.

Her poligon ailesinde di¼gerlerine göre daha az kusurlu bir eleman oldu¼gun-

dan, bu �daha az kusurlu şekil �izoperimetrik şartlar¬sa¼glar [5].

1- Ayn¬çevreye sahip bütün üçgenler aras¬nda, en büyük alana sahip

olan eşkenar üçgendir.

2- Ayn¬çevreye sahip bütün dörtgenler aras¬nda, en büyük alana sahip

olan karedir.

3- Özel olarak, ayn¬ çevreye sahip bütün dikdörtgenler aras¬nda, en

büyük alana sahip olan karedir.

4- Ayn¬çevreye sahip olan sonlu kenar say¬l¬düzgün poligonlar aras¬nda

en büyük alan¬en fazla kenar say¬s¬na sahip olan kapsar.

5- Alan verildi¼gi takdirde yukar¬daki her ifadenin tersi de geçerlidir.

6- Sabit bir uzunlu¼ga ve sabit uç noktalara sahip tüm düzlemsel e¼griler

aras¬nda en büyük alan¬dairesel bir e¼gri kapsar.

·Ispat: ·Ifade 1 i A ile ve ifade 2 yi B ile gösterelim.

Öncelikle A n¬n do¼gru oldu¼gunu farz edelim ve B yi ispatlayal¬m. Bunun

için B nin yanl¬̧s oldu¼gunu kabul edelim. O halde verilen bir C çemberi ile

ayn¬alana ve daha küçük çevreye sahip bir F düzlemsel şekli vard¬r.
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C FC F

Şekil3

Matematiksel olarak;

A(C) = A(F ) =) P (F ) � P ( C )

dir.

F ile ayn¬ çevreye sahip başka bir D çemberini ele alal¬m. Çemberin

çevresi ile alan¬do¼gru orant¬l¬ve

P ( D ) = P ( F ) � P (C )

oldu¼gundan D çemberinin alan¬C çemberinin alan¬ndan daha küçük olur.

Yani,

P ( D ) = P ( F )

iken

A ( D ) 6 A ( F )

olur. Bu ise A ifadesi ile çeli̧sir. O halde;

A) B

dir.
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Şimdi de B nin do¼gru oldu¼gunu farz edelim ve A n¬n da do¼gru oldu¼gunu

gösterelim. Bunun için A n¬n yanl¬̧s oldu¼gunu kabul edelim.

O halde verilen bir C çemberi ile ayn¬çevreye ve daha büyük alana sahip

olan bir F düzlemsel şekli vard¬r.

P ( C ) = P ( F )

iken

A ( F ) � A ( C )

dir.

F ile ayn¬alana sahip başka bir D çemberini ele alal¬m. Çemberin çevresi

ile alan¬do¼gru orant¬l¬ve

A ( D ) = A ( F ) � A ( C )

oldu¼gundan D çemberinin çevresi C çemberinin çevresinden daha büyük

olur. Yani,

A ( D ) = A ( F )

iken

P ( D ) � P ( F )

olur. Bu ise B ifadesi ile çeli̧sir. O halde B do¼gru iken A da do¼grudur.

B ) A

d¬r.
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Şimdiye kadar A n¬n ya da B nin do¼gru oldu¼gunu de¼gil ancak ikisinin

birlikte do¼gru ya da yanl¬̧s oldu¼gunu göstermi̧s olduk. Böylece aşa¼g¬daki

ispat¬inceleyelim.

·Ifade 1 in ·Ispat¬: ·Ispat pek çok basama¼g¬ içerir. Öncelikle ifade

1 de çözülen şekle örnek olarak aşa¼g¬daki konveks şekli ele alal¬m. Şekil

üzerindeki X ve Y noktalar¬ndan geçen do¼gruyu eksen kabul ederek arada

kalan parçay¬yans¬tal¬m.

Şekil 4Şekil 4Şekil 4Şekil 4

Elde edilen ikinci şeklin alan¬daha büyüktür. O halde şeklin çevre uzun-

lu¼gu de¼gi̧smedi¼gi halde alan¬büyütülebilir.

Şekil 5Şekil 5Şekil 5Şekil 5

·Ispat¬n ikinci ad¬m¬nda ise aşa¼g¬daki lemmay¬ispatlayaca¼g¬z.

Lemma 1: S ve T ifade 1 de çözülen şeklin s¬n¬r¬üzerinde seçilmi̧s 2

nokta olsun ve çevreyi iki eşit parçaya ay¬rs¬nlar. O halde ST do¼grusu şeklin
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alan¬n¬iki eşit parçaya ay¬r¬r.

·Ispat: S1T nin alan¬n¬n T2S den büyük oldu¼gunu varsayal¬m. ST yi

eksen kabul ederek S1T2 ile ayn¬çevreye fakat daha büyük alana sahip S1T3

elde edilir.

Bu ispat aşa¼g¬daki sorunun k¬smen çözümünde yeterli olacakt¬r.

�Verilen bir uzunlu¼ga ve ST gibi bir do¼gru üzerindeki uç noktalara sahip

olan bütün yaylar aras¬nda en büyük alan¬çevreleyeni bulunuz�.

Lemma 2: ST do¼grusu üzerinde verilen bir uzunlu¼ga ve uç noktalara

sahip bütün yaylar¬düşünelim. Yay ile do¼gru aras¬nda maksimum alana

sahip olan bir yar¬m çemberdir.

·Ispat: Çemberde çap¬ gören çevre aç¬ dik aç¬d¬r, buradan en büyük

alana sahip olan yay içine çizilen üçgenin dik oldu¼gunu gösterilirse, bu yay¬n

bir yar¬m çember oldu¼gu ispatlan¬r. E¼ger yay içine çizilen bu üçgen dik

de¼gilse S nin noktalar¬ kayd¬r¬larak üçgen dikleştirilir. Böylece yay¬n bir

k¬sm¬n¬n yeri de¼gi̧stirilmi̧s olur.

Ayr¬ca iki kenar¬verilen bütün üçgenler içinde en büyük alana sahip olan

dik aç¬ oluşturand¬r. Buradan şekillerde taral¬ alanlar de¼gi̧smedi¼gi halde

üçgenin alan¬ve ST do¼grusu ile yeni yay aras¬ndaki toplam alan¬n artt¬¼g¬

görülür. Öyle ise, verilen e¼gri bir yar¬m çember olana dek alan¬her zaman

S ve T yi hareket ettirerek art¬r¬labilir. Bu ise Lemma 2 ile birlikte ifade 1
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i de ispatlar.

Şekil 7-Şekil 8

Ancak ifade 1 in ispat¬bir hatay¬da içerir, çünkü her üç ad¬mda da şart-

lara uyan bir şekil oldu¼gunu kabul ettik ve lemmalar¬bu varsay¬mlar alt¬nda

ispatlad¬k. Ayn¬çevreye sahip bütün düzlemsel şekiller aras¬nda en büyük

alana sahip bir şekil oldu¼gunu farz ettik. Bu varsay¬m alt¬nda bu şeklin

çember oldu¼gunu ispatlad¬k. H=) A gibi bir H hipotezinin varl¬¼g¬na dikkat

edelim. Öyle ki A y¬ispatlamak için H n¬n do¼gru oldu¼gunu göstermeliyiz.

·Ifade 1 için optimal bir şeklin varl¬¼g¬aç¬k de¼gildir. Örne¼gin, e¼ger ifade 1

verilen bir çevre için en küçük alana sahip olan şekli tan¬mlamam¬z¬gerek-

tirseydi bunu gösteremezdik. Ancak bu ispat¬gerçekten tamamlamam¬z için

daha az önemli bir noktad¬r. H n¬n ispat¬ise oldukça basit fakat Calculus

un temel elemanlar¬n¬gerektirmektedir.

1.3.3 Kosinüs Teoremi Yard¬m¬ile ·Ispat

Şimdi yapaca¼g¬m¬z ispat¬n pek çok basama¼g¬vard¬r [4]. ·Ispata bir

büyük varsay¬mla başlayal¬m:

� Ayn¬çevreye sahip tüm düzlemsel şekiller aras¬nda en büyük alana

sahip olan bir şekil kesinlikle vard¬r. �
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1.Ad¬m : Aşa¼g¬daki iki e¼griyi ele alal¬m. Soldaki e¼gri konveks bir

e¼gridir, öyle ki e¼gri içinden al¬nan herhangi iki noktay¬birleştiren do¼gru yine

e¼gri içindedir. Sa¼gdaki e¼gri ise bu şart¬sa¼glamad¬¼g¬ndan konveks de¼gildir.

·Ispat¬n birinci ad¬m¬nda çevreler eşit iken maksimum alana sahip olan

şeklin konveks oldu¼gu gösterilir.

Şekil 9

Yukar¬da gösterildi¼gi gibi konveks olmayan bir şekil alal¬m. Şeklin C ve

D noktalar¬nda geçen bir AB do¼grusu çizelim. C ve D aras¬nda kalan e¼gri

parças¬yans¬t¬l¬rsa, ayn¬çevreye sahip yeni bir şekil elde edilir. Ancak bu

yeni şeklin alan¬ artm¬̧s olur. Bu i̧slem şekil konveks olana kadar tekrar

edilebilir.

Böylece şu sonuca var¬l¬r:

� Verilen bir çevre için maksimum alana sahip olan şekil konvekstir. �

Şekil 10

2.Ad¬m: Bu ad¬mda ise maksimum alana sahip olan şeklin çap¬na göre
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simetrik oldu¼gunu gösterece¼giz.

Herhangi bir S konveks şeklini ve şeklin çevresi üzerinde bir A noktas¬n¬

alal¬m. A dan yar¬m çevre uzakl¬¼g¬nda bir B noktas¬ daha alal¬m ve bu

noktalar¬birleştirelim

Böylece AB do¼grusu S şeklini ayn¬çevreye sahip olan S1 ve S2 gibi iki

ayr¬parçaya bölen bir çap olur.

Şekil 11-12

Varsayal¬m ki S1 in alan¬S2 nin alan¬ndan daha büyük olsun. Yukar¬daki

şekildeki gibi S1 i yans¬tal¬m. Oluşan yeni şekil AB çap¬na göre simetriktir

ve toplam alan¬

2S1 > S1 + S2 = S

dir. S1 ve S2 ayn¬çevrelere sahip oldu¼gundan bu iki şeklin çevreleri de

birbirine eşittir. Ancak simetrik olan şeklin alan¬orjinal şeklin alan¬ndan

büyüktür.
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A, S şeklinin çevresi üzerinde herhangi bir nokta oldu¼gundan, şu genelle-

meye var¬l¬r:

� En büyük alana sahip olan şekil çap¬na göre simetrik olmal¬d¬r. �

3.Ad¬m: Bu ad¬mda ise ACB aç¬s¬n¬n dik aç¬olmak zorunda oldu¼gunu

gösterece¼giz.

S, AB çap¬na göre simetrik olan bir şekil; C, çevre üzerinde herhangi bir

nokta ve D de AB do¼grusuna göre onun yans¬mas¬d¬r ( öyle ki D noktas¬

da AB simetri do¼grusu oldu¼gundan çevre üzerinde olmal¬d¬r). Böylece şekli

ACBD gibi bir uçurtma şekli ve P, Q ve simetrikleri olan P
0
ve Q

0
parçalar¬

oluşturur.

Şekil 13

Parçalar de¼gi̧sik şekiller verecek şekilde dayanak noktalar¬ndan hareket

ettirilebilirler. Ancak herbirinin çevresi orjinal şeklin çevresine eşittir.

Tüm bu şekillerin alan¬; P, Q, P
0
, Qparçalar¬n¬n hareket ettirilmesiyle

oluşan uçurtma şeklinin alan¬ ve alanlar¬nda bir de¼gi̧siklik olmayan dört

parçan¬n alanlar¬n¬n toplam¬na eşittir. ACBD nin alan¬ise ACB de¼gi̧sken

aç¬s¬n¬n ölçümü ile hesaplan¬r.

ACB aç¬s¬na q diyelim, dolay¬s¬yla,

A(ACBD) = ab sin q
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ya eşit olur. Bu alan ise ancak sin q nun maksimum olmas¬ ile maksi-

mum olur ki bu da a va b de¼gi̧smedi¼ginden q = p=2 veya 90� olmas¬ ile

mümkündür. Sonuç olarak:

�Maksimum alana sahip olan şekil, 90� lik ACB gibi bir aç¬ ile elde

edilir�

Şekil 14

4.Ad¬m: Şimdiye kadar verilen bir çevre için en büyük alana sahip olan

şeklin, aşa¼g¬daki özelliklere sahip oldu¼gunu gördük:

1) konvekstir,

2) bir çapa göre simetriktir,

3) şeklin çevresi üzerinde herhangi bir nokta ve bir çap ile oluşturdu¼gu-

muz üçgende çap¬gören çevre aç¬diktir.

Bunlar da bize bu şeklin çember olmak zorunda oldu¼gunu verir.
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Şekil 15

C dik aç¬s¬olmak üzere ACB dik üçgenini ele alal¬m. AB istedi¼gimiz

gibi çaptan geçsin. AB = 2r; AC = a; BC = b ve ABC aç¬s¬f olmak üzere

kolayca trigonometrik ba¼g¬nt¬lardan; a = 2r cos f ve b = 2r sin f dir.

Şekil 16

O, AB nin orta noktas¬ve AO = BO = r olsun. ACB etraf¬ndaki e¼grinin

dairesel oldu¼gunu göstermek için OC = r oldu¼gunu göstermeliyiz.

Aşa¼g¬da gösterilen kosinüs teoreminini BOC üçgenine uygulan¬rsa b = r

ve a = 2r cos f elde edilir. Böylece,

(OC)2 = g2 = r2 + (2r cos f)2 � 2:2r cos f:r cos f

= r2 + 4r2 cos2 f � 4r2 cos2 f

= r2

dir. Yani OC = r dir.

KosinüsTeoremi

BOC aşa¼g¬daki gibi herhangi bir üçgen ve � da bu üçgenin bir aç¬s¬olsun.

Bu da OC nin uzunlu¼gunun OA ve OB ye eşit oldu¼gunu gösterir. C noktas¬
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şeklin d¬̧s¬nda herhangi bir yerden seçilebilir ve böylece O noktas¬ndan şeklin

çevresi üzerinde herhangi bir C noktas¬na olan uzakl¬k r ye eşittir.

Şekil 17

Sonuç olarak en büyük alan¬veren şekil çemberdir.

1.3.4 Çubuk ve Yay Yard¬m¬yla ·Ispat

Problem: L uzunlu¼guna sahip bir yay¬n her iki ucu S uzunlu¼guna sahip

bir çubu¼ga ba¼glans¬n. Bu şekilde oluşan bütün düzlemsel bölgeler aras¬nda

en büyük alana sahip olan¬bulunuz.

·Izoperimetrik Teorem: Verilen bir çevre için bütün düzlemsel böl-

geler aras¬nda alan¬en büyük olan çemberdir.

Not: S=0 için problem özel bir duruma dönüşür.

Çözüm: S>0 için problemi bilinen bir hale getirmeye çal¬̧sal¬m. Polya�

n¬n tümevar¬m ve Matematikte Analogy eserlerinden yararlanarak; Önce-

likle çubu¼gu x-eksenine paralel olacak şekilde yerleştirelim. Çubu¼gun uç
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noktalar¬, çubu¼gun şeklini belirler. Yay pekçok şekil alabilece¼ginden, ver-

ilen bir çevre ile yay çubu¼gun uç noktalar¬na birleştirilirse key� bir e¼gri

oluşur.

( Şekil 18 )

Şekil 18

Oluşabilecek şekillerden biri ise; bir daire parças¬ile çubu¼gu içeren daire-

sel bir yayd¬r. (Şekil 19 )

Şekil 19

Şekil başka bir daire parças¬ile tamamlan¬rsa, Şekil 20 ü elde edilir.

Şekil 20

Şekil 21

Öte yandan ayn¬daire parças¬key� olarak oluşturulan başka bir şekle

eklenirse Şekil 21 elde edilir.

Aç¬kça görülüyor ki Şekil 20 deki çember ayn¬çevreye sahip tüm e¼griler

içinde en büyük alana sahip oland¬r. Ayn¬daire parças¬her iki şekilden

de ç¬kar¬l¬rsa şu sonuca var¬l¬r; yay ve çubuk yard¬m¬yla oluşturulan alan;

Şekil 19 daki gibi çembersel bir yay ile maksimum olur.
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1.3.5 Hurwitz in ·Ispat¬

·Izoperimetrik eşitsizli¼gin modern analitik ispat¬1902de A. Hurwitz [3]

taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. ·Ispat, R2 de bir D bölgesinde C s¬n¬r¬etrafnda ( poz-

itif olarak yönlendirilmi̧s ) bir do¼gru integrali ile verilen A alan¬n¬n formülü

kullan¬larak yap¬lm¬̧st¬r.

Do¼gru integralleri Riemann toplamlar¬n¬n al¬̧s¬lm¬̧s limiti ile tan¬mlan-

mak üzere;

A =

Z
c

xdy = �
Z
ydx =

1

2

Z
c

[xdy � ydx]

dir.

Basit bir c e¼grisini, a � t � b olmak üzere;

C : x = x(t); y = y(t)

ile parametrelendirirsek;Z
c

xdy =

Z b

a

x(t)y
0
(t)dt

Z
c

ydx =

Z b

a

y(t)x
0
(t)dt

elde ederiz.

V = ( V1; V 2) , iken;

divV ( !x ; y) = V 1x + V 2y
�!n , C ye d¬̧s birim normal ve S yay uzunlu¼gu olmak üzere, Divergence

teoreminden A alan¬için formüller aşa¼g¬daki gibidir;Z
D

divV (�!x ; y)dxdy =
Z
C

�!
V �!n ds
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V= (x , y ) seçersek div
�!
V = 2 olur.

C için parametreler;

�!n = (y0(t);�x0(t))p
x0(t)2 + y0(t)2

ve

ds =
p
x0(t)2 + y0(t)2dt

olmak üzere A için formüller kolayca ç¬kar¬labilir.

Hurwitz�in ispat¬nda Wirtinger�in Eşitsizli¼gi olarak bilinen ünlü eşitsi-

zlik de kullan¬lm¬̧st¬r.

Lemma: f(t), C1 2� periyotlu periyodik bir fonksiyon ve averaj ;

Z 2�

0

f(t)dt = 0

olsun. O zaman;

f(t) = a cos t+ b sin t

olmak üzere; Z 2�

0

f
0
(t)dt �

Z 2�

0

f(t)2dt

dir.

·Ispat: f(t) yi Fourier serilerine geni̧sletirsek;

f(t) =

1X
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

( 1
2
a0 sabit terimi, averaj¬n 0 olma şart¬ndan, 0�d¬r. )

O halde;

f(t) =

1X
n=1

(nbn cosnt� nan sinnt)
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dir.

Porseval�¬n formülünden,Z 2�

0

f(t)2dt =
1X
n=1

(a2n + b
2
n)

Z 2�

0

f
0
(t)2dt =

1X
n=1

n2(a2n + b
2
n)

dir.

Buradan, her n> 1 için, an = bn = 0 olmad¬kça;Z 2�

0

(f
0
(t)2f(t)2)dt =

1X
n=1

(n2 � 1)(a2n + b2n)

kesinlikle pozitiftir. Bu ise lemmay¬ispatlar.

Sadeleştirmek için C nin L uzunlu¼gunu 2� kabul edelim. C yi çevirerek;Z 2�

0

x(t)ds = 0

oldu¼gunu da kabul edebiliriz. O zaman;

2� =

Z 2�

0

((x
0
)2 + (y

0
)2)ds

ve

A =

Z 2�

0

x(s)y
0
(s)ds

dir.

Buradan;

2(� � A) =
R 2�
0
((x

0
)2 � 2xy0 + (y0)2)ds

=
R 2�
0
((x

0
)2 � x2))ds+

R 2�
0
(x� y0)2ds
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elde edilir.

·Ilk integral lemmadan dolay¬negatif de¼gildir. Aç¬kça ikinci integralde

negatif de¼gildir.

Buradan;

4�A � (2�)2 = L2

izoperimetrik eşitsizli¼gi ç¬kar.

Bölüm 2
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2 Farkl¬Bir Yaklaş¬mla Teoremin
·Ispat¬

2.1 Baz¬Düzlemsel Şekillerin Çember ile Kaŗs¬laşt¬r¬l-

mas¬

Teoremi ispatlamak için çemberi baz¬düzlemsel şekillerle k¬yaslayal¬m.

Öncelikle eşkenar üçgen, dikdörtgen, kare, düzgün alt¬gen ve son olarak da

elips ile çemberi k¬yaslayal¬m. Daha sonra ise bu düzlemsel şekilleri kendi

aralar¬nda k¬yaslayal¬m ki; kenar say¬s¬ve simetriklik artt¬kça, çevreler eşit

iken alan¬n büyüdü¼günü ve alanlar eşit iken çevrenin küçüldü¼günü görelim.

Problem 2.1: Eşkenar üçgenin çevresi ile çemberin çevresi eşit olsun.

Gösteriniz ki; çemberin alan¬, eşkenar üçgenin alan¬ndan büyüktür.

Eşkenar üçgenin kenarlar¬a ve çemberin yar¬çap¬r olsun.

P(Ü) = 3a

P(Ç) = 2�r

P(Ü)=P(Ç) olsun. O halde r=
3a

2�
dir:Şimdi alanlar¬n¬k¬yaslayal¬m;

A(Ç) � A( �U) = �r2 �
p
3a2

4

= �
9a2

4�2
�
p
3a2

4

=
a2

4
(
9

�
�
p
3) > 0

Yani; A(Ç) > A( �U)dir.

Problem 2.2: Eşkenar üçgenin alan¬ile çemberin alan¬eşit olsun. Gös-

teriniz ki; çemberin çevresi, üçgenin çevresinden küçüktür.

A(Ç)=A( �U)olsun.
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O halde;

�r2 =

p
3a2

4

r2 =

p
3a2

4�

r =
a

2

rp
3

�

Şimdi çevrelerin karelerini k¬yaslayal¬m,

(P( �U))2 � (P(Ç))2 = 9a2 � 4�2a
2

4

p
3

�
= a2(9�

p
3�) > 0

olur.Yani P(Ç) < P(Ü)dir.

Problem 2.3: Dikdörtgenin çevresi ile çemberin çevresi eşit olsun. Gös-

teriniz ki; çemberin alan¬, dikdörtgenin alan¬ndan daha büyüktür.

P(Ç)=P(D) olsun. O halde;

2�r = 2(a+ b)

r =
a+ b

�

Şimdi alanlar¬k¬yaslayal¬m;

A(Ç) � A(D) = �r2 � ab

= �
(a+ b)2

�2
� ab

=
(a+ b)2 � �ab

�
> 0

olur. Yani A(Ç) > A(D) dir.

Lemma:
(a� b)2 > 0

a2 � 2ab+ b2 > 0

a2 + b2 > 2ab
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2>�-2oldu¼gundan;

a2 + b2 > 2ab > (� � 2)ab
a2 + b2 > (� � 2)ab
a2 + b2 > �ab� 2ab
(a+ b)2 > �ab

Problem 2.4: Çemberin ve dikdörtgenin alanlar¬eşit olsun. Gösteriniz

ki; çemberin çevresi, dikdörtgenin çevresinden küçüktür.

A(Ç)= A(D) olsun

�r2 = ab

r =

r
ab

�
Şimdi çevrelerin karelerini k¬yaslayal¬m.

(P(D))2 � (P(Ç))2 = (2(a+ b))2 � (2�r)2

= 4

�
(a+ b)2 � �2ab

�

�
= 4 [(a+ b)2 � �ab] > 0

Yani P(Ç) < P(D) dir.

Problem 2.5: Çember ile karenin çevreleri eşit olsun. Gösteriniz ki;

çemberin alan¬karenin alan¬ndan daha büyüktür.

P(Ç) =P(K) olsun

2�r = 4a

r =
2a

�
Şimdi alanlar¬k¬yaslayal¬m.

A(Ç) � A(K) = �r2 � a2

= �
4a2

�2
� a2

= a2(
4

�
� 1) > 0 ; (a2 > 0;

4

�
> 1)
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Yani; A(Ç) > A(K)dir.

Problem 2.6: Çemberin alan¬ile karenin alan¬eşit olsun. Gösteriniz

ki; çemberin çevresi karenin çevresinden küçüktür.

A(Ç)= A(K) olsun.

�r2 = a2

r =

r
a2

�

r =
ap
�

Şimdi çevrelerin karelerini k¬yaslayal¬m,

(P(K))2 � (P(Ç))2 = (4a)2 � (2�r)2

= 16a2 � 4�2a
2

�
= 4a2(4� �) > 0 ; (4 > �)

Yani; P(Ç) < P(K) dir.

Problem 2.7: Çember ile düzgün alt¬genin çevreleri eşit olsun. Gös-

teriniz ki; çemberin alan¬düzgün alt¬genin alan¬ndan büyüktür.

P(Ç) =P(A)olsun.

2�r = 6a

r =
3a

�

Şimdi alanlar¬k¬yaslayal¬m.

A(Ç) � A(A) = �r2 � 3
p
3

2
a2

= �
9a2

�2
� 3
p
3

2
a2

= 3a2(
3

�
�
p
3

2
) > 0

Yani A(Ç) > A(A)dir.
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Problem 2.8: Çember ile düzgün alt¬genin alanlar¬eşit olsun. Gös-

teriniz ki; çemberin çevresi, düzgün alt¬genin çevresinden küçüktür.

A(Ç) = A(A) olsun.

�r2 =
3
p
3

2
a2

r =

r
3
p
3a2

2�

Şimdi çevrelerin karelerini k¬yaslayal¬m;

(P(Ç))2 � (P(A))2 = (2�r)2 � (6a)2

= 4�2
3
p
3

2�
a2 � 36a2

= 3a2(2
p
3� � 12) < 0

Yani P(Ç) < P(A) dir.

Problem 2.9: Çemberin çevresi ile elipsin çevresi eşit olsun. Gösteriniz

ki; çemberin alan¬elipsin alan¬ndan büyüktür.

P(Ç) =P(E) olsun.

2�r = �(a+ b)

r =
a+ b

2

Şimdi alanlar¬k¬yaslayal¬m.

A(Ç) � A(E) = �r2 � �ab

= �

�
(a+ b)2

4
� ab

�
= �

�
a2 + 2ab+ b2 � 4ab

4

�
=

�

4
(a� b)2 > 0

Yani; A(Ç) > A(E)
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Problem 2.10: Çemberin ve elipsin alanlar¬eşit olsun. Gösteriniz ki;

çemberin çevresi, elipsin çevresinden küçüktür.

A(Ç)= A(E) olsun.

�r2 = �ab

r =
p
ab

Şimdi çevrelerin karelerini k¬yaslayal¬m.

(P(E))2 � (P((Ç))2 = (�(a+ b))2 � (2�r)2

= �2((a+ b)2 � 4ab)
= �2(a� b)2 > 0

Yani; P(Ç) < P(E) dir.

2.2 Baz¬Düzlemsel Şekillerin Kendi Aralar¬nda Kaŗs¬laşt¬r¬l-

mas¬

Çemberi baz¬düzlemsel şekillerle kaŗs¬laşt¬rd¬k ve gördük ki; çevreler eşit

iken çemberin alan¬daha büyük oluyor ve alanlar eşit iken ise yine çemberin

çevresi daha küçük oluyor. Şimdi baz¬düzlemsel şekilleri kendi aralar¬nda

kaŗs¬laşt¬ral¬m ve çembere nas¬l ulaşt¬¼g¬m¬z¬görmeye çal¬̧sal¬m.

Problem 2.11: Eşkenar üçgen ile karenin çevreleri eşit iken, alanlar¬n¬

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

P(Ü) = P(K) olsun.

3b = 4a

b =
4

3
a
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Şimdi alanlar¬kaŗs¬laşt¬ral¬m.

A(K)� A( �U) = a2 �
p
3

4
b2

= a2 �
p
3

4

16

9
a2

= a2(1� 4
p
3

9
) > 0

Yani; A(K) > A(Ü).

Problem 2.12: Eşkenar üçgen ile karenin alanlar¬eşit iken, çevrelerini

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

A(Ü)=A(K) olsun. p
3

4
b2 = a2

a =

rp
3

4
b2

a =
b

2
3

1

4

Şimdi çevreleri kaŗs¬laşt¬ral¬m.

P ( �U)� P (K) = 3b� 4a

= 3b� 4 b
2
3

1

4

= b(3� 2 3
1

4 ) > 0

Yani; P(Ü)>P(K) d¬r.

Problem 2.13: Dikdörtgen ile karenin çevreleri eşit iken, alanlar¬n¬

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

P(D) =P(K) olsun.

2(b+ c) = 4a

a =
b+ c

2
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Şimdi alanlar¬kaŗs¬laşt¬ral¬m.

A(K) � A(D) = a2 � bc

=
(b+ c)2

4
� bc

=
b2 + 2bc+ c2 � 4bc

4

=
b2 � 2bc+ c2

4

=
(b� c)2
4

> 0

Yani; A(K) > A(D)

Problem 2.14: Alanlar¬ eşit olan dikdörtgen ile karenin çevrelerini

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

A(K) = A(D)olsun.

a2 = bc

a =
p
bc

Şimdi çevreleri kaŗs¬laşt¬ral¬m.

P(D) � P(K) = 2(b+ c)� 4a
= 2(b+ c)� 4

p
bc

= 2b� 4
p
bc+ 2c

= (
p
2b�

p
2c)2 > 0

Yani; P(K) < P(D) dir.

Problem 2.15: Dikdörtgen ile düzgün alt¬genin çevreleri eşit iken alan-

lar¬n¬kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

P(A) =P(D) olsun.
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6a = 2(b+ c)

a =
b+ c

3

Şimdi alanlar¬kaŗs¬laşt¬ral¬m.

A(A) � A(D) =
3
p
3

2
a2 � bc

=
3
p
3

2

(b+ c)2

9
� bc

=

p
3

6
(b+ c)2 � bc

=

p
3(b+ c)2 � 6bc

6

=

p
3b2 + 2

p
3bc+

p
3c2 � 6bc

6

=

p
3(b2 + c2) + bc(2

p
3� 6)

6
> 0

Yani; A(A) > A(D) dir: Ayn¬sonucu Bir de Maple da görelim.

Problem 2.16: Dikdörtgen ile düzgün alt¬genin alanlar¬eşit iken çevrelerini

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

A(A) = A(D) olsun.

3
p
3

2
a2 = bc

a =

r
2bc

3
p
3

Sonucu Maple da görelim.
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Problem 2.17: Kare ile düzgün beşgenin çevreleri eşit iken alanlar¬n¬

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

P(K)=P(B)olsun.

4a = 5b

a =
5

4
b

Şimdi alanlar¬n¬kaŗs¬laşt¬ral¬m.

r; düzgün beşgenin iç te¼get çemberinin yar¬çap¬ve b; bir kenar uzunlu¼gu

olmak üzere,

tan 54 =
2r

b

r =
b tan 54

2

r =
b

2
1; 37

Buradan;

A(B) � A(A) =
5br

2
� a2

=
5br

2
� 25b

2

16

=
40br � 25b2

16

=
5b

16
(8r � 5b)

= (5; 48b� 5b) > 0

Yani; A(B) > A(K) dir. Ayn¬sonucu Maple da görmek istersek.

Problem 2.18: Kare ile düzgün beşgenin alanlar¬eşit iken çevrelerini

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

A(K) = A(B) olsun.
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a2 =
5br

2

a =

r
5br

2

Şimdi çevrelerin karelerini kaŗs¬laşt¬ral¬m.

(P(K))2 � (P(B))2 = (4a)2 � (5b)2

= 16
5br

2
� 5b

= 40br � 5b

= 40:b:
b

2
1; 37� 5b

= 5b(5; 48b� 1) > 0 (b > 0; 18248)

Yani, P(B) < P(K)dir.

Şekil 25Şekil 25

Problem 2.19: Kare ile düzgün alt¬genin çevreleri eşit iken alanlar¬n¬

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.
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P(K)=P(A) olsun.

4a = 6b

a =
6b

4

Şimdi alanlar¬kaŗs¬laşt¬ral¬m.

A(A) � A(K) =
3
p
3

2
b2 � a2

=
3
p
3

2
b2 � 9

4
b2

=
6
p
3b2 � 9b2
4

=
b2(6
p
3� 9)
4

=
b2

4
(6:1; 732� 9)

=
b2

4
(10; 392� 9)

=
b2

4
1; 392304 > 0

Yani; A(A) > A(K)dir.

Problem 2.20: Kare ile düzgün alt¬genin alanlar¬eşit iken çevrelerini

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

A(A) = A(K)olsun.

3
p
3

2
b2 = a2

a =

r
3
p
3

2
b

Şimdi çevreleri kaŗs¬laşt¬ral¬m.
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P(K) � P(A) = 4a� 6b

= 4

r
3
p
3

2
b� 6b

= b(4

r
3
p
3

2
� 6)

= b(6; 4474� 6)
= b:0; 4474 > 0

Yani; P(A) < P(K)dir.

Problem 2.21: Düzgün beşgen ile düzgün alt¬genin çevreleri eşit iken

alanlar¬n¬kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

P(B) =P(A)olsun:

5b = 6a

b =
6

5
a

Şimdi alanlar¬kaŗs¬laşt¬ral¬m. a, düzgün alt¬genin bir kenar uzunlu¼gu,

b, düzgün beşgenin bir kenar uzunlu¼gu ve r ise düzgün beşgenin iç te¼get

çemberinin yar¬çap¬olmak üzere;

r =
b tan 54

2

r =
6b:1; 37

10

olmak üzere, alanlar¬kaŗs¬laşt¬ral¬m.
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A(A) � A=(B) =
3
p
3

2
a2 � 5br

2

=
3
p
3

2
a2 � 5

2

6

5
ar

=
3
p
3

2
a2 � 3ar

= 3a(

p
3

2
a� r)

= 3a(

p
3

2
a� 3

5
a1; 37)>0

Yani; A(A) > A(B)dir.

Problem 2.22: Düzgün beşgen ile düzgün alt¬genin alanlar¬eşit iken

çevrelerini kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

A(B) = A(A) olsun.

5br

2
=

3
p
3

2
a2

b =
3
p
3a2

5r

Şimdi çevreleri kaŗs¬laşt¬ral¬m.

P(B) � P(A) = 5b� 6a

= 5
3
p
3a2

5r
� 6a

=
3
p
3a2

r
� 6a

=
3
p
3a2

6
10
a1; 37

� 6a

=
5
p
3a

1; 37
� 6a

= a(
5
p
3

1; 37
� 6) > 0
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Yani; P(A) < P(B) dir.

Problem 2.23: Elips ile düzgün alt¬genin çevreleri eşit iken alanlar¬n¬

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

P(A) =P(E)olsun.

6a = �(b+ c)

a =
�

6
(b+ c)

Şimdi alanlar¬kaŗs¬laşt¬ral¬m. " > 0 iken c = b+ � olmak üzere;

A(E) � A(A) = �bc� 3
p
3

2
a2

= �bc� 3
p
3

2

�2

36
(b+ c)2

= �(bc�
p
3

24
�(b+ c)2)

= �(b(b+ ")�
p
3

24
�(b+ b+ ")2)

= �(b2 + b"�
p
3

6
�b2 �

p
3

6
�b"�

p
3

24
�"2)

= �(b2(1�
p
3

6
�) + b("�

p
3

6
")� (

p
3

24
�"2) > 0

Yani; A(E) > A(A)dir.

Problem 2.24: Elips ile düzgün alt¬genin alanlar¬eşit iken çevrelerini

kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.



42

A(E)=A(A) iken P(A)-P(E) fark¬n¬Maple da görelim.

Şekil 29Şekil 29

Dolay¬s¬yla P(E) < P(A) d¬r.

2.3 Sonuç

Bölüm 2 de verilen Problem 2.11-Problem 2.24 sonucunda aşa¼g¬daki s¬ralama

elde edilir.

1) Alanlar¬eşit olan düzlemsel şekiller aras¬nda;

P ( �U) > P (D) > P (K) > P (B) > P (A) > P (Ç)

s¬ralamas¬vard¬r.

2) Çevreleri eşit olan düzlemsel şekiller aras¬nda;

A( �U) < A(D) < A(K) < A(B) < A(A) < A(Ç)

s¬ralamas¬vard¬r.



43

KAYNAKLAR

[1] Andrew Miller,The Isoperimetric Problem: A Motivated Look at

the Calculus of Variations, (2000)

[2] Alan Siegel, An Historical Review of The Isoperimetric Theorem

in 2-D, and its place in Elementary Planer Geometry, Courant Institute of

Mathematical Sciences New York Universty

[3] Andrejs Treibergs, Universty of Utah, Inequalities that Imply the

Isoperimetric Inequality,

[4] Millennium Mathematics Project, University of Cambridge,

(2002)

[5] Alexander Bogomolny, (1996-2005)

[6] Nikolas Dergiades, An Elementary Proof of the Isoperimetric In-

equality, Forum Geometricorum, Volume 2 (2002) 129-130


