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Enstitü Müdürü
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Geri C. ekme, İleri İtme Çaprazlanmış Modüller,
Cat1-Cebirler ve Simplisel Cebirler

Özgün Gürmen

ÖZET

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Tezin birinci bölümünde tez içerisinde sıklıkla kul-

lanılan kavramlar yer almaktadır. Bu kavramlar bilinen kavramlar olup kategoriksel olarak

geri çekme, ileri itme, değişmeli cebirler üzerinde tanımlanmış olan çaprazlanmış mod-

üller ve çaprazlanmış modül örneklerini, cat1 cebirler ve simplisel cebirleri içermektedir.

Bu tanımlamaları pekiştirecek örnekler verilmiştir. İkinci bölümde, değişmeli cebirler üz-

erinde geri çekme çaprazlanmış modüller ve ileri itme çaprazlanmış modüller tanımlanmış

bununla ilgili özellikler ve örnekleri de bu bölüm içerisinde ayrıntılı olarak sunulmuştur.

Üçüncü bölümde, ikinci bölümde tanımladığımız tüm yapılar cat1-cebir cebirsel sistemi için

gösterilmiştir. Son bölümde ko-indirgenmiş yapılar simplisel cebirler için tanımlanmıştır.

Elde edilen bu üç kategori arasındaki ilişki incelenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Ç̧aprazlanmış modül, Cat1-cebir, Simplisel cebir, Geri çekme, İleri

itme
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Pullback and Pushout Structures of Crossed Modules,
Cat1-Algebras and Simplicial Algebras

Özgün Gürmen

SUMMARY

This thesis consists of four chapters. The first chapter includes the elementary theory

of crossed modules of commutative algebras. Some categorical examples of this theory are

deeply examined. It also contains some definitions of cat1-commutative algebras and sim-

plicial commutative algebras. Chapter two generalises the induced modules which are called

the pushout and pullback crossed modules of commutative algebras. Some examples of

these are fully discussed. Chapter three and four consists of the (co)-induced version of cat1-

commutative algebras and simplicial commutative algebras respectively. Finally we give the

relation among these structures.

Keywords: Crossed Modules of commutative algebras, Cat1-commutative algebras, Simp-

licial commutative algebras, Pullback, Pushout
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İÇİNDEKİLER
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1.1 Giriş . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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BÖLÜM 0

ÖNSÖZ

Modül teoride,φ : S→R halka homomorfizmi ve bir M , R-modülü verildiğinde

S×M −→ M
(s , m ) 7−→ s ·m =φ(s )m

işlemi yardımıyla M , bir S-modül olur. Bununla birlikte f : M 1 →M 2, R-modül homomor-

fizmi için

f (s ·m ) = f (φ(s )m ) =φ(s ) f (m ) = s · f (m )

işlemiyle f bir S-modül homomorfizmidir. Böylece

φ∗ :R Mod−→S Mod

funktoru elde edilir. Buradan M ∈Ob(R Mod) için

M φ∗(M )

objelerin korunması işlemiφ yardımıyla (veya boyunca) “kısıtlama” olarak adlandırılır.

Tersine, ilk olarak R , halkasınınφ yardımıyla

S×R −→ R
(s , r ) 7−→ s · r =φ(s )r

işlemiyle bir S-modül olduğunu belirtelim. Herhangi bir N , S-modül verildiğinde R ⊗R N

şeklinde bir R-modül elde edilir. Buradan

φ∗ :S Mod−→R Mod

funktoru elde edilir. Dolayısıyla N ∈Ob(SMod) için

N  φ∗(N ) =R ⊗R N

objelerin korunması işlemiφ yardımıyla (veya boyunca) “genişleme” olarak adlandırılır. Ayrıca

φ∗ veφ∗ funktorlarının belirttiği duruma “halkaların değişimi” veya “taban değişimi” olarak

bilinmektedir. Ayrıntılı bilgi için Ek A ya bakınız.

Grup teoride bir çok yapının daha yüksek boyutlara genelleştirmesi yapılmaktadır. Yukarıda

kısaca tanımını verdiğimiz “kısıtlama” ve “genişleme” kavramlarını Brown ve Higgins (1978)

1
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tarafından 2-boyutlu grup olarak gözönüne alınabilen çaprazlanmış modül kavramına taşı-

mışlardır. Bu genelleştirmeden elde edilen yapıları “ko-indirgenmiş” ve “indirgenmiş” olarak

adlandırmışlardır. Bu yapıların elde edilmesinde cebirsel topolojinin en önemli yapı taşların-

dan biri olan kategori teori kullanılmıştır. Sırasıyla bu kategoriksel aletler “geri çekme (pull-

back)” ve “ileri itme (pushout)” dir. Daha sonra doğal olarak farklı matematiksel yapılar

üzerinde incelenmiştir. Örneğin değişmeli cebirler için Porter (1985), Shammu (1992) (her-

hangi cebir için) ve Lie cebirler için Casas ve Ladra (2000) çalışmaları literatürde mevcut-

tur. Fakat herbir çalışma çaprazlanmış modüller için incelenmiştir. Tabiiki çaprazlanmış

modüllere kategoriksel denk olan örneğin cat1-obje (grup, cebir, Lie cebir gibi) ve Moore

kompleksi bir olan Simplisel obje (grup, cebir, Lie cebir) farklı cebirsel sistemler için “kısıt-

lama” ve “genişleme” kavramları gözönüne alınabilir. Bu tezde bu yapıların çaprazlanmış

modüller, cat1-cebirler ve simplisel cebirlere genelleştirmesi verilecektir. Yalnız Brown ve

Loday (1986) n-boyutlu cebirsel model olan catn -gruplar için “indirgenmiş” yapısını tanım-

lamışlardır. Daha sonra bu yapı n = 1 için Alp (1997) doktora tezinde ayrıntılı olarak in-

celemiş olup GAP (Groups Algorithms Programming) uyarlaması verilmiştir.

Bu tezin özgün motivasyonu grup teoride verilen (ko)-indirgenmiş çaprazlanmış modül

ve cat1-grup yapısını, değişmeli cebirler teorisine genelleştirmek olacaktır. Ayrıca homolo-

jiksel ve homotopiksel teoride en önemli yapı taşlarından olan “simplisel obje” (obje= ce-

birler alınacak) kavramını "(ko)-indirgenmiş" yapısına genişletmek olacaktır. Bu verdiğimiz

yapıların "Değişmeli Cebirler Teorisine" bir çok yenilikler getireceğine inanıyoruz. Örneğin

Koszul yapısına farklı bir gözle bakıp indirgenmiş bir yapı olduğu gösterilmiştir. Bununla

birlikte André (1974)ve Quillen (1970) tarafından oluşturulan “adım-adım” yapısının “in-

dirgenmiş simplisel cebir” den ibaret olduğu belirtilmiştir. Ayrıca kotanjant kompleks uygu-

laması verilmiştir.

Brown-Higgins (1978) indirgenmiş çaprazlanmış modül yapısını kısaca özetleyelim: φ :

P → Q grup homomorfizmi ve µ : M → P çaprazlanmış P-modülü verildiğinde M ve φ

yardımıyla Q üzerinde yeni bir N modülü elde edilir. Q nun N üzerine etkisiyle N → Q

çaprazlanmış Q-modülü aranan “indirgenmiş” yapıdır. Dolayısıyla m ∈ M ve q ∈ Q için

q ·m şeklindeki yeni elemanlara ihtiyaç vardır. Böylece (m ,q ) ikilileri üzerinde serbest grup

ve bu ikililerin arasında oluşturduğu normal altgrup alınarak istenen yapı oluşturulmuştur.

Bu durumun değişmeli cebirler versiyonu Bölüm 2 de ayrıntılı bir biçimde incelenmiştir.
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0.1 Tezin Yapısı

Birinci bölümde, tez içerisinde kullandığımız temel kavramlar detaylı olarak incelen-

miştir. İlk olarak çaprazlanmış modüller (crossed modules) kavramı tanımlanmıştır. Gru-

plar üzerinde çaprazlanmış modül ilk olarak 1949 yılında Whitehead tarafından relatif ho-

motopi gruplarla ilgili çalışmasında tanımlan-mıştır. Daha sonra bu kavram diğer matem-

atiksel yapılar için önemli yer tutmuştur. Loday (1982) cebirsel K-Teori de Lie cebirler üz-

erinde çaprazlan-mış modül kavramını kullanmıştır. Bu tezde verilen tüm yapılar değişmeli

cebirler üzerinde incelendiğinden Lichtenbaum ve Schlessinger (1967) farklı isim (3-terimli

genişleme) altında ve Gerstanhaber (1966) çalışmasında değişmeli cebirler üzerinde çapra-

zlanmış modül kavramını kullanmışlardır. Daha sonra Porter (1985) değişmeli cebirler üz-

erinde çaprazlanmış modül kavramını formal olarak literatüre kazandırmıştır. Hopf cebirler

(Woronowicz, 1989), Leibniz cebirler (Casas, 1999) gibi farklı cebirsel yapılar üzerinde tanım-

lamaları yapılmıştır. Tüm bu cebirsel yapılar üzerinde tanımlanan çaprazlanmış modüllerin

kategoriksel ve cebirsel özellikleri verilmiştir. Ayrıca bu bölümde çaprazlanmış modüller

kategorisine denk olan cat1-cebirler ve simplisel cebirler (Moore kompleksi 1 olan) kate-

gorisel yapılarıda verilmiştir.

İkinci bölümde (ko)-indirgenmiş çaprazlanmış modül kavramı üzerinde durulmuştur.

İndirgenmiş çaprazlanmış modüller ilk olarak Brown ve Higgins tarafından 1978 de tanım-

lanmıştır ve cebirsel topolojide bir çok uygulamaları verilmiştir. Örneğin, indirgenmiş yapı

Van-Kampen teoreminde kullanılmıştır.

Modül teoride, bir halka morfizmi üzerinde taban değiştirmeye karşılık gelen geri çekme

ve ileri itme çaprazlanmış modülü, bu çalışmada Porter (1986) tarafından verilen aşağıdaki

tanım üzerinden incelenecektir.

Porter, ∂ : C → R çaprazlanmış R-modül ve φ : S → R , k -cebir morfizmi olmak üzere

Cebk kategorisinde

D
ψ //

∂ ∗

��

C

∂

��
S

φ
// R

geri çekme (pullback) diyagramını elde etmiştir. Burada

D = {(c , s ) |φ (s ) = ∂ (c ) , s ∈S, c ∈C } ⊆C ×S
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olup D üzerinde S etkisi s · (c , s ′) = (φ (s ) · c , s s ′) dir. Böylece ∂ ∗ : D → S homomorfizmi

çaprazlanmış S-modüldür ve

φ∗ : XMod/R −→XMod/S

funktorunu tanımlamıştır. Bu funktoru daφ yardımıyla elde edilmiş ko-indirgenmiş çapra-

zlanmış funktor olarak adlandırmıştır. Fakat biz geri çekme funktoru diyeceğiz.

Benzer şekilde dual kavramı olan ileri itmeyi elde etmiştir. Burada elde edilen morfizm

yardımıyla indirgenmiş çaprazlanmış modül veφ∗ funktorunun sol ekinin, yani,

φ∗ : XMod/S −→XMod/R

funktorunun varlığını göstermiştir. Bu funktoru ise ileri itme funktoru olarak adlandıracağız.

Burada
�

φ∗,φ∗
�

ikilisinin yani ileri itme ve geri çekme funktorlarınýn bir adjoint ikili

olduğu ifade edilmiştir. Fakat vermiş olduğu tüm yapılar açık bir şekilde ifade edilmemiştir.

Bölüm 2 de Porter (1986) da verilen tüm sonuçları açık olarak yazacağız. Ayrıca farklı sonuçları

elde edip indirgenmiş çaprazlanmış modül yapısı geliştirilmiştir.

Bölüm 3 te, geri çekme ve ileri itme cat1-cebirler incelenmiştir. İlk olarak Loday (1982)

gruplar üzerinde tanımlanan çaprazlanmış modüllerin cat1grup yapısına denkliğini göster-

miştir. Bölüm 1 de bu denkliğin bir değişmeli cebirler versiyonu verilmiştir. Bu denklik

kullanılarak indirgenmiş cat1-cebirler için aşağıdaki teorem ispat edilmiştir.

(C , R ,∂ ) çaprazlanmış R-modül ve
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

geri çekmesi olsun. C ve D sırasıyla

(C , R ,∂ ) ve
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

çaprazlanmış modüllerinden elde edilen cat1-değişmeli cebirler

ise

D∼=φ∗ (C)

olur. Diyagram olarak,

φ∗(R nC )

��

s •t •

��

φ′ // R nC

��

st

��
φ∗(R) =S

φ
//

@A

GF
e •

oo

R
BC

54
e

� � � � � � � � � � �

oo

dir.
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Ayrıca indirgenmiş cat1-cebir inşasında kullanılan Çeks∗Çekt∗ ideallerinin üreteçleri ile

ilgi bazı sonuçlar verilmiştir.

Bölüm 4 te (ko)-indirgenmiş kavramı simplisel cebirler için incelenmiştir.

İndirgenmiş çaprazlanmış modüllerin bir uygulaması olan serbest çaprazlanmış modül

kavramı, simplisel versiyonda André (1974)ve Quillen (1970) tarafından tanımlanan “adım-

adım” yapısı yardımıyla simplisel cebirler kavramının oluşturulduğu gösterildi.



BÖLÜM 1

ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER, Cat1-CEBİRLER,
SİMPLİSEL CEBİRLER

1.1 Giriş

Bu bölümde, bölüm 2, 3 ve 4 te vereceğimiz kavramların daha iyi anlaşılması için bili-

nen cebirsel yapılar verilecektir. İlk olarak bu tezin yapı taşı olan çaprazlanmış modüller

(crossed modules) kavramı detaylı olarak incelenmiştir. Özellikle cebirsel ve funktoriyel

örnekler ayrıntılı bir biçimde analiz edilmiştir. Daha sonra çaprazlanmış modül yapısına

denk kategori olan, cat1-cebirler ve simplisel cebir kavramları tanıtılmıştır.

Bu tezde vereceğimiz tüm yapılar değişmeli cebirler üzerinde incelenmiştir. Bu yüzden

tez içerisinde değişmeli kelimesi telaffuz edilmeyecektir.

f : k →R değişmeli halka homomorfizmi olsun.

k ×R −→ R
(k , r ) 7−→ k · r = f (k )r

işlemiyle R bir k -modül yapısı oluşturur. O halde R , hem halka hem de modül yapısına

sahiptir. Bu durumda R ye bir k -cebir denir. Dolayısıyla k -cebir homomorfizmi halka ve

modül homomorfizmi olmaktadır. Örneğin; k =Z alınırsa

f : Z −→ R
z 7−→ z ·1R

işlemiyle her R halkası bir Z-cebirdir. Ayrıca k [X ] polinomlar halkası bir k -cebirdir.

C ve R değişmeli k -cebirler olsun.

f : R ×C −→ R
(r, c ) 7−→ f (r, c ) = r · c

fonksiyonu her k ∈ k , c , c ′ ∈C , r, r ′ ∈R için ,

(i ) k (r · c ) = (k r · c ) = (r ·k c )
(i i ) r · (c + c ′) = r · c + r · c ′
(i i i ) (r + r ′) · c = r · c + r ′ · c
(i v ) r · (c c ′) = (r · c )c ′ = c (r · c ′)
(v ) r r ′ · c = r · (r ′ · c )

şartlarını sağlıyor ise f ye R nin C üzerine değişmeli cebir etkisi denir.

6
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1.2 Çaprazlanmış Modüller

Çaprazlanmış modül kavramı ilk olarak Whitehead (1949) tarafından verilmiştir. Bu

kavram homotopi teoride önemli bir yer tutmuştur. Cebirsel olarak, çaprazlanmış mod-

üller, grup kavramının iki boyutlu bir genelleştirmesi olarak açıklanabilir. Daha sonra bu

kavramın, Lie cebirler (Casas, 1991), değişmeli cebirler (Porter, 1985), Hopf cebirler (Woronow-

icz, 1989), Leibniz cebirler (Casas, 1999) versiyonları tanımlanmıştır.

Biz, yalnızca değişmeli cebirler üzerinde çaprazlanmış modüller kavramını inceleyeceğiz.

k ; birimli, değişmeli sabit bir halka ve R ; değişmeli k -cebir olsun. Aksi belirtilmedikçe

tüm k -cebirler birimli değildir.

Tanım 1.1 C bir R-cebir olsun.
R ×C −→ C
(r, c ) 7−→ r · c

değişmeli cebir etkisi olmak üzere

∂ : C −→R

R-cebirlerin morfizmi, her c , c ′ ∈C için

∂ (c ) · c ′ = c c ′

şartını sağlıyor ise X=(C , R ,∂ ) üçlüsüne
�

veya ∂ : C →R
�

bir çaprazlanmış R-modül denir.

Bu şart Peiffer şartı olarak adlandırılır.

Uyarı: ∂ : C →R , R-cebirlerin morfizmi olduğundan her r ∈R ve c ∈C için

∂ (r · c ) = r ∂ c

şartını sağlaması gerekir. Bu şart ön çaprazlanmış modül şartı olarak adlandırılır.

Not: Tez içerisinde ön çaprazlanmış modül şartı, CM1 ve Peiffer şartı, CM2 ile göster-

ilmiştir.

1.2.1 Çaprazlanmış Modül Örnekleri

Örnek 1. R halka ve I ER olsun. I ⊆R olduğundan

∂ = i : I ,→ R
a 7−→ a
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içine (gömme) homomorfizmini alalım. Bu durumda (I , R , i ) üçlüsü bir çaprazlanmış R-

modüldür. Burada I ER olduğundan

R × I −→ I
(r, a ) 7−→ r ·a = r a

etkisi tanımlanabilir.

Tersine,

Önerme 1.2 (C , R ,∂ ) bir çaprazlanmış R-modül ise ∂ (C )ER dir.

İspat. ∂ : C →R , R-cebir morfizmi olduğundan her r ∈R ve ∂ (c )∈ ∂ (C ) için

r ∂ c = ∂ (r · c )∈ ∂ (C )

olup ∂ (C )ER dir. �

Böylece çaprazlanmış modüllerin, idealler yerine alınabileceğini söyleyebiliriz.

Örnek 2. R bir halka ve M , bir R-modül olsun. Her M , R-modülü

M ×M −→ M
(m1, m2) 7−→ m1m2 = 0

işlemiyle R-cebir yapısı oluşturur. Buradan

∂ = 0 : M −→ R
m 7−→ ∂ (m ) = 0

homomorfizmi, bir çaprazlanmış R-modüldür. Çünkü,

R ×M −→ M
(r, m ) 7−→ r ·m = r m

etkisiyle

∂ (m ) ·m ′ = 0 ·m ′ = 0=m m ′

olur. Yani (M , R , 0) çaprazlanmış R-modüldür.

Tersine; ∂ : C → R , çaprazlanmış R-modülü verildiğinde, modül yapısının nasıl oluştu-

rulduğunu gösterelim.

Önerme 1.3 ∂ : C →R , çaprazlanmış R-modül ve I = ∂ (C ) olsun.

(i ) Çek∂ EC dir.
(i i ) Çek∂ ; R/I -modül yapısına sahiptir.
(i i i ) C/C 2 ve I /I 2, R/I -modüldür.
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İspat. (i ) a ∈Çek∂ ve c ∈C olsun.

∂ (a c ) = ∂ (a )∂ (c )
= 0∂ (c )
= 0c (∵ ∂ çaprazlanmış modül)
= 0

olup a c ∈Çek∂ dır.

(i i ) İlk olarak, Çek∂ nın I üzerine etkisinin sıfır olduğunu göstereceğiz. Yani,

I ×Çek∂ −→ Çek∂
(x , a ) 7−→ x ·a

olmak üzere x ·a = 0 olduğunu gösterelim.

x ·a = ∂ (c ) ·a (∵ x = ∂ (c ) ; c ∈C )
= c a (∵ ∂ çaprazlanmış modül)
= c∂ (a ) (∵ ∂ çaprazlanmış modül)
= c 0= 0

olup x ·a = 0 dır. Böylece R/I nın Çek∂ üzerine etkisi,

R/I ×Çek∂ −→ Çek∂
(r + I , a ) 7−→ (r + I ) ·a = r a

şeklinde tanımlanabilir. Çünkü I ’ nın Çek∂ üzerine etkisi sıfırdır. Bu etkiyle birlikte Çek∂

nın, bir R/I -modül yapısına sahip olduğu kolayca gösterilir.

(i i i )Öncelikle C , R-cebir olduğundan

R ×C/C 2 −→ C/C 2

(r, c +C 2) 7−→ r · (c +C 2) = r c +C 2

etkisi vardır. i i ) ye benzer şekilde I nın C/C 2 üzerine etkisinin sıfır olduğunu göstermeliyiz.

x = ∂ (c ′)∈ ∂ (C ) ve c +C 2 ∈C/C 2 için

x · (c +C 2) = x c +C 2

= ∂ (c ′)c +C 2

= c ′c +C 2 ∈C 2/C 2 ∼= {0}

olup x · (c +C 2) = 0 dır. O halde,

R ×C/C 2

��

// C/C 2

R/I ×C/C 2 // C/C 2

(r, c +C 2)_

��

� // r c +C 2

(r + I , c +C 2) � // (r + I )(c +C 2)

etkisi tanımlanabilir. Böylece bu etkiyle birlikte C/C 2, bir R/I -modül yapısı oluşturur. Ben-

zer şekilde I /I 2 nin bir R/I -modül yapısı oluşturduğu kolayca gösterilir. �
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Not: Bu iki örnek, çaprazlanmış modüllerin modüller ve ideallerin genel-leşmesi olduğunu

gösterir.

Örnek 3. C , değişmeli R-cebir ve Ann (C ) = 0
�

veya C 2 =C
�

olsun.

M (C ) =
�

λ | λ : C →C , λ
�

c c ′
�

=λ (c )c ′ ; c , c ′ ∈C
	

C nin çarpanlarının R-cebiri verilsin. (Bakınız Arvasi ve Ege, 2003)

∂ : C −→ M (C )
c 7−→ λc : C −→ C

c ′ 7−→ c c ′

çaprazlanmış modüldür. C üzerinde M (C ) etkisi

M (C )×C −→ C
(λ, c ) 7−→ λ · c =λ (c )

olmak üzere

C M 1. ∂ (λ · c ) = ∂ (λ (c ))
= λλ(c )

�

∵λλ(c ) (c ′) =λ (c )c ′ =λ (c c ′) =λ (λc (c ′))
�

= λλc

= λ∂ (c )

C M 2. ∂ (c ) · c ′ = λc · c ′
= λc (c ′)
= c c ′

olup (C ,M (C ) ,∂ ) çaprazlanmış modüldür.

Örnek 4.

θ : L −→M

R-modüllerin bir morfizmi olsun. Her r, r ′ ∈R , her m , m ′ ∈M için,

(r, m )(r ′, m ′) = (r r ′, r m ′+ r ′m )

çarpımını alarak

R nM

yarı-direkt çarpımını tanımlayabiliriz. Böylece

(R nM )× L //

p
&&NNNNNNNNNN L

R × L

<<zzzzzzzzz
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diyagramı değişmeli olup L nin R nM üzerine etkisi

((r, m ), l ) � //
�

%%KKKKKKKKK (r, m ) · l = r l

(r, l )
1

88qqqqqqqqqqq

şeklindedir. Burada p projeksiyondur. Tanımlanan bu etkiyle birlikte L, RnM -modül yapısı

oluşturur. Böylece
∂ : L −→ R nM

l 7−→ (0,θ (l ))

çaprazlanmış R nM modüldür. Çünkü her l , l ′ ∈ L için

∂ (l ) · l ′ = (0,θ (l )) · l ′
= 0l ′ = 0
= l l ′

( Not: Burada L ve M , R-modüllerini sıfır çarpımı alınarak R-cebir yapısı oluşturduğunu

hatırlatalım. Yani,

L× L −→ L
(l , l ′) 7−→ l l ′ = 0

ve
M ×M −→ M
(m , m ′) 7−→ m m ′ = 0

olup çarpım
(r, m )(r ′, m ′) = (r r ′, r m ′+ r ′m +m m ′)

= (r r ′, r m ′+ r ′m +0)
= (r r ′, r m ′+ r ′m )

şeklinde alınmaktadır.)

1.2.2 Çaprazlanmış Modüller Kategorisi

∂ : C →R çaprazlanmış R-modül ve ∂ ′ : C ′→R ′çaprazlanmış R ′-modül olsun.

C
θ //

∂

��

C ′

∂ ′

��
R ϕ

// R ′

ve

R ×C
ϕ×θ //

��

R ′×C ′

��
C

θ
// C ′
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değişmeli diyagramları gözönüne alındığında

(r, c ) � //
_

��

(ϕ(r ),θ (c ))
_

��
r · c � // θ (r · c ) =ϕ(r ) ·θ (c )

olup

θ (r · c ) =ϕ(r ) ·θ (c )

elde edilir. Böylece
�

θ ,ϕ
�

: (C , R ,∂ )−→
�

C ′, R ′,∂ ′
�

homomorfizm çiftine, çaprazlanmış modül morfizmi denir. Bununla birlikte kompozisyon

�

θ ,ϕ
�

◦
�

θ ′,ϕ′
�

=
�

θ ′ ◦θ ,ϕ′ ◦ϕ
�

şeklinde tanımlanır. Bu durumda k , sabit halkası için değişmeli k -cebir k -Ceb
�

veya Ceb
�

kategorisinde, çaprazlanmış R-modüller kategorisini tanımlayabiliriz. Bu kategoriyi XModk
�

veya XMod
�

ile göstereceğiz.

Eğer R =R ′ alırsak

θ (r · c ) = rθ (c )

olup, değişmeli diyagramımız

C
θ //

∂ ��?
??

??
??

C ′

∂ ′~~~~
~~

~~
~~

R

olmak üzere θ çaprazlanmış R-modül morfizmidir. R üzerinde iki çaprazlanmış modülün

bileşkesi bir çaprazlanmış R-modül morfizmi olduğundan XMod un bir alt kategorisi elde

edilir. Bu kategoriyi de XMod/R ile göstereceğiz. Aksi belirtilmediği sürece tezin tamamında

bu kategori üzerinde çalışacağız.

Çaprazlanmış modüller ile ilgili aşağıda belirteceğimiz uyarılar Shammu (1992) tarafın-

dan verilmiştir.

Uyarılar:

(i )

C
g

//
f //

∂ ��?
??

??
??

C ′

∂ ′~~~~
~~

~~
~~

R
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ve Çek∂ ′ = 0 ise f = g dir. Çünkü c ∈C için;

∂ ′
�

f (c )− g (c )
�

= ∂ ′ f (c )− ∂ ′g (c )
= ∂ (c )− ∂ (c )

�

∵ ∂ ′ f = ∂ = ∂ ′g
�

= 0

olup f (c )− g (c )∈Çek∂ ′ = 0 dır.

Örneğin, C ′ = I E R ve ∂ ′ = i : I ,→ R içine çaprazlanmış modül alınırsa ∂ ′ nün

çekirdeği sıfır olup

f : (C , R ,∂ )−→ (I , R , i )

biricik çaprazlanmış modül morfizmi vardır.

(i i )

M
f //

∂ =0   A
AA

AA
AA

A R

∂ ′=i d R����
��

��
�

R

diyagramı alınırsa f = 0 olur. Ayrıca Çek∂ ′ = 0 olduğundan f tek olup

XMod/R ((M , R , 0) , (R , R , i d R )) = {0 : M −→R}

elde edilir.

(i i i )

R
f //

i d R ��?
??

??
??

C

∂����
��

��
�

R

diyagramı alınırsa ∂ f = i d R olup ∂ (C ) =R olduğu kolayca gösterilir. Böylece ∂ örtendir.

Tanım 1.4
�

θ ,ϕ
�

çaprazlanmış modül morfizmi olsun. θ ve ϕ morfizmleri bire-bir ise
�

θ ,ϕ
�

ikilisi de bire-birdir. Benzer şekilde θ ve ϕ morfizmleri örten ise
�

θ ,ϕ
�

ikilisi de ör-

tendir.

1.2.3 Funktoriyel Örnekler

1. Herhangi R , k -cebiri alındığında, her zaman çaprazlanmış modül yapısı,

F : Ceb−→XMod

funktoru ile elde edilir. Bu funktorun objeleri

F (R)=(R , R , I d R )
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ve morfizmleri; f : R→S, k -cebir morfizmi olmak üzere

F ( f ) =













R

i d R

��

f // S

i dS

��
R

f
// S













= ( f , f )

dir.

Tersine, (C , R ,∂ ) çaprazlanmış modül verildiğinde

G : XMod−→Ceb

funktoru tanımlanabilir. Objeleri,

G (C , R ,∂ ) =R

(taban) şeklinde k -cebire gönderilebilir. Buradan morfizmler

�

θ ,ϕ
�

: (C , R ,∂ )−→
�

C ′, R ′,∂ ′
�

çaprazlanmış modül morfizmi olmak üzere

G
�

θ ,ϕ
�

= G











C

∂
��

θ // C ′

∂ ′

��
R ϕ

// R ′











=
�

ϕ : R −→R ′
�

şeklinde k -cebir morfizmleri olarak tanımlanır.

Böylece (F,G ) ikilisi bir adjoint ikili oluşturur. (Bkz. Shammu, 1992)

Ayrıca diğer

G ′ : XMod−→Ceb

funktoru tanımlanabilir. Objeler,

G ′ (C , R ,∂ ) =C

k -cebiridir. Çünkü C , R-cebiri olup

k −→ R ve k ×C −→ C
k 7−→ f (k ) (k , c ) 7−→ k · c = f (k )c ∈C

işlemiyle C bir k -cebirdir. Benzer şekilde

G ′
�

θ ,ϕ
�

= G ′











C

∂
��

θ // C ′

∂ ′

��
R ϕ

// R ′











= (θ : C −→C ′)
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olup θ , bir k -cebir morfizmidir. Buradan (F,G ′) ikilisi adjoint ikilidir. Yani, X=(C , R ,∂ ) ∈

Ob (XMod) ve A ∈Ob (Ceb)

φ : Ceb (G ′ (C , R ,∂ ) , A) −→ XMod ((C , R ,∂ ) , F (A))
f 7−→
�

f 0∂ , f
�

izomorfizmdir. X ve A nın F ve G ′ doğallığı okuyucuya bırakılmıştır.

2. Önerme 1.2.2. gereğince R-IdC; R , k -cebirlerinin ideallerinin kategorisi olsun.

F : XMod/R−→R-IdC

funktoru tanımlanabilir, bu funktorun objeleri

F (C , R ,∂ ) = ∂ (C )ER

ve morfizmleri

F











C
θ //

∂ ��?
??

??
??

C ′

∂ ′~~~~
~~

~~
~~

R











= (∂ (C )−→ ∂ (C ′))

şeklinde R-cebirlerin ideallerinin morfizmleridir.

Tersine, kısım 1.2.1 Örnek 1. gereğince,

G : R-IdC−→XMod/R

funktorunun objeleri I ER için

G (I ) = (I , R , i )

ve morfizmler I , J ER olmak üzere f : I ,→ J gömme fonksiyonu alınırsa

I
� � f //
o�

i 1 ��>
>>

>>
>>

> Jo O

i 2����
��

��
�

R

şeklinde değişmeli diyagramı elde edilir. Çünkü her x ∈ I için

i 2 f (x ) = i 2
�

f (x )
�

= i 2 (x ) = x = i 1 (x )

olup i 2 f = i 1dir. Böylece

G











I
� � f //
o�

i 1 ��>
>>

>>
>>

> Jo O

i 2����
��

��
�

R











=
�

f , i d R
�

= f
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çaprazlanmış modül morfizmidir.

Buradan (F,G ) adjoint ikili oluşturur. (Bkz. Shammu, 1992)

3. Örnek 1. ve Önerme 1.3 (i i ) gereğince

R Mod
F // XMod/R
G

oo

funktoru tanımlanabilir.

M , R-modül ise

F (M ) = (0 : M −→R)

ve f : M →N , R-modül morfizmi için

F
�

f
�

: F (M )−→ F (N )

olup

F ( f ) =













M

0
��

f // N

0
��

R
i d R

// R













= ( f , i d R ) = f

çaprazlanmış R-modül morfizmidir.

∂ : C →R çaprazlanmış R-modül morfizmi ise F (∂ ) =Çek(∂ ) ,

R ×Çek∂ −→ Çek∂
(r, a ) 7−→ r ·a = r a

işlemiyle Çek∂ , R-modüldür. Çünkü a ∈Çek∂ olduğundan

∂ r (a ) = r ∂ (a ) = r ·0= 0

olup r (a )∈Çek∂ dır.
�

f , i d R
�

: (C , R ,∂ )→ (C ′, R ,∂ ′) çaprazlanmış R-modül morfizmi ise

G
�

f , i d R
�

=
�

Çek∂ −→Çek∂ ′
�

R-modül morfizmidir. Bu durumda (F,G ) adjoint ikili oluşturur. (Bkz. Shammu, 1992)

4.
�

For g e t f u l ör ne k l e r i
�

Objeleri k -cebir morfizmleri ve morfizmleri değişmeli diyagramlar olacak şekilde Ceb2

kategorisini alalım. Bu durumda

F : XMod−→Ceb2
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forgetful funktoru tanımlanabilir. Şöyleki ∂ : C →R çaprazlanmış R-modül morfizmi için

F (∂ ) = ∂

olup Peiffer şartını sağlamayan ∂ : C →R , k -cebir morfizmidir.

�

θ ,ϕ
�

: (C , R ,∂ )−→
�

C ′, R ′,∂ ′
�

morfizmi için

F
�

θ ,ϕ
�

=











C

∂
��

θ // C ′

∂ ′

��
R ϕ

// R ′











yalnız k -cebir morfizmlerinden oluşan değişmeli diyagram elde edilir.

Benzer şekilde

F : XMod−→







Hlk2

Mod2

AbGrp2







forgetful funktorları tanımlanabilir.

5.

F : XMod−→Ceb

funktorunun objeleri

F (C , R ,∂ ) =R/∂ (C )

bir k -cebirdir. Çünkü

k −→R −→R/∂ (C )

halka homomorfizmi

k ×R/∂ (C ) −→ R/∂ (C )
(k , r + ∂ (C )) 7−→ k · (r + ∂ (C )) = k r + ∂ (C )

işlemiyle R/∂ (C ), bir k -modül yapısı oluşturur. Morfizmler,

F
�

θ ,ϕ
�

= (R/∂ (C )−→R ′/∂ (C ′))

indirgenmiş k -cebir homomorfizmleridir. Çünkü

R

∂
��

θ // C

∂ ′

��
R ′ ϕ

//

q
��

C ′

q ′

��
R/∂ (C ) // R ′/∂ (C ′)

diyagramı değişmelidir.
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1.2.4 Ön-Çaprazlanmış Modüller Kategorisi

X= (∂ : C →R) ön çaprazlanmış R- modül ve c , c ′ ∈C olsun.

∂ c · c ′− c c ′

elemanına Peiffer elemanı denir. Dolayısıyla ön çaprazlanmış modülde tüm Peiffer ele-

manları sıfır ise çaprazlanmış modül elde edilir.

Peiffer elemanları, ön-çaprazlanmış R-modülde tanımlanabildiğinde, bu elemanlar tarafın-

dan üretilebilen ideal alınıp C , R-cebirine bölünmesiyle çap-razlanmış R-modül yapısı oluş-

turulabilir. Bu durumuda aşağıda göstereceğiz.

Peiffer elemanlarının oluşturduğu kümeyi P ile gösterelim. Bu durumda P tarafından

üretilen 〈P〉 kümesi C nin bir idealidir. Yani,

Önerme 1.5 〈P〉EC dir.

İspat. x ∈C ve a ∈ 〈P〉 ise

x a = x (∂ c · c ′− c c ′) = x (∂ c )c ′−x c c ′

olup

∂ (x a ) = ∂ (x (∂ c )c ′−x c c ′)
= (∂ c )∂ (x c ′)− ∂ (x c c ′) (∵ ∂ ön-çaprazlanmış modül)
= (∂ c )∂ (x )∂ (c ′)− ∂ (x )∂ (c )∂ (c ′)
= 0

dır. �

Bu durumda herhangi ∂ : C →R ön çaprazlanmış R-modül için

C c r =C/ 〈P〉

tanımlanabilir. Ayrıca

R ×C c r −→ C c r

(r, c + 〈P〉) 7−→ r · (c + 〈P〉) = r c + 〈P〉

işlemiyle birlikte C c r , R-cebirdir.

Önerme 1.6 ∂ : C →R ön çaprazlanmış R-modül ise indirgenmiş

∂ c r : C c r −→R

homomorfizmi, çaprazlanmış R-modüldür.
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İspat.

C q //

∂ ""E
EE

EE
EE

EE R

C/〈P〉
∂ c r

<<yyyyyyyyy

c � //
�

��?
??

??
??

? ∂ (c )

[c ]
:

==zzzzzzzz

[c ] = c + 〈P〉 , [c ′] = c ′+ 〈P〉 ∈C c r için

∂ c r (c + 〈P〉) · (c ′+P) = ∂ c (c ′+ 〈P〉) (∵ ∂ c r [c ] = ∂ (c ))
= ∂ c · c ′+ 〈P〉
≡ c c ′+ 〈P〉 mod P
= (c + 〈P〉) (c ′+ 〈P〉)

Böylece

F : PXMod−→XMod

funktoru tanımlanabilir.

Objeleri, ∂ : C →R ön çaprazlanmış R-modül ise F (∂ ) = (∂ c r : C c r →R)

Morfizmleri,
�

θ ,ϕ
�

ön çaprazlanmış modül morfizmi ise

F
�

θ ,ϕ
�

=
�

θ c r ,ϕ
�

�

1.2.5 Serbest Çaprazlanmış Modüller

Tanım 1.7 ∂ : C → R çaprazlanmış R-modül, Y bir küme ve ν : Y → C bir fonksiyon olsun.

∂ aşağıda vereceğimiz evrensellik özelliğini sağlıyor ise ∂ ’a ∂ ν : Y → R üzerinde serbest

çaprazlanmış R-modül denir.

Evrensellik özelliği: δ : A→R herhangi bir çaprazlanmış R-modül ve

w : Y → A fonksiyon olmak üzere

(Y →R)

(v,∂ )

��

(w ,i d R ) // (A→R)

(C →R)

(φ,i d R )=φ

::

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik
�

φ, i d R
�

çaprazlanmış R-modül homomorfizmi

var ise ∂ bir serbest çaprazlanmış R-modüldür.
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Yukarıdaki diyagramı;

C
∂

��?
??

??
??

φ

��

Y

v
??~~~~~~~

w ��@
@@

@@
@@

R

A
δ

??~~~~~~~

ile özetleyebiliriz.

Teorem 1.8 f : Y →R fonksiyonu üzerinde (C , R ,∂ ) serbest çaprazlanmış R-modülü vardır.

İspat. Y kümesinden R , k -cebirine olmak üzere f : Y → R fonksiyonunu ele alalım. E =

R+[Y ], Y kümesi üzerinde oluşturulmuş olan polinom halkasının pozitif olarak bölünmüş

kısmı olsun. Ayrıca

θ : R+[Y ]−→R

θ (y ) = f (y )

Y

i
��

f // R

E
θ

??�������

dir. P,
�

pq −θ (p )q : p ,q ∈R+[Y ]
	

elemanları tarafından üretilen R+[Y ] nin idealini tanımlayalım. θ (P) = 0 olup

E

θ
��

// R

E/P
∂

==

diyagram değişmeli olacak şekilde

∂ : C = E/P −→R

morfizmi vardır. Şimdi ∂ nın çaprazlanmış modül olduğunu gösterelim.

Her y1+P, y2+P ∈C için

∂
�

y1+P
�

·
�

y2+P
�

= θ y1
�

y2+P
�

= θ y1y2+P
≡ y1y2+P
=
�

y1+P
��

y2+P
�



21

δ : A→ R herhangi çaprazlanmış R-modülü ve δw = f olacak şekilde w : Y → A fonksiyonu

verilsin.

Y
ν // C

∃ φ

��

∂ // R

Y w
// A

δ
// R

diyagram değişmeli olacak şekilde biricikφ çaprazlanmış modül morfizmi vardır. �

1.3 Cat1-Değişmeli Cebir

Cat1-gruplar kavramı (özgün adı 1-cat gruplar) ilk olarak homotopi n-tipleri için cebirsel

bir model olarak Loday tarafından tanımlanmıştır. Daha sonra Ellis (1988) k -cebir kate-

gorisinde cat1-cebir kavramını tanımlamıştır.

Tanım 1.9 A, bir k -cebir olsun.

A t
//

s //
A

k -cebir homomorfizmleri
C A1. t s = s , s t = t
C A2. Çekt Çeks = {0A}

şartlarını sağlayan C= (A, s , t ) cebirsel sisteme cat1-cebir denir.

Yalnız CA1 şartını sağlıyor ise C yi ön-cat1-cebir olarak adlandıracağız.

Burada x ∈Çeks ve y ∈Çekt olmak üzere Çeks Çekt , x y elemanları tarafından üretilen A

nın idealidir.

Önerme 1.10 C= (A, s , t ) herhangi bir cat1-cebir olsun. Bu durumda

(i ) s (A) = t (A) =R ve s , t ; R üzerinde birimdir.
(i i ) s ve t homomorfizmleri projeksiyondur yani, t 2 = t ve s 2 = s dir.

İspat. (i ) x ∈ t (A) için x = t (a ) olacak şekilde a ∈ A vardır. s t = t olduğundan

x = t (a ) = s t (a ) = s (t (a ))∈ s (A)

olup x ∈ s (A), t (A)⊆ s (A)dır. Benzer şekilde, t s = s olduğundan s (A)⊆ t (A)dır. Böylece

t (A) = s (A) =R alınırsa s ve t , R üzerinde birimdir.
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(i i ) t 2 = t t = t (s t ) = (t s )t = s t = t olup t 2 = t dir. Benzer şekilde s 2 = s dir. �

Bu önermeye göre cat1-cebir tanımı aşağıdaki tanıma denktir.

Tanım 1.11 Ave R , k -cebirler olsun.

A t
// //

s // //
Rss

e

kk

s ve t örten homomorfizmler ve e gömme homomorfizmi

C A1. s e = i d R = t e
C A2. Çeks Çekt = {0A}

şartlarını sağlayan C= (e ; s , t : A�R) cebirsel sisteme cat1-cebir denir.

C= (e ; s , t : A→R) ve C′ = (e ′; s ′, t ′ : A ′→R ′) iki cat1-cebir olsun. γ : C→C′ , cat1-cebirler

homomorfizmi

A

��

st

��

φ // A ′

��

s ′t ′

��
R ϕ

//
@A

GF
e

//

R ′
BC

ED
e ′

oo

diyagramı değişmeli (yani t ′φ =ϕt , s ′φ =ϕs , e ′ϕ =φe ) olacak şekilde γ=
�

φ,ϕ
�

ikilisin-

den oluşmaktadır. Böylece Cat1-Ceb, cat1-cebirler kategorisini tanımlayabiliriz.

Not: Cat1-cebir örneklerini vermeden önce Cat1-Ceb ve XMod kategorilerinin denkliğini

gösterelim. Bu denkliğin ispatı Shammu (1992) ve Porter tarafından intern kategoriler için

vermiştir.

İlk olarak aşağıdaki yardımcı teoremi verelim.

Yardımcı Teorem 1.12 C= (e ; t , s : A→R) cat1-cebir olsun.

A ∼=Çeks nR ve A ∼=Çekt nR

dir.

İspat.
φ : A −→ Çeks nR

a 7−→ (s (a ) , a − (e s ) (a ))
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ve
ψ : Çeks nR −→ A

(x , r ) 7−→ x + e (r )

tanımlayalım. ψφ = i d A ve φψ = i d ÇeksnR ve φ ile ψ nin homomorfizm olduğu Ek 1A da

gösterilmiştir. �

Önerme 1.13 Çaprazlanmış modüller kategorisi ile cat1-cebirler kategorisi birbirlerine doğal

denktir.

İspat. XMod, kategorisinde X = (C , R ,∂ ) çaprazlanmış R-modül objesini alalım. Bu

durumda,

(r, c )(r ′, c ′) = (r r ′, r c ′+ r ′c + c c ′)

işlemiyle

R nC

yarı-direkt çarpımı tanımlanabilir. Böylece A =R nC ve R =R ile

t (r, c ) = r
s (r, c ) = r + ∂ c
e (r ) = (r, 0)

alınırsa

A t
//

s //
A

cat1-cebiridir. Yalnız Çeks Çekt = 0 olduğunu göstereceğiz. s e = i d R = t e şartı Ek1B de

verilmiştir.
Çeks = {(r, c ) | s (r, c ) = 0= r }= {(0, c ) | c ∈C }
Çekt = {(r, c ) | t (r, c ) = 0= r + ∂ c}= {(−∂ c , c ) | c ∈C }

olmak üzere p = (0, c )∈Çeks ve q = (−∂ c ′, c ′)∈Çekt alırsak

pq = (0, c ) (−∂ c ′, c ′)
= (0, c (−∂ c ′)+ c c ′)
(0,−c c ′+ c c ′) (∵ ∂ çaprazlanmış modül)

= (0, 0) = 0

dir. O halde

F : XMod−→Cat1-Ceb

funktoru tanımlanabilir. Yani F (X) =C dir.

Tersine, C = (e ; s , t : A→R) , cat1-cebir olsun. C =Çeks , R = s (A) = t (A) ve ∂ = t |Çeks

alınırsa,

∂ : X= (C , R ,∂ )−→R
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bir çaprazlanmış modüldür. Çünkü,

∂ (r c ) = t (r c )
= r t (c ) (∵ t , k -cebir morfizmi )
= r ∂ (c )
�

∵ ∂ = t |Çeks
�

ve
∂ (c )c ′ = t (c )c ′ (∵ c ∈Çeks , s (c ) = 0 )

= s (c )c ′ (∵R = s (A) = t (A))
= 0c = 0
= c c ′ (∵Çeks Çekt = 0 )

dır. Böylece

G : Cat1-Ceb−→XMod

funktoru tanımlanabilir. Yani G (C) =X dir.

Buradan FG = i d Cat1-Ceb ve G F = i d XMod olduğu görülür. �

1.3.1 Ön-Cat1-Cebirler

C sistemi yalnız CA1 şartını sağladığında C ye ön-cat1-cebir dendiğini belirtmiştik. O

halde; Cat1-Ceb, cat1-cebirler kategorisi, PCat1-Ceb, ön-cat1-cebirler kategorisinin dolu alt

kategorisidir.

Önerme 1.14 PCat1-Ceb∼=Cat1-Ceb, doğal denktirler.

İspat.

F : PXMod−→PCat1-Ceb

funktoru

F (∂ : C −→R) = (R nC , s , t )

dir. s ve t homomorfizmleri önerme 1.4.3 te tanımlandığı gibidir.

G : PCat1-Ceb−→PXMod

funktoru

G (A, s , t ) = (∂ = t : Çeks −→ I m s )
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ile verilir. Burada

FG ∼= I d PCat1-Ceb ve G F ∼= I d PXMod

olduğu kolayca gösterilir. �

Böylece

( )c a t = F : PCat1-Ceb−→Cat1-Ceb

funktoru C= (e ; s , t : A→R) ön-cat1-cebir olmak üzere

F (C) =
�

e ′; s ′, t ′ : A/(Çeks )(Çekt )−→R
�

bir cat1-cebirdir.

A

��

t
//

s //
R

D[R]/Çe k t Çe k s

s ′

>>|||||||||||||||||

t ′

>>|||||||||||||||||

a ∈ A için [a ]∈ A/Çekt Çeks olup

s ′ ([a ]) = s (a )
t ′ ([a ]) = t (a )

dır. [x ] ∈Çeks ′ ve [y ] ∈Çekt ′ ise s ′ ([x ]) = s (x ) = 0 ve t ′
��

y
��

= t (y ) = 0 olup x y ∈Çekt Çeks

dir. Buradan [x ]
�

y
�

= [0] elde edilir. Böylece Çekt ′Çeks ′ = {[0]} dır.

Tersine,

G : Cat1-Ceb−→PCat1-Ceb

forgetful funktoru alınırsa aşağıdaki önermeyi verebiliriz.

Önerme 1.15 Yukarıda tanımlanan F funktoru G nin sol ekidir.

Not: Sol ek funktorlar kolimiti koruduğundan Cat1-Ceb de kolimitlerin varlığından söz

edebiliriz. Fakat burada ispatını vermeyeceğiz.

1.3.2 Cat1-Cebir Örnekleri

Çaprazlanmış modüller için verdiğimiz örnekleri, çaprazlanmış modüller ve cat1-cebirlerin

denkliğinden yararlanarak cat1-cebirler içinde verebiliriz.
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1. R halka ve I E R olsun. I ⊆ R olduğundan ∂ = i : I ,→ R içine (gömme) homomor-

fizmini alalım. Bu durumda (I , R , i ) üçlüsüne bir çaprazlanmış R-modülüne göre Önerme

1.4.6. gereğince

C= (e ; s , t : I nR −→R)

cat1-cebirdir.

2. R bir halka ve M , bir R-modül olsun. ∂ = 0 : M →R homomorfizmi, bir çaprazlanmış

R-modülüne göre.

C= (e ; s , t : M nR −→R)

cat1-cebirdir.

3. C , değişmeli R-cebir ve Ann (C ) = 0
�

veya C 2 =C
�

olsun. ∂ : C →M (C ) çaprazlanmış

M (C )modülüne göre

C= (e ; s , t : C nM (C )−→M (C ))

cat1-cebirdir.

1.4 Simplisel Cebirler

Tanım 1.16 (En )n∈N, değişmeli k -cebirlerin bir ailesi olsun.

d n
i : En −→ En−1 ; 0≤ i ≤ n 6= 0

s n
j : En −→ En+1 ; 0≤ j ≤ n

homomorfizmler olmak üzere

d i d j = d j−1d i ; i < j

d i s j =







s j−1d i ; i < j
1 ; i = j , j +1

s j d i−1 ; i > J +1

s i s j = s j+1s i ; i ≤ j

şartları sağlanıyor ise E=
�

(En )n∈N , d i , s j
�

üçlüsüne simplisel cebir denir. Buradaki d i ve s j

homomorfizmlerine sırasıyla yüz ve dejenere operatörleri denir. Diyagram olarak;

E= · · ·
//
// · · ·\\XX

//////// E2

d 0
//

d 1
//

d 2
//]]ZZXXVV E1

d 0
//

d 1
//

s0
ee

s1

XX E0
s0
ee

Örnek 1.1 E bir simplisel cebir olsun. Her n ∈ N için En = E ve d i = s j = i d olmak üzere
�

(En )n∈N , d i , s j
�

bir simplisel cebirdir. Bu simplisel cebire sabit simplisel cebir denir ve k

(E , 0) ile gösterilir.
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Herhangi bir x ∈ En elemanı n-simpleks olarak adlandırılır. Eğer bazı y ler için x = s i
�

y
�

oluyorsa x -simpleksine dejenere olan eleman adı verilir.

f : E−→ F

şeklindeki bir simplisel cebir morfizmi, d i ve s j , yüz ve dejenere operatörleri ile değişmeli

olan f n : En → Fn şeklindeki k -cebir homomorfizmlerin bir ailesidir. Yani, her i ve n için

d i f n = f n−1d i ve f n s i = s i f n−1

dir. Böylece simplisel cebirler kategorisi oluşturulur. Simplisel cebirler kategorisi Simp (Ceb)

ile gösterilir.

E herhangi bir simplisel k -modül olsun. Yani, En , n ≥ 0 için

∂n : En −→ En−1

homomorfizmi

∂n =
n
∑

i=0

(−1)i d n
i

şeklinde tanımlanırsa k -modüllerin bir zincir kompleksi elde edilir.

Simplisel özdeşliklerin birinci aksiyomuna göre ∂n∂n+1 = 0 olduğu görülür. Bu kompleks,

E simplisel modülünden elde edilen bir zincir komplesi olup, Hn (E) şeklinde gösterilen bir

n . homoloji modülünden bahsedebiliriz. Bu n . homoloji modülü

Hn (E) =
Çek∂n

∂n+1 (En+1)

şeklinde tanımlanır.

E bir simplisel cebir ve E sabit k -cebir olsun.

f : E−→ E

dönüşümüne E simplisel cebirinin artırılmışı denir.

E= · · ·
//
// · · ·\\XX

//////// E2

d 0
//

d 1
//

d 2
//]]ZZXXVV E1

d 0
//

d 1
//

s0
ee

s1

XX E0
s0
ee

f // E

Bu artırılış,

f d 1
0 = f d 1

1 : E1 −→ E
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olmak üzere

f 0 = d 0
0 : E0 −→ E

homomorfizmi yardımıyla oluşur.

E artırılımış simplisel cebir olsun. Eğer, n > 0 için Hn (E)∼= 0 ve H0 (E)∼=E ise bu artırılmış

simplisel cebire devirli simplisel cebir denir.

1.4.1 Bir Simplisel Cebirin Moore Kompleksi ve Homotopi Modülü

E bir simplisel cebir olsun.

(NE)n =
n−1
⋂

i=0

Çe k d n
i

olmak üzere, d n
n = ∂n : NEn →NEn−1 homomorfizmlerini tanımlayalım. Bu durumda,

NE : · · ·
∂n+1 // NEn

∂n // NEn−1
∂n−1 // · · · ∂2 // NE1

∂1 // NE0

zinciri bir komplekstir. Gerçektende x ∈NEn+1 =
n
⋂

i=0
Çe k d n+1

i için

∂n∂n+1(x ) = d n
n d n+1

n+1(x )

olduğundan simplisel özdeşliklerinden

d n
n d n+1

n+1(x ) = d n
n (0) = 0 (∵ x ∈NEn+1)

olup, ∂n∂n+1 = 0 dir. O halde NE bir komplekstir. Bu komplekse E simplisel cebirinin Moore

kompleksi denir ve (NE,∂ ) veya kısaca NE ile gösterilir. Eğer, n > k için NEn = 0 ise E sim-

plisel cebirinin Moore kompleksinin boyutu k dan küçük veya eşittir denir ve ≤ k ile gös-

terilir. Moore kompleksinin boyutu ≤ k olan simplisel cebirler kategorisi Simp (Ceb≤k ) ile

gösterilir.

E simplisel cebirinin n . homotopi modülüπn (E), E nin Moore kompleksinin n . homolo-

jisine eşittir. Yani

πn (E) ∼= Hn (NE,∂ )

=

n
⋂

i=0
Çe k d n

i

d n+1
n+1(

n
⋂

i=0
Çe k d n+1

i )

şeklindedir (Curtis, 1971).
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Teorem 1.17 Moore kompleksi 1 olan simplisel cebirler kategorisi, çaprazlanmış modüller

kategorisine doğal denktir. (Arvasi ve Porter, 1997)

İspat. E0, Moore kompleksi 1 olan simplisel cebir olsun.

C =NE1 , R =NE0 ve ∂ = d 1

alalım.
NE1×NE0 −→ NE1

(x , a ) 7−→ x ·a = x s0 (a )

tanımlayalım. ∂2(NE2) =Çekd 0Çekd 1 ve Moore kompleksinin boyutu 1 olduğundan Çekd 0Çekd 1 =

0 dır. Böylece bu ideallerin üreteçleri her x , y ∈ NE1 için y (s0d 1(x )−x ) şeklindedir.

C M 2. ∂ (x ) · y = s0∂ (x )y
= s0d 1 (x )y
= x y (∵ ∂2(NE2) = 0)

olup ∂ : C →R çaprazlanmış R-modüldür.

Tersine, ∂ : C → R çaprazlanmış R-modül olsun. R nin C üzerine etkisiyle C nR yarı-

direkt çarpımı tanımlayabiliriz.

E1 =C nR , E0 =R

ve
d 0 (c , r ) = r
d 1 (c , r ) = d 1 (c )+ r

s0 (r ) = (0, r )

olup

(E1) : E1
d 0

//
d 1

// E0

s0

dd

1-kat simplisel cebiri elde edilir. Buradan n-kat simplisel cebiri;

En
∼=C n (C n (· · · (C nR) · · · )) (n tane)

olup

d n (cn , · · · , c1, r ) = (cn , · · · , c1, r,∂ (c1)+ r )
d i (cn , · · · , c1, r ) = (cn , · · · , c i+1+ c i , · · · , c1, r,∂ (c1)+ r ) ; (0< i < n )
d 0 (cn , · · · , c1, r ) = (cn−1, · · · , c1, r )

s j (cn−1, · · · , c1, r ) =






cn−1, · · · , 0
︸︷︷︸

,
(j+1)inci terim

· · · , c1, r






;
�

0≤ j ≤ n −1
�

şeklindedir. Böylece E simplisel cebiri elde edilir. �
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Bir k-cebirin Simplisel Çözülmesinin Adım Adım Oluşturulması

Andre değişmeli cebirlerin homolojisi üzerine olan bir çalışmasında bir cebirin çözülme-

sinin adım adım oluşturmasını vermiştir. Bu çözülme her bir adımda bir önceki homotopi

modülündeki dejenere olmayan elemanları yok etmek için yeni simpleksler eklenerek oluş-

turulmaktadır. Burada kısaca bir simplisel çözülmenin nasıl oluşturulduğu verilecektir.

E bir simplisel cebir ve B değişmeli bir k -cebir olsun. B nin bir serbest simplisel

çözülmesi

E : · · ·En

//... // En−1 · · ·E3oo ...oo

//////// E2

//////oooooooo
E1

////oooo
E0

f //oo B

şeklindeki devirli bir simplisel cebir ve her n ∈N için En serbest k -cebirlerinden oluşmak-

tadır.

E bir simplisel cebir ve k ≥ 1 olmak üzere (k − 1). homotopi modülünün, Moore kom-

pleksin (k −1). homolojisi, yani;

πk−1(E) =Hk−1(NE,∂ ) =
NEk−1

∂k NEk

olduğunu biliyoruz.

Adım adım yapının özel hali

Bu özel hal Arvasi’nin (1994) doktora tezinden alınmıştır. Genel halde bu tezde ver-

ilmiştir.

R , değişmeli bir k -cebir olsun. R de x1,x2, ...,xn elemanları tarafından üretilen I =

{x1,x2, ...,xn} üreteçli idealini gözönüne alalım. Bu durumda herbir i için

k (R , 0)i =R

ve her i , j için d i = i d = s j olacak şekilde bir k (R , 0) sabit simplisel cebiri elde edilir. Burada

B , R/I bölüm cebiri olmak üzere f : R −→R/I örten homomorfizması vardır ve R/Çek f ∼= B

dir.

Adım adım oluşturma tekniği gereğince bir önceki homotopi modülü olan Çek f den

Ω0 = {x1,x2, ...,xn} ⊂Çek f
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şeklinde bir küme seçilir. Buradan B = R/I bölüm cebirinin simplisel çözülmesinin 1-

iskeleti olan E(1) elde edilecektir. Burada

E(1) =E(0)1 [X ] =R [X1, X2, ..., Xn ]

oluşturmak için E(0)1 =R ye X = {X1, X2, ..., Xn} şeklinde yeni değişkenler eklenir.

R[X ]
d 0

//
d 1

// R
s0oo

şeklindeki yüz ve dejenere operatörleri

d 1
1 (X i ) = x i ∈Çek f

d 1
0 (X i ) = 0

s0 (r ) = r ∈R

şeklinde tanımlıdır. Böylece B simplisel çözülmesinin 1-iskeleti olan E(1) aşağıdaki gibi olur.

E(1) : · · ·R[s0X , s1X ]
d 0

//
d 1

//
d 2

// R[X ] d 0
//

d 1
//

s1oo
s0oo

R
f //

s0oo R/I

Şimdi B cebirinin simplisel çözülmesinin 2-iskeletinin oluşturulmasını kısaca vereceğiz.

Adım adım oluşturma metodundan 1-iskeletinin 1. homotopi modülü olan

π1

�

E(1)
�

=R+ [X ]/Çekd 1
0Çekd 1

1

den

Ω1 =
�

y1, y2, ..., yn
	

şeklinde dejenere olmayan elemanların oluşturduğu bir küme seçilir. Bu elemanları yok

etmek için, E(1)2 ye Y = {Y1, Y2, ..., Yn} şeklinde yeni değişkenler eklenerek 1. homotopi mod-

ülündeki elemanlar yok edilerek,

E(2)2 =E(1)2 =R [s0X , s1X ] [Y ]

oluşturulur. Burada,
d 2

0 (Yi ) = 0
d 2

1 (Yi ) = 0
d 2

2 (Yi ) = yi

şeklinde tanımlıdır. Böylece B simplisel çözülmesinin 2-iskeleti olan E(2) aşağıdaki gibi olur.
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E(2) : · · · R[s0X , s1X ][Y ]
d 0

//
d 1

//
d 2

// R[X ]
d 0

//
d 1

//
s1oo
s0oo

R
f //

s0oo R/I

Kısaca simplisel çözülmenin oluşturulmasında izlenen yol

(i ) n < k için Fn =En dir.

(i i )Fk dejenere olmayan üreteçlerin kümesi üzerinde bir serbest Ek -cebiridir. Yüz dönüşüm-

leri k . hariç tamamı sıfırdır.

(i i i ) n > k için Fn , dejenere elemanları üzerinde bir serbest En -cebirdir.



BÖLÜM 2

GERİ ÇEKME VE İLERİ İTME ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER

2.1 Giriş

İndirgenmiş çaprazlanmış modül kavramı, ilk olarak gruplar üzerinde Brown ve Higgins

(1978) tarafından tanımlanmıştır. Değişmeli cebirler versiyonu Porter (1986) tarafından ver-

ilmiştir. Ayrıca, değişmeli olmayan cebirler için Shammu (1992) doktora tezinde detaylı

olarak incelemiştir.

∂ : C → R çaprazlanmış R-modül ve φ : S → R , k -cebir morfizmi olmak üzere Cebk

kategorisinde

D
ψ //

∂ ∗

��

C

∂

��
S

φ
// R

geri çekme (pullback) diyagramını elde etmiştir. Burada

D = {(c , s ) |φ (s ) = ∂ (c ) , s ∈S, c ∈C } ⊆C ×S

olup D üzerinde S etkisi s · (c , s ′) = (φ (s ) · c , s s ′) dir. Böylece ∂ ∗ : D → S homomorfizmi

çaprazlanmış S-modüldür ve

φ∗ : XMod/R −→XMod/S

funktorunu tanımlamıştır. Bu funktoru daφ yardımıyla elde edilmiş ko-indirgenmiş çapra-

zlanmış funktor olarak adlandırmıştır. Fakat biz geri çekme funktoru diyeceğiz.

Benzer şekilde dual kavramı olan ileri itmeyi elde etmiştir. Burada elde edilen morfizm

yardımıyla indirgenmiş çaprazlanmış modül veφ∗ funktorunun sol ekinin, yani,

φ∗ : XMod/S −→XMod/R

funktorunun varlığını göstermiştir. Bu funktoru ise ileri itme funktoru olarak adlandıracağız.

Burada
�

φ∗,φ∗
�

ikilisinin bir adjoint ikili olduğu ifade edilmiştir. Herhangi bir kate-

gori için bu funktorların varlığı bilinmektedir. Porter (1986) Cebk kategorisine kısıtlayarak

33
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değişmeli cebirler üzerinde bir çok uygulama vermiştir. Fakat vermiş olduğu tüm yapılar

açık bir şekilde ifade edilmemiştir. Bu bölümde Porter (1986) da verilen tüm sonuçları açık

olarak yazacağız. Ayrıca farklı sonuçları elde edip indirgenmiş çaprazlanmış modül yapısı

geliş-tirilecektir.

2.2 Bir Morfizm Yardımıyla Kısıtlama

Bu bölümdeφ : S→R , k -cebir morfizmi yardımıyla

φ∗ : XMod/R −→XMod/S

funktorunu elde edeceğiz. Özetle;

C

∂

��

φ∗(C )

∂ ∗

��

φ′ // C

∂

��

φ∗ ///o/o/o

S
φ

// R S
φ

// R

2.2.1 Geri Çekme (Pullback) Çaprazlanmış Modül

Teorem 2.1 ∂ : C → R çaprazlanmış modül ve φ : S → R , bir k -değişmeli cebir morfizmi

olsun.

D = {(c , s ) |φ (s ) = ∂ (c ) , s ∈S, c ∈C } ⊆C ×S

alınırsa,

D

∂ ∗

��

φ′

""
∂ ∗

��
S

i d

// C

∂
��

S
φ
// R

diyagramı bir geri çekmedir.

İspat. Yalnız ∂ ∗ ın çaprazlanmış S-modül olduğunu göstereceğiz.

S nin D üzerine etkisi

s · (c , s ′) = (φ (s ) · c , s s ′)
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tanımlanımlıyalım. Bu durumda bu etki değişmeli cebir etkisidir. (Bakınız Ek 2A),

∂ ∗ : D −→ S
(c , s ) 7−→ s

morfizmi çaprazlanmış S-modüldür (Bakınız Ek 2B). Yalnız Peiffer şartını gösterelim.

C M 2. ∂ (c , s ) · (c ′, s ′) = s · (c ′, s ′)
=
�

φ (s ) · c ′, s s ′
�

= (∂ (c ) · c ′, s s ′)
�

∵ φ (s ) = ∂ (c )
�

= (c c ′, s s ′) (∵ ∂ çaprazlanmış modül)
= (c , s ) (c ′, s ′)

�

Böylece elde edilen ∂ ∗ çaprazlanmış modülüne, geri çekme (pullback) çaprazlanmış

modül denir veφ∗ (C ) =D ile gösterilir.

Şimdi geri çekme çaprazlanmış modülün evrensellik özelliğine sahip olduğunu göstere-

lim.

Not: Shammu (1992) aşağıdaki ispatı evrensellik morfizmi yardımıyla vermiştir. Fakat

biz bu morfizmi kullanmadan farklı bir yol ile ispat edeceğiz.

Teorem 2.2 (Geri çekme çaprazlanmış modül için evrensellik özelliği)

∂ : C →R ve µ : B→S çaprazlanmış modüller olsun.

�

f ,φ
�

:
�

B ,S,µ
�

−→ (C , R ,∂ )

çaprazlanmış modül morfizmi olmak üzere,

(B ,S,µ)

( f ,φ)

��
(φ∗(C ),S,∂ ∗)

( f ∗,i dS )

99

(φ′,φ)
// (C , R ,∂ )

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik
�

f ∗, i dS
�

, çaprazlanmış S-modül morfizmi vardır.
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İspat. Yukarıdaki diyagramı

φ∗(C ) ∂ ∗ //

f ∗

��

φ′

��?
??

??
??

??
? S

i dS

φ

��?
??

??
??

??
?

C
∂ //

i d C

R

i d RB
µ //

f
��?

??
??

??
??

? S
φ

��?
??

??
??

??
?

C
∂

// R

küp s.eklinde veya daha basit olarak,

B

µ

��

f // C

∂

��

φ∗(C )
φ′

<<yyyyyyyy

∂ ∗
||yy

yy
yy

yy
y

f ∗

bb

S
φ

// R

şeklinde ifade edebiliriz. Burada µ : B→S herhangi çaprazlanmış S-modül ve
�

f ,φ
�

çapra-

zlanmış modül morfizmi olmak üzere

f ∗ :φ∗ (C )−→ B

biricik çaprazlanmış S-modül morfizmi vardır, öyleki µ f ∗ = ∂ ∗ ve f f ∗ =φ′ dür.

İlk olarak
�

f ,φ
�

çiftinin çaprazlanmış modül morfizmi olduğunu gösterelim.

Yukarıdaki diyagramdan (Yani geri çekme çaprazlanmış modül özelliğinden)

f : B −→ C
(c , s ) 7−→ c

dir.

Buradan;
f (s ′ · (c , s )) = f

�

φ (s ′) · c , s ′s
�

= φ (s ′) · c
= φ (s ′) · f (c , s )

olup
�

f ,φ
�

çiftinin çaprazlanmış modül morfizmidir.

�

φ′,φ
�

:
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

−→ (C , R ,∂ )
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herhangi çaprazlanmış modül morfizmi öyleki ∂ φ′ =φ∂ ∗ olmak üzere biricik

f ∗ :φ∗ (C ) −→ B

x 7−→
�

φ′ (x ) ,∂ ∗ (x )
�

morfizmi vardır, çünkü her x ∈φ∗ (C ) için ∂ φ′ (x ) =φ∂ ∗ (x ) dir. Şimdi,
�

f ∗, i dS
�

, çaprazlan-

mış S-modül morfizmi olduğunu gösterelim. x ∈φ∗ (C ) , s ∈S için

f ∗ (s x ) =
�

φ′ (s x ) ,∂ ∗ (s x )
�

=
�

φ′ (s )φ′ (x ) , s∂ ∗ (x )
�

= s ·
�

φ′ (x ) ,∂ ∗ (x )
�

= s · f ∗ (x )
= i dS · f ∗ (x )

olup
�

f ∗, i dS
�

, çaprazlanmış S-modül morfizmidir.

Son olarak her x ∈φ∗ (C ) için,

�

µ f ∗
�

(x ) = µ
�

f ∗ (x )
�

= µ
�

φ′ (x ) ,∂ ∗ (x )
�

= ∂ ∗ (x )

ve
�

f f ∗
�

(x ) = f
�

f ∗ (x )
�

= f
�

φ′ (x ) ,∂ ∗ (x )
�

= φ′ (x )

olup µ f ∗ = ∂ ∗ ve f f ∗ =φ′ dir. �

Teorem 2.3

φ∗ : XMod/R −→XMod/S

geri çekme funktoru vardır.

İspat. (C , R ,∂ ) ∈ Ob (XMod/R) için φ : S → R , k -değişmeli cebirlerin homomorfizmi

olmak üzere

φ∗ (C , R ,∂ ) =
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

çaprazlanmış S-modül homomorfizmi C nin φ morfizmi yardımıyla oluşturulan bir geri

çekmesi olduğu yukarıda gösterilip geri çekme çaprazlanmış modül olarak adlandırıldığı be-

lirtildi.

C

∂
��

f // C ′

∂ ′

��
R

i d R
R
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�

f , i d R
�

: (C , R ,∂ )→ (C ′, R ,∂ ′), çaprazlanmış R-modül morfizmi olsun.

φ∗(C )

∂ ∗

��

f ∗ // φ∗(C ′)

(∂ ∗)′

��
S

i dS
S

φ∗
�

f
�

= f ∗, φ∗ (i d R ) = i dS , yani

(c , s )_

��

� // ( f (c ), s )
_

��
s � // s

olmak üzere,
�

f ∗, i dS
�

nin çaprazlanmış S-modül morfizmi olduğu kolayca gösterilir. �

2.2.2 Geri Çekme Çaprazlanmış Modül Örnekleri

1. I E R olsun. Bu durumda ∂ : I ,→ R içine çaprazlanmış R-modülü vardır. Böylece

φ : S→R , k -cebir homomorfizmi yardımıyla elde edilen geri çekme çaprazlanmış modülü

φ∗(I )

∂ ∗

��

// I

∂

��
S

φ
// R

φ∗ (I , R ,∂ ) =
�

φ∗ (I ) ,S,∂ ∗
�

∼=
�

φ−1 (I ) ,S,∂ ∗
�

dır. Çünkü,
φ∗ (I ) =
�

(i , s ) |φ (s ) = ∂ (i ) = i , s ∈S, i ∈ I
	

∼=
�

s ∈S |φ (s ) = i ∈ I
	

= φ−1 (I )ES

Özel olarak I = {0} alınırsa

φ∗({0})

∂ ∗

��

// {0}

∂

��
S

φ
// R

diyagramı bir geri çekmedir ancak ve ancak

φ∗ ({0})∼=
�

s ∈S |φ (s ) = 0
	

=Çekφ

dir. Böylece çekirdek geri çekmenin özel bir halidir.
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2. Halkaların değişimi: Her M , R-modülü, φ : S → R , halka homomorfizmi yardımıyla

bir S-modül yapısı oluşturur. Şöyleki,

S×M −→ M
(s , m ) 7−→ s ·m =φ (s )m

işlemiyle M bir S-modüldür. Ayrıca f : M →N , R-modül homomorfizmi ise,

f (s m ) = f
�

φ (s )m
�

= φ (s ) f (m )
= s f (m )

olup f , bir S-modül homomorfizmidir. Buradan,

F :R Mod−→S Mod

funktoru tanımlanır.

Bu durumu çaprazlanmış modül yapısına genişletelim.

Her M , R-modülü,
0 : M −→ R

m 7−→ 0

sıfır homomorfizmi yardımıyla (M , R , 0) çaprazlanmış R-modül yapısı oluşturur. Buradan,

φ∗(M )

∂ ∗

��

//M

∂ =0
��

S
φ

// R

φ∗ (M , R , 0) =
�

φ∗ (M ) ,S,∂ ∗
�

olup,
φ∗ (M ) =
�

(m , s )∈M ×S |φ (s ) = ∂ (m ) = 0
	

=
�

(m , s ) |φ (s ) = 0, s ∈S
	

= M ×Çekφ

dir. Böylece φ bire bir
�

Çekφ = 0
�

ise F (M ) =φ∗ (M ) dir. Özel olarak M = {0} alınırsa yine

φ∗ (M )∼=Çekφ olur.

3. φ : S→R , k -cebir homomorfizmi yardımıyla

S
φ //

��

R

∂
��

M (S)
M (φ)

//M (R)
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indirgeme yoluyla elde edilen

XMod/M (R)
φ∗ // XMod/M (S)

geri çekme çarpım funktorudur.

M (R), R nin çarpım cebiri olmak üzere, ∂ : R→M (R) çaprazlanmış modülünde (Arvasi

ve Ege, 2003), M (φ) : M (S)→M (R) yardımıyla

φ∗(R)

$$I
III

III
III

∂ ∗

��

S
φ //

��

R

∂
��

M (S)
M (φ)

//M (R)

geri çekmesi elde edilir.

φ∗ (R) =
��

γ, r
�

:φ
�

γ
�

= ∂ (r ) , γ∈M (S), r ∈R
	

⊆M (S)×R

∂ ∗ : φ∗ (R) −→ M (S)
�

γs , r
�

7−→ γs

2.3 Bir Morfizm Yardımıyla Genişleme

Bu bölümde, elde ettiğimizφ∗ : XMod/R −→XMod/S funktorunun sol eki olan

φ∗ : XMod/S −→XMod/R

funktorunu oluşturacağız. Özetle;

D

∂

��

D

∂

��

// C =φ∗(D)

∂∗

��

φ∗ ///o/o/o

S
φ

// R S
φ

// R

diyagramı ileri itme (pushout) yardımıyla oluşturulacaktır.
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2.3.1 İndirgenmiş Çaprazlanmış Modüller

∂ : D → S çaprazlanmış S-modül ve φ : S→ R , k -cebir morfizmi olsun. φ yardımıyla ∂

dan elde edilen

φ∗ (D,S,∂ ) =
�

φ∗ (D) , R ,∂∗
�

çaprazlanmış S-modülü,

(0,S)

��

(0,φ) // (0, R)

��
(D,S)

(φ′,φ)
// (φ∗(D), R)

daha ac. ık olarak

0
0 //

��

��?
??

??
??

??
??

0

��

��?
??

??
??

??
?

S
φ //

i dS

R

i d RD
φ′ //

∂
��?

??
??

??
??

? φ∗(D)
∂∗

��?
??

??
??

??
?

S
φ

// R

çaprazlanmış modüllerin ileri itmesi yardımıyla tanımlanır.

D

∂

��

// φ∗(D)

∂∗
��

S
φ

// R

ileri itmesini oluşturacağız. Buradan elde edilen

∂∗ :φ∗ (D)−→R

çaprazlanmış R-modülüne indirgenmiş çaprazlanmış modül denir.

Şimdi,φ∗ (D) nin neye benzediğini gösterelim.

F (D ×R)

kümesi, D ×R üzerinde serbest cebir olsun. Ayrıca P,
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1. U1 = {(d 1, r )+ (d 2, r )− (d 1+d 2, r ) | d 1, d 2 ∈D, r ∈R}

2. U2 = {(s ·d , r )− (d ,φ(s )r ) | d ∈D, r ∈R , s ∈S}

3. U3 = {(d 1, r1)(d 2, r2)− (d 2, r1(φ∂ d 1)r2) | d 1, d 2 ∈D, r1, r2 ∈R}

olmak üzere U1∪U2∪U3 kümesi tarafından üretilen, F (D×R) nin ideali oldug̃u kolayca gös-

terilir. Böylece

φ∗(D) = F (D ×R)/P

tanımlanırsa,

φ∗(D) =D ⊗S R

kümesi, d ∈D, r, r ′ ∈R ic. in,

r ′(d ⊗ r ) = d ⊗ r ′r

is.lemiyle bir R-cebirdir.

Bu durumda as.ag̃ıdaki önermeyi Porter (1987) vermiştir.

Önerme 2.4 ∂ : D → S, çaprazlanmış S-modül ve φ : S → R , k -cebir morfizmi olsun. Bu

durumda,

∂∗ :φ∗(D) =D ⊗S R −→ R

(d ⊗ r ) 7−→ φ (∂ d )r

morfizmi bir çaprazlanmış R-modüldür (Porter, 1986).

İspat. C M 1.

∂∗(r · (d ⊗ r1)) = ∂∗(d ⊗ r r1)

= r r1φ∂ d

= r1rφ∂ d

= r1∂∗(d⊗r )
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C M 2.

∂∗(d ⊗ r ) · (d 1⊗ r1) = r (φ∂ d ) · (d 1⊗ r1)

= φ∂ d r (d 1⊗ r1)

= (d 1⊗φ∂ d r r1)

= (∂ d ·d 1⊗ r r1)

= (d d 1⊗ r r1)

= (d ⊗ r )(d 1⊗ r1)

olup ∂∗ bir çaprazlanmış R-modüldür. �

Şimdi indirgenmiş çaprazlanmış modüller için evrensellik özelliğini verelim.

Teorem 2.5
�

İndirgenmis. çaprazlanmış modül için evrensellik özelliği
�

∂ : D→S, η : B→R çaprazlanmış modüller ve R birimli olsun.

�

f ,φ
�

: (D,S,∂ )−→
�

B , R ,η
�

çaprazlanmış modül morfizmi olmak üzere,

(D,S,∂ )

( f ,φ)

��

(φ′,φ)

%%KKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

(B , R ,η) oo
( f ∗,i d R )

(φ∗(D), R ,∂∗)

diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik
�

f ∗, i d R
�

, çaprazlanmış R-modül morfizmi vardır.

İspat. Yukarıdaki diyagramı

D
∂ //

f

��

φ′

��?
??

??
??

??
? S

φ

��

φ

��?
??

??
??

??
?

φ∗(D)
∂ ∗ //

f ∗

��

R

i d RB
η //

i d B ??
??

??
??

??

??
??

??
??

??
R

i d R

??
??

??
??

??

??
??

??
??

??

B η
// R
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küp şeklinde veya daha basit olarak

D

∂

��

f //

φ′ ""E
EEEEEEE B

η

��

φ∗(D)

f ∗

<<

∂∗ ""E
EE

EE
EE

EE

S
φ

// R

şeklinde ifade edebiliriz. Buradaη : B→R herhangi çaprazlanmış R-modül ve
�

f ,φ
�

çapra-

zlanmış modül morfizmi olmak üzere

f ∗ :φ∗ (D)−→ B

biricik çaprazlanmış R-modül morfizmi vardır, öyleki η f ∗ = ∂∗ ve f ∗φ
′ = f dir.

İlk olarak
�

f ,φ
�

çiftinin çaprazlanmış modül morfizmi olduğunu gösterelim.

Yukarıdaki diyagramdan (Yani ileri itme çaprazlanmış modül özelliğinden)

f : D −→ B
d 7−→ (d ⊗ r )

dir.

Buradan;
f (s d ) = f (s d )

= (s d ⊗ r )
= (d ,φ (s )r )
= φ (s ) f (d )

F (D ×R)/P bir R cebirdir.

Şimdi R birimli oldug̃undan

φ′ : D → φ∗ (D)
d 7→ (d ⊗1)

tanımlayabiliriz. d ∈D ve s ∈S için

φ′(s d ) = (s d ⊗1)
= (d ⊗φ (s ))
= φ′(d )φ(s )

Böylece (φ′,φ) : (D,S,∂ )→ (φ∗ (D) , R ,∂∗) çaprazlanmış modül morfizmidir. Buradan,

∂∗φ
′ =φ∂
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dır. φ yi örtenφ′ universal morfizmin varlığını gösterelim. Kabul edelimki ( f ,φ) : (D,S,∂ )→

(φ∗ (D ′) , R ,∂ ′∗ ) herhangi çaprazlanmış modül morfizmi olsun. Bu durumda

�

f ,φ
�

çiftinin çaprazlanmış modül morfizmidir.

�

φ′,φ
�

: (D,S,∂ )−→
�

φ∗ (D) , R ,∂∗
�

herhangi çaprazlanmış modül morfizmi öyleki ∂∗φ
′ =φ∂ olmak üzere biricik

f ∗ : φ∗ (D) −→ B
r ⊗d 7−→ r f (d )

morfizmi vardır, çünkü her x ∈φ∗ (D) için ∂ φ′ (x ) =φ∂ ∗ (x ) dir. Şimdi,
�

f ∗, i d R
�

, çaprazlan-

mış R-modül morfizmi olduğunu gösterelim. x ∈φ∗ (D) , r ∈R için

f ∗ (r (d 1⊗ r1)) = f ∗(d 1⊗ r r1)
= r r1 f (d 1)
= r f ∗(d 1⊗ r1)
= i d R f ∗(d 1⊗ r1)

olup
�

f ∗, i d R
�

, çaprazlanmış R-modül morfizmidir.

Son olarak her (d ⊗ r )+P ∈φ∗ (D) için,
�

η f ∗
�

((d ⊗ r )) = η
�

f ∗(d ⊗ r )
�

= η
�

r f (d )
�

= ∂∗ ((d ⊗ r ))

olup η f ∗ = ∂∗ dir ve
�

f ∗φ
′� (d ) = f ∗
�

φ′ (d )
�

= f ∗ ((d ⊗1))
= f (d )

olup f ∗φ
′ = f dir. �

Teorem 2.6

φ∗ : XMod/S −→XMod/R

ileri itme funktoru vardır.

İspat. (D,S,∂ ) ∈ Ob (XMod/S) için φ : S → R , k -değişmeli cebirlerin homomorfizmi

olmak üzere

φ∗ (D,S,∂ ) =
�

φ∗ (D) , R ,∂∗
�

çaprazlanmış R-modül homomorfizmi D nin φ morfizmi yardımıyla oluşturulan bir ileri

itmesi olduğu yukarıda gösterilip indirgenmiş çaprazlanmış modül olarak adlandırıldı.

D

��

f // D ′′

��
S S
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(D,S,∂ )→ (D ′,S,∂ ′), çaprazlanmış S-modül morfizmi olsun.

f ∗ :φ∗ (D)→φ∗
�

D ′
�

f ∗(d ⊗ r ) = rφ′(d ) olup

φ′ = f ∗φ ve ∂ ′∗ = f ∗∂∗

dir.

t = (d ⊗ r )+P, t ′ = (d ′⊗ r ′)+P ∈ F (D ×R)/P olsun.

f ∗(t t ′) = f ∗(((d ⊗ r )+P) ((d ′⊗ r ′)+P))
= f ∗(d d ′⊗ r r ′)+P
= r r ′ f (d d ′)
= r r ′ f (d )θ ′(d ′)
= r f (d )r ′ f (d ′)
= f ∗((d ⊗ r )+P) f ∗((d ′⊗ r ′)+P)
= f ∗(t ) f ∗(t ′)

φ∗(D)

∂∗
��

f ∗ // φ∗(D ′)

(∂∗)′

��
R

i d R
R

yani

(d ⊗ r )+P_

��

� // r f (d )
_

��
rφ∂ d � // rφ∂ d

olmak üzere,
�

f ∗, i d R
�

, çaprazlanmış R-modül morfizmidir. �

2.3.2 İndirgenmiş Çaprazlanmış Modül Örnekleri

1. D = S ve ∂ = i dS : S → S birim çaprazlanmış S-modülünü alalım. Böylece φ :

S→ R , homomorfizmi yardımıyla elde edilen indirgenmiş çaprazlanmış R-modül ileri itme

diyagramı

S
ψ //

∂ =i d

��

φ∗(S) =S⊗R

∂∗

��
S

φ
// R
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şeklindedir.

Not: S birimli değildir. Aksi halde S⊗S R ∼=R dir.

Özel olarak, S = K +[X ], X üreteci üzerinde pozitif (yani sabit terim yok) polinomal k -

cebir ise

∂∗ : K +[X ]⊗K +[X ] R −→R

çaprazlanmış R-modülü, f : X →R fonksiyonu üzerinde, serbest çaprazlanmış R-modüldür.

Böylece indirgenmiş çaprazlanmış modül yapısı serbest çaprazlanmış modülünün alternatif

yapısı olarak karşımıza çıktığını gösterir. Bu durumu daha açık olarak gösterelim.

Bölüm 1 de verilen Teorem 1.3.2 den δ : A → R herhangi bir çaprazlanmış R-modül ol-

mak üzere

A

δ

��

X

i d

// K +[X ]

33

∂

��

φ′ // φ∗ (K +[X ])

∂∗

��

;;

X
i

// K +[X ]
φ

// R

Ayrıcaφ∗ (K +[X ]) = K +[X ]⊗R ve p ∈ K +[X ] için ∂
�

p
�

= p olup

∂∗ : K +[X ]⊗K +[X ] R −→ R
p ⊗ r 7−→ φ

�

p
�

r

olup üreteç kümesinin elemanları Peiffer elemanlarıdır. Yani,

P =
�

pq −φ
�

p
�

p | p ,q ∈ K +[X ]
	

olup serbest çaprazlanmış R-modül diyagramı

φ∗ (K +[X ])

��

$$JJJJJJJJJJ

X

f =φi
%%KKKKKKKKKKK

99tttttttttt
A

δ
yysssssssssss

R
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şeklindedir. Böylece

∂∗ : K +[X ]⊗K +[X ] R −→R

homomorfizmi f :φi : X →R üzerinde bir serbest çaprazlanmış R-modüldür.

2. D, S-modül ve 0= ∂ : D→S sıfır morfizmi olsun. İleri itme diyagramı

D
ψ //

∂ =0

��

φ∗(D)

∂∗

��
S

φ
// R

şeklindedir. Buradan
∂∗ (d ⊗ r ) = φ (∂ (d ))r

= φ (0)r
= 0r = 0
=⇒ ∂∗ = 0

P = 0 olup

φ∗ (D) = F (D ×R)

dir. Bu durumda indirgenmiş çaprazlanmış modül, D ×R üzerinde serbest S-modüldür.

3. ∂ : I ,→S içine çaprazlanmış S-modülü veφ : S→S/I , örten homomorfizmi yardımıyla

elde edilen indirgenmiş çaprazlanmış modülü

I
ψ //

∂

��

φ∗(I )

∂∗

��

= (S/I )⊗ I ∼= I /I 2

S
φ

// S/I

φ∗ (I , R ,∂ ) =
�

φ∗ (I ) ,S,∂ ∗
�

∼=
�

φ−1 (I ) ,S,∂ ∗
�

dır.

4. M (S), S nin çarpım cebiri olmak üzere, ∂ : S → M (S) çaprazlanmış modülünde,

M
�

φ
�

: M (S)→M (R) yardımıyla

S

∂
��

// φ∗(R)

∂∗
��

M (S)
φ
//M (R)
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ile
�

φ∗ (S) , M (R),∂∗
�

çaprazlanmış M (R)-modüldür.

2.3.3 İndirgenmiş Çaprazlanmış Modül ve Koszul Kompleks

R birimli k -cebir ve X = {x1,x2, ...,xn} ve f : X → R herhangi fonksiyonu verilsin. Ayrıca

∂ : C →R serbest çaprazlanmış modül olsun. Serbest çaprazlanmış modül inşasından

C =R+ [X ]/P

olduğunu biliyoruz. Buradan

P =

�

pq −θ
�

p
�

q | p ,q ∈R+ [X ]
	�

Peiffer idealleridir. Ayrıca P yi

�

x i x j − f (x i )x j | 1≤ i , j ≤ n
	

elemanları tarafından üretilen idealler olarakta yazabiliriz. Böylece C nin her elemanı

c =
∑

i∈Λ
ri x i +P

lineer formunda ifade edebiliriz. Ayrıca,

∂ (c ) = ∂
�
∑

ri x i +P
�

=
∑

∂ (ri x i )+ ∂ (P)
=
∑

ri∂ (x i )+0
=
∑

ri f (x i )

∂ (x i ) = f (x i ) olduğundan ∂ (P) deki üreteç elemanı

∂
�

x i x j − f (x i )x j
�

= ∂ (x i )∂
�

x j
�

− f (x i )∂
�

x j
�

= f (x i ) f
�

x j
�

− f (x i ) f
�

x j
�

= 0

dir. Bölüm cebirinde elemanların biricik ifade edilmesinden (Porter 1985) Rn =R×R×...×R

olmak üzere
φ : Rn −→ C

e i 7−→ x i +P

epimorfizmi tanımlanır. Burada

e i =
�

0, ..., 1
i inci terim

, 0, ..., 0
�

olmak üzere {e1, e2, ..., e i , ..., en} kümesi Rn nin bir tabanıdır.
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φ nin çekirdeğinin

d :Λ2Rn =Rn ∧Rn −→Rn

Koszul diferansiyelinin görüntüsü olduğu kolayca gösterilir. Yani;

Çekφ = d
�

Λ2Rn�

dir. Böylece

Rn/d
�

Λ2Rn�∼=C

elde edilir. Bu sonuç Porter (1985) tarafından ispat edilmiştir. Buradan indirgenmiş çapra-

zlanmış modül S = K + [X ] halinde serbest çaprazlanmış modül olduğundan

K + [X ]⊗K +[X ] R ∼=Rn/d
�

Λ2Rn�

dir. Bu durum yine Porter (1985) tarafından belirtilmiştir.

2.3.4 İndirgenmiş Çaprazlanmış Modül Özellikleri

φ : S → R , k -cebir morfizmi, örten veya bire-bir olduğunda φ∗ (D) indirgenmiş çapra-

zlanmış S-modülünün daha basit ifade edilebildiğini gösterelim.

Aşağıdaki önerme Shammu (1992) tarafından verilmiştir. Biz ispatı daha açık bir biçimde

yazacağız.

Önerme 2.7 ∂ : D → S çaprazlanmış S-modülü ve φ : S→ R , örten k -cebir morfizmi olsun.

K =Çekφ ve d ∈D ve k ∈ K için DK , D nin d k elemanları tarafından üretilen bir ideali ise

φ∗ (D)∼=D/DK

dır.

İspat. D/DK üzerinde R ∼=S/K etkisi vardır. Çünkü D/DK üzerinde S ve K etkisi vardır.

Gerçektende,
S×D/DK −→ D/DK
(s , d +DK ) 7−→ s · (d +DK ) = s d +DK

ve
K ×D/DK −→ D/DK
(k , d +DK ) 7−→ k · (d +DK ) = k d +DK
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olduğundan

S×D/DK

��

// D/DK

S/K ×D/DK // D/DK

(s , d +DK )_

��

� // s d +DK_

��
(s +K , d +DK ) � // s d +DK

olup S/K , D/DK üzerinde etki eder. Ayrıca φ : S → R örten olduğundan R ∼= S/K olup

R , D/DK üzerine etki eder.

β : D/DK →R çaprazlanmış R-modül morfizmidir. Gerçektende, s +K ve d +DK için;

C M 1. β ((s +K ) · (d +DK )) = β (s ·d +DK )
= ∂ (s ·d +K )
= s · ∂ d +K
= (s +K ) ·β (d +DK )

C M 2. β (d +DK ) · (d ′+DK ) = (∂ d +K ) · (d ′+DK )
= ∂ (d ) ·d ′+DK
= d d ′+DK
= (d +DK ) (d ′+DK )

olup β çaprazlanmış R-modül morfizmidir.

ρ : D −→ D/K
d 7−→ d +DK

bir cebir morfizmidir.

ρ (s d ) =φ (s )ρ (d )

dir. Böylce
�

ρ,φ
�

: (D,S,∂ )−→
�

D/DK , R ,β
�

çaprazlanmış R-modül morfizmidir.

ρ universal morfizmdir.

D

∂

��

ρ′ // (D/DK )′

β ′

��
S

φ
// R

ρ′ (s d ) = φ (s )ρ′ (d )
= 0
= ρ′ (d s )
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tir. Böylece ρ′ (DK ) = 0 ve µ : (D/DK )→ (D/DK )′ morfizmi vardır. Öyleki,

µ : (D/DK ) −→ (D/DK )′

d +DK 7−→ ρ′ (d )

olup µ iyi tanımlıdır.

d +DK = d ′+DK ⇒ d −d ′ ∈DK

böylece ρ′ (d −d ′) = 0 olur. Dolayısıyla

µ (d +DK ) =µ
�

d ′+DK
�

dır. Ayrıca µ, µρ = ρ′ olacak şekilde biricik morfizmdir. Kabul edelimki µ′ : (D/DK ) →

(D/DK )′ morfizmi var olsun. Bu durumda,

0 =
�

µ−µ′
�

ρ (d )
0 =
�

µ−µ′
�

β (d )

olup µ−µ′ = 0 dır.

D

∂

��

ρ // D/DK

β

��

µ // (D/DK )′

β ′

zzvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

S
φ

// R

β (d +DK ) = φ∂ d
= ∂ d +K
= β ′ρ′ (d )
= β ′µ (d +DK )

diyagram değişmelidir. �

Teorem 2.8 φ∗ : XMod/S → XMod/R funktoru φ∗ : XMod/R → XMod/S funktorunun sol

ekidir.

XMod/S

φ∗
��

XMod/R

φ∗

OO



53

İspat. (D, S, ∂ ) bir çaprazlanmış modül olsun. Değişmeli cebirlerinin

D

φ′

��

∂

''

µ

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHH

φ∗φ∗(D)

p

��

(∂∗)∗ // S

φ

��
φ∗(D) ∂∗

// R

diyagramı çaprazlanmış S-modüllerin

(µ, i dS) : (D,S,∂ )−→ (φ∗φ∗ (D) ,S, (∂∗)∗)

morfizmini belirler.

Bu morfizim (D,S,∂ ) dan oluşturulan φ∗ evrenselliğinden (Teorem 2.2) vardır. XMod/S

de verilen

( f ∗, i dS) : (D,S,∂ )−→φ∗(B , R ,η) = (φ∗ (B ) ,S,η∗)

morfizmi için

�

µ, p
�

: (D,S,∂ )−→ (φ∗ (B ) ,S,η∗) ve
�

p ,φ
�

: (φ∗ (B ) ,S,η∗)−→ (B , R ,η)

morfizimlerinin bileşkesini gözönüne aldığımızda Teorem 2.5 gereğince XMod/R de

(D,S,∂ )
(φ′,φ) //

( f ,φ)

��

(φ∗(D), R ,∂∗)

( f ∗,i d R )

vvmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

(B , R ,η)

diyagramını değişmeli olacak şekilde biricik

�

f ∗, i d R
�

: (φ∗ (D) , R ,∂∗)−→ (B , R ,η)

morfizmi vardır.
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µ veφ∗ ın oluşturulmasında

D
∂

--ZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZ

µ **VVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

f ∗

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
C

φ′

��7
77

77
77

77
77

77
77

φ∗φ∗(D)

pwwppppppppp (∂∗)∗
//

φ∗

��

S

φ}}{{
{{

{{
{{

φ∗(D)
f ∗

//

f ∗

��

R

φ∗(B )
η∗ //

p
wwooooooooooo

S

φ||zz
zz

zz
zz

B η
// R

diagramı gereğince

(D,S,∂ )
(µ,i dS ) // (φ∗φ∗(D),S, (∂∗)∗)

φ∗( f ∗,i dS ))

��
(D,S,∂ )

(τ,i dS )
// (φ∗(B ),S,η∗)

dir. Böyleceφ∗, φ
∗ nün sol ekidir. �

Not: Bu özellik kullanılarak, XMod kategorisinde ko-limitlerin varlığı ispat edilebilir. Çünkü

sol ek funktorlar ko-limiti korur (MacLane, 1971). Ayrıca Shammu (1992) farklı bir yolla ko-

limitin varlığını göstermiştir.

Şimdi ∂ : D → S çaprazlanmış S-modülü ve φ : S → R , bire-bir k -cebir morfizmi olması

durumunda indirgenmiş çaprazlanmış modülün ne şekilde ifade edildiğini gösterelim.

D, S-cebir ve ∂ : D → S, S-cebir homomorfizmi olduğunda D bir agumented dir. Çek∂

idealine ise D nin agumentasyon ideali denir.

Örneğin; D =S [X ] alalım. Bu durumda,

∂ : S [X ] −→ S
∑

a i X i 7−→ a 0

alınırsa, Çek∂ = 〈X 〉ES [X ] agumentasyon idealidir.

Öngörü: D ⊆ S, R nin idealleri ve φ : S → R , içine k -cebir homomorfizmi ise I (R/S)

agumentasyon ideali olsun. Bu durumda

φ∗ (D)∼=D ×
�

D/D2⊗ I (R/S)
�
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dir.

Bu sonuç, gruplar (Brown ve Higgins, 1995) ve lie cebirler (Cassas ve Ladra, 2000) için

ispat edilmiştir. Değişmeli cebirler için ispat edemedik. Yalnız ispat için izlenecek bir yol

verebiliriz. Burada d , t ∈D ; x ∈ I (R/S) için

T = (D/D2⊗ I (R/S)) alalım.

C

α

��

D

β
33

∂
��

i // T

ζ

��

eφ

??

S
φ
// R

diyagramının bir ileri itme diyagramı olduğunu göstermeliyiz. Diğer bir deyişle

X= (D ∂ // S) ve Y= (T
ζ // R)

alınırsa
�

i ,φ
�

: X−→Y

çaprazlanmış modül morfizmi olduğunu göstermek yeterlidir.

İleri itme izomorfizm farkıyla biricik olduğundanφ∗ (D)∼= T dir. Tabiki ilk olarak

Y= (T
ζ // R)

nin bir çaprazlanmış R-modül olduğu gösterilmelidir

R ×T −→ T
(r, (d , [t ]⊗x )) 7−→ r · (d , [t ]⊗x ) = (r ·d , [r · t ]⊗ r x )

fonksiyonu etki şartını sağlar. (Bkz. Ek C 5)

Böylece
ζ : T −→ R

(d , [t ]⊗x ) 7−→ d

çaprazlanmış R-modüldür. Gerçektende,

C M 2. ζ (d ′, [t ′]⊗x ′) · (d , [t ]⊗x ) = d ′ · (d , [t ]⊗x )
=
�

d ′ ·d , [d ′ · t ]⊗d ′x
�

=
�

d ′d , [d ′ · t ]⊗d ′x
�

= (d ′d , 0)
�

∵ d ′ = 0
�
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(d ′, [t ′]⊗x ′) (d , [t ]⊗x ) = (d ′d , [t ′t ]⊗x ′x )
= (d ′d , 0) (∵ [t ′t ] = 0)

Şimdi diğer fonksiyonları tanımlayalım.

i : D −→ T
d 7−→ (d , 0)

φ̃ : T −→ Z
(d , [t ]⊗x ) 7−→ β (d )+β (x · t )

tanımlanabilir.



BÖLÜM 3

GERİ ÇEKME VE İLERİ İTME Cat1-CEBİRLER

3.1 Giriş

Bölüm 2 de ko-indirgenmiş ve indirgenmiş çaprazlanmış modül yapılarını inceledik. Bu

bölümde cat1-cebirlerin ko-indirgenmiş ve indirgenmiş yapıları üzerinde çalışacağız. Genel

olarak catn -grup yapısı Loday (1982) tarafından tanımlanmıştır. Daha sonra Brown ve Loday

(1987) tarafından indirgenmiş catn -grup yapısını tanımlayarak, cebirsel topolojide bir çok

uygulamalar ver-miştir. n = 1 için Alp (1997) doktora tezinde ayrıntılı olarak incelemiştir.

Ayrıca değişmeli cebirler versiyonunu Alp (2006) yayınlamıştır fakat bu çalışmada bazı ek-

siklikler olduğundan, bu tezde bu çalışma tekrar gözden geçirilerek sonuçlar geliştirilmiştir.

3.2 Geri Çekme Cat1-Cebirler

C= (e ; t , s : A→R) cat1-cebir veφ : S→R , bir k -değişmeli cebir morfizmi olsun.

φ∗(A)

��

s ∗t ∗

��

φ′ // A

��

st

��
S

φ
//

@A

GF
e ∗

oo

R
BC

ED
e

oo

değişmeli geri çekme diyagramın da A nınφ∗ (A) olan geri çekmesi olup,φ∗ (C) ye geri çekme

cat1cebir denir. Burada

φ∗ (C) :
�

e ∗; t ∗, s ∗ :φ∗ (A)−→S
�

olup

φ∗ (A) =
��

s , a , s ′
�

|φ (s ) = t (a ) , φ
�

s ′
�

= s (a )
	

⊆SnA ×S

ve morfizmler
t ∗ (s , a , s ′) = s
s ∗ (s , a , s ′) = s ′

e ∗ (s ) =
�

s ,
�

eφ
�

(s ) , s
�

şeklinde tanımlanır.

57
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Teorem 3.1

φ∗ (C) :
�

e ∗; t ∗, s ∗ :φ∗ (A)−→S
�

bir cat1-cebirdir.

İspat.

C AT 1. t ∗e ∗ (s ) = t ∗ (e ∗ (s ))
= t ∗
�

s ,
�

eφ
�

(s ) , s
�

= s
= 1S (s )

ve

s ∗e ∗ (s ) = s ∗ (e ∗ (s ))
= s ∗
�

s ,
�

eφ
�

(s ) , s
�

= s
= 1S (s )

olup t ∗e ∗ (s ) = 1S (s ) = s ∗e ∗ (s ) dır.

C AT 2. x =
�

s ′1, a 1, s1
�

∈Çekt ∗ ve y =
�

s2, a 2, s ′2
�

∈Çeks ∗ alalım.

Çekt ∗Çeks ∗ = {0}

olduğunu göstermek için gerek ve yeter şart x y = 0 olduğunu göstermemiz yeterlidir.

x y =
�

s ′1, a 1, s1
��

s2, a 2, s ′2
�

=
�

s ′1s2, a 1a 2, s1s ′2
�

dir. Fakat x ∈Çekt ∗ ve y ∈Çeks ∗ olduğundan

t ∗
�

s ′1, a 1, s1
�

= s ′1 = 0S

s ∗
�

s2, a 2, s ′2
�

= s ′2 = 0S

dir. Böylece,
x y = (0Ss2, a 1a 2, s10S)

= (0S , a 1a 2, 0S)

elde edilir.

Ayrıca a 1 ∈Çekt , a 2 ∈Çeks ve C bir cat1-cebir olduğundan

a 1a 2 ∈Çekt Çeks = {0}

olup a 1a 2 = 0 dır. Böylece

x y = (0S , a 1a 2, 0S) = 0

dır. Bu ise istenilendir. Bundan başka e ∗, t ∗, s ∗ nın homomorfizm oldukları kolayca göster-

ilir. �
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Önerme 3.2 (C , R ,∂ ) çaprazlanmış R-modül ve
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

geri çekmesi olsun. C ve D

sırasıyla (C , R ,∂ ) ve
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

çaprazlanmış modüllerden elde edilen cat1-değişmeli ce-

birler ise

D∼=φ∗ (C)

dir.

İspat.
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

geri çekme çaprazlanmış S-modül olduğundan

φ∗(C )
φ′ //

∂ ∗

��

C

∂

��
S

φ
// R

geri çekme diyagramı vardır. Böylece

F : XMod−→Cat1-Ceb

funktoru yardımıyla ∂ ve ∂ ∗ çaprazlanmış modüllerine karşılık gelen cat1-değişmeli cebirler

sırasıyla

F (C , R ,∂ ) =C= (R nC
t ,s //// R)
e

oo

ve

F (φ∗(C ),S,∂ ∗) =D= (Snφ∗(C )
t ∗,s ∗ //// S)

e ∗
oo

dır.

Ayrıca F funktoru yardımıyla geri çekmeleri taşıyabiliriz. Şöyleki,

φ∗(C )
φ′ //

∂ ∗

��

C

∂

��

Snφ∗(C )

��

s ∗t ∗

��

ψ // R nC

��

st

��

F
 

S
φ

// R S
φ

//
@A

ON

e ∗

�������������

oo

R
BC

54

e

� � � � � � � � � � � � �

oo

olup D nin morfizmleri

t ∗(s ′, (s , c )) = s ′

s ∗(s ′, (s , c )) = s ′+ ∂ ∗(s , c )

= s ′+ s

e ∗(s ) = (s , (0S , 0C ))
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şeklindeki homomorfizmlerdir. Şimdi D veφ∗ (C) cat1-cebirlerinin birbirlerine izomorf olduğunu

gösterelim. İlk olarakφ∗ (C) geri çekme cat1-cebirlerini oluşturalım. Yani,

φ∗(R nC )

��

s •t •

��

φ′ // R nC

��

st

��
φ∗(R) =S

φ
//

@A

GF
e •

oo

R
BC

54
e

� � � � � � � � � � �

oo

Snφ∗(C )

��

s ∗t ∗

��

ψ // φ∗(R nC )

��

s •t •

��

φ′ // R nC

��

st

��
S

i dS

//
@A

GF
e ∗

oo

φ∗(R) =S
φ

//
BC

54
e •

� � � � � � � � � � �

oo

R
BC

54
e

� � � � � � � � � � �

oo

ψ(s ′, (s , c )) = (s ′, (φ
�

s ′
�

, c ), s ′+ s )

tanımlayalım.

φ∗ (R nC ) =
�

φ (s ) = t (r, c )
φ (s ) = s (r, c )

�

⊆S× (R nC )×S

r =φ (s ′) alınırsaψ(s ′, (s , c ))∈φ∗ (R nC ) olur. Çünkü,

t
�

φ
�

s ′
�

, c
�

=φ
�

s ′
�

ve
s
�

φ (s ′) , c
�

= φ (s ′)+ ∂ (c )
= φ (s ′)+φ (s )
= φ (s ′+ s )

dir. Şimdiψ nin S-cebir homomorfizmi olduğunu gösterelim.

ψ(s ′′ ·
�

s ′, (s , c )
�

) = ψ(s ′′ · s ′, s ′′ · (φ
�

s ′
�

, c ), s ′′ ·
�

s ′+ s
�

)

= ψ(s ′′s ′, (s ′′ ·φ
�

s ′
�

, s ′′ · c ), s ′′
�

s ′+ s
�

)

= ψ(s ′′s ′, s ′′ · (φ
�

s ′
�

, c ), s ′′s ′+ s ′′s )

= s ′′ ·ψ
�

s ′, (s , c )
�
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ψ((s ′1), (s1, c1))+ (s ′2, (s2, c2)) = ψ(s ′1+ s ′2, (s1, c1)+ (s2, c2))

= ψ(s ′1+ s ′2, (s1+ s2, c1+ c2))

= (s ′1+ s ′2,
�

φ
�

s ′1+ s ′2
�

, c1+ c2
�

, s ′1+ s ′2+ s1+ s2)

ψ(s ′1, (s1, c1))+ψ(s ′2, (s2, c2)) = (s ′1, (φ
�

s ′1
�

, c1), s ′1+ s1)+ (s ′2, (φ
�

s ′2
�

, c2), s ′2+ s2)

= (s ′1+ s ′2, (φ
�

s ′1
�

, c1)+ (φ
�

s ′2
�

, c2), s ′1+ s1+ s ′2+ s2)

= (s ′1+ s ′2, (φ
�

s ′1
�

, c1)+ (φ
�

s ′2
�

, c2), s ′1+ s1+ s ′2+ s2)

= (s ′1+ s ′2,
�

φ
�

s ′1
�

+φ
�

s ′2
�

, c1+ c2
�

, s ′1+ s ′2+ s1+ s2)

= (s ′1+ s ′2,
�

φ
�

s ′1+ s ′2
�

, c1+ c2
�

, s ′1+ s ′2+ s1+ s2)

ψ((s ′1, (s1, c1))+ (s ′2, (s2, c2)) =ψ(s ′1, (s1, c1))+ψ(s ′2, (s2, c2)) olup toplama işlemi için sağlanır.

ψ((s ′1, (s1, c1))(s ′2, (s2, c2)) = ψ(s ′1s ′2, s ′1.(s2, c2)+ s ′2.(s1, c1)+ (s1, c1)(s2, c2))

= ψ(s ′1s ′2, (s ′1s2, s ′1.c2)+ (s ′2s1, s ′1.c1)+ (s1s2, c1c2))

= ψ(s ′1s ′2, (s ′1s2+ s ′2s1+ s1s2,φ
�

s ′1
�

c2+φ
�

s ′2
�

c1+ c1c2))

= (s ′1s ′2, (φ
�

s ′1
�

φ
�

s ′2
�

,φ
�

s ′1
�

c2+φ
�

s ′2
�

c1+ c1c2),

s ′1s ′2+ s ′1s2+ s ′2s1+ s1s2)

ψ(s ′1, (s1, c1))ψ(s ′2, (s2, c2)) = (s ′1, (φ
�

s ′1
�

, c1), s ′1+ s1)(s ′2, (φ
�

s ′2
�

, c2), s ′2+ s2)

= (s ′1s ′2, (φ
�

s ′1
�

, c1).(φ
�

s ′2
�

, c2),
�

s ′1+ s1
�

.
�

s ′2+ s2
�

)

= (s ′1s ′2, (φ
�

s ′1
�

φ
�

s ′2
�

,φ
�

s ′1
�

c2+φ
�

s ′2
�

c1+ c1c2),

s ′1s ′2+ s ′1s2+ s ′2s1+ s1s2)

ψ((s ′1, (s1, c1))(s ′2, (s2, c2)) =ψ(s ′1, (s1, c1))ψ(s ′2, (s2, c2)) olup çarpma işlemi içinde sağlanır.

ψ nin tersi

ψ−1(s1, (r, c ), s2) = (s1, (s2− s1, c ))

olarak tanımlanır.

Böylece

ψψ−1(s1, (r, c ), s2) = ψ(s1, (s2− s1, c ))

= (s1,
�

φ (s1) , c
�

, s1+(s2− s1))

= (s1,
�

φ (s1) , c
�

, s2)

= (s1, (r, c ), s2)
�

∵φ∗ (S) =R
�

= 1φ∗(RnC )(s1, (r, c ), s2)
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Benzer şekilde,

ψ−1ψ(s ′, (s , c )) = ψ−1(s ′, (φ
�

s ′
�

, c ), s ′+ s )

=
�

s ′,
�

s ′+ s − s ′, c
��

= (s ′, (s , c ))
�

∵φ∗ (S) =R
�

= 1Snφ∗(C )(s ′, (s , c ))

Ayrıca,

t •ψ(s ′, (s , c )) = t •(s ′, (φ(s ′), c ), s ′+ s )

= s ′

= t ∗(s ′, (s , c )),

s •ψ(s ′, (s , c )) = s •(s ′, (φ(s ′), c ), s ′+ s )

= s ′+ s

= s ∗(s ′, (s , c )),

ψe ∗(s ) = ψ(s , (0S , 0C ))

= (s , (φ (s ) , 0S), s )

= e •(s )

olup diyagram değişmelidir. �

Şimdi geri çekme cat1-cebirin evrensellik özelliğine sahip olduğunu gösterelim.

Teorem 3.3
�

Geri çekme cat1-cebir için evrensellik özelliği
�

C= (e ; t , s : A→R) , D= (e •; t •, s • : B→S) cat1-cebirler olsun.

�

f ,φ
�

: D−→C

cat1-cebir morfizmi olmak üzere,

D= (e •; t •, s • : B→S)

( f ,φ)

��
(e ∗; t ∗, s ∗ :φ∗(A)→S)

( f ∗,i dS )

66

(φ′,φ)
// C= (e ; t , s : A→R)

değişmeli olacak şekilde biricik
�

f ∗, i dS
�

, cat1-cebir morfizmi vardır.
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İspat. Yukarıdaki diyagramı daha açık olarak,

B

t •

��

s •

��

f // A

t

��

s

��

φ∗(A)
φ′

<<zzzzzzzz

t ∗

||yy
yy

yy
yy

y

s ∗
||yy

yy
yy

yy
y

f ∗

bb

S
φ

// R

şeklinde ifade edebiliriz. Burada D = (e •; t •, s • : B→S) herhangi cat1-cebir ve
�

f ,φ
�

cat1-

cebir morfizmi olmak üzere

f ∗ :φ∗ (A)−→ B

biricik cat1-cebir morfizmi vardır, öyleki t • f ∗ = t ∗, s • f ∗ = s ∗ ve f f ∗ =φ′ dür.

İlk olarak
�

f ,φ
�

çiftinin cat1-cebir olduğunu gösterelim.

Yukarıdaki diyagramdan (Yani geri çekme cat1-cebir özelliğinden)

f : B −→ A
(s , a , s ′) 7−→ a

dir.

Buradan;

t f (s , a , s ′) = t (a )
= φ (s )
= φt • (s , a , s ′)

ve
s f (s , a , s ′) = t (a )

= φ (s ′)
= φs • (s , a , s ′)

olup
�

f ,φ
�

çiftinin cat1-cebir morfizmidir.

�

φ′,φ
�

: C∗ −→C

herhangi cat1-cebir morfizmi öyleki tφ′ =φt ∗, sφ′ =φs ∗ olmak üzere biricik

f ∗ : φ∗ (A) −→ B
x 7−→
�

t ∗ (x ) ,φ′ (x ) , s ∗ (x )
�

morfizmi vardır, çünkü her x ∈φ∗ (A) için tφ′ (x ) =φt ∗ (x ) ve sφ′ (x ) =φs ∗ (x ) dir. Şimdi, f ∗

cat1-cebir morfizmi olduğunu gösterelim. x ∈φ∗ (A) , s ∈S için

�

t • f ∗
�

(x ) = t •
�

f ∗ (x )
�

= t •
�

t ∗ (x ) ,φ′ (x ) , s ∗ (x )
�

= t ∗ (x )
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ve
�

s • f ∗
�

(x ) = s •
�

f ∗ (x )
�

= s •
�

t ∗ (x ) ,φ′ (x ) , s ∗ (x )
�

= s ∗ (x )

olup f ∗ cat1-cebir morfizmidir. Ayrıca
�

f f ∗
�

(x ) = f
�

f ∗ (x )
�

= f
�

t ∗ (x ) ,φ′ (x ) , s ∗ (x )
�

= φ′ (x )

olup f f ∗ =φ′ dir. �

Teorem 3.4

φ∗ : Cat1-Ceb/R −→Cat1-Ceb/S

geri çekme funktoru vardır.

İspat. Teorem 1.2.1 gereğince Cat1-Ceb/R kategorisinde herhangi C = (e ; t , s : A→R)

cat1-cebir objesi için geri çekme

φ∗ (C) =
�

e ∗; t ∗, s ∗ :φ∗(A)−→S
�

Cat1-Ceb/S kategorisinde bir objedir. Morfizmlerin korunması Teorem 2.2.2 ye benzer şek-

ilde gösterilir. �

3.2.1 Geri Çekme Cat1-Cebir Örnekleri

1. I E R olsun. Bu durumda ∂ : I ,→ R içine çaprazlanmış R-modülünün φ : S → R ,

k -cebir homomorfizmi yardımıyla elde edilen geri çekme çaprazlanmış modülünün

φ∗ (I , R ,∂ ) =
�

φ∗ (I ) ,S,∂ ∗
�

∼=
�

φ−1 (I ) ,S,∂ ∗
�

ve

φ∗ (I ) ∼= φ−1 (I )ES

olduğunu Bölüm 2 de gösterdik. Ayrıca önerme 3.2.2 den,

C= (R n I
t ,h // // R)
e

oo

ve

D∼= φ∗ (C) = (φ∗(R n I )
// // φ∗(R))oo

= (Snφ∗(I )
//// S)oo

= (Snφ−1(I )
//// S)oo
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dir.

2. Her M , R-modülü, φ : S → R , halka homomorfizmi yardımıyla bir S-modül yapısı

oluşturur. Ayrıca f : M →N , S-modül homomorfizmi ise,

F :R Mod−→S Mod

funktoru tanımlandığını ve çaprazlanmış modül yapısına genişletimiyle geri çekmesini Bölüm

2 de vermiştik, ayrıca,

φ∗ (M , R , 0) =
�

φ∗ (M ) ,S,∂ ∗
�

ve

φ∗ (M ) = M ×Çekφ

dir.

C= (R nM
t ,h //// R)
e

oo

ve

D= (Snφ∗(M )
t ∗,h∗ //// S)

e ∗
oo

için önerme 3.2.2 den,

D ∼= φ∗ (M ) ∼= M ×Çekφ

olup

D ∼=
�

Sn
�

M ×Çekφ
�

⇒←−S
�

dir.

3.3 İndirgenmiş Cat1-Cebirler

Bu kısımda bir önceki teoremde verilen funktorun sol eki olan

φ∗ : Cat1-Ceb/S −→Cat1-Ceb/R

funktorunu oluşturacağız. Özetle;

C= (e ; t , s : D⇒←−S)

��

C

��

// φ∗(C)

��

φ∗ ///o/o/o

S
φ

// R S
φ

// R
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ileri itme diyagramı oluşturulmaktadır. Buradan φ∗ (C) cat1-cebire indirgenmiş cat1-cebir

denir.

C= (e ; t , s : D→S) cat1-cebir veφ : S→R , k -cebir morfizmi olsun. Bu durumda,

φ∗ (C) = (e∗; t∗, s∗ :φ∗ (D)−→R)

indirgenmiş cat1-cebiri,

(i dS ; i dS , i dS : S→S)

(e ,i dS ))

��

(φ,φ) // (i d R ; i d R , i d R : R→R)

(e∗,i d R )

��
(e ; t , s : D→S)

(φ∗,φ)
// (e∗; t∗, s∗ :φ∗(D)→R)

ileri itme diyagramı ile verilir. Bu diyagramı üç boyutlu olarak

S

��?
??

??
??

?
i dS

��?
??

??
??

?

e

��

φ
// R

##F
FFFFFFFF

i d R

##F
FFFFFFFF

e∗

��

S
φ

//

i dS

��

R

i d R

��

D

��=
==

==
==

=
s

t ��=
==

==
==

=
φ∗ // φ∗(D)

""E
EE

EE
EE

EE s∗
t∗ ""E

EE
EE

EE
EE

S
φ

// R

şeklinde yazılabilir.

Şimdiφ∗ (C) nin cat1-cebir olduğunu gösterelim.

İlk olarak aşağıdaki yardımcı teoremi verelim.

Yardımcı Teorem 3.5 C= (e ; t , s : D→S) cat1-cebir ise Çekt Çeks , D nin bir idealidir.

İspat. x ∈Çekt Çeks ve y ∈D ise x y ∈Çekt Çeks olduğunu göstermeliyiz. x = ab , a ∈Çekt

ve b ∈Çeks olmak üzere t (a ) = s (b ) = 0 dır.

x y = (ab )y ⇒ x y =
�

a y
�

b
⇒ t
�

a y
�

= t (a ) t
�

y
�

= 0.t
�

y
�

= 0
⇒ a y ∈Çekt v e b ∈Çeks olduğundan
⇒ x y ∈Çekt Çeks
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x y = (ab )y ⇒ x y = a
�

by
�

⇒ s
�

by
�

= s (b )s
�

y
�

= 0.s
�

y
�

= 0
⇒ by ∈Çeks v e a ∈Çekt olduğundan
⇒ x y ∈Çekt Çeks

olur. �

Önerme 3.6 C = (e ; t , s : D → S) cat1-cebir ve φ : S → R , k -cebir morfizmi olsun. Bu du-

rumda,
φ∗ (C) = (φ∗ (e ) ;φ∗ (t ) ,φ∗ (s ) :φ∗ (D)−→φ∗ (S))

= (e∗; t∗, s∗ :φ∗ (D)−→R)

bir cat1-cebirdir.

İspat. İlk olarakφ∗ (D) objesini oluşturalım.

D[R], R üzerinde serbest cebir olsun. Çe k t Çe k s kümesi D[R] nin idealidir.

Böylece

φ∗ (D) =D[R]/Çe k t Çe k s

alınırsaφ∗ (C) bir cat1-cebirdir. Yalnız CA2 şartını sağladığını göstereceğiz.

D_�

��

t
//

s //
S

φ // R

D[R]

q

��
D[R]/Çe k t Çe k s

s∗

::vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

t∗

::vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

x ∈D[R] için [x ]∈D[R]/Çekt Çeks olup

s∗ ([x ]) = φs (x )
t∗ ([x ]) = φt (x )

dır. [x ] ∈Çeks∗ ve [y ] ∈Çekt∗ ise s∗ ([x ]) = s (x ) = 0 ve t∗
��

y
��

= t (y ) = 0 olup x y ∈Çekt Çeks

dir. Buradan [x ]
�

y
�

= [0] elde edilir. Böylece Çekt∗Çeks∗ = {[0]} dır. �

Teorem 3.7 (İndirgenmiş cat1-cebirler için evrensellik özelliği )

�

f ,φ
�

: (e ; t , s : D→S)−→ (e ′; t ′, s ′ : B→R)

cat1-cebir morfizmi olmak üzere

(D⇒←−S)

(φ∗,φ)

��

( f ,φ) // (B⇒←−R)

(φ∗(D)⇒←−R)

( f ∗,i d R )

::vvvvvvvvvvvvvvvvvvv
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diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik
�

f ∗, i d R
�

vardır.

İspat. Yukarıdaki diyagram

D

##F
FFFFFFFF

##F
FFFFFFFF

��

// B

��?
??

??
??

��?
??

??
??

��

S //

��

R

��

φ∗(D)

""E
EEEEEEE

""E
EEEEEEE

// B

��>
>>

>>
>>

>

��>
>>

>>
>>

>

R // R

şeklinde ifade edilebilir. Ayrıca ileri itme formda

B

��

D

44

�� ��

// φ∗ (D)

�� ��

==

S
φ

// R

şeklinde yazabiliriz.

İleri itme şartları Teorem 2.3.2 ye benzer şekilde yapılır. �

Teorem 3.8

φ∗ : Cat1-Ceb/S −→Cat1-Ceb/R

funktoru vardır.

Not: Cat1-cebirler kategorisi çaprazlanmış modüller kategorisine denk olduğundan in-

dirgenmiş cat1-cebir örnekleri bölüm 2 deki indirgenmiş çaprazlanmış modül örnekleri yardımıyla

verilebilir.

Şimdi Çekt Çeks ve Çekt∗Çeks∗ idealleri arasındaki bazi ilişkiler araştırılacaktır.

Önerme 3.9 Çekt = 〈X t 〉 ve Çeks = 〈Xs 〉, ise

Çekt Çeks = 〈X t Xs 〉=
¨

∑

i

a i b i

«
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dir. Burada a i = x i 1x i 2 . . .x i r ∈Çekt , b i = yi 1 yi 2 . . . yi s ∈Çeks ve x i j ∈X t , yi j ∈Xs

F = ( )C a t : PCat1−Ceb−→Cat1−Ceb

funktoru alınarak P = (e ; t , s , : D → R) ön-cat1-değişmeli cebiri için verilsin. Bu ön cat1-

objeden yeni bir cat1-obje oluşturacak olan ve bölüm cebirini verecek olan Çekt∗Çeks∗ üreteç

kümesini oluşturalım. Bunun için,

πt : D −→ Çekt
d 7−→ d − (e t ) (d )

ve
πs : D −→ Çeks

d 7−→ d − (e s ) (d )

projeksiyonlarını tanımlıyalım.

d ∈Çekt ise
πt (d ) = d − (e t ) (d )

= d − e (0)
= d

ve benzer şekilde d ∈Çeks ise

πs (d ) = d − (e s ) (d )
= d − e (0)
= d

olup πt ve πs örtendir.

Önerme 3.10

(i a ) πt (a +b ) = (πt a )+ (πt b )
(ib ) πs (c +d ) = (πs c )+ (πs d )
(i i a ) −(πt a ) = (πt (−a ))
(i ib ) −(πs c ) = (πs (−c ))
(i i i a ) πt (a 1+a 2+ . . .+a n ) = (πt a 1)+ (πt a 2)+ . . .+(πt a n−1)+ (πt a n )
(i i ib ) πs (c1+ c2+ . . .+ cn ) = (πs c1)+ (πs c2)+ . . .+(πs cn−1)+ (πs cn )

İspat. (ia)

πt (a +b ) = (a +b )− e (t (a +b ))

= (a +b )− e (t (a )+ t (b ))

= (a +b )− ((e t ) (a )+ (e t ) (b ))

= a + e t (a )+b + e t (b )

= (πt a )+ (πt b )
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Benzer şekilde diğerleri de gösterilir. �

Bu özelliklerin kullanılmasıyla oluşturacağımız komutatörlerin basit özelliklerini oluştu-

ralım.

Önerme 3.11
(i) πt (a +b )πs c = πt (a )πs (c )+πt (b )πs (c )
(ii) πt (a )πs (b + c ) = πt (a )πs (b )+πt (a )πs (c )

İspat. (i)

πt (a +b )πs (c ) = [(a +b )− e (t (a +b ))] (c − (e s ) (c ))

= (a +b )c − (a +b ) (e s ) (c )− (e t ) (a +b )c +(e t ) (a +b ) (e s ) (c )

= a c +b c −a (e s ) (c )−b (e s ) (c )− (e t ) (a )c − (e t ) (b )c

+(e t ) (a ) (e s ) (c )+ (e t ) (b ) (e s ) (c )

= (a − (e t ) (a )) (c − (e s ) (c ))+ (b − (e t ) (b )) (c − (e s ) (c ))

= πt (a )πs (c )+πt (b )πs (c )

(ii)

πt (a )πs (b + c ) = (a − (e t ) (a )) [(b + c )− e (s (b + c ))]

= a (b + c )−a (e s ) (b + c )− (e t ) (a ) (b + c )+ (e t ) (a ) (e s ) (b + c )

= ab +a c −a (e s ) (b )−a (e s ) (c )− (e t ) (a )b − (e t ) (a )c

+(e t ) (a ) (e s ) (b )+ (e t ) (a ) (e s ) (c )

= (a − (e t ) (a )) (c − (e s ) (c ))+ (a − (e t ) (a )) (b − (e s ) (b ))

= πt (a )πs (b )+πt (a )πs (c )

�

Önerme 3.12 πt ve πs , R .etkisini korurlar.

İspat.

πt (r ·d ) = (r ·d )− (e t (r ·d ))

= d e (r )− (e t )(d e r )

= e (r )− (d − (e t )(d ))

= r ·πt (d )
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Benzer şekilde πs içinde πs (r ·d ) = r ·πs (d )dir. �

C = (e ; t , s : D → S) cat1-cebir ve φ : S → R bire-bir olsun. R ve S üzerinde birim cat1-

cebirleri U, R ile tanımlıyalım.

S

��?
??

??
??

?
1

1 ��?
??

??
??

?

e

��

φ
// R

##F
FFFFFFFF

1
1 ##F

FFFFFFFF

e∗

��

S
φ

//

1
��

R

1

��

D

��=
==

==
==

=
s

t ��=
==

==
==

=
φ∗ // φ∗(D)

""E
EE

EE
EE

EE s∗
t∗ ""E

EE
EE

EE
EE

S
φ

// R

ileri itme diyagramını oluşturalım. Böylece φ∗ (C) ,
�

φ,φ
�

ve (e , 1) nin bir ileri itmesidir.

Böyleceφ∗ (D) =D [R] serbest cebirinin elemanları

κ=
k
∑

i=1

(d i · ri ) = d 1 · r1+d 2 · r2+ · · ·+d k · rk

şeklindedir.

Önerme 3.13 φ∗ (C) = (e∗; t∗, s∗ :φ∗ (D)→R) ön-cat1-cebir, başlangıç t∗ ve bitiş s∗ homomor-

fizmleri boyutları 1 olan wordlerdir.

s∗d =φs d ve t∗d =φt d
s∗r = r t∗r = r

ve e∗r = r dur.

İspat.

S
φ //

e

��

R

e∗
��

1

��1
11

11
11

11
11

11
11

1

D
φ∗ //

ιt
((QQQQQQQQQQQQQQQQQ φ∗D

t∗
CC

C

!!C
CC

R

Değişmeli cebirlerin ileri itmesi diyagramı değişmeli olduğundan t∗e∗ = i d R olacak şek-

ilde biricik t∗ homomorfizmi ve benzer şekilde s∗e∗ = i d R olacak şekilde biricik s∗ homomor-

fizmi vardır. �
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Ön-cat1-cebirleri cat1-cebir yapabilmemiz için Peiffer altcebirlerini bulmalıyız. Bunun

için P∗ =Çekt∗Çeks∗ Peiffer ideallerini bulmalıyız. Yani, Çekt∗ ve Çeks∗ ideallerinin üreteç-

lerini bulmak için πt ve πs morfizmlerine benzer şekilde πt∗ ve πs∗ morfizmlerini tanımlay-

alım.
πt∗ : D [R] → D [R]

κ 7→ κ− (e∗t ) (κ)

ve
πs∗ : D [R] → D [R]

κ 7→ κ− (e∗s ) (κ)

ile tanımladığımız πt∗ ve πs∗ morfizleride πt ve πs nın bazı özelliklerini sağlar.

Önerme 3.14 Her d ∈D, r ∈R için

e∗t∗d = e t d

e∗s∗d = e s d

πt∗d = πt d

πt∗r = λ

πt∗(r d ) = r · (πt d )

πt∗(r1d 1+ r2d 2) = (r1 (t d 2)r2) · (πt (d 1))+ r2 ·πt (d 2)

πt∗(r1d 1+ . . .+ rn d n ) = (r1 (t d 2)r2) . . . (t d n )rn · (πt (d 1))+ . . .+ rn−1(t d n )rn ·πt (d n−1)+ rn · (πt d n )

özellikleri sağlanır.

İspat. Bir önceki önerme veφ∗ : G →φ∗G , için

e∗t∗g = e∗φt g =φ∗e t g = e t g .

πt∗tanımından

πt∗g = g − (e∗t∗∗(g )) = g − (e t (g )) =πt g ,

πt∗r = r − (e∗t∗(r )) = r − r =λ

πt∗(r g ) = (t∗r ) · (πt∗g )(πt∗r )

= r · (πt∗g )

= r ·
�

πt g
�
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πt∗(g r ) =
�

t∗g
�

· (πt∗r )(πt∗g )

= (πt∗g )

= (πt g )

Önermeden

πt∗(r1 g 1+ r2 g 2) = πt∗(g 1r1)+ (πt∗g 2r2)

= [πt∗(g 1)+πt∗(r1)]+
�

πt∗(g 2)+πt∗(r2)
�

= πt g 1+πt g 2+λ

= πt g 1+πt g 2

�

Önerme 3.15 Her g ∈G , r ∈R için

πs∗g = πs g ,

πs∗r = λ,

πs∗(g r ) = πs g +λ,

πs∗(g 1r1+ g 2r2) = πs g 1+πs g 2,

πs∗(g 1r1+ . . .+ g n rn ) = πs g 1+ . . .+πs g n .

Sonuç 3.16 Her a ,b , c ∈G için

πt∗(a +b )(πs∗c ) = πt∗(a )πs∗(c )+πt∗(b )πs∗(c )

πt∗(a )πs∗(b + c ) = πt∗(a )πs∗(b )+πt∗(a )πs∗(c )

XU , U =Çekt için üreteçlerin kümesi ve YU = X S
U = {g i }i∈I da S nin etkisi ile XU nin

closuresi olsun. T = {c j }j∈J , olmak üzere R/S nin sağ yan kümesinin transversalı ve G =SnU

olsun.

Önerme 3.17 Çekt∗ ve Çeks∗ üreteç kümelerine sahiptir ∂ bire-bir morfizm olmak üzere

Zt∗ = {c j · (0, g i ) | g i ∈ YS , c j ∈ T },

Zs∗ = {c j · (−∂ g i , g i ) | g i ∈ YS , c j ∈ T }.

dir.
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İspat. (C= e ; t , s : G →S) cat1−cebir ve G =SnU olmak üzere

t (r, s ) = r s (r, s ) = r + ∂ s e (r ) = (r, 0)

πt (r, s ) = (0, s ) πs (r, s ) =−(∂ s , s )

Ayrıca önermeden
t∗(r, s ) = φt (r, s ) = r
s∗(r, s ) = φs (r, s ) = r + ∂ s
e∗r = (r, 0S)

Böylece t∗r = s∗r = e∗r = r dan

πt∗(r, s ) = r − (r, s ) = (0R , s )
πt∗r = λ
πs∗(r, s ) = −∂ s + r − (r, s ) =−∂ s +(0R , s )
πs∗r = λ

olur. πt∗

πt∗((r1, s1)r1+ . . .+(r`, s`)r`) = (r1(r2, 1)r2 . . . (r`, 1)r`) · (0, s1)+ . . .+(r`−1(r`, 1)r`) · (0, s`−1)+ r` · (0, s`)

= (r1r2r2) · (0, s1)+ . . .+ r` · (0, s`)

= r ′1 · (0, s1)+ . . .+ r ′` · (0, s`),

olup Çekt∗ nın her elemanı

r1 · (0, s1) . . . r` · (0, s`), s i ∈S, ri ∈ r.

formundadır.

r · (0, s1s2 . . . s`) = r · ((0, s1) . . . (0, s`)) = r · (0, s1) . . . r · (0, s`)

Buradan S nin üreteç kümesini bulmamız gerekir. ∃r ∈ R için r = r c , c ∈ r için yan küme

representasyonları

r · (0, s ) = (r c ) · (0, s ) = c · (0, r · s ).

dir. Böylece Çekt∗ üreteç kümesi

{c j · (0, g i ) | g i ∈ YS , c j ∈ T }

Benzer şekilde Çeks∗ üreteç kümesi

{c j · (−∂ g i , g i ) | g i ∈ YS , c j ∈ T }.

dir. �



75

Önerme 3.18 Peiffer altcebiri P∗ =Çekt∗Çeks∗ üreteç kümesi

ZP∗ = {
�

c j · (0, g i )
�

(−∂ g k , g k ) | g i , g k ∈ YS , c j ∈ T }.

dir.

İspat. Zt∗ ,Çekt∗ ı ve Zs∗ ,Çeks∗ ı ürettiğinden P∗, {x y | x ∈Zt∗ , y ∈Zs∗} tarafından üretilir.

Buradan c j c−1
` = r c ′, r ∈R , c ′ ∈ T olmak üzere,

x y =
�

c j · (0, g i )
��

c` · (−∂ g k , g k )
�

=
�

(0, g i )c j c−1
` (−∂ g k , g k )
�c`

= ((0, g r
i )

c ′(−∂ g k , g k ))c`

dir. �



BÖLÜM 4

GERİ ÇEKME VE İLERİ İTME SİMPLİSEL CEBİRLER

4.1 Giriş

Bölüm 2 ve 3 te geri çekme ve ileri itme kategoriksel yapıları çaprazlanmış modüller ve

cat1-cebirler üzerine incelenmiştir. Bu bölümde bu kategoriksel yapıları simplisel cebirlere

genişleteceğiz.

Cat1-Ceb

&&LLLLLLLLLLL

wwnnnnnnnnnnnn

Simp(Ceb)≤1

77nnnnnnnnnnnn
// XMod

ffLLLLLLLLLLL
oo

diyagramındaki kategoriler denk (Bölüm 1) olduğundan ko-indirgenmiş yapıları için benzer

ilişkinin var olduğunu söyleyebiliriz.

4.2 Geri Çekme Simplisel Cebir

φ : S→R , k -cebir morfizmi yardımıyla

F : Ceb/R −→Ceb/S

funktorunu oluşturulabilir (Bkz. Örnek 1.2.2). Buradan,

φ∗ : Simp (Ceb/R)−→ Simp (Ceb/S)

funktorunun tanımlanabileceğini göstereceğiz. Bu funktora geri çekme simplisel funktoru

denir. Dolayısıyla E∈Ob (Simp (Ceb/R)) için

φ∗ (E) =E
′

objesine geri çekme (ko-indirgenmiş) simplisel cebir denir.

Böylece her n ∈N için

φ∗(En ) = E ′n

��

// En

p d (n )0 =p (d 1
0 d 2

0 ...d n
0 )

��
S

φ
// R

76
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karesi bir geri çekmedir. Diğer bir deyişle

φ∗(En ) = E ′n

��

// En

d (n )0
��

E0

p

��
S

φ
// R

φ∗ (En ) =
¦

(xn , s ) | p d (n )0 (xn ) =φ (s )
©

⊆ En ×S

dir.

Her n ∈N için geri çekme diyagramlarını incelemeden önce Grothendieck yardımcı teo-

remini vereceğiz.

Yardımcı Teorem 4.1 (G rot he nd i e c k )

E ′1

�� ��

// E1

d 1
0

��
d 1

1

��
E ′0 φ0

// E0

diyagramında, p epimorfizm, p0 ve p1, p nin çekirdek ikilileri ve q0 ve q1, q nin çekirdek

ikilileri,

f 0p i =qi f 1 (i = 0, 1)

ve

f p =q f 0

olsun.

K

p0

��

f 1 // K ′

q0

��
E

f 0 // E ′

geriçekme ise

E

p

��

f 0 // E ′

q

��
X

f
// Y

geri çekmedir.

Sonuç 4.2 Geri çekme karelerinin bileşkesi yine bir geri çekmedir.
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Şimdi n = 1 için geri çekmeyi inceliyelim.

E ′1

��

// E1

p d (1)0 =p d 1
0

��
S

φ
// R

diyagramı geri çekmedir. Burada

φ∗ (E1) = E ′1 =
�

(e1, s ) | p d 1
0 (e1) =φ (s )
	

⊆ E1×S

dir. Şimdi Grothendieck Yardımcı Teoremini uygulayabilmek için

E ′1

�� ��

φ1 // E1

d 1
0

��
d 1

1

��
E ′0 φ0

// E0

diyagramının geri çekme diyagramı olduğunu göstermeliyiz.

E1

d 0

��
d 1

��
E ′0 =S

φ0

// E0 =R

diyagramı verildiğinde

φ∗ (E1) = E1×Eo S =
�

(e1, s ) | d 1
0 (e1) =φ0 (s ) , d 1

1 (e1) =φ0 (s )
	

olup

E ′1 = E1×E0 S //

(d 1
0 )
′

��

E1

d 1
0

��
S // E0

diyagramı bir geri çekmedir. Böylece Grothendieck Yardımcı Teoremi gereğince,

E ′0 =S
φ0 // E0

p

��
S

φ
// R

diyagramı bir geri çekmedir. Sonuç 4.2.2 gereğince

E ′1

��

φ1 // E1

p d 1
0

��
S

φ
// R
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diyagramı bir geri çekmedir.

Ayrıca

(d 0)′ (e1, s ) = s = (d 1)′ (e1, s ) ve s0(s ) = (0, s )

alınırsa
d ′1s ′0(s ) = d 1(0, s ) = s
d ′0s ′0(s ) = d 0(0, s ) = s

simplisel eşitlikleri sağlanır. Böylece

E′1 : E1×R S
d ′0

//
d ′1

// S

s ′0

ee

1-kat geri çekme simplisel cebir elde edilir.

n = 2 için

φ∗(E2) = E ′2

��

// E2

p d (2)0 =p d ′0d 2
0

��
S

φ
// R

olup E ′2 = E2×S dir. Buradan

E ′2 = E2×R S

d ′0

��

d ′1

��

d ′2

��

φ2 // E2

������
E ′1 = E1×R S

s ′0

DD

s ′1

==

d ′0

��

d ′1

��

φ1 // E1

����

[[ cc

S = E ′0

s ′0

DD

φ=φ0 // R

[[

2-kat geri çekme simplisel cebir elde edeceğiz. Burada,

d ′0 (e2, s ) = (d 0 (e2) , s )
d ′1 (e2, s ) = (d 1 (e2) , s )
d ′2 (e2, s ) = (d 2 (e2) , s )
s ′0 (e1, s ) = (s0 (e1) , s )
s ′1 (e1, s ) = (s1 (e1) , s )

alınırsa; örneğin,
d ′1s ′0 (e1, s ) = d ′1

�

s ′0 (e1, s )
�

= d ′1 (s0 (e1) , s )
= (d 1 (s0 (e1)) , s )
= (d 1s0 (e1) , s )
= (e1, s ) (∵ d 1s0 = i d )
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ve
d ′0s ′0 (e1, s ) = d ′0

�

s ′0 (e1, s )
�

= d ′0 (s0 (e1) , s )
= (d 0 (s0 (e1)) , s )
= (d 0s0 (e1) , s )
= (e1, s ) (∵ d 0s0 = i d )

simplisel eşitlikleri sağlanır. Benzer şekilde diğer eşitlikler gösterilir.

Böylece n-kat geri çekme simplisel cebir

En ×R S

d ′0 //

d ′n

// En−1×R Sjj

s ′n−1

ee · · ·
d ′0
//

d ′1
//

d ′2
// E2×R S

d ′0
//

d ′1
//

s ′0

gg

s ′1

aa E1×R S
s ′0

ii

şeklindedir. Burada dejenere ve yüz homomorfizmleri

d ′i (en , s ) = (d i (en ) , s ) ; (0≤ i ≤ n )
s ′j (en−1, s ) =
�

s j (en−1) , s
�

; (0≤ j ≤ n −1)

olarak tanımlanır.

Önerme 4.3 X= (C , R ,∂ ) çaprazlanmış R-modül ve GX=
�

φ∗ (C ) ,S,∂ ∗
�

geri çekmesi olsun.

E ve F sırasıyla Xve GX ler den elde edilen simplisel cebirler ise

F∼=φ∗ (E)

İspat.

F : XMod−→ Simp (Ceb)≤1

funktoru Xve GX çaprazlanmış modüllerine uygulanırsa

F (X) =E

simplisel cebiri

En
∼=C n (C n (· · · (C nR) · · · ))

olup

d n (cn , · · · , c1, r ) = (cn , · · · , c1, r,∂ (c1)+ r )
d i (cn , · · · , c1, r ) = (cn , · · · , c i+1+ c i , · · · , c1, r,∂ (c1)+ r ) ; (0< i < n )
d 0 (cn , · · · , c1, r ) = (cn−1, · · · , c1, r )

s j (cn−1, · · · , c1, r ) =






cn−1, · · · , 0
︸︷︷︸

,
(j+1)inci terim

· · · , c1, r






;
�

0≤ j ≤ n −1
�

dir. Benzer şekilde, F (GX) = F simplisel cebirinin n . inci terimi

Fn
∼=φ∗ (C )n
�

φ∗ (C )n
�

· · ·
�

φ∗ (C )nS
�

· · ·
��
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şeklindedir. Buradan n-kat geri çekme simplisel cebir

φ∗ (En ) =C n (C n (· · · (C nR) · · · ))×R S

şeklindedir. φ∗ (C ) =C ×R S olmak üzere

ψ :φ∗ (C )n
�

φ∗ (C )n
�

· · ·
�

φ∗ (C )nS
�

· · ·
��

−→φ∗ (En )

fonksiyonu

(c , s )i = (c i , s i ) ; (1≤ i ≤ n )

olmak üzere

�

(c , s )n , · · · , (c , s )1 , s ′
�

7−→
�

(cn , sn ) , · · · , (c i+1, s i+1)+ (c i , s i ) , · · · , (c1, s1) , s ′
�

tanımlanırsaψ bir izomorfizmdir. �

4.3 İleri İtme Simplisel Cebir

R birimli olsun. φ : S→R , k -cebir morfizmi yardımıyla

G : Ceb/S −→Ceb/R

funktorunu oluşturulabiliriz. Buradan,

φ∗ : Simp (Ceb/S)−→ Simp (Ceb/R)

funktorunun tanımlanabileceğini göstereceğiz. Bu funktora ileri itme simplisel funktoru

denir. Dolayısıyla F∈Ob (Simp (Ceb/S)) için

φ∗ (F) = F
′

objesine ileri itme (indirgenmiş) simplisel cebir denir.

Böylece her n ∈N için

Fn

p d (n )0 =p (d 1
0 d 2

0 ...d n
0 )
��

// φ∗(Fn ) = F ′n

��
S

φ
// R

karesi bir ileri itmedir.
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n = 1 için

F1

��

// φ∗(F1) = F1⊗S R

��
S

φ
// R

ileri itme diyagramını oluşturalım.

1-kat ileri itme simplisel cebir elde edeceğiz.

F′1 : F1⊗S R
d ′0

//
d ′1

// R

s ′0

ee

d ′1 (x1⊗ r ) = φ (d 1x1) · r
d ′0 (x1⊗ r ) = r

s ′0 (r ) = 1⊗ r

n = 2 için

F2

������

φ2 // F2⊗S R

d ′0

��

d ′1

��

d ′2

��
F1

����

CC;;

φ1 // F1⊗S R

s ′0

[[

s ′1

bb

d ′0

��

d ′1

��
S = F0

CC

φ=φ0

// R = F ′0

s ′0

bb

şeklinde F ′2 2-kat ileri itme simplisel cebir elde edilmiş olur. Böylece dejenere ve yüz homo-

morfizmleri

d ′0 (x2⊗ r ) = d 0 (x2)⊗ r
d ′1 (x2⊗ r ) = d 1 (x2)⊗ r
d ′2 (x2⊗ r ) = d 2 (x2)⊗ r
s ′0 (x1⊗ r ) = s0 (x1)⊗ r
s ′1 (x1⊗ r ) = s1 (x1)⊗ r

şeklinde tanımlanır.

Böylece n-kat ileri itme simplisel cebir

Fn ⊗S R

d ′0 //

d ′n

// Fn−1⊗S Rjj

s ′n−1

ee · · ·
d ′0
//

d ′1
//

d ′2
// F2⊗S R

d ′0
//

d ′1
//

s ′0

gg

s ′1

aa F1⊗S R
s ′0

ii
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şeklindedir. Burada dejenere ve yüz homomorfizmleri

d ′i (xn ⊗ r ) = d i (xn )⊗ r ; (0≤ i ≤ n )
s ′j (xn−1⊗ r ) = s j (xn−1)⊗ r ; (0≤ j ≤ n −1)

olarak tanımlanır.

4.3.1 Uygulamalar

Serbest Simplisel Cebirler

F bir simplisel cebir olsun. Yani,

F : · · ·
//////// F2

//////\\ZZXX F1
////

dd[[ F0dd

verilsin.

(i ) X={X i }i≥0 , bağımsız değişkenler kümesi
(i i ) Her n ≥ 0 için s j (Xn )⊆Xn+1

olmak üzere

F′ = F[X] : · · ·
// ////// F2[X2]

//////``]][[ F1[X1]
// //

hhaa F0[X0]hh

simplisel cebirine serbest simplisel cebir denir. Ayrıca

F ,→ F [X]

gömme simplisel cebir morfizmi vardır.

Not: Yüz operatörlerinde bir kısıtlama yoktur.

Örneğin; R [X ] polinomlar halkası verilsin. Bu durumda

F′ : · · ·
//////// R[X ]

// // //__\\ZZ R[X ]
// //

gg__ Rff

d i = i d = s j

olmak üzere F′ bir serbest simplisel cebirdir.

F′ ∈Ob (Simp(Ceb/S)) simplisel cebiri her n ∈N için

Fn = F0 =S ve d i = s j = i dS
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alalım. Bu durumda F serbest simplisel cebir olur. Böylece her n ∈N için

Fn =S

d (n )0 =i dS

��

// S⊗S R = F ′n

��
S

φ
// R

değişmeli diyagramı elde edilir. Özel olarak, S = K + [X ] polinomal K -cebiri alınırsa

· · ·
//////// K + [X ]⊗S R

//////ccaa^^ K + [X ]⊗S R
////

jjee Rhh

şeklinde serbest simplisel cebir elde edilir.

Genel olarak

Φ : A−→B

simplisel cebir morfizmini alalım. Yukarıda tanımladığımız A [X ] simplisel cebirine A nın

serbest genişlemesi denir. Böylece

A [X ]⊗A B

indirgenmiş simplisel cebiri, B nin bir serbest genişlemesi olmaktadır.

Böylece serbest genişleme inşası bölüm 1 de verilen simplisel çözülmesinin adım adım

inşası ile verilmektedir (André, 1970).

Özel olarak R =S/I alınırsa

φ : S −→S/I

yardımıyla elde edilen indirgenmiş simplisel cebir

· · ·
//////// S[s0(X ), s1(X )][Y ]⊗ (S/I )

//////ggeedd S[X ]⊗ (S/I )
////

kkhh S //
hh S/I

şeklinde olup “Adım-Adım” yapısıyla inşa edilir. Detaylı olarak Bölüm 1 de verilmiştir.

Kotanjant Kompleks

φ : S→R , k -cebir morfizmi ve P , R nin simplisel çözülmesi olsun.

ΩP |R ⊗R

kümesini tanımlayalım. Burada

Ω−|R : Simp(Ceb/R)−→ Simp(Ceb/R)
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funktoru olmak üzere
�

ΩP |R
�

n =ΩPn |R

olup ΩPn |R Kähler diferensiyelidir (Bkz. Ek A). Böylece

Jφ =ΩP |R ⊗R

bir simplisel R-modüldür. Bu simplisel yapıya R nin kotanjant kompleksi denir. Böylece

kotanjant kompleks bir indirgenmiş simplisel cebirdir.



86

EKLER

EK A

Halkaların Değişimi

φ : S → R , halka homomorfizmi olsun. M herhangi R-modülü verilsin. Bu durumda

M ,
S×M −→ M
(s , m ) 7−→ s ·m =φ (s )m

işlemiyle bir S-modüldür. Buradan f : M 1→M 2, R-modül homomorfizmi verildiğinde,

f (s ·m ) = f
�

φ (s )m
�

= φ (s ) f (m )
= s · f (m )

işlemiyle f , bir S-modül homomorfizmi olur. Böylece,

φ∗ : R Mod−→ SMod

funktoru elde edilir. Bu funktora φ yardımıyla kısıtlama (restriction along a homomor-

phism) denir.

Tersine, herhangi S-modül verildiğinde R-modül elde edebilecek şekilde bir funktor tanım-

lanabilir. Fakatφ∗ funktoru kadar kolay elde edilemez. Çünkü her S-modül, R-modül olarak

alınamaz. Örneğin, 0 6= V =R vektör uzayını ele alalım. R sayılamaz bir kümedir. Böylece

sayılabilir hiç bir Z-modül, R-modül olarak alınamaz.

Tabiki her zaman aşikar F (M ) = 0 alınmasıyla SMod −→R Mod funktoru oluşturulabilir.

Fakat bu durum pek uygun olmaz. Çünkü M hakkında herhangi bir fikir vermez.

Tanım: φ : S → R halka homomorfizmi ve M herhangi S-modülü olsun. Aşağıdaki

evrensellik özelliği sağlanıyor ise N , R-modülüne, M ninφ yardımıyla indirgenmiş modülü

denir.

(i ) ϕ : M →N , R-modül olsun
(i i ) Herhangi T, S-modül ve f : M → T ,S-modül homomorfizmi verildiğinde

M

ϕ

��

f // T

N
f

>>
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diyagramı değişmeli olacak şekilde biricik f : N → T homomorfizmi vardır. Evrensellik

özelliği yardımıyla M ninφ yardımıyla indirgenmiş bir R-modülü var ise indirgenmiş modül

biricik olacaktır. Bu durumda,

φ∗ : SMod−→ R Mod

funktoru elde edilir. Bu modülφ∗ (M ) ile gösterilir.

Örnek: φ : S→ R halka homomorfizmi, X hehangi bir küme F serbest S-modül alalım.

G , X üzerinde serbest R-modül olsun. Bu durumdaφ∗ (F ) =G , S-modüldür. Çünkü,

X� _

i 1

��

f i 1 // N

F

φ∗
��

f
>>~~~~~~~~

G

ef

GG

diyagramı değişmelidir. F serbest olduğundan

ef φ∗i 1 = f i 1 =⇒ ef φ∗ = f

dir. g : G → T diğer R-modül homomorfizmi ise gφ = f olup

g i 2 = f i 1 = ef i 2 =⇒ g = ef

olup ef biriciktir.

Eğer X = {1} alınırsaφ∗ (S) =R dir.

Örnek: S değişmeli halka ve

φ = i : S ,→ S [X ]
s 7−→ s = s +0X +0X 2+ · · ·+

içine halka homomorfizmini alalım. M -modülü verilsin. Bu durumda M [X ] , indirgenmiş

S [X ]-modülünü oluşturacağız.

N , herhangi S [X ]-modül ve f : M →N , S-modül homomorfizmi verildiğinde

M� _

i
��

f // N

M [X ]
ef

<<

diyagram değişmeli olacak şekilde biricik ef vardır.

ef : M [X ] −→ N
m0+m1X + · · ·+mn X n 7−→ f (m0)+ f (m1)X + · · ·+ f (mn )X n
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bir S [X ]-modül homomorfizmidir. Yaniφ∗ (M ) =M [X ] dir.

Kähler Diferensiyel

A değişmeli K -cebir olsun. Ω , A-modülü ve d : A → Ω bir K -derivasyonunu inşa ede-

ceğiz. Ayrıca bu derivasyon evrensellik özelliğini sağlar. Yani M herhangi bir A-modül ve

D : A → M derivasyon olmak üzere diyagrammm diyagramı değişmeli olacak şekilde biri-

cik f : Ω → M , A-lineer homomorfizmi vardır. Bununla birlikte d derivasyonu izomor-

fizm farkıyla biriciktir. (Ω, d ) çifti A nın Kähler diferensiyel modülü olarak adlandırılır.
�

ΩA/K , d A/K
�

ile gösterilir. Burada x ∈ A için Ω de d x , x in k -diferensiyeli olarak adlandırılır.

Her M , A-modülü için HomA (Ω, M ) A-modülü ile DerK (A, M ) birimli A-modül olduğu

açıktır.

(Ω, d ) inşası:
µ : A ⊗K A −→ A

x ⊗ y 7−→ x y

K -lineer fonksiyonunu alalım. A değişmeli olduğundan µ homomorfizmdir.

J=Çek
�

µ
�

=

(

∑

i

x i yi

�

�

�

�

�

∑

i

x i yi = 0

)

A ⊗K A nın bir idealidir.
A −→ A ⊗K A
x 7−→ x ⊗1A

K -cebir homomorfizmi olduğundan x ∈ A ve
∑

i
x i ⊗ yi ∈ J için

x

�

∑

i

x i ⊗ yi

�

=
∑

i

(x x i )⊗ yi

işlemiyle A ⊗K A, A-modüldür. Ayrıca

JA/K = 〈{1⊗x −x ⊗1 | x ∈ A }〉

dir. Gerçekten, eğer,
∑

i
x i ⊗ yi ∈ J ise
∑

i
x i yi = 0 ve böylece

∑

i

x i ⊗ yi =
∑

i

x i ⊗ yi −
�

∑

i

x i ⊗ yi

�

⊗1=
∑

i

x i
�

1⊗ yi − yi ⊗1
�

dir.

J/J2, A-modülünüΩ tarafından belirtiriz. Yani J/J2=Ω ve x ∈ A için d : A→Ωdönüşümünü

tanımlayabiliriz.

d (x ) = 1⊗x −x ⊗1 (modJ2)
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d nin k -lineer olduğu açıktır. Eğer, x , y ∈ A ise
�

1⊗x y −x y ⊗1
�

−x
�

1⊗ y − y ⊗1
�

− y (1⊗x −x ⊗1)
= 1⊗x y − y ⊗x −x ⊗ y +x y ⊗1
= (1⊗x −x ⊗1)

�

1⊗ y − y ⊗1
�

≡ 0 (modJ2)

ve böylece d
�

x y
�

= x d y+y d x dir. Buyüzden d , ΩA-modülü içinde A nın k -derivasyonudur.

Çünkü, 1⊗x −x ⊗ 1 elemanları J, A-modülü tarafından üretilir. Bu nedenle d x elemanları

J, A-modülünün üretecidir.

Koszul Kompleks

Bir Koszul kompleksi tanımlamak için ∧p (M ) dış kuvvetleri ve bir M , R-modülünün dış

cebirine ihtiyaç vardır.

p > 0 için u 1⊗u 2⊗· · ·⊗u p formundaki elemanlar tarafından üretilen alt modül aracılığıyla

M modülün⊗p M tensör çarpımının çarpanları biçiminde∧p (M ) , R-modülü tanımlanabilir.

Burada i 6= j için u i = u j dir. Böylece p -lineer kanonik dönüşüm

wp : M × · · ·×M
p tane

−→∧p (M )

elde edilirki bu evrensel alterne dönüşümdür. Herhangi p -alterne lineer dönüşümü f :

M × · · · ×M → N için f grup olacak şekilde g : ∧p (M ) → N bir tek homomorfizm vardır.

wp
�

u 1, u 2, · · · , u p
�

nin elemanları u 1 ∧u 2 ∧ · · · ∧u p biçiminde yazılır. Biz ∧0 (M ) = R olarak

alacağız.

Direkt toplam ∧ (M ) = ⊕∞p=0 ∧p (M ) derecelendirilmiş R-cebir ile oluşturulacaktır. M =

∧1 (M ) aracılığıyla her R-cebir tarafından üretilen ∧ (M ), M ye ait olan u 1, u 2, · · · , u p eleman-

ların çarpımı bir u 1∧u 2∧· · ·∧u p elemanıdır. Bu nedenle∧ (M )deki çarpımı∧ ile göstereceğiz.

Genelde ∧ (M ) cebiri değişmeli değildir fakat x ∈∧p (M ) , y ∈∧q (M ) homojen elemanları

için x ∧ y = (−1)pq y ∧x dir.

ϕ ∈ Hom (M , R) olsun. Kompleks K
�

ϕ
�

yi p ≥ 0 için Kp
�

ϕ
�

= ∧p (M ) ve p < 0 için

Kp
�

ϕ
�

= 0 biçiminde tanımlarız. Diferensiyelleri d p :∧p (M )→∧p−1 (M )

d p
�

u 1 ∧u 2 ∧ · · · ∧u p
�

=
p
∑

j=1

(−1)j−1ϕ
�

u j
�

u 1 ∧u 2 ∧ · · · ∧u j−1 ∧u j+1 ∧ · · · ∧u p (4.1)

ile verilir. Her p için basit bir hesaplama d p−1d p = 0 dır ve böylece K
�

ϕ
�

, R-modüllerin

kompleksidir. (1) den her bir x ∈∧p (M ) , y ∈∧q (M ) için

d p+q
�

x ∧ y
�

= d p (x )∧ y +(−1)p x ∧d q
�

y
�

(4.2)
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elde edilir.

Tanınlanan K
�

ϕ
�

kompleksi ϕ : M → R homomorfizminin koszul kompleksi olarak ad-

landırılır. Eğer R halkasının x1,x2, · · · ,xn elemanlarının bir dizisi x ile gösterilirse ve e1, e2, · · · , en

bazı ile n rankın serbest modülü F ise bu durumda bir ϕ : F → R homomorfizminin K
�

ϕ
�

koszul kompleksi i = 1, 2, · · · , n için ϕ (e i ) = x i dir ve K (x ) biçiminde gösterilir.

Eğer N bir R-modül ise bu durumda K
�

ϕ
�

⊗R N , K (x )⊗R N kompleksleri için sırasıyla

K
�

ϕ; N
�

, K (x ; N ) yazabiliriz. Bunlar N modülündeki sabitlerle (x dizisinin) ϕ homomor-

fizminin koszul kompleksleri olarak adlandırılır. K
�

ϕ; N
�

kompleksinin diferensiyellerini

elde etmek için K
�

ϕ
�

kompleksinin diferensiyelleri olan d p için d p ⊗ 1 formunu kullanırız.

Eğer F, n ranklı serbest modülü ise p > n için ∧p (F ) = 0 ve 1 ≤ p ≤ n için ∧p (F ) modülü
�n

p

�

ranklı bir serbest modüldür. Eğer, e1, e2, · · · , en , F bimodülün bazını oluşturuyorsa bu

durumda 1 ≤ i 1 ≤ · · · ≤ i p ≤ i n pozitif tamsayılar dizisi için ∧p (F ) nin bazı e i 1 ∧ e i 2 ∧ · · · ∧ e i p

formundaki elemanlarından oluşur.

Böylece K (x ) koszul kompleksler sonlu serbest modül kompleksleridir.

Koszul komplekslerin temel özelliklerini bir teoremle verelim.

Teorem: Bir R-halkasının x1,x2, · · · ,xn elemanlarının bir dizisi x ve N , bir R-modül ol-

sun. Bu durumda,

i )H0 (K (x ; N )) =N / (x1,x2, · · · ,xn )N

i i ) K (x ; N ) koszul komplekslerinin Hp (K (x ; N )) homoloji modülü, p = 0, 1, · · · , n için

(x1,x2, · · · ,xn )+Ann (N ) ideali tarafından yok edilir.

i i i ) R-halkasının bir düzenli dizisi x dizisi ise bu durumda koszul kompleks

(K (x ) , R/ (x1,x2, · · · ,xn ))modülünün bir serbest ayrışımıdır.

EK B

Geri C. ekme (Pullback)

Tanım: C bir kategori olsun. A, B , X , C nin objeleri ve

θ : A→X ve φ : B→X
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morfizmleri olsun.

α : Y → A ve β : Y → B

morfizmler olmak üzere,

(i) θα=φβ ;

(ii) Herhangi g : Z → B ve f : Z → A morfizmleri ic. inφ f = θ g olmak üzere

αε = f ve βε = g

olacak s.ekilde bir tek ε : Z → Y morfizmi var;

şartları sag̃lanıyorsa (α,β ) ikilisine (θ ,φ) ikilisinin geri c. ekmesi denir.

Bu tanımı

Y

β

��

α // A

θ
��

B
φ
// X

Z

g

��

f // A

θ
��

B
φ
// X

deg̃is.meli diyagramlarla üretebiliriz. Yani,

Z

g

��

f

""
ε

��
Y

β

��

α // A

θ
��

B
φ
// X

Teorem:(α,β ) ve (α′ ,β
′
), (θ ,φ) ikilisinin geri c. ekmesi olsun. Bu durumda

α
′
ϕ =α ve β

′
ϕ =β

olacak şekilde ϕ : Y → Y ′ biricik izomorfizmi vardır.

İspat. (α′ : Y ′′ : Y ′ → B ) geri c. ekme oldug̃undan ϕ : Y → Y ′ biricik izomorfizmi vardır.

Öyleki
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Z

g

��

f

""
ε

��
Y

β

��

α // A

θ
��

B
φ
// X

α
′
ϕ =α ve β

′
ϕ =β

Benzer s.ekilde (α : Y → A, β : Y → B geri c. ekme oldug̃undan

Y ′

β
′

��

α
′

""
ϕ
′

  
Y

β

��

α
// A

��
B // X

αϕ
′
=α

′
ve βϕ

′
=β

′

dır. Bu durumda α(ϕ ′ϕ) = (αϕ ′)ϕ = α′ϕ = α ise α(ϕ ′ϕ) = α dır. Benzer s.ekilde β (ϕ ′ϕ) =

(βϕ ′)ϕ =β
′
ϕ =β ise β (ϕ ′ϕ) =β dır. Bu ise bize

Y

β

��

α

""
ϕ
′
ϕ
''

1Y

��
Y

β

��

α
// A

��
B // X

α(ϕ
′
ϕ) =α

diyagramı ϕ ′ϕ ile veya 1Y ile deg̃is.meli olmasını verir. Yani α1Y = α ve β1Y = β dır. (α,β )

geri c. ekmesinin biricik özellig̃inden yani ϕ ve ϕ ′ biricik oldug̃undan ϕ ′ϕ = 1Y elde edilir.

Aynı s.ekilde

Y ′

β
′

��

α
′

##
ϕϕ

′

''

1Y

��
Y ′

β
′

��

α
′
// A

��
B // X

α
′
(ϕϕ

′
) =α

olup ϕϕ ′ = 1Y bulunur.

Böylece geri c. ekmeler (eg̃er varsa) izomorfizma farkıyla biriciktir. �



93

Örnek: C=R Mod, A, B , X ler R-modüller ise her (θ : A→X , φ : B→X ) ikilisinin bir geri

c. ekmesi vardır.

Y

β

��

α // A

θ
��

B
φ
// X

(a ,b )_

��

� // a_

��
b

� // φ(b ) = θ (a )

Y = {(a ,b )∈ A ⊕ B | θ (a ) =φ(b )}

tanımlayalım.
α : Y −→ A β : Y −→ B

(a ,b ) 7−→ a (a ,b ) 7−→ b

Bu durumda Y , A⊕B nin alt modülüdür ve θ ,φ R−modül homomorfizmidir. C. ünküφ(r b ) =

θ (r a ) = rθ (a ) = rφ(b ) dir. Ayrıca

Z

f
��

g // A

θ
��

B
φ
// X

Herhangi x ∈Z ic. in (φ f )(x ) = (θ g )(x ) dir. Buradan

φ( f (x )) = θ (g (x ))

olup

ε : Z −→ Y

x 7−→ ε(x ) = ( f (x ), g (x ))

tanımlayabiliriz ve βε = f ve αε = g dir. C. ünkü ∀x ∈Z ic. in

(βε)(x ) = β (ε(x )) =β ( f (x ), g (x )) = f (x )

(αε)(x ) = α(ε(x )) =α( f (x ), g (x )) = g (x )

dir. µ : Z → Y dig̃er morfizm ve βµ= f ve αµ= g olsun. Fakat

µ(x ) = (βµ(x ),αµ(x )) = ( f (x ), g (x )) = ε(x )

⇒ µ= ε

olup biriciktir.

Örnek: φ : B→X herhangi bir homomorfizm ise

Y

β

��

α // A

θ
��

B
φ
// X
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diyagramının bir geri çekme olabilmesi için gerek ve yeter şart Çekφ = Y olmasıdır. Çünkü

Y =
�

(b , 0) |φ (b ) = θ (0) = 0
	

⊆ B ×{0}

∼= e kφ

dir. Böylece çekirdekler, geri çekmelerin özel bir halidir.

Teorem:

Y

β

��

α // A

θ
��

B
φ
// X

geri çekme diyagramı olsun. Bu durumda

1. a) θ monomorfizm ise β monomorfizm, θ epimorfizm ise β epimorfizmdir.

b)φ monomorfizm ise αmonomorfizm,φ epimorfizm ise α epimorfizmdir.

2. φ epimorfizm ve Çek(α) , Y de direkt toplamdır ancak ve ancak en az bir ξ : A → B

vardır öyleki θ =φξ dir.

İleri İtme (Pushout)

Tanım:C bir kategori olsun. A, B , X , C nin objeleri ve

θ : X → A ve φ : X → B

morfizmleri olsun.

α : A→ Y ve β : B→ Y

morfizmler olmak üzere,

(i) αθ =βφ ;

(ii) Herhangi g : B→Z ve f : A→Z morfizmleri ic. in f φ = g θ olmak üzere

εα= f ve εβ = g

olacak s.ekilde bir tek ε : Y →Z morfizmi var ;

şartları sag̃lanıyorsa (α,β ) ikilisine (θ ,φ) ikilisinin ileri itmesi denir. Özetle;
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X

φ

��

θ // A

α

��
B

β
// Y

X

φ

��

θ // A

g

��
B

f
// Z

X

φ

��

θ // A

α

�� f

��

B
β
//

g ++

Y

ε

��
Z

Teorem: (α,β ) ve (α′ ,β
′
), (θ ,φ) ikilisinin ileri itmesi olsun. Bu durumda ϕ : Y → Y ′

biricik izomorfizmi vardır. Öyleki

ϕα=α
′

ve ϕβ =β
′

dır.

İspat. Geri c. ekme tekinin duali olup benzer s.ekilde gösterilir. �

Örnek: C=R Mod, alınırsa

X

φ

��

θ // A

α

��
B

β
// Y

Y ileri itme objeleri.

Y = (A ⊕ B )/C

dir. Burada

C=
��

θ (x ) ,−φ (x )
�

| x ∈X
	

dir.

Teorem: (θ ,φ) ikilisi (α,β ) ikilisinin ileri itmesi olsun. Bu durumda

1. a) αmonomorfizm iseφ monomorfizm, α epimorfizm iseφ epimorfizmdir.

b) β monomorfizm ise θ monomorfizm, β epimorfizm ise θ epimorfizmdir.

2. αmonomorfizm ve Gör
�

φ
�

, X de direkt toplamdır ancak ve ancak en az bir ξ : A→ B

vardır öyleki β = ξα dır.
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EK C 1

ψφ = i d A veφψ= i d ÇeksnR veφ ileψ nin homomorfizm olduğunu göstereceğiz.

�

ψφ
�

(a ) = ψ
�

φ (a )
�

= ψ(s (a ) , a − (e s ) (a ))
= s (a )+ e (a − (e s ) (a ))
= s (a )+ e (a )− s (a )
= s (a ) = a
= i d R (a )

ve

�

φψ
�

(x , r ) = φ
�

ψ (x , r )
�

= φ (x + e (r ))
= (s (x + e (r )) ,x + e (r )− (e s ) (x + e (r )))
= (s (x )+ s e (r ) ,x + e (r )− (e s ) (x )+ (e s ) (e (r )))
= (r,x + e (r )− e (s (x ))+ e (s (e (r )))) (∵ x ∈Çeks ⇒ s (x ) = 0)
= (r,x )
= i d RnÇeks (r,x ) = i d ÇeksnR (x , r ) (∵ R nÇeks ∼=Çeks nR)

olupψ=φ−1 olur.

Ayrıca,
φ (a +b ) = (s (a +b ) , (a +b )− (e s ) (a +b ))

= (s (a )+ s (b ) , a +b − ((e s ) (a )+ (e s ) (b )))
= (s (a ) , a − (e s ) (a ))+ (s (b ) ,b − (e s ) (b ))
= φ (a )+φ (b )

EK C 2

s e = i d R = t e şartı

s e (r ) = s (r, 0) = r + ∂ (0) = r
t e (r ) = t (r, 0) = r

EK C 3

(i ) k (s · (c1, s1)) = k (
�

φ (s )
�

· c1,s s1) (∵ etki tanımından)
= (k (
�

φ (s )
�

· c1), (k s )s1) (∵ skalerle çarpımdan)
= (
�

kφs
�

· c1, (k s ) · s1) (∵ etki tanımından)
= (
�

φs k
�

· c1, (s k ) · s1)
�

∵ değişme özelliği
�

= s · (k c1, k s1)

(i i ) s · ((c1, s1)+ (c2, s2)) = s · (c1+ c2, s1+ s2) (∵ toplamdan)
= (
�

φs
�

· (c1+ c2),s (s1+ s2)) (∵ etki tanımından)
= (
�

φs
�

· c1+
�

φs
�

· c2,s s1+ s s2) (∵ çarpımdan)
= (
�

φs
�

· c1,s s1)+ (
�

φs
�

· c2,s s2) (∵ toplamdan)
= s · (c1, s1)+ s · (c2, s2)
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(i i i ) (s1+ s2) · (c , s ) = (φ(s1+ s2) · c ,(s1+ s2) · s ) (∵ etki tanımından)
= (
�

φs1+φs2
�

· c ,s1s + s2s ) (∵ etki tanımından)
= (
�

φs1
�

· c ,s1s )+ (
�

φs2
�

· c s2s ) (∵ toplamdan)
= s1 · (c , s )+ s2 · (c , s )

(i v ) s · ((c1, s1)(c2, s2)) = s · (c1c2, s1s2)
= (
�

φs
�

· (c1c2),s s1s2)
= ((∂ c ) · (c1c2),s s1s2)
= (c c1c2, s s1s2)
= (s · (c1, s1))(c2, s2)

s s1 = s1s olduğundan

(c c1c2, s s1s2) = (c1c c2, s1s s2)

= (c1, s1) (s · (c2, s2))

(v ) (s1s2) · (c , s ) = (φ(s1s2) · c ,s1s2s )
= s1 · (
�

φs2
�

· c ,s2s )
= s1 · (s2 · (c , s ))

EK C 4

∂ ∗(s , c ) = s homomorfizmi ve s · (c 1,s 1) = (
�

φs
�

·c 1,s s1) değişmeli cebir etkisi ile CM1,

CM2 aksiyomlarının sağlandığını göstermeliyiz.

C M 1. ∂ ∗(s · (c1, s1)) = ∂ ∗(
�

φs
�

· c1,s s1)
= s s1

= s∂ ∗(c1, s1)

C M 2. ∂ ∗(c , s ) · (c1, s1) = s · (c1, s1)
= (
�

φs
�

· c1,s s1)
= (c c1, s s1)
�

∵
�

φs
�

· c1 = (∂ c ) · c1 = c c1
�

= (c , s )(c1, s1)

çaprazlanmış modül aksiyomları sağlanır.

EK C 5

r · (d , [t ]⊗x ) = (r ·d , [r · t ]⊗ r x )

etkisi değişmeli cebir etkisidir. Gerçektende,

(i ) k (r · (d , [t ]⊗x )) = k (r ·d , [r · t ]⊗ r x )
= (k r ·d , k [r t ]⊗ r x )
= k r · (d , [t ]⊗x )
= r · (k (d , [t ]⊗x ))
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(i i ) r · [(d 1, [t1]⊗x1)+ (d 2, [t2]⊗x2] = (r · (d 1+d 2), [r · (t1+ t2)]⊗ r (x1+x2))
= (r ·d 1+ r ·d 2, [r · t1+ r · t2]⊗ (r x1+ r x2)
= (r ·d 1, [r · t1]⊗ r x1)+ (r ·d 2, [r · t2]⊗ r x2)
= r · (d 1, [t1]⊗x1)+ r · (d 2 · [t2]⊗x2)

(i i i ) (r1+ r2) · (d , [t ]⊗x ) =
�

(r1+ r2) ·d , [(r1+ r2) · t ]⊗ (r1+ r2)x
�

= (r1 ·d + r2 ·d , [r1 · t + r2 · t ]⊗ r1x + r2x )
= (r1 ·d , [r1 · t ]⊗ r1x )+ (r2 ·d , [r2 · t ]⊗ r2x )
= r1 · (d , [t ]⊗x )+ r2 · (d , [t ]⊗x )

(i v ) r · [(d 1, [t1]⊗x1)(d 2, [t2]⊗x2)] = r · (d 1d 2 · [t1t2]⊗x1x2)
= (r (d 1d 2), [r (t1t2)]⊗ r x1x2)
= ((r ·d 1)d 2, [(r · t1)t2]⊗ r x1x2)
= (r ·d 1, [r · t1]r x1)(d 2, [t2⊗x2)

r · (d 1, [t1]⊗x1)(d 2 · [t2]⊗x2)

(v ) (r r ′) · (d , [t ]⊗x ) = (r r ′ ·d , [r r ′ · t ]⊗ r r ′x )
= (r (r ′ ·d )′ , [r (r ′ · t )]⊗ r r ′x )
= r
�

r ′ ·d , [r ′ · t ]⊗ r ′x
�

= r (r ′ · (d , [t ]⊗x ))
= r ′ (r · (d , [t ]⊗x ))
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101


	ÖZET
	SUMMARY
	TESEKKÜR
	BÖLÜM 0. ÖNSÖZ
	Tezin Yapisi

	BÖLÜM 1. ÇAPRAZLANMIS MODÜLLER, Cat1-CEBIRLER,SIMPLISEL CEBIRLER
	Giris
	Çaprazlanmis Modüller
	Çaprazlanmis Modül Örnekleri
	Çaprazlanmis Modüller Kategorisi
	Funktoriyel Örnekler
	Ön-Çaprazlanmis Modüller Kategorisi
	Serbest Çaprazlanmis Modüller

	Cat1-Degismeli Cebir
	Ön-Cat1-Cebirler
	Cat1-Cebir Örnekleri

	Simplisel Cebirler
	Bir Simplisel Cebirin Moore Kompleksi ve Homotopi Modülü


	BÖLÜM 2. GERI ÇEKME VE ILERI ITME ÇAPRAZLANMIS MODÜLLER
	Giris
	Bir Morfizm Yardimiyla Kisitlama
	Geri Çekme (Pullback) Çaprazlanmis Modül
	Geri Çekme Çaprazlanmis Modül Örnekleri

	Bir Morfizm Yardimiyla Genisleme
	Indirgenmis Çaprazlanmis Modüller
	Indirgenmis Çaprazlanmis Modül Örnekleri
	Indirgenmis Çaprazlanmis Modül ve Koszul Kompleks
	Indirgenmis Çaprazlanmis Modül Özellikleri


	BÖLÜM 3. GERI ÇEKME VE ILERI ITME Cat1-CEBIRLER
	Giris
	Geri Çekme Cat1-Cebirler
	Geri Çekme Cat1-Cebir Örnekleri

	Indirgenmis Cat1-Cebirler

	BÖLÜM 4. GERI ÇEKME VE ILERI ITME SIMPLISEL CEBIRLER
	Giris
	Geri Çekme Simplisel Cebir
	Ileri Itme Simplisel Cebir
	Uygulamalar


	KAYNAKLAR DIZINI
	ÖZGEÇMIS

