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OZET

Bu c¢alismanin amac1 Anti de-Sitter uzayindaki tam maksimal spacelike yiizeylerin bazi
ozelliklerini incelemektir.

Birinci ve ikinci bolimlerde, anti de-Sitter uzayir ile ilgili tarihsel gelisim ve
calismamizda gerekli olan tanim ve teoriler verilmistir.

Uctincii bolimde Anti de-Sitter uzayindaki tam maksimal spacelike yiizeylerin bazi
Ozelikleri ile ikinci temel formun normunun karesi incelenmistir. Bunu yaparken de
sabit egrilikli, boyutu ve indeksi iki olan bir Anti de-Sitter uzay1 ele alinmistir. Bunun
icin oncelikle konu ile ilgili temel kavramlar tizerinde durulmus ve hem de-Sitter uzay1
hem de anti de-Sitter uzayz ile ilgili ¢alismalar bulunup arastirilmistir. Bunun sonucunda

sabit egriligi ¢ olan H, (c)anti de-Sitter Uzayindaki M* tam maksimal spacelike yiizeyi
ile ikinci temel formun normunun karesi S arasinda; M’  yiizeyinin H, (c)total

geodezik yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin S =0, Hiperbolik Veronese yiizeyi

. 4 .
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin S :—?C, H;(c) uzaymnm H.(c)total geodezik
ylizeyin hiperbolik silindiri olmasi i¢in gerek ve yeter sartin S = 2c olmas1 gerektigi
gosterilerek sonuglart agiklanmaya calisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Anti de-Sitter Uzayi, Yar1 Riemann manifoldu, tam maksimal
spacelike yiizey, ortalama egrilik, ikinci temel form, Ricci egrilik tensori, Levi-Civita
koneksiyon
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SUMMARY

The aim of this thesis examine some properties of complete maximal spacelike surfaces
in the Anti de-Sitter space.

In the first and second chapter, Historical improvement about Anti de-Sitter space and
fundemental definitions and theorems are given.

In the third chapter, some properties of complete maximal spacelike surfaces in the Anti
de-Sitter space and square of the norm of the second fundamental form are examined.
For this aim is considered Anti de-Sitter space such that size and an index of two with
constant curvature. First of all, to obtain required results fundemental concepts about
the topic are considered and the studies about anti de-Sitter space are investigated.

On the result of these, the relation between complete maximal spacelike surface M?
with the constant curvature c¢ in the anti de-Sitter space H,(c) and the second

fundamental form S is found such that M’ surface is the total geodesic surface and

. . . . 4
hyperbolic Veronese surface, respectively if and only if S=0 and S= —?C , and the

space H,(c) is hyperbolic cylinder the total geodesic surface of H.(c) if and only if
S=2c.

Keywords: Anti de-Sitter Space, Semi-Riemannian manifold, complete maximal
spacelike surface, mean curvature, second fundamental form, Ricci curvature tensor,
Levi-Civita connection.
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BOLUM 1
GIRIS

Genel rolativitenin geometrik uzayi, genel olarak Lorentz manifoldudur ve bu
manifoldun en 6nemlilerinden biri de Anti de-Sitter uzayidir.

M} *(c), (n + p) boyutlu, baglantil yar-Riemann manifolduna p indeksli, ¢
sabit egirilikli indefinite uzay formu denir. Indefinite uzay formlarmin standart
modelleri;

x = (21, %9y oo, Tntp) V€ Y = (Y1, Y2, ..., Yntp) standart tabana sahip R"*? reel

vektor uzayinda tanimlanan

n n—+p
<L, >=Dwmyi— oy, Ty
=1 1=n+1

i¢ carpim ile (R"*?, <, >) ikilisine R}*?(c) olarak ifade edilen indefinite cklid
uzay?;
n 1 n o . . U e .
RYF7+1 () uzaynda S)7P(c) pozitif sabit egrilikli ve

1 2
<T,x >=-—=7T
c

ile verilen bir hiperyiizey olsun. S}**(c) uzayma R?*7*!(c) boyunca indirgenmis
Riemann metrigi bulunduran ve ¢ sabit egrilige sahip de-Sitter uzayz;
Diger yandan R} ;7 *1(¢) uzaymda HJP(c) negatif sabit egrilikli ve

1 2
<3, T >=-—=-—T
c

ile verilen hiperytizey olsun. H)*?(c) uzayma RZH? *1(¢) boyunca indirgenmis Rie-

mann metrigi bulunduran ve ¢ sabit egrilige sahip anti de-Sitter uzay1; seklindedir.
M™, MJ*P(c) de indirgenmis n -boyutlu bir Riemann manifoldu pozitif taniml
ambiant uzaydan M" iizerine indirgenmis metrik ise spacelike olarak adlandirilir.
Calabi, 1970, ilk n < 4 icin, R} Minkowski uzaymda bir maksimal space-
like tam egri i¢in Bernstein problemini inceledi ve n < 4 i¢in bir hiperuzay ol-

mak zorunda oldugunu ispatladi. Cheng ve Yau, 1976, biitiin n’ler i¢in sonucun



dogru oldugunu ispatladi. Bernstein problemin bir genellestirilmesi olarak Ishi-
hara, 1988, anti de-Sitter uzayindaki tam maksimal spacelike altmanifoldlarla ilgili
problemi ele aldi ve ¢ > 0 igin M]'*P(c) nin M" tam spacelike maksimal alt mani-
foldunun total geodezik oldugunu gosterdi. Ote yandan, H}*P(c) de total geodezik
olmayan tam maksimal spacelike alt manifold 6rnekleri de vardir.

HJ}*P(c) anti de-Sitter uzayindaki tam maksimal spacelike alt manifoldlarin
durumu, R3*? indefinite oklid uzay1 ve S)*?(c) de -Sitter uzaymdakilerden cok
farkhidir. Bundan dolayr H}*?(c) deki tam maksimal spacelike altmanifoldlarin
incelenmesi ¢ok ilging bir durumdu.

Ishihara, 1988, H,"?(c) nin H™ () x ... x H”P“(n:il) tam maksimal space-

like altmanifoldu karakterize etti. Yani H)*P(c) deki n-boyutlu tam maksimal

spacelike manifold olan M™ nin, ikinci temel formun normunun karesi S olmak

iizere, S < —npc ve S = —npc olmasi igin gerek ve yeter sartin
ne nc
M"™ = H™(—) x ... x H"+(
ni Npt1

olacagini ispatladi. Aynmi zamanda p = 1 oldugunda H{(c) deki tam maksimal
spacelike hiperyiizeylerin Bernstein tipi ozellikleri {izerinde de durdu.

n = 2 olursa biliyoruz ki Hj(c) anti de-Sitter uzaymdaki tam maksimal space-
like yiizeylerin iyi bilinen ¢rnekleri S = 0 olan H?(c) total geodezik yiizeyi ve
S = = olan hiperbolik veronese yiizeyidir. Bu nedenle, H3(c) deki S = sabit
olan ve yukaridaki verilenlerden farkli olan diger tam maksimal spacelike yiizey-
lerin var olup olmadigini sormak dogal olacaktir. Eger bu sekilde yiizeyler var ise,
S nin biitiin degerlerini bulabilir miyiz? Bu ¢alismada bu problemlemin cevap-
larmi arayacagiz.

Bu galismanin amaci, bir anti de-Sitter uzayinda tam maksimal spacelike
hiperyiizeylerin geometrisini incelemektir. Burada, ¢nce bir anti de-Sitter uza-
yimin yapi denklemleri ile lokal formiiller ele alinmig olup, sonra da spacelike alt-

manifoldlari ile ilgili temel 6zellikler incelenmigtir. Buna bagh olarak anti de-Sitter

uzayimda ortalama scalar egriligine sahip tam maksimal spacelike ytizeylerin ikinci



temel formun normunun karesi S olan ve S’ nin aldig1 degerlere gore tam maksi-
mal spacelike yiizeyin degistigi, ve bu tam maksimal spacelike yiizeyin degisiminin

nasil meydana geldigi teoremler ile aciklanmigtir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.
2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 2.1.1: V' bir reel vektor uzay: olsun.
g:VxV—-=R

doniisiimii Va,b € R ve VU, v, w € V icin
i) g(u, V) = g(v, )

ii) gl + b0, W) = ag(

W)+ bg(V, W),
— —
u, v

) +bg(w, W)
ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V' reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bi-

lineer form denir (O’Neill, 1983).

g(ﬂ), av + bﬁ) = ag(

)

Tanim 2.1.2: V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

)YV €V ve W # 0 icin g(v', W) > 0 ise g simetrik bilineer formuna
pozitif definit,

i) VU € V ve U # 0 icin g(v", W) < 0 ise g simetrik bilineer formuna
negatif definit,

iii) VU € V icin g(7', @) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif semi-
de finit,

iv) YU €V icin g(v', 7)) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif semi-
de finit,

v) YV € V igin g(v, W) = 0 iken v = 0 olmak zorunda ise g simetrik

bilineer formuna non-dejenere, aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983).



Tanim 2.1.3: V bir reel vektor uzay: ve
g:VxV-R
bir simetrik bilineer form olsun.
glw:WxW =R

negatif definit olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt uzaymmin boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve p ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.4: Bir g simetrik bilineer formun non-dejenere olmasi icin gerek

ve yeter gart ¢ nin herhangi bir baza gore ters matrisinin olmasidir(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.5: Bir V reel vektor uzay: iizerinde non-dejenere simetrik bilineer
forma V reel vektor uzay: iizerinde bir skalar ¢arpma denir.
V iizerindeki bir skalar ¢carpma g ise (V, g) ikilisine skalar carpimly vektor uzayr

denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.6: V7', w € V icin ¥ # 0 ve @ + 0 iken g(v, W) = 0 ise
v ve w vektorleri diktir denir ve v° 1 w sekilinde gosterilir. V' reel vektor
uzaymin bir alt uzayr W olmak tizere, Wt = {o € V : v L W} olsun. W+ alt
uzayna V nin dik alt uzayr denir. W+ alt uzay1, W nin ortogonal komplemamni

olamaz. Ciinkii W + W+ genellikle V nin tamamu degildir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.7: W bir V skalar carpim uzaymin altuzay: olsun. O zaman,
i) boyW + boyW+ = boyV
i) (WHt =W

ozellikleri vardir (O’Neill, 1983).



Tanim 2.1.8: V reel vektor uzay: tizerinde bir skalar ¢arpim g ve W da
V' nin bir alt uzayr olsun. Eger g, W iizerinde non-dejenere ise W ya non-
dejenere alt uzay, non-dejenere degil ise dejenere altuzaydir denir (O’Neill,

1983).

Teorem 2.1.9: V bir skalar ¢arpim uzayi ve W, V' nin bir altuzay1 olsun. W
nin non-dejenere alt uzay olmasi icin gerek ve yeter sart V = W @ W-olmasidir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.10: Bir V reel vektor uzay: iizerindeki skalar ¢carpim ¢ olsun. Bir

v €V vektoriiniin normu
17 [I= /I (v, 7)) |

olarak tanimlanir. Normu bir birim olan vektore birim vektor ve ortogonal birim

vektorlerin climlesine de ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.11: Bir V' # {W} skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahip-
tir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.12: V reel vektor uzay: icin bir ortonormal baz {eq,es, ..., e,}

olsun. ¢; = g(e;, e;) olmak tizere V U €V vektorii

v = Z&g(?a ei)ei
i=1
olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.1.13: V bir skalar carpim uzay1 olsun. V nin indeksi p olmak iizere,

p = 1 ve boyV > 2 ise V skalar garpim uzayma Lorentz Uzay: denir(O’Neill,
1983).



Tanmim 2.1.14: V bir Lorentz Uzay1 olsun. o € V olmak iizere,
i) g(V, V) >0 veya v = 0ise v vektoriine spacelike,
ii) g(v', v) < 0 ise v vektoriine timelike,

iii) g(v', ) = 0, ¥ # Oise v vektoriine lightlike(null) denir (O’Neill, 1983).
2.2 Yari-Riemann Manifoldlar

Tanim 2.2.1: M bir C* manifold olsun. P€ M noktasindaki tanjant uzay

TpM olmak iizere,

gp - TpM X TpM — R
(XP,YP) - gp(XP7YP>

bi¢iminde tanmiml sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) tensoriine

M iizerinde bir metrik tensor denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.2: M bir C° manifold olsun. M bir g metrik tensor ile do-

natilmigsa, M ye bir yart — Riemann mani foldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.3: Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin
indeksine yart — Riemann mani foldunun indeksi denir ve IndM ile gosterilir.

Eger, indeks p ise 0 < p < boyM dir. Ozel olarak, p = 0 ise V p € M icin
g |p, TpM tizerinde pozitif tanimh bir i¢ garpim oldugundan, A bir Riemann man-
ifoldu olur. p =1 ve n > 2 olmas1 durumunda ise, M ye bir Lorentz Manifoldu

denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.2.4: R™ Oklid n- uzay verilsin. 0 < p < n olmak tizere p tamsayisi

i¢in, R™ iizerinde

9(Xp,Yp) = Z:L’Zyz + Z TiYs

i=p+1



ile verilen metrik tensér goz oniine alimrsa, elde edilen uzay yari-Oklid n-uzay

olarak adlandirihir ve R7 ile gosterilir (O'Neill, 1983).

Tamim 2.2.5: {uy, u, ..., u, }, R} tizerinde dogal sistemi olsun.

V. ove W =5 W;0, R} tizerinde vektor alam iseler,
VW =Y V(W3)o;

vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tiurevi denir.
Burada, {9; | 1 <i < n}, x(R}) vektor alanlar1 uzaymin standart bazidir (O’Neill,
1983).

Tanim 2.2.6 : Bir C*°, M manifoldu tizerindeki V koneksiyonu
i) VyW, V ye gore C*°(M,R) lineerdir.
11)Vy W, W ya gore R lineerdir.
1) Vy(fW)=V( )W + fV,W, Vf € C*(M,R)
olacak sekilde
Vn(M) x y(M) — x(M)

fonksiyonudur (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.7: Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde V X, Y, Z € x(M) igin
i) [X,)Y]=VxY —VyX
i) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

olacak gekilde bir tek V koneksiyonu vardir. V ye M nin Levi-Civita Koneksi-

yonu denir ve Levi-Civita koneksiyonu
29(VxY, Z) = Xg(Y, 2)+Y g(Z, X)=Zg(X,Y)—g(X,[Y, Z])+g(Y. [Z, X])+9(Z, [X.Y])

Kozsul formuli ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).



Tanim 2.2.8: M bir yar-Riemann manifold ve f € C°°(M,R) olsun. f

fonksiyonunun A f Laplasyan: f fonksiyonunun gradientinin divergensidir ve
Af = div(grad f)

olmak {iizere dogal koordinat fonksiyonlarina gore;

S O of
Af = W< N TR
/ Z,ng {8azlax1 - Y Ok

bi¢iminde tanmimlanir. Buna gére M nin vektor alanlari eq, es, ..., e, olmak iizere,
Af =Y eileiei(f) = Veeilf))

yazilabilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.9: Levi-Civita koneksiyonu V olan bir yari-Riemann manifold M

olsun. V X\ Y, Z € x(M) i¢in

R: x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,2) R(X,Y)Z:VXVYZ—VyVXZ—V[ny]Z

seklinde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1,3) tensordiir. Bu tensére M nin

Riemann egrilik tensorii denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.10: M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik
tensorii olsun. V X,Y, 7 € x(M) igin

i) g(RIX,Y)Z, W) =—g(R(Y,X)Z, W)

i) g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z)

iii) g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z,W)X,Y)
dir (Duggal ve Bejancu, 1996).
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Tanim 2.2.11: M bir semi-Riemann manifold ve P € M noktasindaki
Xp, Yp tanjant vektorlerinin gerdigi TpM tanjant uzayimin 2-boyutlu bir non-
dejenere altuzay: [ [ olsun.

_ g(R(X, Y)Y, X)
K(H) B g(X,X)g(Y, Y) - g(Xv Y)2

seklinde tanimlanan K ([ ]) reel sayisina, [ [ nin kesit egriligi denir. M manifoldu

sabit kesit egriligine sahipse M’ ye sabit egriliklidir denir (O’Neill, 1983).
Tanim 2.2.12: Eger M manifoldu sabit bir ¢ egriligine sahipse M nin egrilik
tensortt V X, Y, Z € x(M) igin
R(X,Y)Z = c{g(Y, 2)X — 4(X, Z)Y)
seklindedir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.13: M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik

tensorii olsun. {ej, ey, ...,e,}, TpM nin bir ortonormal bazi olmak iizere

Ric : TPM X TPM — R
(X,Y) — Ric(X,Y) = > e,9(R(e;, X)Y, €;)
i=1

seklinde tanimli Ric tensoriine Ricci egrilik tensori ve Ric(X,Y) degerine de

Ricci egriligi denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.2.14: M bir yari-Riemann manifold ve R, M nin Riemann egrilik
tensorii olsun. {ey,es,...,e,}, TpM nin bir ortonormal baz olmak iizere
n n
p= ZQURZ‘I@ veya p= ZEiRz’c(ei, e;)
i=1 i=1

degerine M nin skalar egriligi denir (O’Neill, 1983).
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Tanmim 2.2.15: F : E" — E™ bir doniisiim ve v € Tga(P) olsun. E™ nin

t — F(p +t0) egrisinin t = 0 amindaki hiz vektorii (F,),(7v',) € Tgn(F(P)) ise

fonksiyonuna F' nin P noktasindaki T'iirev dontigiimii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.16: M yari-Riemann manifoldunun C'*° altmanifoldu M ve M
deki metrik g olsun.
¢o: M — ]\NJ
P—¢P)=P
inclusion(daldirma) déniigtimii igin P € M noktasindaki tiirev doniigiimii

6, |p: ToM — TpM
ve ek doniigiimii de

& | ToM — TpM*

olmak {izere, V XY, Z € x(M) igin

¢ Ip (99)(Xp, ) = 9(0.(X,), 0.(Yp))

esitligi ile tammh ¢* |, (g,), M lizerinde bir metrik ise M ye M nin bir yar-
Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.17:M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. Vp € M igin
Tp M+ uzaymm boyutuna M nin dik tiimleyeninin boyutu (co dim ension), Tp M=+
in indeksine de M nin dik tiimleyeninin indeksi (co-indeksi) denir (O’Neill,
1983).

Tp]\~4 =TpM @ TpM+ oldugundan X, € Tp]\~4 i¢in tanjant ve normal bilegen-
leri yardimiyla

X, = tan X}, + nor X,
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yazihg tek tiirlidiir. Burada, tan X, € TpM, norX, € TpM* dir. Ortogonal

izdiigiimlerin sonucu olarak,
tan : Tp]\NI — TpM

nor : Tp]\} — TpM™*

doniigiimleri R-lineerdir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.18: M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. O zaman
indM = indM + coind M

dir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.19: V X, Y € x(M) icin,
he x(M) x x(M) — x(M)*
(X,Y) = h(X,Y) =norVxY

seklinde tanimli A doniisiimii 2 - lineerdir ve simetriktir. h fonksiyonuna M nin

sekil tensorii veya ikinci temel form tensorii denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.20: M, M nin bir yarl-Riemann altmanifoldu ve M iizerindeki

Leci-Civita koneksiyonu V olsun.
Vo x(M) x (M) — y(M)
(X,)Y) > VxY =tanVyY

indirgenmis fonksiyonuna M yari-Riemann altmanifoldu tizerine indirgenmisg konek-

siyon denir (O’Neill, 1983).

~

Tanim 2.2.21:M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. V ve V|,

sirasiyla M ve M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonlar1 olmak tizere



13

~

VX, Y € x(M) igin,
VyY = ViV + h(X,Y)
esitligine M nin Gauss denklemi denir (O’Neill, 1983).
Teorem 2.2.22: M, ]\~4 nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. M, ]\~4

nin Riemann egrilik tensorleri sirasiyla, R ve R, sekil tensorleri de h olmak iizere

VV, W, X, Y € x(M) igin
< RywX,Y >=< RywX,Y > — < h(V, X),h(W,Y) > + < h(V,Y), h(W, X) >

dir (O'Neill, 1983).

Tanim 2.2.23: M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun. p € M ve p
noktasinda M nin bazi ey, es, ..., €, olmak iizere, M nin ‘H ortalama egrilik vektor

alani
1 n
Hp = 5261'11(61', 6i>

olarak tammlanir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.24: Sabit egrilikli, tam, baglantili yari-Riemann manifolda inde fi-

nit uzay formu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.25: ]N\J , n-boyutlu yari-Riemann manifold olsun. M nin dik
tiimleyeninin boyutu (codimension) 1 olan altmanifolduna M nin bir yar:- Riemann

hiperyiizeyi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.26:M nin bir M yari-Riemann hiperyiizeyi, koboyutu 1 olan yari-

Riemann altmanifoldudur.
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M yar1-Riemann hiperyiizeyinin ¢ isareti;

+1, coindM =0
—1,comndM =1

bigimindedir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.27:M C M, M yari-Riemann hiperyiizeyi iizerinde birim normal

vektor alani U olsun. ¥V V,W € x(M) igin,
< S(V),W >=< h(V,W),U >

olacak sekilde, S, (1,1) tensor alanmma M nin sekil operatorii denir. Her bir

p € M noktasmda S : TpM — TpM bir lineer operator belirtir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.28: M C M , M yari-Riemann hiperyiizeyinin bir P noktasindaki

sekil operatorii S(P) olmak tizere

k: M—R
P — k(P) =det S(P)

bigiminde tammlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu, k(P) degerine

de M nin P noktasimndaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.2.29: M nin M yari-Riemann altmanifoldu, sekil tensorii h = 0

oldugunda total geodeziktir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.30: M ve N birer C*° yari-Riemann manifoldu olsun. f, M
den N ye tammlanan bir C*° fonksiyon olmak iizere, (f.) jakobiyen matrisine
kargilik gelen doniigiim M nin her bir P noktasi igin bire-bir ise f foksiyonuna bir

immersiyon denir (Hacisalihoglu, 1998).



15

Tanim 2.2.31: M ve N birer C* yari-Riemann manifoldu olsun. f, M den

N ye tanimlanan C'*° fonksiyon bir immersiyon olmak tizere V X, Y € TpM igin,

9(f+(X), (V) = g(X,Y)

ise f ye bir izometrik immersiyon ad1 verilir. Burada g, TpM den indirgenmis

metriktir (Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.2.32: M, C'° yari-Riemann manifoldu olsun. M nin bir p € M

noktasindaki kotanjant uzay1 75 (M) olsun. Buna gore, bir

M TH(M
w Hng p(M)

fonksiyonu igin

mow: M — M

ozdeslik fonksiyonu olacak sekilde bir

; T
T peUM (M) — M

fonksiyonu mevcut ise w ya M iistiinde bir 1-form denir (Hacisalihoglu, 1998).

Lemma 2.2.33(Cartan Lemmas1): M, n-boyutlu Riemann manifoldu,

r<nveM deV pe& M icin lineer bagimsiz 1-formlar wy, ws, ..., w, olsun. M de

i=1

olacak sekilde 01, 05 ..., 0, 1-formlar1 var ise, M iizerinde h;; = h;; 6zelligini saglayan

C* h;; fonksiyonlar: mevcuttur, 6yle ki 1 < ¢ < r olmak {izere,

(91' = ZT:hij’wj
i=1

yazilir (Willmore, 1993).
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Tanim 2.2.34: M yari-Riemann manifoldunun bir U komsgulugunda x;, s, ..., x,
koordinat sistemi alinsin. Bu koordinat sistemine karsilik gelen dual baz 0y, ds, ..., O,

olmak tizere;

Vo (0;) =Y Tk, (1<, j<n)
k

olacak sekilde U’ da tanimh Ffj reel degerli fonksiyonlarina C'hristof fel sembolleri

denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.35: M manifoldunun koneksiyonu V ve bir U C M acik altciimlesi
iizerinde bir koordinat komsgulugu (U, ¢) olsun. x(U) iizerinde C*° vektor alan-
larmin ortonormal bazi {9y, O, ..., ,} ve bu bazin dual bazi da {w!, w?, ..., w"}

olmak iizere, V X € x(U) igin
anj = wf(X)é?k

w’(Vx8;) = wj(X)
dir. Buna gore
w? o x(U) — C*(U,R)
X — wi(X) = wP(Vx0;)
olarak tanimlanan wf 1-formlarma, U iizerinde {0y, s, ...,0,} baz vektor alan-
larina gore V koneksiyonunun 1 — formlar: denir.

Ozel olarak X = 9, aliirsa
wi(9) = wP(Vp,0;)
= w”([%,0)
= [Jur (@) uh(d) = oF

= (?kwp@k) 1<7p<n

olur (Hacisalihoglu, 2003).
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Tanim 2.2.36: M yari-Riemann manifold ve M nin bir A bolgesinde tanimh

C fonksiyon f olsun.
df (X) = X[f] = 9(Vf, X)

bigiminde tamimlanan df 1-formuna f nin A’ daki dus tiirevi denir.
A iizerinde w bir C'*° 1-form olmak iizere, w nin dw ile gosterilen dig tiirevi A

tizerindeki 2-form olarak
cmaﬂﬁngWWﬂ—Ymuﬂ—MxYD

bi¢iminde tanimlanir ve bu esitlige Ricci denklemi denir (Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.2.37: n > 2 ve 0 < p < n olmak iizere,

i) Sp(r) = {X € Ry*' : g(X,X) = r°} hiperquadrigine, R?*! de r > 0
yaricapli, n-boyutlu ve p indeksli pseudo kiire denir.

i) H'(r) = {X € R} : g(X,X) = —r?} hiperquadrigine, R de r > 0

yarigapli, n-boyutlu ve p indeksli pseudo — hiperbolik uzay denir (O’Neill,1983).

Tanim 2.2.38: n > 2 ve 0 < p < n olsun.

i) Sp(r) pseudo kiire, ¢ = 1/r* sabit pozitif egrilikli, tam Riemann mani-
foldudur.

ii) H)'(r) pseudo — hiperbolik uzay, ¢ = —1/r* sabit negatif egrilikli, tam
Riemann manifoldudur (O’Neill,1983).

Tanim 2.2.39: RZH’ 1 den indirgenen, indefinite Riemann metrigiyle ver-
ilen H}*?(c) hiperbolik uzayma, p indeksli, c¢(c > 0) sabit egrilikli bir anti de —

Sitter uzayr denir.
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Tanim 2.2.40: Ikinci temel form A’ nin kovaryant tiirevi ZI),

o o= J_ o =
(Dxh)(Y,Z) =Dy (WY, Z)) — h(DxY,Z) — hY,DxZ)
seklinde tanimlanir. 5 nin kovaryant tiirevi D ya M nin iigiincii temel formu
adi verilir. Eger D= 0 ise M ye paralel ikinci temel form veya 1 — paralel dir
denir. Buradaki II), M nin Tj3; normal demetinde tanimlanan normal koneksiyon

olup buna Van der Waerden Bortolotti koneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 2003).

Teorem 2.2.41(Genellestirilmis Maksimum Prensibi): M, Ricci egriligi
ile alltan smirh olan tam Riemann manifold ve F', M iizerinde tistten smrh C2-

fonksiyon olsun. Boylece M de {p™} noktalar dizisi bulunabilir 6yle ki,
lim F'(p™) = sup F,lim || grad F'(p™) ||= 0 ve limsup AF(p™) <0

dir (Omori, 1967;Yau, 1975).
2.3 Maksimal Spacelike Yiizeyler

Tanim 2.3.1: p indeksli, —c(c > 0) sabit egrilikli indefinite uzay formu H'(r),
bir anti de-Sitter uzay1 olsun. H(r) ambiant uzaymdan M {izerinde indirgenen
metrik pozitif ise, H ;}(T) nin n-boyutlu bir M altmanifolduna spacelike altmani fold
denir. ey, ey, ..., e, M ye teget olacak sekilde H,'(r) de indefinite Riemann metrigine
uyarlanan

€1,€2,...,€n, €ntl, -y Entp
ortonormal ¢atinin bir lokal alanini secelim. M iizerinde bunun duali olan bir
. e a
dual ¢at1 alam1 da wy, wa, ..., w, olsun. Herhangi « =n+1,...,n+p igin hf; = h;
olmak tiizere, M nin ikinci temel formu

h = g hijw,wjea

4,5,
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H
ile verilir. M nin A ortalama egrilik vektorii

W= e

bi¢iminde tanimlanir ve

=T = 13 el

sayisina da M’ nin ortalama egriligi denir. Eger her « i¢in Y A% = 0 ise M’ ye

i
i

maksimal denir.

Tanim 2.3.2: (z,y, 2) ve (u1, ug, uz, ug, us) srasiyla R? ve R3 iin dogal koor-
dinat sistemleri olmak iizere H*(§) hiperbolik Veronese yiizeyi, Hj(c) de

_ vz _ x2 _ xy

1 V3c Uz = V3c us = V3c
_ @) _ (42427
Uy = 273e ve Uy = 6/c

bigiminde tanimlanan bir maksimal spacelike altmanifolddur (Cheng, 1994).

Teorem 2.3.3: M spacelike hiperyiizeyin ortalama egriligi sabit ve Lorentz
uzayin kapal bir altkiimesi ise M {iizerindeki indirgenmis metrik tam Riemann

—
metrigidir ve M nin ikinci temel formun normu n || & || tarafindan smirhdar.

Tanim 2.3.4: Lorentz uzayin kapal alt kiimesi olan sadece maksimal space-

like hiperyiizeyi lineer hiper uzaydir (Cheng ve Yau, 1976).

Teorem 2.3.5: M, Hp2+p(c) anti de-Sitter uzayinda tam maksimal space-
like yiizey olsun. O halde, S < 2c ve S = 2c¢ olmasi i¢in gerek ve yeter sart
M = H'(¢/2) x H'(¢/2) ve p =1 olmasidir (Cheng, 1994).

Teorem 2.3.6: Bir Hg*p(c) anti de-Sitter uzayinda tam maksimal spacelike

yiizeyin Gauss egriligi pozitif degildir(Cheng, 1994).
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BOLUM 3
ANTI DE-SITTER UZAYINDA SPACELIKE HIiPERYUZEYLER

Bu boliimde bir anti-de Sitter uzayinda indeksi 1 olan spacelike hiperyiizeyler

i¢in yap1 denklemleri elde edilecek ayrica bazi lokal formiiller verilecektir.

3.1 Bir Anti De-Sitter Uzayinda Yapi1 Denklemleri ve Lokal Formiiller

Caligmanin tamaminda tiim manifoldlar C*° ve baglantili kabul edilecektir.
Simdi M nin yap1 denklemlerini bulalim.

M 1-indeksli, (n + 1)-boyutlu anti de-Sitter uzay1 ve M de M nin space-
like yiizeyi olsun. M de {e1, €2, ...,e,} bir ortonormal baz ve bunun duali de

{wy, wa, ..., w,} olmak iizere, M deki yar-Riemann metrigi

n

ds® = (wi)* = (wp1)* = ) ea(wa)’

i=1
dir. Burada A, B,C,...e {1,2,...n+ 1} ve i, j, k € {1,2,...,n} indis siralamasi

goz 6niine almirsa ¢; = 1,¢,4; = —1 dir. Bir formun dig tiirev tanimindan,

dwa(ec,ep) = 3leclwalep)] — eplwa(ec)] — walec, epl}

~

= %{60[5A5AD] —epleadac] — wA(%eceD = Vepec)}
= —%wA{%)[EDeE - %(f}ceE}

= —HE[Epwaler) = Slowaler)}

= —%%{(gpgAéAE — [gch(SAE}

ise,

dwaec,en) = —5 S eal[dp—The) (3.1)

dir. Koneksiyon 1-formlar: tanimindan

~

wag(ec) = wa(Veep) = [Cpwaler)
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bigiminde yazilabilir. Burada w(eg) = €40 45 oldugundan

waplec) = [&p= [Gpwelec)

A
WaAB = (cgwc
dir.

Buna gore,

Slwan Awp)lec,ep) = 33 {wan(ec)wn(en) — wap(e)ws(ec))
= 3 {wa(Veeen)endon — wa(Vepen)endne)

%Z{ZEJ(EBwA(eE)sBém - %ZH%BwA(eE)sB(SBc}

_ %%5B{§(ngA5AEdBD - %fﬁgeAéAEcSBc}

_ §§53{§ (405D — ;%‘Bmgo}

= 3> eacs{[45080 — [Hpinc}

AB
= % > eacn] ’—é’B_ %B}
AB

1
2

olur. Boylece (3.1) ve (3.2) esitliklerinden birinci yap1 denklemleri
dwy = —ZEBUJAB/\U)B (3.3)
B

bigiminde elde edilir. Ayrica

(wap +wpa)(ec) = waplec) +wpalec)
= wa(Vepen) + wp(Veea)
= [Epwaler) + [Eaws(en)
= [Epcadap + [EacBiBE

_ A B
= [Cpea+[cacn

dir. Burada

~

B
Veeea = [cacn
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oldugundan
9(Vecenren) = [Bacp
~9(Vecenea) = —g([dpeaea)
[&pea = [Cacn
dir. Boylece
(wap +wpa)lec) = [cpea+ [Cacn

= (éBgA - [éBgA
= 0
wup + wpa =0 (34)

elde edilir. R, M nin egrilik tensor alani olmak iizere,

Y Rapcpwe ANwp = Rapep
C.D

= R(ea,ep,ecep)

= g(R<eC,€D)€B: €A)
= g(vereDeB - veDveceB - V[ECyeD]eB’ eA)
= g(vec(g(ngE) —Vep (ZE:[gBé‘E)?@A) — 9(Viee.epi€n €4)
o A o A ~
= ea{Gke — G 4 Y([5alee~[EsTb)} = 9(Viecenien: ea)

(3.5)
dir. Diger taraftan

wap(en) = wA(Z[ﬁB@E) = Z[ﬁBwA@E)

olmak iizere,

dwap + E EcWac N\ WepB
C



toplami hesaplanirsa

(dwap + ZSC(MAC ANweg))(ewm, en)

1
= 5{61\4[10143(61\7)] — en[wap(em)] — wasleam, en|}

+%ch{wAC<eM)wCB(€N> —wac(en)wes(ewm)

= el TEpwalen)] - el [fipwaler)
=3V eniemea) + Y _ec(Y_ [hewalen) Y [Rpweler)]

E E

S Rewalen) S Himwe(en)
= S lewld Rawaler)] — ext Fgwaler)

~

_a(v[eM,eN}er eA) + ch(z [ﬁch(eE)Z [ﬁBwC(eE)]
C E E
=Y Thowaler)d [Fpweler))}

1 o~
= Slem([vpea) = enllipes) = 9(Viewenien: )

+> eo(MoealSpec — [veealfipec)}
C

= a5 = G+ S ThaleTEslbe)

~
~

_g(v[ec,eD]eB7 eA)}
oldugu goriiliir. (3.4) ve (3.5) esitliklerinden

Rapep

N[

dwap + Zegw,qc Nwep =
C

N [—=

> Rapcpwe A wp
C.D

olur. Boylece ikinci yap1 denklemi

1 ~
dwap = —Zé‘chc Nwep + §ZRABCD7~UC ANwp
C c.D
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bigiminde elde edilir. Simdi de M spacelike hiperyiizeyi i¢in birinci ve ikinci yapi
denklemleri ile Riemann egrilik tensoriiniin bilegenleri elde edilecektir. Bunun
icin,

Wp1 =0 (3.8)

ve M nin
ds? = Z(wi)2

Riemann metrigi goz oniine alinacaktir. M spacelike hiperyiizeyinin ikinci temel

formu
h = Z hiw; ® w;
olmak tizere

0=dwpy = — g Wit 153 AW;

ve Cartan lemmasindan
Wn41y5 = Z h%wiy h% = h]az (39)

yazilabilir. O halde M nin birinci ve ikinci yap1 denklemlerinden M nin birinci ve

ikinci yap1 denklemleri sirasiyla

dw; = =Y wj; Nwj, w;+w; =0 (3.10)
1 “
dwij = —Z’LUik A W5 + §ZRijklwk A, (311)
C C,D

seklinde elde edilir. Simdi de M nin Gauss denklemlerini bulalim. M, M nin bir
yari-Riemann manifoldu, Riemann egrilik tensorleri sirasiyla R ve ;i, sekil tensorii

de h olmak iizere;



25

VV,W,X,Y € x(M) igin,

<RywX,Y> = <Vy VpX,Y >—<Vy VpX,V > — < VX,V >

— < V(Y X + (W, X),Y > — < Vi (Vo X +h(V,X),Y >
— < VywX + h([V,W]),Y) >

= <VyVpX,Y >+ < Vyh(W,X),Y >
— <V Ve XY > — < Vigh(V,X),Y >
- < VywmX,Y >

— < VeV X,Y >+ < h(V,ViwX),Y > + < Vyh(W, X),Y >
VWV XY > — < A(W,VyX),Y > — < Vwh(V, X),Y >
- < VywmX,Y >

— < VyVwX,Y > 4V < h(W,X),Y > — < h(W,X),VyY >
VWV X, Y > W < h(V,X),Y > + < h(V,X), VY >
— < VywX,Y >

= <VyVpX)Y > - <V VyX)Y > - < Vyy X, Y >
—<h(W,X),VyY +h(V)Y) >+ <h(V,X),VwY + (W, Y) >

= < RywX,Y > — < h(W,X),VyY > — < h(W, X), h(V,Y) >
+ <h(V;X), VY >+ < h(V,X),h(W,Y) >

<RowX,Y > = <RywX,Y >— <h(W,X),h(V,Y) >+ < h(V, X),h(W,Y) >
<RywX,Y > = <RywX,Y >+ <h(W,X),h(V,Y) > — < h(V, X),h(W,Y) >
elde edilir. Riemann egrilik tensor tanimindan
Riji = < Rye;,e; >
= < ;Bklei,ej > — < hyiy by >+ < by, hyg >
= <ep, e ><ee;>— <ep e ><e, e >t— < hy,hyy >+ < by, by >

yazilir. Burada,
< e, e >= 5i5ik, < e, e >= Ej(;lj, <e,e >= 51‘612'7 < €k, e >= 5j6jk

ve

1, 7=1,2,...,n i¢in &, ;=1
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olacagindan,
Rijm = ceigj{udij — 0ubjn} — Zh% %+ SThhs,
= c{diwdij — 0udjr} — Zh“ hs + Sohishe,

= c{0irdi; — 0ubjn} — D (hgh o~ hﬁ'hgj)

(3.12)

bulunur. Benzer olarak
a, B=n+1,n+2,...,n+picine,, eg=—-1vea#1i, j;8#1 J
iginde
Ropii = c2acp{00i0s; — 0ajlpi} — Zk:h’; + th hk,
= —zk:(hﬁihgj — h’;jhki) (3.13)
= _zk:(h?khiﬁk - hz'oichfk)

elde edilir.

M nin h ikinci temel formunun sirasiyla birinci, ikinci ve tigiincii kovaryant

tiirevlerinin bilesenleri hfyy, hiiy, i, olmak izere
%k = ?k] = h?zk (314)
z]kl z]lk thmRm]kl + th]lekl thRaﬁld (315)

h%klm Ukml Zhr]klem+Zhkar]lm+Zh”rRrklm thkRaﬁlm (3 16)

ile verilir.

hg: nin laplasyam Ahf; = Zk:hf;kk oldugundan bu esitlige

- th;cjk + thqkjk - Zhioickj + Zhiakkj - Zh‘gkzg + thku =
k k % k %
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ifadesi eklenirse sonug degismeyeceginden
Ahg, = ;hgkk —kZ hn + ;hiakjk - Ek;hﬁckj + %hﬁckj - ;hgkij + Ek;hgkij
= Zk(h%kk — hiin) + Z(h%‘k — hfig) + zk:(hﬁckj — hiii) + Xk:hgkij
elde edilir. Burada hf; = h§; ve hiy, = hi,; oldugundan Ay, = hg ., M = Mg

olur. Dolayisiyla
AV Ek:hgkij + Z(h?;cjk — hxj)
- Zh‘k‘kz] + Z(thmleﬂ + Zh’lm mijl — %hﬁRaﬁjﬂ (317)

= thkz] + kzhim mijl + kzhszm‘ﬂ - %hﬁRaﬁjl

dir. Ikinci temel formun uzunlugunun karesi S = > (hg;)? olmak iizere, S’ nin
1,7,00
laplasyani
IAS = (erex(S) — Veen(S))

T
Slener( 5 (1)%) = Vopea 5 ()2
*

N [—=

N [—=

], i1j7a

[er (222 (hi5)en(hiy) — 237 (h5)Ve,ex(hiy)]

i,J,0 1.,

N [—=

= ;{ek@ (hf5)er(hiy) = > (hi5)Ve,ex(hi;)]

i i
= i%[ek(h%)ek(h%) + hgerer(hsy) — (hs5) Ve, en(h)]
= %:kek(h?j)ek(h?) + Z;kh erer(hdy) — i%(h?j)vekek(h%)
- i%ek(h%)ek(h%) + i%h%[(ekek(h%) — Veen(hg)]
= > en(hfy)en(hy) + - hi; AR
ik ik

elde edilir. Burada,
Vha ek Zh”kw ek (h ) h%k

esitligi goz oniine alinirsa

—AS > (k) +thh§; (3.18)

0,5,k
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bulunur.

Ayrica M maksimal ise skalar egrilik

R = SR
- %:[0{5%537‘ — 0405} — Xa:(h?ih?‘j — h§;hgs)]
= %[0(1 — ) — Xa:(h?i 35— (h55)?)]
= %:C - C%ﬁfj —MZ %:(h?i 35— (h%5)?) (3.19)
= %}C - Ci:%:fﬁi - %:%:(h%h?j — (h§;)?)
= 0;12 —cn — Z (hf; &= (h%)z)
i
= en(n—1)— ¥ (he)?
i

olarak verilir. Boylece skalar egriligin sabit olmasi icin gerek ve yeter sartin
S = 3 (hg;)? nin sabit olmasi sonucuna ulagilir.

],

3.2.Anti de-Sitter uzayinda Tam Maksimal Spacelike Yiizeyler

H}*P(c) anti de-Sitter uzaymdaki tam maksimal spacelike altmanifoldlar, R}*P(c)
indefinite oklid uzay1 ve S)*7(c) deki de-Sitter uzaymdakilerden ok farkhdir. Ishi-

hara,1988, H)*?(c) deki n-boyutlu tam maksimal spacelike manifold olan M" i¢in

S < —npc ve S = —npc olmast i¢in gerek ve yeter kogulun
M™ = H (P o e (LS
ni Tpt1

oldugunu ispatladi. p = 1 oldugunda da Hf“(c) deki tam maksimal spacelike
manifoldlarin Bernstein tipi 6zellikleri ile de ilgilendi.
Ozellikle n = 2 olursa Hj(c) anti de-Sitter uzaymdaki tam maksimal space-
like yiizeylerin iyi bilinen érnekleri i¢in S = 0 olan H?(c) tam geodezik yiizeyi ve
—4c

S = = olan Veronese yiizeyi oldugu bilinir. Bu nedenle H3(c) deki sabit S’ ye



29

sahip ve yukarida verilenlerden farkh olan diger tam maksimal spacelike yiizey-

lerin var olup olmadigini eger varsa da S nin biitiin degerlerini inceleyecegiz.

Teorem 3.2.1: M? Hj(c) mn sabit skalar egrilikli tam maksimal spacelike
yiizeyi olsun. S, M? yiizeyinin ikinci temel formun normunun karesi olmak iizere,

(1) S =0« M?, Hj(c) geodezik yiizeyinin tamamidir.

(2) S = = < M?, hiperbolik Veronese yiizeyidir.

(3) S = —2c < Hy(c) nin tamamen geodezik olan H?(c) yiizeyinin hiperbolik

silindiridir.

Ispat: Bu bolimde n = p = 2 oldugunu varsayalim. Once ana teoremin ispati

i¢in baz1 lokal formiiller hesaplayalim.

Sy = Y.(h};)? ve Sy = Y °(hi;)? olsun. Bu fonksiyonlar M? iizerinde global

i, Y]
fonksiyonlardir. M? de keyfi sabit bir p noktasi icin h{; simetrik oldugundan

uygun {ej, es} ortonormal bazlar segilerek
hiy = Xidy; (3.20)
bi¢iminde yazilabilir. M maksimal oldugundan
Shi=0 = h}+h3=0

= AM+A=0
= )\1:—/\2:)\

bulunur. Aym diisiinceyle
hiy = —hgy = pt (3:21)
ve

Wy = 1 (3.22)

yazabiliriz. S, = S_h®h? (2x2) ’lik simetrik bir matrisdir. Uygun {es, e}
1,

ij" g
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ortonormal bazlar: i¢in kogegenel matris olarak alinabilir. Dolayisiyla

Zhg)jh?j = h?lhzﬁ + h?zh%z + h%lhgl + h%thz =0

i - (3.23)
Yhihl = 2\ =0

7/7‘7

alinabilir.

Teorem 3.2.2: «a =3,4i¢in; S =S5+ S5, = > (hy)? Ss =3 (h};)%
Sy = Y_(hi;)? oldugunda

1,7, i,J
i,J

ARS = (S+20h% -2 X BShLHD+ Y gl
Lt,a#3 Lt,o#B

AS = 3 (ho

ijk

)24+ (S +2¢)S + 2535,

1
508 = > (1) + (S +20)S5 + 2555,
dir.
Ispat: AR =>"h¢, = > hfl, ifadesi (3.16) esitligi ile
[ I
Ahjy = Zhﬁlj + théthjz + ZhﬁRtiﬂ - ZhﬁRaﬁjz (3.24)
! Lt Lt LB
bigiminde yazilabilir. (3.12) ve (3.13) esitlikleri ile (3.24) ifadesi kullanilarak
Ahfy = 3 hi[e(Gi0u = dudy) %:(hfjhﬁ — hyhi))]

+%h§ (84,60 — Oudij) — %(hfjhﬁ — hflhfj)}

+th/3 hf;(hfjhfl - hflhfj)

AR = (2¢+ S)h; — 2 Z A Z hg i, (3.25)

tg' il
Lt,B#a Lt,B#a
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olur. (3.18) ve (3.25) esitlikleri kullamlarak

IAS = 3 (h&)P+ 2 hgs AR,

@5,k ik i3,k J

= 3 (A2 + S hS[(2e+ S)hg —2 X KGRk + S hghph]
1,7,k 1,7,k I,t,B#a l,t,B#«

= 3 A2+ (2c+9) 3 (hE)2—2 3 hShGhihh + S hEhghyhl
5.k, 0,4,k I,t,B#a Lt,B#a

gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
SAS = > (W) + (2c+ S)S + 28955, (3.26)
0,5,k
ve
%ASB = Z (h?jk)Q + Z h?jAh?j
gk R
= ijZka(h?jk)Q + iZjh?j[(% + S)hY; — 2thh§’lh?jh?z + ghi’lh?zh?j]
= Zk (h?jk)2 + (2¢ + S)Z(h?j)2 - Q;h?jh?lhfjh;ll + lzh?jh?lh?lh?j
1,7,k 1,] ,t t
1
508 = > (h)* + (2¢ + 8)Ss + S5 (3.27)
5,k

esitlikleri bulunur.

Teorem 3.2.3:

AN ()P = Y () (ST Y (43| VS P53 5.3 (1)

iﬂj7k7a i)j7k7l1a i7j7k?a « i7jﬂk

(3.28)
M? maksimal oldugudan herhangi bir o degeri icin
B+ by = 0
dir. Boylece
hiy = —hgy » hiur = —hda, (3.29)

dir.



Ispat: (3.24), (3.25) ve Treibergs, 1982, caligmas: kullamlarak

E — E a pa
hz]k zgk - hzgkhz]kll

’] k (64 i?j7k7l’a
= Z Rkl + Vi ZhZRm’M + Zh?ZRtjkl - th]RaBkl
B9,k l,a

32

- Z hzyk ijllk + thletlkl + thlet]kl + th]thlkl th]lROéﬁkl

B9,k l,a
+ Z hz]k t]lRtlkl + thlet]kl Zh”lRaﬁkl]
2,5,k l,a
+ Z hklhe; ViRiim + thiletjkl - Zhwleaﬁkﬂ
2,9,k,l,a
= R {Vil(S +20)h —2 > hy h@hﬁ + > hghphl]}
1,7k, I,t,B#a lt,B#«
+2 3 hiehipRua+2 Y bR+ D GG R
0,7,k t,a 4,9,k,l,t,a 0,5,k t,a
—2 Y Bhl Rapi+ Y RS> hE ViR + Y haViRiu
0,4,k a8 0,5,k l,a t t
_thjleaﬁkl]
B

elde edilir. §imdi bu ifadedeki her bir terimin esitini bulalim.

VkS = vk(Z = 2. Zhu ijk

i, 1,5,k

> R AVE(S + 200k —2 Y hahih + Y hahihl

i4,k0r Lt,B#c Lit,BF#o
— 818
= (8+420) Z o)+ Z hiih$eVie S —2 Z Pk
i.5,k0 wk o i.3:k,0t,a#B
B 18
Z hzgk t]k Z hzgk lhtjhilk
7]’k7l7t a#ﬂ 7]’k7l7t a#ﬂ

+ Z hmk tlkhtﬁlhg+ Z hwk lhflkhfj+ Z hlﬂk

3,5,k Lt,a#B 2,7,k Lt,a#B 4,5,k Lt a#B

(3.30)

(3.31)

Shoh

ijk
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1
(S+2) ) ( g;k)2+§|vk5|2

i,J,k,x

—2 Z hjhi i iy + Z g hih
,5,k,01,t i,9,k,1,t

—2 Z hzykhglht]khfl + hz]khg’th]khg)
1,5,k,t

—2 Z h;l]kh4 h?]khg + hzgkh?thjkhng)
ikt

—2 Z hzgkh3 h‘4 hzlkz + hzgkh3 h‘4 hsz)
1,5,k,t

—2 Z hzjkh;llh ik 1 hz]khgh h7,2k>
i,5,k,t

+ Z el hihiy + Wil by + highi Wi hdy + hijhighis b))
igkt
S3

+4 (hzjk)

2
1,7,k

1
(S+2¢) Y (h)* + 5 | VS [

i,5,k,c
—2 Z R ha + Z hgj i (3.32)
1,7,k,1,t 4,k ¢
_42 i ?lh?l 42 hin ?Jh?]
7] kt ,] kt

+Z h’z]kh:i)lh“élllkh4 + hzykhglhglkh4 + h’zgkh?2héll2kh4 + hz]kh§2h§2khfj
1,3,k

S,
+hzgkh’%1h?1kh’3 + hzgkhglhglkhs + hz]kh32h32kh?]) SZ(hzgk)

@5,k

(5+20) 3 () + 5 | VS P+ 23 (2

5,k 0,5,k

—2 Z hzykh?lkh 82 hzykhg’jkh?zhfz

i,5,k,0,t i,5,k.t

+Z Zh 24N> Ry bkl

.5,k
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Z highise Bk, = Z hisehi; wt [c(0uk0u — dudu) — Z(h’fkhﬁ — hflhfk)}
@5,k t,a 1,7,k t,a B8
= Z {hhie(01k011 — d11018) — Z(h[fkhfl — W5y hiy)]
,7,k,« B
Hhehl [0(01x020 — 01202%) — Y (WY hy — Biyhiy)]
B
S hs[c(6akd11 — 0a01x) — > (hgphiy — hoyh5)]
B
)

B [c(0ak022 — 02a02r) — D (hyhy — hoohg, )]}
B

= Z zgk Z h%kh%1 Z(hfkh% - h%hgk)]
B

i,7,k,c i,7,k,a
B 1B B 1,8
- Z hzajkhZQ Z h2kh11 - h21h1k)]
5.k,

= c Z (h”k Z hiihin | [h3ch3y — hioh3), + highsy — hiyhy,]

4,3,k i,4,k,
E /‘ a o 3 13 3 13 4 14 4 14
hz]k:hz_]Z thh’ll - hQIhlk + thh’ll - h’21h1k:]
i,5,k,

= Y (h8)* = Y (h5) (b3 s, + hiyh3, — hiphy,

i,5,k, i,3,k,c
h3yh3y + hishsy — hishsy + W3 b3, + hy bty — ha bty
h3,h3y + hy haa — hi i)
= ) (h)? = Y (hg) (b3 gy + h3,h3, + hiyhd,

i,5,k, i,3,k,c

—hizhy + h%zhiﬂ — hayhiy)

= Y (h8)? = D (M) (= (W) — (h3y)* — (h)?

@5k, 4,3,k
—(h12)® = (h31)? — ("))

gerekli diizenlemeler yapilirsa

(0% [0 S o
Z hiihiye R = (5 +c) Z(hmk) (3.33)

i7j7k7l7t7a i7j’k?a
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i,7,k,l,a,8

—2 > hgh Z (héhy — hihy,)]
i,3,k,l,o,3

=2 Y W [(hhy, — BhL,) + (Ao — heihb,)]
i,3,k,l,a,3

—22 h?]kh?]z (h3ehd, — h3ih3,) + (R3,hy — h3h3y)
,7,k,l

+hiehiy (highy — hyyhie) + (haha — hha,)

igl
+hfgkh?jl(h%kh?l — hiyh3y) + (haphd; — hyhdy)

+hi; khz]l(h4kh4 — hhiy) + (haphl — hyhsy)]
-—2252 [ o (R e — Biohiy) + (hiyhigs — haghsy)
3 h4

+hiahip (hiohty = hihiy) + (Baphy — hiyha,)

152" %i51
+hij hija (Wi hiy — hishiy) + (hyyhay — hashsy)
+higohiy (Mighty — hiyhYy) + (hgshly — hayh3,)]

—22 R htohis (B3 — B3y) + hEoht hiy(hy — h3))

1j1"%52 ij2'Yi51

+h;§1h3 Riy(hay — h3)) + hinhd his(h3, — h3,)

152 i52'%i51

+hihiiahy(hay — hiy) + hiphis hiy(hiy — hiy)

152 i52"%151

+hi BTy (B — Ray) + hiohii hiy(he — 1))

151" %52 172751

gerekli diizenlemeler yapilirsa

-2 Z hzykthZRaﬁkl__4Zh13]khfjlh’4 h3 hzk)

i,7,k,l,a,8 ,7,k,l

35

(3.34)
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2 > Wb R +2 Y hhiy Ry

0,5,k t,a i,5,k,0,t,a
= 2 Z h’ljkhtjl 5tk51 - 515151/?) Z(htﬁkhzﬁl - htﬁlhfk)]
1,5,k,0,t,a B
+2 ) hShiyle(6udn — 6udjw) — Z(htﬁkhﬂ — hyhl})]
i,7,k,L,t,a
= de Y (B —4 > heihiyhy, hﬂ+4 > b hhl,
i,4,k, 2,7,k,0,t,a @9,k t,a
- 462 wk
0,4,k
—4 thjk tjl +h‘z]khtjlh h‘ +h‘2]khtjlh h‘ +h‘zykhtjlh h]
0,9,k
A () BB RS, + B R b+ B b b+ b ]
0,5,k t
= dc > (hy)? =4 b hd (W — hihd)
'7jﬂk o ,j k,l,t
+4)  hlhi (gl — hghl) + 285> (hg,)?
Z]k’lt i7j’k7a

gerekli diizenlemeler yapilirsa

2 Z h’zgkh Z‘Rtlkl—’_2 Z h”khti[Rtjkl

2,3,k,0,t,a 2,3,k 0,t,a
=4c Zk (h%k:> -4 %:l th?]kh?jl(h?kh?l — hihi) (3.35)
2,],K, & 1,7,

+4 30 hiht (Wi — ki) + 2S5 57 (hg),)?

0,3,k 5.k,

Z hisk th}Vthim + Zh?iletjkz — thjleaﬁkz]
: 8

B9,k l,a
= 3 R Vile(0udu — dudu) — Y _(hih — Hyhl,)]
0,5,k t,a B
+ Z hzgkhtlvl 5tk5ﬂ §tl5jk> - Z(htﬁkh]ﬁl - htﬁlhjﬁk)}
2,7,k,lt,a B

,7,k,0,t,a B



_Z h%kha hfkl htlhzﬁkl Z h%kh’a htﬁkl htﬁlhzﬂkl)

1,7,k,0,t,0,8 1,9,k 0t 8

+ Z hisehi;( (highiyy — Mighigy)
0,5,k ta,B

=2 > gk (hhy — bbb+ > Bk (hihi — hihiy)
i,7,k,Lt,a,B i,7,k,Lt,a,3

-2 Z hfgkhg (hihiy — hihiy) + h?]khg (higiliy — b))
B,9,k,0,t

+higehiy (il — i) + higehi; (il — highig)]

ijk ijk

Z [0 hi (Rl = highi) + Bisehi; (Wb — hhiy,)

ik ijk
4,9,k

+h4 h3 (hfklh’?l h?lh?kl) + h4 h4 (h?k:lh?l - h?lh?kl)]

ijk ijk

= —2 Z hg (gl = hii ki) + hihi (hohdy — hiphis)

i,7,k,t

Hhiehiy (i by — hi b ) + Bghiy (ol — hiphis)
+higehi; (Wi hiy — Wik ) + higeha; (hiohiy — hishiys)

ijk ijk

+h?]kh4 (higa iy — Py hiy) + hishe, (hfmhél hishigs)]

ijk

Z hiy (R ity — B higa) + hihis (Wl — Riphis)

i,4,k,t

+h;; kh (g hdy — hiyhiy) + hi; kh (hgrahiy — hishis)]

37
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= =2 [hhi;(hiahiy — Bkl ) + hhd; (R by — Wik
3,4,k t
f}khS (R3kahiy — Wishiks) + hijhs; (harahiy — i)
zjk 3g(h111k;1h?1 hihie) + zgk 3;( ok hiy — hay i)
z]k: g(h%mhfz hi‘zhsz) zjk 3J(h3k2h;12 hézﬁm)
1]k 43( 1k1h?1 h?lh?kl) z]k:hé] (hgklh?l hglh?kl)
+hieht; (Wikhiy — hiahda) + Ry (hoahiy — haohiys)]
Z h?]kh4 (hihiy — B3y hi) + h?jkh4 (h3rahay — hayhagy)
irjokest
+hiehi;(Wikahty — Mahike) + hijehi;(hkahs — hoohas)
+hf3kh3 (himhiy — hiyhie) + hfgkhg (harah3y — hahigy)
Fhieh (Wikahdy — Pishiye) + hihi (hagaha, — hoshsys)]
gerekli diizenlemeler yapilirsa
j;l ) W[Z%V;Rm + zhmlet]kl thjleaﬁkl]
= 531%( )+ 831%( hij)? + Z(Zh‘:}k}#) 4)‘Zh11khf3h§’]k (3.36)
—2thkhfklhf1 QZhukhfklhfl 4thgkhszh?l(h?i — h3;)

esitlikleri elde edilir. (3.31), (3.32), (3.33), (3.34), (3.35) ve (3.36) esitlikleri (3.33)

esitliginde yerine yazilirsa

35 .
Z h’ kAh"L]k = (7 + 70) Z (h'ij)

i3k, i,7,k,0

—4Zh3 hi b (s —

igk'vijl
0,4,k

—2 Z hz]kh?lkhzl] hfz

0,4,k t

—4 Y Wk Rk — hyhi)

0,5,k,t,l

—2 Z hzgkh?klh;ll

@,5,k,0,t

+22(Zh§’jkh‘§)2
k .7

1

5 | VS +385 ) | (h)?
i3k,

— 4 B b (R —

0,4,k,0
8 Z hzjkh’?]kh?zh;lz

i,5,k,t

hig) h3;)

(3.37)

—4 ) highiy (hihiy — hiyhiy)

0,5,k,1,t

+2 Z hzgkhfklh?l

@,5,k,0,t
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bulunur. Simdi de bu son egitlikteki her bir terimin esitini bulalim.

8 Mihiuhih

i?j7k7t

= SZ[hzlljkh?jkhﬁlhi)l + h%jkh?jkhzl?hgﬂ

gkt

= 8AY [hiuhi bty — W)

3kt
= 8)‘Z[h?jkh?jkhi - h;ljkhi)jkhzllQ
3.k
+h§jkh§jkh§1 - hgjkhgjkhgﬂ
= SAZ[h?jkh?jku - hgjkhi)jklul
3.k
+h%jkh§jkﬂ1 + hgjkhgjkﬂ]
= 8)‘Z[M(h11jkh:1))jk + h%jkhgjk)
3.k
+N1(hélljkh§jk - h%jkhi’jk)]
= 8)‘Mlz(h11jkh§jk - hgjkh?jk)
3.k
= 8)\H1(h41111h§11 - hgnh?n
+h?12h§12 - h312h?12
+h£1121h§21 - h321h?21

+higah3es — Magaliias)
gerekli diizenlemeler yapilirsa

8 Z hi, h?jkh?ih?i = 32)\#1(%22”?11 - h%nhgm) (3.38)

ijk
b5,k
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4> " h b (b — hiy)

igk'vijl
i,5,k,1

= Zh?ﬂhfﬂh‘* (h3y — hiy) + hiht hiy(hiy — hi))]

ig1
= _8)‘:“12 h?uhgz] - hgzjh%z]>
= _8>‘M1[h§11h42111 hgllh%22 + h112h312 - h%lQhZ]%].?
+h121h321 hg2lh41121 + h122h322 - h;QQh%QQ]

gerekli diizenlemeler yapilirsa

4Zh3 hi, h4 h3 hik) = 32)\#1(h§22h?11 - h%nhgzz) (3.39)

igk'vigl
i,5,k,1

4Zh1]khfklh4 h3 h?])

i,5,k,1

= 42 (Rl (RS — h3y) + hiyphi it (hay — hiy))

= 8)\2 hi’%h klh hgmh klh )
- 8)\(h?21h11111h4112 havihian ity + hisyhiahy — hoyyhigishi,
s hilar ity — B31olam oy + Miaslitanhay — h310hpshiy)

gerekli diizenlemeler yapilirsa

4thjk zk:lh4 hs h? ) = 16AM1(h§22h111 h%nhzzz) (3-40)

i,9,k,1



4th]k t]l hh)

0,5,k t,l,a
=4 Y [hhi (hihiy — Bl hg) + bWkl — hishiy)]
4,7,k t,a
=4 Z h’zgkh(lle h%kh hzlllhi1 ) + hzykh(lij(h%kh?l - h?2h§k>
i,k

+ hzgk:hgjl(hzllkzh;g - hglh? ) + hzgk’hng(h%kh?Q - thh?k)]

=4 WSyl — 4 B S b b

1,7,k 1,5,k

+4 Z hz‘]kh’igjh%kh —4 Z hz]kh’?Zjhzi;h’?k
,5,k,a 1,5,k,a

+ 4 hShy Wikl — 4 B hiy g, b
1,5,k 9.k,

+ 4y g hSy g bl — 4 B hSy hooh
7]>k « ,],k «

=8 Z hwkh(llehzlgh +8 Z hzjkh%jhgkh?l

7] k jed ,_7 k ,Q

— 8 hSghy bkt + 4 by (ki — hahib)

0,4,k i,5,k,a

= =8 h gy [hhhg, + Rk 4 gy by + Bg,hd]
ik,

+4 Z h 113 hllllhéﬁ - hglhgl + hzlllhgl - h§1h§2
0,4,k

+highty — hoohty + highay — hohs]

-8 Z hzykh?thlllZ hzlll + h + hgl + h%?]

i,5,k,c
+8 ) i hSy; [hi gy + B3, + hihd, + hishs)
1,5,k
= =16 Y b Sy ks + 16 Y b hSy b b,
1,9,k,2 ,7,k,«

—16 > heihiy;hishty +8 Y b sy [(h5)?* — (h))?)

1,7,k @5,k

41
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= =8 hf Sy l(h1h)? + (hy)?)

i,7,k,c
= —4 Z hwkh?zj hllll h%Q Z hwkh?z? hziLQ (h%I)ZH
,75,k,« 1,5k,

gerekli diizenlemeler yapilirsa

43 g hg (Wl — W) =284 () (3.41)

2,3,k t,l,a @5k,

esitlikleri elde edilir. Herhangi bir « igin,

2 Z hlykthh?]h?l
i,5,k,1,t
= QZ (hisehSuhijhi + hisehshs i)

ik 15"%1
i7j7k7l

= 2> hyhfphti bl + 2> RS bbb
ikl ikl
+22h?ikhglkhglh?l + QZhgikhglkh;lQh?l (3.42)

ikl ikl

= 2#2(h?ikh?lk — hs g, hiy + 4ulzhgikh?lkh?l
i,k,l ik,
=0

duir.

22 Zh;kh‘* = 2. Z thjhf’]k )2
= Z )7 (B3 (3.43)

W5,k
- 542 hijk
ik
2 Z hzgkh?klhfl = QZ h?jkhfklf# h4 + hzgkhfmh?ﬁfj)
il it
= Z 7D (hie)? (3.44)
9,5,k

= S4Z<h;§k>2

i,5,k
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(3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42), (3.43) ve (3.44) esitlikleri (3.37) esitliginde

yerine yazilirsa

« « 9 « ]'
D b Ahf = (55 +70) D (hiy)® + 5 | VS [ =80\ (hiy hgzs — b )

0,4,k 0,5,k

(3.45)
elde edilir. Herhangi bir « icin
(b = (h§0)* + (hS12)® + (h91)* + (h5)® + (B510)* + (512)° + (B5)* + (h$50)°
0,5,k
= 4{(h?11>2 + (hgm)Q}
ve

| VS P=) (VS Z 2> hehg,)?

l 0,0

= 4Z(Z(h§jh’?jl + hfjhfjl)>

l ,J
= 42(@1@11 + hiy Py + hiohdy + Rishiy
I
+h3ihoy + ho Ry + hiohdy + Rashsy)?

= 162 (ABSy + phiy + pahiy)?

= 162[(Ah?11)2 + (uhiy)? + (1 his)”
I
F2(Aphi iy + M bty + e hiyhis)]
= 16[(AAT1)* + (uhip)? + (phi)?
+(AR12)? + (hine)? + (pihiss)’]
+32[Apy (311 gy + h1ahiss)
o (Rl hiar + Pliahiss)]
=4 Z h%h%z 32)\M1<h?11h§22 - hgmh%n)

i,4,k,

= 2 Z Sal z]k: — 32A1 (hzl))uh%m - hgmh%n)

i,7,k,c
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1 | VS |[* -5 Z Sal zgk = —8Au (h?uhgm - hgmh%n) (3.46)

ljk‘oc

elde edilir .(3.45) ve (3.46) esitlikleri

-AZ 202 = (W) + S R AR,

0,4,k 0,4,k i3,k

esitliginde yerine yazilirsa

PAY () = X (i (55470 3 () 43| VS P53 837 ()

4,7,k 0,5,k l,a 4,3,k o 4,7,k

bulunur ve boylece Teorem 3.2.3 ispatlanmig olur.

Lemma 3.2.4:

Z (h?jkl)Z - Z(hfm - h?au Z it T h;xju

1,5,k 17, i#j,o
a
+ § m] n]z + E , nzy + hll]l
i#],0 i#j,a

ispat:

S ) = Y I(hg)? + (he)® + (Br)* + (hfi5)?)

b0,k L.,

= Z[(h%n)Q + (h%u)Q + (h?112)2 + (h%12)2

+(hfi1)* + (hism)” + (hfi20)” + (hisa) T’
= Z[(h(ﬁny + (h§111)2 + (h(fml)? + (h3211>2

«

+(h1112) +(h5¥112)2 ( 1212) ( 2212)2

+(h1121) +(h§121)2 (h1221) ( 2221)2

( 1122) +(h§122)2 (h1222) <h3222)2]
(

= Z 114 +3Z hl]J) ’“J +3Z “ﬂ

i,Q i#j,a z;ﬁ]a i#£j,a

_|_
_|_
+

+
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« e a [} 2
+ § ’L’L_]j - h_]j’bl + § ’LZ]] + h_]j’LZ § : ey h’u]z E : zu] + hzzgz

£, i# g, £, i#j,0
= Z [(hZ]j> (hf;,]])(hajzz) (h()é]“) (hf;]]) + Z(h%m)(h&]u) (ha]u)
i1#£j,a

(Rfiiy)* = 2(R) (W) + (h?m) (Rfiiy)? + 2(g;) (hGj) + (Rj)?)
= (h(ﬂm) hgzn 22 27,]] j_]’n (hg211) +<h(11122)2

[ Net
+<h?122) 2211 + 2 Z zz]j ]]zz (thII)Q + (h(lll22)2
i#£j,a
+(h?112)2 hg221 —2 Z 'Lu] u]z (hll)[121)2 + (h(21212)2
i#£j,a
+(h‘?112) thQl + 2 Z ’L’LZ] Z’LJ’L (htl)é121)2 + (h3212)2
175] «@
= Z zm + 3 Z ZZ]j Z m] + 3 Z zzyz
[Net [y Net [E et i#£j,0
Son iki ifade ile hg,; = —h$; hi; = —h§,; esitlikleri goz oniine alindiginda

Lemma 3.2.4 ispatlanmig olur.

Lemma 3.2.5:

h§122 - h%zn = )‘<20 +S5+ S4)
h?112 - h?f121 =0
h%mz - h’%Qll = (20 + S),U

hie — hitsr = —(2c+ S+ S3)



Ispat: (3.15) Ricci formiiliinii kullanarak

— h¢

gy

he

1jij
= Zh%‘Rtiij + Zh%Rtjij - thjRa[o’kl
t t B

= > R le(udi; — 600:) — > (Hh, — W)
t B
+Y (6155 — 01505) — D (hghll; — hih)]
t 8

— h¢

ijjt

he

157

+> B (hgihgs — hiihy)
t,8

= D h[e(Sudiy — 0j0a)] — > hShihl +> hishih;
t t,8 .8
+Y WG [e(61055 — 610:)] — Y _hGhEhL + > hGhhy
t t.3 t,B
B rapB BpaplB
Zhijhtihtj - Zh’ijhtjhti
t7/8 t7ﬁ
= =D hhhl 4+ hghihl + c(hg — hS))
t,8 t,8
Y RGHEHG Y R hghl + > hERERE > b h
t t t t

=D BRGNS = Y Bhyh = Y Hhih = hihih;
t t t t

= c(hf —BS;) = > hghhl + > hGhghL
t,8 t,B

+ 3 [(R3)?HE + (hE)PhE] = [(h)°h3; + (h)*hs))

t

t
= olh = hGy) = DG + Y by
t?B t’ﬁ

+ > (hg)hg =) (hg)?hs;
a,t

a,t
a a S a a apfBpB aypfB B
= c(hf — hjj) - §<hjj —h3) — Z htjhithij + Z hithtjhij
t,8#a t,84a

46



47

elde edilir. Buradan av = 3, 7 =1 ve j = 2 alinirsa

S
Bz = by = ey = hy) = S (k3 = W) = D hiphishis + D hiihishi,
t t

:(A+Mc+§M+A)

—hiahiyhiy — h3,highty + hhishiy + hiyhashis

= 2\c+ AS + 2R3, (hi,)?
bulunur ve
S
Mz = by = c(hly = hgy) = S (hip = W) = D Shiphyhis + D hiihiah,
t t
= 2uc+ puS

elde edilir. Yukaridaki ispatin benzeri yapilarak

h?nz - h?121 =0

hine = hiir = —(2c+ 5+ S3)i
esitlikleri de elde edilir.

Simdi Teorem 3.2.17 i ispatlayacagiz. Daha ¢nce skalar egriligin sabit olmasi
i¢in gerek ve yeter kogulun S nin sabit olmasi gerektigi belirtilmigti. Bu yiizden S
nin sabit oldugunu varsayalim.

Eger S = 0 ise M total geodeziktir. Ciinkii S sabittir. S # 0 olsun.

S sabit ve S # 0 = VS = 0 olur.

S = S3+ 5, = Z(h?j)2 + Z(hfj)z
1,J ,J
= (hi’l)Q + 2(h§2)2 + (h§2)2 + (%1)2 + 2(%2)2 + (hgz)z

= Q(hzfl)Z + Q(hzitl)Q + 2<h4112)2
olur. VS = 0 olacagindan

ViS = 2.3 hiy + 2.00, ki + 20050 = 0

= 2)\}1?11 + 2/”141111 + 2#1}141121 =0
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bulunur.

[ =1 alimirsa

2/\h?fn + 2,Uhiln + 2#1%21 =0
2Ah?n + 2:Uhiln + 2Mlhzllm =0

2)‘}1?11 + 2,u}fllll - 2u1h%22 =0

ve

[ = 2 alimirsa

2o 4 20hi 1y 4 201 b0 = 0
_2)\h322 - 2Mh%22 - 2#1%11 =0

2)\h§22 + 2Mh§22 + 2#1%11 =0
bulunur.

2ARSyy 4 2uhiyy — 2upR5y = 0= 2Ah3), = —2uhtyy + 2, hay,

2)‘h§22 + 2Mh322 + 2#1%11 = 0= 2)‘}1322 = —2ﬂh§22 - 2,M1hé1l11
Burada her iki tarafin kareleri alip toplanirsa,
AN[(B311)? + (R39)°] = (4p® + 4pd)[(h111)? + (h3g)?]
elde edilir. Ayrica

S3Z(h?jk>2 = Z(h?j)2[(h§11)2+<h§22)2]

iajvk Z’j

= 8X*[(1))* + (h32)"]

ve

@5,k ,J

Sy 4 (h?jk)g = Z(h?j)2[(h%11)2+(h322)2]

= 4(2N2 + 2/@)[(”1111)2 + (h322)2]
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esitlikleri de gozoniine alinirsa
S5 (h8)? = Suy ()’ (3.47)
ig,k irj,k
esitligi elde edilmis olur.
S3S54, M iizerinde tanimlanan bir fonksiyondur. Kesitsel egriligin S nin sabit
olmasmdan dolay1 asagidan ve S5S5, fonksiyonunda 0 < 5354 < S? olmasindan
dolay1 sinirhi oldugu sonucu ¢ikarilir. M’ nin tam olmasi ve Genellestirilmis Mak-

simum Prensibi geregi {p,,} C M? 'nin bir dizisi asagidaki kogullar saglar.

lim (S354)(pm) = inf(53S5,)

m—0o0

lim | V(S354) | (pm) =0

m—00

m—00

Teorem 3.2.2 den ve S’ nin sabit olmasindan

> (hg)? = —S(S + 2¢) — 2555,

4,7,k
yazilabilir. Boylece . (hg; .)? nin siirh oldugu ve dolayisiyla
i,4,k,
Jim D (1550)* (o) = sup 3 ()7 (3.48)
i,k 5,k
lim [V (k) = —21im | V(S554) | (pm) =0 (3.49)
i,3,k,c

esitliklerinin varliklarindan soz edilebilir.

AD T (he)? = A[=S(S +2¢) — 259554]
©,5,k,

= V[-255VS, —25,VSs] (3.50)
= —2VS3VSy —29;5V3S, — 25,V2S; — 2V S;V.S,
= —253AS, —4VS;V S, — 25,AS8;

Jim | V(S550) | () = 0
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= nglS4 + S4V153
=0

Vi(S535%)
lim (nglS4 + S4V153)

esitlikleri, Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 den Y (h%kl)2 sirli bulunur. Boylece

B9,k l,a
bir alt dizi alarak
Tim Sy (pm) = S Tim Sy(pm) = S
Tim A(pn) = X Tim pu(pn) = i
T (o) = it m () () = o
n}g%o( zgkl)(pm) = h:;kl

olduklarim1 varsayabiliriz.

S=8+85,=V,5 =-V,5,

lim (Sg — S4)VZS4(pm) = lim <S4 — Sg)vlS;g(pm) =0

esitliginden
lim (53—»94):0:> lim S; = lim S4Z>§3:§4
veya
lim VlS?)(pm) = hm VlS4(pm) =0
bulunur.
z)§3 = §4 oldugunu kabul edelim. Teorem 3.2.2 den

0 = lim{ Z o) S+ 2¢) + 2535,}

0,4,k
= sup Z ar)? 4+ S(S 4 2¢) + sup(25554)
ik,
= sup Z k) S+20)S
1,5,k
o 3
= sup Z (hi)? = —(55 +2¢)S



51

ve
D (h)? = —S(S+2c) — 2855,

3 1
= —(—S + QC)S — —(53 — 54)2
2 2
> —(25 +2¢)S
yazilabilir. Boylece

inf Z l]k > S+2c)S— sup Z wk

.4,k i,5,k,
yani

> (hgy)? = _(gs +2¢)8 (3.51)

1,7,k
nin sabit oldugu sonucuna varilir. Buradan M? iizerinde S; = Sy iin sabit oldugu

ve VS35 = V,;S4 = 0 sonucu gikar. (3.47) den

832 ij2 = 342 z]k Z zyk _thgk)2

1.,k 0,9,k i,k i,k
:>Z mk -
g ko
dir.
zk: (h$)? = —(3542¢)S = 35 +2c = 0= S = —= sonucu cikar.
R

@z)§3 + §4 olsun. Yani [ = 1,2 igin

lim V;S3(py) = lim V,;S4(pn) =0

olsun. (3.47) den

Tim S5y (k) () = T Sy Y () (pm) = 0

1,5,k .5,k

Ss lim Y (h8)(p) = S lim Y () (pm) = 0 (3.52)

0,5,k i,5,k
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elde edilir. Eger,
lim Y “(h3;)? = lim > (hf,)> =0

0.,k 0,5,k

ise,

sup Z (hix)? = 0= 5(5+2c)+2535, =0

i’j7k7a

3 1
= (55 + 26)5 - 5(53 - 54)2 =0

1
= (354208 = 555 517 > 0

2
= (gS +2¢)S >0
4c
S > ——
= 0 > 3

bulunur. S = S3 + Sy sabit ve S35, sabit oldugundan S3 ve S; de sabit olurlar.

S > 0 igin, S3 > 0 oldugunu varsayalim. Teroem 3.2.2 den

1
0 = AS. = > (W) + (2¢+ 8)Sa + S5
i7j1k)a

= <2C—|— S)Sa + 535, =0

bulunur. Boylece S = —2c ve H3(c)’ iin total geodezik hiper yiizeyi hiperbolik
silindir oldugu sonucuna varilir (Ishihara, 1988).
Simdi genel 6zelligi bozmadan
Tim Y (hif)*(pm) # 0
i\j,k

oldugunu varsayalim. (3.52) den §4 =0 olur. S = S3+ 5, > 0 sabit oldugundan

§3 % 0 ve boylece
Tim Y7 ()% (pu) = 0
irjoke

—10c

- oldugunu ispatlayacagiz. Sy = 0 oldugundan Teorem

olur. Bu durumda S =

3.2.2 den
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WILEOZ(th)Q(pm) +(2¢+5)S=0

gk
= sup Z(hf;k)Q =—(2c+9)S
irjk
olur.
(3.48) ve (3.49) den [ = 1,2 igin ve lim 3~ (h$;)*(pm) = 0 dan
m*)OOi’j,k;
n%i—{noo | AZ (h?jk)2 | =0= nli_rgozh?jkh?jkl(pm) + nli_rgozh?jkh?jkl(pm) =0
gk gk g,k
= nliinwzh?jkh?jkl (Pm) =0
irjk
yazilabilir. Boylece
SVR' 44
hiithosir = —hagshiyo
VR 44

hi11hi119 = hasohi99
elde edilir.
Lemma 3.2.5 den
hiioy — hiey = (2¢ + S

éi_f};o(héllmz — haonr) = (2¢+ S)%i_l};o(héﬁ)(pm)
~4 4

hy129 — hog1q = (20 + S)-O
A 4
h1122 = h2211

ve

h%llQ - héflm = —(2c+ S+ S3)iy

n%i_r)r;o(hzfng — hizy) = lim [—(2c + S+ S3)(1y)](Pm)

m—00
4 4
h1112 - h1121 =0
4 4
hy119 hy1:1

elde edilir. Boylece
V' A 4

<h111)2h2211 + (h222)2h2211 =0

bulunur.



. 4 14
lim Zhijkhijkl(pm = 0= Z Uk hijr =0
m—00
1,9,k 0,5,k
4
= D hiju =0
4,9,k

4 4 4 4
= h2211 = h1122 = h1121 = h1112 =0

Diger yandan S = ) (h?j)2 sabit oldugundan herhangi %k ve [ degerleri icin

i7j7a
2Zhw gk =0= Z hijhige + Z hihise =
7]7k (e 7]7k7l7a 7] k7l’a
ve
- 4
2%
VI
i7j7k:
VI A 4
= > hihiu+ Y hihi =0
i7j7k’l i7j7kyl
esitliklerinden
-3 3 w3 3
thjhz‘jkl + Z hijihije =0
i7j7k!l i7j7k7l7a
bulunur. Dolayisiyla lim Y (h3,)*(pm) = 0 esitligini de goz oniine alarak
m_)ooiajJC
-3 3 -3 3 3
hiihinis + hoshogrs = 0= 2Ahy31, =0
-3 3 -3 3 3
hi1hyiar + hoshagsey = 0= 2Ahy5, =0
3 1 N6
2
2Mhy19 = D) Z (hijk)
i7j7k7a
NN} 1 “~a 9
2Mhgp1y = ) Z (hijk)
i7j7k7a
ve
-3 -3 -3 -3

(h1122 + h2211)2 + (h1112 + h1121)2 =0

54
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yazilir. Boylece Lemma 3.2.4 ve Lemma 3.2.5 kullanilarak

7r1Ll~r>%o Z (h%kl)Q = T%E{;[Z(hzozm ]ju + Z 157 +h]a]m

i7j7k7l>a Z;é] & 'L;é] «
« «
+ E : uz] - hw]z E : i1S] + hw]z
i#j0 i o
_ 7 3 13 3 2
- W%I_IE[;OI:Z(}Z’L’L‘]‘] h]]ll Z l’L]_] + hj]’L’L
i#] i#j,0
2 : 3 § : 3 2
iiij hzzyz 18] + hu]z
i#j,a i#j,0x
-3 o -3 -3
_ 2 2
= (h1122 h2211) + <h2211 — hy19)
-3 -3 -3
2
+<h1122 + h2211) + (h2211 + hy199)
-3 -3 -3 -3
2 2
+(h1112 — hy1ar)” + (h2221 = hag1o)
-3 -3 -3 -3

+<h1112 + h1121)2 + <h2221 + h2212)2

_ 2(?;;122 - }WL;H) = 2[ (2c+ S+ 54)]
-3 3
= [<h11)2 + <h22)2](20 + S>2

gerekli diizenlemeler yapilirsa

Z (ﬁijkly = S(2c+ 5)? (3.53)
0,9,k l,a
elde edilir. Teorem 3.2.2 den
_A Z ”k = —A(SgS4>
i,3,k,c

ve AE%OZZJ:,CW?J’“)Z@"‘) =0 ile §4 =0 dan
lim A Z ok = — lim (S3A8,)(pm) = 25(S + 2¢)S
4,5,k

bulunur. Teorem 3.2.2 den ve yukaridaki esitliklerden

2(S + 2¢)S? :—hmA hi:) = S(2c+ 9)* - 95—5—70 S+ 2¢c)S

zgka

bulunur ki S = —% dir.
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SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada anti de-Sitter uzayimda tam maksimal spacelike yiizeylerin ince-
lenmesinde gerekli olan yap1 ve denklemler ele alinmigtir.
c sabit egrilikli Hy(c) anti de-Sitter uzaymdaki M? tam maksimal spacelike yiizeyin
ikinci temel formunun normunun karesi S olmak iizere agagidaki sonuglara ulagilmigtir.

i) M? yiizeyinin H3(c) total geodezik yiizeyi olabilmesi icin gerek ve yeter sart
S = 0 olmasidir.

i1) M? yiizeyinin hiperbolik Veronese Yiizeyi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
S = —43—0 olmasidir.

i17) M? yiizeyinin Hjy(c) uzaymin H3(c) total geodezik yiizeyin hiperbolik
yiizeyi olabilmesi icin gerek ve yeter sart S = 2¢ olmasidir.
Bu caligmadaki benzer zellikler tam maksimal timelike yiizeyler, farkli boyutta ve

indekse sahip anti de-Sitter ve de-Sitter Uzaylarinda da ele alinarak incelenebilir.
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