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ÖZET 

 

Bu tez çalışmasında, birçok fiziksel olayı modellemek için kullanılan bazı lineer 

olmayan kısmi türevli diferensiyel denklemlerin sayısal çözümlerinin elde edilmesi 

amaçlanmıştır.  Bu amaç doğrultusunda, Adveksiyon-difüzyon, Burger ve Korteweg-de 

Vries (KdV) denklemlerinin yaklaşık çözümleri yaygın olarak kullanılan sonlu  

elemanlar yöntemi ile elde edilmiştir.  

 Sayısal  yöntemin uygulanışında, ilk olarak Taylor seri açılımı kullanılarak 

diferensiyel denklemlerin zaman ayrıştırması yapılmıştır.  Zamana göre ayrıştırılan bu 

denklemlerin konum ayrıştırması için, denklemlerin çözüm bölgeleri eşit uzunluklu alt 

aralıklara bölünmüş ve  taban fonksiyonları olarak kuadratik, kübik ve kuintik B-spline 

taban foksiyonları kullanılarak Galerkin ve kollokasyon sonlu eleman metotları 

uygulanmıştır. Yukarıda bahsedilen diferensiyel denklemlerin, zaman ve konum 

ayrıştırılması ile elde edilen cebirsel denklem sistemlerinin çözümü, Thomas 

algoritmaları kullanılarak bulunmuştur.  

Farklı derecelerdeki B-spline fonksiyonlarının kullanımı ile elde edilen sayısal 

yöntemler, farklı problemler üzerinde test edilmiştir.  Sayısal hatalar 2L  ve ∞L  hata 

normları ile gösterilmiştir.  Uygulanan sayısal metotlardan elde edilen fark 

denklemlerinin kararlılık analizleri von Neumann yöntemi ile yapılmıştır. Sayısal 

metotlardan elde edilen çözümler, gerek birbirileri ile gerekse de literatürde yer alan 

diğer bazı çalışmalarla karşılaştırılarak, önerilen yöntemlerin avantaj ve dezavantajları 

tartışılmıştır. 

  

 
 
 
 

Anahtar Kelimeler: Adveksiyon-difüzyon denklemi, Burger denklemi, KdV 

denklemi, Spline, Sonlu elemanlar, Taylor-Galerkin, Taylor- Kollokasyon 
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SUMMARY 

 

The main purpose of this thesis is to obtain the numerical solutions of some 

nonlinear partial differential equations which are modelled for a quantitative description 

of physical phenomena.  For this purpose, the finite element method that is used widely 

in numerical solutions of differential equations is employed by dealing with Advection-

diffusion, Burger and Korteweg-de Vries (KdV) equations.  

In the application of the numerical method, firstly, the time discretization of the 

equations is achieved by using Taylor’s expansion.  In the finite element method, a 

uniform partition of the solution domain is considered for the space discretization.  

Then the finite element methods of Galerkin and collocation are applied on the time- 

discreted equation system respectively.  In the solution of these equations, quadratic, 

cubic  and quintic B-spline functions are chosen as the basis functions and  system of 

equations was obtained.  The Thomas algorithms are used for the solutions of the these 

systems.  

The present methods given by the usage of B-splines in several degrees are 

tested on different problems.  The errors of numerical methods are shown by 2L  and 

∞L  error norms.  Stability of finite-difference equations which is obtained from  

numerical methods is implemented by using the von Neumann method.  In addition, the 

obtained results are both compared with each other and some other works from the 

literature.  Then the advantages and the disadvantages of the present methods are 

discussed. 

 

 

 

 
Keywords: Advection-diffusion Equation, Burger’s Equation, Finite element, 

KdV Equation, Spline, Taylor-Collocation, Taylor-Galerkin.  
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1.TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, diferensiyel denklemlerin yaklaş¬k çözümlerinin bulunmas¬nda kul-

lan¬lan iki temel metotdan bahsedilmi̧stir. Diferensiyel denklemlerin tan¬m a-

ral¬¼g¬n¬n sonlu say¬da bölünme noktalar¬na ayr¬larak her bir bölünme noktas¬ndaki

türev de¼gerleri yerine sonlu fark yaklaş¬mlar¬n¬n yaz¬ld¬¼g¬sonlu farklar metodu ile

diferensiyel denklemlerin çözümlerini fonksiyonel yaklaş¬mla veren sonlu elemanlar

metotlar¬tan¬t¬lm¬̧st¬r. Seçilen a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬na göre s¬n¬�and¬r¬lan baz¬özel

sonlu eleman yöntemleri anlat¬lm¬̧st¬r. Say¬sal yöntemlerde taban fonksiyonlar¬

olarak kullan¬lan B-spline fonksiyonlar¬n tan¬mlar¬verilmi̧s ve sahip olduklar¬baz¬

özellikler vurgulanm¬̧st¬r. Bu tezin ana konusu olan Taylor-Galerkin metodundan

bahsedilmi̧stir. Kararl¬l¬k analizlerinin yap¬ld¬¼g¬von Neumann metodu hakk¬nda

bilgi verilmi̧stir. Say¬sal metotlar¬n uygulanaca¼g¬adveksiyon-difüzyon, Burger ve

Korteweg-de Vries denklemleri tan¬t¬larak, bu konuda literatürde yer alan di¼ger çal¬̧s-

malardan bahsedilmi̧stir.

1.1 Sonlu Farklar Metodu

Fizik, Mühendislik ve Matematik gibi bilim dallar¬nda kaŗs¬laş¬lan birçok problem,

k¬smi türevli diferensiyel denklemlerle modellenir. Bu tür denklemlerin yaklaş¬k

çözümlerini bulmak için kullan¬lan say¬sal metotlardan birisi de sonlu farklar meto-

dudur. Bu metot, k¬smi türevli diferensiyel denklemlerin çözüm aral¬¼g¬n¬n sonlu

say¬da noktaya bölünerek bu noktalar üzerinde Taylor seri aç¬l¬mlar¬n¬n kullan¬l-

mas¬yla elde edilen bir yöntemdir.

u, x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin sürekli bir fonksiyonu olsun. Şekil 1.1 de görüldü¼gü gibi

u fonksiyonunun tan¬m kümesini xr = xo + rh noktalar¬nda alt aral¬klara bölelim.

Bölünme noktalar¬nda fonksiyon,

u(xr) � u(rh) � ur; r = 0; 1; 2; ::: (1.1)

notasyonu ile gösterilir. Bölünme noktalar¬n¬n koordinatlar¬ r tamsay¬lar¬n¬n h

ad¬m uzunlu¼gu çarp¬m¬ ile belirlenir. r tamsay¬s¬, x ekseni boyunca bulunan



2

bölünme noktalar¬n¬n say¬s¬n¬verir ve genellikle r = 0 iken x = 0 d¬r. h sabit

olarak al¬nd¬¼g¬nda u(rh) fonksiyonu ur ile gösterilir.

Şekil 1.1. h aral¬¼g¬için sonlu fark bölünmesi.

Şekil 1.2. ·Iki boyutta sonlu fark bölünmesi.

·Iki boyutlu durumda Şekil 1.2 de gösterildi¼gi gibi u(x; y) fonksiyonu bölünme

noktalar¬nda

u(xr; ys) � u(rh; sk) � ur;s , r = 0; 1; 2; ::: s = 0; 1; 2; ::: (1.2)
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biçiminde tan¬mlan¬r. x yönündeki ad¬m uzunlu¼gu h; y yönündeki ad¬m uzunlu¼gu k

ile belirtilir. r ve s tam say¬lar¬u fonksiyonunun s¬ras¬yla x ve y koordinatlar¬ndaki

yerini göstermektedir. Key� bir (r; s) noktas¬na komşu bölünme noktalar¬; Şekil

1.2�de gösterildi¼gi gibi

ur+1;s � u[(r + 1)h; sk]

notasyonu ile belirtilir.

1.1.1 Taylor Seri Aç¬l¬mlar¬

Taylor seri aç¬l¬mlar¬ sonlu fark metotlar¬n¬n s¬n¬�and¬r¬lmas¬nda ve formüle

edilmesinde önemli rol oynamaktad¬r. u(x) fonksiyonunun xr noktas¬ndaki Taylor

seri aç¬l¬m¬

u(xr + h) = u(xr) + huxjr +
h2

2!
uxx

����
r

+
h3

3!
uxxx

����
r

+
h4

4!
uxxxx

����
r

+ :::

veya

u(xr � h) = u(xr)� huxjr +
h2

2!
uxx

����
r

� h3

3!
uxxx

����
r

+
h4

4!
uxxxx

����
r

+ :::

şeklindedir. Bu denklemlerin düzenlenmesi ile

uxjr =
u(xr + h)� u(xr)

h
� h

2!
uxx

����
r

� h2

3!
uxxx

����
r

� h3

4!
uxxxx

����
r

� ::: (1.3)

uxjr =
u(xr)� u(xr � h)

h
+

h

2!
uxx

����
r

� h2

3!
uxxx

����
r

+
h3

4!
uxxxx

����
r

� ::: (1.4)

ifadeleri elde edilir. u fonksiyonunun xr noktas¬ndaki birinci türev yaklaş¬m¬

uxjr � u(xr + h)� u(xr)

h
� ur+1 � ur

h
(1.5)

uxjr � u(xr)� u(xr � h)

h
� ur � ur�1

h
(1.6)

olarak gösterilir. (1.5-1.6) ile gösterilen yaklaş¬mlar s¬ras¬yla ileri fark ve geri fark

yaklaş¬mlar¬olarak adland¬r¬l¬r. Bu yaklaş¬mlardan da görüldü¼gü gibi seriler belli

bir yerden kesilmi̧stir. Dolay¬s¬yla bu kesme i̧sleminden dolay¬ bir hata oluşur.

Bu hatalar serinin kesildi¼gi yerden sonraki ilk terime göre de¼gerlendirilir ve O(:) ile

gösterilir. Buna göre (1.5) ve (1.6) daki türev yaklaş¬mlar¬ndaki Er hatas¬,

Er = �h
2
uxx

����
�

= O(h); xr � � � xr + h; xr � h � � � xr
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olarak karakterize edilebilir ve �h�¬n kuvvetlerine göre 1. derecedendir.�denir ve

O(h) ile gösterilir.

(1.3), (1.4) denklemleri toplan¬r ve uxjr için çözülürse birinci türev yaklaş¬m¬n¬n

uxjr =
ur+1 � ur�1

2h
(1.7)

biçimindeki farkl¬di¼ger bir formu elde edilir. Hata terimi ise

�h
2

6
uxxx

����
�

; xr�1 � � � xr+1

olarak bulunur. (1.7) denkleminin hata terimi O(h2) dir. (1.3) denkleminden (1.4)

denklemi ç¬kart¬l¬rsa uxxjr�nin yaklaş¬k ifadesi

uxxjr =
ur+1 � 2ur + ur�1

h2
(1.8)

bulunur ve hata terimi

�h2
12

uxxxx

����
�

, xr�1 � � � xr+1

olarak belirlenir. (1.8) denkleminin O(h2) gösterimi ile 2. dereceden hataya sahip

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Tablo 1.1 de u fonksiyonunun birinci ve ikinci türevleri

için sonlu fark yaklaş¬mlar¬ve hata terimleri gösterilmi̧stir.

Tablo 1.1. Bir ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli sonlu fark yaklaş¬mlar¬

Türev Sonlu Fark Yaklaş¬mlar¬ Hata derecesi

uxjr
ur+1 � ur

h
O(h)

ur � ur�1
h

O(h)

ur+1 � ur�1
2h

O(h2)

uxxjr
ur+1 � 2ur + ur�1

h2
O(h2)
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1.1.2 Lineer Sonlu Fark Operatörleri

Yaklaş¬k türevler lineer operatörler kullan¬larak da ifade edilebilirler. Tablo 1.2

deki gösterimler fark ifadelerini basitleştirmek için kullan¬l¬r.

Tablo 1.2. Lineer sonlu fark operatörlerinin tan¬mlanmas¬.

Operatör Sembol Fark Gösterimi

·Ileri Fark � �ur = ur+1 � ur

Geri Fark r rur = ur � ur�1

Merkezi Fark � �ur = ur+1=2 � ur�1=2

Kayd¬rma E Eur = ur+1

Ortalama � �ur =
ur+1=2 + ur�1=2

2

Türev D Dur =
du

dx
jr� ux jr

Ayr¬ca farkl¬operatörler aras¬nda birçok ba¼g¬nt¬lar vard¬r:

��ur =
�ur+1=2 + �ur�1=2

2
=
ur+1 � ur�1

2

�2ur = �(�ur) = �(ur+1=2 � ur�1=2) = �ur+1=2 � �ur�1=2

= ur+1 � 2ur + ur�1

��3ur =
ur+2 � 2ur+1 + 2ur�1 � ur�2

2
...

...

1.2 Sonlu Elemanlar Yöntemi

Bir çok bilim adam¬, ilgilendikleri �ziksel problemlerde, �ziksel sürecin matematiksel

olarak formülasyonu ve matematiksel modelin durumuna göre nümerik olarak ince-

lenmesi üzerinde çal¬̧s¬rlar. Bu �ziksel süreçler, matematiksel olarak diferensiyel

denklemlerle ifade edilir.



6

Model denklem olarak ortaya ç¬kan diferensiyel denklemlerin tam çözümlerinin

bulunmas¬için kullan¬lan analitik yöntemler, bir çok problemde büyük zorluklar¬da

beraberinde getirirler. Bu problemlerin çözümlerinin elde edilmesi ve bu çözümlerin

analizlerinin yap¬lmas¬ noktas¬nda say¬sal yöntemler bir alternati� temsil ederler.

Sonlu farklar ve varyasyonel yöntemler çok s¬k kullan¬lan nümerik çözüm yöntem-

leridir.

Sonlu elemanlar yöntemi, varyasyonel yöntemlerden birisidir. Bu yöntem, yak-

laş¬m fonksiyonlar¬n¬n, problemin çözüm bölgesinin alt bölgelerinde, sistematik biçim-

de elde edilmesi olana¼g¬sa¼glar. Sonlu elemanlar yönteminde, geometrik olarak kar-

maş¬k olan problemin çözüm bölgesinin, sonlu elemanlar olarak adland¬r¬lan daha

basit alt bölgelerinin bir birleşimi ile temsil edilmesi, her bir sonlu eleman üzerinde,

herhangi bir sürekli fonksiyon cebirsel polinomlar¬n bir lineer kombinasyonu ile gös-

terilebilir olmas¬ ve belirsiz katsay¬lardan oluşan cebirsel ba¼g¬nt¬lar¬n diferensiyel

denklemi sa¼glatarak belirlenmesi gibi özelliklerinden dolay¬di¼ger nümerik yöntem-

lere göre daha çok avantaj sa¼glar (Reddy, 1993).

Bir diferensiyel denkleme sonlu elemanlar yönteminin uygulan¬̧s¬aşa¼g¬daki gibidir.

L[u], u nun türevlerini içeren genel bir diferensiyel operatörü, U�[u] uygun say¬da

s¬n¬r koşulu, 
 çözüm bölgesi ve s¬n¬r¬@
 olmak üzere;

L[u] = r(x); x 2 
 ;

U�[u] = 
�; x 2 @
 ;
(1.9)

s¬n¬r de¼ger problemini dikkate alal¬m. Bu problemin çözümüne yap¬lacak yaklaş¬m,

u(x) = w(x; a1; a2; :::; aN)

şeklindedir. Burada a1; a2; :::; aN bulunmas¬gerekli olan parametrelerdir. a = [a1

a2 ::: aN ] olarak al¬n¬rsa, seçilecek uygun  i taban fonksiyonlar¬için yaklaş¬k çözüm

w(x; a) =  0(x) +
NX
i=1

ai i(x) (1.10)

şeklinde ifade edilebilir. Bu seçim, problemin s¬n¬r koşullar¬n¬da sa¼glayacak şekilde

olmal¬d¬r. Bu yaklaş¬k çözüm, diferensiyel denklemde yerine yaz¬l¬rsa

E[x; a] = L[w(x; a)]� r(x) (1.11)
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kal¬nt¬s¬(rezidü) bulunur. Bu kal¬nt¬, w(x; a) yaklaş¬m fonksiyonunun diferensiyel

denklemi sa¼glama ölçüsünü bize verir. Yap¬lan yaklaş¬mdaki  i fonksiyonlar¬n¬n

say¬s¬ olan N büyüdükçe E[x; a] kal¬nt¬s¬n¬n da küçülmesi beklenir. Bu kal¬nt¬

do¼grudan s¬f¬r oldu¼gunda ise tam çözüm elde edilir. Kal¬nt¬n¬n do¼grudan s¬f¬r ol-

mas¬n¬sa¼glamak zor oldu¼gundan, say¬sal yaklaş¬m yöntemlerinde E[x; a] kal¬nt¬s¬n¬

mümkün oldu¼gunca küçük yapacak yollar aran¬r. Sonlu elemanlar yönteminde

bunun için kal¬nt¬n¬n a¼g¬rl¬kl¬integrali olan�
�j; E[x; a]

�
= 0; j = 1; 2; :::; N (1.12)

ifadesi s¬f¬ra eşitlenir. Burada,
�
�j; E[x; a]

�
bir iç çarp¬m olup,

(�;E) =

Z



� � E dx

şeklinde tan¬mlan¬r. �j ise bir a¼g¬rl¬k fonksiyonudur. E¼ger w(x; a) çözümü bir

tam çözüm ise (1.12) ifadesi, a¼g¬rl¬k fonksiyonu nas¬l seçilirse seçilsin s¬f¬r olacak-

t¬r. A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n seçimi için de¼gi̧sik alternati�er vard¬r ve bu seçimlerin

her birisi yaklaş¬k metot üzerinde farkl¬bir sonlu eleman yöntemine kaŗs¬l¬k gelir.

A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬belirlenip metoda uyguland¬¼g¬nda N bilinmeyenli bir cebirsel

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem uygun yöntemler kullan¬larak çözülebilir.

Buradan elde edilen çözümlerin, (1.10) denkleminde yerlerine yaz¬lmas¬yla da (1.9)

ile verilen diferensiyel denklemin yaklaş¬k çözümü bulunmuş olur.

1.2.1 Kollokasyon Yöntemi

x1; x2; :::; xN noktalar¬, 
 bölgesinde N tane nokta olsunlar. Kollokasyon meto-

dunda, (1.12) ifadesindeki a¼g¬rl¬k fonksiyonu, � (x) dirac delta fonksiyonu olmak

üzere, �j = � (x� xj) biçiminde seçilir. Dirac delta fonksiyonu,Z



f(x)� (x� �) dx = f(�)

olarak tan¬mlan¬r (Reddy, 1993). A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n seçimiyle (1.12) ifadesin-

den elde edilecek denklemlerZ



� (x� xj) � E[x; a] dx = 0 (1.13)
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şeklinde olur. Dirac delta fonksiyonu, verilen noktalar¬n d¬̧s¬nda s¬f¬r oldu¼gundan

(1.13) denklemi

E[xj; a] = 0; j = 1; 2; :::; N

formuna indirgenir. Bu ise E[x; a] kal¬nt¬s¬n¬n 
 bölgesinden seçilen N tane noktada

s¬f¬r olarak al¬nmas¬yani elde edilen yaklaş¬k çözümün seçilen noktalarda tam çözüm

olmas¬demektir. N tane kollokasyon noktas¬n¬n seçimi key� olmakla beraber eşit

uzakl¬ktaki noktalar¬n seçilmesi yayg¬n kullan¬md¬r (Reddy, 1993).

Kollokasyon yönteminde, sadece bölünme noktalar¬nda hesaplama yap¬l¬r. Bu

nedenle k¬sa sürede hesaplama yap¬lmas¬na olanak sa¼glad¬¼g¬ndan di¼ger yöntemlere

göre daha ekonomik oldu¼gu söylenebilir.

1.2.2 Galerkin Yöntemi

Galerkin metodu, sonlu elemanlar metotlar¬n¬n içinde en çok kullan¬lan metottur.

Bu metodun uygulan¬̧s¬nda, diferensiyel denklemin yaklaş¬k çözümü w(x; a) olmak

üzere bu yöntem, (1.12) denklemindeki a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n

�j =  j(x); j = 1; 2; :::; N

şeklinde seçilmesi esas¬na dayan¬r. Böylece (1.12) ifadesiZ



 j(x) � E[x; a]dx = 0; j = 1; 2; :::; N

halini al¬r. Buradan elde edilecek cebirsel denklem sisteminin çözülmesiyle a = [a1

a2 ::: aN ] bilinmeyenleri bulunmuş olur (Reddy, 1993).

1.3 B-spline Fonksiyonlar

Fizik, Kimya, Mühendislik Bilimlerinde ve Matemati¼gin çeşitli konular¬nda problem-

lerin çözümlerinde kullan¬lan yöntemlerden biriside fonksiyonel yaklaş¬m yöntem-

leridir. Özellikle de polinom yaklaş¬m¬fonksiyonel yaklaş¬m yöntemlerinde büyük

yarar sa¼glar. Bir yaklaş¬m fonksiyonunun belirlenmesinde verilen nokta say¬s¬ne

kadar fazla ise polinom o kadar yüksek dereceden olur. Bu durum fonksiyonlarda
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büyük sal¬n¬mlara sebep olaca¼g¬ndan hatal¬sonuçlara yöneltebilir. Alternatif yak-

laş¬m ise, aranan fonksiyonu temsil edecek şekilde verilen noktalar¬n kümesine daha

düşük dereceden parçal¬polinomlarla yaklaşmak ve i̧slem kolayl¬¼g¬sa¼glamakt¬r. Bu-

rada yap¬lan i̧slem [x1; xn] aral¬¼g¬n¬küçük aral¬klara parçalayarak her bir parça ü-

zerinde düşük dereceden polinomlar kullan¬larak, aranan fonksiyona yaklaşmakt¬r.

Bu tür özelliklere sahip parçal¬polinomlara spline fonksiyonlar ad¬verilir.

Spline fonksiyonlar düzgün fonksiyonlard¬r. Spline fonksiyonlar uygun baza

sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylard¬r. El ve bilgisayar hesaplamalar¬nda spline

fonksiyonlar kullan¬̧sl¬d¬r. Spline fonksiyonlar¬n hem türevleri hem de integralleri

yine spline fonksiyonlard¬r. Çözüm bölgesi üzerinde sürekli her fonksiyon,m: derece-

den bir spline fonksiyon ile temsil edilebilir. Küçük dereceden spline fonksiyonlar

çok esnektirler ve polinomlardaki gibi sal¬n¬m yapmazlar.

s(x); spline fonksiyonlar¬göstersin. x1; x2; :::; xn reel say¬lar¬n monoton artan

bir dizisi olmak üzerem. dereceden spline fonksiyonlar asa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

a. s(x), her [xi; xi+1] aral¬¼g¬nda m. yada daha küçük dereceden bir polinomdur.

b. s(x), m� 1: mertebeden türevlenebilir ve türevleri x1; x2; :::; xn bölünme nokta-

lar¬nda süreklidir.

m = 0 için (b) koşulu geçersizdir. m = 1 için spline fonksiyonu lineer bir

fonksiyondur ve verilen aral¬kta k¬r¬k çizgiyi gösterir. Ayr¬ca spline fonksiyonlar

düzgün fonksiyonlard¬r (smooth function) ve bu fonksiyonlar¬n hesaplanmalar¬ko-

layd¬r.

B-spline fonksiyonlar da spline fonksiyonlard¬r. Ancak polinom derecesi, düzgün-

lük ve çözüm bölgesinin parçalanmas¬na göre, B-spline fonksiyonlar, minimal deste¼ge

(support) sahip fonksiyonlard¬r. Belirli derecede ve düzgünlükteki her spline fonksi-

yon ayn¬derece ve düzgünlükteki B-spline fonksiyonlar¬n bir lineer kombinasyonu

ile temsil edilebilir (de Boor, 1978). Bu nedenle de B-spline fonksiyonlar, spline

fonksiyonlar için bir taban oluştururlar. Ayn¬ zamanda bir B-spline fonksiyonu

Bézier e¼grilerinin de bir genelleştirmesidir. B-spline terimi, ilk defa basis spline

kelimesinin k¬saltmas¬olarak Isaac Jacob Schoenberg taraf¬ndan kullan¬lm¬̧st¬r.
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B-spline fonksiyonlar¬n tan¬mlanmas¬ bir kaç yolla yap¬labilir. 0. dereceden

B-spline fonksiyonu,

B0
i =

8<: 1; xi � x � xi+1

0; DD

şeklinde tan¬mlan¬r (de Boor, 1978). Bu ad¬m fonksiyonunun kullan¬lmas¬yla daha

yüksek dereceden B-spline fonksiyonlar ard¬̧s¬k olarak,

Bk
i (x) =

x� xi
xi+k � xi

Bk�1
i (x) +

xi+k+1 � x

xi+k+1 � xi+1
Bk�1
i+1 (x)

k = 1; 2; ::: ; i = 0;�1;�2; :::

formülüyle hesaplan¬r. Böylece tan¬mlanan B-spline fonksiyonlar, [x0; xN ] aral¬¼g¬nda

tan¬ml¬ fonksiyonlar için bir taban oluşturmaktad¬r (Prenter, 1975). Yukar¬daki

tan¬mlamadan da görüldü¼gü gibi B-spline fonksiyonlar, eşit uzunluklu alt aral¬klar

üzerinde tan¬mlanabilece¼gi gibi çözüm bölgesi üzerinde eşit da¼g¬t¬lmam¬̧s noktalar

üzerinde de tan¬mlanabilir.

1.3.1 Lineer B-spline Fonksiyonlar

Herhangi bir [a; b] aral¬¼g¬n¬a = x0 < x1 < x2 < : : : < xn = b şeklinde n+1 tane

nokta ile bölelim. x�m; x�m+1; : : : ; x�1; xn+1; : : : ; xn+m noktalar¬da, [a; b] aral¬¼g¬n¬n

d¬̧s¬nda kalan noktalar olsun. [x�m; xn+m] üzerinde tan¬ml¬

Bk(t) =
1

hm�1

m+1X
i=0

(�1)i
�
m+ 1

i

�
(xi�m+k+1 � t)m+ ; k = �1; 0; : : : ; n+m� 2

m: dereceden spline fonksiyonlar¬vard¬r. Burada her k = �1; 0; : : : ; n+m� 2 için

t < x�m+k+1; x > tk+2 oldu¼gunda Bk(t) = 0 ve

(xi�m+k+1 � t)m+ =

8<: (xi�m+k+1 � t)m ; t � xi�m+k+1

0 ; t > xi�m+k+1

biçiminde tan¬ml¬d¬r. B�1(t); B0(t); : : : ; Bn+m�2(t) fonksiyonlar¬na m. dereceden

B-spline fonksiyonlar denir.

Lm lineer B-spline fonksiyonu, h = (xm+1 � xm) için

Lm =
1

h

8>>><>>>:
(xm+1 � x)� 2(xm � x);

(xm+1 � x);

0;

[xm�1; xm]

[xm; xm+1]

DD

(1.14)
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biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r (Prenter, 1975). Lineer spline fonksiyonlar [xm�1; xm+1]

aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. Lm spline fonksiyonu xm�1 � x � xm+1 aral¬¼g¬nda de¼ger

al¬r. Dolay¬s¬yla Lm ve Lm+1 spline fonksiyonlar¬ [xm; xm+1] aral¬¼g¬ndaki sonlu

elemanlar¬kapsar.

[xm; xm+1] sonlu eleman¬için h� = x� xm; 0 � � � 1 dönüşümü ile tan¬ml¬yerel

koordinat sistemi yard¬m¬yla, Şekil 1.3 de görüldü¼gü gibi deneme fonksiyonlar¬

Le = (Lm; Lm+1) = (1� �; �)

elde edilebilir.

0

1

xm xm+1
x

Lm Lm+1

Şekil 1.3. [xm,xm+1] eleman¬nda Lm, Lm+1

deneme fonksiyonlar¬

Bir U fonksiyonunun [xm; xm+1] eleman¬üzerindeki de¼gi̧simi

U = Le:de = (1� �; �)(�m; �m+1)
T

olarak bulunur. Buradaki de = (�m; �m+1)
T bilinmeyen parametreler ve Le =

(Lm; Lm+1) deneme fonksiyonlar¬olarak bilinir. x = xm dü¼güm noktas¬ndaki Um
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de¼geri �m parametreleri cinsinden

Um = �m

olarak elde edilir. Böylece lineer B-spline elemanlar¬ için U(x; t) fonksiyonunun

dü¼güm noktar¬ndaki de¼gerleri ile �m parametreleri özdeştir (Ali, 1991).

1.3.2 Kuadratik B-spline Fonksiyonlar

[a; b] aral¬¼g¬n¬, a = x0 < x1 < ::: < xN = b noktalar¬nda eşit uzunluklu alt

aral¬klara bölelim. Bu alt aral¬klar üzerinde oluşturulan kuadratik B-spline fonksi-

yonlar¬, m = �1; 0; :::; N ve h = xm+1 � xm olmak üzere,

�m =
1

h2

8>>>>>><>>>>>>:

(xm+2 � x)2 � 3(xm+1 � x)2 + 3(xm � x)2;

(xm+2 � x)2 � 3(xm+1 � x)2;

(xm+2 � x)2;

0;

[xm�1; xm]

[xm; xm+1]

[xm+1; xm+2]

DD

(1.15)

biçiminde tan¬mlan¬r (Prenter, 1975).

�m kuadratik B-spline fonksiyonu ve bu fonksiyonun birinci türevi [xm�1; xm+2]

aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. f��1; �0; �1; :::; �Ng kuadratik B-spline fonksiyonlar¬, bu

aral¬kta tan¬ml¬fonksiyonlar için bir taban oluşturur. Tablo 1.3 de �m ve onun x�e

göre türevi olan �0m�nin belirli dü¼güm noktalar¬ndaki de¼gerleri verilmi̧stir.

Tablo 1.3. Dü¼güm noktalar¬nda kuadratik B-spline de¼gerleri

xm�1 xm xm+1 xm+2 .

�m 0 1 1 0

h�0m 0 2 -2 0

Sadece ard¬̧s¬k üç aral¬k üzerinde bir �m spline fonksiyonu tan¬ml¬d¬r. Böylece

�m�1, �m, �m+1 spline fonksiyonlar¬ [xm; xm+1] sonlu eleman¬üzerinde de¼ger al¬r.

Di¼ger tüm spline�lar bu aral¬kta s¬f¬rd¬r.
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[xm; xm+1] sonlu eleman¬için h� = x�xm; 0 � � � 1 ile bir yerel koordinat sistemi

tan¬mlan¬rsa deneme fonksiyonlar¬n¬n elemanlar¬bu koordinat sistemi cinsinden

�e = (�m�1; �m; �m+1) = (1� 2� + �2; 1 + 2� � 2�2; �2) (1.16)

elde edilir. (1.16) fonksiyonlar¬, sonlu eleman yaklaş¬mlar¬için kullan¬lan [xm; xm+1]

aral¬¼g¬ndaki kuadratik B-spline gösterimleridir ve deneme fonksiyonlar¬olarak isim-

lendirilir. Her eleman için ayn¬olan bu deneme fonksiyonlar¬ Şekil 1.4 de göste-

rilmi̧stir. Bir U fonksiyonunun [xm; xm+1] eleman¬üzerindeki ifadesi

U = �m�1�m�1 + �m�m + �m+1�m+1 = �e:de (1.17)

= (1� 2� + �2; 1 + 2� � 2�2; �2):de

ile bulunur. Burada de = (�m�1; �m; �m+1)T bilinmeyen parametreleri �
e = (�m�1;

�m; �m+1) deneme fonksiyonlar¬d¬r.

xm xm+1
x

0

1

Qm­1 Qm+1

Qm

Şekil 1.4. [xm; xm+1] eleman¬üzerindeki �m�1; �m; �m+1

deneme fonksiyonlar¬.

x = xm noktas¬ndaki Um ve U 0m nodal de¼gerleri �m parametresi ile

Um = �m + �m�1 (1.18)
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hU 0m = 2(�m � �m�1) (1.19)

biçiminde yaz¬labilir. U(x; t) fonksiyonuna genel yaklaş¬m fonksiyonu olarak belir-

tilen UN(x; t) ifadesi, deneme fonksiyonlar¬olarak kuadratik B-spline fonksiyonlar¬

kullan¬larak

UN(x; t) =

NX
m=�1

�m(x)�m(t) (1.20)

biçiminde yaz¬labilir. Buradaki �m�ler zamana ba¼gl¬parametrelerdir. (1.20) for-

munda bir U(x) fonksiyonunun bulunabilmesi için fonksiyonda gösterilen bilinmeyen

d = (��1; :::; �N) vektörü belirlenmelidir. Bunun için

UN(x) = �:d =
NX

m=�1
�m�m(x) (1.21)

denkleminde UN(x) yaklaş¬m¬şu koşullar¬sa¼glamal¬d¬r (Ali, 1991):

a) x0; :::; xN noktalar¬nda U(x) fonksiyonu ile ayn¬de¼gerleri almal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

N + 1 koşul oluşur.

b) x0 noktas¬ndaki U(x) fonksiyonun türev de¼geri ile UN(x) yaklaş¬k fonksiyonun

türev de¼geri ayn¬olmal¬d¬r. Yani U 0N(x0) = U 0(x0) olur.

Başlang¬ç koşullar¬uyguland¬¼g¬nda

�0 � ��1 =
hU 0(x0)

2

�0 + ��1 = U(x0)

�0 + �1 = U(x1) (1.22)
...

�N�1 + �N = U(xN)

denklemleri elde edilir. ·Ilk iki denklemden ��1 ve �0

��1 =
2U(x0)� hU 0(x0)

4
; �0 =

2U(x0) + hU 0(x0)

4

olarak bulunur. (1.22) denklem sistemi ��1 yok edilerek matris formunda düzen-

lenirse

Md = b
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matris denklemi elde edilir. Burada

M =

26666666664

1 0

1 1

1 1
. . .

1 1

37777777775
d = (�0; :::; �N)

T ve

b =

�
2U(x0) + hU 0(x0)

4
; U(x1); :::; U(xN)

�T
dir. Bu denklem sisteminden Um = U(xm) olmak üzere

�m = Um � �m�1; m = 1; :::; N

elde edilir. Böylece bulunan d vektörü (1.21) formundaki U(x) aç¬l¬m¬nda yerine

yaz¬l¬r (Ali, 1991).

1.3.3 Kübik B-spline Fonksiyonlar

Bir [a; b] aral¬¼g¬için x0; :::; xN bölünme noktalar¬ve h = (xm+1 � xm) olmak üzere

�m kübik B-spline fonksiyonlar¬

�m(x) =
1

h3

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

(x� xm�2)
3;

h3 + 3h2(x� xm�1) + 3h(x� xm�1)
2

� 3(x� xm�1)
3;

h3 + 3h2(xm+1 � x) + 3h(xm+1 � x)2

� 3(xm+1 � x)3;

(xm+2 � x)3;

0;

[xm�2; xm�1]

[xm�1; xm]

[xm; xm+1]

[xm+1; xm+2]

DD

(1.23)

biçiminde tan¬mlan¬r (Prenter, 1975). �m(x); xm�2; xm�1; xm; xm+1 ve xm+2 nokta-

lar¬ndaki kübik B-spline de¼gerleridir. �m spline fonksiyonu ve ilk iki türevi [xm�2;

xm+2] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. Dü¼güm noktalar¬ndaki �m(x), �
0
m (x) ve �

00
m(x)

de¼gerleri Tablo 1.4 de verilmi̧stir.
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Tablo 1.4. Dü¼güm noktalar¬nda kübik B-spline de¼gerleri

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2

�m 0 1 4 1 0

h�0m 0 3 0 -3 0

h2�00m 0 6 -12 6 0

(1.23) ile verilen kübik B-spline fonksiyonunun ard¬̧s¬k 4 komşu eleman üzerinde

s¬f¬rdan farkl¬, di¼ger yerlerde s¬f¬r oldu¼gu görülmektedir. Şekil 1.5 de gösterildi¼gi gibi

herbir [xm; xm+1] aral¬¼g¬�m�1,�m ,�m+1,�m+2 kübik B-spline fonksiyonlar¬taraf¬n-

dan örtülür. Bir U fonksiyonunun [xm; xm+1] eleman¬üzerindeki aç¬l¬m¬

U e =
m+2X
j=m�1

�j(x)�j(t) = �e:de (1.24)

biçimindedir. Burada �m�1, �m, �m+1, �m+2 eleman parametreleri ve �m�1,�m,

�m+1, �m+2 deneme fonksiyonlar¬d¬r.
�
��1; �0; �1; :::; �N ; �N+1

	
kümesi [a; b] ü-

zerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar için bir taban oluşturur. 0 � � � 1 olmak üzere

h� = x�xm yerel koordinat dönüşümü yard¬m¬yla, spline fonksiyonlar, genel eleman

parametrelerinden ba¼g¬ms¬z olarak

�e = (1� 3� + 3�2 � �3; 4� 6�2 + 3�3; 1 + 3� + 3�2 � 3�3; �3)T (1.25)

biçiminde ifade edilebilir.
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0

1

xm xm+1

Qm
Qm+1

Qm­1 Qm+2

x

4

Şekil 1.5. [xm; xm+1] eleman¬üzerindeki �m�1; �m;

�m+1,�m+2 deneme fonksiyonlar¬.

x = xm noktas¬nda Um; U 0m; U
00
m de¼gerleri �m terimleriyle

Um = �m+1 + 4�m + �m�1 (1.26)

hU 0m = 3(�m+1 � �m�1) (1.27)

h2U 00m = 6(�m+1 � 2�m + �m�1) (1.28)

olarak bulunur.

U(x; t) fonksiyonuna genel yaklaş¬m fonksiyonu, �m kübik B-spline deneme fonksi-

yonlar¬na ba¼gl¬olarak

UN(x; t) =

N+1X
m=�1

�m(x)�m(t) (1.29)

formunda ifade edilir. Burada �m� ler s¬n¬r ve interpolasyon koşullar¬ndan belir-

lenecek zamana ba¼gl¬büyüklüklerdir. UN(x) fonksiyonundaki d = (��1; :::; �N+1)

bilinmeyenleri aşa¼g¬daki şekilde bulunur. (1.29) ifadesi kullan¬larak �m paramet-

releri belirlenir. UN(x) yaklaş¬m fonksiyonu aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glamal¬d¬r:

a) xm, m = 0; :::; N noktalar¬nda U(x) fonksiyonu ile ayn¬ de¼gerleri almal¬d¬r,

dolay¬s¬yla N + 1 koşul oluşur.
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b) S¬n¬rlarda UN(x) yaklaş¬m fonksiyonunun türev de¼gerleri U(x) fonksiyonunun

türev de¼gerleri ile ayn¬olmal¬d¬r: U 0(x0) = �; U 0(xN) = � olsun.

Bu koşullar uyguland¬¼g¬nda

�1 � ��1 = h�
3

�1 + 4�0 + ��1 = U(x0)

�2 + 4�1 + �0 = U(x1)
...

...
...

�N�1 + 4�N + �N+1 = U(xN)

�N+1 � �N�1 = h�
3

(1.30)

denklem sistemi elde edilir. (1.30) denklem sisteminden ��1 ve �N+1 parametreleri

yok edilip düzenlenirse

Ad = b (1.31)

formunda bir matris denklemi oluşur. Burada

A =

26666666666664

4 2

1 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1

2 4

37777777777775
d = (�0; �1; :::; �N)

T ve

b =

�
U(x0) +

h�

3
; U(x1); :::; U(xN)�

h�

3

�T
olarak bulunur. (1.31) denklem sistemi Thomas algoritmas¬ile çözülerek, d vektörü

bulunur (Ali, 1991).

1.3.4 Kuartik B-spline Fonksiyonlar

[a; b] aral¬¼g¬n¬, a = x0 < x1 < ::: < xN = b noktalar¬nda eşit uzunluklu alt aral¬klara

bölelim. Bu alt aral¬klar üzerinde oluşturulan kuartik B-spline fonksiyonlar¬, m =
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�2; :::; N + 1 ve h = xm+1 � xm olmak üzere,

�m(x) =
1

h4

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(x� xm�2)
4; [xm�2; xm�1]

(x� xm�2)
4 � 5(x� xm�1)

4; [xm�1; xm]

(x� xm�2)
4 � 5(x� xm�1)

4 + 10(x� xm)
4; [xm; xm+1]

(xm+3 � x)4 � 5(xm+2 � x)4; [xm+1; xm+2]

(xm+3 � x)4; [xm+2; xm+3]

0; DD
(1.32)

biçiminde tan¬mlan¬r

Kuartik B-spline fonksiyonlar¬n¬n dü¼güm noktalar¬ndaki de¼gerleri ve üçüncü mer-

tebeye kadar olan türev de¼gerleri Tablo 1.5�de verilmi̧stir. Şekil 1.6�da görüldü¼gü

gibi her bir [xm; xm+1] eleman¬ard¬̧s¬k 5 spline ile örtülür.

Tablo 1.5. Dü¼güm noktalar¬nda kuartik B-spline de¼gerleri

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2 xm+3

�m 0 1 11 11 1 0

h�0m 0 4 12 -12 -4 0

h2�00m 0 12 -12 -12 12 0

h3�000m 0 24 -72 72 -24 0

0 � � � 1 ve h� = x � xm yerel koordinat dönüşümü yard¬m¬yla spline fonksi-

yonlar genel eleman parametrelerinden ba¼g¬ms¬z olarak

�m�2 = 1� 4� + 6�2 � 4�3 + �4

�m�1 = 11� 12� � 6�2 + 12�3 � 4�4

�m = 11 + 12� � 6�2 � 12�3 + 6�4 (1.33)

�m+1 = 1 + 4� + 6�2 + 4�3 � 4�4

�m+2 = �4
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biçiminde ifade edilebilir.

1

11

xm xm+1 x

Qm­2
Qm+2

Qm­1 Qm+1

Qm

Şekil 1.6. [xm; xm+1] eleman¬üzerindeki �m�2; �m�1;

�m; �m+1,�m+2 deneme fonksiyonlar¬.

[xm; xm+1] eleman¬üzerinde U(x; t) fonksiyonun de¼gi̧simi

U(x; t) = �e:de = (�m�2; �m�1; �m; �m+1; �m+2): (1.34)

(�m�2; �m�1; �m; �m+1; �m+2)
T

formundad¬r. xm dü¼güm noktalar¬ndaki Um, U 0m; U
00
m; U

000
m nodal de¼gerleri �m para-

metresi ile

Um = �m+1 + 11�m + 11�m�1 + �m�2

hU 0m = 4(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2)

h2U 00m = 12(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2)

h3U 000m = 24(�m+1 � 3�m + 3�m�1 � �m�2)

olarak yaz¬labilir. Kollokasyon metodu uygulan¬rken, kollokasyon noktalar¬ ele-

manlar¬n bölünme noktalar¬olarak al¬n¬r ve kuartik B-spline interpolasyon fonksi-
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yonlar¬, k¬smi türevli diferensiyel denklemin üçüncü mertebeye kadar olan türevleri

ve yukar¬da verilen kollokasyon noktalar¬ndaki de¼gerleri ile kullan¬l¬r (Ali, 1991).

1.3.5 Kuintik B-spline Fonksiyonlar

[a; b] aral¬¼g¬n¬, a = x0 < x1 < ::: < xN = b noktalar¬nda eşit uzunluklu alt aral¬klara

bölelim. Bu alt aral¬klar üzerinde oluşturulan kuintik B-spline fonksiyonlar¬, m =

�2; 0; :::; N + 2 ve h = xm+1 � xm olmak üzere,

�m(x) =
1

h5

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(x� xm�3)
5; [xm�3; xm�2]

(x� xm�3)
5 � 6(x� xm�2)

5; [xm�2; xm�1]

(x� xm�3)
5 � 6(x� xm�2)

5 + 15(x� xm�1)
5; [xm�1; xm]

(x� xm�3)
5 � 6(x� xm�2)

5 + 15(x� xm�1)
5

� 20(x� xm)
5; [xm; xm+1]

(x� xm�3)
5 � 6(x� xm�2)

5 + 15(x� xm�1)
5

� 20(x� xm)
5 + 15(x� xm+1)

5; [xm+1; xm+2]

(x� xm�3)
5 � 6(x� xm�2)

5 + 15(x� xm�1)
5

�20(x� xm)
5 + 15(x� xm+1)

5 � 6(x� xm+2)
5; [xm+2; xm+3]

0; DD
(1.35)

biçiminde tan¬mlan¬r (Prenter, 1975). �m(x); xm dü¼güm noktalar¬ndaki kuintik

B-spline de¼gerleridir.

Tablo 1.6. Dü¼güm noktalar¬nda kuintik B-spline de¼gerleri

x xm�3 xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2 xm+3

�m 0 1 26 66 26 1 0

h�0m 0 5 50 0 -50 -5 0

h2�00m 0 20 40 -120 40 20 0

h3�000m 0 60 -120 0 120 -60 0

h4�{vm 0 120 -480 720 -480 120 0
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�m(x) kuintik B-spline fonksiyonu ve üçüncü mertebeye kadar olan türevleri

[xm�3;xm+3] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. Tablo 1.6 da �m(x) fonksiyonun ve türev-

lerinin dü¼güm noktar¬ndaki de¼gerleri verilmi̧stir. Şekil 1.7 de gösterildi¼gi gibi herbir

[xm; xm+1] aral¬¼g¬ �m�2 ; �m�1 ; �m; �m+1 ; �m+2; �m+3 kuintik B-spline fonksiyonlar¬

taraf¬ndan örtülür. Bu aral¬kta di¼ger B-spline fonksiyonlar¬s¬f¬rd¬r.

1

26

66

xm xm+1 x

Qm Qm+1

Qm­1 Qm+2

Qm­2 Qm+3

Şekil 1.7. [xm; xm+1] eleman¬üzerindeki �m�2; �m�1;

�m; �m+1,�m+2,�m+3 deneme fonksiyonlar¬.

0 � � � 1 olmak üzere h� = x�xm yerel koordinat dönüşümü yard¬m¬yla kuintik



23

B-spline fonksiyonlar, genel eleman parametrelerinden ba¼g¬ms¬z olarak

�m�2 = 1� 5� + 10�2 � 10�3 + 5�4 � �5

�m�1 = 26� 50� + 20�2 + 20�3 � 20�4 + 5�5

�m = 66� 60�2 + 30�4 � 10�5 (1.36)

�m+1 = 26 + 50� + 20�2 � 20�3 � 20�4 + 10�5

�m+2 = 1 + 5� + 10�2 + 10�3 + 5�4 � 5�5

�m+3 = �5

biçiminde ifade edilebilir. U(x; t) fonksiyonunun [xm; xm+1] eleman¬ üzerindeki

de¼gi̧simi

U(x; t) = �e:de = (�m�2; �m�1; �m; �m+1; �m+2; �m+3):

(�m�2; �m�1; �m; �m+1; �m+2; �m+3)
T

(1.37)

biçimindedir. Burada xm noktalar¬ndaki UN(x; t) ve 4. mertebeye kadar olan

türevleri

Um = �m+2 + 26�m+1 + 66�m + 26�m�1 + �m�2 (1.38)

hU 0m = 5(�m+2 + 10�m+1 � 10�m�1 � �m�2) (1.39)

h2U 00m = 20(�m+2 + 2�m+1 � 6�m + 26�m�1 + �m�2) (1.40)

h3U 000m = 60(�m+2 � 2�m+1 + 2�m�1 � �m�2) (1.41)

h4U {vm = 120(�m+2 � 4�m+1 + 6�m � 4�m�1 + �m�2) (1.42)

formunda verilmi̧stir (Gardner et al, 1990 c). Kuintik B-spline fonksiyonu ve

dördüncü mertebeye kadar olan türevleri bölünme noktalar¬nda süreklidir. Kuintik

B-spline sonlu elemanlar C4 tipinde süreklili¼ge sahip fonksiyonlard¬r. 4. basamak-

tan türevleri içeren k¬smi türevli diferensiyel denklemlere kuintik B-spline kollokasyon

yöntemi uygulanabilir.�
��2; ��1; �0; :::; �N ; �N+1; �N+2

	
fonksiyonlar¬n¬n kümesi [a; b] üzerinde tan¬ml¬

fonksiyonlar için bir taban oluşturur. Kuintik B-spline fonksiyonlar kullan¬larak

U(x; t) fonksiyonu için genel yaklaş¬m fonksiyonu UN(x; t)

UN(x; t) =
N+2X
m=�2

�m(x)�m(t) (1.43)
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şeklinde yaz¬l¬r. Burada �m�ler zamana ba¼gl¬bilinmeyen parametrelerdir. UN(x; t)

fonksiyonundaki d = (��2; ��1; :::; �N+1; �N+2) vektörünün belirlenmesi için UN(x)

yaklaş¬m¬

UN(x) =

N+2X
m=�2

�m(x)�m (1.44)

aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glamal¬d¬r (Prenter, 1975) :

a) Dü¼güm noktalar¬nda U(x) fonksiyonu ile ayn¬ de¼gerleri almal¬d¬r, dolay¬s¬yla

N + 1 koşul oluşur.

b) S¬n¬rlarda UN(x) yaklaş¬m fonksiyonun birinci ve ikinci türevleri, U(x) fonksi-

yonun türev de¼gerleri ile ayn¬olmal¬d¬r: U 0(x0) = �1; U
0(xN) = �2;.U 00(x0) =

�1; U
00(xN) = �2:

Bu koşullar uyguland¬¼g¬nda

h
5
�1 = �2 + 10�1 � 10��1 � ��2

h2

20
�1 = �2 + 2�1 � 6�0 + 2��1 + ��2

U(x0) = �2 + 26�1 + 66�0 + 26��1 + ��2
...

...
...

U(xN) = �N+2 + 26�N+1 + 66�N + 26�N�1 + �N�2

h
5
�2 = �N+2 + 10�N+1 � 10�N�1 � �N�2

h2

20
�2 = �N+2 + 2�N+1 � 6�N + 2�N�1 + �N�2

(1.45)

biçimindeki denklem sistemi elde edilir. Burada ��2; ��1 parametreleri ilk iki

denklemden, �N+1 ve �N+2 parametreleri son iki denklemden yok edilerek (1.45)

denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

Md = b
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biçiminde matris denklemi elde edilir. Burada

M =

26666666666666666664

54 60 6

101
4

135
2

105
4

1

1 26 66 26 1

1 26 66 26 1
. . . . . . . . . . . . . . .

1 26 66 26 1

1 105
4

135
2

101
4

6 60 54

37777777777777777775
d = (�0; :::; �N)

T ve

b = (U(x0) +
3h�1
5

+
h2�1
10

; U(x1) +
h�1
40

+
h2�1
160

; :::

; U(xN�1)�
h�2
40

+
h2�2
160

; U(xN)�
3h�2
5

+
h2�2
10

)T

olur. d vektörü bu matris denkleminin çözümü olarak belirlenir.

1.4 Taylor-Galerkin Metodu

Taylor-Galerkin metodu uygulan¬rken, klasik (Lax and Wendro¤, 1960) Lax-

Wendro¤ FD metodunda oldu¼gu gibi, diferensiyel denklem ve onun zamana göre

türevleri zamana göre Taylor seri aç¬l¬m¬nda yerine yaz¬l¬r ve konuma göre ayr¬̧st¬-

r¬lmas¬nda klasik Galerkin yöntemi uygulan¬r. ·Ilk olarak Donea, konveksiyon prob-

lemlerine Taylor-Galerkin metodunu uygulam¬̧st¬r (Donea, 1984). Diferensiyel denk-

lemi ve türevlerini, zamana göre Taylor seri aç¬l¬m¬nda yerine yazarak konuma göre

ayr¬̧st¬rmay¬Galerkin sonlu elemanlar metodu ile yapm¬̧s ve bu metodun Taylor-

Galerkin metodu olarak bilinmesini sa¼glam¬̧st¬r. Metot formül olarak ifade edilmesin-

den sonra daha da geli̧stirilmi̧s, adveksiyon denklemlerinin ve hiperbolik denklem

sistemlerinin konuma ve zamana göre ayr¬̧st¬rma i̧slemlerinin uygun bir şekilde yap¬l-

mas¬için kullan¬lm¬̧st¬r: Birinci mertebeden hiperbolik denklemler için temel Taylor-

Galerkin algoritmas¬ önerilmi̧stir (Donea, 1984), (Lohner et al., 1984). Bottura

ve Donea�n¬n çal¬̧smalar¬da bunlardan baz¬lar¬d¬r (Bottura and Zienkiewicz, 1990),
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(Donea et.al, 1992). Baz¬k¬smi türevli diferensiyel denklemlerin zamana göre Taylor

seri aç¬l¬mlar¬nda konuma göre ayr¬̧st¬r¬lmas¬nda wavelet taban fonksiyonlar¬n¬kul-

lan¬larak wavelet-Taylor Galerkin metodu geli̧stirilmi̧stir (Kumar and Mehra, 2005).

Taylor-Galerkin algoritmalar¬, kirlili¼gin taş¬nmas¬, s¬¼g su problemleri, ak¬̧skanlar di-

nami¼gi, kat¬(solid) dinami¼gi gibi çok geni̧s ve çeşitli alanlardaki uygulamalar¬gerçek-

leştirilmi̧stir (Safjan and Oden, 1993), (Tamma and Namburu, 1988), (Zhang and

Tabarrok, 1999), (Mabssout and Pastor , 2003).

1.5 von Neumann Kararl¬l¬k Analizi

von Neumann kararl¬l¬k analizi yöntemi, sonlu fark denklemlerinin kararl¬l¬klar¬n¬

göstermek için kullan¬lan bir yöntemdir. Bu yöntemde sonlu fark denkleminin bir

çözümü Fourier serisine aç¬l¬r. Ampli�kasyon faktörünün büyümesi veya küçülmesi

say¬sal algoritman¬n kararl¬olup olmad¬¼g¬n¬gösterir.

·Incelenmekte olan sonlu fark denklemi lineerse Fourier serisinin sadece bir genel

teriminin al¬narak incelenmesi yeterli olmaktad¬r. Gerçekte denklemin lineer olmas¬,

von Neumann kararl¬l¬k analiz yönteminin uygulanmas¬için genel bir zorunluluktur.

Bu yöntemde ayr¬ca s¬n¬r koşullar¬n¬n çözümün kararl¬l¬¼g¬üzerindeki etkiside hesaba

kat¬lmaz. Lineer olmayan denklemler yerel olarak lineerleştirildikten sonra von

Neumann kararl¬l¬k analizi uygulanabilir.

Fourier serisi l aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir fonksiyon için
P
Ane

in�x=L biçiminde ifade

edilebilir. Ui;j için U(ph; qk) = Up;q notasyonu kullan¬lacakt¬r. Bu notasyon cinsin-

den Fourier serisinin genel terimi

Ane
in�x=l = Ane

in�ph=Nh = Ane
i�nph; �n =

n�

Nh
; Nh = l

olarak yaz¬labilir. t = 0 zaman¬nda x = 0 danNh �a kadar olan bölünme noktalar¬n-

daki hatay¬E(ph) = Ep; p = 0; 1; 2; :::; N ile belirtelim. (N + 1) hata denklemleri

yard¬m¬yla

Ep =
NP
n=0

Ane
i�nph; p = 0; 1; :::; N

A0; A1; :::; An (N + 1) bilinmeyenleri belirlenebilir. Başlang¬çtaki hata da¼g¬l¬m¬

kompleks üstel formda yukar¬daki gibi ifade edilebilir. Sonlu fark denklemlerinin
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lineer olmas¬ gerekti¼ginden ve ayr¬k çözümler toplanabilir oldu¼gundan ei�nph gibi

sadece bir tek terimin hatas¬n¬n yay¬l¬m¬n¬düşünebiliriz. An katsay¬s¬sabittir ve

ihmal edilebilir. t artt¬¼g¬nda hatan¬n da¼g¬l¬m¬n¬incelemek için t = qk = 0 oldu¼gu

zaman ei�ph indirgenebilen sonlu fark denkleminin çözümünü bulmak yeterlidir.

Ep;q = ei�xe�t = ei�phe�qk = ei�ph�q:

Burada � = e�k ve � bir kompleks say¬d¬r. q = 0 oldu¼gu zaman Ep;q = ei�ph�a

indirgenir. Bu durum

j�j � 1

şart¬ile sa¼glan¬r. Böylece t art¬r¬l¬rken hata artmayacakt¬r (Smith, 1978).

Bu metot sabit katsay¬l¬lineer fark denklemlerine uygulanabilir ve ayr¬ca peri-

yodik başlang¬ç verileri içeren başlang¬ç de¼ger problemi olmal¬d¬r. j�j � 1 koşulu iki

ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli fark denklemleri için gerek ve yeter koşuldur.

1.6 Test Problemleri

Bir say¬sal metodun do¼grulu¼gunun ve etkinli¼ginin belirlenmesi için kullan¬lan en

etkili say¬sal yöntem; analitik çözümlerin bulundu¼gu durumlarda say¬sal çözüm ile

analitik çözüm aras¬ndaki fark¬n yani hatan¬n ölçülmesidir. Say¬sal metodun do¼gru-

lu¼gunu ölçmek için say¬sal çözüm ile analitik çözüm aras¬ndaki fark

L1 =


U tam � Un�umerik




1 = max

��U tamj � Un�umerikj

��
ve

L2 =


U tam � Un�umerik




2
=

s
h
NP
j=0

�
U tamj � Un�umerikj

�2
hata normlar¬kullan¬larak hesaplan¬r.

1.6.1 Adveksiyon-Difüzyon Denklemi

Adveksiyon-difüzyon denklemi kütle, ¬s¬, enerji ve h¬z gibi birçok büyüklü¼gün

modellenmesinde kullan¬l¬r. Bu denklemin çözümleri ile �lm üzerinde ¬s¬transferi
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(Isenberg and Gut�nger, 1972), sudaki kirlili¼gin yay¬lmas¬(Parlarge, 1980), nehir

ve akarsulardaki kirlili¼gin yay¬l¬m¬(Chaudhry et. al., 1983), yeralt¬sular¬ndaki eri-

mi̧s tuzlar¬n da¼g¬l¬m¬( Guvanesen and Volker, 1983) gibi �ziksel olaylar modellenir.

Baz¬türdeki başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ile adveksiyon-difüzyon denkleminin analitik

çözümlerini bulmak zordur. Adveksiyon-difüzyon denkleminin çözümünü yaklaş¬k

olarak bulmak için say¬sal yöntemler geli̧stirilmi̧stir. Böylece farkl¬türde başlang¬ç

ve s¬n¬r koşullar¬için adveksiyon-difüzyon denkleminin çözümleri araşt¬r¬lmaktad¬r.

Adveksiyon-difüzyon denkleminin say¬sal çözümlerinin bulunmas¬ndaki s¬k¬nt¬yük-

sek Peclect say¬s¬ndan kaynaklanmaktad¬r. Son y¬llarda adveksiyon-difüzyon denk-

leminin baz¬ say¬sal çözümleri önerilmi̧stir (Adey and Brebbia, 1974), (Holly and

Preissmann, 1977), (Szymkiewicz, 1993). Denklemin Galerkin metodu kullan¬larak

kübik B-spline sonlu eleman çözümü yap¬lm¬̧st¬r (Gardner and Dag, 1994). Da¼g ve

arkadaşlar¬adveksiyon difüzyon denkleminin lineer ve kuadratik şekil fonksiyonlar¬

kullanalarak en küçük kareler metoduyla çözümünü önermi̧slerdir (Dag et.al, 2005).

Donea, adveksiyon denklemlerine Taylor-Galerkin metodunu uygulam¬̧st¬r (Donea,

1984).

Bir boyutlu adveksiyon-difüzyon denklemi, t zamana ve x konuma göre de¼gi̧sken-

leri ifade etmek üzere

Ut + �Ux � �Uxx = 0; 0 � x � L

biçimindedir. S¬v¬n¬n yo¼gunlu¼gu U(x; t) olmak üzere

Ut = ��Ux + �Uxx; 0 � x � L

denkleminde �Uxx terimi difüzyon ve ��Ux terimi adveksiyon bileşenleridir. Kirli-

li¼gin adveksiyon veya difüzyonu, � suyun ak¬̧s h¬z¬na ve � difüzyon katsay¬s¬na ba¼gl¬

olarak de¼gi̧sir.

U(x; 0) = U0(x); 0 � x � L

denklemin başlang¬ç koşulu

U(0; t) = f0; �
@U

@x
(L; t) = ��L(t)

s¬n¬r koşullar¬d¬r. Burada L kanal¬n uzunlu¼gu, �L; x = L ve U0 yönündeki ak¬̧s, U0

ve f0 yük fonksiyonlar¬d¬r (Dag et.al, 2005).
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1.6.2 Burger Denklemi

Burger denklemi, herhangi s¬n¬r ve başlang¬ç koşullar¬için analitik olarak çözüle-

bilen, az say¬daki lineer olmayan k¬smi türevli diferensiyel denklemlerden birisidir.

Burger denklemini ilk olarak Bateman tan¬tm¬̧st¬r (Bateman, 1915). Daha sonra

türbülans¬n modellenmesinde kullan¬larak, Burger denklemi olarak an¬lm¬̧st¬r (Burger,

1948). Burger denklemi, şok dalga ve say¬lar teorisinde, türbülans problemlerinin

modellenmesinde, elastik tüpdeki s¬v¬ak¬̧s¬n¬n ve sonlu elektrik iletkenli¼gi olan bir

ortamdaki manyetohidrodinamik dalgalar¬n modellenmesi gibi bir çok �ziksel olay¬n

modellenmesinde kullan¬l¬r.

Bugüne kadar birçok araşt¬rmac¬Burger denkleminin çözümü için farkl¬ nümerik

metotlar uygulam¬̧st¬r. Çok küçük viskozite de¼gerlerinde, nümerik çözümlerin

yak¬nsamas¬zorlaşmaktad¬r. Key� başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak Burger

denkleminin analitik çözümü elde edilmi̧stir (Hopf, 1950) ,(Cole, 1951). Kübik

spline fonksiyonlar kullan¬larak kollokasyon metodu ile denklemin nümerik çözümü

araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Rubin and Khosla, 1976). Jain ve Lohar, bir ve iki boyutlu Burger

denkleminin kübik spline ve sonlu farklar metoduyla say¬sal çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧s-

lard¬r (Jain and Lohar, 1979). Galerkin sonlu elemanlar metoduyla Burger den-

kleminin nümerik çözümü elde edilmi̧stir (Caldwell, 1987). Jain ve Holla, kübik

spline metodu ile bir ve iki boyutlu Burger denkleminin say¬sal çözümü üzerinde

çal¬̧sm¬̧slard¬r (Jain and Holla, 1978). Saka ve Da¼g, problemin kuintik spline kol-

lokasyon metodu ile çözümünü başar¬yla uygulam¬̧slard¬r (Saka and Dag, 2008).

Burger denkleminin ard¬̧s¬k sonlu aral¬klar üzerinde kübik B-spline fonksiyonlar¬yla

kollokasyon metodu kullanarak say¬sal çözümü elde edilmi̧stir (Gardner et.al., 1990

b).

v > 0; kinematik viskosite olarak adland¬r¬lan çok küçük pozitif bir parametre,

x konuma ve t zamana göre de¼gi̧skenleri göstermek üzere,

Ut +UUx = vUxx; a � x � b; t > 0; (1.46)

denklemi Burger denklemi olarak bilinir. Denklemin başlang¬ç koşulu
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U(x; 0) = f(x); a � x � b

ve s¬n¬r koşullar¬

U(a; t) = �; U(b; t) = �;

Ux(a; t) = Ux(b; t) = 0;

Uxx(a; t) = Uxx(b; t) = 0 t 2 [0; T ]

olarak seçilebilir (Saka and Dag, 2008).

1.6.3 Korteweg-de Vries Denklemi (KdV)

S¬¼g sulardaki lineer olmayan dalgalar birçok araşt¬rmac¬n¬n ilgisini çekmi̧stir.

Bu dalgalar Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ile modellenir. Böylece �zik,

matematik ve mühendislik alanlar¬nda birçok �ziksel dalga olay¬n¬n modellenmesi

yap¬labilmi̧stir. Büyük okyanuslardaki Tsunami olarak bilinen dalgalar, harmonik

olmayan bir kristaldeki ses dalgalar¬(Zabusky, 1967), s¬cak plazmalardaki manyeto-

hidrodinamik dalgalar (Gardner and Marikawa, 1965), iyonik ses dalgalar¬(Washimi

and Taniuti, 1966), s¬¼g sulardaki dalgalar (Korteweg and Vries, 1895) bunlardan

baz¬lar¬d¬r.

KdV denkleminin genel bir analitik çözümü yoktur, ancak denklemin bir özel

çözümü olan soliton dalgalar tek dalga çarp¬̧smas¬nda orjinal büyüklüklerini, şekil-

lerini ve şiddetlerini koruyan dalgalard¬r. Bu denklemdeki lineer olmayan terim

dalgan¬n kararl¬l¬¼g¬n¬dengeler. KdV denklemi ilk olarak Korteweg ve de Vries adl¬

iki ki̧si taraf¬ndan ortaya at¬ld¬¼g¬ için, denklem bu adla an¬lm¬̧st¬r (Korteweg and

Vries, 1895). Son y¬llarda, KdV denkleminin çeşitli formlardaki say¬sal çözümünü

bulmak için say¬sal yöntemler geli̧stirilmi̧stir. KdV denkleminin, uygun başlang¬ç

koşullar¬alt¬nda, analitik çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi gösterilmi̧stir (Dodd et al,

1982), (Gardner et al, 1990 c). KdV denkleminin sonlu farklar metodu ile çözümü

önerilmi̧stir (Greig and Morris, 1976), (Goda, 1975). Wahlbin denklemin çözümü

için şekil ve deneme fonksiyonlar¬n¬ayn¬alarak Galerkin metodunun çözümünü ver-

mi̧stir (Wahlbin, 1974). KdV denkleminin wavelet taban fonksiyonlar¬kullan¬larak
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wavelet-Taylor-Galerkin metodu ile çözümü yap¬lm¬̧st¬r (Rathish Kumar ve Mehra

, 2004). Denklemin kübik spline (Gardner et.al., 1989) ve kuintik spline (Gardner

et.al, 1990 a) şekil fonksiyonlar¬kullan¬larak sonlu elemanlar metoduyla çözümleri

elde edilmi̧stir. Da¼g ve arkadaşlar¬, KdV denkleminin B-spline fonksiyonlar kulla-

narak küçük zaman çözümlerini elde etmi̧slerdir (Dag et.al, 2006).

S¬ras¬yla kütle, momentum ve enerjiye kaŗs¬l¬k gelen

C1 =
1R
�1

Udx

C2 =
1R
�1

U2dx (1.47)

C3 =
1R
�1
(U3 � 3�

"
(U 0)2)dx

korunum kanunu sabitlerinin analitik çözüm ile elde edilen sabitlerle uyumu in-

celenecektir. Nümerik metodun iyi sonuçlar verebilmesi içinelde edilen korunum

sabitlerinin zaman ilerledikçe sabit kalmas¬beklenir.

KdV denklemi, " ve � pozitif parametreler, x konuma ve t zamana göre de¼gi̧sken-

ler olmak üzere

Ut + "UUx + �Uxxx = 0; (1.48)

biçiminde tan¬mlan¬r. Denklemin say¬sal çözümlerinin bulunmas¬s¬ras¬nda, başlang¬ç

koşulu

U(x; 0) = f(x); a � x � b

ve s¬n¬r koşullar¬da

U(a; t) = �1; U(b; t) = �2;

Ux(a; t) = Ux(b; t) = 0; (1.49)

Uxx(a; t) = Uxx(b; t) = 0

olarak seçilecektir (Gardner et.al., 1989) .
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2.ADVEKS·IYON D·IFÜZYON DENKLEM·IN·IN SAYISAL
ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde, bir boyutlu adveksiyon-difüzyon denkleminin, s¬ras¬yla kuadratik,

kübik ve kuintik B-spline fonksiyonlar kullan¬larak Taylor-Galerkin ve Taylor-Kollo-

kasyon metotlar¬ile say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Say¬sal yöntem iki örnek test

problem üzerinde uygulanm¬̧s, hata normlar¬hesaplanm¬̧st¬r.

Birinci bölümde tan¬t¬lan adveksiyon-difüzyon denkleminin, t zamana göre ve x

konuma göre türevleri olmak üzere

U(x; 0) = U0(x); 0 � x � L (2.1)

başlang¬ç koşulu ve

U(0; t) = f0; �
@U

@x
(L; t) = ��L(t) (2.2)

s¬n¬r koşullar¬ile

Ut + �Ux � �Uxx = 0; 0 � x � L (2.3)

say¬sal çözümleri bulunacakt¬r.

2.1 Taylor-Galerkin Kuadratik B-spline Metodu

(TG-QDBM)

Ut = ��Ux + �Uxx; 0 � x � L (2.4)

biçiminde yaz¬lan adveksiyon difüzyon denklemine Taylor -Galerkin metodunu uygu-

layal¬m. Denklemde bilinmeyen fonksiyonun zamana göre Taylor seri aç¬l¬m¬yap¬larak

zaman ayr¬̧st¬rmas¬yap¬l¬r. Buna göre

Un+1 = Un +�tUnt +
�t2

2
Untt +O(�t3)

Taylor seri aç¬l¬m¬nda hata ihmal edilirse

Unt =
Un+1 � Un

�t
� �t
2
Untt (2.5)
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yaz¬labilir. (2.4) denkleminin zamana göre türevi

Untt = (��Unx + �Unxx)t = ��(Unt )x + �(Unt )xx

= ��(U
n+1 � Un

�t
)x + �(

Un+1 � Un

�t
)xx (2.6)

olarak yaz¬labilir. (2.4) ve (2.6) denklemleri (2.5) de yerlerine yaz¬l¬rsa

��Unx + �Unxx =
Un+1 � Un

�t
� �t
2

�
��(U

n+1 � Un

�t
)x + �(

Un+1 � Un

�t
)xx

�
bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse, adveksiyon-difüzyon denkleminin zamana göre

ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s denklemi�
1 + �

�t

2
@x � �

�t

2
@2x

�
Un+1 =

�
1� �

�t

2
@x + �

�t

2
@2x

�
Un (2.7)

olarak elde edilir.

[a; b] aral¬¼g¬n¬

a = x0 < x1 <; :::; < xN�1 < xN = b

olacak şekilde xi; i = 1; :::; N noktas¬nda eşit uzunluklu alt aral¬klara bölelim.�
��1; �0; �1; :::; �N

	
kuadratik B-spline fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬fonksi-

yonlar için taban oluşturur. Bu taban fonksiyonlar¬kullan¬larak U(x; t) çözümüne

UN(x; t) =
NX

m=�1
�m(x)�m(t) (2.8)

biçiminde bir yaklaş¬k çözüm araşt¬r¬lacakt¬r. Burada �m�ler s¬n¬r ve interpolasyon

koşullar¬ndan belirlenecek zamana ba¼gl¬parametrelerdir.

(2.3) ile verilen adveksiyon-difüzyon denklemine Taylor -Galerkin metodu uygu-

lanacakt¬r. Bunun için (2.7) denklemi w a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ile çarp¬l¬p, [x0; xN ]

aral¬¼g¬üzerinde integrali al¬n¬rsa,Z xN

x0

wUn+1dx+ �
�t

2

Z xN

x0

wUn+1x dx� �
�t

2

Z xN

x0

wUn+1xx dx

=

Z xN

x0

wUndx� �
�t

2

Z xN

x0

wUnx dx+ �
�t

2

Z xN

x0

wUnxxdx (2.9)

bulunur.
R xN
x0

wUxxdx integraline k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,Z xN

x0

wUxxdx = wUx jxNx0 �
Z xN

x0

wxUxdx
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ve (2.9) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsaZ xN

x0

wUn+1dx+ �
�t

2

Z xN

x0

wUn+1x dx+ �
�t

2

Z xN

x0

wxU
n+1
x dx� �

�t

2
wUn+1x

��xN
x0

=

Z xN

x0

wUndx� �
�t

2

Z xN

x0

wUnx dx� �
�t

2

Z xN

x0

wxU
n
x dx+ �

�t

2
wUnx j

xN
x0

(2.10)

elde edilir. Buna göre

UN(x; t) =
NX

m=�1
�m(x)�m(t)

yaklaş¬m¬için w a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ kuadratik B-spline fonksiyonlar olarak seçilirse

(2.10) denklemi, m = 0; 1; :::; N için

m+1X
j=m�1

f
hR h
0
�i�jdx

i
�n+1j + ��t

2

hR h
0
�i�

0
jdx
i
�n+1j + ��t

2

hR h
0
�0i�

0
jdx
i
�n+1j

���t
2

h
�i�

0
jdx
��h
0

i
�n+1j g

=
m+1X
j=m�1

f
hR h
0
�i�jdx

i
�nj � ��t

2

hR h
0
�i�

0
jdx
i
�nj � ��t

2

hR h
0
�0i�

0
jdx
i
�nj

+��t
2

h
�i�

0
jdx
��h
0

i
�n+1j g
(2.11)

biçiminde yaz¬labilir. (2.11) eşitli¼gi matris formunda

[Ae +
�t

2
(�Be + �Ce � �De)](�e)n+1 = [Ae � �t

2
(�Be + �Ce � �De)](�e)n (2.12)

olarak yaz¬l¬r. Burada i ve j�ler [xm; xm+1] eleman¬için sadece m� 1, m ve m+1

de¼gerlerini almak üzere

Aeij =
R h
0
�i�jd� =

h

30

26664
6 13 1

13 54 13

1 13 6

37775 Be
ij =

R h
0
�i�

0
jd� =

1

6

26664
�3 2 1

�8 0 8

�1 �2 3

37775

Ceij =
R h
0
�0i�

0
jd� =

2

3h

26664
2 �1 �1

�1 2 �1

�1 �1 2

37775 De
ij = �i�

0
j

��h
0
=

26664
2 �2 0

2 �4 2

0 �2 2

37775
olarak bulunur. (2.12) denkleminin bütün elemanlar için birleştirilmi̧s matris formu

d = (��1; �0; �1; :::; �N ; )
T



35

olmak üzere

[A+
�t

2
(�B + �C � �D)]dn+1 = [A� �t

2
(�B + �C � �D)]dn + r (2.13)

biçimindedir. A; B, C, D matrisleri Ae; Be Ce ve De eleman matrislerinin bir-

leştirilmesiyle elde edilen beşli bant matrislerdir. r s¬n¬r koşullar¬ndan elde edilen

vektördür. (2.2) s¬n¬r koşullar¬uygulanarak ��1 ve �N parametreleri yok edilirse

(2.13) denklemi N �N boyutlu denklem sistemine dönüşür. Bu sistem Thomas al-

goritmas¬ile çözülebilir. dn+1 zaman ad¬m¬ndaki de¼gerleri d0 başlang¬ç vektörünün

iterasyonu ile hesaplan¬r. d0 vektörünü belirlemek için t = 0 daki (2.8) denklemi

UN(x; 0) =
NX

m=�1
�m(x)�

0
m(t)

olarak yaz¬labilir. UN(x; 0) yaklaş¬m fonksiyonu m = 0; :::; N için xm dü¼güm nokta-

lar¬nda analitik çözümü sa¼glamal¬ve uç noktalardaki türevi gerçek çözümün türevi

ile ayn¬olmal¬d¬r. Buna göre

UN(xm; 0) = �m + �m�1 = U(xm; 0) m = 0; :::; N

2(�N � �N�1)

h
= ��L(t)

�

olarak al¬n¬r.

2.1.1 Kararl¬l¬k Analizi

Say¬sal çözümleri veren (2.13) denkleminin kararl¬l¬¼g¬von Neumann metodu ile in-

celenmi̧stir. (2.13) denklemi düzenlenerek yaz¬ld¬¼g¬nda

�1�
n+1
m�2+�2�

n+1
m�1+�3�

n+1
m + �4�

n+1
m+1+�5�

n+1
m+2 (2.14)

= �6�
n
m�2+�7�

n
m�1+�8�

n
m + �9�

n
m+1+�10�

n
m+2

elde edilir. Burada katsay¬lar

�1= �� � � 
; �2= 26�� 10� � 2
; �3= 66�+ 6
;

�4= 26�+ 10� � 2
; �5= �+ � � 
; �6= �+ � + 
;

�7= 26�+ 10� + 2
; �8= 66�� 6
; �9= 26�� 10� + 2
;

�10= �� � + 
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ve

� =
h

30
; � =

��t

12
; 
 =

��t

3h

d¬r. Bu yöntemde, k mod say¬s¬ve h ad¬m uzunlu¼gu olmak üzere Fourier modu

�nm =
^
�neimkh; (2.15)

(2.14) denkleminde yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

a = �[2 cos2 kh+ 52 cos2(kh=2) + 6]; b = �2
(sin2 kh+ 2 sin2(kh=2))

c = �(sin 2kh+ 10 sin kh)
(2.16)

olmak üzere

(a� b+ ic)�̂
n+1

= (a+ b� ic)�̂
n

eşitli¼gi bulunur. g büyüme çarpan¬olmak üzere �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a+ b� ic

a� b+ ic

elde edilir. g�nin modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = (a+ b)2 + c2

(a� b)2 + c2

bulunur. Kararl¬l¬k için jgj � 1 olmas¬gerekti¼ginden

(a+ b)2 + c2 � (a� b)2 + c2

4ab � 0 (2.17)

olmal¬d¬r. (2.16) ifadeleri (2.17) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

�8�
[2 cos2 kh+ 52 cos2(kh=2) + 6)(sin2 kh+ 2 sin2(kh=2)) � 0

bulunur.

jcos khj � 1 ve jsin khj � 1 oldu¼gundan son eşitsizlik sa¼glan¬r. O halde jgj � 1

oldu¼gundan, (2.14) denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.
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2.2 Taylor-Kollokasyon Kübik B-spline Metodu

(TC-CBM)

Bu bölümde, (2.3) denkleminin zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s formu olan (2.7) denkle-

minde kübik B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak kollokasyon metodu uygulanacak-

t¬r.

[a; b] aral¬¼g¬n¬x1; x2; :::; xN�1 noktalar¬ile

a = x0 < x1 <; :::; < xN�1 < xN = b

h = xm+1 � xm, m = 0; :::; N � 1 olacak şekilde eşit aral¬klara bölelim. �m,

m = �1; :::; N+1 kübik B-spline fonksiyonlar¬xm noktalar¬nda [a; b] üzerinde tan¬ml¬

fonksiyonlar için bir taban oluşturur. U(x; t) gerçek çözümüne UN(x; t) yaklaş¬k

çözümü kübik B-spline fonksiyonlar¬n¬n kombinasyonu ile

UN(x; t) =
N+1X
m=�1

�m(x)�m(t) (2.18)

olarak yaz¬labilir. Burada �m�ler s¬n¬r ve interpolasyon koşullar¬ndan belirlenecek

zamana ba¼gl¬parametrelerdir.

Taylor seri aç¬l¬m¬ile zaman ayr¬̧st¬rmas¬yap¬lan (2.7) denkleminde (1.26)-(1.28)

de verilen kübik B-spline fonksiyonlar¬yerlerine yaz¬l¬rsa

(�m�1 + 4�m + �m+1)
n+1 + �

3�t

2h
(�m+1 � �m�1)

n+1 � �
6�t

2h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

n+1

=

(�m�1 + 4�m + �m+1)
n � �

3�t

h2
(�m+1 � �m�1)

n + �
6�t

2h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

n

denklem sistemi bulunur. Bu sistem düzenlenirse

(1� �
3�t

2h
� �

3�t

h2
)�n+1m�1 + (4 + �

6�t

h2
)�n+1m + (1 + �

3�t

2h
� �

3�t

h2
)�n+1m+1

=

(1 + �
3�t

2h
+ �

3�t

h2
)�nm�1 + (4� �

6�t

h2
)�nm + (1� �

3�t

2h
+ �

3�t

h2
)�nm+1

elde edilir. Son ifade k¬saca

�1�
n+1
m�1 + �2�

n+1
m + �3�

n+1
m+1 = �4�

n
m�1 + �5�

n
m + �6�

n
m+1 (2.19)
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formunda da yaz¬labilir. Burada

�1 = 1�R1 �R2; �2 = 4 + 2R2; �3 = 1 +R1 �R2

�4 = 1 +R1 +R2; �5 = 4� 2R2; �6 = 1�R1 +R2

ve

R1 =
3�

2h
�t, R2 =

3�

h2
�t

dir. (2.19) sisteminde, dn+1 = (�n+1�1 ; �
n+1
0 ; :::; �n+1N ; �n+1N+1)

T bilinmeyenler vektörü

olmak üzere, N +3 bilinmeyenden oluşan N +1 lineer denklem vard¬r. Bu sistemin

çözülebilmesi için �n+1�1 ve �
n+1
N+1 pametreleri (2.2) ile verilen s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak

yok edilir. (2.19) sistemi matris formunda

Adn+1 = Bdn + r (2.20)

biçiminde yaz¬l¬r. Burada A ve B matrisleri (N + 1)� (N + 1) boyutlu üçlü bant

matrisler ve r ise s¬n¬r koşullar¬ndan elde edilen vektördür. (2.20) sisteminde dn+1

zaman ad¬mlar¬n¬hesaplamak için d0 başlang¬ç koşuluna ihtiyaç vard¬r. Bunun için

(2.18) de verilen yaklaş¬k çözüm başlang¬ç koşulu

UN(x; 0) =
N+1X
m=�1

�m(x)�
0
m(t)

ve s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak yaz¬l¬rsa

UN(xm; 0) = �m�1 + 4�m + �m+1 = U(xm; 0);

�@UN
@x
(L; 0) =

3

h
(�N+1 � �N�1) = ��L(t);

@UN
@x
(0; 0) =

3

h
(�1 � ��1) = f 00:

denklemleri bulunur. Bu denklemlerden d0 başlang¬ç vektörü bulunarak (2.20)

sistemi yard¬m¬yla dn bilinmeyenleri elde edilir.

2.2.1 Kararl¬l¬k Analizi

Metodun uygulanmas¬ile elde edilen (2.19) denkleminin kararl¬l¬¼g¬için

�nm =
^
�neimkh



39

Fourier modu (2.19) denkleminde yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

(a+ b+ ic)�̂
n+1

= (a� b� ic)�̂
n

eşitli¼gi bulunur. Burada

a = 1 + 2 cos2(kh=2); b = 2R2 sin
2(kh=2);

c = R1 sin(kh)
(2.21)

bulunur. g büyüme çarpan¬olmak üzere �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a� b+ ic

a+ b� ic

elde edilir. Fourier kararl¬l¬k metodu gere¼gince jgj � 1 olmal¬d¬r. Buna göre g �nin

modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = (a� b)2 + c2

(a+ b)2 + c2

bulunur.

(a� b)2 + c2 � (a+ b)2 + c2;

4ab � 0 (2.22)

(2.21) ifadeleri (2.22) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

4(1 + 2 cos2(kh=2)(2R2 sin
2(kh=2)) � 0

bulunur. jgj � 1 oldu¼gundan (2.19) denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.

2.3 Taylor-Kollokasyon Kuintik B-spline Metodu

(TC-QNBM)

Bu bölümde, adveksiyon difüzyon denkleminin Taylor seri aç¬l¬m¬yla elde edilen za-

mana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s (2.7) denkleminde kuintik B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak

kollokasyon çözümü yap¬lacakt¬r.

[a; b] aral¬¼g¬n¬x1; x2; :::; xN�1 noktalar¬ile

a = x0 < x1 <; :::; < xN�1 < xN = b
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olacak şekilde eşit aral¬klara bölelim. �m(x), xm dü¼güm noktalar¬ndaki kuintik B-

spline fonksiyonlar¬olsun.
�
��2; ��1; �0; :::; �N+2

	
kümesi [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

fonksiyonlar için bir taban oldu¼gundan bu yaklaş¬k çözüm kuintik B-spline fonksi-

yonlar¬cinsinden aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

UN(x; t) =

N+2X
m=�2

�m(x)�m(t) (2.23)

Burada �m�ler s¬n¬r ve kollokasyon koşullar¬ndan belirlenebilen zamana ba¼gl¬para-

metrelerdir.

(1.38)-(1.40) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonlar¬zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s

olan (2.7) denkleminde yerlerine yaz¬l¬p, düzenlenirse

R1 = �
5�t

2h
, R2 = �

10�t

h2

olmak üzere m = 0; 1; :::; N için

(1�R1 �R2)�
n+1
m�2 + (26� 10R1 � 2R2)�n+1m�1 + (66 + 6R2)�

n+1
m

+(26 + 10R1 � 2R2)�n+1m+1 + (1 +R1 �R2)�
n+1
m+2

=

(1 +R1 +R2)�
n
m�2 + (26 + 10R1 + 2R2)�

n
m�1 (66� 6R2)�nm

+(26� 10R1 + 2R2)�nm+1 + (1�R1 +R2)�
n
m+2

(2.24)

bulunur. (2.24) sistemi, d = (��2; ��1; :::; �N ; �N+1; �N+2)
T vektörü ile gösterilen

N + 5 bilinmeyenden oluşan N + 1 lineer denklemi içeren bir sistemdir. (2.2) s¬n¬r

koşullar¬ndan ��2; ��1; �N+1; �N+2 parametreleri yok edilerek (2.24) sistemi (N +

1) � (N + 1) boyutlu bir denklem sistemine dönüştürülür. Bu sistem iterasyonla

Thomas algoritmalar¬ yard¬m¬yla çözülür. Bunun için başlang¬ç parametresi �om

aşa¼g¬da verilen başlang¬ç koşulu ve s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak belirlenir:

UN(xm; 0) = �m+2 + 26�m+1 + 66�m + 26�m�1 + �m�2 = U(xm; 0); 0 � m � N

U 0N(0; 0) =
5

h
(�2 + 10�1 � 10��1 � ��2) = f�0;

U 0N(L; 0) =
5

h
(�N+2 + 10�N+1 � 10�N�1 � �N�2) = ��L(t)=�;

U 00N(0; 0) =
20

h2
(�2 + 2�1 � 6�0 + 26��1 + ��2) = f 000 ;

U 00N(L; 0) =
20

h2
(�N+2 + 2�N+1 � 6�N + 26�N�1 + �N�2) = ��0L(t)=�:
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2.3.1 Kararl¬l¬k Analizi

Say¬sal metodun uygulanmas¬ile elde edilen (2.24) denkleminin kararl¬l¬¼g¬için von

Neumann metodu kullan¬ld¬. Bunun için (2.24) denkleminde

�nm =
^
�neimkh

ile verilen Fourier modu yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

(a� b+ ic)�̂
n+1

= (a+ b� ic)�̂
n

eşitli¼gi bulunur. Burada

a = 2 cos2 kh+ 52 cos2(kh=2) + 6; b = �R2(2 sin2 kh+ 4 sin2(kh=2);

c = R1(sin 2kh+ 10 sin kh)
(2.25)

dir. �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a+ b� ic

a� b+ ic

elde edilir. g�nin modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = (a+ b)2 + c2

(a� b)2 + c2

bulunur. jgj � 1 olmas¬koşulundan

(a+ b)2 + c2 � (a� b)2 + c2

4ab � 0 (2.26)

(2.25) ifadeleri (2.26) de yerlerine yaz¬l¬rsa

�4R2(2 cos2 kh+ 52 cos2(kh=2) + 6)(2 sin2 kh+ 4 sin2(kh=2)) � 0

bulunur. jgj � 1 oldu¼gundan (2.24) denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.
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2.4 Test Problemleri

Adveksiyon difüzyon denkleminin yaklaş¬k çözümü için önerilen say¬sal metotlar¬n

iki test problem ile do¼grulu¼gu gösterilecektir. Nümerik ve tam çözüm aras¬ndaki

hata L1 hata normu kullan¬larak ölçülecektir.

Courant say¬s¬

Cr = �
�t

h

� ak¬̧s şiddetinin h=�t birim zamandaki şiddetine oran¬d¬r.

Peclect say¬s¬ise,

Pc = �
h

�

� adveksiyon teriminin �=h difüzyonuna oran¬olarak tan¬mlanmaktad¬r.

a) Uzun bir kanaldaki yay¬l¬m.

� = 0 ve ak¬̧s h¬z¬n¬n � = 0:5 m=s oldu¼gu durumda kanal¬n dik kesiti sabit ve

aşa¼g¬ya do¼gru meyillidir (Szymkiewicz, 1993). Başlang¬çtaki yo¼gunluk � = 264 m

standart sapmas¬yla bir Gauss da¼g¬l¬m¬d¬r ve maksimum de¼geri 10 dur: Bu başlang¬ç

da¼g¬l¬m¬ 9600 s de 0:5 m=s h¬zla 4:8 m� lik bir mesafeden ak¬̧s yönündeki taş¬n-

mad¬r. Kanal uzunlu¼gu L = 9:0 km al¬narak, herbir eleman uzunlu¼gu h = 100 m

olacak şekilde 90 eşit parçaya bölünür. Başlang¬çtaki da¼g¬l¬m¬merkezinin kanal¬n

başlang¬c¬na olan uzakl¬¼g¬2 km dir. Dolay¬s¬yla x0 = 2:0 km dir. Tam çözüm

U(x; t) = 10e(�
1
2�2

(x�x0��t)
2)

biçimindedir. Başlang¬ç koşulu t = 0 için

U(x; 0) = 10e(�
1
2�2

(x�x0)
2)

ve s¬n¬r koşullar¬

U(0; t) = 0 ve �
@U

@x
(L; t) = 0

olarak yaz¬labilir.
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Şekil 2.1. TG-QDBM için çözüm Şekil 2.2. TG-QDBM için jtam-nümerikj hata
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Şekil 2.3: TC-CBM için çözüm Şekil 2.4: TC-CBM için jtam - nümerikj hata.

Burada � = 0:5 m=s ak¬̧s h¬z¬ve h = 100 m konum ad¬m¬al¬narak Cr = 0:25 için

�t = 50 s zaman ad¬m¬yla hesaplamalar yap¬ld¬. � = 0:5 m=s ve �t = 50 s sabit

tutulup, h eleman uzunlu¼gu azalt¬larak Courant say¬s¬0:25 den daha da art¬r¬labilir.
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Şekil 2.5. TC-QNBM için çözüm Şekil 2.6. TC-QNBM için jtam-nümerikj hata.

Tam çözümdeki maksimum de¼ger tüm zaman ad¬mlar¬için 10 olmal¬d¬r. Cr =

0:25 ve �t = 50 s için çal¬̧st¬r¬lan zaman boyunca elde edilen çözümlerin gra�kleri

TG-QDBM için Şekil 2.1de, TC-CBM için Şekil 2.3 de ve TC-QNBM için Şekil 2.5

de verildi. Tam ve say¬sal çözümler aras¬ndaki hata normlar¬n¬n gra�kleri, TG-

QDBM için Şekil 2.2 de, TC-CBM için Şekil 2.4 de ve TC-QNBM için Şekil 2.6 da

gösterildi. Gra�klerden de görüldü¼gü gibi maksimum hata normu TC-QNBM�nda

daha düşük hesaplanm¬̧st¬r.

Farkl¬Cr say¬lar¬için maksimum yo¼gunluk t = 9600 s, � = 0:5 m=s, �t = 50

s, 0 � x � 9:0 km bölgesi üzerinde literatürdeki baz¬ çal¬̧smalar¬n sonuçlar¬

ve bu bölümde önerilen metotlar¬n sonuçlar¬ kaŗs¬laşt¬rma yapmak için listelen-

mi̧stir. Tablo 2.1den de görüldü¼gü gibi önerilen üç metottan elde edilen sonuçlar

kaŗs¬laşt¬r¬lan di¼ger metotlara göre daha iyi sonuçlar vermi̧s ve tam çözüme oldukça

yaklaşm¬̧st¬r. Bu üç metot kendi aras¬nda k¬yasland¬¼g¬nda ise TG-QDBM, TC-

CBM ve TC-QNBM�na göre çok az bir farkla tam çözüme yak¬n sonuçlar vermi̧stir.

Ayr¬ca tabloya göre sonuçlar¬n do¼grulu¼gu nokta say¬s¬artt¬kça ayn¬kalmaktad¬r.
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Tablo 2.1. � = 0:5m=s, �t = 50 s ve farkl¬Cr say¬lar¬için t = 9600 s deki

tam ve say¬sal çözüm

Cr 0.25 0.5 0.75 1.0 1.5 2.0 2.4 3.2 4.8

h 100 50 33.3 25 16.6 12.5 10.4 7.8 5.2

(Holly, 1977) 9.677 9.756 9.805 10.00

(Szymkiewicz, 1993) 9.816 9.836 9.934 10.00 9.941 10.00 9.966 9.988 9.992

(Gardner, 1994) 9.986 9.986 9.993 9.986 9.994 9.986 9.994 9.999 9.994

(Da¼g, 2005) (Femlsf) 9.647 9.864 9.918 9.943 9.951 9.956 9.959 9.960 9.961

(Da¼g, 2005) (Femqsf) 9.926 9.932 9.949 9.961 9.959 9.961 9.962 9.962 9.962

TG-QDBM 9.989 9.991 9.996 9.991 9.996 9.995 9.996 9.996 9.996

TC-CBM 9.940 9.984 9.993 9.986 9.994 9.986 9.994 9.993 9.994

TC-QNBM 9.984 9.986 9.993 9.986 9.994 9.994 9.994 9.993 9.994

Tam Çözüm 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00

b) Bir kanaldaki difüzyon ve konveksiyon etkisinin birleştirilmesi.

Suyun h¬z¬� = 0:01 m ve difüzyon katsay¬s¬ � = 0:002 m2=s olarak al¬nd¬.

Kanal uzunlu¼gu L = 200 m al¬narak h = 1 m uzunlu¼gundaki elemanlara bölündü.

Bu durumda Peclect say¬s¬Pc = 5 dir. Courant say¬s¬Cr = 0:6 ve �t = 60 s olarak

seçildi. Başlang¬ç koşulu x � 0 için U(x; 0) = 0, s¬n¬r koşullar¬x = 0 da t > 0 için

U(0; t) = 1 ve x = L�de �@u
@x
(L; t) = 0 olur. Bu durum da analitik çözüm

U(x; t) =
1

2
erf c(

x� �tp
4t�

) +
1

2
e

 �x
�

!
erf c(

x+ �tp
4t�

)

formundad¬r (Szymkiewicz, 1993).

� = 0:01 m=s ve � = 0:002 m2=s; Cr = 0:6; �t = 60 s için t = 3000 s de

uygulanan say¬sal metotlardan elde edilen sonuçlar Tablo 2.2 de gösterildi. Buna

göre üç metodun da tam çözüme ve birbirlerine yak¬n sonuçlar verdi¼gi görülmektedir.

Uygulanan metotlar aras¬nda, tam çözüme en yak¬n sonuçlar veren TG-QDBM�dir.
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Tablo 2.2. � = 0:01 m=s ve � = 0:002 m2=s; Cr = 0:6;

�t = 60 s t = 3000 s tam ve say¬sal çözüm .

Uzakl¬k Tam Çözüm TG-QDBM TC-CBM TC-QNBM

0 1.000 1.000 1.000 1.000
...

...
...

...
...

18 1.000 1.000 1.000 1.000

19 0.999 0.999 0.999 0.999

20 0.998 0.999 0.999 0.999

21 0.995 0.996 0.999 0.997

22 0.990 0.991 0.998 0.994

23 0.978 0.979 0.994 0.987

24 0.958 0.958 0.987 0.974

25 0.926 0.922 0.972 0.950

26 0.876 0.867 0.945 0.911

27 0.807 0.790 0.902 0.854

28 0.718 0.693 0.838 0.778

29 0.614 0.582 0.755 0.684

30 0.500 0.465 0.653 0.577

31 0.386 0.353 0.541 0.465

32 0.282 0.254 0.427 0.358

33 0.193 0.173 0.320 0.262

34 0.124 0.111 0.227 0.182

35 0.074 0.068 0.152 0.120

36 0.042 0.039 0.096 0.075

37 0.022 0.022 0.057 0.044

38 0.010 0.011 0.032 0.025

39 0.005 0.006 0.017 0.010

40 0.002 0.003 0.008 0.007

41 0.001 0.001 0.004 0.003

42 0.000 0.001 0.001 0.001
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2.5 Sonuç

Bu bölümde, adveksiyon difüzyon denkleminin B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak

Taylor-Galerkin ve Taylor-kollokasyon metotlar¬ile say¬sal çözümünün yap¬labilece¼gi-

nin gösterilmesi amaçlanm¬̧st¬r. Bunun için adveksiyon difüzyon denkleminin önce

Taylor seri aç¬l¬m¬kullan¬larak zaman ayr¬̧st¬rmas¬yap¬lm¬̧st¬r. Elde edilen denklem-

lere Galerkin ve kollokasyon sonlu eleman yöntemleri uygulanarak konum ayr¬̧st¬r-

mas¬ yap¬lm¬̧st¬r. Bulunan cebirsel denklemler uygun Thomas algoritmalar¬ ile

çözülerek, bölünme noktalar¬nda elde edilen bilinmeyen fonksiyonun de¼gerleriyle

fonksiyonel çözümler bulunmuştur. Tablo 2.1 ve Tablo 2.2 de elde edilen sonuçlar

daha önce farkl¬metotlarla yap¬lan çal¬̧smalardaki sonuçlarla kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu-

na göre yukar¬da uygulanan metotlar¬n tam çözüme yak¬n sonuçlar verdi¼gi gözlen-

mektedir. Ayr¬ca uygulanan üç metot kendi aras¬nda k¬yasland¬¼g¬ zaman, ilk

test problem için TG-QDBM çözümü, TC-CBM çözümünden daha iyi sonuç ver-

mi̧stir. ·Ikinci test problem olan kanaldaki difüzyon ve konveksiyon etkisinin birleşti-

rilmesinde yine birinci metot di¼gerlerine göre çok az bir farkla tam çözüme daha

yak¬n sonuçlar vermi̧stir.
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3.BURGER DENKLEM·IN·IN SAYISAL ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde Burger denkleminin zamana göre Taylor seri aç¬l¬m¬yap¬larak yar¬

ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s formu elde edilecek ve s¬ras¬yla Taylor-Galerkin kuadratik B-spline,

Taylor- Kollokasyon kübik B-spline ve Taylor - Kollokasyon kuintik B-spline çözüm-

leri yap¬lacakt¬r. Nümerik metotlar¬n Fourier kararl¬l¬k analizleri yap¬larak hata

normlar¬hesaplanacakt¬r. Nümerik metotlardan elde edilen sonuçlar literatürde yer

alan baz¬çal¬̧smalarla kaŗs¬laşt¬r¬larak, sonuçlar yorumlanacakt¬r.

v pozitif parametre, x ve t s¬ras¬yla konum ve zamana göre de¼gi̧skenler olmak

üzere,

Ut +UUx = vUxx; x 2 [a; b]; t 2 [t0; T ] (3.1)

biçimindeki tek boyutlu Burger denklemini ele alal¬m. Başlang¬ç koşulu

U(x; 0) = U0(x); a � x � b (3.2)

ve s¬n¬r koşullar¬

U(a; t) = 0; U(b; t) = 0

Ux(a; t) = Ux(b; t) = 0

Uxx(a; t) = Uxx(b; t) = 0 t 2 [0; T ]
(3.3)

olarak kullan¬lacakt¬r (Saka and Dag, 2008).

3.1 Taylor-Galerkin Kuadratik B-spline Metodu

(TG-QDBM)

Ut = �UUx + vUxx; a � x � b (3.4)

denklemine Taylor -Galerkin metodunu uygulayal¬m. Denklemde ilk olarak zamana

göre Taylor seri aç¬l¬m¬yap¬larak zaman ayr¬̧st¬rmas¬yap¬l¬r. Buna göre

Un+1 = Un +�tUnt +
�t2

2
Untt +O(�t3)



49

ifadesinde hata ihmal edilirse

Unt =
Un+1 � Un

�t
� �t
2
Untt (3.5)

olarak yaz¬labilir. (3.4) denkleminin zamana göre türevi

Untt = (�UUx + vUxx)
n
t = �Un(Unt )x � UnxU

n
t + v(Unt )xx

= �Un(U
n+1 � Un

�t
)x � Unx (

Un+1 � Un

�t
) + v(

Un+1 � Un

�t
)xx (3.6)

biçiminde yaz¬labilir. (3.4) ve (3.6) denklemleri (3.5)�de yerlerine yaz¬l¬rsa

�UnUnx + vUnxx =
Un+1 � Un

�t
� �t
2
[� Un(

Un+1 � Un

�t
)x

�Unx (
Un+1 � Un

�t
) + v(

Un+1 � Un

�t
)xx]

bulunur. Bu eşitli¼gin düzenlenmesiyle Burger denkleminin zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s�
1 +

�t

2
Un@x +

�t

2
Unx � v

�t

2
@2x

�
Un+1 =

�
1 + v

�t

2
@2x

�
Un (3.7)

formu elde edilir.

U(x; t) analitik fonksiyonunun yaklaş¬k çözümü UN(x; t) olmak üzere, bu yaklaş¬k

çözüm kuadratik B-spline fonksiyonlar¬cinsinden aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

UN(x; t) =
NX

m=�1
�m(x)�m(t) (3.8)

Burada �m�ler s¬n¬r ve interpolasyon koşullar¬ndan belirlenecek zamana ba¼gl¬para-

metrelerdir.

(3.1) ile verilen Burger denkleminin Taylor seri aç¬l¬m¬yla zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s

formu olan (3.7) denklemine kuadratik B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak Taylor -

Galerkin metodu uygulanacakt¬r. Bunun için (3.7) denklemi w a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

ile çarp¬l¬p, [x0; xN ] aral¬¼g¬üzerinde integrali al¬n¬rsa,Z xN

x0

wUn+1dx� v
�t

2

Z xN

x0

wUn+1xx dx+
�t

2

Z xN

x0

wUnxU
n+1dx

+
�t

2

Z xN

x0

wUnUn+1x dx (3.9)

=

Z xN

x0

wUndx+ v
�t

2

Z xN

x0

wUnxxdx
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elde edilir. Bu denklemde
R xN
x0

wUxxdx integraline k¬smi integral uygulan¬r ve (3.3)

s¬n¬r koşullar¬kullan¬l¬rsaZ xN

x0

wUxxdx = wUxjxNx0 �
Z xN

x0

wxUxdx = �
Z xN

x0

wxUxdx

eşitli¼gi bulunur. Böylece (3.9) denklemiZ xN

x0

wUn+1dx+ v
�t

2

Z xN

x0

wxU
n+1
x dx+

�t

2

Z xN

x0

wUnxU
n+1dx

+
�t

2

Z xN

x0

wUnUn+1x dx (3.10)

=

Z xN

x0

wUndx� v
�t

2

Z xN

x0

wxU
n
x dx

denklemine dönüşür. w a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬kuadratik B-spline fonksiyonlar olarak

seçilip ( 3.10) de yerine yaz¬l¬rsa m = 0; 1; :::; N için

m+1X
j=m�1

f
hR h
0
�i�jdx

i
�n+1j + v

�t

2

hR h
0
�0i�

0
jdx
i
�n+1j

+
�t

2

m+1X
k=m�1

hR h
0
�i�

0
k�jdx

i
�n+1j +

�t

2

m+1X
k=m�1

hR h
0
�i�k�

0
jdx
i
�n+1j g

=
m+1X
j=m�1

f
hR h
0
�i�jdx

i
�nj � v

�t

2

hR h
0
�0i�

0
jdx
i
�nj g

(3.11)

eşitli¼gi bulunur. (3.11) eşitli¼gi matris formunda ilgili eleman parametreleri �e
�
=

(�m�1; �m; �m+1)
T cinsinden

f[Ae + �t
2
(vBe + Ce(�) +De(�))]�e

�
gn+1 = f[Ae � v

�t

2
Be]�e

�
gn (3.12)

biçiminde yaz¬l¬r. Eleman matrisleri

Aeij =
R h
0
�i�jd�; Be

ij =
R h
0
�0i�

0
jd�

Leijk =
R h
0
�i�j�

0
kd�; N e

ijk =
R h
0
�i�k�

0
jd�

olarak tan¬mlan¬r. [xm; xm+1] eleman¬için m = 0; 1; :::; N � 1 olmak üzere i; j; k

sadece m � 1;m;m + 1 de¼gerlerini alabilir. Ae ve Be 3 � 3, Le ve N e 3 � 3 � 3

boyutlu matrislerdir. Le ve N e ile 3� 3�lük Ce ve De matrisleri

Ceij =

m+1X
k=m�1

Lei jk�
e
kdx De

ij =

m+1X
k=m�1

N e
i jk�

e
kdx
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şeklinde tan¬mlanabilir. Bu element matrisleri indirgenerek yaz¬l¬rsa, Ae ve Be

matrisleri

Aeij =
h

30

26664
6 13 1

13 54 13

1 13 6

37775 ; Be
ij =

2

3h

26664
2 �1 �1

�1 2 �1

�1 �1 2

37775
biçiminde Ce matrisi

Ce11 =
1
30
(�10;�19;�1)�e

�

Ce12 =
1
30
(8; 12; 0)�e

�

Ce13 =
1
30
(2; 7; 1)�e

�

Ce21 =
1
30
(�19;�54;�7)�e

�

Ce22 =
1
30
(12; 0;�12)�e

�

Ce23 =
1
30
(7; 54; 19)�e

�

Ce31 =
1
30
(�1;�7;�2)�e

�

Ce32 =
1
30
(0;�12;�8)�e

�

Ce33 =
1
30
(1; 19; 10)�e

�

ve De matrisi
De
11 =

1
30
(�10; 8; 2)�e

�

De
12 =

1
30
(�19; 12; 7)�e

�

De
13 =

1
30
(�1; 0; 1)�e

�

De
21 =

1
30
(�19; 12; 7)�e

�

De
22 =

1
30
(�54; 0; 54)�e

�

De
23 =

1
30
(�7;�12; 19)�e

�

De
31 =

1
30
(�1; 0; 1)�e

�

De
32 =

1
30
(�7;�12; 19)�e

�

De
33 =

1
30
(�2;�8; 10)�e

�

şeklinde yaz¬labilir. Element matrisleri birleştirilip global matrisler cinsinden sistem

(3.12)

[A+ v
�t

2
B +

�t

2
C +

�t

2
D]dn+1 = [A� v

�t

2
B]dn (3.13)
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olarak yaz¬labilir ve

dn+1 = (�n+1�1 ; �
n+1
0 ; :::; �n+1N )T

element parametreleridir. A;B;C;D matrisleri (N +2)� (N +2) boyutlu 5�li bant

matrislerdir. (3.13) sisteminin çözülebilmesi için (3.3) s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak ��1

ve �N parametreleri yok edilmelidir. Böylece, bilinmeyenleri (�n+10 ; �n+11 ; :::; �n+1N�1)

parametreleri olan N �N boyutlu denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Thomas

algoritmas¬ yard¬m¬yla çözülebilir. ·Iterasyona başlanabilmesi için d0 başlang¬ç

vektörünün belirlenmesi gerekir. Bunun için aşa¼g¬da yaz¬lan başlang¬ç ve s¬n¬r

koşullar¬ndan

UN(xm; 0) = �m + �m�1 = U(xm; 0); m = 0; :::; N

U�(a; 0) = U�N(a; 0) =
2(�0 � ��1)

h
= 0;

U�(b; 0) = U�N(b; 0) =
2(�N � �N�1)

h
= 0

d0 vektörü bulunur. ��1 ve �N parametreleri yok edilerek (N�N) boyutlu denklem

sistemine dönüştürülür.

�nm = Unm � �nm�1; m = 1; :::; N � 1; n = j�t; j = 1; 2; ::

ifadesinden �nm parametreleri belirlenerek (3.8) formundaki UN(x; t) yaklaş¬k çözümün-

de yerine yaz¬larak çözümler elde edilir.

3.1.1 Kararl¬l¬k Analizi

Say¬sal çözümlerin elde edildi¼gi (3.13) denkleminin kararl¬l¬¼g¬von Neumann metodu

kullan¬larak yap¬lacakt¬r. Bunun için (3.13) denklemi düzenlenerek

�1�
n+1
m�2+�2�

n+1
m�1+�3�

n+1
m + �2�

n+1
m+1+�4�

n+1
m+2

=

�5�
n
m�2+�6�

n
m�1+�7�

n
m + �6�

n
m+1+�8�

n
m+2

(3.14)

formunda yaz¬labilir. Burada katsay¬lar

�1= �� �=2� 
; �2= 26�� 5� � 2
; �3= 66�+ 6
 �4= 26�+ 5� � 2
;

�5= �+ �=2� 
; �6= �+ 
; �7= 26�+ 2
; �8= 66�� 6
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ve

� =
h

30
; � =

�t

3
; 
 = v

�t

3h

olarak belirlenir. (3.14) denkleminde

�nm =
^
�neimkh

Fourier modu yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

(a+ b+ ic)�̂
n+1

= (a� b)�̂
n

eşitli¼gi bulunur. Burada

a = �[2 cos2 kh+ 52 cos2(kh=2) + 6]; b = 
(2 sin2 kh+ 4 sin2(kh=2);

c = (�=2)(sin 2kh+ 10 sin kh)
(3.15)

olarak yaz¬l¬r. �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a� b

a+ b+ ic
(3.16)

elde edilir. g�nin modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = (a� b)2

(a+ b)2 + c2

bulunur. Kararl¬l¬k için jgj � 1 olmas¬gerekti¼ginden

(a� b)2 � (a+ b)2 + c2;

4ab+ c2 � 0 (3.17)

koşulu sa¼glanmal¬d¬r. (3.15) ifadeleri (3.17) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

4�
(2 cos2 kh+ 52 cos2(kh=2) + 6)(2 sin2 kh+ 4 sin2(kh=2))

+(�2=4)(sin 2kh+ 10 sin kh)2 � 0

bulunur. jgj � 1 oldu¼gundan (3.14) denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.
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3.2 Taylor-Kollokasyon Kübik B-spline Metodu

(TC-CBM)

Bu bölümde, (3.1) denkleminin zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s formu olan (3.7) denkle-

minde kübik B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak kollokasyon metodu uygulanacakt¬r.

(3.1) denkleminin UN(x; t) yaklaş¬k çözümü kübik B-spline fonksiyonlar¬n¬n kom-

binasyonu yard¬m¬yla elde edilecektir. �m, m = �1; :::; N + 1 kübik B-spline

fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬fonksiyonlar için bir taban oluşturur. U(x; t)

gerçek çözümü olmak üzere UN (x; t) yaklaş¬k çözümünün kübik B-spline fonksiyon-

lar¬cinsinden ifadesi

UN(x; t) =
N+1X
m=�1

�m(x)�m(t)

olarak yaz¬labilir. Burada �m�ler s¬n¬r ve interpolasyon koşullar¬ndan belirlenecek

zamana ba¼gl¬parametrelerdir.

(3.1) ile verilen Burger denklemine ikinci mertebeden Taylor seri aç¬l¬m¬yap¬larak

elde edilen zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s (3.7) denkleminde (1.26)-(1.28) ile verilen kübik

B-spline fonksiyonlar¬yerlerine yaz¬l¬rsa

(�m�1 + 4�m + �m+1)
n+1 + �t

2
3
h
[(�m+1 � �m�1)

n+1(�m�1 + 4�m + �m+1)
n

+(�m+1 � �m�1)
n(�m�1 + 4�m + �m+1)

n+1]� v�t
2

6
h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

n+1

=

(�m�1 + 4�m + �m+1)
n + v�t

2
6
h2
(�m�1 � 2�m + �m+1)

n

ve denklem düzenlenirse m = 0; 1; :::; N için

[1 + 3
2
�t
h
(�m+1 � �m�1)

n � 3
2
�t
h
(�m�1 + 4�m + �m+1)

n � v 3�t
h2
]�n+1m�1

+[1 + 3
2
�t
h
(�m+1 � �m�1)

n + 3
2
�t
h
(�m�1 + 4�m + �m+1)

n � v 3�t
h2
]�n+1m+1

+[4 + v 6�t
h2
+ 6�t

h
(�m+1 � �m�1)

n]�n+1m

= [1 + v 3�t
h2
)�nm�1 + (4� v 6�t

h2
)�nm + (1 + v 3�t

h2
)�nm+1

elde edilir. Son ifade k¬salt¬larak

�1�
n+1
m�1 + �2�

n+1
m + �3�

n+1
m+1 = �4�

n
m�1 + �5�

n
m + �6�

n
m+1 (3.18)

biçiminde yaz¬labilir. Burada

Kn
m = (�m+1 � �m�1)

n, Znm = (�m�1 + 4�m + �m+1)
n
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olmak üzere

�1 = 1 +R1K
n
m �R1Z

n
m �R2; �2 = 4 + 4R1K

n
m + 2R2;

�3 = 1 +R1K
n
m +R1Z

n
m �R2

�4 = 1 +R2; �5 = 4� 2R2; �6 = 1 +R2

ve

R1 =
3�t

2h
, R2 = v

3

h2
�t

dir. (3.18) ifadesi d = (��1; �0; :::; �N ; �N+1)
T vektörü ile gösterilen N + 3 bilin-

meyenden oluşan N +1 lineer denklem içeren bir sistemdir. Bu denklem sisteminin

çözülebilmesi için iki koşul daha gerekir. S¬n¬r koşullar¬kullan¬larak ��1, �N+1 yok

edilirse (3.18) denklemi matris formunda

A(d)dn+1 = B(d)dn + b (3.19)

olarak yaz¬l¬r. A(d) ve B(d) matrisleri (N + 1) � (N + 1) boyutlu üçgensel mat-

rislerdir. b s¬n¬r koşullar¬na ba¼gl¬(N + 1) boyutlu vektördür. (3.18) sisteminde dn

zaman ad¬mlar¬n¬hesaplayabilmek için d0 başlang¬ç vektörü [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

kübik B-spline yaklaş¬m¬yla U(x; 0) başlang¬ç koşulu yard¬m¬yla

UN(x; 0) =
N+1X
m=�1

�m(x)�
0
m(t);

ifadesinden belirlenir. Burada �0m� ler bilinmeyen parametrelerdir. Buna göre

başlang¬ç koşulunun yaklaş¬k çözüme eşitli¼ginden ve s¬n¬r koşullar¬ndan

UN(xm; 0) = U(xm; 0); 0 � m � N

U�N(a; 0) = U�(a; 0);

U�N(b; 0) = U�(b; 0):

yaz¬labilir. (3.19) sisteminde Thomas algoritmas¬kullan¬larak �0m; m = �1; :::; N+

1 başlang¬ç parametreleri belirlenir. Başlang¬ç parametreleri kullan¬larak (3.19)

sisteminin iterativ olarak çözümleri elde edilir.
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3.2.1 Kararl¬l¬k Analizi

Burger denkleminde lineer olmayan UUx terimindeki U = � sabit al¬narak lineer-

leştirilmi̧s Burger denklemine von Neumann kararl¬l¬k analizi uygulanacakt¬r. (3.1)

denkleminin lineerleştirilmi̧s formunu

�1�
n+1
m�1 + �2�

n+1
m +�3�

n+1
m+1 = �4�

n
m�1+�5�

n
m + �6�

n
m+1 (3.20)

olarak yazal¬m. Burada

�1 = 1�R1 �R2; �2 = 4 + 2R2; �3 = 1 +R1 �R2

�4 = 1 +R1 +R2; �5 = 4� 2R2; �6 = 1�R1 +R2

R1 = �
3�t

2h
; R2 = v

3�t

h2

dir. Son denklemde

�nm =
^
�neimkh;

Fourier modu (3.20) denkleminde yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

(a+ b+ ic)�̂
n+1

= (a� b� ic)�̂
n

eşitli¼gi bulunur. Burada

a = (2 cos2(kh=2) + 1);

b = 2R2 sin
2(kh=2); (3.21)

c = R1 sin(kh)

olarak bulunur. �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a� b� ic

a+ b+ ic
(3.22)

elde edilir. g�nin modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = (a� b)2 + c2

(a+ b)2 + c2

bulunur. Kararl¬l¬k için jgj � 1 olmas¬gerekti¼ginden

(a� b)2 + c2 � (a+ b)2 + c2

4ab � 0 (3.23)
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koşulu sa¼glanmal¬d¬r. (3.21) ifadeleri (3.23) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

ab = 2R2(2 cos
2 kh=2 + 1)(sin2 kh=2) � 0

bulunur. Son eşitsizlik daima pozitif oldu¼gundan (3.20) denklemi koşulsuz karar-

l¬d¬r.

3.3 Taylor-Kollokasyon Kuintik B-spline Metodu

(TC-QNBM)

Bu k¬s¬mda, Burger denkleminin Taylor seri aç¬l¬m¬yla elde edilen zamana göre

ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s (3.7) denkleminde kuintik B-spline fonksiyonlar kullan¬larak kollokasyon

çözümü yap¬lacakt¬r.�
��2; ��1; �0; :::; �N+2

	
kuintik B-spline fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

fonksiyonlar için bir taban oluşturur. U(x; t) tam çözüm olmak üzere UN (x; t)

yaklaş¬k çözümü kuintik B-spline fonksiyonlar¬cinsinden aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

UN(x; t) =
N+2X
m=�2

�m(x)�m(t) (3.24)

Burada �m�ler s¬n¬r ve kollokasyon koşullar¬ndan belirlenecek zamana ba¼gl¬paramet-

relerdir.

(1.38)-(1.40) ile verilen kuintik B-spline ba¼g¬nt¬lar¬Taylor seri aç¬l¬m¬yla zaman

ayr¬̧st¬rmas¬yap¬lan (3.7) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

(�m+2+26�m+1+66�m+26�m�1+�m�2)
n+1+R1Z

n
m(�m+2+10�m+1�10�m�1��m�2)

n+1

+R1K
n
m(�m+2+26�m+1+66�m+26�m�1+�m�2)

n+1

�R2(�m+2+2�m+1�6�m+2�m�1+�m�2)
n+1

= (�m+2+26�m+1+66�m+26�m�1+�m�2)
n+R2(�m+2+2�m+1�6�m+2�m�1+�m�2)

n+1

ve

Kn
m = (�m+2 + 10�m+1 � 10�m�1 � �m�2)

Znm = (�m+2 + 26�m+1 + 66�m + 26�m�1 + �m�2)

R1 =
5�t

2h
; R2 = v

10�t

h2
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elde edilir. Bu ifade düzenlenirse m = 0; 1; :::; N için

�1�
n+1
m�2 + �2�

n+1
m�1 + �3�

n+1
m + �4�

n+1
m+1 + �5�

n+1
m+2

=

�6�
n
m�2 + �7�

n
m�1 + �8�

n
m + �9�

n
m+1 + �10�

n
m+2

(3.25)

ve katsay¬lar

a1 = (1 +R1K
n
m �R1Z

n
m �R2); �2 = (26 + 26R1K

n
m � 10R1Znm � 2R2);

a3 = (66 + 66R1K
n
m + 6R2); a4 = (26 + 26R1K

n
m + 10R1Z

n
m � 2R2);

a5 = (1 +R1K
n
m +R1Z

n
m �R2); a6 = a10 = (1 +R2);

a7 = a9 = (26 + 2R2); a8 = 66� 6R2
olarak bulunur. (3.25) denklem sistemi, N +5 bilinmeyen içeren N +1 lineer denk-

lemden oluşur. Bu sistemin çözümünün olabilmesi için 4 koşul daha gerekir. (3.3)

s¬n¬r koşullar¬ndan �n+1�2 ; �
n+1
�1 ; �

n+1
N+1; �

n+1
N+2 parametreleri yok edilerek (3.25) denklem

sistemi �
�
n+1 = (�n+10 ; �n+11 ; ::; �n+1N )T için N + 1 bilinmeyenli sisteme dönüşür.

A�
�
n+1 = B�

�
n

A ve B matrisleri 5�li bant matrislerdir. Thomas algoritmas¬ile kolayl¬kla çözülebi-

lir. Zm ve Km lineer olmayan terimleri iç iterasyonla bir önceki zaman ad¬m¬

kullan¬larak hesaplan¬r.

(3.25) denkleminde iterasyon i̧slemlerine başlamak için �
�
0 başlang¬ç vektörü

U(x; t) fonksiyonunun U(x; 0) başlang¬ç koşulundan belirlenir. (3.24) denklemi

başlang¬ç koşulu için

UN(x; 0) =
N+2X
m=�2

�m(x)�
0
m

biçiminde yaz¬l¬r. Buradaki �0m; başlang¬ç parametresi, aşa¼g¬da verilen başlang¬ç

koşulu ve s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak belirlenir:

UN(xm; 0) = �m+2 + 26�m+1 + 66�m + 26�m�1 + �m�2 = U0(xm), m = 0; :::; N;

(UN(a; 0))x = U 0N(a; 0) =
5

h
(�2 + 10�1 � 10��1 � ��2) = 0;

(UN(b; 0))x = U 0N(b; 0) =
5

h
(�N+2 + 10�N+1 � 10�N�1 � �N�2) = 0;

(UN(a; 0))xx = U 00N(a; 0) =
20

h2
(�2 + 2�1 � 6�0 + 2��1 + ��2) = 0;

(UN(b; 0))xx = U 00N(b; 0) =
20

h2
(�N+2 + 2�N+1 � 6�N + 2�N�1 + �N�2) = 0:
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3.3.1 Kararl¬l¬k Analizi

Kararl¬l¬k için lineer olmayan UUx teriminde U = � al¬narak lineerleştirilen Burger

denklemine von Neumann metodunu uygulayal¬m. (3.1) denklemi düzenlenerek

yaz¬ld¬¼g¬nda

�1�
n+1
m�2 + �2�

n+1
m�1 + �3�

n+1
m + �4�

n+1
m+1 + �5�

n+1
m+2

=

�6�
n
m�2 + �7�

n
m�1 + �8�

n
m + �9�

n
m+1 + �10�

n
m+2

(3.26)

denklemi elde edilir. Burada

�1= 1�R1 �R2; �2= 26� 10R1 � 2R2; �3= 66 + 6R2;

�4= 26 + 10R1 � 2R2; �5= 1 +R1 �R2; �6 = 1 +R1 +R2;

�7= 26 + 10R1 + 2R2; �8= 66� 6R2; �9= 26� 10R1 + 2R2;

�10= 1�R1 +R2; R1 = �
5�t

2h
; R2 = v

10�t

h2

dir. �nm =
^
�neimkh Fourier modu (3.26) denkleminde yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

(a� b� ic)�̂
n+1

= (a+ b+ ic)�̂
n

eşitli¼gi bulunur. Burada

a = (2 cos2(kh) + 52 cos2(kh=2)+6);

b = R2(2 sin
2(kh) + 4 sin2(kh=2);

c = R1(sin 2(kh) + 10 sin(kh))

d¬r. g büyüme çarpan¬olmak üzere �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a� b� ic

a+ b+ ic
(3.27)

elde edilir. g�nin modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = (a� b)2 + c2

(a+ b)2 + c2

bulunur. Kararl¬l¬k için jgj � 1 olmal¬, dolay¬s¬yla da

(a� b)2 + c2 � (a+ b)2 + c2

4ab � 0
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koşulu sa¼glanmal¬d¬r.

ab = R2(2 cos
2(kh) + 52 cos2(kh=2)+6)(2 sin2(kh) + 4 sin2(kh=2))

ifadesi jcos khj � 1 ve jsin khj � 1 oldu¼gundan daima pozitiftir. Buna göre (3.26)

denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.

3.4 Test Problemleri

Bu bölümde, Burger denkleminin say¬sal çözümleri elde edilecektir. Say¬sal meto-

dun do¼grulu¼gunu ölçmek için say¬sal çözüm ile analitik çözüm aras¬ndaki fark L2 ve

L1 hata normlar¬kullan¬larak hesaplanacakt¬r.

a) Burger denkleminin şok yay¬l¬m¬n¬n analitik çözümü (Nguyen and Reynen, 1987)

U(x; t) =
x=t

1 +
p
(t=t0)e(x

2=4vt)
; t � 1 (3.28)

t0 = e(1=8v) biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r. Başlang¬ç koşulu (3.28) denkleminde

t = 1 yaz¬larak elde edilir:

U(x; 1) =
x

1 +
p
(1=t0)e(x

2=4v)
; 0 � x � 1:

S¬n¬r koşullar¬ U(0; t) = Ux(0; t) = 0 ve U(1; t) = Ux(1; t) = 0 olarak al¬nd¬.
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Şekil 3.1. Farkl¬zamanlardaki TG-QDBM ile çözümü:

a) h = 0:005; v = 0:005 b) h = 0:001; v = 0:0005
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Şekil 3.2: Farkl¬zamanlardaki TC-CBM ile çözümü:

a) h = 0:005; v = 0:005 b) h = 0:001; v = 0:0005
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Şekil 3.3: Farkl¬zamanlardaki TC-QNBM ile çözümü:

a) h = 0:005; v = 0:005 b) h = 0:001; v = 0:0005

Bu problemin say¬sal çözümü [0; 1] aral¬¼g¬nda ak¬̧skanl¬k sabitinin v = 0:01; 0:005;

0:0005 ad¬m uzunlu¼gu h = 0:02; 0:005; 0:001 ve zaman ad¬m¬�t = 0:01 kullan¬larak

hesapland¬. Önerilen üç nümerik metot t = 1 den t = 3:1 e kadar olan zaman ara-

l¬klar¬nda çal¬̧st¬r¬ld¬. v = 0:005 ve h = 0:005 ile v = 0:0005 ve 0:001 kullan¬larak

bulunan çözümlerin gra�kleri Şekil 3.1.-3 3 de gösterildi. Şekillerden de görüldü¼gü

gibi v sabitinin de¼geri küçüldükçe dalgalar¬n e¼gimleri dikleşir.
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Tablo 3.1. Farkl¬zamanlardaki sonuçlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬: �t = 0:01; 0 � x � 1

L2�103 L1�103 L2�103 L1�103 L2�103 L1�103

h = 0:005; v = 0:005 t = 1:7 t = 1:7 t = 2:4 t = 2:4 t = 3:1 t = 3:1

TG-QDBM 0:47997 1:76325 0:47110 1:27440 0:75341 4:79057

TC-CBM 0:01688 0:06455 0:01458 0:06463 0:65076 4.79056

TC-QNBM 0:15608 0:84408 0:14251 0:60284 0:70249 4:79740

(Gardner et.al., 1990 b) 0:857 2:576 0:423 1:242 0:235 0:688

(Dag and Saka , 2007) 0:35891 1:2117 0:25132 0:80777 0:63052 4:79061

h = 0:02; v = 0:005 t = 1:8 t = 1:8 t = 2:4 t = 2:4 t = 3:2 t = 3:2

TG-QDBM 2:57113 7:66742 2:25957 6:71214 2:09367 5:61197

TC-CBM 0:34240 1:32904 0:23819 0:85299 1:24562 7:49140

TC-QNBM 0:63491 3:03603 0:58186 2:33489 1:05492 4:82024

(Ramadan et al., 2005 a) 0:68761 2:47189 0:67943 2:16784 1:48559 7:49146

h = 0:02; v = 0:01 t = 1:7 t = 1:7 t = 2:1 t = 2:1 t = 2:6 t = 2:6

TG-QDBM 1:74548 6:23839 1:80075 4:69179 2:15576 8:06795

TC-CBM 0:14941 0:41743 0:24217 1:14759 1:55801 8:06794

TC-QNBM 0:75299 3:25151 0:75153 2:67470 1:86786 8:09564

(Ramadan et al., 2005 a) 0:69910 3:13476 0:72976 2:66986 1:74570 8:06798

Tam çözüm ve önerilen nümerik metotlardan elde edilen L2 ve L1 hata normlar¬

Tablo 3.1 de verildi. Üç metodun da birbirine yak¬n sonuçlar verdi¼gi söylenebilir.

TC-CBM metodunda hatan¬n başlang¬ç zamanlar¬nda di¼gerlerine göre daha düşük

oldu¼gu Tablodan gözlemlenebilir. Tabloya göre v ak¬̧skanl¬k sabitinin de¼geri küçül-

dü¼günde hata çok de¼gi̧smezken h konum ad¬mlar¬küçültüldü¼günde hata azalmak-

tad¬r.
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Şekil 3.4. t=3.1�deki TG-QDBM ile çözümün hata gra�kleri:

a) h = 0:005; v = 0:005 b) h = 0:001; v = 0:0005
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Şekil 3.5: t=3.1�deki TC-CBM ile çözümün hata gra�kleri:

a) h = 0:005; v = 0:005 b) h = 0:001; v = 0:0005
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Şekil 3.6. t=3.1�deki TC-QNBM ile çözümün hata gra�kleri:

a) h = 0:005; v = 0:005 b) h = 0:001; v = 0:0005

Analitik çözüm ile nümerik çözüm aras¬ndaki hata gra�¼gi t = 3:1 zaman¬nda

v = 0:005 ve 0:0005 için çizilerek Şekil 3.4-3.6 da gösterildi. Maksimum hatan¬n,

s¬n¬r¬n sa¼g taraf¬nda oluştu¼gu görüldü. Bu hata tan¬m aral¬¼g¬ndaki s¬n¬r sa¼g tarafa

do¼gru geni̧sletilerek azalt¬labilir.

Tan¬m aral¬¼g¬ [0; 1] den [0; 1:2] ye geni̧sletildi¼ginde elde edilen hata de¼gerleri

Tablo 3.2 de verildi. Buna göre, bulunan hatalar bir önceki algoritmadan elde

edilen sonuçlardan daha küçük elde edilmi̧stir.
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Tablo 3.2. Farkl¬zamanlardaki sonuçlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬: �t = 0:01; 0 � x � 1:2

L2�103 L1�103 L2�103 L1�103 L2�103 L1�103

h = 0:005; v = 0:005; t = 1:7 t = 1:7 t = 2:4 t = 2:4 t = 3:1 t = 3:1

TG-QDBM 0:47997 1:76325 0:47107 1:27440 0:43351 1:00149

TC-CBM 0:01688 0:06455 0:01202 0:04291 0:00911 0.03101

TC-QNBM 0:15608 0:84408 0:14226 0:60284 0:12960 0:46829

h = 0:02; v = 0:005 t = 1:8 t = 1:8 t = 2:4 t = 2:4 t = 3:2 t = 3:2

TG-QDBM 2:57123 7:66746 2:26072 6:71179 1:91257 5:41120

TC-CBM 0:34240 1:32904 0:23787 0:85302 0:16541 0:56000

TC-QNBM 0:63491 3:03603 0:58186 2:33489 0:52122 1:77612

h = 0:02; v = 0:01 t = 1:7 t = 1:7 t = 2:1 t = 2:1 t = 2:6 t = 2:6

TG-QDBM 1:74581 6:23839 1:70380 5:26567 1:60999 4:36992

TC-CBM 0:14826 0:41743 0:11605 0:31220 0:09321 0:22606

TC-QNBM 0:75299 3:25151 0:75153 2:67470 0:66557 2:18206
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Şekil 3.7: t = 3:1 ve 0 � x � 1:2 için TG-QDBM

ile çözümünün hata gra�¼gi.
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Şekil 3.8: t = 3:1 ve 0 � x � 1:2 için TC-CBM

ile çözümünün hata gra�¼gi.
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Şekil 3.9: t = 3:1 ve 0 � x � 1:2 için TC-QNBM

ile çözümünün hata gra�¼gi.

v = 0:005 ve t = 3:1 zaman¬ndaki hatan¬n gra�¼gi TG-QDBM için Şekil 3.7 de

TC-CBM için Şekil 3.8 de ve TC-QNBM için Şekil 3.9 da gösterildi. Buna göre en
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küçük hata TC-CBM ile elde edildi.

b) ·Ikinci test problemi olarak, Burger denkleminin analitik çözümü (Harris, 1996)

U(x; t) =
x=t

1 +
p
t=t0e(x

2=4vt)
; t � 1; 0 � x � 1 (3.29)

t0 sabit olmak üzere 0 < t0 < 1 olarak tan¬mlanan problem ele al¬nm¬̧st¬r.

Başlang¬ç koşulu t = 1 için

U(x; 1) =
x

1 + 1=t0e(x
2=4v)

; 0 � x � 1

ve s¬n¬r koşullar¬ U(0; t) = Ux(0; t) = 0 ve U(1; t) = Ux(1; t) = 0 olarak al¬nd¬.
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Şekil 3.10. TG-QDBM ile çözümü, a) v = 0:001; b) v = 0:01:

Literatürde yer alan di¼ger çal¬̧smalarla kaŗs¬laşt¬rabilmek için nümerik çözümler

[0; 1] aral¬¼g¬nda t0 = 0:5, �t = 0:01; v = 0:01; 0:001; 0:005 ve h = 0:02; 0:005 için

elde edildi. v = 0:01; 0:001 ve h = 0:005 için elde edilen nümerik çözümün gra�¼gi

di¼ger metotlarda da benzer oldu¼gu için sadece TG-QDBM metoduna göre gra�k

çizildi ve Şekil 3.10 da gösterildi. Bu de¼gerler için hata de¼gi̧sim gra�kleri üç nümerik
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metot içinde çizilerek Şekil 3.11.-3.13. de gösterildi. v = 0:01 için maksimum hata

yine sa¼g uç s¬n¬rda gözlendi. v = 0:001 dan daha küçük de¼gerlerde ise maksimum

hata şok dalgan¬n en zirvede oldu¼gu civarda gözlemlendi.
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x

0
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0.0012

0.0016

H
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Şekil 3.11. TG-QDBM için hata gra�¼gi: a) v = 0:001; b) v = 0:01
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Şekil 3.12. TC-CBM için hata gra�¼gi: a) v = 0:001; b) v = 0:01
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Şekil 3.13. TC-QNBM için hata gra�¼gi: a) v = 0:001; b) v = 0:01
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h = 0:005;�t = 0:01 ve v = 0:005; 0:001; 0:01 için analitik çözüm ve nümerik

çözümler aras¬ndaki hata normlar¬Tablo 3.3 de verildi. Genelde uygulanan say¬sal

metotlar¬n di¼ger metotlara göre daha iyi sonuçlar verdi¼gi söylenebilir. TG-QDBM

metodu ile TC-QNBM metodundan elde edilen hatalar¬n birbirine yak¬n oldu¼gu

görülmektedir. TC-CBM metodu ile elde edilen hata farkl¬v de¼gerlerinde özellikle

de v = 0:001 oldu¼gunda di¼gerlerine göre oldukça küçüktür.

Tablo 3.3. Farkl¬zamanlardaki sonuçlar¬n kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬: h= 0:005;�t = 0:01

L2�103 L1�103 L2�103 L1�103 L2�103 L1�103

v = 0:005 t = 2 t = 2 t = 6 t = 6 t = 10 t = 10

TG-QDBM 0:08951 0:40908 0:04604 0:09216 0:03992 0:10643

TC-CBM 0:00088 0:00242 0:00152 0:00817 0:02493 0:10642

TC-QNBM 0:04186 0:19037 0:02126 0:04189 0:02980 0:10647

(Saka and Dag, 2008) 0:22651 0:57998 0:16446 0:32987 0:013959 0:22885

v = 0:001

TG-QDBM 0:05841 0:39980 0:03073 0:09511 0:02171 0:05350

TC-CBM 0:00129 0:00529 0:00039 0:00131 0:00019 0:00056

TC-QNBM 0:02827 0:18916 0:01422 0:04252 0:01003 0:04252

(Saka and Dag, 2008) 0:06811 0:26094 0:04942 0:14810 0:04067 0:10264

(Ramadan et al., 2005 a) 0:18355 0:81852 0:08142 0:21348 0:05512 0:13943

v = 0:01

TG-QDBM 0:10705 0:41083 0:13972 0:52580 0:41246 1:28127

TC-CBM 0:00077 0:00177 0:13501 0:52579 0:42796 1:28126

TC-QNBM 0:04968 0:19063 0:14048 0:52597 0:43642 1:28149

(Saka and Dag, 2008) 0:37932 0:81680 0:32602 0:52579 0:54701 1:28125

(Ramadan et.al, 2005 b) 0:5231 1:2170 0:4902 0:7225 0:6401 1:2813
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3.5 Sonuç

Bu bölümde, Burger denkleminin zaman ayr¬̧st¬rmas¬ için Taylor seri aç¬l¬m¬kul-

lan¬lm¬̧s ve kuadratik, kübik ve kuintik B-spline fonksiyonlar kullan¬larak konum

ayr¬̧st¬rmas¬Galerkin ve kollokasyon metotlar¬ ile yap¬lm¬̧st¬r. ·Iki test problem

kullan¬larak Burger denkleminin say¬sal çözümleri incelenmi̧stir. Say¬sal metot-

lar¬n do¼grulu¼gunu ölçmek için belirli zaman ad¬mlar¬nda her bir dü¼güm noktas¬n-

daki say¬sal çözüm ile analitik çözüm aras¬ndaki fark L2 ve L1 hata normlar¬

kullan¬larak hesaplanm¬̧s ve gra�kleri çizilmi̧stir. Ayr¬ca uygulanan say¬sal metot-

lardan elde edilen sonuçlar, literatürde yer alan di¼ger çal¬̧smalarla kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Buna göre, birinci test problem için TC-CBM çözümünün, di¼gerlerine göre daha iyi

sonuçlar verdi¼gi söylenebilir. Tablo 3.1. ve Tablo 3.2. de belirli zamanlardaki metot-

lar¬n hata analizlerine bak¬l¬rsa, TC-CBM çözümünün tam çözüme yak¬n sonuçlar

verdi¼gi gözlemlenmektedir. v = 0:005 için şok dalgan¬n h¬zl¬ilerlemesi ve sa¼g s¬n¬ra

çarpmas¬nedeniyle hata sa¼g s¬n¬rda artmaktad¬r. Oluşan bu hatan¬n küçültülmesi

için aral¬k sa¼ga do¼gru geni̧sletilmi̧s ve hatan¬n azald¬¼g¬görülmüştür. v ak¬̧skanl¬k

sabitinin de¼geri azald¬¼g¬nda hatan¬n az da olsa azald¬¼g¬görülmüştür. Ayn¬v de¼geri

için h konum ad¬m¬küçüldükçe hata yine azalmaktad¬r (Bkz. Tablo 3.1.).

·Ikinci test probleminde, Burger denkleminin önerilen say¬sal metotlarla çözümü-

nün zamanla hareketi incelenmi̧stir. Metotlardan elde edilen sonuçlar analitik

sonuçlarla ve literatürde yer alan di¼ger çal¬̧smalarla Tablo 3.3 de kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Buna göre için önerilen üç metodunda di¼gerlerine göre daha iyi sonuçlar verdi¼gi

söylenebilir. Ayr¬ca bu test probleminde, kullan¬lan viskozite sabiti için hatan¬n

yine s¬n¬rlarda artt¬¼g¬görülmüştür.

Say¬sal metotlar kendi aralar¬nda k¬yasland¬¼g¬nda, her iki test problem için de

TC-CBM çözümü uygulanan di¼ger sonlu eleman çözümlerinden daha iyi sonuç ver-

mi̧stir. Uygulanan metotlardan elde edilen fark denklemlerine, von Neumann karar-

l¬l¬k analizi uygulanm¬̧s ve bu denklemlerin koşulsuz kararl¬olduklar¬gösterilmi̧stir.

Sonuç olarak üç metodun da Burger denkleminin say¬sal çözümü için uygula-

nabilir oldu¼gu ve iyi derecede say¬sal çözümler verebilecek yeterlilikte oldu¼gu söylene-

bilir.
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4.KORTEWEG-DE VR·IES DENKLEM·IN·IN SAYISAL
ÇÖZÜMLER·I

Bu bölümde, KdV denkleminin Taylor seri aç¬l¬m¬ile zaman ayr¬̧st¬rmas¬yap¬la-

cak ve konum ayr¬̧st¬rmas¬Galerkin kuadratik B spline, Galerkin kübik B-spline ve

kollokasyon kuintik B-spline metotlar¬yla yap¬lacakt¬r. Önerilen say¬sal çözümler

baz¬test problemleri ile test edilerek, hata normlar¬hesaplanacakt¬r.

KdV denklemi " ve � pozitif parametre olmak üzere,

Ut + "UUx + �Uxxx = 0; a � x � b (4.1)

biçiminde tan¬mlanan birçok �ziksel olay¬n modellenmesinde kullan¬lan lineer ol-

mayan bir dalga denklemidir. (4.1) denkleminin say¬sal çözümleri araşt¬r¬l¬rken

U(a; t) = �1; U(b; t) = �2;

Ux(a; t) = Ux(b; t) = 0; (4.2)

Uxx(a; t) = Uxx(b; t) = 0

s¬n¬r koşullar¬ve

U(x; 0) = f(x); a � x � b

başlang¬ç koşulu kullan¬lacakt¬r (Gardner et.al., 1989) .

4.1 Taylor-Galerkin Kuadratik B-spline Metodu

(TG-QDBM)

Ut = �"UUx � �Uxxx; a � x � b (4.3)

biçiminde yaz¬lan KdV denkleminin ilk olarak zamana göre Taylor seri aç¬l¬m¬yap¬la-

rak zaman ayr¬̧st¬rmas¬n¬yapal¬m.

Un+1 = Un +�tUnt +
�t2

2
Untt +O(�t3)

ifadesinde hata ihmal edilirse

Unt =
Un+1 � Un

�t
� �t
2
Untt (4.4)
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olarak yaz¬labilir. (4.3) denkleminin zamana göre türevi

Untt = (�"UUx � �Uxxx)
n
t = �"Un(Unt )x � "UnxU

n
t � �(Unt )xxx

= �"Un(U
n+1 � Un

�t
)x � "Unx (

Un+1 � Un

�t
)� �(

Un+1 � Un

�t
)xxx (4.5)

biçiminde yaz¬labilir. (4.3) ve ( 4.5) denklemleri (4.4) ifadesinde yerlerine yaz¬l¬rsa

�"UnUnx � �Unxxx =
Un+1 � Un

�t
� �t
2
[� "Un(

Un+1 � Un

�t
)x

�"Unx (
Un+1 � Un

�t
)� �(

Un+1 � Un

�t
)xxx]

bulunur. Bu denklemin düzenlenmesiyle (4.1) denkleminin zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s�
1 + "

�t

2
Un@x + "

�t

2
Unx + �

�t

2
@3x

�
Un+1 =

�
1� �

�t

2
@3x

�
Un (4.6)

formu elde edilir.

(4.1) denkleminin yaklaş¬k çözümü, (1.15) ile verilen �m(x) kuadratik B-spline

fonksiyonlar yard¬m¬yla tan¬mlanacakt¬r.

U(x; t) analitik fonksiyonunun yaklaş¬k çözümü UN(x; t) olmak üzere, bu yaklaş¬k

çözüm kuadratik B-spline fonksiyonlar¬cinsinden aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

UN(x; t) =
NX

m=�1
�m(x)�m(t) (4.7)

Burada �m�ler s¬n¬r ve interpolasyon koşullar¬ndan belirlenecek zamana ba¼gl¬para-

metrelerdir.

(4.1) denkleminin zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s formu olan (4.6) denklemine Taylor-

Galerkin kuadratik B-spline metodunu uygulayal¬m. (4.6) denklemi w a¼g¬rl¬k

fonksiyonlar¬ile çarp¬l¬p, [x0; xN ] aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa,Z xN

x0

wUn+1dx+ �
�t

2

Z xN

x0

wUn+1xxx dx+ "
�t

2

Z xN

x0

wUnxU
n+1dx

+ "
�t

2

Z xN

x0

wUnUn+1x dx (4.8)

=

Z xN

x0

wUndx� �
�t

2

Z xN

x0

wUnxxxdx

bulunur. Bu denklemde
R xN
x0

wUxxxdx integraline k¬smi integral uygulan¬r ve (4.2)

s¬n¬r koşullar¬kullan¬l¬rsaZ xN

x0

wUxxxdx = wUxxjxNx0 �
Z xN

x0

wxUxxdx = �
Z xN

x0

wxUxxdx
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eşitli¼gi bulunur. Bu eşitlik (4.8) denkleminde yerine yaz¬l¬rsaZ xN

x0

wUn+1dx� �
�t

2

Z xN

x0

wxU
n+1
xx dx

+"
�t

2

Z xN

x0

wUnxU
n+1dx+ "

�t

2

Z xN

x0

wUnUn+1x dx

=

Z xN

x0

wUndx+ �
�t

2

Z xN

x0

wxU
n
xxdx

elde edilir. Burada UN(x; t) yaklaş¬k çözümü için w a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬kuadratik

B-spline fonksiyonlar olarak seçilir. m = 0; 1; :::; N için
m+1X

j=m�1
f
hR h
0
�i�jdx

i
�n+1j � ��t

2

hR h
0
�0i�

00
jdx
i
�n+1j

+"�t
2

m+1X
k=m�1

hR h
0
�i�

0
k(�)�jdx

i
�n+1j + "�t

2

m+1X
k=m�1

hR h
0
�i�k(�)�

0
jdx
i
�n+1j g

=
m+1X
j=m�1

f
hR h
0
�i�jdx

i
�nj � ��t

2

hR h
0
�0i�

00
jdx
i
�nj g

(4.9)

eşitli¼gi bulunur. (4.9) eşitli¼gi matris formunda, ilgili eleman parametreleri

�e
�
= (�m�1; �m; �m+1)

T

olmak üzere

f[Ae + "
�t

2
Ce(�) + "

�t

2
De(�)� �

�t

2
Be]�e

�
gn+1 = f[Ae + �

�t

2
Be]�e

�
gn

biçiminde yaz¬l¬r. Buradaki matris notasyonlar¬

Aeij =
R h
0
�i�jd�; Be

ij =
R h
0
�0i�

00
jd�

Leijk =
R h
0
�i�j�

0
kd�; N e

ijk =
R h
0
�i�k�

0
jd�

biçimindedir. [xm; xm+1] eleman¬ için i; j; k sadece m � 1;m;m + 1 de¼gerlerini

alabilir. Ae ve Be 3 � 3, Le ve N e 3 � 3 � 3 boyutlu matrislerdir. Le ve N e ile

3� 3 boyutlu Ce ve De matrisleri

Ceij =

m+1X
k=m�1

Lei jk�
e
kd� De

ij =
m+1X
k=m�1

N e
i jk�

e
kd�

olarak tan¬mlanabilir. Ae ve Be matrisleri

Aeij =
h

30

26664
6 13 1

13 54 13

1 13 6

37775 ; Be
ij =

2

h2

26664
�1 2 �1

0 0 0

1 �2 1

37775
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biçiminde, Ce matrisi

Ce11 =
1
30
(�10;�19;�1)�e

�

Ce12 =
1
30
(8; 12; 0)�e

�

Ce13 =
1
30
(2; 7; 1)�e

�

Ce21 =
1
30
(�19;�54;�7)�e

�

Ce22 =
1
30
(12; 0;�12)�e

�

Ce23 =
1
30
(7; 54; 19)�e

�

Ce31 =
1
30
(�1;�7;�2)�e

�

Ce32 =
1
30
(0;�12;�8)�e

�

Ce33 =
1
30
(1; 19; 10)�e

�

ve De matrisi
De
11 =

1
30
(�10; 8; 2)�e

�

De
12 =

1
30
(�19; 12; 7)�e

�

De
13 =

1
30
(�1; 0; 1)�e

�

De
21 =

1
30
(�19; 12; 7)�e

�

De
22 =

1
30
(�54; 0; 54)�e

�

De
23 =

1
30
(�7;�12; 19)�e

�

De
31 =

1
30
(�1; 0; 1)�e

�

De
32 =

1
30
(�7;�12; 19)�e

�

De
33 =

1
30
(�2;�8; 10)�e

�

olarak hesaplan¬r. Element matrisleri birleştirilmi̧s global matrisler cinsinden yaz¬l¬r-

sa

[A� �
�tv

2
B + "

�t

2
C(�) + "

�t

2
D(�)]�

�
n+1 = [A+ �

�t

2
B]�

�
n (4.10)

matris denklemi ve

�
�
= (��1; �0; :::; �N)

T

parametreleri elde edilir. A;B;C;D matrisleri (N +2)� (N +2) boyutlu 5�li bant

matrislerdir. �
�
n+1 = (�n+1�1 ; �

n+1
0 ; :::; �n+1N )T bilinmeyen parametrelerinin hesaplan-

mas¬gerekir. Bunun için (4.2) ile verilen s¬n¬r koşullar¬ndan ��1 ve �N parametreleri
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yok edilerek (4.10) sistemi (N�N) boyutlu bir denklem sistemine dönüştürülür. Bu

sistemin çözümü Thomas algoritmalar¬ile ard¬̧s¬k olarak bulunur. Bunun için �
�
0

başlang¬ç vektörü başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak

�j = Uj � �j�1 j = 1; :::; N

ifadesi ile hesaplan¬r. �
�
0 vektörü bu şekilde elde edilerek (4.7) formundaki U(x)

aç¬l¬m¬nda yerine yaz¬l¬r.

4.1.1 Kararl¬l¬k Analizi

KdV denkleminin lineer olmayan UUx teriminde U = � sabit al¬narak lineerleşti-

rilmi̧s KdV denklemine von Neumann kararl¬l¬k analizi uygulanacakt¬r. (4.1) denk-

leminin lineerleştirilmi̧s formu

�1�
n+1
m�2+�2�

n+1
m�1 + �3�

n+1
m +�4�

n+1
m+1 + �5�

n+1
m+2

=

�5�
n
m�2+�4�

n
m�1 + �3�

n
m+�2�

n
m+1 + �1�

n
m+2

(4.11)

biçimindedir. Burada katsay¬lar

� =
h

30
; � = "

�t�

12
; 
 = �

�t

h2

olmak üzere

�1 = �� � � 
; �2 = 26�� 10� + 2
; �3 = 66�;

�4 = 26�+ 10� � 2
; �5 = �+ � + 


d¬r. �nm =
^
�neimkh biçimindeki Fourier modu (4.11) denkleminde yerine yaz¬l¬p

düzenlenirse

(a+ ib)�̂
n+1

= (a� ib)�̂
n

bulunur. Burada

a =
h

30
(33 + cos 2kh+ 26 cos kh);

b = ("�
�t

12
+ �

�t

h2
) sin 2kh+ ("�

5�t

6
� �

2�t

h2
) sin kh
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dir. g büyüme çarpan¬olmak üzere �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a� ib

a+ ib

elde edilir. g�nin modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = a2 + b2

a2 + b2
= 1

bulunur. jgj � 1 koşulu sa¼gland¬¼g¬ndan (4.11) denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.

4.2 Taylor-Galerkin Kübik B-splineMetodu (TG-

CBM)

Bu bölümde, (4.1) denkleminin zamana göre ayr¬̧st¬r¬lm¬̧s formu olan (4.6) denk-

leminde kübik B-spline fonksiyonlar¬ kullan¬larak Taylor-Galerkin metodu uygu-

lanacakt¬r. (4.1) denkleminin yaklaş¬k çözümü (1.23) ile verilen �m(x) kübik B-

spline fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla tan¬mlanacakt¬r.
�
��1,�0,�1,:::,�N+1

	
kübik B-

spline fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ fonksiyonlar için bir taban oluşturur.

Deneme fonksiyonlar¬olarak kübik B-spline fonksiyonlar¬seçilerek U(x; t) analitik

çözümüne

UN(x; t) =

N+1X
m=�1

�m(x)�m(t) (4.12)

biçiminde bir yaklaş¬k çözüm araşt¬r¬lacakt¬r. (4.6) denklemi w a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

ile çarp¬l¬p, [x0; xN ] aral¬¼g¬nda integrali al¬n¬rsa,R xN
x0

wUn+1dx+ ��t
2

R xN
x0

wUn+1xxx dx+ "�t
2

R xN
x0

wUnxU
n+1dx+ "�t

2

R xN
x0

wUnUn+1x dx

= R xN
x0

wUndx� ��t
2

R xN
x0

wUnxxxdx

(4.13)

bulunur. Bu denklemde
R xN
x0

wUxxxdx integraline k¬smi integral uygulan¬r ve (4.2)

s¬n¬r koşullar¬kullan¬l¬rsaZ xN

x0

wUxxxdx = wUxxjxNx0 �
Z xN

x0

wxUxxdx = �
Z xN

x0

wxUxxdx
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eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlik (4.13) denkleminde yerine yaz¬l¬rsaR xN
x0

wUn+1dx� ��t
2

R xN
x0

wxU
n+1
xx dx+ "�t

2

R xN
x0

wUnxU
n+1dx

+ "�t
2

R xN
x0

wUnUn+1x dx

=
R xN
x0

wUndx+ ��t
2

R xN
x0

wxU
n
xxdx

denklemi bulunur. Burada UN(x; t) yaklaş¬k çözümü için w a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

kübik B-spline fonksiyonlar olarak seçildi¼ginde m = 0; 1; :::; N için

m+2X
j=m�1

f
hR h
0
�i�jdx

i
�n+1j � ��t

2

hR h
0
�0i�

00
jdx
i
�n+1j

+"�t
2

m+2X
k=m�1

hR h
0
�i�

0
k(�)�jdx

i
�n+1j + "�t

2

m+2X
k=m�1

hR h
0
�i�k(�)�

0
jdx
i
�n+1j g

=
m+2X
j=m�1

f
hR h
0
�i�jdx

i
�nj � ��t

2

hR h
0
�0i�

00
jdx
i
�nj g

(4.14)

eşitli¼gi bulunur. (4.14) eşitli¼gi matris formunda ilgili eleman parametreleri

�e
�
= (�m�1; �m; �m+1;�m+2)

T

olmak üzere

f[Ae + "
�t

2
Ce(�) + "

�t

2
De(�)� �

�t

2
Be]�e

�
gn+1 = f[Ae + �

�t

2
Be]�e

�
gn

biçiminde yaz¬l¬r. Buradaki eleman matrisleri

Aeij =
R h
0
�i�jd�; Be

ij =
R h
0
�0i�

00
jd�

Leijk =
R h
0
�i�j�

0
kd�; N e

ijk =
R h
0
�i�k�

0
jd�

biçimindedir. [xm; xm+1] eleman¬için i; j; k sadece m�1;m;m+1;m+2 de¼gerlerini

alabilir. Ae ve Be 4 � 4, Le ve N e 4 � 4 � 4 boyutlu matrislerdir. Le ve N e ile

4� 4 boyutlu Ce ve De matrisleri

Ceij =
m+2P
k=m�1

Lei jk�
e
kdx De

ij =
m+2P
k=m�1

N e
i jk�

e
kdx

olarak tan¬mlanabilir. Ae ve Be matrisleri

Aeij =
h

140

26666664
20 129 60 1

129 1188 933 60

60 933 1188 129

1 60 129 20

37777775 ; Be
ij =

3

2h2

26666664
�3 5 �1 �1

�5 3 9 �7

7 �9 �3 5

1 1 �5 3

37777775
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biçiminde, Ce matrisi

Cem�1;m�1 = �1
3
�m�1 � 5

28
�m +

1
2
�m+1 +

1
84
�m+2

Cem�1;m = Cem;m�1 = �107
56
�m�1 � 87

56
�m +

927
280
�m+1 +

43
280
�m+2

Cem�1;m+1 = Cem+1;m�1 = �3
4
�m�1 � 33

35
�m +

219
140
�m+1 +

9
70
�m+2

Cem�1;m+2 = Cem+2;m�1 = � 1
168
�m�1 � 1

40
�m +

1
40
�m+1 +

1
168
�m+2

Cem;m = �316
28
�m�1 � 21�m + 4167

140
�m+1 +

289
70
�m+2

Cem;m+1 = Cem+1;m = �1783
280

�m�1 � 5847
280

�m +
5847
280

�m+1 +
1783
280

�m+2

Cem;m+2 = Cem+2;m = � 9
70
�m�1 � 219

140
�m +

33
35
�m+1 +

3
4
�m+2

Cem+1;m+1 = �289
70
�m�1 � 4167

140
�m + 21�m+1 +

361
28
�m+2

Cem+1;m+2 = Cem+2;m+1 = � 43
280
�m�1 � 927

280
�m +

87
56
�m+1 +

107
56
�m+2

Cem+2;m+2 = � 1
84
�m�1 � 1

2
�m +

5
28
�m+1 +

1
3
�m+2

ve De matrisi

De
m�1;m�1 = �1

3
�m�1 � 107

56
�m � 3

4
�m+1 � 1

168
�m+2

De
m�1;m = � 5

28
�m�1 � 87

56
�m � 33

35
�m+1 � 1

40
�m+2

De
m�1;m+1 =

1
2
�m�1 +

927
280
�m +

219
140
�m+1 +

1
40
�m+2

De
m�1;m+2 =

1
84
�m�1 +

43
280
�m +

9
70
�m+1 +

1
168
�m+2

De
m;m�1 = �107

56
�m�1 � 361

28
�m � 1783

280
�m+1 � 9

70
�m+2

De
m;m = �87

56
�m�1 � 21�m � 5847

280
�m+1 � 219

140
�m+2

De
m;m+1 =

927
280
�m�1 +

4167
140

�m +
5847
280

�m+1 +
33
35
�m+2

De
m;m+2 =

43
280
�m�1 +

289
70
�m +

1783
280

�m+1 +
3
4
�m+2

De
m+1;m�1 = �3

4
�m�1 � 1783

280
�m � 289

70
�m+1 � 43

280
�m+2

De
m+1;m = �33

35
�m�1 � 5847

280
�m � 4167

140
�m+1 � 927

280
�m+2

De
m+1;m+1 =

219
140
�m�1 +

5847
280

�m + 21�m+1 +
87
56
�m+2

De
m+1;m+2 =

9
70
�m�1 +

1783
280

�m +
361
28
�m+1 +

107
56
�m+2

De
m+2;m�1 = � 1

168
�m�1 � 9

70
�m � 43

280
�m+1 � 1

84
�m+2

De
m+2;m = � 1

40
�m�1 � 219

140
�m � 927

280
�m+1 � 1

2
�m+2

De
m+2;m+1 =

1
40
�m�1 +

33
35
�m +

87
56
�m+1 +

5
28
�m+2

De
m+2;m+2 =

1
168
�m�1 +

3
4
�m +

107
56
�m+1 +

1
3
�m+2

olarak tan¬mlan¬r. Bütün elemanlar birleştirilmi̧s matriste yaz¬l¬rsa
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[A� �
�tv

2
B + "

�t

2
C(�) + "

�t

2
D(�)]�n+1

�
= [A+ �

�t

2
B]�

�
n (4.15)

matris denklemi ve

�
�
= (��1; �0; :::; �N+1)

T

eleman parametreleri elde edilir. A;B;C;D matrisleri (N + 3) � (N + 3) boyutlu

7�li bant matrislerdir.

(4.15) denklem sisteminin çözülebilmesi için (4.11) s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak ��1

ve �N+1 parametreleri yok edilmelidir. Böylece bilinmeyenleri ��
n+1 = (�n+10 ; :::; �n+1N )T

parametreleri olan (N +1)� (N +1) boyutlu 7�li bant matrislerden oluşan denklem

sistemi elde edilir. Bu sistem Thomas algoritmas¬yard¬m¬yla çözülebilir.

(4.15) denkleminde iterasyon i̧slemlerine başlamak için �
�
0 başlang¬ç vektörü

U(x; t) fonksiyonunun U(x; 0) başlang¬ç koşullar¬ndan belirlenir. (4.12) ifadesi

UN(x; 0) =
N+1X
m=�1

�0m�m(x)

biçiminde yaz¬labilir. Buna göre UN(x; 0) fonksiyonu şu koşullar¬sa¼glamal¬d¬r:

UN(xm; 0) = U(xm; 0); 0 � m � N

U 00N(x0; 0) = 0; (4.16)

U 00N(xN ; 0) = 0

(4.6) deki kübik B-spline ba¼g¬nt¬lar¬ve (4.16) koşullar¬kullan¬larak elde edilen sis-

tem, matris formunda

A�
�
0 = b

�
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olarak yaz¬l¬rsa

A =

26666666666666666664

6 �12 6

1 4 1

1 4 1

:: :: ::

:: :: ::

1 4 1

1 4 1

6 �12 6

37777777777777777775
�0
�
= (�o�1; �

o
0; :::; �

o
N+1)

T

ve

b
�
= (0; U(x0); U(x1); :::; U(xN); 0)

T

biçiminde elde edilir. Bu denklem sistemini çözmek için ilk ve son denklemler in-

dirgenerek üçgensel bant matris formuna getirilir. Thomas algoritmas¬kullan¬larak

�0
�
parametreleri belirlenir ve ard¬̧s¬k olarak sistem çözülür.

4.2.1 Kararl¬l¬k Analizi

Metodun kararl¬l¬¼g¬için KdV denkleminin lineer olmayan UUx terimindeki U sabit

olmak üzere � olarak al¬nd¬. Buna göre denklem tekrar düzenlenirse

�1�
n+1
m�3+�2�

n+1
m�2+�3�

n+1
m�1 + �4�

n+1
m +�5�

n+1
m+1 + �6�

n+1
m+2 + �7�

n+1
m+3 (4.17)

= �7�
n
m�3+�6�

n
m�2+�5�

n
m�1 + �4�

n
m+�3�

n
m+1 + �2�

n
m+2 + �1�

n
m+3

denklem sistemi elde edilir. Burada katsay¬lar

� =
h

140
; � = "

�t�

40
; 
 = �

3�t

4h2
:

olmak üzere

�1 = �� � � 
; �2 = 120�� 56� � 8
; �3 = 1191�� 245� + 19


�4 = 2416�; �5 = 1191�+ 245� � 19
; �6 = 120�+ 56� + 8
;

�7 = �+ � + 
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d¬r.

�nm =
^
�neimkh biçimindeki Fourier modu (4.17) denkleminde yerine yaz¬l¬p düzen-

lenirse

(a+ ib)�̂
n+1

= (a� ib)�̂
n

bulunur. Burada

a =
h

140
(1208 + 1191 cos kh+ 120 cos 2kh+ cos 3kh)

b = (
"��t

40
+
3��t

4h2
) sin 3kh+(

56"��t

40
+
6��t

h2
) sin 2kh

+(
245"��t

40
�57��t

4h2
) sin kh:

olarak bulunur. g büyüme çarpan¬olmak üzere �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a� ib

a+ ib

elde edilir. g�nin modülü al¬nd¬¼g¬nda

jgj2 = a2 + b2

a2 + b2
= 1

bulunur. jgj � 1 koşulu sa¼gland¬¼g¬ndan (4.17) denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.

4.3 Taylor-Kollokasyon Kuintik B-spline Metodu

(TC-QNBM)

Bu k¬s¬mda, KdV denkleminin Taylor seri aç¬l¬m¬yla elde edilen zamana göre ayr¬̧st¬r¬l-

m¬̧s (4.6) denkleminde kuintik B-spline fonksiyonlar kullan¬larak kollokasyon çözümü

yap¬lacakt¬r.�
��2; ��1; �0; :::; �N+2

	
kümesi [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬fonksiyonlar için bir ta-

ban oldu¼gundan bu yaklaş¬k çözüm kuintik B-spline fonksiyonlar¬cinsinden aşa¼g¬-

daki gibi yaz¬labilir:

UN(x; t) =
N+2X
m=�2

�m(x)�m(t) (4.18)
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Burada �m�ler s¬n¬r ve kollokasyon koşullar¬ndan belirlenecek zamana ba¼gl¬paramet-

relerdir.

(4.6) denkleminde (1.38)-(1.41) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonlar¬yerlerine

yaz¬l¬rsa

Kn
m = (�m+2 + 10�m+1 � 10�m�1 � �m�2)

Znm = (�m+2 + 26�m+1 + 66�m + 26�m�1 + �m�2)

R1 = "
5�t

2h
; R2 = �

30�t

h3

olmak üzere,

(�m+2+26�m+1+66�m+26�m�1+�m�2)
n+1+R2(�m+2 � 2�m+1 + 2�m�1 � �m�2)

n+1

+R1K
n
m(�m+2+26�m+1+66�m+26�m�1+�m�2)

n+1

+R1Z
n
m(�m+2+10�m+1�10�m�1��m�2)

n+1

= (�m+2+26�m+1+66�m+26�m�1+�m�2)
n �R2(�m+2�2�m+1+2�m�1��m�2)

n

bulunur. Bu ifade düzenlenirse

a1=(1 +R1K
n
m�R1Znm�R2); �2= (26 + 26R1K

n
m�10R1Znm+2R2)

a3=(66 + 66R1K
n
m); a4= (26 + 26R1K

n
m+10R1Z

n
m�2R2)

a5=(1 +R1K
n
m +R1Z

n
m +R2); a6 = (1 +R2) ; a7 = (26� 2R2)

a8 = 66; a9 = (26 + 2R2); a10 = (1�R2)

katsay¬lar¬için

�1�
n+1
m�2 + �2�

n+1
m�1 + �3�

n+1
m + �4�

n+1
m+1 + �5�

n+1
m+2

=

�6�
n
m�2 + �7�

n
m�1 + �8�

n
m + �9�

n
m+1 + �10�

n
m+2

(4.19)

bulunur. Burada (4.19) denklem sistemi (��2; ��1; �0; ::; �N+1; �N+2)T olmak üzereN

+ 5 bilinmeyen içeren, N + 1 lineer denklemden oluşur. Bu sistemin çözümünün

olabilmesi için 4 koşul daha gerekir. Gerekli koşullar s¬n¬r koşullar¬ndan elde edilir.

��2; ��1; �N+1; �N+2 parametreleri (4.19) sisteminden yok edilerek, denklem sistemi

�
�
n = (�0; �1; ::; �N)

T N + 1 bilinmeyenli bir sisteme dönüşür.

A�
�
n+1 = B�

�
n (4.20)



85

A veB, 5�li bant matrislerdir. (4.20) denklem sistemi Thomas algoritmas¬yard¬m¬y-

la çözülebilir. Zm ve Km lineer olmayan terimleri iç iterasyonla bir önceki zaman

ad¬m¬kullan¬larak hesaplan¬r.

(4.19) denkleminde iterasyon i̧slemlerine başlamak için �
�
0 başlang¬ç vektörü

U(x; t) fonksiyonunun U(x; 0) başlang¬ç koşullar¬ndan belirlenir. (4.19) denklemi

başlang¬ç koşulu için

UN(x; 0) =
N+2X
m=�2

�m(x)�
0
m(t)

biçiminde yaz¬l¬r. Burada �0m bilinmeyenlerinin belirlenmesi gerekir. Başlang¬ç

koşullar¬n¬n dü¼güm noktalar¬ndaki UN(xm; 0) = U(xm; 0); m = 0; :::; N de¼gerleri

kullan¬larak

U(x0; 0) = �2 + 26�1 + 66�0 + 26��1 + ��2

U(x1; 0) = �3 + 26�2 + 66�1 + 26�0 + ��1
...

...
...

U(xN ; 0) = �N+2 + 26�N+1 + 66�N + 26�N�1 + �N�2

yaz¬labilir. S¬n¬r koşullar¬

(UN)x(a; 0) = (UN)x(b; 0) = 0;

(UN)xx(a; 0) = (UN)xx(b; 0) = 0

olarak seçilip ��2; ��1; �N+1; �N+2 parametreleri yok edilirse

A =

26666666666666666664

54 60 6

101
4

135
2

105
4

1

1 26 66 26 1

1 26 66 26 1
. . . . . . . . . . . . . . .

1 26 66 26 1

1 105
4

135
2

101
4

6 60 54

37777777777777777775
olmak üzere matris formunda

A�
�
0 = b

�
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denklem sistemi elde edilir. Burada

�0
�
= (�00; �

0
1; :::; �

0
N)

T

ve

b
�
= (U(x0); U(x1); :::; U(xN))

T

dir. Bu sistem Thomas algoritmas¬kullan¬larak çözülürse başlang¬ç için �0
�
para-

metreleri bulunmuş olur.

4.3.1 Kararl¬l¬k Analizi

Kararl¬l¬k analizi için (4.1) denkleminde lineer olmayan UUx terimindeki U sabit

olmak üzere � olarak al¬nd¬. Buna göre denklem tekrar düzenlenirse

�1�
n+1
m�2 + �2�

n+1
m�1 + �3�

n+1
m + �4�

n+1
m+1 + �5�

n+1
m+2

=

�5�
n
m�2 + �4�

n
m�1 + �3�

n
m + �2�

n
m+1 + �1�

n
m+2

(4.21)

denklemi elde edilir. Katsay¬lar

�1 = 1�R1 �R2; �2 = 26� 10R1 + 2R2; �3 = 66;

�4 = 26 + 10R1 � 2R2; �5 = 1 +R1 +R2;

R1 = "
5�t�

2h
; R2 = �

30�t

h3

olarak yaz¬labilir. �nm =
^
�neimkh biçimindeki Fourier modu (4.21) denkleminde

yerine yaz¬l¬p düzenlenirse

(a+ ib)�̂
n+1

= (a� ib)�̂
n

bulunur. Burada

a = (cos 2kh+ 26 cos kh+33);

b = (R1 +R2) sin 2kh+ (10R1 � 2R2) sin kh); (4.22)

dir. g büyüme çarpan¬olmak üzere �̂
n+1

= g�̂
n
oldu¼gundan

g =
a� ib

a+ ib
(4.23)
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bulunur. g�nin modülü

jgj2 = a2 + b2

a2 + b2
= 1

oldu¼gundan jgj � 1 koşulu sa¼glan¬r. O halde (4.21) denklemi koşulsuz kararl¬d¬r.

4.4 Test Problemleri

Bu bölümde farkl¬başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬için KdV denkleminin say¬sal çözüm-

leri elde edildi. Say¬sal metodun do¼grulu¼gunu ölçmek için belirli zaman ad¬mlar¬nda

her bir dü¼güm noktas¬ndaki say¬sal çözüm ile analitik çözüm aras¬ndaki fark L2 ve

L1 hata normlar¬kullan¬larak hesapland¬.

a) Bu problemde ilk olarak tek (soliton) dalga yay¬l¬m¬üzerinde çal¬̧s¬lacakt¬r. Bu-

nun için A; D ve c sabitler olmak üzere başlang¬ç koşulu

U(x; 0) = 3c sech2(Ax+D); t � 1

ve s¬n¬r koşullar¬bütün zaman ad¬mlar¬için U(0; t) = U(2; t) = 0 olan ve

A =
1

2
("c=�)1=2 ve B =

1

2
"c(

"c

�
)1=2

olmak üzere analitik çözümü

U(x; t) = 3c sech2(Ax�Bt+D);

biçiminde verildi. Bu çözüm 3c genlikte x = 0 da başlayan ve soldan sa¼ga

"c sabit h¬zla hareket eden tek dalgay¬göstermektedir. Daha önce yap¬lan

çal¬̧smalarla kaŗs¬laşt¬rmak için hesaplamalarda " = 1; � = 4:84�10�4; c = 0:3;

D = �6 parametreleri kullan¬ld¬. Tek dalga çözümü [0:2] aral¬¼g¬nda t = 0

dan t = 3 e kadar konum ad¬m¬h = 0:01 ve zaman ad¬m¬�t = 0:005 al¬narak

bulundu.
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Tablo 4.1. h = 0:01; �t = 0:005; t = 3 de TG-QDBM

için tek dalga problemi

t C1 C2 C3 L2 � 103

0 0.14459809 0.08675931 0.046850 0.0000000

0.5 0.14459518 0.08675855 0.04673262 0.00593404

1.0 0.14459759 0.08675777 0.04673195 0.01196621

1.5 0.14459918 0.08675702 0.04673128 0.01852339

2.0 0.14459817 0.08675627 0.04673059 0.02525500

2.5 0.14459769 0.08675562 0.04672999 0.03382699

3.0 0.14459676 0.08675481 0.04672933 0.04219276

Tabo 4.2. h = 0:01; �t = 0:005; t = 3 de TG-CBM

için tek dalga problemi

t C1 C2 C3 L2 � 103

0 0.14459804 0.08675930 0.04685000 0.0000000

0.5 0.14460130 0.08675962 0.04685100 0.00653395

1.0 0.14459883 0.08675993 0.04685128 0.01289342

1.5 0.14459805 0.08676025 0.04685158 0.01906928

2.0 0.14459836 0.08676056 0.04685185 0.02532572

2.5 0.14459883 0.08676083 0.04685208 0.03082960

3.0 0.14459679 0.08676122 0.04685239 0.03868370
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Tablo 4.3. h = 0:01; �t = 0:005; t = 3 de TC-QNBM

için tek dalga problemi

t C1 C2 C3 L2 � 103

0 0.14459774 0.08675924 0.04684897 0.0000000

0.5 0.14459692 0.08675811 0.04684897 0.00617776

1.0 0.14459595 0.08675701 0.04684798 0.01271481

1.5 0.14459519 0.08675594 0.04684702 0.01961736

2.0 0.14459419 0.08675485 0.04684604 0.02710121

2.5 0.14459318 0.08675376 0.04684505 0.03604276

3.0 0.14459242 0.08675265 0.04684405 0.04596135

Bu test problemin, s¬ras¬yla TG-QDBM, TG-CBM ve TC-QNBM metotlar¬ile

say¬sal çözümleri yap¬ld¬ve her biri için C1; C2, C3 büyüklükleri ve L2 normu hesap-

lanarak Tablo 4.1-4.3 de verildi. h = 0:01; �t = 0:005 için t = 0 dan t = 3 e

kadar farkl¬zamanlardaki tek dalga hareketi benzer oldu¼gu için sadece TG-QDBM

için Şekil 4.1 de gösterildi. Her üç metoda göre, dalga en büyük yüksekli¼ge x =

1:38 noktas¬nda ulaşt¬ve bu noktadaki nümerik ve analitik çözüm aras¬ndaki fark¬n

mutlak de¼geri TG-QDBM için 0:00037; TG-CBM için 0:00107 ve TC-QNBM için

0:0000957 olarak bulundu.
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Şekil 4.1. 0 dan 3�e tek dalgan¬n hareketi.

Farkl¬zaman ve konum ad¬mlar¬nda bulunan say¬sal sonuçlar literatürde mevcut

olan daha önce yap¬lan di¼ger sonuçlarla Tablo 4.4 de kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Buna göre

uygulanan üç say¬sal yöntem, birbirine yak¬n sonuçlar vermi̧stir. Di¼ger çal¬̧smalarla

kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda önerilen say¬sal metotlardan elde edilen sonuçlar¬n oldukça iyi

oldu¼gu görülmektedir. Metotlar kendi aras¬nda k¬yasland¬¼g¬nda TG-QDBM ile

çözümün di¼ger metotlara göre daha iyi sonuçlar verdi¼gi söylenebilir.
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Tablo 4.4. Tek dalga çözümü için L2 hata normu �103

Za

man

Zabusky

1967

Greig-

Morris

1976

Gardner

et.al:1989

GQS

Gardner

et.al.1989

GCS

TG -

QDBM

TG -

CBM

TC -

QNBM

t �t = 0:025 h=0.05 �t = 0:025 h=0.05

0.25 34.64 61.21 22.92 13.27 2.87415 3.06430 8.62447

0.50 122.68 122.41 25.12 21.95 3.85809 5.12120 10.8161

0.75 210.44 181.35 26.48 25.67 4.53497 5.97926 14.2039

1.0 298.19 228.10 28.84 29.45 5.39669 6.76747 16.9036

t �t = 0:01 h= 0:033

0.25 1.10 1.34 0.18944 0.24863 0.56113

0.50 1.74 1.82 0.28260 0.33733 0.86441

0.75 2.05 2.30 0.36255 0.39401 1.09216

1.0 2.48 2.69 0.44551 0.54261 1.38319

t �t = 0:0005 h=0.01 �t = 0:005 h=0.01

0.25 5.94 3.79 0.02 0.02 0.00108 0.00349 0.00341

0.50 13.17 9.28 0.04 0.04 0.00201 0.00653 0.00617

0.75 21.08 14.14 0.05 0.06 0.00194 0.00968 0.00933

1.0 28.66 18.72 0.06 0.08 0.00211 0.01289 0.01271

b) ·Ikinci test problem olarak Maxwellian başlang¬ç koşulu

U(x; 0) = e(�x
2)

ve s¬n¬r koşullar¬

U(�15; t) = U(15; t) = 0; t > 0

olarak seçildi. Nümerik çözümlerde h = 0:1 ve �t = 0:01 olarak al¬nd¬.

" = 1:0 de¼geri sabit al¬n¬rken � �nün de¼gi̧sik de¼gerleri için çözümün oluşumu ince-

lendi. �c baz¬kritik parametre olmak üzere (Je¤rey and Kakutani, 1972), çözümün
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davran¬̧s¬n¬n � < �c veya � > �c ye ba¼gl¬olup olmad¬¼g¬araşt¬r¬ld¬. Berezin ve Karp-

man, baz¬ çal¬̧smalarda Maxwellian başlang¬ç koşulu için �c kritik parametresini

�c = 0:625 olarak gösterdi (Berezin and Karpman, 1967). �� �c için Maxwellian

başlang¬c¬� ye ba¼gl¬olarak tek dalgalara ayr¬l¬r. �� �c ise Maxwellian başlang¬ç

koşulu solitonlara ayr¬lmaz, fakat h¬zl¬sal¬n¬m dalgalar¬oluşturur.
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Şekil 4.2. TG-QDBM için Maxwellian başlang¬ç koşulu,

a) � = 0:04 b) � = 0:01:
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Şekil 4.3. TG-CBM için Maxwellian başlang¬ç koşulu:

a) � = 0:04 b) � = 0:01.
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Şekil 4.4. TC-QNBM için Maxwellian başlang¬ç koşulu:

a) � = 0:04 b) � = 0:01

Her üç metoda göre " = 1:0; h = 0:1 ve �t = 0:01 al¬narak t = 12:5 zaman¬nda

� = 0:04 ve � = 0:01 için oluşan dalga gra�kleri çizildi ve Şekil 4.2-4.4 de gösterildi.

Farkl¬zamanlardaki C1; C2 ve C3 korunum sabitleri TG-QDBM için Tablo 4.5 de,

TG-CBM için Tablo 4.6 da ve TC-QNBM için Tablo 4.7 de listelenmi̧stir.

Tablo 4.5. TG-QDBM için Maxwellian de¼gerleri " = 1:0

t C1 C2 C3

� = 0:04 � = 0:01 � = 0:04 � = 0:01 � = 0:04 � = 0:01

0 1.77245 1.77245 1.25331 1.25331 0.8729 0.9857

2.5 1.77245 1.77248 1.25329 1.25312 0.86989 0.9708

5.0 1.77262 1.77234 1.25328 1.25304 0.86941 0.9644

7.5 1.77187 1.77257 1.25327 1.25303 0.86816 0.9638

10.0 1.77677 1.77240 1.25326 1.25303 0.86812 0.9637

12.5 1.76937 1.77243 1.25323 1.25303 0.85961 0.9636
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Tablo 4.6. TG-CBM için Maxwellian de¼gerleri " = 1:0

t C1 C2 C3

� = 0:04 � = 0:01 � = 0:04 � = 0:01 � = 0:04 � = 0:01

0 1.77245 1.77245 1.25331 1.25331 0.8729 0.9865

2.5 1.77247 1.77250 1.25331 1.25343 0.87295 0.9865

5.0 1.77235 1.77230 1.25331 1.25349 0.87295 0.9869

7.5 1.77232 1.77257 1.25332 1.25350 0.87292 0.9869

10.0 1.76937 1.77245 1.25349 1.25350 0.87270 0.9869

12.5 1.77585 1.77206 1.25390 1.25350 0.87209 0.9869

Tablo 4.7: TC-QNBM için Maxwellian de¼gerleri " = 1:0

t C1 C2 C3

� = 0:04 � = 0:01 � = 0:04 � = 0:01 � = 0:04 � = 0:01

0 1.77245 1.77245 1.25331 1.25331 0.87290 0.9865

2.5 1.77247 1.77236 1.25330 1.25336 0.87291 0.9856

5.0 1.77244 1.77275 1.25330 1.25342 0.87290 0.9855

7.5 1.77177 1.77244 1.25328 1.25349 0.87289 0.9853

10.0 1.77219 1.77207 1.25329 1.25355 0.87287 0.9851

12.5 1.77346 1.77329 1.25326 1.25367 0.87286 0.9848

� = 0:04 için gra�klerde titreşimli kuyruk biçiminde bir dalgan¬n daha eklendi¼gi

gözlendi. Bu durumda say¬sal metotlardan elde edilen çözüm en yüksek de¼gerini

x = 5:1 noktas¬nda ald¬. Say¬sal metotlardan elde edilen sonuçlara göre t=12.5

zaman¬nda, dalgan¬n ortalama h¬z¬, t1 = 10. ve t2 = 12:5 zaman¬nda en yüksek

de¼geri ald¬klar¬konumlar s¬ras¬yla x1 ve x2 olmak üzere Vn = (x2 � x1)=(t2 � t1)

formülüyle, a en büyük dalgan¬n genli¼gi olmak üzere ölçülen genli¼ge ba¼gl¬h¬z¬Va =
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a"

3
formülü ile hesaplan¬r. Buna göre üç metoda göre elde edilen say¬sal h¬zlar

Tablo 4.8 de gösterildi. Böylece birbiriyle uyumlu sonuçlar bulundu¼gu için oluşan

dalgalar soliton dalgalard¬r.

Tablo 4.8. Farkl¬� de¼gerleri için en büyük solitonun genli¼gi ve h¬z¬.

� Metot Konum Genlik Va =
a"

3
Ortalama h¬z

TG-QDBM 5.1 1.20106 0:4 4

� = 0:04 TG-CBM 5.1 1.19563 0:396 4

TC-QNBM 5.1 1.19773 0:399 4

TG-QDBM 6.8 1.54118 0:51372 0.52

� = 0:01 TG-CBM 6.8 1.54468 0:51489 0.52

TC-QNBM 6.8 1.53986 0:51328 0.52

TG-QDBM 8.225 1.84857 0:6161 0.62

� = 0:001 TG-CBM 8.225 1.85124 0:6170 0.62

TC-QNBM 8.225 1.85106 0:6170 0.62

� = 0:01 için üç soliton form oluşur. Bu durumda dalga en yüksek de¼gerine

x = 6:8 noktas¬nda ulaşt¬. t = 12:5 zaman¬ndaki ortalama h¬z¬t = 10. ve t = 12:5

zaman¬nda en yüksek de¼geri ald¬klar¬konumlar kullan¬larak hesapland¬. Ortalama

h¬z¬ ve genli¼ge ba¼gl¬ h¬zlar¬ Tablo 4.8 de gösterildi. Sonuçlar¬n birbirine yak¬n

oldu¼gu görülmektedir.
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Şekil 4.5. " = 1:0; � = 0:001; h = 0:025;�t = 0:005

ve t=12.5 de TG-QDBM için Maxwellian başlang¬ç koşulu.

Son olarak � = 0:001 için dalga oluşumu incelendi. � yay¬l¬m katsay¬s¬küçüldükçe

lineer olmayan terim bask¬n gelir. Şekil 4.5 de görüldü¼gü gibi 9 soliton sa¼gdan sola

genli¼gi ve şiddeti azalarak hareket eder. Her üç metot için elde edilen korunum sabit-

leri Tablo 4.9 de gösterilmi̧stir. En büyük solitonun ortalama h¬z¬ve genli¼ge ba¼gl¬

h¬zlar¬Tablo 4.8 de gösterildi. . Buna göre dalga en yüksek de¼gerini x=8.225 nok-

tas¬nda ald¬. Ortalama h¬z¬t=10 ve t=12.5 zamanlar¬aras¬nda en yüksek noktaya

ulaşt¬klar¬konumlar¬kullan¬larak hesapland¬. Sonuçlar birbirine oldukça yak¬nd¬r.
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Tabo 4.9. " = 1:0 ve � = 0:001 için korunum sabitleri

t TG-QDBM TG-CBM TC-QNBM

C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3

0 1.77245 1.25331 1.02332 1.77245 1.25331 1.0233 1.77245 1.25331 1.0233

2.5 1.77245 1.25336 1.00991 1.77243 1.25347 1.0202 1.77245 1.25346 1.0198

5.0 1.77247 1.25338 1.00617 1.77242 1.25352 1. 0204 1.77244 1.25352 1.0198

7.5 1.77247 1.25338 1.00597 1.77242 1.25351 1.0204 1.77247 1.25354 1.0198

10.0 1.77247 1.25339 1.00594 1.77242 1.25350 1.0204 1.77251 1.25355 1.0198

12.5 1.77247 1.25340 1.00595 1.77241 1.25348 1.0203 1.77250 1.25356 1.0198

c) Son olarak başlang¬ç koşulu

U(x; 0) =
1

2

�
1� tanh

�
jxj � 25
5

��
ve s¬n¬r koşullar¬

U(�50; t) = U(150; t) = 0, t > 0

Ux(�50; t) = Ux(150; t) = 0,

biçiminde al¬nd¬. " = 0:2, � = 0:1, �t = 0:05 ve h = 0:4 için program

t = 800 e kadar çal¬̧st¬r¬larak dalgalar dizisinin oluşumu gözlendi. C1;C2 ve

C3 korunum sabitleri Tablo 4.10 da verilmi̧stir.
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Tablo 4.10. " = 0:2; � = 0:1 için korunum sabitleri.

t TG-QDBM TG-CBM TC-QNBM

C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3

0 50.000 45.000 42.501 50.000 45.000 42.500 50.000 45.00 42.500

100 50.000 45.000 42.246 50.000 45.000 42.302 50.000 45.00 42.300

200 50.004 44.999 42.088 50.003 45.001 42.305 50.000 45.00 42.299

300 50.000 44.999 42.009 50.046 45.002 42.307 49.999 45.00 42.299

400 49.987 44.999 41.990 50.046 45.003 42.308 49.999 45.00 42.299

500 49.967 44.998 41.984 50.101 45.006 42.308 49.998 45.00 42.299

600 49.953 44.998 41.984 50.137 45.011 42.308 49.998 45.00 42.299

700 49.961 44.998 41.981 50.104 45.012 42.308 50.000 45.00 42.299

800 49.985 44.999 41.977 50.012 45.014 42.308 50.001 45.00 42.299

Oluşan dalgalar dizisi sadece TG-CBM için Şekil 4.6 da gösterildi. Şekilden de

görüldü¼gü üzere sa¼ga do¼gru hareket eden on tane dalga oluşmuştur. Buna göre bu

dalgan¬n ortalama h¬z¬ t = 600 ve t = 800 de dalgan¬n en yüksek de¼gerini ald¬¼g¬

konum kullan¬larak hesapland¬. Dalga en yüksek de¼gerine x=121.6 noktas¬nda

ulaşt¬. Ortalama h¬z ve genli¼ge ba¼gl¬h¬zlar¬Tablo 4.11 de gösterildi. Buna göre

sonuçlar birbiriyle tutarl¬d¬r.

Tablo 4.11. " = 0:2; � = 0:1 için en büyük solitonun

genli¼gi ve h¬z¬.

Metot Konum Genlik Va =
a"

3
Ortalama h¬z

TG-QDBM 121.6 1.96119 0.1307 0.13

TG-CBM 121.6 1.96342 0.1309 0.13

TC-QNBM 121.6 1.96219 0.1308 0.13
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Şekil 4.6. Key� bir başlang¬ç çarpmas¬n¬n soliton dizisi.
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4.5 Sonuç

Bu çal¬̧smada, KdV denkleminin s¬ras¬yla, TG-QDBM, TG-CBM ve TC-QNBM

ile say¬sal çözümleri incelenmi̧stir. Solitonlar¬n büyüklükleri, durumu ve konum-

lar¬KdV denkleminin farkl¬test problemleri için bulunmuştur. Say¬sal çözümlerin

do¼grulu¼gunu ölçmek için L2 ve L1 hata normlar¬kullan¬lm¬̧st¬r. Say¬sal metot-

lar için korunum yasalar¬hesaplanm¬̧s ve C1; C2, C3 büyüklüklerinin zamanla sabit

kald¬¼g¬ görülmüştür. Ayr¬ca uygulanan metotlar literatürde yap¬lm¬̧s olan çal¬̧s-

malarla kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda bulunan çözümlerin iyi oldu¼gu görülmüştür. Nümerik

çözümü yap¬lan üç metot, kendi aralar¬nda k¬yasland¬¼g¬nda en iyi sonucu TG-QDBM

metodu vermi̧stir. Uygulan metotlardan elde edilen fark denklemlerine von Neu-

mann kararl¬l¬k analizi uygulanm¬̧s ve bu denklemlerin koşulsuz kararl¬ olduklar¬

gösterilmi̧stir. Sonuç olarak üç metodun da KdV denkleminin say¬sal çözümüne

başar¬yla uyguland¬¼g¬ve sonuçlar¬n analitik çözüme yak¬n sonuçlar verdi¼gi gözlen-

mektedir.

.
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5.SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Kuadratik, kübik ve kuintik B-spline fonksiyonlar¬test fonksiyonlar olarak kul-

lan¬larak Taylor-Galerkin ve Taylor-kollokasyon sonlu eleman yöntemleri geli̧sti-

rilmi̧stir. Metotlar¬n uygulanabilirli¼ginin gösterilmesi için, farkl¬k¬smi türevli dife-

rensiyel denklemlerin çözümleri elde edilmi̧s ve farkl¬dereceden B-spline fonksiyon-

lar uygulanarak çözümler üzerindeki etkileri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Problemlerin zaman

ayr¬̧st¬rmas¬Taylor seri aç¬l¬m¬yla, konum ayr¬̧smas¬ise kuadratik, kübik ve kuintik

B-spline fonksiyonlar¬yard¬m¬yla oluşturulan Galerkin ve kollokasyon sonlu eleman

metotlar¬ile elde edilmi̧stir.

·Ilk olarak Adveksiyon - difüzyon denkleminin say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Denklemin Taylor seri aç¬l¬m¬ile zaman ayr¬̧st¬rmas¬yap¬lm¬̧s, kuadratik Galerkin,

kübik kollokasyon ve kuintik kollokasyon yöntemleri ile konum ayr¬̧s¬m¬yap¬lm¬̧st¬r.

Adveksiyon difüzyon denkleminin iki farkl¬test probleminin çözümü yukar¬da bahse-

dilen yöntemlerle yap¬lm¬̧s ve bulunan sonuçlar daha önce yap¬lm¬̧s çal¬̧smalarla

kaŗs¬laşt¬r¬larak metodun do¼grulu¼gu tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Say¬sal metotlardan elde edilen

denklem sistemlerinin kararl¬l¬k analizleri von Neumann yöntemi ile yap¬lm¬̧st¬r.

Burger denkleminin kuadratik Galerkin, kübik kollokasyon ve kuintik kollokasyon

çözümleri yap¬lm¬̧st¬r. Burger denkleminin analitik çözümü bilinen test problem-

leri seçilerek say¬sal sonuçlar¬n L2 ve L1 hata normlar¬ bulunmuştur. Bulunan

say¬sal sonuçlar¬n analitik çözümlere oldukça yak¬n oldu¼gu görülmüştür. v viskosite

sabitinin etkisi gra�ksel çözümlerle gösterilmi̧stir. Uygulan metotlardan elde edilen

fark denklemlerine von Neuman kararl¬l¬k analizi uygulanm¬̧s ve bu denklemlerin

koşulsuz kararl¬olduklar¬gösterilmi̧stir.

Son olarak KdV denkleminin üç farkl¬başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problemi s¬ras¬yla

TG-QDBM, TG-CBM ve TC-QNBM �lar¬ile say¬sal çözümleri hesaplanm¬̧st¬r. Soli-

ton dalga oluşumu ve Maxwellian başlang¬ç koşulu ile dalgalar¬n gra�kleri çizilmi̧stir.

� de¼gerinin dalga oluşumuna etkisi gözlemlenmi̧stir. Uygulanan metotlar için C1; C2

ve C3 korunum sabitleri hesaplanarak zamanla sabit kald¬klar¬gösterilmi̧stir.

Genel olarak, Adveksiyon-difüzyon, Burger ve KdV denklemlerinin B-spline Taylor-

Galerkin ve B-spline Taylor-kollokasyon metotlar¬ ile çözümlerinden oldukça iyi
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sonuçlar elde edilmi̧stir. Her bir denkleme B-spline fonksiyonlar¬n etkisini araşt¬r-

mak için farkl¬dereceden spline fonksiyonlar uygulanm¬̧s ve elde edilen sonuçlar bir-

biriyle ve literatürde yer alan di¼ger çal¬̧smalarla kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Taylor-Galerkin

ve Taylor-kollokasyon metotlar¬kendi aralar¬nda k¬yasland¬¼g¬zaman Adveksiyon

-difüzyon denkleminde TG-QDBM metodu, Burger denkleminde TC-CBM metodu

ve KdV denkleminde TG-QDBM metodu di¼ger B-spline çözümlerine göre analitik

çözüme daha yak¬n sonuçlar vermi̧stir. Lineer olmayan k¬smi türevli diferensiyel

denklemlerdeki lineerleştirme i̧slemi konuma göre ayr¬̧st¬rmadan önce yap¬ld¬¼g¬için

i̧slem kolayl¬¼g¬sa¼glanm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda uygulanan metotlar için ikinci dereceden Taylor seri aç¬l¬m¬

kullan¬lm¬̧st¬r. B-spline fonksiyonlar¬n derecesine göre yüksek dereceden Taylor seri

aç¬l¬m¬kullan¬larak diferensiyel denklemlerin çözümleri elde edilebilir. K¬smi türevli

diferensiyel denklemler ve çok de¼gi̧skenli diferensiyel denklem sistemleri içinde öne-

rilen metotlar uygulanabilir.

Bu tezin konusu olan Taylor-Galerkin ve Taylor-kollokasyon B-spline sonlu ele-

man metotlar¬n¬n uygulanmas¬n¬n kolay olmas¬ve yukar¬da bahsedilen her üç denk-

lemin say¬sal çözümlerinde iyi sonuçlar vermesi nedeniyle, benzer tipdeki k¬smi

türevli diferensiyel denklemlerin say¬sal çözümleri için de uygun bir metot oldu¼gu

sonucuna var¬labilir.
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