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OZET

Bu tez ¢alismasinda, bir¢ok fiziksel olayt modellemek i¢in kullanilan bazi lineer
olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi
amaclanmistir. Bu amag dogrultusunda, Adveksiyon-difiizyon, Burger ve Korteweg-de
Vries (KdV) denklemlerinin yaklagik c¢oziimleri yaygin olarak kullanilan sonlu
elemanlar yontemi ile elde edilmistir.

Sayisal yoOntemin uygulaniginda, ilk olarak Taylor seri ac¢ilimi kullanilarak
diferensiyel denklemlerin zaman ayristirmasi yapilmistir. Zamana gore ayristirilan bu
denklemlerin konum ayristirmasi i¢in, denklemlerin ¢6ziim bolgeleri esit uzunluklu alt
araliklara boliinmiis ve taban fonksiyonlari olarak kuadratik, kiibik ve kuintik B-spline
taban foksiyonlar1 kullanilarak Galerkin ve kollokasyon sonlu eleman metotlar
uygulanmistir. Yukarida bahsedilen diferensiyel denklemlerin, zaman ve konum
ayristirilmas1 ile elde edilen cebirsel denklem sistemlerinin ¢6ziimii, Thomas
algoritmalar1 kullanilarak bulunmustur.

Farkl1 derecelerdeki B-spline fonksiyonlarinin kullanimi ile elde edilen sayisal

yontemler, farkli problemler iizerinde test edilmistir. Sayisal hatalar L, ve L_ hata

normlart ile gosterilmistir. Uygulanan sayisal metotlardan elde edilen fark
denklemlerinin kararlilik analizleri von Neumann yontemi ile yapilmistir. Sayisal
metotlardan elde edilen ¢oziimler, gerek birbirileri ile gerekse de literatiirde yer alan
diger bazi ¢alismalarla karsilastirilarak, onerilen yontemlerin avantaj ve dezavantajlari

tartisilmastir.

Anahtar Kelimeler: Adveksiyon-difiizyon denklemi, Burger denklemi, KdV

denklemi, Spline, Sonlu elemanlar, Taylor-Galerkin, Taylor- Kollokasyon
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SUMMARY

The main purpose of this thesis is to obtain the numerical solutions of some
nonlinear partial differential equations which are modelled for a quantitative description
of physical phenomena. For this purpose, the finite element method that is used widely
in numerical solutions of differential equations is employed by dealing with Advection-
diffusion, Burger and Korteweg-de Vries (KdV) equations.

In the application of the numerical method, firstly, the time discretization of the
equations is achieved by using Taylor’s expansion. In the finite element method, a
uniform partition of the solution domain is considered for the space discretization.
Then the finite element methods of Galerkin and collocation are applied on the time-
discreted equation system respectively. In the solution of these equations, quadratic,
cubic and quintic B-spline functions are chosen as the basis functions and system of
equations was obtained. The Thomas algorithms are used for the solutions of the these
systems.

The present methods given by the usage of B-splines in several degrees are

tested on different problems. The errors of numerical methods are shown by L, and

L, error norms. Stability of finite-difference equations which is obtained from

0

numerical methods is implemented by using the von Neumann method. In addition, the
obtained results are both compared with each other and some other works from the
literature. Then the advantages and the disadvantages of the present methods are

discussed.

Keywords: Advection-diffusion Equation, Burger’s Equation, Finite element,

KdV Equation, Spline, Taylor-Collocation, Taylor-Galerkin.
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1.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diferensiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinin bulunmasinda kul-
lanilan iki temel metotdan bahsedilmistir.  Diferensiyel denklemlerin tanmim a-
raliginin sonlu sayida boliinme noktalarina ayrilarak her bir boliinme noktasindaki
tiirev degerleri yerine sonlu fark yaklagimlarinin yazildigi sonlu farklar metodu ile
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini fonksiyonel yaklagimla veren sonlu elemanlar
metotlar: tamitilmigtir. Segilen agirlik fonksiyonlarina gore siniflandirilan bazi 6zel
sonlu eleman yontemleri anlatilmigtir.  Sayisal yontemlerde taban fonksiyonlar
olarak kullanilan B-spline fonksiyonlarin tanimlari verilmis ve sahip olduklar1 baz
ozellikler vurgulanmigtir. Bu tezin ana konusu olan Taylor-Galerkin metodundan
bahsedilmigtir. Kararlilik analizlerinin yapildigi von Neumann metodu hakkinda
bilgi verilmigtir. Sayisal metotlarin uygulanacag: adveksiyon-difiizyon, Burger ve
Korteweg-de Vries denklemleri tanitilarak, bu konuda literatiirde yer alan diger ¢alis-

malardan bahsedilmigtir.

1.1 Sonlu Farklar Metodu

Fizik, Miihendislik ve Matematik gibi bilim dallarinda karsilasilan bircok problem,
kismi tiirevli diferensiyel denklemlerle modellenir. Bu tiir denklemlerin yaklagik
¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan sayisal metotlardan birisi de sonlu farklar meto-
dudur. Bu metot, kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziim araliginin sonlu
sayida noktaya boliinerek bu noktalar tizerinde Taylor seri agilimlarinin kullanil-
masiyla elde edilen bir yontemdir.

u,  bagimsiz degiskenin siirekli bir fonksiyonu olsun. Sekil 1.1 de goriildiigii gibi
u fonksiyonunun tanmim kiimesini x, = x, + rh noktalarinda alt araliklara bolelim.

Boliinme noktalarinda fonksiyon,
w(z,) =u(rh) =w,, 1r=0,1,2,.. (1.1)

notasyonu ile gosterilir. Boliinme noktalarinin koordinatlari » tamsayilarinin 7

adim uzunlugu carpimi ile belirlenir. 7 tamsayisi,  ekseni boyunca bulunan



boliinme noktalariin sayisini verir ve genellikle » = 0 iken x = 0 dir. A sabit

olarak alindiginda wu(rh) fonksiyonu u, ile gosterilir.

Baliinme
noltalan
p(xr) =u(rh)=u,

0 h 2 th R
Sekil 1.1. A araligi icin sonlu fark boliinmesi.
¥ t,5t+1
L
ke h
—
r-1,5® * ® rt+ls

h r,5-1

Sekil 1.2. Iki boyutta sonlu fark boliinmesi.

Iki boyutlu durumda Sekil 1.2 de gosterildigi gibi u(z,y) fonksiyonu boliinme

noktalarinda

W@, ys) = u(rh,sk) =u,s, r=0,1,2,... s=0,1,2,.. (1.2)



bi¢iminde tanimlanir. x yoniindeki adim uzunlugu A, y yoniindeki adim uzunlugu &
ile belirtilir. 7 ve s tam sayilar1 v fonksiyonunun sirasiyla x ve y koordinatlarindaki
yerini gostermektedir. Keyfi bir (r,s) noktasina komsu boliinme noktalar; Sekil
1.2’ de gosterildigi gibi

Ups1,s = u[(r + 1)h, sk]

notasyonu ile belirtilir.

1.1.1 Taylor Seri Agilimlari

Taylor seri acilimlar:1 sonlu fark metotlarinin simflandirilmasinda ve formiile
edilmesinde 6nemli rol oynamaktadir. wu(x) fonksiyonunun z, noktasindaki Taylor

seri acgilimi

h? h? h*
veya
h? h? h*
U<I7« - h) = ’LL(I’,«) — huw\r + gum ) — gumx ) -+ quﬂgm ) + ...

seklindedir. Bu denklemlerin diizenlenmesi ile

u(ze +h) —u(x,) b h? h3
u(zy) —ulz, —h) b h? h3

ifadeleri elde edilir. w« fonksiyonunun x, noktasindaki birinci tiirev yaklagimi

w(z, +h) —u(z,) U1 —u,

~ = 1.
w(x,) —u(x, —h) Uy — Up_
Uy|, = (z,) h( = : : (1.6)

olarak gosterilir. (1.5-1.6) ile gosterilen yaklagimlar sirasiyla ileri fark ve geri fark
yaklagimlar: olarak adlandirilir. Bu yaklagimlardan da goriildiigii gibi seriler belli
bir yerden kesilmistir. Dolayisiyla bu kesme igleminden dolayi bir hata olusur.
Bu hatalar serinin kesildigi yerden sonraki ilk terime gore degerlendirilir ve O(.) ile

gosterilir. Buna gore (1.5) ve (1.6) daki tiirev yaklagimlarindaki F, hatasi,

ET:j:gum = O(h), . <&<wz.+h, r.—h<{<ua,
13



olarak karakterize edilebilir ve “A’ 1n kuvvetlerine gore 1. derecedendir.” denir ve
O(h) ile gosterilir.

(1.3), (1.4) denklemleri toplanir ve u,|, i¢in ¢oziiliirse birinci tiirev yaklagiminin

Up41 — Up—1
_ 1.
57 (1.7)

uﬂf’r =

bi¢imindeki farkli diger bir formu elde edilir. Hata terimi ise

h2
_Eux:ca: 3 Tr—1 S 5 S Tr41
13

olarak bulunur. (1.7) denkleminin hata terimi O(h?) dir. (1.3) denkleminden (1.4)

denklemi ¢ikartilirsa w,,|, 'nin yaklagik ifadesi

o Upt1 — 2ur + Up—1
uﬂm|r - h2

(1.8)

bulunur ve hata terimi

—h?
—a Uzzzz| Tr—1 S 5 S Tr41
12 ¢
olarak belirlenir. (1.8) denkleminin O(h?) gosterimi ile 2. dereceden hataya sahip
oldugu kolaylikla goriilebilir. Tablo 1.1 de u fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevleri

icin sonlu fark yaklagimlar1 ve hata terimleri gosterilmigtir.

Tablo 1.1. Bir bagimsiz degiskenli sonlu fark yaklagimlari

Tiirev  Sonlu Fark Yaklagimlar1 Hata derecesi

), S O(h)
U/T - ur—l O(h)
Up41 — Up—1 2
_ h
5T o(n?)

Upy1 — 2ur + Up—1

: o o(r?)




1.1.2 Lineer Sonlu Fark Operatorleri

Yaklagik tiirevler lineer operatorler kullanilarak da ifade edilebilirler. Tablo 1.2

deki gosterimler fark ifadelerini basitlegtirmek icin kullanilir.

Tablo 1.2. Lineer sonlu fark operatérlerinin tanimlanmasi.

Operator Sembol Fark Gosterimi
Ileri Fark A Aty = Upiq — Uy
Geri Fark \V4 Vu, = u, — up_1
Merkezi Fark 0 Oy = Upq1/2 — Up—1/2
Kaydirma E Eu, =,y
Ortalama 1 U, = Ur+1/2 ;L tr-1/2
Tiirev D Du, = zll—z = Uy |»

Ayrica farkli operatorler arasinda birgok bagimtilar vardir:

OUpg1jo + 0U—1/2  Upy1 — Up_q

5 r pr— p—
pou 2 2
52Ur = 5(5Ur) = 5(Ur+1/2 - urfl/Q) = 5Ur+1/2 - 5“1”71/2
= Upy1 — 2y + Up_q
/JJ53'U/T _ Ur42 — 2ur+1 + 2u'r—l — Up—2

2

1.2 Sonlu Elemanlar Yontemi

Bir ¢ok bilim adamu, ilgilendikleri fiziksel problemlerde, fiziksel siirecin matematiksel
olarak formiilasyonu ve matematiksel modelin durumuna gére niimerik olarak ince-
lenmesi iizerinde ¢alisirlar. Bu fiziksel siirecler, matematiksel olarak diferensiyel

denklemlerle ifade edilir.



Model denklem olarak ortaya ¢ikan diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimlerinin
bulunmasi i¢in kullanilan analitik yontemler, bir cok problemde biiyiik zorluklari da
beraberinde getirirler. Bu problemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi ve bu ¢oziimlerin
analizlerinin yapilmasi noktasinda sayisal yontemler bir alternatifi temsil ederler.
Sonlu farklar ve varyasyonel yontemler ¢ok sik kullanilan niimerik ¢oziim yontem-
leridir.

Sonlu elemanlar yontemi, varyasyonel yontemlerden birisidir. Bu yontem, yak-
lagim fonksiyonlarinin, problemin ¢ziim bolgesinin alt bolgelerinde, sistematik bigim-
de elde edilmesi olanag: saglar. Sonlu elemanlar yonteminde, geometrik olarak kar-
magik olan problemin ¢oziim bolgesinin, sonlu elemanlar olarak adlandirilan daha
basit alt bolgelerinin bir birlegimi ile temsil edilmesi, her bir sonlu eleman iizerinde,
herhangi bir siirekli fonksiyon cebirsel polinomlarin bir lineer kombinasyonu ile gos-
terilebilir olmas1 ve belirsiz katsayilardan olusan cebirsel bagintilarin diferensiyel
denklemi saglatarak belirlenmesi gibi 6zelliklerinden dolay1 diger niimerik yontem-
lere gore daha ¢ok avantaj saglar (Reddy, 1993).

Bir diferensiyel denkleme sonlu elemanlar yonteminin uygulanisi agagidaki gibidir.

L[u], u nun tiirevlerini iceren genel bir diferensiyel operatorii, U, [u] uygun sayida

sinir kogulu, 2 ¢oziim bolgesi ve sinir1 0§2 olmak iizere;

Lu] =r(z), z€Q, 19)
Udu] =7, —1€09,

sinir deger problemini dikkate alalim. Bu problemin ¢oziimiine yapilacak yaklagim,
u(z) = w(x,a,as, ..., an)

seklindedir. Burada ay, as, ..., ay bulunmasi gerekli olan parametrelerdir. a = [a4

as ... ay| olarak almirsa, secilecek uygun v, taban fonksiyonlar igin yaklagik ¢oziim

w(e,0) = Yol@) + 3 ati(v) (1.10)

seklinde ifade edilebilir. Bu se¢im, problemin siir kosullarini da saglayacak sekilde

olmalidir. Bu yaklagik ¢oziim, diferensiyel denklemde yerine yazilirsa

E[z,a) = Llw(z,a)] — r(x) (1.11)



kalintis1 (rezidii) bulunur. Bu kalinti, w(x,a) yaklagim fonksiyonunun diferensiyel
denklemi saglama ol¢iisiinii bize verir. Yapilan yaklagimdaki v; fonksiyonlariin
sayist olan N biiyiidiikge E[r,a] kalintisinin da kiiciilmesi beklenir. ~ Bu kalint1
dogrudan sifir oldugunda ise tam coziim elde edilir. Kalintinin dogrudan sifir ol-
masini saglamak zor oldugundan, sayisal yaklasim yontemlerinde E[z,a] kalintisim
miimkiin oldugunca kiigiik yapacak yollar aranir.  Sonlu elemanlar yoénteminde

bunun i¢in kalintinin agirlikli integrali olan
(¢;,Elx,a]) =0, j=1,2,..,N (1.12)

ifadesi sifira egitlenir. Burada, (gb], Elz, blr i¢ carpim olup,

/¢ E dx

seklinde tammlanir. ¢, ise bir agirhk fonksiyonudur. Eger w(z,a) ¢oziimii bir
tam ¢oziim ise (1.12) ifadesi, agirlik fonksiyonu nasil segilirse segilsin sifir olacak-
tir. Agirlik fonksiyonlarinin se¢imi icin degisik alternatifler vardir ve bu secimlerin
her birisi yaklagik metot iizerinde farkli bir sonlu eleman yontemine karsilik gelir.
Agirlik fonksiyonlar1 belirlenip metoda uygulandiginda N bilinmeyenli bir cebirsel
denklem sistemi elde edilir. Bu sistem uygun yontemler kullanilarak coziilebilir.
Buradan elde edilen ¢oziimlerin, (1.10) denkleminde yerlerine yazilmasiyla da (1.9)

ile verilen diferensiyel denklemin yaklagik ¢oziimii bulunmus olur.

1.2.1 Kollokasyon Yo6ntemi

x1,To, ..., xy noktalari, 2 bolgesinde N tane nokta olsunlar. Kollokasyon meto-
dunda, (1.12) ifadesindeki agirhk fonksiyonu, § () dirac delta fonksiyonu olmak

tizere, ¢; = 0 (v — x;) biciminde segilir. Dirac delta fonksiyonu,

/ F(@)6 (x — €) dz = ()

olarak tanmmlanir (Reddy, 1993). Agirlik fonksiyonlarimin segimiyle (1.12) ifadesin-

den elde edilecek denklemler

/5(x—xj) - Elz,a] do =0 (1.13)
Q



seklinde olur. Dirac delta fonksiyonu, verilen noktalarin diginda sifir oldugundan
(1.13) denklemi
Elzjal =0, j=12,.,N

formuna indirgenir. Buise E[x, a] kalintisinin 2 bolgesinden segilen N tane noktada
sifir olarak alinmasi yani elde edilen yaklasik ¢oziimiin secilen noktalarda tam ¢oziim
olmasi demektir. N tane kollokasyon noktasinin secimi keyfi olmakla beraber esgit
uzakliktaki noktalarin secilmesi yaygim kullanimdir (Reddy, 1993).

Kollokasyon yonteminde, sadece boliinme noktalarinda hesaplama yapilir. Bu
nedenle kisa siirede hesaplama yapilmasina olanak sagladigindan diger yontemlere

gore daha ekonomik oldugu sdylenebilir.

1.2.2 Galerkin Yontemi

Galerkin metodu, sonlu elemanlar metotlarinin i¢cinde en ¢ok kullanilan metottur.
Bu metodun uygulanmiginda, diferensiyel denklemin yaklagik ¢oziimii w(z,a) olmak

iizere bu yontem, (1.12) denklemindeki agirlik fonksiyonlarimin

seklinde secilmesi esasina dayanir. Boylece (1.12) ifadesi
/wj(a:) -Elzr,alde =0, j=1,2,..,.N
Q

halini alir. Buradan elde edilecek cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle a = [a4

as ... ay| bilinmeyenleri bulunmug olur (Reddy, 1993).

1.3 B-spline Fonksiyonlar

Fizik, Kimya, Miihendislik Bilimlerinde ve Matematigin gesitli konularinda problem-
lerin ¢oziimlerinde kullanilan yontemlerden biriside fonksiyonel yaklagim yontem-
leridir. Ozellikle de polinom yaklagimi fonksiyonel yaklasim yontemlerinde biiyiik
yarar saglar. Bir yaklagim fonksiyonunun belirlenmesinde verilen nokta sayisi ne

kadar fazla ise polinom o kadar yiiksek dereceden olur. Bu durum fonksiyonlarda



biiyiik salinimlara sebep olacagindan hatali sonuglara yoneltebilir. Alternatif yak-
lagim ise, aranan fonksiyonu temsil edecek sekilde verilen noktalarin kiimesine daha
diisiik dereceden parcali polinomlarla yaklagmak ve iglem kolayligi saglamaktir. Bu-
rada yapilan iglem [z, z,] aralgim kiiciik araliklara pargalayarak her bir parga ii-
zerinde diigiik dereceden polinomlar kullanilarak, aranan fonksiyona yaklagmaktir.
Bu tiir 6zelliklere sahip parcali polinomlara spline fonksiyonlar adi verilir.

Spline fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir.  Spline fonksiyonlar uygun baza
sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir. El ve bilgisayar hesaplamalarinda spline
fonksiyonlar kullanighdir. Spline fonksiyonlarin hem tiirevleri hem de integralleri
yine spline fonksiyonlardir. Coziim bolgesi tizerinde siirekli her fonksiyon, m. derece-
den bir spline fonksiyon ile temsil edilebilir. Kiigiik dereceden spline fonksiyonlar
cok esnektirler ve polinomlardaki gibi salimim yapmazlar.

s(x), spline fonksiyonlar1 gostersin. i, s, ..., z, reel sayilarin monoton artan

bir dizisi olmak {izere m. dereceden spline fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir:

a. s(z), her [z;, z;41] araliginda m. yada daha kiigiik dereceden bir polinomdur.

b. s(z), m — 1. mertebeden tiirevlenebilir ve tiirevleri x1, xs, ..., z,, boliinme nokta-

larinda siireklidir.

m = 0 i¢in (b) kosulu gegersizdir. m = 1 igin spline fonksiyonu lineer bir
fonksiyondur ve verilen aralikta kirik c¢izgiyi gosterir. Ayrica spline fonksiyonlar
diizgiin fonksiyonlardir (smooth function) ve bu fonksiyonlarin hesaplanmalar: ko-
laydir.

B-spline fonksiyonlar da spline fonksiyonlardir. Ancak polinom derecesi, diizgiin-
litkk ve ¢oziim bolgesinin par¢alanmasina gore, B-spline fonksiyonlar, minimal destege
(support) sahip fonksiyonlardir. Belirli derecede ve diizgiinliikteki her spline fonksi-
yon ayni derece ve diizgiinliikteki B-spline fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu
ile temsil edilebilir (de Boor, 1978). Bu nedenle de B-spline fonksiyonlar, spline
fonksiyonlar i¢in bir taban olugtururlar. Aym zamanda bir B-spline fonksiyonu
Bézier egrilerinin de bir genellegtirmesidir. B-spline terimi, ilk defa basis spline

kelimesinin kisaltmasi olarak Isaac Jacob Schoenberg tarafindan kullanilmigtir.
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B-spline fonksiyonlarin tanimlanmasi bir kag yolla yapilabilir. 0. dereceden

B-spline fonksiyonu,

B _ 1, z;<x<wpy
' 0, DD

seklinde tanimlanir (de Boor, 1978). Bu adim fonksiyonunun kullamlmasiyla daha

yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar ardigik olarak,

BF(z — BF Y x) + Tkl T phel(y
Z( ) Titk — Tj ( ) LTitk+1 — Tit1 l+1< )

k=1,2,.., i=0+1,+2 ..

T —

formiiliiyle hesaplanir. Boylece tamimlanan B-spline fonksiyonlar, [z, x| araliginda
tamuml fonksiyonlar igin bir taban olusturmaktadir (Prenter, 1975). Yukaridaki
tammmlamadan da goriildiigii gibi B-spline fonksiyonlar, esit uzunluklu alt araliklar
tizerinde tanimlanabilecegi gibi ¢oziim bolgesi iizerinde esit dagitilmamis noktalar

lizerinde de tamimlanabilir.

1.3.1 Lineer B-spline Fonksiyonlar

Herhangi bir [a, b] araligim a = xy < 27 < 22 < ... < x, = b seklinde n+ 1 tane
nokta ile bolelim. x_,,, & i1, 1, Tns1, - - -, Tnim Noktalarida, [a, b] araliginin

diginda kalan noktalar olsun. [z_,,,z, ] lizerinde tamimh
m—+1

m+ 1
By(t) = hm— 12 ( )(ffi—m+k+1—t)7f:,kZ-l,O,...,n—i—m—Q
m. dereceden sphne fonk81y0nlar1 vardir. Burada her k = —1,0,...,n+m — 2 icin

t < T_pmiks1, T > tgao oldugunda By (t) = 0 ve

- (Ticmirer =)™ 5t < Tismgrn
(Timghpr — ) =
0 y 1> Bkt
bi¢iminde tamimhidir. B_;(t), Bo(t), ..., Butm—2(t) fonksiyonlarma m. dereceden
B-spline fonksiyonlar denir.

L, lineer B-spline fonksiyonu, h = (2,41 — Z.,) igin

, (Tpy1 — ) = 2(Tm — ), [Tm—1, Tmi)
Lm = E (xm+1 - $), [iEm, merl] (114)
0, DD



11

bigiminde tammlanmigtir (Prenter, 1975). Lineer spline fonksiyonlar 2,1, 1]
araliginin diginda sifirdir.  L,,, spline fonksiyonu z,, 1 < x < z,,,; araliginda deger
alir.  Dolaywsiyla L, ve L, spline fonksiyonlari [z,,,x,, 1] araligindaki sonlu
elemanlar1 kapsar.

[T, Tmy1] sonlu elemam igin hé = z — x,,, 0 < € < 1 doniigiimii ile tammh yerel

koordinat sistemi yardimiyla, Sekil 1.3 de goriildiigii gibi deneme fonksiyonlar:

L= (Lm>Lm+1) = (1 - 575)

elde edilebilir.

Sekil 1.3. [x,,Zmy1] elemaninda L, L1

deneme fonksiyonlar

Bir U fonksiyonunun [x,,, ,,,1] elemam iizerindeki degigimi
U=Ld =(1~&8)(0m 0mir)”

olarak bulunur. Buradaki d¢ = ((5m,5m+1)T bilinmeyen parametreler ve L°¢ =

(L, Lypy1) deneme fonksiyonlar: olarak bilinir. x = x,, diigiim noktasindaki U,
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degeri 0, parametreleri cinsinden

olarak elde edilir. Boylece lineer B-spline elemanlar1 i¢in U(x,t) fonksiyonunun

diigiim noktarindaki degerleri ile 9,, parametreleri 6zdegtir (Ali, 1991).

1.3.2 Kuadratik B-spline Fonksiyonlar

[a,b] araligimi, ¢ = 29 < 71 < ... < xx = b noktalarinda esit uzunluklu alt

araliklara bolelim. Bu alt araliklar tizerinde olusturulan kuadratik B-spline fonksi-

yonlari, m = —1,0, ..., N ve h = z,,,1 — ©,, olmak iizere,
(Tmio — 2)% = 3(Tmi1 — )2 + 3(zm — )%, [T1, T
b = 1 (Im+2 - x)Q - 3(xm—i—l - .17)2, [xm’xm+1} (1 15)
h ($m+2 - 95)27 [$m+1, 517m+2]
0, DD

\

bi¢iminde tanimlanir (Prenter, 1975).

¢,, kuadratik B-spline fonksiyonu ve bu fonksiyonun birinci tiirevi [z, 1, Zy2]
araliginin diginda sifirdir.  {¢_;, ¢g, @4, ..., & } kuadratik B-spline fonksiyonlari, bu
aralikta tanimh fonksiyonlar i¢in bir taban olusturur. Tablo 1.3 de ¢,, ve onun z’e

gore tiirevi olan ¢, ’ nin belirli diigiim noktalarindaki degerleri verilmigtir.

Tablo 1.3. Diigiim noktalarinda kuadratik B-spline degerleri

Tm—1 Tm Tm+1 Tm+2 -
6, | 0 1 1 0
hel |0 2 2 0

Sadece ardigik ii¢ aralik tizerinde bir ¢,, spline fonksiyonu tanimhdir. Boylece
Om—1> Om> Omy1 spline fonksiyonlart [2,,, Zm11] sonlu eleman: iizerinde deger alir.

Diger tiim spline’lar bu aralikta sifirdir.
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[y Tm1] sonlu elemant igin h§ = x—x,,, 0 < £ < 1ile bir yerel koordinat sistemi

tanimlanirsa deneme fonksiyonlarinin elemanlar1 bu koordinat sistemi cinsinden

¢ = (Pt Os nyr) = (1= 26+ 67,1+ 26 - 26°,€7) (1.16)

elde edilir. (1.16) fonksiyonlari, sonlu eleman yaklagimlari i¢in kullanilan [z,,, ,,11]
araligindaki kuadratik B-spline gosterimleridir ve deneme fonksiyonlar1 olarak isim-
lendirilir. Her eleman igin ayni olan bu deneme fonksiyonlar1 Sekil 1.4 de goste-

rilmigtir. Bir U fonksiyonunun [z,,, Z,,+1] eleman iizerindeki ifadesi

U = ¢m715m—1 + ¢m5m + ¢m+16m+1 = ¢e'de (117)
= (1-26+81+26-288).d°

ile bulunur. Burada d® = (0,,_1, 6, Oms1)? bilinmeyen parametreleri ¢° = (¢,, ;,

®pms Pms1) deneme fonksiyonlaridir.

1

0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
X

m

Sekil 1.4. [, Tpy1] eleman tizerindeki ¢, 1, @,,, Prost

deneme fonksiyonlari.

xr = x,,, noktasindaki U,, ve U/ nodal degerleri ¢,, parametresi ile

Up = 0m + Ot (1.18)
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WU = 2(6, — i) (1.19)

bi¢iminde yazilabilir. U(z,t) fonksiyonuna genel yaklagim fonksiyonu olarak belir-
tilen Uy(x,t) ifadesi, deneme fonksiyonlari olarak kuadratik B-spline fonksiyonlari

kullanilarak

Un(t) = 3 6, (@)5n(t) (1.20)

m=—1

bigiminde yazlabilir. Buradaki §,,’ ler zamana bagh parametrelerdir. (1.20) for-
munda bir U(x) fonksiyonunun bulunabilmesi i¢in fonksiyonda gosterilen bilinmeyen

d=(6_1,...,0n) vektorii belirlenmelidir. Bunun igin

Un(@)=¢d= Y dmo,(z) (1.21)

m=—1

denkleminde Uy(x) yaklagimi su kogullar: saglamalidir (Ali, 1991):

a) o, ...,y noktalarmda U(x) fonksiyonu ile ayni degerleri almalidir. Dolayisiyla

N + 1 kosul olusur.

b) zo noktasindaki U(z) fonksiyonun tiirev degeri ile Uy(z) yaklagik fonksiyonun

tiirev degeri ayni olmalidir.  Yani Uy (z) = U'(zg) olur.

Baslangig kosullar1 uygulandiginda

do—0_1 =

(50 + 571 = U(Qio)

5N—1 + 5]\[ = U(ZEN)

denklemleri elde edilir. 11k iki denklemden §_; ve d;

2U($0) — hU/(.CL'())
4 )

_ 2U(l’0) + hUl(xo)

0_1= 1

0o

olarak bulunur. (1.22) denklem sistemi §_; yok edilerek matris formunda diizen-

lenirse

Md=10
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matris denklemi elde edilir. Burada

10
11
M = 11

d= (50, ceey (SN)T ve

b (2U(.7cg) + hU'(z0)

1 ,U(xl),...,U(xN))T

dir. Bu denklem sisteminden U,, = U(x,,) olmak iizere
5m = Um - 5m—1, m = 1, ,N

elde edilir. Boylece bulunan d vektorii (1.21) formundaki U(z) agihminda yerine

yazilir (Ali, 1991).

1.3.3 Kiibik B-spline Fonksiyonlar

Bir [a,b] arahig i¢in zg, ..., zx boliinme noktalar1 ve h = (z,,11 — x,,) olmak iizere

®,, kiibik B-spline fonksiyonlar:

(

(r — Tm2)?, [Zm—2y Tn—1]
h3 + 3h2(x — 2py_1) + 3h(z — 2py_1)?
—3(z — xm_1)?, [Tm_1, Tm)
G (T) = % h3 + 3h*(xpy1 — ) + 3h(Tpy1 — )2
= 3(Tmi1 — 35>37 [Tm, Tmaa]
(Tmi2 — 2)°, [Tint1; Tonta)
0, DD

(1.23)
bi¢iminde tamimlanir (Prenter, 1975). ¢,,(%), Zm—2, Tm-1, Tm, Tm+1 V€ Tppio NOKta-
larindaki kiibik B-spline degerleridir. ¢,, spline fonksiyonu ve ilk iki tiirevi [z,,_a,
Tmyo] araligimin diginda sifirdir.  Diigiim noktalarindaki ¢,,(z), ¢, (z) ve ¢! (z)

m

degerleri Tablo 1.4 de verilmistir.
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Tablo 1.4. Diigiim noktalarinda kiibik B-spline degerleri

x Tm—2 | Tm—1 | Tm Tm+1 | Tm42

(1.23) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonunun ardigik 4 komsu eleman {izerinde
sifirdan farkli, diger yerlerde sifir oldugu goriilmektedir. Sekil 1.5 de gosterildigi gibi
herbir [z,,, Z;m11] araligl ¢, 1,0, \@pmi1,Pmss kilbik B-spline fonksiyonlar: tarafin-
dan ortiiliir. Bir U fonksiyonunun [x,,, ,,+1] elemani iizerindeki agilimi

m-+2

U= ) ¢;(x)6;(t) = ¢°.d° (1.24)

j=m—1
bi¢imindedir. ~Burada d,,-1, dm, Omi1, Omio €leman parametreleri ve ¢, 1,0,,,

Omits Pmyo deneme fonksiyonlaridir. {¢_1,¢0,¢1,...,¢N,¢N+1} kiimesi [a, b] ii-

zerinde tamimli fonksiyonlar i¢in bir taban olugturur. 0 < ¢ < 1 olmak iizere
hé = x —x,, yerel koordinat doniisiimii yardimiyla, spline fonksiyonlar, genel eleman

parametrelerinden bagimsiz olarak
¢ = (1-36+36" — &4 - 667 +3¢7, 1+ 36+ 367 - 367, &) (1.25)

bi¢iminde ifade edilebilir.
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Sekil 1.5. [x,, Zn11] elemam tizerindeki ¢, ;, ¢

m?

Ormg1>Pmao deneme fonksiyonlar:.

xr = x,,, noktasinda U,,, U] ,U)" degerleri d,, terimleriyle

Um = (5m+1 + 45m + (Smfl (126)
h2U!" = 6(0pmi1 — 26m + Om1) (1.28)

olarak bulunur.
U (x,t) fonksiyonuna genel yaklagim fonksiyonu, ¢,, kiibik B-spline deneme fonksi-

yonlarina bagh olarak
N+1

Un(z.t) = Y ¢, (2)0m(t) (1.29)

m=—1

formunda ifade edilir. Burada 4, ler sinir ve interpolasyon kosullarindan belir-
lenecek zamana bagh biiyiikliiklerdir. Uy (z) fonksiyonundaki d = (0_1,...,0n+1)
bilinmeyenleri agsagidaki gekilde bulunur. (1.29) ifadesi kullamlarak §,, paramet-

releri belirlenir. Uy (z) yaklagim fonksiyonu agagidaki kogullar saglamalidir:

a) T,, m = 0,..,N noktalarmda U(x) fonksiyonu ile ayni degerleri almalidir,

dolayisiyla N + 1 kosul olusur.
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b) Smirlarda Ux(z) yaklagim fonksiyonunun tiirev degerleri U(z) fonksiyonunun

tiirev degerleri ile ayni1 olmahdir: U'(zg) = «a, U'(xy) =  olsun.

Bu kogullar uygulandiginda

T = M
(51+450+5_1 = U(a?o)

On-1+40n +nt1 = Ulzy)

h
ON+1 — ON-1 = ?ﬁ

denklem sistemi elde edilir. (1.30) denklem sisteminden §_; ve 0y parametreleri
yok edilip diizenlenirse

Ad = b (1.31)

formunda bir matris denklemi olusur. Burada

4 2
14 1
1 4 1
A:
1 41
2 4
d = (8, 01,....0x5)" ve

ho ha\"
b= <U($O) + ?7[](3:1)7""(](3:]\7) - ?ﬁ)

olarak bulunur. (1.31) denklem sistemi Thomas algoritmasi ile ¢oziilerek, d vektorii

bulunur (Ali, 1991).

1.3.4 Kuartik B-spline Fonksiyonlar

[a, b] araligini, a = 29 < 1 < ... < xy = b noktalarinda egit uzunluklu alt araliklara

bolelim. Bu alt araliklar iizerinde olusturulan kuartik B-spline fonksiyonlari, m =



—2,..,N+1ve h=x,.1— x, olmak lizere,
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( (r — Tp2), [Tim—2y Tim—1]
(r — Tim2)* —5(x — 2p1)?, [T 1, T
(z) = 1 < (T — Zm2)* =5 — T )+ 10(x — 2)%, [T, Tt
o) = P (@mgs — )" = 5(@msa — 2)", [Tmt1; Tnao]
(s — )7, [Tm+25 Timt3]
0, DD

biciminde tanimlanir

(1.32)

Kuartik B-spline fonksiyonlarinin diigiim noktalarindaki degerleri ve ii¢iincii mer-

tebeye kadar olan tiirev degerleri Tablo 1.5’ de verilmigtir. Sekil 1.6” da goriildigii

gibi her bir [z,,, £, +1] elemanm ardigik 5 spline ile ortiiliir.

Tablo 1.5. Diigiim noktalarinda kuartik B-spline degerleri

z ITm—2 | Tm-1 | Tm | Tm4l | Tm+2 | Tm+43
D, 0 1 11 11 1 0
he!, 0 4 12 | -12 -4 0
h2¢!, 0 12 | -12 | -12 12 0
R3¢l 0 24 | -T2 72 -24 0

0 <¢<1vehé& =ux— x, yerel koordinat doniigiimii yardimiyla spline fonksi-

yonlar genel eleman parametrelerinden bagimsiz olarak

-
D1

P
Prmt1

¢m+2

1— 46+ 662 —48% 4+ ¢

11 — 126 — 662 + 126° — 4¢*
11 4 12¢ — 662 — 128 + 6¢* (1.33)
14 4 4 662 + 4€% — 4¢*

54
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bi¢iminde ifade edilebilir.

Qn

Qm-l Qm+1

Qm»z Qm+2

X X

m+1

Sekil 1.6. |2y, Tymy1] eleman tizerindeki ¢, o, @,,,_1,

s Prns1:Pm4o deneme fonksiyonlari.

[, Tm1] elemant iizerinde U(x,t) fonksiyonun degisimi

U(%, t) = ¢e'de = (¢m—27 ¢m—17 ¢m7 ¢m+17 ¢m+2)' (134)
(6m—27 6m—17 6m7 5m+17 6m+2)T

formundadir. =z, diigiim noktalarindaki U,,, U/, U U/’ nodal degerleri 9,, para-

metresi ile

Um - 5m+1 + 1]-6771 + ]-15m—1 + 5m—2
hUr/n - 4(5m+1 + 35m - 36m—1 - 6m—2)
R*U" = 12(0mi1 — Om — Ome1 + Om_2)

hSU;{: = 24(5m+1 - 3(5m ‘|‘ 35m71 - 6m72>

olarak yazilabilir. ~Kollokasyon metodu uygulanirken, kollokasyon noktalari ele-

manlarin boliinme noktalar: olarak alinir ve kuartik B-spline interpolasyon fonksi-
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yonlari, kismi tiirevli diferensiyel denklemin iigiincii mertebeye kadar olan tiirevleri

ve yukarida verilen kollokasyon noktalarindaki degerleri ile kullanilir (Ali, 1991).

1.3.5 Kuintik B-spline Fonksiyonlar

la,b] araligini, a = xy < 1 < ... < xy = b noktalarinda esgit uzunluklu alt araliklara
bolelim. Bu alt araliklar {izerinde olusturulan kuintik B-spline fonksiyonlari, m =
—2,0,... N+2ve h =z, — x, olmak {izere,

(

(.CL’ - Im,3)5, [.le,g, xmfZ]
(-T - C(;771—3)5 - 6(5(] - xm—2)57 [Im—2a Im—l]
(Ilf - xm—3)5 - 6(‘% - xm—2)5 + ]-5(1‘ - xm—1)57 [xm—la xm]

(= Zm3)® —6(x — Tp2)® + 15(x — 2p1)®
1 —20(x — 2n)°, [T, T
(r — Tm3)° —6(x — Tp2)® + 15(x — Tp1)®
—20(z — zm)° + 15(x — Zyp41)°, [Tms1s Timya)
(2 — Zm3)° —6(x — Tp2)® + 15(x — 2p1)°
—20(x — )" + 15(x — Zpi1)® — 6(2 — Tpy2)®, [Tmt2y Tmys)

0, DD

\

(1.35)
bigiminde tammlanir (Prenter, 1975). ¢, (), z,, diigiim noktalarindaki kuintik

B-spline degerleridir.

Tablo 1.6. Diigiim noktalarinda kuintik B-spline degerleri

x Tm-3 | Tm—2 | Tm—1 | Tm Tm+1 | Tm42 | Tm+3

1 26 66 26 1 0

n3¢l 60 | -120 0 120 | -60
hi¢ 120 | -480 | 720 | -480 | 120

0
0
h2¢!, 0 20 40 | -120 | 40 20
0
0

o | o | o | O

2V
m
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&, () kuintik B-spline fonksiyonu ve iigiincii mertebeye kadar olan tiirevleri
[Tm—3,Tm13] aralginin diginda sifirdir.  Tablo 1.6 da ¢,,(x) fonksiyonun ve tiirev-
lerinin diigiim noktarindaki degerleri verilmistir. Sekil 1.7 de gosterildigi gibi herbir

[T, T ] @raligl @, o, b1, Orny Prni1 s Prngos Py Kuintik B-spline fonksiyonlar

tarafindan ortiiliir. Bu aralikta diger B-spline fonksiyonlar: sifirdir.

Qm Qm+1

Qm-l Qm+2

Qm-2 Qm+3

m X

X

Sekil 1.7. |2, Zyny1] elemamn tizerindeki ¢, o, ¢

m—1»

B> Drnt1sPms2:Pmsg deneme fonksiyonlari.

0 < ¢ <1 olmak iizere h{ = z—x,, yerel koordinat doniigiimii yardimiyla kuintik
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B-spline fonksiyonlar, genel eleman parametrelerinden bagimsiz olarak

Grpg = 1—56+106% — 1063 4 56t — €
b1 = 26—50¢+20&% 4 2063 — 206 + 5¢°
b, = 66—60& 4 306* — 10€° (1.36)
b1 = 26+ 50& +20€% — 20€% — 20¢* + 10€°
Gmio = 1+5E+10&% +10€° + 5¢* — 5¢°
Oz = &

bigiminde ifade edilebilir.  U(x,t) fonksiyonunun [z,,z,,+1] eleman: iizerindeki

degisimi
Uz, t) = ¢°.d° = (dm-2s Pm-1>Pm> Prnt1: Pns2s Pimss)-

(1.37)
<5m727 5m717 6m; 5m+17 5m+27 6m+3)T

bi¢imindedir. =~ Burada z,, noktalarmdaki Uy(x,t) ve 4. mertebeye kadar olan

tiirevleri
Un = Omia+ 26841 + 660, +260,,_1 + 6o (1.38)
AU = 5(6mia +106m41 — 100, 1 — 6pm_2) (1.39)
R*U" = 20(0mio + 20mi1 — 66m + 26,1 + Opm2) (1.40)
RPUY = 60(8mi2 — 20mi1 + 20m-1 — Om_2) (1.41)
RAUY = 120(8mso — 40mi1 + 66, — 48,1 + 6in2) (1.42)

formunda verilmigtir (Gardner et al, 1990 c¢).  Kuintik B-spline fonksiyonu ve
dordiincii mertebeye kadar olan tiirevleri boliinme noktalarinda siireklidir. Kuintik
B-spline sonlu elemanlar C* tipinde siireklilige sahip fonksiyonlardir. 4. basamak-
tan tiirevleri iceren kismi tiirevli diferensiyel denklemlere kuintik B-spline kollokasyon
yontemi uygulanabilir.

{_0.0_1, 0, s On, Ony1, Pio ) fonksiyonlarmin kiimesi [a, b] iizerinde tammh
fonksiyonlar i¢in bir taban olugturur. Kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak
U(x,t) fonksiyonu i¢in genel yaklagim fonksiyonu Uy (z,t)

Un(@,t) = Y &y (2)0m(t) (1.43)

m=—2
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seklinde yazilir. Burada d,,’ ler zamana bagh bilinmeyen parametrelerdir. Uy (z, 1)
fonksiyonundaki d = (§_2,d0_1,...,0n11,0N42) vektoriiniin belirlenmesi i¢in Uy (z)

yaklagimi
N+2

Un(@) = 3 6 (2)5n (1.44)

m=—2

agagidaki kogullar1 saglamahdir (Prenter, 1975) :

a) Diigiim noktalarinda U(x) fonksiyonu ile ayni degerleri almaldir, dolayisiyla

N + 1 kosul olusur.

b) Smirlarda Uy(z) yaklagim fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevleri, U(z) fonksi-
yonun tiirev degerleri ile ayni olmahdir: U'(xg) = ay, U'(xy) = a9,.U"(x0) =

517 U”(l’N) = 52-

Bu kogullar uygulandiginda

oy = 03+ 106; — 106y — 65
BBy = 024201 —65)+20_1 +0_5
U(ro) = 0y + 266, + 6600 +266_1 4+ o
: Lo (1.45)
U(ry) = Onsa+260n.1 4+ 660y + 2605 1 + Sn_o
oy = Onj2+100N41 —106N_1 — On_a
BBy = Onjot20n41 — 60y + 20N 1+ 02

bi¢imindeki denklem sistemi elde edilir.  Burada §_o,0_; parametreleri ilk iki
denklemden, dy;1 ve Oy, o parametreleri son iki denklemden yok edilerek (1.45)

denkleminde yerine yazilirsa

Md=1b
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bi¢iminde matris denklemi elde edilir. Burada

54 60 6
101 135 105
< 2 o1 1

1 26 66 26 1
1 26 66 26 1

4 2 4
6 60 54
d= (0o,....,0n5)" ve
3har  h2B, hai  h2B,
_— illeg e}
(U(xo) + - + 0 LU (21) + 10 + 60"
has B0, 3has  h*By. 1
Ulzy 1) — =2 4 2 P2 ey
Uleva) = 55+ g0 Ulew) = ==+ =57%)

olur. d vektorii bu matris denkleminin ¢oziimii olarak belirlenir.

1.4 Taylor-Galerkin Metodu

Taylor-Galerkin metodu uygulanirken, klasik (Lax and Wendroff, 1960) Lax-
Wendroftf FD metodunda oldugu gibi, diferensiyel denklem ve onun zamana gére
tiirevleri zamana gore Taylor seri aciliminda yerine yazilir ve konuma gore ayrigti-
rilmasinda klasik Galerkin yontemi uygulanir. ilk olarak Donea, konveksiyon prob-
lemlerine Taylor-Galerkin metodunu uygulamistir (Donea, 1984). Diferensiyel denk-
lemi ve tiirevlerini, zamana goére Taylor seri aciliminda yerine yazarak konuma gore
ayristirmay1 Galerkin sonlu elemanlar metodu ile yapmis ve bu metodun Taylor-
Galerkin metodu olarak bilinmesini saglamigtir. Metot formiil olarak ifade edilmesin-
den sonra daha da gelistirilmis, adveksiyon denklemlerinin ve hiperbolik denklem
sistemlerinin konuma ve zamana gore ayristirma islemlerinin uygun bir sekilde yapil-
masi i¢in kullanilmigtir: Birinci mertebeden hiperbolik denklemler i¢in temel Taylor-
Galerkin algoritmasi onerilmigtir (Donea, 1984), (Lohner et al., 1984). Bottura

ve Donea’nin galigmalari da bunlardan bazilarnidir (Bottura and Zienkiewicz, 1990),



26

(Donea et.al, 1992). Baz kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin zamana gore Taylor
seri acilimlarinda konuma gore ayrigtirilmasinda wavelet taban fonksiyonlarini kul-
lanilarak wavelet-Taylor Galerkin metodu geligtirilmigtir (Kumar and Mehra, 2005).
Taylor-Galerkin algoritmalari, kirliligin taginmasi, sig su problemleri, akigkanlar di-
namigi, kat1 (solid) dinamigi gibi gok genis ve gesitli alanlardaki uygulamalar gercek-
legtirilmigtir (Safjan and Oden, 1993), (Tamma and Namburu, 1988), (Zhang and
Tabarrok, 1999), (Mabssout and Pastor , 2003).

1.5 von Neumann Kararlilik Analizi

von Neumann kararlilik analizi yontemi, sonlu fark denklemlerinin kararliliklarini
gostermek ic¢in kullanilan bir yontemdir. Bu yontemde sonlu fark denkleminin bir
¢oziimii Fourier serisine acilir. Amplifikasyon faktoriiniin biiyiimesi veya kiiciilmesi
sayisal algoritmanin kararli olup olmadigini gosterir.

Incelenmekte olan sonlu fark denklemi lineerse Fourier serisinin sadece bir genel
teriminin alinarak incelenmesi yeterli olmaktadir. Gergekte denklemin lineer olmasi,
von Neumann kararlilik analiz yonteminin uygulanmasi i¢in genel bir zorunluluktur.
Bu yontemde ayrica smir kosullarinin ¢oziimiin kararlilig: tizerindeki etkiside hesaba
katilmaz. Lineer olmayan denklemler yerel olarak lineerlestirildikten sonra von
Neumann kararhilik analizi uygulanabilir.

inmz/L hiciminde ifade

Fourier serisi [ araliginda tanmimh bir fonksiyon i¢in > A,e
edilebilir. U ; i¢in U(ph, gk) = U, , notasyonu kullamlacaktir. Bu notasyon cinsin-

den Fourier serisinin genel terimi

An inma/l _ An intph/Nh __ An 18, ph — TL_7T Nh =1
e € € 7671 NR’

olarak yazilabilir. ¢ = 0 zamaninda x = 0 dan N/ ’a kadar olan boliinme noktalarin-
daki hatayr E(ph) = E,, p =0,1,2,..., N ile belirtelim. (/N + 1) hata denklemleri
yardimiyla

E, = %OAnew"ph, p=0,1,... N
Ag, A1, ..., A (N + 1) bilinmeyenleri belirlenebilir.  Baglangigtaki hata dagilimu

kompleks iistel formda yukaridaki gibi ifade edilebilir. Sonlu fark denklemlerinin
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lineer olmasi gerektiginden ve ayrik coziimler toplanabilir oldugundan e”»P" gibi
sadece bir tek terimin hatasinin yayilimim diisiinebiliriz. A, katsayisi sabittir ve
ihmal edilebilir. ¢ arttiginda hatanin dagilimini incelemek icin ¢ = ¢k = 0 oldugu

zaman e’P" indirgenebilen sonlu fark denkleminin ¢oziimiinii bulmak yeterlidir.

E

__ _iBx at __ _iBph _aqk __ _iBph¢q
pg = €77e = ePPeMt = "PhLd,

Burada ¢ = e ve a bir kompleks sayidir. ¢ = 0 oldugu zaman E,, = P’ a
indirgenir. Bu durum

€l <1

sart1 ile saglanir. Boylece t artirilirken hata artmayacaktir (Smith, 1978).
Bu metot sabit katsayili lineer fark denklemlerine uygulanabilir ve ayrica peri-
yodik baglangig verileri igeren baglangig deger problemi olmalidir. || < 1 kosulu iki

bagimsiz degiskenli fark denklemleri i¢in gerek ve yeter koguldur.

1.6 Test Problemleri

Bir sayisal metodun dogrulugunun ve etkinliginin belirlenmesi icin kullanilan en
etkili sayisal yontem; analitik ¢oziimlerin bulundugu durumlarda sayisal ¢oziim ile
analitik ¢coziim arasindaki farkin yani hatanin olgiilmesidir. Sayisal metodun dogru-

lugunu 6lgmek igin sayisal ¢oziim ile analitik ¢oziim arasindaki fark
tam nimerik tam niumerik
Loo = [T — U] = max [Uj — U7

ve

o . N . .
Lg — HUmm - Unumemk||2 — \/hzo (U;am _ U‘]@"bumemk)2
j=

hata normlar1 kullanilarak hesaplanir.

1.6.1 Adveksiyon-Difiizyon Denklemi

Adveksiyon-difiizyon denklemi kiitle, 1s1, enerji ve hiz gibi bir¢ok biiyiikliigiin

modellenmesinde kullanilir. Bu denklemin ¢oziimleri ile film iizerinde 1s1 transferi
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(Isenberg and Gutfinger, 1972), sudaki kirliligin yayilmas: (Parlarge, 1980), nehir
ve akarsulardaki kirliligin yayilimi (Chaudhry et. al., 1983), yeralt1 sularindaki eri-
mig tuzlarm dagihm ( Guvanesen and Volker, 1983) gibi fiziksel olaylar modellenir.
Baz tiirdeki baslangi¢ ve sinir kosullari ile adveksiyon-difiizyon denkleminin analitik
¢oziimlerini bulmak zordur. Adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢oziimiinii yaklagik
olarak bulmak icin sayisal yontemler gelistirilmistir. Boylece farkl tiirde baglangig
ve sinir kosullar: i¢in adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢dziimleri aragtirilmaktadir.
Adveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal ¢oziimlerinin bulunmasindaki sikinti yiik-
sek Peclect sayisindan kaynaklanmaktadir. Son yillarda adveksiyon-difiizyon denk-
leminin baz1 sayisal ¢oziimleri oénerilmistir (Adey and Brebbia, 1974), (Holly and
Preissmann, 1977), (Szymkiewicz, 1993). Denklemin Galerkin metodu kullanilarak
kiibik B-spline sonlu eleman ¢oziimii yapilmigtir (Gardner and Dag, 1994). Dag ve
arkadaglar1 adveksiyon difiizyon denkleminin lineer ve kuadratik sekil fonksiyonlar
kullanalarak en kiigiik kareler metoduyla ¢oziimiinii 6nermiglerdir (Dag et.al, 2005).
Donea, adveksiyon denklemlerine Taylor-Galerkin metodunu uygulamigtir (Donea,
1984).

Bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemi, ¢ zamana ve x konuma gore degisken-

leri ifade etmek {iizere

Ui+ aU, — \U,, =0, 0<x<L
bi¢imindedir. Sivinin yogunlugu U(x,t) olmak iizere

Ui = —aU, + \Uy,,, 0<z<L

denkleminde \U,, terimi difiizyon ve —al, terimi adveksiyon bilesenleridir. Kirli-
ligin adveksiyon veya difiizyonu, o suyun akis hizina ve A difiizyon katsayisina bagh
olarak degisir.

U(z,0)=Up(x), 0<zx<L

denklemin baglangi¢ kosulu

U(0,t) = fo, AZ—Z(LJ) = —¢r(t)

sinir kogullaridir. Burada L kanalin uzunlugu, ¢;, x = L ve U, yoniindeki akis, Uy

ve fo yiik fonksiyonlaridir (Dag et.al, 2005).
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1.6.2 Burger Denklemi

Burger denklemi, herhangi sinir ve baglangic kosullar i¢in analitik olarak ¢oziile-
bilen, az sayidaki lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerden birisidir.
Burger denklemini ilk olarak Bateman tamtmigtir (Bateman, 1915). Daha sonra
tiirbiilansin modellenmesinde kullanilarak, Burger denklemi olarak anilmigtir (Burger,
1948). Burger denklemi, sok dalga ve sayilar teorisinde, tiirbiilans problemlerinin
modellenmesinde, elastik tiipdeki sivi akiginin ve sonlu elektrik iletkenligi olan bir
ortamdaki manyetohidrodinamik dalgalarin modellenmesi gibi bir ¢ok fiziksel olayin
modellenmesinde kullanilir.

Bugiine kadar bir¢ok arastirmaci Burger denkleminin ¢oziimii igin farkli niimerik
metotlar uygulamigtir.  Cok kiiciik viskozite degerlerinde, niimerik coziimlerin
yakinsamasi zorlagsmaktadir. Keyfi baglangic ve simir kosullar: kullanilarak Burger
denkleminin analitik ¢oziimii elde edilmistir (Hopf, 1950) ,(Cole, 1951). Kiibik
spline fonksiyonlar kullanilarak kollokasyon metodu ile denklemin niimerik ¢oziimii
aragtirilmigtir (Rubin and Khosla, 1976). Jain ve Lohar, bir ve iki boyutlu Burger
denkleminin kiibik spline ve sonlu farklar metoduyla sayisal ¢oziimii iizerinde ¢alismis-
lardir (Jain and Lohar, 1979). Galerkin sonlu elemanlar metoduyla Burger den-
kleminin niimerik ¢oziimii elde edilmistir (Caldwell, 1987). Jain ve Holla, kiibik
spline metodu ile bir ve iki boyutlu Burger denkleminin sayisal ¢oziimii {izerinde
caligmiglardir (Jain and Holla, 1978). Saka ve Dag, problemin kuintik spline kol-
lokasyon metodu ile ¢oziimiinii bagariyla uygulamiglardir (Saka and Dag, 2008).
Burger denkleminin ardigik sonlu araliklar iizerinde kiibik B-spline fonksiyonlariyla
kollokasyon metodu kullanarak sayisal ¢oziimii elde edilmistir (Gardner et.al., 1990
b).

v > 0, kinematik viskosite olarak adlandirilan ¢ok kiigiik pozitif bir parametre,

x konuma ve t zamana gore degiskenleri gostermek {izere,
U +U0U, =vU,,, a<z<b t>0, (1.46)

denklemi Burger denklemi olarak bilinir. Denklemin baglangi¢ kogulu
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U(z,0) = f(x), a<z<b

ve sinir kogullar

U(a,t) = «, U(bit) = B,

U(a,t) = U,(bt) = 0,
Us(a,t) = Up(bt) = 0 te[0,T]

olarak segilebilir (Saka and Dag, 2008).

1.6.3 Korteweg-de Vries Denklemi (KdV)

Si1g sulardaki lineer olmayan dalgalar bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir.
Bu dalgalar Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ile modellenir.  Boylece fizik,
matematik ve miihendislik alanlarinda bircok fiziksel dalga olayinin modellenmesi
yapilabilmigtir. Biiyiik okyanuslardaki Tsunami olarak bilinen dalgalar, harmonik
olmayan bir kristaldeki ses dalgalar1 (Zabusky, 1967), sicak plazmalardaki manyeto-
hidrodinamik dalgalar (Gardner and Marikawa, 1965), iyonik ses dalgalar1 (Washimi
and Taniuti, 1966), sig sulardaki dalgalar (Korteweg and Vries, 1895) bunlardan
bazilaridir.

KdV denkleminin genel bir analitik ¢oziimii yoktur, ancak denklemin bir 6zel
¢oziimii olan soliton dalgalar tek dalga carpismasinda orjinal biiyiikliiklerini, sekil-
lerini ve giddetlerini koruyan dalgalardir. Bu denklemdeki lineer olmayan terim
dalganin kararliligini dengeler. KdV denklemi ilk olarak Korteweg ve de Vries adli
iki kisi tarafindan ortaya atildigi igin, denklem bu adla anmilmigtir (Korteweg and
Vries, 1895). Son yillarda, KdV denkleminin gesitli formlardaki sayisal ¢oziimiinii
bulmak i¢gin sayisal yontemler geligtirilmigtir. KdV denkleminin, uygun baslangig
kosullar1 altinda, analitik ¢dziimiiniin varhigr ve tekligi gosterilmistir (Dodd et al,
1982), (Gardner et al, 1990 c¢). KdV denkleminin sonlu farklar metodu ile ¢oziimii
onerilmigtir (Greig and Morris, 1976), (Goda, 1975). Wahlbin denklemin ¢oziimii
icin sekil ve deneme fonksiyonlarini ayni alarak Galerkin metodunun ¢oziimiinii ver-

migtir (Wahlbin, 1974). KdV denkleminin wavelet taban fonksiyonlar1 kullanilarak
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wavelet-Taylor-Galerkin metodu ile ¢oziimii yapilmigtir (Rathish Kumar ve Mehra
, 2004). Denklemin kiibik spline (Gardner et.al., 1989) ve kuintik spline (Gardner
et.al, 1990 a) sekil fonksiyonlar1 kullanilarak sonlu elemanlar metoduyla ¢oziimleri
elde edilmistir. Dag ve arkadaglari, KdV denkleminin B-spline fonksiyonlar kulla-
narak kiigiik zaman ¢oziimlerini elde etmiglerdir (Dag et.al, 2006).

Sirasiyla kiitle, momentum ve enerjiye kargilik gelen

Cl == fUdJZ
Cy = [Ulde (1.47)
o — f(U?’—B?u(U’)Q)dx

korunum kanunu sabitlerinin analitik ¢oziim ile elde edilen sabitlerle uyumu in-
celenecektir. Niimerik metodun iyi sonuglar verebilmesi icinelde edilen korunum
sabitlerinin zaman ilerledikce sabit kalmasi beklenir.

KdV denklemi, ¢ ve u pozitif parametreler, z konuma ve ¢t zamana gore degisken-
ler olmak {izere

Ui+ eUU, + pU,pe = 0, (1.48)

bi¢ciminde tanimlanir. Denklemin sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi sirasinda, basglangic
kosulu

U(z,0) = f(z), a<z<b

ve siir kogullar: da

U<a7t) = 617 U(b,t):ﬁ%
Us(a,t) = Un(bt) =0, (1.49)
Uni(at) = U(bt) =0

olarak secilecektir (Gardner et.al., 1989) .



32

2. ADVEKSIYON DIFUZYON DENKLEMININ SAYISAL
COZUMLER]

Bu bosliimde, bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denkleminin, sirasiyla kuadratik,
kiibik ve kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak Taylor-Galerkin ve Taylor-Kollo-
kasyon metotlari ile sayisal ¢oziimleri aragtirilmigtir.  Sayisal yontem iki 6rnek test
problem iizerinde uygulanmig, hata normlar1 hesaplanmigtir.

Birinci boliimde tanitilan adveksiyon-difiizyon denkleminin, ¢t zamana gore ve x

konuma gore tiirevleri olmak {izere

U(z,0) =Up(xz), 0<zx<L (2.1)
baslangic kosulu ve
ou
sinir kosullari ile
Ui+ alU, — NU,, =0, 0<z<L (2.3)

sayisal ¢oziimleri bulunacaktir.

2.1 Taylor-Galerkin Kuadratik B-spline Metodu
(TG-QDBM)

Uy =—aU, + U, 0<2<L (2.4)

bi¢giminde yazilan adveksiyon difiizyon denklemine Taylor -Galerkin metodunu uygu-
layalim. Denklemde bilinmeyen fonksiyonun zamana gire Taylor seri acilimi yapilarak

zaman ayrigtirmasi yapilir. Buna gore

n+1 n n Atz n 3
U = U + AtUF + = U + O(AF)

Taylor seri agiliminda hata ihmal edilirse

Uttt —ur At

U; 5 U (2.5)
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yazilabilir. (2.4) denkleminin zamana gore tiirevi

Up = (—aU; +AU;)e = —a(Uf)e + MUY )ax
Un+1 —yn Un+1 —yn

olarak yazilabilir. (2.4) ve (2.6) denklemleri (2.5) de yerlerine yazilirsa
. . Un+1 _yn At Un+l _yn Un+l _yn

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse, adveksiyon-difiizyon denkleminin zamana goére

ayrigtirilmig denklemi

At At At At
l+a—0, - A= | U =(1-a—0, +\—0° | U" (2.7)
2 2 2 2
olarak elde edilir.
[a, b] araligin

a=20 <11 <,.,.<xTy_1<TNy=0b

olacak sekilde x;, ¢+ = 1,..., N noktasinda esit uzunluklu alt araliklara bolelim.
{qb_l, Doy D1y ey @ N} kuadratik B-spline fonksiyonlar1 [a, b] araliginda tanimh fonksi-

yonlar igin taban olugturur. Bu taban fonksiyonlar1 kullanilarak U(x,t) ¢oziimiine

Un(@,t) = Y du()dm(t) (2.8)

m=—1

bigiminde bir yaklagik ¢oziim aragtirilacaktir. Burada 6, ler sinir ve interpolasyon
kogullarindan belirlenecek zamana baglh parametrelerdir.

(2.3) ile verilen adveksiyon-difiizyon denklemine Taylor -Galerkin metodu uygu-

lanacaktir. Bunun i¢in (2.7) denklemi w agirlik fonksiyonlar ile ¢arpilip, [zg, zx]

araligi tizerinde integrali alinirsa,

N At [TV At [*N
/ wU™ dx + a— wU"™ dr — A\ — wU™  dx
o 2 o 2 o
N At [TV At [N
= / wU"dx — a—/ wU dx + A\— wU, dx (2.9)
zo 2 o 2 o

bulunur. f;}N wU,,dz integraline kismi integrasyon uygulanirsa,

TN TN
/ wUppdr = wU, 7Y —/ wyUydx

zo Zo
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ve (2.9) ifadesinde yerine yazilirsa

TN

At
= n+1|TN
wU, ‘xo

N At
Un+1d ="
/ w x + « 5 5

o o

At [*N
wU M dr + )\72f / w, UM dz — )
zo

N At [N At [N At
= / wU™dx — a— / wU, dx — )\7/ w,U, dx + )\7 wU 2N (2.10)
y) o

zo

elde edilir. Buna gore

Un(z,t) = D ¢pn(2)0m(t)

m=—1

yaklagimi i¢in w agirlik fonksiyonlar1 kuadratik B-spline fonksiyonlar olarak secilirse

(2.10) denklemi, m = 0,1, ..., N i¢in

mi [y duyda] 07 a8t | [ o] 070 4 ASE | )" o] o7
j=m—1
A3t [ogydaly] 67}
-

S ioyda] 67 — ot [ o0z 0F — ASE| [ ¢l)da) 87

j=m—1

A8 | gudaly] 02}

(2.11)
bi¢iminde yazlabilir. (2.11) esitligi matris formunda
At evntl At .
[A° + ?(aBe + AC¢ = AD)|(6°)" " = [A® — 7(0438 + AC° = AD)](69)" (2.12)

olarak yazilir. Burada i ve j’ ler [x,,, Z,,4+1] eleman i¢in sadece m — 1, m ve m+ 1

degerlerini almak tizere

e h h e h , 1
A =, ¢i¢jd§:% 13 54 13 B = [, ¢i¢jdg:6 20 8
2 -1 -1 2 —2 0
e h 1o 2 . b
= lpasac=2| 1 2 1| Dy=adli=|2 a2
1 -1 2 0 —2 2

olarak bulunur. (2.12) denkleminin biitiin elemanlar i¢in birlegtirilmig matris formu

d= (5—17507517 "'75N’ )T



35

olmak tizere

[A+ %(QB +AC = AD)Jd™ = [A - %(QB FAC = AD)d" +r (2.13)

bi¢cimindedir. A, B, C', D matrisleri A°, B¢ C¢ ve D¢ eleman matrislerinin bir-
lestirilmesiyle elde edilen besli bant matrislerdir. 7 siir kosullarindan elde edilen
vektordiir.  (2.2) simr kogullar1 uygulanarak 6_; ve 6y parametreleri yok edilirse
(2.13) denklemi N x N boyutlu denklem sistemine déniigiir. Bu sistem Thomas al-
goritmasi ile ¢oziilebilir. d"*! zaman adimindaki degerleri d° baslangi¢ vektoriiniin
iterasyonu ile hesaplanir. d° vektoriinii belirlemek igin ¢ = 0 daki (2.8) denklemi

Un(w,0) = D $(2)d0()

m=—1

olarak yazilabilir. Uy(z,0) yaklagim fonksiyonu m = 0, ..., N i¢in z,, diigiim nokta-
larinda analitik ¢oziimii saglamali ve u¢ noktalardaki tiirevi gercek ¢oziimiin tiirevi

ile ayn1 olmahdir. Buna gore

UN<£L'm,0) = 5m+5m—1 :U(l‘m,O) ’ITLZO,...,N
206y —0n-1) _ ¢.(t)

h T x

olarak alinir.

2.1.1 Kararhhk Analizi

Sayisal ¢oztimleri veren (2.13) denkleminin kararhiligi von Neumann metodu ile in-

celenmigtir. (2.13) denklemi diizenlenerek yazildiginda

16 a0t +asdt T 4yl st (2.14)
= a65%_2+a75;‘1_1+a85% + a95;+1+a105%+2

elde edilir. Burada katsayilar

= p—P5-7, Qo= 26p — 106 — 27, az= 66p + 6,
ay= 260+ 108 — 27y, as=p+ L0 -1, ag=p+ 0+,
ar=26p + 108 + 27, ag= 664 — 67, ag= 26 — 105 + 2+,

Qo= jt— B+
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ve

hoog_oht A
300 T 12 7T T3

dir. Bu yontemde, k£ mod sayisi ve h adim uzunlugu olmak iizere Fourier modu

II’L:

A
5 = onelmkh (2.15)

(2.14) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

a = p[2cos® kh + 52 cos?(kh/2) + 6], b= —2vy(sin® kh + 2sin®*(kh/2))

(2.16)
¢ = [(sin2kh + 10sin kh)
olmak iizere
(a—b+ic)s"™ = (a+b—ic)"
esitligi bulunur. ¢ biiyiime ¢arpam olmak iizere 5n+1 = 93n oldugundan
_a+b—ic
C— +ic
elde edilir. ¢’ nin modiilii alindiginda
g = (a+b)?+c?
9= (a — )2+ 2
bulunur. Kararhlik i¢in |g| < 1 olmas1 gerektiginden
(a+b)?+c* < (a—b2+c
dab < 0 (2.17)

olmaldir. (2.16) ifadeleri (2.17) esitsizliginde yerine yazilirsa
—8uy[2 cos® kh + 52 cos®(kh/2) + 6)(sin? kh + 2sin®(kh/2)) < 0

bulunur.
|cos kh| <1 ve |sinkh| < 1 oldugundan son esitsizlik saglanir. O halde |g| < 1

oldugundan, (2.14) denklemi kogulsuz kararhdir.
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2.2 Taylor-Kollokasyon Kiibik B-spline Metodu
(TC-CBM)

Bu boliimde, (2.3) denkleminin zamana gore ayrigtirilmig formu olan (2.7) denkle-
minde kiibik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak kollokasyon metodu uygulanacak-
tir.

[a, b] arahigim x1, zs, ..., £y _1 noktalar ile
a=2g<T1<,.,.<xry_1<xTNy=0b

h = 2py1 — 2m, m = 0,..., N — 1 olacak sekilde esit araliklara bolelim.  ¢,,,
m = —1, ..., N+1 kiibik B-spline fonksiyonlari z,, noktalarinda [a, b] {izerinde tanimh
fonksiyonlar igin bir taban olugturur. U(z,t) gergek ¢oziimiine Uy(x,t) yaklagik
¢oziimii kiibik B-spline fonksiyonlarinin kombinasyonu ile

N+1

Un(t) = 3 6, (@)5n(t) (2.18)

m=—1
olarak yazlabilir. Burada ¢,,” ler sinir ve interpolasyon kogullarindan belirlenecek
zamana bagl parametrelerdir.
Taylor seri agilimi ile zaman ayrigtirmas: yapilan (2.7) denkleminde (1.26)-(1.28)
de verilen kiibik B-spline fonksiyonlar1 yerlerine yazilirsa

3AL 6AL

(5m—1 + 45m + 5771-5—1)n+1 + aﬁ(5m+l - (Sm—l)n—i_1 - )\2_h2(5m—1 - 25m + 5m+1)n+1
3At 6AtL
(6m71 + 45m + 5m+1)n - aﬁ<5m+1 - 6m71>n + )‘W(dmfl - 25m + 5m+1)n

denklem sistemi bulunur. Bu sistem diizenlenirse

3At  3At 6A 3At 3At

3At  3At. 6AL. 3At  3At.
(1 + OZW + )\W)ém_l + (4 — )\?)57” + (1 — aﬁ + )\W)dm_f_l

elde edilir. Son ifade kisaca

a6+ st &352:—11 = 40y, 1 + @50, + 60y, 4 (2.19)
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formunda da yazilabilir. Burada

a1 = 1—R1—R2, 062:4+2R2, a3:1+R1—R2
gy = 1+R1+R2, 055:4—2R2, @6:1—R1+R2

ve

3« 3A
R, = ﬁAt, Ry = ﬁAt

dir. (2.19) sisteminde, d"™' = (6"7', 657, .., 6%, 0%EL)T bilinmeyenler vektorii
olmak tizere, N + 3 bilinmeyenden olusan N + 1 lineer denklem vardir. Bu sistemin
¢oziilebilmesi igin 077" ve 6% pametreleri (2.2) ile verilen smir kogullar1 kullamlarak

yok edilir. (2.19) sistemi matris formunda
Ad™t = Bd" +r (2.20)

bigiminde yazilir. Burada A ve B matrisleri (N + 1) x (N + 1) boyutlu ticlii bant
matrisler ve r ise sinir kogullarindan elde edilen vektordiir. (2.20) sisteminde d™*!
zaman adimlarim hesaplamak icin d° baslangic kosuluna ihtiyac vardir. Bunun icin
(2.18) de verilen yaklagik ¢oziim baglangig kogulu

N+1

Un(2,0) = > ()5, (1)

m=—1

ve sinir kogullar: kullamlarak yazilirsa

UN(.Im, 0) = 5m—1 + 45m + 6m+1 = U(.Tm, 0),
3

AEN(L,0) = E(5N+1 —on-1) = —¢p(t),
3 !
Zx0,0) = 5(51 —6.1) = fo-

denklemleri bulunur. Bu denklemlerden d° baglangi¢ vektorii bulunarak (2.20)

sistemi yardimiyla d™ bilinmeyenleri elde edilir.

2.2.1 Kararlhilik Analizi

Metodun uygulanmasi ile elde edilen (2.19) denkleminin kararhlig: i¢in

A
n __ ¢n_imkh
oy =0"e
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Fourier modu (2.19) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

n

(a+b+ ic)gnJrl =(a—b—ic)d
esitligi bulunur. Burada

a=1+2cos®(kh/2), b=2Rysin*(kh/2),
¢ = Ry sin(kh)

(2.21)

~n+1 ~n
bulunur. ¢ biiyiime ¢arpam olmak iizere 0 o gd  oldugundan

a—b+ic
a+b—ic

elde edilir. Fourier kararlilik metodu geregince |g| < 1 olmalidir. Buna gére g 'nin

modiilii alindiginda
(a—0b)*+ 2

2_
ol = (a+b)?2+ c?

bulunur.

(a—b)?+c < (a+b)>+c,

dab > 0 (2.22)
(2.21) ifadeleri (2.22) esitsizliginde yerine yazilirsa
4(1 4 2 cos?(kh/2)(2Ry sin®(kh/2)) > 0

bulunur. |g| <1 oldugundan (2.19) denklemi kogulsuz kararhdir.

2.3 Taylor-Kollokasyon Kuintik B-spline Metodu
(TC-QNBM)

Bu boliimde, adveksiyon difiizyon denkleminin Taylor seri acilimiyla elde edilen za-
mana gore ayrigtirilmig (2.7) denkleminde kuintik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak
kollokasyon coziimii yapilacaktir.

la,b] araligini x1, z3, ..., 1 noktalar ile

a=2yg<11<,..<xTny_1<TN=0b
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olacak gekilde egit araliklara bolelim. ¢,,(z), z,, diigiim noktalarindaki kuintik B-
spline fonksiyonlar1 olsun. {qb_2, O_1,P0, s PN +2} kiimesi [a, b] araliginda tanimh
fonksiyonlar i¢in bir taban oldugundan bu yaklasik ¢oziim kuintik B-spline fonksi-

yonlar1 cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:

N+2

Un(t) = 3 6, (@)0n(t) (2.23)

m=—2
Burada d,,” ler sinir ve kollokasyon kosullarindan belirlenebilen zamana bagl para-
metrelerdir.
(1.38)-(1.40) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonlar1 zamana gore ayrigtirilmig

olan (2.7) denkleminde yerlerine yazilip, diizenlenirse

SAtL 10At

Rlzaﬁ, R2:)\ 72

olmak tizere m = 0,1, ..., N igin

(1 — Ry — Ry)d™H, 4 (26 — 10R; — 2R5)0™ ™, + (66 + 6.Ry)0™
+(26 + 10R; — 2Ry)6™HY + (1 + Ry — Ry)dth
_ (2.24)
(14 Ry + Ry)0" _, + (26 + 10R; + 2R,)0" _, (66 — 6Ry)d",
+(26 — 10Ry + 2R)67, 1 + (1 — R1 + R2)0,,, 15

bulunur. (2.24) sistemi, d = (6_9,0_1,..., 0N, 0n41,0n42)T vektorii ile gosterilen
N + 5 bilinmeyenden olugsan N + 1 lineer denklemi iceren bir sistemdir. (2.2) simr
kosullarindan ¢_o, 0_1,0n41,0y4+2 parametreleri yok edilerek (2.24) sistemi (N +
1) x (N + 1) boyutlu bir denklem sistemine doniigtiiriiliir. Bu sistem iterasyonla
Thomas algoritmalar1 yardimiyla ¢oziiliir. Bunun igin baslangi¢ parametresi 9;,

asagida verilen baslangi¢c kosulu ve siir kogullar1 kullanilarak belirlenir:

Un(2m,0) = Gusa + 260,041 + 660, + 265, 1 +0ps = Ulzm,0), 0<m <N
UL(0,0) = %(52 1106, — 106, — 6_5) — fo

UL(L,0) = %@m 100 — 1008 1 —Oys) = —bu(8)/A,

Un(0,0) = %(52 20— 604266 1 4+06) = fI,

UT(L0) = 2 (5xia+ 201 — 60n + 260y 1+ 6na) = —d,(t)/A

n2
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2.3.1 Kararhhik Analizi

Sayisal metodun uygulanmasi ile elde edilen (2.24) denkleminin kararlihg i¢in von

Neumann metodu kullanildi. Bunun igin (2.24) denkleminde

A
5&/::5nemnkh
ile verilen Fourier modu yerine yazilip diizenlenirse
~n+1 n
(@a—b+ic)d" =(a+b—ic)

esitligi bulunur. Burada

a = 2cos’kh + 52cos?(kh/2) + 6, b= —Ry(2sin® kh + 4sin®(kh/2),

(2.25)
¢ = Ry(sin2kh + 10sin kh)
. ~n+1 ~n
dir. &4 = g0 oldugundan
a—+b—ic
9= —7F
a—>b+ic
elde edilir. ¢’ nin modiilii ahndiginda
o2 = (a+b)?+c2
(a—b)2+c2
bulunur. |g| < 1 olmasi kogulundan
(a+b)’+c* < (a—b)P+¢
dab < 0 (2.26)

(2.25) ifadeleri (2.26) de yerlerine yazilirsa
—4Ry(2 cos® kh + 52 cos®(kh/2) + 6)(2sin® kh + 4sin®(kh/2)) <0

bulunur. |g| <1 oldugundan (2.24) denklemi kosulsuz kararhdir.
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2.4 Test Problemleri

Adveksiyon difiizyon denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in onerilen sayisal metotlarin
iki test problem ile dogrulugu gosterilecektir. Niimerik ve tam ¢oziim arasindaki
hata L., hata normu kullanilarak olciilecektir.
Courant sayisi
At

C, = o=t
I

« akig siddetinin h/At birim zamandaki siddetine oranidir.
Peclect sayisi ise,
h

P =a
“X

a adveksiyon teriminin A/h difiizyonuna orani olarak tamimlanmaktadir.
a) Uzun bir kanaldaki yayilim.

A = 0 ve akig hizinin o = 0.5 m/s oldugu durumda kanalin dik kesiti sabit ve
agagiya dogru meyillidir (Szymkiewicz, 1993). Baslangictaki yogunluk o = 264 m
standart sapmasiyla bir Gauss dagilimidir ve maksimum degeri 10 dur. Bu baglangig
dagilimi 9600 s de 0.5 m/s hizla 4.8 m’ lik bir mesafeden akig yoniindeki tagin-
madir. Kanal uzunlugu L = 9.0 km alinarak, herbir eleman uzunlugu h = 100 m
olacak gekilde 90 esit parcaya boliiniir. Baslangigtaki dagilimi merkezinin kanalin

basglangicina olan uzakhigi 2 km dir. Dolayisiyla zy = 2.0 km dir. Tam ¢oziim

1

U(:L“,t) = 106(_2072($—q;0_at)2)
bigimindedir. Baslangi¢ kosulu ¢ = 0 i¢in
U(% O) = 10@(*ﬁ($*m0)2)

ve sinir kogullar:

U(0,1) = 0 ve A?—Z(L,t) 0

olarak yazilabilir.
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t=0s t=9600 s

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
X X

Sekil 2.1. TG-QDBM igin ¢oziim  Sekil 2.2. TG-QDBM igin [tam-niimerik| hata

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
X X

Sekil 2.3: TC-CBM igin ¢oziim  Sekil 2.4: TC-CBM igin |[tam - niimerik| hata.

Burada a = 0.5 m/s akig izi ve h = 100 m konum adim alinarak C,. = 0.25 igin
At = 50 s zaman adimiyla hesaplamalar yapildi. « = 0.5 m/s ve At = 50 s sabit

tutulup, h eleman uzunlugu azaltilarak Courant sayisi 0.25 den daha da artirilabilir.
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HATA
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0 2000 4000 6000 8000 10000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
X 0 2000 4000 6000 8000 10000

X

Sekil 2.5. TC-QNBM igin ¢oziim  Sekil 2.6. TC-QNBM igin [tam-niimerik| hata.

Tam ¢oziimdeki maksimum deger tiim zaman adimlar: i¢in 10 olmahdir. Cr =
0.25 ve At = 50 s icin caligtirilan zaman boyunca elde edilen ¢oziimlerin grafikleri
TG-QDBM i¢in Sekil 2.1de, TC-CBM igin Sekil 2.3 de ve TC-QNBM igin Sekil 2.5
de verildi. Tam ve sayisal c¢oziimler arasindaki hata normlarimin grafikleri, TG-
QDBM ic¢in Sekil 2.2 de, TC-CBM igin Sekil 2.4 de ve TC-QNBM icin Sekil 2.6 da
gosterildi. Grafiklerden de goriildiigii gibi maksimum hata normu TC-QNBM’ nda
daha diisiik hesaplanmigtir.

Farkh C, sayilar1 igin maksimum yogunluk ¢ = 9600 s, & = 0.5 m/s, At = 50
s, 0 < x < 9.0 km bolgesi iizerinde literatiirdeki bazi caligmalarin sonuglari
ve bu boliimde onerilen metotlarin sonuglar1 kargilagtirma yapmak icin listelen-
migtir. Tablo 2.1den de goriildiigii gibi ¢nerilen ii¢ metottan elde edilen sonuclar
kargilagtirilan diger metotlara gore daha iyi sonuglar vermis ve tam ¢oziime oldukca
yaklagmigtir.  Bu ii¢ metot kendi arasinda kiyaslandiginda ise TG-QDBM, TC-
CBM ve TC-QNBM’ na gore ¢ok az bir farkla tam ¢oziime yakin sonuglar vermistir.

Ayrica tabloya gore sonuglarin dogrulugu nokta sayisi arttikca aym kalmaktadir.
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Tablo 2.1. « = 0.5m/s, At = 50 s ve farkli Cr sayilar1 i¢in ¢ = 9600 s deki

tam ve sayisal ¢oziim

Cr 025 0.5 0.75 1.0 1.5 2.0 2.4 3.2 4.8

h 100 50 33.3 25 16.6 125 104 7.8 5.2
(Holly, 1977) 9.677 9.756 9.805 10.00

(Szymkiewicz, 1993)  9.816 9.836 9.934 10.00 9.941 10.00 9.966 9.988 9.992
(Gardner, 1994) 9.986 9.986 9.993 9.986 9.994 9.986 9.994 9.999 9.994
(Dag, 2005) (Femlsf) 9.647 9.864 9.918 9.943 9.951 9.956 9.959 9.960 9.961
(Dag, 2005) (Femgsf) 9.926 9.932 9.949 9.961 9.959 9.961 9.962 9.962 9.962
TG-QDBM 9.989 9991 9.996 9.991 9.996 9.995 9.996 9.996 9.996
TC-CBM 9.940 9.984 9.993 9.986 9.994 9.986 9.994 9.993 9.994
TC-QNBM 9.984 9986 9.993 9.986 9.994 9.994 9.994 9.993 9.994
Tam Coziim 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00

b) Bir kanaldaki difiizyon ve konveksiyon etkisinin birlegtirilmesi.

Suyun hiz1 o = 0.01 m ve difiizyon katsayist A = 0.002 m?/s olarak alind.
Kanal uzunlugu L = 200 m alinarak h = 1 m uzunlugundaki elemanlara boliindii.
Bu durumda Peclect sayis1 P. = 5 dir. Courant sayis1 C,. = 0.6 ve At = 60 s olarak
segildi. Baslangig kosulu z > 0 igin U(z,0) = 0, smur kogullar1 x = 0 da ¢t > 0 i¢in
U(0,t) =1 ve z = L’de A3“(L,t) = 0 olur. Bu durum da analitik ¢oziim

ox
1 T —at 1 <_> T+ ot
U(x,t) = —erfc + Ze\ A Jerfe
(2,1) = 5 (Tu) 5 (Tt)\)

formundadir (Szymkiewicz, 1993).

a = 0.01 m/s ve A = 0.002 m?/s, C, = 0.6, At = 60 s igin ¢ = 3000 s de
uygulanan sayisal metotlardan elde edilen sonuglar Tablo 2.2 de gosterildi. Buna
gore ii¢ metodun da tam ¢oziime ve birbirlerine yakin sonuclar verdigi goriilmektedir.

Uygulanan metotlar arasinda, tam ¢oziime en yakin sonuglar veren TG-QDBM’ dir.




Tablo 2.2. a = 0.01 m/s ve A = 0.002 m?/s, C, = 0.6,
At =60 s t = 3000 s tam ve sayisal ¢oziim .

Uzaklk Tam Qoziim TG-QDBM TC-CBM TC-QNBM

0 1.000 1.000 1.000 1.000
18 1.000 1.000 1.000 1.000
19 0.999 0.999 0.999 0.999
20 0.998 0.999 0.999 0.999
21 0.995 0.996 0.999 0.997
22 0.990 0.991 0.998 0.994
23 0.978 0.979 0.994 0.987
24 0.958 0.958 0.987 0.974
25 0.926 0.922 0.972 0.950
26 0.876 0.867 0.945 0.911
27 0.807 0.790 0.902 0.854
28 0.718 0.693 0.838 0.778
29 0.614 0.582 0.755 0.684
30 0.500 0.465 0.653 0.577
31 0.386 0.353 0.541 0.465
32 0.282 0.254 0.427 0.358
33 0.193 0.173 0.320 0.262
34 0.124 0.111 0.227 0.182
35 0.074 0.068 0.152 0.120
36 0.042 0.039 0.096 0.075
37 0.022 0.022 0.057 0.044
38 0.010 0.011 0.032 0.025
39 0.005 0.006 0.017 0.010
40 0.002 0.003 0.008 0.007
41 0.001 0.001 0.004 0.003

42 0.000 0.001 0.001 0.001

46
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2.5 Sonucg

Bu boliimde, adveksiyon difiizyon denkleminin B-spline fonksiyonlari kullanilarak
Taylor-Galerkin ve Taylor-kollokasyon metotlari ile sayisal ¢oziimiiniin yapilabilecegi-
nin gosterilmesi amaglanmigtir. Bunun i¢in adveksiyon difiizyon denkleminin énce
Taylor seri agilimi kullanilarak zaman ayristirmasi yapilmisgtir. Elde edilen denklem-
lere Galerkin ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri uygulanarak konum ayrigtir-
mas1 yapiumigtir.  Bulunan cebirsel denklemler uygun Thomas algoritmalar: ile
¢oziilerek, boliinme noktalarinda elde edilen bilinmeyen fonksiyonun degerleriyle
fonksiyonel ¢oziimler bulunmustur. Tablo 2.1 ve Tablo 2.2 de elde edilen sonuclar
daha once farkli metotlarla yapilan ¢aligmalardaki sonuclarla kargilagtirilmigtir. Bu-
na gore yukarida uygulanan metotlarin tam ¢oziime yakin sonuglar verdigi gozlen-
mektedir.  Ayrica uygulanan iic metot kendi arasinda kiyaslandigi zaman, ilk
test problem icin TG-QDBM c¢o6ziimii, TC-CBM ¢o6ziimiinden daha iyi sonug ver-
mistir. Ikinci test problem olan kanaldaki difiizyon ve konveksiyon etkisinin birlesti-
rilmesinde yine birinci metot digerlerine gore ¢ok az bir farkla tam ¢oziime daha

yakin sonuclar vermistir.
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3.BURGER DENKLEMININ SAYISAL COZUMLERI

Bu boliimde Burger denkleminin zamana gore Taylor seri acilimi yapilarak yari
ayrigtirilmig formu elde edilecek ve sirasiyla Taylor-Galerkin kuadratik B-spline,
Taylor- Kollokasyon kiibik B-spline ve Taylor - Kollokasyon kuintik B-spline ¢oziim-
leri yapilacaktir. Niimerik metotlarin Fourier kararlilik analizleri yapilarak hata
normlar1 hesaplanacaktir. Niimerik metotlardan elde edilen sonuglar literatiirde yer
alan bazi calismalarla karsilagtirilarak, sonuclar yorumlanacaktir.

v pozitif parametre, x ve t sirasiyla konum ve zamana gore degigkenler olmak

luzere,

Ui+ UU, = 0Uy, z € a,b], t € [to,T] (3.1)
bi¢imindeki tek boyutlu Burger denklemini ele alalim. Baglangi¢ kogulu
U(z,0) = Uy(x), a<z<b (3.2)
ve siir kosullar

Ua,t) = 0, Ub,t) = 0

Uy(a,t) = Uy(bt) = 0
Up(a,t) = Un(bt) = 0 tel0,T]

(3.3)

olarak kullanilacaktir (Saka and Dag, 2008).

3.1 Taylor-Galerkin Kuadratik B-spline Metodu
(TG-QDBM)

U =-UU,+vU,, a<z<b (3.4)

denklemine Taylor -Galerkin metodunu uygulayalim. Denklemde ilk olarak zamana

gore Taylor seri agilimi yapilarak zaman ayrigtirmasi yapilir. Buna gore

n+1 n n At2 n 3
U™ = U" 4 AU} + =-Upp + O(AF)
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ifadesinde hata ihmal edilirse

grtt—unr At
= 5 Ui (3.5)

U’I’L
¢ At 2

olarak yazilabilir. (3.4) denkleminin zamana gore tiirevi

Uy = (=UU, +vU,,); = -U"U"), — UrU! +v(U}") e

Un+1 —_yn Un+1 —_yn N Un+1 —_yn

bigiminde yazilabilir. (3.4) ve (3.6) denklemleri (3.5)” de yerlerine yazilirsa

Un+1 - Un At . Un+1 - Un
A N S Sy v
. Un+1 —_yn Un+1 —n

U () + ()]

—UUT 40U, =

bulunur. Bu esitligin diizenlenmesiyle Burger denkleminin zamana gore ayristirilmisg

At At At At
1+ —U"0, + —U"—v—0> | U = [1+0v=0% ) U" (3.7)
2 2 2 2
formu elde edilir.
U(x,t) analitik fonksiyonunun yaklagik ¢oziimii Uy (x, t) olmak tizere, bu yaklagik

¢oziim kuadratik B-spline fonksiyonlar: cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:

Un(@,t) = Y du()8m(t) (3.8)

m=—1
Burada 4,,," ler sinir ve interpolasyon kosullarindan belirlenecek zamana baglh para-
metrelerdir.
(3.1) ile verilen Burger denkleminin Taylor seri agilimiyla zamana gore ayrigtirilmig
formu olan (3.7) denklemine kuadratik B-spline fonksiyonlar: kullanilarak Taylor -
Galerkin metodu uygulanacaktir. Bunun igin (3.7) denklemi w agirlik fonksiyonlar:

ile garpilip, [xg, zx| araligl iizerinde integrali alimirsa,

iR At [T At [*N
/ wU™ dr — v— / wUM dr + — / wUU" M dx
To 2 o 2 o

At [*N
+5 wUUdr  (3.9)

zo

TN At TN
= / wU"dz +v—/ wU,, dx
xo 2 xo
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elde edilir. Bu denklemde f;ON wU,dx integraline kismi integral uygulanir ve (3.3)
sinir kosullar1 kullanilirsa
TN TN TN
/ wU,dx = wU$|iéV —/ w,Uydr = —/ w,U,dx
o xo o
esitligi bulunur. Boylece (3.9) denklemi

oy At o N
/ wU”*ldaﬁLv?/ wa;‘de—l—?/ wUMU" dx

zo zo zo

At [N
+ 5 wU"UM  dz (3.10)

o

TN At TN
= / wU"dzx — v—/ w, U dx
xo 2 o

denklemine doniigiir. w agirlik fonksiyonlar1 kuadratik B-spline fonksiyonlar olarak

segilip ( 3.10) de yerine yazilirsa m = 0,1, ..., N igin

m—+1 N X At N 1

> osda| 7 oS- S dreda] o7

j=m—1
m+1 m+1

T % > [foh cbicb;aﬁjdx} 5}‘“+% > [ s ¢i¢k¢;d4 oy (3.11)
k:m—l k:m—l

m—+1 A

= 3 ([ dyda] 07 o [ eieha] o)
j=m-—1

egitligi bulunur. (3.11) esitligi matris formunda ilgili eleman parametreleri §¢ =
(8m—1,0ms Omy1)T cinsinden

(A4 S B + 000 + DY = {14 0SB (312

bi¢iminde yazilir. Eleman matrisleri

Ay = [y dioyds, By = [ 6idde
Liy = Jy 616,010, N = [ 6,0,0)d8
olarak tammlanir. [z, Zp,41] eleman icin m = 0,1,.... N — 1 olmak iizere i, j, k
sadece m — 1,m, m + 1 degerlerini alabilir. A°¢ ve B¢ 3 x 3, L ve N® 3 x 3 x 3
boyutlu matrislerdir. L¢ ve N€¢ile 3 x 3’ litk C° ve D¢ matrisleri

m—+1 m+1

Co= > Ltybide Df= > NfySpde

k=m—1 k=m—1
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seklinde tanimlanabilir.  Bu element matrisleri indirgenerek yazilirsa, A° ve B

matrisleri
6 13 1 2 -1 -1
Ae—h 13 54 13 Be—2 1 2 -1
730 ’ 3h | B
1 13 6 -1 -1 2
bigiminde C'¢ matrisi
Ch = 35(—10,-19, —1)¢°
Chy = 3;(8,12,0)0°
C'163 - %(27 7, )
C51 = 35(—19, =54, =7)o°
C5y = 55(12,0, —12)4°
Oy = 55(7,54,19)0°
C5 = 25(—1,-7,-2)0°
5y = 35(0,-12, —8)0°
O3 = 55(1,19,10)0°
ve D¢ matrisi
D§, = 5(—10,8,2)6°
DS, = &(—19,12,7)6°
Di3 = 55(~1,0,1)8°
Ds) = +(—19,12,7)6°
Ds, = 55(—54,0, 54)6°
D5y = 55(—7,—12,19)6°
Dgl = 3_10(_]-707 1)(16
D5, = 55(—7,-12,19)6°
D5y = 55(—2,—-8,10)6°

seklinde yazilabilir. Element matrisleri birlegtirilip global matrisler cinsinden sistem

(3.12)

At At At

Djd" ™ = [A — U%B]d (3.13)
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olarak yazilabilir ve

n+1l __ n+1 ¢n+1 n+1\T
dmtl = (5mH sett L

element parametreleridir. A, B, C, D matrisleri (N +2) x (N 42) boyutlu 5’ li bant
matrislerdir. (3.13) sisteminin ¢oziilebilmesi igin (3.3) sinir kogullar: kullamlarak §_4
ve dy parametreleri yok edilmelidir. Béylece, bilinmeyenleri (657, 67, ..., §%th)
parametreleri olan N x N boyutlu denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Thomas
algoritmasi yardimiyla coziilebilir.  Iterasyona baslanabilmesi icin d° baslangic
vektoriiniin belirlenmesi gerekir. Bunun igin asagida yazilan baglangic ve sinir

kosullarindan

Un(m,0) = Om+0mo1 =U(xy,0), m=0,..,N
2(6p — d_1)
U VA

h )

2 —ON—
Ub0) = Un(b0) = 200 0v) h(SN 2

U/(CL,O) = U/N<a70) =
=0

d° vektorii bulunur. 6_; ve d parametreleri yok edilerek (N x N) boyutlu denklem

sistemine doniigtiiriiliir.

P =U"—4"  m=1,..N—1, n=jAt, j=12, ..

m—1

ifadesinden 0, parametreleri belirlenerek (3.8) formundaki Uy (z, t) yaklagik ¢oziimiin-

de yerine yazilarak ¢oziimler elde edilir.

3.1.1 Kararlhlhik Analizi

Sayisal ¢oziimlerin elde edildigi (3.13) denkleminin kararlihig von Neumann metodu

kullamlarak yapilacaktir. Bunun igin (3.13) denklemi diizenlenerek

m—1

_ (3.14)

1 1 1 1 1
061(5:?;24‘@2(5”4_ +Oé3(5:Ln+ +a25fntl+oz45"m12

045521_2+016(5%_1+CY7521 + aﬁéfn+1+ag5fn+2
formunda yazilabilir. Burada katsayilar

aj=a— /2 =7, =260 —508—2y, az=66a+6y as=26a+55— 27,
as=a+ 5/2 -7, ag= o+, ar= 260 + 27, ag= 66 — Gy
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ve

hog_at A
300 T3 1T

‘- 3 3h
olarak belirlenir. (3.14) denkleminde

A
n __ ¢n_imkh
o, =0"e

Fourier modu yerine yazilip diizenlenirse
o an+1 An
(a+b+ic)d = (a—Db)o
esitligi bulunur. Burada

a = af2cos? kh + 52 cos?(kh/2) + 6], b= ~(2sin® kh + 4sin®(kh/2),

(3.15)
c = (B/2)(sin2kh + 10sin kh)
~n+1 ~n
olarak yazilir. 4 = gd oldugundan
a—2b
-7 1
9= 3 +b+c (3.16)
elde edilir. ¢’ nin modiilii alindiginda
| |2 _ (a’ B b)2
(a+b)2+ 2
bulunur. Kararhlik i¢in |g| < 1 olmasi gerektiginden
(a—0)* < (a+b)?+c,
4ab+c* > 0 (3.17)

kosulu saglanmalidir. (3.15) ifadeleri (3.17) esitsizliginde yerine yazilirsa

4ay(2cos> kh + 52 cos(kh/2) + 6)(2sin® kh + 4sin® (kh/2))
+(68%/4)(sin 2kh + 10sin kh)* > 0

bulunur. |g| <1 oldugundan (3.14) denklemi kogulsuz kararhidir.
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3.2 Taylor-Kollokasyon Kiibik B-spline Metodu
(TC-CBM)

Bu boliimde, (3.1) denkleminin zamana gore ayrigtirilmig formu olan (3.7) denkle-
minde kiibik B-spline fonksiyonlar: kullanilarak kollokasyon metodu uygulanacaktir.

(3.1) denkleminin Uy (z, t) yaklagik ¢oziimii kiibik B-spline fonksiyonlarinin kom-
binasyonu yardimiyla elde edilecektir. ¢,,, m = —1,...,N + 1 kiibik B-spline
fonksiyonlar [a, b] araliginda tanimh fonksiyonlar igin bir taban olugturur. U(z,t)
gercek ¢oziimii olmak iizere Uy (x,t) yaklagik ¢ziimiiniin kiibik B-spline fonksiyon-

lar1 cinsinden ifadesi
N+1

=Y 4,(x)s

m=—1

olarak yazlabilir. Burada ¢,,” ler sinir ve interpolasyon kosullarindan belirlenecek
zamana bagl parametrelerdir.

(3.1) ile verilen Burger denklemine ikinci mertebeden Taylor seri agilhimi yapilarak
elde edilen zamana gore ayrigtirilmig (3.7) denkleminde (1.26)-(1.28) ile verilen kiibik

B-spline fonksiyonlar: yerlerine yazilirsa

(5m—1 + 45m + 5m 1)n+1 + gi[(6m+1 - 5m—1)n+1 (5m—1 + 45m + 5m+1>n
F(Omi1 = Om1)"(Om-1 + 40 + Opy1)" ] — UAgt h62 (Om—1 = 20 + Opnyr)™

(Ot + 46 + Gngt)" + V5L (61 — 20, + Gps1)"
ve denklem diizenlenirse m = 0,1, ..., N igin
14+ 338G = )" = 33401 + 40+ D) — 3R
+[1+ g%(émﬂ — 1) + 3881 + A0 + O™ — 035
+4 + 085+ B (Omar — )"0,
= [1+o35hen_ + (4 —v85h)en + (1+ 113“)(5%“

elde edilir. Son ifade kisaltilarak
a6+ i+ g0t = audl g 4 s 4 agon (3.18)
bi¢iminde yazilabilir. Burada

K, = (5m+1 - 6m—1)n7 Z;;L = (5m—1 + 45m + 5m+1)n

m
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olmak tizere

o = 1+R1K?H—R1Z;—R2, (0%)) :4+4R1KZ+2R2,
a3 = 1+R1KZ+R1ZZ—R2
ay = 1+ Ry, as=4—-2Ry, ag =1+ Ry

ve

AL 3
ﬁ’ RQ = UﬁAt

dir. (3.18) ifadesi d = (6_1,00,...,0n,0n41)7 vektorii ile gosterilen N + 3 bilin-

R1:

meyenden olugsan N + 1 lineer denklem igeren bir sistemdir. Bu denklem sisteminin
¢oziilebilmesi icin iki kosul daha gerekir. Sinir kosullari kullanilarak 6 1, d 5.1 yok

edilirse (3.18) denklemi matris formunda
A(d)d"™ = B(d)d" +b (3.19)

olarak yazilir. A(d) ve B(d) matrisleri (N + 1) x (N + 1) boyutlu ticgensel mat-
rislerdir. b sinir kogullaria bagh (N + 1) boyutlu vektordiir. (3.18) sisteminde d”
zaman adimlarim hesaplayabilmek igin d° baglangig vektorii [a, b] arahginda tanimh
kiibik B-spline yaklagimiyla U(z,0) baglangig kogulu yardimiyla

N+1

Un(@,0) = Y ¢(2)d0, (1),

m=—1

ifadesinden belirlenir.  Burada (521’ ler bilinmeyen parametrelerdir. Buna gore

baglangic kosulunun yaklagik ¢oziime esitliginden ve sinir kosullarindan

Un(Tm,0) = U(zp,0), 0<m<N
Un(a,0) = Ula,0),
Un(b,0) = U1b,0).
yazilabilir. (3.19) sisteminde Thomas algoritmasi kullanilarak 52%, m=—1,.... N+

1 baslangig parametreleri belirlenir.  Baglangic parametreleri kullanilarak (3.19)

sisteminin iterativ olarak coziimleri elde edilir.
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3.2.1 Kararhhlik Analizi

Burger denkleminde lineer olmayan UU, terimindeki U = A sabit alinarak lineer-
lestirilmis Burger denklemine von Neumann kararlilik analizi uygulanacaktir. (3.1)

denkleminin lineerlegtirilmig formunu

o0 + o0l sl = aud, 050, + ol (3:20)

olarak yazalim. Burada

041:1—R1—R2, 062:4+2R2, 043:1+R1—R2

a4:1+R1+R2, 045:4—2R2, 046:1—R1+R2
AL 3At

Rl = )‘ﬁ7

dir. Son denklemde

A
n __ ¢n_imkh
Oy, = 0",

Fourier modu (3.20) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

~n

(a+b+ic)d" = (a—b—ic)
esitligi bulunur. Burada
a = (2cos?(kh/2)+1),
b = 2R,sin®(kh/2), (3.21)
¢ = Rysin(kh)

olarak bulunur. 5n+1 = gSn oldugundan

a—b—ic

= 3.22
9= 4 +b+ic (3:22)
elde edilir. ¢’ nin modiilii alindiginda
||2_(a—b)2+c2
9= (a+b)2+ 2

bulunur. Kararlilik igin |g| < 1 olmasi gerektiginden

(a=b°+c < (a+b)?+¢

dab > 0 (3.23)
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kogulu saglanmahdir. (3.21) ifadeleri (3.23) esitsizliginde yerine yazilirsa
ab = 2Ry(2 cos® kh/2 + 1)(sin? kh/2) > 0

bulunur. Son esitsizlik daima pozitif oldugundan (3.20) denklemi kogulsuz karar-

lidir.

3.3 Taylor-Kollokasyon Kuintik B-spline Metodu
(TC-QNBM)

Bu kisimda, Burger denkleminin Taylor seri acilimiyla elde edilen zamana gore
ayrigtirilmig (3.7) denkleminde kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak kollokasyon
¢ozuimii yapilacaktir.

{¢_2,¢_1,¢0, ey O +2} kuintik B-spline fonksiyonlar1 [a,b] araliginda tanmimh
fonksiyonlar i¢in bir taban olusturur. U(z,t) tam ¢oziim olmak iizere Uy (z,1)

yaklagik ¢oziimii kuintik B-spline fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

N+2

Un(@,t) = Y dp()dm(t) (3.24)

m=—2
Burada §,,” ler sinir ve kollokasyon kosullarindan belirlenecek zamana bagl paramet-
relerdir.
(1.38)-(1.40) ile verilen kuintik B-spline bagintilar1 Taylor seri agilimiyla zaman

ayrigtirmasi yapilan (3.7) denkleminde yerlerine yazilirsa

(8,1401260 414668, +268,—1+0,m—2)" '+ R1Z2 (8, 04108, 11— 1081 —8,n—2)"
FRIK (5, 026011 -+666,,+268,_1405_0)" "
—R5(3,, 520416042811 +0pm—2)"
(8,11 40+260 41 4+660,,4+268 1140 m—2)"+R(3,, o +20m41—60+28 146 ,m-2)"

ve

K} = (Om+y2 +100p41 — 1001 — 61n—2)

Z" = (Opmaa + 268,41 + 660, + 2601 + Om_2)

S5At 10At
R1 = W’ RQ—U h2
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elde edilir. Bu ifade diizenlenirse m = 0,1, ..., N i¢in

a6 + d L+ asdtT 4 gl 4 asdmth
_ (3.25)
aglyy,_o + 70y, 1+ agly, + gl 4 ol o

ve katsayilar

a1 = (1 + RlKTnn — RlZﬁl - Rg), g = (26 + 26R1K7nn - ].ORlZTTrLL — 2R2),

as = (66 + 66R1I(:7L1 + 6R2), ay = (26 + 26R1I(g1 + 10R12777L1 — 2R2),
ay = (1+R1K%+R12%—R2), g — 10 = (1+R2),
a7y = Qg = (26 + 2R2), ag = 66 — 6R2

olarak bulunur. (3.25) denklem sistemi, NV + 5 bilinmeyen igeren N + 1 lineer denk-
lemden olusur. Bu sistemin ¢oziimiiniin olabilmesi igin 4 kosul daha gerekir. (3.3)
sir kosullarindan 6”3, 6711, 0%, 0%t parametreleri yok edilerek (3.25) denklem

sistemi 6" = (051, 671 L 0% T igin N + 1 bilinmeyenli sisteme doniisiir.
A" = Beo"
A ve B matrisleri 5’ li bant matrislerdir. Thomas algoritmasi ile kolaylikla ¢oziilebi-
lir. Z, ve K, lineer olmayan terimleri i¢ iterasyonla bir tnceki zaman adimi
kullanilarak hesaplanir.
(3.25) denkleminde iterasyon islemlerine basglamak icin ¢° baglangic vektorii

U(z,t) fonksiyonunun U(z,0) baslangic kogulundan belirlenir.  (3.24) denklemi

baglangi¢ kosulu i¢in
N+2

Un(2,0) = Y ¢,,(2)3),

m=—2

bigiminde yazilir. Buradaki ¢°,, baslangic parametresi, asagida verilen baslangic

kosulu ve sinir kosullar1 kullanilarak belirlenir:

UN(ZL'm, 0) = 5m+2 + 265m+1 + 665m + 26(5m_1 + 5m—2 = Uo(ﬂfm), m = 0, ceey N,

5
(Un(a,0)), = Ux(a,0) = 5(52 +108; — 1061 — 6_3) = 0,
, 5
(Un(b,0)). = Uy(b,0) = E(§N+2 +106N4+1 — 106 y—1 —dn—2) =0,

20
T2
20

(UN(b= O))m = U]/\/[(b, 0) = ﬁ(5N+2 + 25N+1 - 65]\/ + 251\/71 + 5N72) = 0.

(UN(CL, O))II = Ujl\lf((l, O) (52 + 251 — 650 + 25_1 + 5_2) = 0,
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3.3.1 Kararhhik Analizi

Kararlhlik i¢in lineer olmayan UU, teriminde U = A\ alinarak lineerlestirilen Burger

denklemine von Neumann metodunu uygulayalim. (3.1) denklemi diizenlenerek

yazildiginda
al(sner_IQ + a25nm+_11 + Oég(snerl + 064(527:_11 + Oé5(5nmt_12
_ (3.26)
0465%_2 + 0475%_1 + 058521 + 0495;‘”1 + 04105:,&_,'_2
denklemi elde edilir. Burada
1= 1-— R1 — R27 g= 26 — 10R1 — 2R2, 3= 66 + 6R2,
yg= 26+10R1 —2R2, 5= 1—|—R1 —RQ, Qg — 1+R1—|—R2,
Q= 26 + 1OR1 + 2R2, ag— 66 — 6R2, Qg— 26 — 10R1 + 2R2,
5At 10At
0410:1—R1+R2, Rl:)\ﬁ’ RQZU 72

/\ .
dir. &7 = 0"e"™*" Fourier modu (3.26) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

~n+1 n

(a—b—1ic)d = (a+b+ic)o
esitligi bulunur. Burada

a = (2cos?(kh) + 52cos?(kh/2)+6),
b = Ry(2sin?(kh) + 4sin*(kh/2),
¢ = Ry(sin2(kh) + 10sin(kh))

dir. ¢ biiylime carpani olmak {izere 5n+1 = 98" oldugundan

a—b—ic

3.2
a+b+ic (3.27)

g =
elde edilir. ¢’ nin modiilii alndiginda

’ ’2 (a—b)2+62
(a+b)?2+ 2

bulunur. Kararhlik i¢in |g| < 1 olmali, dolayisiyla da

(a=b°+c < (a+b)?+¢

4ab > 0
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kosulu saglanmalidir.
ab = Ry(2 cos®(kh) + 52 cos®(kh/2)+6)(2sin®(kh) + 4sin?(kh/2))

ifadesi |cos kh| < 1 ve [sin kh| < 1 oldugundan daima pozitiftir. Buna gore (3.26)

denklemi kosulsuz kararhdir.

3.4 Test Problemleri

Bu boliimde, Burger denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilecektir. Sayisal meto-
dun dogrulugunu slgmek igin sayisal ¢oziim ile analitik ¢oziim arasindaki fark Ly ve

L, hata normlar1 kullanilarak hesaplanacaktir.

a) Burger denkleminin sok yayilimimin analitik ¢oziimii (Nguyen and Reynen, 1987)

v/t > 1 (3.28)

= , t >
1+ /(t/to)el@/4v0)

) biciminde tammlanmistir. Baslangi¢ kosulu (3.28) denkleminde

Ul(z,t)

ty = 6(1/8U

= 1 yazilarak elde edilir:

<z <lI.

X
= , 0<z<
1+ +/(1/tg)el=?/4v)

Siur kosullarr U(0,t) = U,(0,t) =0 ve U(1,t) = U,(1,t) = 0 olarak alindu.

U(z,1)
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05 —
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t=1.0
i t=1
0.4 —|
03 4 t=1.7
t=1.7
7 t=2.4 03 — t=2.4
Uo2 — U
02 —| t=3.1
0.1 —
01 —
0 0 T \ |
‘ 0 0.6 0.8 1
0 06 08 X
X
b
a
Sekil 3.1. Farkli zamanlardaki TG-QDBM ile ¢oziimii:
a) h = 0.005, v =0.005 b) h = 0.001, v = 0.0005
04 — t=1 05 —
t=1
0.4 —
03— t=1.7
t=1.7
t=2.4 _
2 t=2.4
Uo2 —
02 —
t=3.1
0.1 —
0.1 —
0 \ \ 0 L
0 0.4 0.6 0.8 0 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.2: Farkli zamanlardaki TC-CBM ile ¢oziimii:

a) h = 0.005, v = 0.005

b) h = 0.001,v = 0.0005
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05 — t=1
t=1
7 t=1.7
03 —| =17 03 t=2.4
U t=2.4 U
02 — 02 t=3.1
t=3.1
° \ \ 0 \ \ 1 \ T \
Sekil 3.3: Farkli zamanlardaki TC-QNBM ile ¢oziimii:
a) h=0.005 v=0.005 b) h = 0.001, v = 0.0005

Bu problemin sayisal ¢oziimii [0, 1] araliginda akigkanlik sabitinin v = 0.01, 0.005,
0.0005 adim uzunlugu h = 0.02,0.005,0.001 ve zaman adimi At = 0.01 kullanilarak
hesaplandi. Onerilen ii¢ niimerik metot t = 1 den ¢ = 3.1 e kadar olan zaman ara-
liklarinda calhigtirildi. v = 0.005 ve h = 0.005 ile v = 0.0005 ve 0.001 kullanilarak
bulunan ¢oziimlerin grafikleri Sekil 3.1.-3 3 de gosterildi. Sekillerden de goriildiigii
gibi v sabitinin degeri kiiciildiik¢e dalgalarin egimleri diklesir.
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Tablo 3.1. Farkli zamanlardaki sonuclarin kargilagtirilmasi: At = 0.01,0 < x <1

Lox10% Loox10® Lox10% Lox10® Lox10% Lox10?
h = 0.005,v = 0.005 t=17 t=17 =24 t=24 t=31 t=31
TG-QDBM 0.47997 1.76325 0.47110 1.27440 0.75341 4.79057
TC-CBM 0.01688 0.06455 0.01458 0.06463 0.65076 4.79056
TC-QNBM 0.15608 0.84408 0.14251 0.60284 0.70249 4.79740
(Gardner et.al., 1990 b)  0.857  2.576 0.423  1.242 0.235  0.688
(Dag and Saka , 2007)  0.35891 1.2117  0.25132 0.80777 0.63052 4.79061
h = 0.02,v = 0.005 t=18 t=18 t=24 t=24 =32 t=32
TG-QDBM 2.57113 7.66742 2.25957 6.71214  2.09367 5.61197
TC-CBM 0.34240 1.32904 0.23819 0.85299 1.24562 7.49140
TC-QNBM 0.63491 3.03603 0.58186 2.33489  1.05492 4.82024
(Ramadan et al., 2005 a) 0.68761 2.47189 0.67943 2.16784  1.48559 7.49146
h =0.02,v = 0.01 t=17 t=17 t=21 t=21 t=26 t=26
TG-QDBM 1.74548 6.23839  1.80075 4.69179  2.15576 8.06795
TC-CBM 0.14941 0.41743 0.24217 1.14759 1.55801 8.06794
TC-QNBM 0.75299 3.25151 0.75153 2.67470 1.86786 8.09564
(Ramadan et al., 2005 a) 0.69910 3.13476  0.72976 2.66986 1.74570 8.06798

Tam ¢6ziim ve 6nerilen niimerik metotlardan elde edilen Ly ve L, hata normlar:

Tablo 3.1 de verildi. Ucg metodun da birbirine yakin sonuclar verdigi soylenebilir.

TC-CBM metodunda hatanin baslangic zamanlarinda digerlerine gore daha diigiik

oldugu Tablodan gozlemlenebilir. Tabloya gore v akigkanlik sabitinin degeri kiigiil-

diigiinde hata ¢ok degismezken h konum adimlar kiigiiltiildiigiinde hata azalmak-

tadir.



0.004 —

0.002 —

HATA

-0.002

0.2

0.4

a

0.6

0.8

0.02 —

0.016 —

0.012 —

0.008 —

HATA

0.004 —|
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-0.004 ‘ ‘ ‘

b

Sekil 3.4. t=3.1" deki TG-QDBM ile ¢oziimiin hata grafikleri:

a) h = 0.005,v = 0.005

0.005 —

0.004 —

0.003 —

0.002 —|

HATA

0.001 —

-0.001

b) h = 0.001, v = 0.0005

0.0015 —

0.001 —

0.0005 —{

HATA

-0.0005 —

-0.001 —

-0.0015
I I I I

Sekil 3.5: t=3.1" deki TC-CBM ile ¢oziimiin hata grafikleri:

a) h = 0.005,v = 0.005

b) h = 0.001,v = 0.0005



Sekil 3.6. t=3.1" deki TC-QNBM ile ¢oziimiin hata grafikleri:

a) h = 0.005,v = 0.005

b) h = 0.001,v = 0.0005
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Analitik ¢oziim ile niimerik ¢oziim arasindaki hata grafigi ¢ = 3.1 zamaninda

v = 0.005 ve 0.0005 icin cizilerek Sekil 3.4-3.6 da gosterildi.

Maksimum hatanin,

sinirin sag tarafinda olustugu goriildii. Bu hata tanim araligindaki sinir sag tarafa

dogru genigletilerek azaltilabilir.

Tamm araligi [0,1] den [0,1.2] ye genisletildiginde elde edilen hata degerleri

Tablo 3.2 de verildi.

edilen sonuclardan daha kiigiik elde edilmigtir.

Buna gore, bulunan hatalar bir énceki algoritmadan elde



Tablo 3.2. Farkli zamanlardaki sonucglarin kargilagtirilmasi: At = 0.01,0 <z < 1.2
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Lox10% Loox10® Lox10% Logx10® Lox10% Lox10?
h=0.005,v=0.005, t=17 t=17 t=24 t=24 t=31 t=3l1
TG-QDBM 0.47997 1.76325 0.47107 1.27440 0.43351 1.00149
TC-CBM 0.01688 0.06455 0.01202 0.04291 0.00911 0.03101
TC-QNBM 0.15608 0.84408 0.14226 0.60284 0.12960 0.46829
h=0.02v=0005 t=18 t=18 t=24 t=24 t=32 t=32
TG-QDBM 2.57123 7.66746 226072 6.71179 1.91257 5.41120
TC-CBM 0.34240 1.32904 0.23787 0.85302  0.16541 0.56000
TC-QNBM 0.63491 3.03603 0.58186 2.33489  0.52122 1.77612
h = 0.02,v = 0.01 t=17 t=17 t=21 t=21 t=26 t=26
TG-QDBM 1.74581 6.23839  1.70380 5.26567 1.60999 4.36992
TC-CBM 0.14826 0.41743 0.11605 0.31220 0.09321 0.22606
TC-QNBM 0.75299 3.25151 0.75153 2.67470 0.66557 2.18206

: .

-0.0004 —

-0.0008 —|

-0.0012

0.4

0.8

12

Sekil 3.7: t =3.1ve 0 <z < 1.2 igin TG-QDBM

ile ¢oziimiiniin hata grafigi.
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HATA
m
\

x

Sekil 3.8: t =3.1 ve 0 < x < 1.2 i¢in TC-CBM

ile ¢oziimiiniin hata grafigi.

Sekil 3.9: t =3.1ve 0 <z < 1.2 i¢cin TC-QNBM

ile ¢oztimiiniin hata grafigi.

v = 0.005 ve t = 3.1 zamanindaki hatanin grafigi TG-QDBM icin Sekil 3.7 de
TC-CBM igin Sekil 3.8 de ve TC-QNBM igin Sekil 3.9 da gosterildi. Buna gore en
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kiigiik hata TC-CBM ile elde edildi.

b) Ikinci test problemi olarak, Burger denkleminin analitik ¢oztimii (Harris, 1996)

B x/t
1+ Vt/tge@* /40’

to sabit olmak {izere 0 < ty < 1 olarak tanimlanan problem ele alinmigtir.

U(z,t) t>1,0<z<1 (3.29)

Baslangic¢ kosulu ¢ = 1 igin

. xz
= 1 + 1/toe(gj2/4’u)7

U(z,1) 0<z<1

ve sinir kogullar1 U(0,¢) = U,(0,t) =0 ve U(1,t) = U,(1,t) = 0 olarak alindi.

0.012 — 0.04 —

t=1
0.03 —|

0.008 —|

Uo.02 — =2
0.004 —]

0.01 — t=4
t=6

t=8

0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.10. TG-QDBM ile ¢oziimii, a) v = 0.001, b) v =0.01.

Literatiirde yer alan diger calismalarla karsilagtirabilmek icin niimerik ¢oziimler
[0,1] arahginda ¢ty = 0.5, At = 0.01, v = 0.01,0.001,0.005 ve h = 0.02,0.005 i¢in
elde edildi. v = 0.01,0.001 ve A = 0.005 i¢in elde edilen niimerik ¢oziimiin grafigi
diger metotlarda da benzer oldugu icin sadece TG-QDBM metoduna gore grafik
cizildi ve Sekil 3.10 da gosterildi. Bu degerler igin hata degisim grafikleri {i¢ niimerik



69

metot icinde gizilerek Sekil 3.11.-3.13. de gosterildi. v = 0.01 i¢in maksimum hata
yine sag u¢ simirda gozlendi. v = 0.001 dan daha kiigiik degerlerde ise maksimum

hata sok dalganin en zirvede oldugu civarda gozlemlendi.

5E-005 — 0.0016 —

0.0012 —

0.0008 —

HATA
Il
HATA

0.0004 —

Sekil 3.11. TG-QDBM igin hata grafigi: a) v = 0.001, b) v =0.01



6E-007 —

4E-007 —

HATA
L

2E-007 —|

Sekil 3.12. TC-CBM igin hata grafigi: a) v = 0.001,

2.5E-005 —

2E-005 —

1.5E-005 —]

HATA

Sekil 3.13.

0.0016 —

0.0012 —

0.0008 —

0.0004 —

0.4 0.6

b) v =0.01

TC-QNBM igin hata grafigi: a) v = 0.001,

0.4 0.6

b) v =0.01
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h = 0.005, At = 0.01 ve v = 0.005,0.001,0.01 icin analitik ¢dziim ve niimerik
¢oziimler arasindaki hata normlar1 Tablo 3.3 de verildi. Genelde uygulanan sayisal
metotlarin diger metotlara goére daha iyi sonuglar verdigi soylenebilir. TG-QDBM
metodu ile TC-QNBM metodundan elde edilen hatalarin birbirine yakin oldugu
goriilmektedir. TC-CBM metodu ile elde edilen hata farkli v degerlerinde 6zellikle
de v = 0.001 oldugunda digerlerine gore oldukca kiiciiktiir.

Tablo 3.3. Farkli zamanlardaki sonuclarin karsilagtirilmasi: A= 0.005, At = 0.01

Lyx10?  Loox10® Lox10% Loox10® Lyx10®  L.ox103

v = 0.005 t=2 t=2 t=26 t=26 t=10 t=10

TG-QDBM 0.08951 0.40908 0.04604 0.09216 0.03992  0.10643
TC-CBM 0.00088 0.00242 0.00152 0.00817 0.02493  0.10642
TC-QNBM 0.04186 0.19037 0.02126 0.04189 0.02980  0.10647

(Saka and Dag, 2008) 0.22651 0.57998  0.16446 0.32987  0.013959 0.22885
v = 0.001

TG-QDBM 0.05841 0.39980 0.03073 0.09511 0.02171  0.05350
TC-CBM 0.00129 0.00529  0.00039 0.00131 0.00019  0.00056
TC-QNBM 0.02827 0.18916  0.01422 0.04252 0.01003  0.04252

(Saka and Dag, 2008) 0.06811 0.26094 0.04942 0.14810 0.04067  0.10264
(Ramadan et al., 2005 a) 0.18355 0.81852  0.08142 0.21348 0.05512  0.13943
v =0.01

TG-QDBM 0.10705 0.41083  0.13972 0.52580 0.41246  1.28127
TC-CBM 0.00077 0.00177 0.13501 0.52579  0.42796  1.28126
TC-QNBM 0.04968 0.19063 0.14048 0.52597 0.43642  1.28149

(Saka and Dag, 2008) 0.37932 0.81680 0.32602 0.52579 0.54701  1.28125
(Ramadan et.al, 2005 b)  0.5231  1.2170 0.4902  0.7225 0.6401 1.2813
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3.5 Sonucg

Bu boliimde, Burger denkleminin zaman ayrigtirmasi icin Taylor seri acilimi kul-
lanilmig ve kuadratik, kiibik ve kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak konum
ayristirmasi Galerkin ve kollokasyon metotlar: ile yapilmistir.  Iki test problem
kullanilarak Burger denkleminin sayisal ¢oziimleri incelenmigtir.  Sayisal metot-
larin dogrulugunu o6lgmek icin belirli zaman adimlarinda her bir diigiim noktasin-
daki sayisal c¢oziim ile analitik ¢oziim arasindaki fark L, ve L., hata normlar
kullanilarak hesaplanmis ve grafikleri ¢izilmistir. Ayrica uygulanan sayisal metot-
lardan elde edilen sonuglar, literatiirde yer alan diger caligmalarla karsilastirilmigtir.
Buna gore, birinci test problem i¢in TC-CBM c¢o6ziimiiniin, digerlerine gore daha iyi
sonuglar verdigi soylenebilir. Tablo 3.1. ve Tablo 3.2. de belirli zamanlardaki metot-
larin hata analizlerine bakilirsa, TC-CBM ¢o6ziimiiniin tam ¢oziime yakin sonuglar
verdigi gozlemlenmektedir. v = 0.005 i¢in sok dalganin hizli ilerlemesi ve sag sinira
carpmasl nedeniyle hata sag sinirda artmaktadir. Olusan bu hatanin kiigiiltiilmesi
icin aralik saga dogru genigletilmis ve hatanin azaldigi goriilmiigtiir. v akigkanlik
sabitinin degeri azaldiginda hatanin az da olsa azaldig1 goriilmiistiir. Ayni v degeri
icin h konum adimu kiigiildiikge hata yine azalmaktadir (Bkz. Tablo 3.1.).

Ikinci test probleminde, Burger denkleminin énerilen sayisal metotlarla coziimii-
niin zamanla hareketi incelenmistir. = Metotlardan elde edilen sonuglar analitik
sonuglarla ve literatiirde yer alan diger ¢alismalarla Tablo 3.3 de karsilagtirilmistir.
Buna gore i¢in onerilen ti¢ metodunda digerlerine gore daha iyi sonuglar verdigi
soylenebilir.  Ayrica bu test probleminde, kullanilan viskozite sabiti i¢in hatanin
yine sinirlarda arttigr goriilmiigtiir.

Sayisal metotlar kendi aralarinda kiyaslandiginda, her iki test problem icin de
TC-CBM ¢oziimii uygulanan diger sonlu eleman ¢oziimlerinden daha iyi sonug ver-
migtir. Uygulanan metotlardan elde edilen fark denklemlerine, von Neumann karar-
lilik analizi uygulanmig ve bu denklemlerin kogulsuz kararl olduklar: gosterilmigtir.

Sonug olarak ii¢ metodun da Burger denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in uygula-
nabilir oldugu ve iyi derecede sayisal ¢coziimler verebilecek yeterlilikte oldugu soylene-

bilir.
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4 KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMININ SAYISAL
COZUMLER]

Bu boliimde, KdV denkleminin Taylor seri agilimi ile zaman ayrigtirmasi yapila-
cak ve konum ayrigtirmasi Galerkin kuadratik B spline, Galerkin kiibik B-spline ve
kollokasyon kuintik B-spline metotlariyla yapilacaktir. Onerilen sayisal ¢oziimler
bazi test problemleri ile test edilerek, hata normlar1 hesaplanacaktir.

KdV denklemi € ve p pozitif parametre olmak {izere,
U +eUU, + plUppz =0, a<x<b (4.1)

bi¢ciminde tanimlanan bircok fiziksel olayin modellenmesinde kullanilan lineer ol-

mayan bir dalga denklemidir. (4.1) denkleminin sayisal ¢oziimleri aragtirilirken

U(CL?t) = 617 U(b,t):ﬂz,
Us(a,t) = Us(bt) =0, (4.2)
Upe(a,t) = Upa(b,t) =0

sinir kogullar: ve

U(z,0) = f(x), a<z<b

baslangi¢ kogulu kullanilacaktir (Gardner et.al., 1989) .

4.1 Taylor-Galerkin Kuadratik B-spline Metodu
(TG-QDBM)

Uy = —eUU, — pU,ps, a<z<b (4.3)

bigiminde yazilan KdV denkleminin ilk olarak zamana gore Taylor seri acilimi yapila-
rak zaman ayrigtirmasini yapalim.

At?

U =U" + AtU] + - Ui+ O(At?)

ifadesinde hata ihmal edilirse

Uttt Ut At

U, 5 Ui (4.4)
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olarak yazilabilir. (4.3) denkleminin zamana gore tiirevi

Up = (=eUUs = plUsaa)i = —eU™(U}")e — eULUY — p(Uy')aa
Un+1 —_yn Un+1 —_yn Un+1 —_yn

— _cUn _eun S — 4.
bigiminde yazilabilir. (4.3) ve ( 4.5) denklemleri (4.4) ifadesinde yerlerine yazilirsa
S . Un+1 —yn At . Un+1 —yn
—eU Um - MUxmm - T - 7[ —€U (T)$

. yntl — pgn yntl — pyn
U () = (e ]

bulunur. Bu denklemin diizenlenmesiyle (4.1) denkleminin zamana gore ayrigtiriimig
<1 + 5%U"8x + 6%[]; + u%&i’) Ut = (1 - u%@i) u" (4.6)
formu elde edilir.
(4.1) denkleminin yaklagik ¢oziimii, (1.15) ile verilen ¢,,(x) kuadratik B-spline
fonksiyonlar yardimiyla tanimlanacaktir.
U(z,t) analitik fonksiyonunun yaklagik ¢oziimii Uy(z,t) olmak iizere, bu yaklagik
¢oziim kuadratik B-spline fonksiyonlar: cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

Un(@:t) = D $l@)dm(t) (4.7)

m=—1

Burada 6,,” ler sinir ve interpolasyon kosullarindan belirlenecek zamana bagl para-
metrelerdir.

(4.1) denkleminin zamana gore ayrigtirilmig formu olan (4.6) denklemine Taylor-
Galerkin kuadratik B-spline metodunu uygulayalim.  (4.6) denklemi w agirhk

fonksiyonlar ile garpilip, [xg, ]| araliginda integrali alinirsa,

TTrx

oy At (o At o
/ wU" M da + n / wU™ dx + e / wUIU™ dx
T xo o

At [N
- 57/ wU"UM  dz (4.8)
zo

TN At TN
= / wU"da:—,u7 wU; dx
zo

TrX
o

bulunur. Bu denklemde f;}N wUyzdx integraline kismi integral uygulanir ve (4.2)

sinir kosullar1 kullanilirsa

TN TN TN
/ WU yppdr = wUm\iéV —/ WeUppdr = —/ Wy Uypwdx

o o zo
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esitligi bulunur. Bu esitlik (4.8) denkleminde yerine yazilirsa

TN At TN
/ wU" M dr — n / w, U dx
Zo

5—/ U”U”“da:—l—a—/ wU"U"  dg

= / U"dx—l—,u—/ w, U dx
zo

elde edilir. Burada Uy/(z,t) yaklagik ¢oziimii i¢in w agirhik fonksiyonlar kuadratik

B-spline fonksiyonlar olarak secilir. m = 0,1, ..., N icin

m+1

> [foh @d)jd:v] o — pst [ i ¢;¢;’dx] gt
j=m—1
m+1 m+1
+€ Z [fo ¢ 0(0); dfﬁ} 5"“ + EAt Z [fo ¢ (09 dm] 5”“} (4.9)
k=m—1 E—m—1

m+1
= > |y duyda| 0 - udt | dleda) 67}
Jj=m—1
esitligi bulunur. (4.9) esitligi matris formunda, ilgili eleman parametreleri

56 = (5m717 (Sm; 5m+1)T

~

olmak tizere

At At A
{[A° +e5-0°(6) + e 5-D"(0) — -

A

tee
5B}

t n
B8 = {[A +
biciminde yazilir. Buradaki matris notasyonlari
h . h
= Jo ¢:0;d8,  Bf; = [, ¢i¢7dE
. h
zyk fo QS ¢ gbkdf, Nzgk f() ¢z¢k¢;d€
bigimindedir. [z, ;1] eleman igin ¢, j, k sadece m — 1,m,m + 1 degerlerini

alabilir. A€ ve B® 3 x 3, L ve N¢ 3 x 3 x 3 boyutlu matrislerdir. L°¢ ve N¢ ile
3 x 3 boyutlu C¢ ve D matrisleri

m+1 m+1
= > L§udpd¢ DG = > Nfybde
k=m—1 k=m—1

olarak tamimlanabilir. A¢ ve B¢ matrisleri
6 13 1 -1 2 -1
e h e 2
Aij = 30 13 54 13 |, Bij = e 0 0 0
1 13 6 1 -2 1
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bi¢iminde, C'¢ matrisi

Ch = 55(—10,-19, —1)¢°
Cfy = 55(8,12,0)0°
CYle3 = %(27 77 )
C51 = 35(—19, =54, = 7)o"
C5y = 33(12,0,-12)6°
Csy = 35(7,54,19)0°
C5 = 55(—1, =7, -2)0°
C5 = 55(0,—12, =8)°
C5s = 55(1,19,10)0°

ve D¢ matrisi
Df; = 5(-10,8,2)6°
Diy = 55(—19,12,7)°
Diy = 55(—1,0,1)¢°
D5, = 55(—19,12,7)0°
D5, = 55(—54,0,54)0°
Dsg = 55(—7,—12, 19)6°
D§1 = 3_10( L0 )
D5, = 55(—7,—-12, 19)6°
DSy = 3—10(—2, —8,10)8°

olarak hesaplanir. Element matrisleri birlestirilmis global matrisler cinsinden yazilir-
sa
Atv At At

[A — MTB+67C’(5) +57 ((5)](5’”rl [A+MA2 B](S (4.10)

matris denklemi ve

0= (6—17507 "'76N)T

parametreleri elde edilir. A, B, C, D matrisleri (N + 2) x (/N 4 2) boyutlu 5’ 1i bant

oy 0T bilinmeyen parametrelerinin hesaplan-

matrislerdir. 6" = (5" ot

masi gerekir. Bunun i¢in (4.2) ile verilen simir kogullarindan §_; ve d y parametreleri
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yok edilerek (4.10) sistemi (N x N') boyutlu bir denklem sistemine doniigtiiriiliir. Bu
sistemin ¢oziimii Thomas algoritmalar ile ardigik olarak bulunur. Bunun icin §°

baglangic vektorii baglangic ve sinir kosullar: kullanilarak
(Sj = Uj - 5j_1 j = 1, ,N

ifadesi ile hesaplanir. §° vektorii bu sekilde elde edilerek (4.7) formundaki U(x)

aciliminda yerine yazilir.

4.1.1 Kararhhik Analizi

KdV denkleminin lineer olmayan UU, teriminde U = A sabit alinarak lineerlegti-
rilmis KdV denklemine von Neumann kararlilik analizi uygulanacaktir. (4.1) denk-

leminin lineerlegtirilmis formu
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Oéldm_2+0426m_1 + Oég(Sm +Oé4(5m+1 + Oé5(5m+2
= (4.11)
0455:;_2"‘044(5”7”_1 + 043(5;;—}‘062(5;;4_1 + 0515?;14.2

bi¢gimindedir. Burada katsayilar

_h 5= At At
“Ta0 P T
olmak {izere
ar=a—05—7, as = 260 — 108 + 27, ag = 66q,

ay = 260+ 1068 — 2y, as=a+ [+~

/\ .
dir. 6 = §"e"™*" bicimindeki Fourier modu (4.11) denkleminde yerine yazilip
diizenlenirse

~n

(a+ib)s"" = (a—ib)s
bulunur. Burada

h
a= %(33 + cos 2kh + 26 cos kh),

At At . 5At 2At ..
b= (g)\ﬁ + /Lﬁ) sin 2kh + (6)\7 — ,U/F) sin kh
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dir. ¢ biiylime carpani olmak {izere 5%1 = g5n oldugundan

a—1ib
a -+ 1b

g:

elde edilir. ¢’ nin modiilii alindiginda

| |2_a2+b2_1
_a2+b2_

bulunur. |g] <1 kosulu saglandigindan (4.11) denklemi kogulsuz kararhdir.

4.2 Taylor-Galerkin Kiibik B-spline Metodu (T G-
CBM)

Bu boliimde, (4.1) denkleminin zamana gore ayrigtirilmig formu olan (4.6) denk-
leminde kiibik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak Taylor-Galerkin metodu uygu-
lanacaktir. (4.1) denkleminin yaklagik ¢oztimii (1.23) ile verilen ¢,,(z) kiibik B-
spline fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanacaktir. {¢_1,¢0,¢1,...,¢N +1} kiibik B-
spline fonksiyonlar1 [a,b] araliinda tamimh fonksiyonlar igin bir taban olusturur.
Deneme fonksiyonlar1 olarak kiibik B-spline fonksiyonlar: segilerek U(z,t) analitik

¢Oziimiine
N+1

t)= > bu(0)dn(t) (4.12)

m=—1

bi¢iminde bir yaklagik ¢oziim aragtirilacaktir. (4.6) denklemi w agirlik fonksiyonlar:

ile garpilip, [zo, 2| araliginda integrali alinirsa,

f;;N wUTHldJ}—i—,u% fme Un+1dx_|_6At ffL"N wU"UnJrldl’—i—gAt me wUnUn+1de

rxrxr

L wUrde — p&t [7Y wU7, da
zo

(4.13)
bulunur. Bu denklemde f;}N wUyzdx integraline kismi integral uygulanir ve (4.2)
sinir kosullar1 kullanilirsa

TN TN TN
/ WUgrdr = WU [ —/ wyUppdr = —/ W, Uypdx
X0 xo

o
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esitligi elde edilir. Bu esitlik (4.13) denkleminde yerine yazilirsa
f;DN wUdz — pgt f;ON w, UM de + 5 fIN wUrU™dx
+eft [N wUnUpt d
f;oN wU"dx + p&t f;’v w, U dx
denklemi bulunur. Burada Uy(z,t) yaklagik ¢oziimii i¢in w agirhik fonksiyonlar

kiibik B-spline fonksiyonlar olarak segildiginde m = 0,1, ..., N i¢in

S (1 o] - [ o] o7

j=m—1
m—+2 m—+2

e3> [y 6 0)0sdn] 5 4 oS ST | 6i6u6)0d| 57} (4.14)
k::m 1 k=m—1

m+2
h n h n
= Y [l suyda] 57— uBE [ 0l dx] 1)
j=m—1
esitligi bulunur. (4.14) esitligi matris formunda ilgili eleman parametreleri

8¢ = (81, Oy O 1.0ms2) "

~

olmak tizere

At At A
{[Ae+6706(5) e—D*(9) — py

t en e A el se
> BN = (A4 1 BY

biciminde yazilir. Buradaki eleman matrisleri
. h . h
As = [V op,de, B = [ iellde
. h
zyk fo ¢ (b stdf Nz]k f() ¢z¢k¢;d€
bigimindedir. |2, Z;,+1] elemani igin 4, 7, k sadece m—1,m, m+1, m+2 degerlerini

alabilir. A€ ve B¢ 4 x 4, L° ve N¢ 4 x 4 x 4 boyutlu matrislerdir. L¢ ve N¢ ile
4 x 4 boyutlu C*° ve D¢ matrisleri

m+2 m+2
ij:kzlLe Ordr De—kzl F0pdT

olarak tamimlanabilir. A°¢ ve B¢ matrisleri

(20 129 60 1 | 3 5 —1 —1]
e _ | 129 1188 933 60 e 3|8 3 9 T
Y140 | g0 933 1188 129 | 7 20| 7 9 —3 5

160 129 20 11 -5 3



bi¢iminde, C'¢ matrisi

Cfn—l,m—l = _%577%—1 - 25_857” + %(5m+l + 8_145m+2
m—1m = Cmm—1 = _%&nfl - %5771 + %5m+1 + %5m+2
Criotm1 = Crstme1 = —30m—1 = 320m + Tg0m+1 + 750m2
C”ren—l,m—f—Q = ’ren+2,m—1 = _Klgfsm—l - %5771 + %5m+1 + ﬁ5m+2
Corm = —280-1 — 216, + 2506, 1 + 226,19
mnt1 = Cingim = _12778(?5m4 - %‘gém + %4076m+1 + %5m+2
ren,m+2 = S@—&-Q,m = _7%5m—1 - %@n + %6771—1—1 + %57%—&-2
it = — 225,y — AT+ 216,01 + 25,40
C;+1,m+2 = C;+2,m+1 = _%&n*l - %57“ + g_gémﬂ + %5"”2
Criizmiz = —510m—1 = 50m + 350m11 + 50myo
ve D¢ matrisi
'ren—l,m—l = _%57%— - %5m - %6m+1 - W}gém—ﬂ
fﬂ_l,m - _%57”* - %5”1 - %5m+1 - %05m+2

e 1 927 219 1
m—tmt1 = 30m—1 T 5550m T T3g0m+1 + g50mi2

e _ 1 43 9 1
m—1m+2 = 310m—1 1 3550m + 750m+1 + Teg0me+2

e _ 107 361 1783 9
mm—1 = 56 Om—1 = g 0m — 555 Om+1 ~ 750m+2
e _ 87 5847 219

Dim = =569m=1 = 210m — 555 0m+1 — Tg50m+2

e _ 927 4167 5847 33
Dm,m+1 - 287057“—1 + 140 Om + 280 5m+1 + £5m+2

e _ 43 289 1783 3
D mt2 = 2560m—1 1 55 0m + 555 0m+1 + 70mr2

e _ 3 1783 289 43

Ditim—1 = —30m-1 = 359 0m = % Om+1 — 3550m+2
e __ﬁ(s _58476 _41675 _&75
m+1m — T 35Ym— 280 M 140 “m+1 7 280“m+2
e _ 219 5847 87

D i1mir = Ta00m—1+ 555 Om + 210m41 + 550m42
e _9 1783 361 107

Dy iimya = 750m-1+ 555 0m & 55 0mt1 + 55 Om+2
e _ 1 9 43 1
m+2m—1 — _ﬁémfl - %5m - ﬁéerl - g5m+2
e 1 219 927 1
m+2,m _E(sm— - m(sm - %6m+1 - §5m+2

e _ 1 33 87 5
m+2,m+1 — E(;m—l + ﬁém + %5m+1 + %57”_;,_2

e _ 1 3 107 1
mi2mi2 = 1650m—1 1 10m + Fg Omy1 + 50mi2

olarak tamimlanir. Biitiin elemanlar birlestirilmis matriste yazilirsa
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At At At At
A MTUB +5-C(0) + 55 D))" = [A+ u=-B]§" (4.15)

~

matris denklemi ve
é = (5—17 507 a3 6N+1)T

eleman parametreleri elde edilir. A, B, C, D matrisleri (N + 3) x (N + 3) boyutlu
7’ 1i bant matrislerdir.

(4.15) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in (4.11) sinir kogullar: kullanilarak 6,
ve 0 y41 parametreleri yok edilmelidir. Boylece bilinmeyenleri é"“ = (60T 0T
parametreleri olan (VN +1) x (N + 1) boyutlu 7’ li bant matrislerden olusan denklem
sistemi elde edilir. Bu sistem Thomas algoritmasi yardimiyla coziilebilir.

(4.15) denkleminde iterasyon iglemlerine baglamak igin éo baglangic vektorii
U(z,t) fonksiyonunun U (z,0) baglangi¢ kosullarmdan belirlenir. (4.12) ifadesi

N+1

Un(z,0) = Z GGy ()

m=—1

bi¢iminde yazlabilir. Buna gore Uy/(x,0) fonksiyonu gu kogullar saglamalidir:

Un(zm,0) = U(zp,0), 0<m<N
Ul(20,0) = 0, (4.16)

U;G(:EN, O) =0

(4.6) deki kiibik B-spline bagntilar1 ve (4.16) kogullar1 kullanilarak elde edilen sis-
tem, matris formunda

As® =b
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olarak yazilirsa

6 —12 6
1 4 1
1 41
A=
1 4 1
1 4 1

6 —12 6
é:) = (60—17687"'a5?v+1>T

ve

2 = (0, U(l’o), U(l’l), cees U(.I'N),O)T

bi¢iminde elde edilir. Bu denklem sistemini ¢ozmek icin ilk ve son denklemler in-
dirgenerek iiggensel bant matris formuna getirilir. Thomas algoritmas: kullanilarak

6° parametreleri belirlenir ve ardigik olarak sistem ¢oziiliir.

4.2.1 Kararlihk Analizi

Metodun kararliligi i¢cin KdV denkleminin lineer olmayan UU, terimindeki U sabit

olmak iizere A olarak alindi. Buna gore denklem tekrar diizenlenirse

a8 Fagd gl + aud st 4 aedy + ardiil (4.17)

= 047(521_3+O(6(521_2+C¥56%_1 + a45%+a35;+1 + a25?n+2 + aléﬁwg

denklem sistemi elde edilir. Burada katsayilar

h At 3AL

o TS VT e

olmak {izere
ap=a—0—7, ay=120a — 565 — 87, az = 1191a — 2453 + 197
ay = 2416q, as = 1191a + 2455 — 19, ag = 120 + 565 + 87,
a7 = o+ 6 + Yy
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dir.
/\ .
o = §"e™* bicimindeki Fourier modu (4.17) denkleminde yerine yazilip diizen-

lenirse

~“n

(a+ib)d"" = (a—ib)o
bulunur. Burada

h
a = EO(HOS + 1191 cos kh + 120 cos 2kh + cos 3kh)

eaAt  3uAt

n b6eaAt  6uAt
40 4h?

= 0 2

) sin 3kh+( ) sin 2kh

245eaAt  5TpAt
40 4h?

+( ) sin kh.

~n+1 n
olarak bulunur. ¢ biiyiime ¢arpani olmak iizere ¢ o g0 oldugundan

a—1ib
a -+ 1b

g =
elde edilir. ¢’ nin modiilii alindiginda

||2 a2+b2
a2+

bulunur. |g| <1 kosulu saglandigindan (4.17) denklemi kogulsuz kararhidir.

4.3 Taylor-Kollokasyon Kuintik B-spline Metodu
(TC-QNBM)

Bu kisimda, KdV denkleminin Taylor seri agilimiyla elde edilen zamana gore ayrigtiril-
mis (4.6) denkleminde kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak kollokasyon ¢oziimii
yapilacaktir.

{(;5_2, G_1yPgy ey O +2} kiimesi [a, b] araliginda tanimh fonksiyonlar igin bir ta-
ban oldugundan bu yaklagik ¢oziim kuintik B-spline fonksiyonlar: cinsinden agagi-

daki gibi yazilabilir:
Un(@,t) = Y &y (2)0m(t) (4.18)
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Burada d,,” ler sinir ve kollokasyon kogullarindan belirlenecek zamana bagli paramet-
relerdir.
(4.6) denkleminde (1.38)-(1.41) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonlar1 yerlerine

yazilirsa

K" = (6my2+ 100,11 — 108,13 — 6,n_s)

Zy = (6mta + 26041 + 660, + 268, 1 + Om_2)

bAt 30At

R, = €ﬁ, Ry =p 73

olmak tizere,

(8,1)19+268, 419668 ,,4266 11 +0m—2)" "+ Ro (6o — 2041 + 20m-1 — Gpps)"
FRIK (6, 49260, 11+668,,+268,,146m_2)" "
FRIZ(S,, oy 108,41 —108,,_1—6p—0)"
= (8,,495260,3,414660,,4+268,,_1+0,—2)" — Ro(0,, 5= 20m41720m-1—0m—2)"

bulunur. Bu ifade diizenlenirse

a=(14+ R Kl —RZ"—Ry), = (26+26R, K" —10R,Z" +2R,)

az=(66 + 66 R, K"), as= (26 + 26 R, K" +10R, 2" —2R,)

as=(1+ R K}, + RiZ), + Ry), ag=(1+Ry) ,ar = (26— 2Ry)
ag = 66, ag = (26 + 2Ry), ayo = (1 — Ry)

katsayilar igin

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
@1(5m,2 + a25m71 + @3(5m + a4(5m+1 -+ a5(5m+2

_ (4.19)

n n n n n
C)Z65m_2 + OZ75m_1 + OZs(Sm + OZg(Sm_H + 04105m+2

bulunur. Burada (4.19) denklem sistemi (§_5,5_1, 0, .., On41,0n42)" olmak iizere N
+ 5 bilinmeyen iceren, N + 1 lineer denklemden olusur. Bu sistemin ¢oziimiiniin
olabilmesi i¢in 4 kosul daha gerekir. Gerekli kogullar sinir kogullarindan elde edilir.
d_2,0_1,0N11,0n12 parametreleri (4.19) sisteminden yok edilerek, denklem sistemi

6" = (00,01,..,65)7 N + 1 bilinmeyenli bir sisteme doniistir.

A§"tt = Bo" (4.20)
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Ave B, 5 li bant matrislerdir. (4.20) denklem sistemi Thomas algoritmasi yardimuy-
la coziilebilir. Z,, ve K,, lineer olmayan terimleri i¢ iterasyonla bir énceki zaman
adimu kullanilarak hesaplanir.

(4.19) denkleminde iterasyon iglemlerine baglamak igin éo baglangic vektorii
U(z,t) fonksiyonunun U(z,0) baglangig kosullarindan belirlenir. (4.19) denklemi

baglangic kosulu icin
N+2

Un(@,0) = D $n(2)d0(1)

m=—2
bigiminde yazilir. Burada 62, bilinmeyenlerinin belirlenmesi gerekir. Baslangic
kosullarimin diigiim noktalarindaki Uy(z,,0) = U(zp,0), m = 0,..., N degerleri

kullanilarak

U(ZL‘Q, 0) = 52 + 2651 + 6650 + 265_1 + 5_2
U(l’l,O) = 53+26(52+6651 +26(50+5_1

U(J?N, 0) = 5N+2 + 26(51\74_1 + 66(51\7 + 2651\/_1 + 5N—2
yazilabilir. Sinir kogullar:

(UN)JC(G’ O) = (UN):v(b7 0) =0,
(UN)OCI(a? 0) = (UN):m(bv 0) =0

olarak secilip 0 _2,0_1,0n41, 0o parametreleri yok edilirse

54 60 6
101 135 105
< =2 1 1

1 26 66 26 1
1 26 66 26 1

1 105 135 101

6 60 54

olmak iizere matris formunda

AsY = b
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denklem sistemi elde edilir. Burada
8 — (00,60, .., %)

ve

Q = (U(xo), U(wl), ey U(.%N))T

dir. Bu sistem Thomas algoritmas1 kullanilarak ¢oziiliirse baglangic icin 6° para-

metreleri bulunmus olur.

4.3.1 Kararlihk Analizi

Kararlilik analizi i¢in (4.1) denkleminde lineer olmayan UU, terimindeki U sabit

olmak iizere A olarak alindi. Buna gore denklem tekrar diizenlenirse

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Q10,5 + a0, + g+ gl + sy

= (4.21)
0455;;72 + 0445:;71 + 043(5:; + Oég&?nJrl + OéléfnJrQ
denklemi elde edilir. Katsayilar
Oélzl—Rl—RQ, 062:26—10R1+2R2, CK3:66,
064:26+].0R1—2R2, (073 :1+R1+R2,
R S5ALA _ 30At
1=E€ 2% ) 2 = W h3
N
olarak yazlabilir. ¢ = §"e™*" bigimindeki Fourier modu (4.21) denkleminde
yerine yazilip diizenlenirse
(a+ib)s"" = (a—ib)d"
bulunur. Burada
a = (cos2kh + 26 coskh+33),
b = (Rl + Rg) sin 2kh + (10R1 — 2R2) sin k’h), (422)
dir. ¢ biiylime carpani olmak {izere 3%1 = g(%n oldugundan
— b
g=2— (4.23)

a+1b
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bulunur. ¢’ nin modiilii

o= =1
a4 b

oldugundan |g| < 1 kogulu saglamir. O halde (4.21) denklemi kogulsuz kararhdir.

4.4 Test Problemleri

Bu boliimde farkli baglangig ve sinir kogullar: igin KdV denkleminin sayisal ¢oziim-
leri elde edildi. Sayisal metodun dogrulugunu slgmek igin belirli zaman adimlarinda
her bir diigiim noktasindaki sayisal ¢coziim ile analitik ¢oziim arasindaki fark Lo ve

L hata normlar1 kullanilarak hesaplandi.

a) Bu problemde ilk olarak tek (soliton) dalga yayilimi iizerinde galigilacaktir. Bu-

nun i¢in A, D ve c sabitler olmak iizere baslangic kosulu
U(x,0) = 3csech?(Az + D), t>1

ve smur kogullar: biitiin zaman adimlar igin U(0,¢) = U(2,t) =0 olan ve

1 1
A= §(€c/u)1/2 ve B = 550(%6)1/2

olmak {iizere analitik ¢oziimii
U(x,t) = 3csec h*(Az — Bt + D),

biciminde verildi. Bu ¢oziim 3¢ genlikte x = 0 da baglayan ve soldan saga
ec sabit hizla hareket eden tek dalgayr gostermektedir. Daha ¢nce yapilan
calismalarla karsilastirmak icin hesaplamalarda e = 1, = 4.84x 1074, ¢ = 0.3,
D = —6 parametreleri kullamldi. Tek dalga ¢oziimii [0.2] araliginda ¢t = 0
dan t = 3 e kadar konum adimi1 A = 0.01 ve zaman adim1 At = 0.005 alinarak

bulundu.



Tablo 4.1. h = 0.01, At = 0.005,¢ = 3 de TG-QDBM

icin tek dalga problemi

Cy

Cy

Cs

L2 X 103

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0

0.14459809
0.14459518
0.14459759
0.14459918
0.14459817
0.14459769
0.14459676

0.08675931
0.08675855
0.08675777
0.08675702
0.08675627
0.08675562
0.08675481

0.046850
0.04673262
0.04673195
0.04673128
0.04673059
0.04672999
0.04672933

0.0000000
0.00593404
0.01196621
0.01852339
0.02525500
0.03382699
0.04219276

Tabo 4.2. h = 0.01, At = 0.005,t = 3 de TG-CBM

icin tek dalga problemi

Ch

Cy

Cs

L2 X 103

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0

0.14459804
0.14460130
0.14459883
0.14459805
0.14459836
0.14459883
0.14459679

0.08675930
0.08675962
0.08675993
0.08676025
0.08676056
0.08676083
0.08676122

0.04685000
0.04685100
0.04685128
0.04685158
0.04685185
0.04685208
0.04685239

0.0000000
0.00653395
0.01289342
0.01906928
0.02532572
0.03082960
0.03868370
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Tablo 4.3. h = 0.01, At = 0.005,¢ = 3 de TC-QNBM

icin tek dalga problemi

Cy

Cy

Cs

L2 X 103

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0

0.14459774
0.14459692
0.14459595
0.14459519
0.14459419
0.14459318
0.14459242

0.08675924
0.08675811
0.08675701
0.08675594
0.08675485
0.08675376
0.08675265

0.04684897
0.04684897
0.04684798
0.04684702
0.04684604
0.04684505
0.04684405

0.0000000
0.00617776
0.01271481
0.01961736
0.02710121
0.03604276
0.04596135

89

Bu test problemin, sirasiyla TG-QDBM, TG-CBM ve TC-QNBM metotlar ile
sayisal ¢oziimleri yapildi ve her biri icin C, Cy, C3 biiyiikliikleri ve Ly normu hesap-
lanarak Tablo 4.1-4.3 de verildi. h = 0.01, At = 0.005 igin t = 0 dan t = 3 e
kadar farklh zamanlardaki tek dalga hareketi benzer oldugu igin sadece TG-QDBM
icin Sekil 4.1 de gosterildi. Her iic metoda gore, dalga en biiyiik yiikseklige x =
1.38 noktasinda ulagt1 ve bu noktadaki niimerik ve analitik ¢oziim arasindaki farkin

mutlak degeri TG-QDBM i¢in 0.00037, TG-CBM igin 0.00107 ve TC-QNBM i¢in
0.0000957 olarak bulundu.



90

t=0 t=0.5 t=1 t=1.5 t=2 t=2.5 =3

0 0.4 0.8 12 1.6 2

Sekil 4.1. 0 dan 3’e tek dalganin hareketi.

Farkli zaman ve konum adimlarinda bulunan sayisal sonuclar literatiirde mevcut
olan daha 6nce yapilan diger sonuclarla Tablo 4.4 de karsilagtirilmistir. Buna gore
uygulanan ti¢ sayisal yontem, birbirine yakin sonuglar vermigtir. Diger ¢aligmalarla
kargilagtirildiginda onerilen sayisal metotlardan elde edilen sonuclarin oldukga iyi
oldugu goriilmektedir.  Metotlar kendi arasinda kiyaslandiginda TG-QDBM ile

¢oziimiin diger metotlara gore daha iyi sonuclar verdigi soylenebilir.
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Tablo 4.4. Tek dalga ¢oziimii icin L, hata normu x103

Zabusky Greig- Gardner Gardner
Za, TG - TG - TC -
Morris et.al.1989 et.al.1989
man QDBM CBM QNBM
1967 1976 GQS GCS

t At =0.025 h=0.05 | At=0.025 h=0.05
0.25 34.64 61.21 22.92 13.27 2.87415 3.06430 8.62447
0.50 122.68 122.41 25.12 21.95 3.85809 5.12120 10.8161
0.75 210.44 181.35 26.48 25.67 4.53497 5.97926 14.2039
1.0 298.19 228.10 28.84 29.45 5.39669 6.76747 16.9036
t At =0.01 h= 0.033
0.25 1.10 1.34 0.18944 0.24863 0.56113
0.50 1.74 1.82 0.28260 0.33733 0.86441
0.75 2.05 2.30 0.36255 0.39401 1.09216
1.0 2.48 2.69 0.44551 0.54261 1.38319
t At =0.0005 h=0.01 | At =0.005 h=0.01
0.25 5.94 3.79 0.02 0.02 0.00108 0.00349 0.00341
0.50 13.17 9.28 0.04 0.04 0.00201 0.00653 0.00617
0.75 21.08 14.14 0.05 0.06 0.00194 0.00968 0.00933
1.0 28.66 18.72 0.06 0.08 0.00211 0.01289 0.01271

b) Ikinci test problem olarak Maxwellian baslangic kosulu
U(x,0) = e~

ve sinir kogullar

U(=15,t) =U(15,t) =0, t>0
olarak secildi. Niimerik ¢oziimlerde h = 0.1 ve At = 0.01 olarak alindi.

e = 1.0 degeri sabit alinirken g 'niin degisik degerleri i¢in ¢oziimiin olusumu ince-

lendi. p, bazi kritik parametre olmak iizere (Jeffrey and Kakutani, 1972), ¢oziimiin
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davranmigimmin g < p, veya p > p, ye bagl olup olmadigr arastirildi. Berezin ve Karp-
man, bazi caligmalarda Maxwellian baglangi¢ kosulu i¢in g, kritik parametresini
t. = 0.625 olarak gosterdi (Berezin and Karpman, 1967). 1 < p, igin Maxwellian
baslangic1 i ye bagh olarak tek dalgalara ayrilir. g > . ise Maxwellian baglangic

kosulu solitonlara ayrilmaz, fakat hizl salinim dalgalar1 olusturur.

05 — 04

Sekil 4.2. TG-QDBM i¢in Maxwellian baglangi¢ kosulu,
a) p =004 b) =001

Sekil 4.3. TG-CBM i¢in Maxwellian baglangi¢ kosulu:
a) u=0.04 b)pu=0.01.



-0.5

16 —

12 —

0.8 —

04 —

0.4 I

10

Sekil 4.4. TC-QNBM i¢in Maxwellian baglangi¢ kosulu:
a) u=0.04 b) up=0.01

Her ii¢ metoda gore ¢ = 1.0, h = 0.1 ve At = 0.01 alinarak ¢t = 12.5 zamaninda
= 0.04 ve ;1 = 0.01 icin olusan dalga grafikleri ¢izildi ve Sekil 4.2-4.4 de gosterildi.
Farkli zamanlardaki C,Cy ve C3 korunum sabitleri TG-QDBM icin Tablo 4.5 de,

TG-CBM i¢in Tablo 4.6 da ve TC-QNBM igin Tablo 4.7 de listelenmistir.

Tablo 4.5. TG-QDBM i¢in Maxwellian degerleri ¢ = 1.0

t Ch Cy Cs
=004 p=001 =004 =001 p=004 pu=001

0 1.77245  1.77245  1.25331 1.25331  0.8729 0.9857
2.5 177245 1.77248  1.25329  1.25312  0.86989  0.9708
5.0  1.77262 1.77234  1.25328 1.25304 0.86941 0.9644
7.5 L.77187  1.77257  1.25327  1.25303  0.86816  0.9638
10.0 1.77677  1.77240 1.25326  1.25303 0.86812  0.9637
12.5 1.76937 1.77243 1.25323 1.25303 0.85961  0.9636




Tablo 4.6. TG-CBM igin Maxwellian degerleri € = 1.0

Cs

t Ch Cy
=004 p=001 =004 pu=0.01

0 1.77245  1.77245  1.25331  1.25331
2.5 177247 0 1.77250  1.25331  1.25343
5.0 177235 1.77230 1.25331  1.25349
7.5 177232  1.77257  1.25332  1.25350
10.0 1.76937 1.77245 1.25349  1.25350
12,5 1.77585  1.77206  1.25390  1.25350

pw=0.04 p=0.01

0.8729

0.87295
0.87295
0.87292
0.87270
0.87209

0.9865
0.9865
0.9869
0.9869
0.9869
0.9869

Tablo 4.7: TC-QNBM i¢in Maxwellian degerleri ¢ = 1.0

t 4 Cy Cs
=004 p=001 p=004 =001 p=004 pu=0.01

0 177245 1.77245  1.25331  1.25331  0.87290  0.9865
25 L7247 1.777236  1.25330  1.25336  0.87291  0.9856
5.0 1.77244 177275  1.25330 1.25342  0.87290  0.9855
7.5 L7717 177244 1.25328 1.25349  0.87289  0.9853
10.0 1.77219  1.77207 1.25329 1.25355 0.87287  0.9851
125 1.77346  1.77329  1.25326  1.25367 0.87286  0.9848
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1 = 0.04 i¢in grafiklerde titresimli kuyruk biciminde bir dalganin daha eklendigi

gozlendi. Bu durumda sayisal metotlardan elde edilen ¢oziim en yiiksek degerini

xz = 5.1 noktasinda aldu.

Sayisal metotlardan elde edilen sonuglara gore t=12.5

zamaninda, dalganin ortalama hizi, ¢; = 10. ve t; = 12.5 zamaninda en yiiksek

degeri aldiklar1 konumlar sirasiyla @, ve x5 olmak tizere V,, = (2o — x1)/(t2 — t1)

formiiliiyle, a en biiyiik dalganin genligi olmak {izere 6l¢giilen genlige bagh hiz1 V, =
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%6 formiilii ile hesaplanir. Buna gore ii¢ metoda gore elde edilen sayisal hizlar
Tablo 4.8 de gosterildi. Boylece birbiriyle uyumlu sonuglar bulundugu i¢in olusan

dalgalar soliton dalgalardir.

Tablo 4.8. Farkh p degerleri i¢in en biiyiik solitonun genligi ve hiz.

1 Metot Konum Genlik V, = %8 Ortalama hiz

TG-QDBM 5.1 1.20106 0.4 4

= 0.04 TG-CBM 5.1 1.19563  0.396 4
TC-QNBM 5.1 1.19773  0.399 4
TG-QDBM 6.8 1.54118 0.51372 0.52

uw=10.01 TG-CBM 6.8 1.54468 0.51489 0.52
TC-QNBM 6.8 1.53986  0.51328 0.52
TG-QDBM  8.225 1.84857 0.6161 0.62

@ =0.001 | TG-CBM 8.225 1.85124 0.6170 0.62
TC-QNBM  8.225 1.85106 0.6170 0.62

1 = 0.01 igin ii¢ soliton form olusur. Bu durumda dalga en yiiksek degerine
x = 6.8 noktasinda ulagt1. ¢ = 12.5 zamanindaki ortalama hiz1 ¢t = 10. ve t = 12.5
zamaninda en yiiksek degeri aldiklar1 konumlar kullanilarak hesaplandi. Ortalama
hiz1 ve genlige bagh hizlar1 Tablo 4.8 de gosterildi. Sonuglarin birbirine yakin

oldugu goriilmektedir.
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Sekil 4.5. ¢ = 1.0, u = 0.001, ~ = 0.025, At = 0.005
ve t=12.5 de TG-QDBM icin Maxwellian baglangi¢ kogulu.

Son olarak 1 = 0.001 i¢in dalga olugumu incelendi. p yayilim katsayisi kiigiildiikge
lineer olmayan terim baskin gelir. Sekil 4.5 de goriildiigii gibi 9 soliton sagdan sola
genligi ve siddeti azalarak hareket eder. Her ii¢ metot i¢in elde edilen korunum sabit-
leri Tablo 4.9 de gosterilmigtir. En biiyiik solitonun ortalama hiz1 ve genlige bagh
hizlar1 Tablo 4.8 de gosterildi. . Buna gore dalga en yiiksek degerini x=8.225 nok-
tasinda aldi. Ortalama hizi t=10 ve t=12.5 zamanlar1 arasinda en yiiksek noktaya

ulagtiklar1 konumlar: kullanilarak hesaplandi. Sonuglar birbirine oldukc¢a yakindir.
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Tabo 4.9. ¢ =1.0 ve p = 0.001 i¢in korunum sabitleri

t TG-QDBM TG-CBM TC-QNBM

4 Cy Cs Cy Cy Cs 4 Cy Cs
0 1.77245 1.25331 1.02332 1.77245 1.25331 1.0233  1.77245 1.25331 1.0233
2.5 1.77245 1.25336 1.00991 1.77243 1.25347 1.0202  1.77245 1.25346 1.0198
5.0 1.77247 1.25338 1.00617 1.77242 1.25352 1. 0204 1.77244 1.25352 1.0198
7.5 177247 1.25338 1.00597 1.77242 1.25351 1.0204  1.77247 1.25354 1.0198
10.0 1.77247 1.25339 1.00594 1.77242 1.25350 1.0204 1.77251 1.25355 1.0198
12,5 1.77247 1.25340 1.00595 1.77241 1.25348 1.0203 1.77250 1.25356 1.0198

¢) Son olarak baglangig kogulu

U(r,0) = 3 {1 ~ tanh {W%H

ve siir kosullar

U(-50,t) = U(150,t) =0, t>0
U.(—=50,t) = U,(150,t) =0,
bigiminde alindi. ¢ = 0.2, p = 0.1, At = 0.05 ve h = 0.4 igin program

t = 800 e kadar caligtirilarak dalgalar dizisinin olusumu gozlendi. C; Cy ve

C5 korunum sabitleri Tablo 4.10 da verilmigtir.
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Tablo 4.10. € = 0.2, p = 0.1 i¢in korunum sabitleri.

¢ TG-QDBM TG-CBM TC-QNBM
C Cs Cs c; Cs Cs o) Co O
0 50.000 45.000 42.501 50.000 45.000 42.500 50.000 45.00 42.500

100 50.000 45.000 42.246 50.000 45.000 42.302 50.000 45.00 42.300
200 50.004 44.999 42.088 50.003 45.001 42.305 50.000 45.00 42.299
300 50.000 44.999 42.009 50.046 45.002 42.307 49.999 45.00 42.299
400 49.987 44.999 41.990 50.046 45.003 42.308 49.999 45.00 42.299
500 49.967 44.998 41.984 50.101 45.006 42.308 49.998 45.00 42.299
600 49.953 44.998 41.984 50.137 45.011 42.308 49.998 45.00 42.299
700 49.961 44.998 41.981 50.104 45.012 42.308 50.000 45.00 42.299
800 49.985 44.999 41977 50.012 45.014 42.308 50.001 45.00 42.299

Olugan dalgalar dizisi sadece TG-CBM igin Sekil 4.6 da gosterildi. Sekilden de
goriildiigii tizere saga dogru hareket eden on tane dalga olusmustur. Buna gore bu
dalganin ortalama hiz1 ¢ = 600 ve t = 800 de dalganin en yiiksek degerini aldig1
konum kullanilarak hesaplandi. Dalga en yiiksek degerine x=121.6 noktasinda
ulagti. Ortalama hiz ve genlige bagh hizlar1 Tablo 4.11 de gosterildi. Buna goére

sonuglar birbiriyle tutarhdir.

Tablo 4.11. € = 0.2, p = 0.1 i¢in en biiyiik solitonun

genligi ve hizi.

Metot Konum Genlik V, = %6 Ortalama hiz

TG-QDBM  121.6 1.96119 0.1307 0.13
TG-CBM 121.6  1.96342  0.1309 0.13
TC-QNBM  121.6  1.96219  0.1308 0.13
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Sekil 4.6. Keyfi bir baglangic ¢arpmasinin soliton dizisi.
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4.5 Sonug

Bu calismada, KdV denkleminin sirasiyla, TG-QDBM, TG-CBM ve TC-QNBM
ile sayisal c¢oziimleri incelenmigtir. Solitonlarin biiyiikliikleri, durumu ve konum-
lar1 KAV denkleminin farkl test problemleri i¢in bulunmugtur. Sayisal ¢oziimlerin
dogrulugunu olgmek icin Ly ve Lo, hata normlari kullanilmigtir.  Sayisal metot-
lar i¢in korunum yasalar1 hesaplanmis ve C, Cy, C5 biiyiikliiklerinin zamanla sabit
kaldigi goriilmiistiir.  Ayrica uygulanan metotlar literatiirde yapilmig olan calis-
malarla kargilagtirildiginda bulunan ¢oziimlerin iyi oldugu goriilmiigtiir. Niimerik
¢oziimii yapilan ii¢ metot, kendi aralarinda kiyaslandiginda en iyi sonucu TG-QDBM
metodu vermistir. Uygulan metotlardan elde edilen fark denklemlerine von Neu-
mann kararhlik analizi uygulanmis ve bu denklemlerin kogulsuz kararlh olduklar:
gosterilmigtir.  Sonug olarak ii¢ metodun da KdV denkleminin sayisal ¢oziimiine
basariyla uygulandigi ve sonuclarin analitik ¢oziime yakin sonuclar verdigi gozlen-

mektedir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Kuadratik, kiibik ve kuintik B-spline fonksiyonlar: test fonksiyonlar olarak kul-
lanilarak Taylor-Galerkin ve Taylor-kollokasyon sonlu eleman yontemleri geligti-
rilmigtir. Metotlarin uygulanabilirliginin gosterilmesi i¢in, farkli kismi tiirevli dife-
rensiyel denklemlerin ¢oziimleri elde edilmis ve farkli dereceden B-spline fonksiyon-
lar uygulanarak coziimler iizerindeki etkileri arastirilmistir. Problemlerin zaman
ayrigtirmasi Taylor seri acilimiyla, konum ayrigmasi ise kuadratik, kiibik ve kuintik
B-spline fonksiyonlar: yardimiyla olusturulan Galerkin ve kollokasyon sonlu eleman
metotlar ile elde edilmigtir.

Ik olarak Adveksiyon - difiizyon denkleminin sayisal ¢oziimii aragtirilmistir.
Denklemin Taylor seri agilimi ile zaman ayrigtirmasi yapilmig, kuadratik Galerkin,
kiibik kollokasyon ve kuintik kollokasyon yontemleri ile konum ayrisimi yapilmigtir.
Adveksiyon difiizyon denkleminin iki farkl test probleminin ¢oziimii yukarida bahse-
dilen yontemlerle yapilmis ve bulunan sonuglar daha ¢nce yapilmis calismalarla
kargilagtirilarak metodun dogrulugu tartisilmigtir. Sayisal metotlardan elde edilen
denklem sistemlerinin kararlilik analizleri von Neumann yontemi ile yapilmistir.

Burger denkleminin kuadratik Galerkin, kiibik kollokasyon ve kuintik kollokasyon
¢oztimleri yapilmigtir. Burger denkleminin analitik ¢oziimii bilinen test problem-
leri secilerek sayisal sonuclarin Ly ve L., hata normlari bulunmustur. Bulunan
sayisal sonuclarin analitik ¢oziimlere oldukca yakin oldugu goriilmiigtiir. v viskosite
sabitinin etkisi grafiksel ¢oziimlerle gosterilmistir. Uygulan metotlardan elde edilen
fark denklemlerine von Neuman kararlilik analizi uygulanmis ve bu denklemlerin
kosulsuz kararl olduklar1 gosterilmistir.

Son olarak KdV denkleminin {i¢ farkli baglangi¢ ve sinir deger problemi sirasiyla
TG-QDBM, TG-CBM ve TC-QNBM ’lar1 ile sayisal ¢coziimleri hesaplanmigtir. Soli-
ton dalga olusumu ve Maxwellian baslangic kosulu ile dalgalarin grafikleri ¢izilmistir.
it degerinin dalga olusumuna etkisi gozlemlenmistir. Uygulanan metotlar igin C', Cs
ve (5 korunum sabitleri hesaplanarak zamanla sabit kaldiklar1 gosterilmigtir.

Genel olarak, Adveksiyon-difiizyon, Burger ve KAV denklemlerinin B-spline Taylor-

Galerkin ve B-spline Taylor-kollokasyon metotlar: ile c¢oziimlerinden oldukca iyi
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sonuglar elde edilmigtir. Her bir denkleme B-spline fonksiyonlarin etkisini aragtir-
mak icin farkli dereceden spline fonksiyonlar uygulanmis ve elde edilen sonuglar bir-
biriyle ve literatiirde yer alan diger ¢caligmalarla karsilagtirilmigtir. Taylor-Galerkin
ve Taylor-kollokasyon metotlar1 kendi aralarinda kiyaslandigi zaman Adveksiyon
-difiizyon denkleminde TG-QDBM metodu, Burger denkleminde TC-CBM metodu
ve KdV denkleminde TG-QDBM metodu diger B-spline ¢oziimlerine gore analitik
¢oziime daha yakin sonuclar vermigtir. Lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel
denklemlerdeki lineerlestirme iglemi konuma gore ayristirmadan once yapildig: icin
islem kolayligr saglanmigtir.

Bu tez ¢alismasinda uygulanan metotlar igin ikinci dereceden Taylor seri agilimi
kullanilmigtir. B-spline fonksiyonlarin derecesine gore yiiksek dereceden Taylor seri
agilimi kullanilarak diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri elde edilebilir. Kismi tiirevli
diferensiyel denklemler ve cok degiskenli diferensiyel denklem sistemleri i¢cinde ¢ne-
rilen metotlar uygulanabilir.

Bu tezin konusu olan Taylor-Galerkin ve Taylor-kollokasyon B-spline sonlu ele-
man metotlarinin uygulanmasinin kolay olmasi ve yukarida bahsedilen her ii¢ denk-
lemin sayisal coziimlerinde iyi sonuglar vermesi nedeniyle, benzer tipdeki kismi
tiirevli diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri i¢in de uygun bir metot oldugu

sonucuna varilabilir.
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