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OZET

On boliimden olusan bu ¢alismada, alisilmis metrik uzay ve genellestirilmis metrik
uzaylar olan S—metrik uzay, A—metrik uzay ve A,—metrik uzayda klasik sabit nokta
teorisinin disinda sabit ¢ember, sabit elips, sabit hiperbol, sabit Cassini egrisi ve sabit
Apollonius ¢gemberi kavramlari tanitilmis ve bu geometrik nesnelerin ilgili uzaylarda varlik

ve teklik kosullar1 verilmistir.

Birinci boliimde, tezde ele alincak konunun genel anlamda kullanimi ve gelisiminden

kisaca bahsedilerek konunun girisi ve amaci verilmistir.

Ikinci béliimde, tez boyunca ele alinacak konunun tarihsel gelisimi hakkinda literatiir

Ozeti verilmistir.

Ucgiincii béliimde, tez boyunca kullanilacak temel kavram, tanim ve teoremler ifade

edilmistir.

Dordiincii bolimde, A—metrik uzaylarda ve A,—metrik uzaylarda sabit ¢ember
kavrami tanitilmistir. Ayrica bu uzaylarda sabit gemberin varlik ve teklik kosullari {izerinde

durulmustur.

Besinci, altinci, yedinci ve sekizinci bolimde, alisilmis, S—, A— ve A,—metrik
uzaylarda sirasiyla sabit elips, sabit hiperbol, sabit Cassini egrisi ve sabit Apollonius
cemberi kavramlari tanitilarak, bu uzaylarda sabit elipsin, sabit hiperboliin, sabit Cassini

egrisinin ve sabit Apollonius ¢emberinin varlik ve teklik kosullar1 ifade edilmistir.

Dokuzuncu ve onuncu boliimlerde tezde elde edilen bulgular, sonuglar 6zetlenerek

ilerideki ¢alismalara dair Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Metrik Uzay, S—Metrik Uzay, A—Metrik Uzay, A,—Metrik
Uzay, Sabit Cember, Sabit Elips, Sabit Hiperbol, Sabit Cassini Egrisi, Sabit Apollonius

Cemberi
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SUMMARY

In this study which is consist of ten parts, the concepts of a fixed circle, a fixed ellipse,
a fixed hyperbola, a fixed Cassini curve and a fixed Apollonius circle which is apart from the
classical fixed point theory are introduced in the ordinary metric space and the generalized
metric spaces that S—metric space, A—metric space and A,—metric space. Also, their the

existence and uniqueness conditions of these geometric objects in related spaces are given.

In the first chapter, the general sense use and development of the topic to be handled

in the thesis is briefly mentioned and the introduction and purpose of the subject is given.

In the second chapter, a summary of the literature is given by considering the historical

development of the subject to be handled throughout the thesis.

In the third chapter, the basic concepts, definitions and theorems to be used throughout

the thesis are expressed.

In the fourth chapter, the concept of fixed circles in A—metric spaces and A,—metric
spaces is introduced. In addition, the existence and uniqueness conditions of the fixed circle

in these spaces are emphasized.

In the fifth, sixth, seventh and eighth chapters, the concepts of fixed ellipse, fixed
hyperbola, fixed Cassini curve and fixed Apollonius circle in the ordinary, S—, A— and
Ap—metric spaces are introduced, respectively. Also the existence and uniqueness
conditions of the fixed ellipse, fixed hyperbola, fixed Cassini curve and fixed Apollonius

circle are given, respectively.

In the ninth and tenth chapters, the results obtained in the thesis are summarized and

suggestions for future studies are given.

Key Words: Metric Space, S—Metric Space, A—Metric Space, A,—Metric Space,
Fixed Circle, Fixed Ellipse, Fixed Hyperbola, Fixed Cassini Curve, Fixed Apollonius Circle
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1. GIRIS VE AMAC

Sabit nokta teorisi, lineer olmayan analizde ve modern matematigin diger bir ¢ok
alaninda temel bir aragtir. Ozellikle diferensiyel denklem, kesirli diferensiyel denklem,
integral denklem, matris denklemi gibi belirli bir fonksiyonel denklemin ¢oziilebilirligi ile
ugrasirken, baz1 doniisiimlerin sabit noktasinin bulunmasi problemi formiilize edilmektedir.
Bunun yaninda pratik sonuglarinin ve uygulamalarinin oldukg¢a iy1 bilinmesinden dolay1 tip
(tomografi, yeniden goriintii olusturma), haberlesme (telekominikasyon, interpolasyon,
ekstrapolasyon, sinyal sentezleri, filtre sentezleri) ve ekonomi basta olmak tizere, daha bir

cok alanda yogun olarak uygulanmustir.

Sabit nokta teorinin temelinde yer alan sabit nokta problemi su sekilde ifade edilebilir:
” X birkiime, A, B C X ve ANB # () olmak lizere bir f : A — B doniistimii ele alinsin. Bu
takdirde ne zaman ya da hangi kosullar altinda f(z) = x olacak sekilde bir x € A vardir?”
Sonrasinda ilk akla gelen soru ise ”Sabit nokta var ise ka¢ tanedir?” veya “Sabit nokta ne

zaman tek olur?” seklindedir.

Genel olarak sabit nokta teorisi ¢alismalart ii¢ temel alana boliinmiistiir. Dogal
olarak bu ¢ biiyiik alan i¢in bir siniflandirma yapilabilir. Bu alanlar;
1. Topolojik sabit nokta teori
2. Metrik sabit nokta teori
3. Ayrik sabit nokta teori
seklindedir. Bu biiylik alanlar arasindaki sinirlar asagida listelenen ii¢ biliyiikk ve onemli
teoremin kesfiyle tanimlanmistir. Bu 6nemli teoremler sirasiyla;
1. Brouwer Sabit Nokta Teoremi (1912) (Topolojik sabit nokta teori)
2. Banach Sabit Nokta Teoremi (1922) (Metrik sabit nokta teori)
3. Tarski Sabit Nokta Teoremi (1955) (Ayrik sabit nokta teori)
seklindedir.

Bu tez calismasinda Banach Sabit Nokta Teoremi ile sinirlar1 belirlenen Metrik sabit
nokta teori alaninda ¢aligilacaktir. Bu alanda sabit nokta probleminin gelisimi temel olarak
iki farkli yonde olmustur. Ilki Banach teoreminde ifade edilen biiziilme déniisiimii yerine
baska ne gibi kosullar ya da doniisiimler iizerine ne gibi sartlar konulabilecegi seklindedir.
Ikincisi ise sabit noktanin var ve tek olmasi i¢in ¢alisilan uzay iizerinde ne gibi kosullar ve
kisitlar olmali yoniindedir. Biraz daha agiklayacak olursak Stefan Banach zamanindan beri

sabit nokta teorisi farkli bakis acilariyla calisitimaya devam etmektedir. i1k olarak bu teori



1922 yilinda biiziilme doniisiimii kavrami kullanilarak tam metrik uzaylar lizerinde elde
edilen ”Banach Biiziilme Prensibi” ile baslamis ve sonrasinda farkli metodlar kullanilarak
bu prensip genellestirilmistir. Ornegin bu metodlardan birisi kullanilan biiziilme kosulunun
degistirilmesi seklindedir. 1977 yilinda Rhoades ¢esitli biiziilme doniisiimlerinin tanimlarini
vererek aralarindaki iliskiyi incelemis ve bu biiziilme doniisiimleri yardimiyla bazi sabit
nokta teoremleri elde etmistir. Bu amag¢ dogrultusunda basvurulan bir diger metod ise
calisilan metrik uzaym genellestirilmesidir. Bu sebeple cesitli genellestirilmis metrik
uzaylar iizerinde yapilan sabit nokta calismalari literatiirde mevcuttur. Ornegin 2012 yilinda
Sedghi vd. tarafindan ii¢ boyutlu tanim kiimesi iizerinde S-metrik uzay kavrami metrik
uzaylarin bir genellemesi olarak tanitilmistir. Daha sonra Abbas vd. 2015 yilinda n boyutlu
tanim kiimesi iizerinde A-metrik uzay kavramini ortaya atti. Son olarak 2016 yilinda
Ughade, Tiirkoglu ve Singh A-metrik kavramini genelleyerek A,—metrik uzay kavramini

tanitti.

Son zamanlarda bilinen sabit nokta teoremlerine farkli bir bakis a¢is1 kazandirilarak
sabit cember teoremleri elde edilmis ve bir fonksiyonun sabit ¢gemberinin varlik ve teklik
kosullar1 arastirilmistir. Ornegin, Ozgiir ve Tas herhangi bir metrik uzay iizerinde sabit

cember kavramini tanitip, Caristi tarafindan verilen sabit nokta teoremindeki
d(z,Tx) < ¢(x) — ¢(Tx)

esitsizligini kullanarak sabit ¢ember teoremleri elde etmisler ve yaptiklar1 ¢alismalar ile
S—metrik uzaylar ilizerinde sabit nokta teorisi farkli bir yorumla sabit ¢ember teorisine

genellestirilmistir.

Bu tez ¢alismasinda amag ortaya atilan sabit ¢gember teoremlerini farkli uzaylarda
gelistirmek ve yeni teoremler ortaya koymaktir. Bunun yani sira geometrik temel egrilerden
olan elips, hiperbol, Cassini egrisi ve Apollonius ¢cemberi kavramlari ele alinacak ve ¢esitli
metrik uzaylarda bu egrilerin sabit kalma kosullar1 incelenecektir. Sonrasinda bu sabit
egrilerin tekligi ile ilgili kosullar sunulacaktir. Cember, c¢alisilan uzayda sabit bir noktadan
sabit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri olarak tanimlanir. Bu baglamda sabit iki noktaya
uzakliklar1 toplami, farki, ¢arpimi ve boliimii sabit olacak sekilde olusturulan geometrik
yerlerin yani elips, hiperbol, Cassini egrisi, Apollonius ¢emberi kavramlarmin cesitli

uzaylarda varlik ve teklik kosullar1 incelenecektir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Matematigin evrensel gelisimi analizin ¢alisma yontemlerinden etkilenmistir. Diger
taraftan kiimelerin cebirsel 6zellikleri analizin gelisimi i¢in yetersiz kaldigindan metrik
uzaylara ihtiya¢ duyulmustur. Metrik uzay kavramim ilk olarak 1906 yilinda Maurice
Fréchet vermistir (Fréchet, 1906). Bdylece klasik analizden modern analize gegis
saglanmistir. Nitekim metrik ve metrik uzay kavrami reel ve kompleks teorilerde bilinen bir
cok dnemli 6zelliklerin herhangi bir uzaya nasil aktarilacagini bize gosterir. Ayrica topoloji
teorisinde soyut olan bir takim kavramlar, metrik uzay teorisinde daha somut kavramlarla
aciklanma imkani bulur. Maurice Fréchet 1926 yilindaki bir ¢alismasinda da lineer metrik
uzaylar1 tanimlamistir (Fréchet, 1926). Bunun ardindan metrik uzaylarla ilgili detayl
caligmalar yapilmis ve uygulama alanlar1 incelenmistir (Copson, 1968; Giles, 1987;
Rolewicz, 1985; Searcoid, 2007; Shirali, 2006). Fréchet 1906 da yayimladigi ¢alismasinda

uzaklik fonksiyonu kavraminin formal tanimini vermistir.

Tamim 2.1 X bostan farkli bir kiime olmak tizere d : X x X — [0, 00) fonksiyonu
)z = yise d(x,y) = 0 dwr. (Ozdeslik)
2)x # yise d(x,y) > 0 dir. (Negatif olmama)
3)Her x,y € X igin d(x,y) = d(y, x) dir. (Simetri)
4 Her z,y, z € X icin d(z,y) < d(x,2) + d(z,y) dir. (Ucgen esitsizligi)
kosullarint sagliyorsa d ye X iizerinde bir uzaklk fonksiyonu adi verilir. Ayrica (X, d)

ikilisine metrik uzay adi verilir.

Hausdorff, bu d fonksiyonuna metrik ifadesini ilk kullanan matematikg¢idir.
Sonralarda 1963 yilinda Gahler yaptigi c¢alismasinda alisilmis metrik uzaym bir

genellestirilmesi oldugunu iddia ettigi 2-metrik uzay kavramini tanitt.

Tamim 2.2 X bostan farkli bir kiime olmak tizere d : X x X x X — [0, 00) fonksiyonu
V) Farkl z,y € X igin d(x,y, z) # 0 olacak sekilde bir z € X vardur.
2)x,y, z ti¢listiniin herhangi ikisi birbirine esit ise d(x,y, z) = 0 dir:
d(z,y,z) =d(z, z,y) =dy,z,2) =d(y, z,x) = d(z,x,y) = d(z,y, x) dir.
4)Her x,y, z,a € X i¢ind(x,y, z) < d(x,y,a) + d(x,a, z) + d(a,y, 2) dir.
kosullarini sagliyorsa d ye X iizerinde bir 2-metrik denir ve (X, d) ikilisine 2-metrik uzay

ad verilir.



Her ne kadar Gihler yaptig1 calismada 2-metrik uzayin alisilmis metrik uzayin bir
genellestirilmesi oldugunu iddia etmis olsa da Ha vd. 1988 yilinda yaymladiklar1 bir
caligmada 2-metrik fonksiyonun degiskenleri ilizerinde siirekli bir fonksiyon olmasinin
gerekli olmadigint gosterdi. Bu baglamda ayrica; metrik uzaylardaki biiziilme doniisiimii
teoremi ile 2-metrik uzaylardaki biiziilme doniistimii teoremi birbiri ile ilgisiz oldugu ortaya
cikmistir. Bunun iizerine 1992 de Dhage, D—metrik uzay adim verdigi genellestirilmis

metrik uzaylarin yeni bir yapisin tanitti.

Tamim 2.3 X bostan farkls bir kiime olmak iizere D : X x X x X — [0, oo) fonksiyonu
1)D(z,y,2) =0 x =y = zdir
2)D(x,y,z) = D(z,2,y) = D(y,z,2) = D(y, z,x) = D(z,x,y) = D(2,y,x) dir
3)Her x,y,z,a € X icin D(x,y,2) < D(z,y,a) + D(x,a,z) + D(a,y, z) dir.
4)Her x,y, z,a € X i¢in D(x,y,y) < D(x,z,2) + D(z,y,y) dir.
kosullarini saglyyorsa D ye X iizerinde bir D-metrik denir ve (X, D) ikilisine D-metrik uzay
adi verilir.

Eger her x, y € X i¢in D(z, x, y) = D(z, y, y) ise D ye simetrik D—metrik denir.

D—metrik uzayda yakinsaklik tanimlarinin farkli kullanilmasi ile iki farkh
topolojiden bahsedilebilmektedir. Dhage bu topolojilerin ayn1 oldugunu iddia etmis olsada
bu topolojilerin birbirinden farkli oldugunu ve Dhage’nin yayinladig1 makalede ortaya attig1
iddialarinda bir takim hatalarin ve problemlerin oldugunu Mustafa ve Sims tarafindan 2003
yilinda yayinladiklar1 bir makale ile gostermislerdir. Dolayisiyla D—metrik uzay kavrami
metrik uzaylarin bir genellestirilmesi degildir. Daha sonra 2006 yilinda yaptiklar1 bir
caligma ile Mustafa ve Sims metrik uzaylarin bir genellestirilmesini genellestirilmis metrik

uzay ad1 altinda vermislerdir.

Tamm 2.4 X bostan farkls bir kiime olmak iizere G : X x X x X — [0, oo) fonksiyonu
Nz =y=zise G(z,y,z) = 0dwr
2)x # y olacak sekildeki her x,y € X i¢in G(x,x,y) > 0 dw
3)y # z olacak sekildeki her x,y, z € X i¢in G(x,x,y) < G(x,y, z) dir.
NG (z,y,2) = Gz, 2,y) = Gy, z,2) = Gy, z,2) = G(z,2,y) = G(2,y,x) dir
5)Her x,y, z,w € X i¢in G(x,y, 2) < G(z,w,w) + G(w,y, z) dir.
kosullarini sagliyorsa G ye X iizerinde bir G-metrik denir ve (X, G) ikilisine G-metrik uzay
ad verilir.

Eger her x, y € X i¢in G(z, z, y) = G(x, y, y) ise G ye simetrik G—metrik denir.



Sonrasinda 2012 de Sedghi vd. yayinladiklari ¢calisma ile metrik uzaylarin bir diger

genellemesi olan S-metrik kavramini vermislerdir.

Tamim 2.5 X bostan farkli bir kiime olmak iizere S : X x X x X — [0, 00) fonksiyonu her
x, Yy, 2, a € X igin

1)S(z,y,2) =0 =y =zdir

2)S(z,y,2) < S(x,z,a) + S(y,y,a) + S(z, z,a)
sartlarmni saghyorsa S fonksiyonuna X iizerinde bir S-metrik denir. (X, S) ikilisine de S-

metrik uzay denir.

Daha sonra 2015 yilinda Abbas vd. S-metrik uzayin bir genellemesi olan A-metrik
uzay kavramini tanittilar. Buna gore S—metrik uzay kavrami herhangi bir bostan farkli X
kiimesinin U¢li kartezyen carpimi iizerinde tanimli iken A—metrik uzay kavrami X

kiimesinin 7 tanesinin kartezyen ¢arpimi ilizerinde tanimlidir.

Tamm 2.6 X bostan farkli bir kiime olmak iizere A : X" — [0, oo) fonksiyonu
i € {1,2,...,n} olmak iizere her x;, a € X igin

ADA(zy, 29, .oy, 0p) =0 0y =29 = ... = 21 = x, dir:

A2)A(x1, 9y ooy Tty ) < D A(24, T4, o0y g, @) dir
i=1
sartlarim sagliyorsa A fonksiyonuna X iizerinde bir A-metrik denir. (X, A) ikilisine de

A-metrik uzay denir.

Son olarak 2016 yilinda Ughade, Tiirkoglu ve Singh tarafindan A—metrik uzay

kavramini kapsayan A,—metrik uzay kavramini tanitmislardir.

Tanim 2.7 X bostan farkli bir kiime olmak iizere A, : X" — [0, oo) fonksiyonu
i € {1,2,...,n} olmak iizere her z;, a € X i¢in

Apl) Ap(x1, 29y oy Ty 1, Ty) = 0 2y = 29 = ... = X1 = @, dir:

Ap2) b > 1 olmak iizere Ap(1, o, ..., Ty_1,Ty) < b A(x;, x4, ..., 24, a) dir:
i=1
sartlarini sagliyorsa A, fonksiyonuna X iizerinde bir A,—metrik denir. (X, A,) ikilisine de

Ap—metrik uzay denir. Her A—metrik uzayin ashinda b = 1 olacak sekilde bir A,—metrik

olduguna dikkat ediniz. Ancak bu durumun tersi her zaman dogru degildir.

Metrik uzayin genellestirilmesi ¢alismalar1 kisaca yukarida bahsedildigi gibi ilerler

iken diger yandan Banach biiziilme ilkesinin genellestirilmesi ¢alismalarida devam etmekte



idi. Bu baglamda farkli metotlar ve teknikler kullanilarak biiziilme kosulu degistirilerek
genellestirilmistir. Bu tarz bir ¢ok ¢alisma &rnekleri literatiirde mevcuttur. Ornegin, 1977
yilinda Rhoades ¢esitli biliziilme fonksiyonlarinin tanimlarin1 vermis sonrasinda biiziilme
fonksiyonlarinin aralarindaki iligkiyi incelemis ve bu biiziilme fonksiyonlar1 yardimiyla
cesitli sabit nokta teoremleri elde etmistir. Metrik uzaylarin ve biiziilme fonksiyonlarinin
genellestirilmesi ¢alismalarinin devam etmesinin yaninda 2017 yilinda Nihal Ozgiir ve
Nihal Tas bilinen sabit nokta teoremlerine yeni bir bakis agis1 kazandirarak alisiimis metrik
uzaylarda ve S-metrik uzayda sabit ¢cember kavramini tanitmis ve bu uzayda sabit
cemberlerin varlik ve teklik kosullarini incelemistir. Boylelikle bilinen klasik sabit nokta
caligmalar1 farkli bir yonde derinlik kazanmis, sabit nokta teorisi ve genellestirilmis metrik

uzaylar alanlarinda geometri ¢alismalar1 yapilmasina onciiliik etmisleridir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak temel tanim ve kavramlar, tezi
diger kaynaklara basvurmadan anlasilir kilmak adimna ilgili kaynaklar esas alinarak
ozetlenerek verilecektir. Bu bdliimde ifade edilen teoremlerin ispatlarina kisaligin hatirina

yer verilmeyecek olup ilgili ispatlara teoremlerde ifade edilen kaynaklardan ulasilabilir.

3.1  Ahsilmus (Klasik) Metrik Uzaylar

Bu kisimda alisilmis metrik uzaylara dair temel tanim, teorem ve kavramlara yer

verilecektir.

Tamim 3.1 X bostan farkli bir kiime olsun. d : X x X — [0, 00) fonksiyonu her x, y € X
icin

d(z,y) =0 z=y

2)d(x,y) = d(y, z)

3)d(z,y) < d(x,z)+d(z,y)
kosullarini saglyorsa d fonksiyonuna X kiimesi iizerinde aligilmig (standart) metrik ve (X, d)

ikilisine de alisilmis metrik uzay denir. (Fréchet, 1906)

Tanim 3.2 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger verilen her
e > 0 sayisina karsilik n > ny seklindeki her bir n dogal sayisi igin d(x,,, ) < € olacak
sekilde bir ny € N sayisi varsa (z,,) dizisine yakinsaktir denir ve x noktasina da bu dizinin
limiti denir. (Kreyszig, 1978)

Tamm 3.3 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen her ¢ > 0
sayisina karsilik her n, m > nyg i¢in d(z,, ©,,) < € olacak sekilde bir ny € N sayist varsa
(x,,) dizisine Cauchy dizisi denir. (Kreyszig, E., 1978)

Tanim 3.4 (X, d) bir metrik uzay olsun. X uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak ise
(X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir. (Kreyszig, 1978)

Tanim 3.5 X bos olmayan bir kiime ve T' : X — X bir fonksiyon olsun. T'(x) = z esitligini
saglayan x € X noktasina T fonksiyonunun bir sabit noktasi denir. (Agarwal vd., 2015)



Tamm 3.6 (X, d) bir metrik uzay ve T' : X — X bir fonksiyon olsun. Eger her x, y € X
icin d(T(x), T(y)) < ad(z, y) olacak sekilde 0 < o < 1 sabiti var ise T fonksiyonuna bir
biiziilme doniigiimii denir. (Banach, 1922)

Teorem 3.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve T' : X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu
taktirde T nin bir tek sabit noktasi vardw. Yani T(x) = x olacak sekilde bir tek x € X
noktast vardir. Ozellikle xo, X te keyfi bir nokta ve x,, = T"(xy) seklinde tanimlanan X de
bir dizi olarak alinr ise (x,,) dizisi bu sabit noktaya yakinsar. (Banach, 1922)

Teorem 3.2 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T doniisiimii her
x,y € X vex # yigin

AT (2), T(y)) < m{ d(x,y), d(z, T()), d(y, T(y)) }

d(x, T(y)), d(y, T'(x)

kosulunu sagliyor ise T' nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktasi vardir. (Rhoades, 1977)

Teorem 3.3 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T doniigiimii
A€ [O, %) olmak iizere her x,y € X igin

d(T(x), T(y)) < Md(z, T(x)) + d(y,T(y))]

kosulunu saglyor ise T' nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktas: vardir. (Kannan, 1969)

Teorem 3.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T déniisiimii
A€ [0, %) olmak iizere her x,y € X igin

d(T(x),T(y)) < Ad(x,T(y)) + d(y, T(z))]

kosulunu saglyor ise T' nin X uzayt icinde bir tek sabit noktasi vardir. (Chatterjea, 1972)

Teorem 3.5 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T doniisiimii
a, B3,y negatif olmayan sayilar ve o + 8 + v < 1 olmak tizere her x,y € X icin

d(T(z), T(y)) < ad(z, T(x)) + Bd(y, T (y) + vd(z,y)

kosulunu saglyor ise T' nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktast vardir. (Reich, 1971)



Teorem 3.6 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T déniisiimii
a, B3,y negatif olmayan sayilar ve o + 8 + v < 1 olmak iizere her x,y € X icin

d(T(z), T(y)) < ad(z, T(y)) + Bd(y, T(x) +vd(z, y)

kosulunu sagliyor ise T' nin X uzayt iginde bir tek sabit noktasi vardwr. (Rhoades, 1977)

3.2 S—Metrik Uzaylar

Bu kisimda S—metrik uzaylara dair temel tanim, teorem ve kavramlara yer

verilecektir.

Tamim 3.7 X bostan farkli bir kiime olmak iizere S : X x X x X — [0, 00) fonksiyonu her
x, Y, 2z, a € X igin

1)S(z,y,2) =0 =y =zdir

2)S(z,y,2) < S(x,z,a) + S(y,y,a) + S(z, z,a)
sartlarini saglyorsa S fonksiyonuna X iizerinde bir S-metrik denir. (X, S) ikilisine de S-
metrik uzay denir. (Sedghi vd., 2012)

Yardimci Teorem 3.1 (X, S) bir S—metrik uzay olsun. O halde her z, y € X igin
S(z,x,y) = S(y,y, v) esitligi saglanir. (Sedghi vd., 2012)

Ornek 3.1 X = R olsun. Her z,y, z € X icin
S(xy,z)=|r—z2|+|ly—z2 ve S(x,y,2) =|r—z|+ |z + 2z — 2y

seklinde tamiml1 S : X x X x X — [0, 00) fonksiyonlari R iizerinde birer S—metriktir. (Tas,
2017)

Bu noktada olduk¢a 6nemli bir noktaya dikkat ¢ekmek gerekmektedir. X # ()
herhangibir kiime ve d de X iizerinde tanimli alisilmig bir metrik olsun. Buna goére her
x,y,2 € X igin

S(x,y,2) =d(x,2)+d(y,2)

olacak sekilde tanimlanan S : X x X x X — [0,00) fonksiyonu X iizerinde bir
S—metriktir. Yani her alisilmis metrik bir S—metrik belirler. Ancak bunun tersi dogru
degildir. Daha agik¢a her S—metrik bir alisilmis metrik tarafindan {iretilemez. Zaten bu

ifadenin terside dogru olmus olsaydi, S—metrikler alisilmis metriklerden tiiretilmis
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olacagindan dolayr S—metrik uzaylarin alisilmig metrik uzaylardan ¢ok farkli yapilar
olmayacakti. Dogal olarak S—metrik uzay kavrami énemini yitirecekti. Ozgiir vd. 2017
yilindaki ¢aligmalarinda her S—metrigin bir alisilmis metrikden {iretilemeyecegini

gosterdiler. Buna gére X = R™ olmak lizere her z,y, 2 € X i¢in
S(x,y,z) = |ac2 — y2’ + |x2 +y? — 222|

seklide tamimlanan S : X x X x X — [0,00) fonksiyonu ele alinsin. Agikca burada
tanimlanan S fonksiyonu bir S—metriktir. Bu tanimlanan S—metrigin bir alisilmis metrik

tarafindan tiiretildigi varsayilsin. Yani
S(z,y,2) =d(z,2)+d(y,2)
olacak sekilde bir d alisilmis metriginin oldugu varsayilsin. Bu taktirde agikca
S(x,x,2)=2d(x,2) ve S(z,2,2)=2|2> 2|
oldugundan
d(xz,z)= }az —z

bulunur. Benzer sekilde

S(y.y,2)=2d(y,2) ve S(yy,2) =2y -7

esitliklerinden dolay1
d(y,z) = |y* = 2|

seklinde elde edilir. O halde S—metrigi alisilmis metrikden tiiretildiginden dolay1
}xz —y2| 1 ‘xz P 222| _ |$2 _ 22‘ 4 ]yQ _ 22‘

olmalidir. Ancak son esitlik agikca bir geliskidir.Dolayisiyla verilmis olan S—metrik
alisgitlmis metrik tarafindan {iretilemez. (Ozgiir vd., 2017) Ornek 3.1 de verilen iki
S—metrikden ilki alisilmis metrikten tiiretilirken, ikinci S—metrik alisilmis bir metrikden

tiiretilemedigi kolaylikla goriilebilir.

Tanim 3.8 (X, 5) bir S—metrik uzay, v € X ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger verilen
her ¢ > 0 sayisina karsilik n > nq seklindeki her bir n dogal sayist igin S(x,, T,,x) < &
olacak sekilde bir ny € N sayist varsa (x,,) dizisine S—yakinsaktir denir ve x noktasina da
bu dizinin limiti denir. (Sedghi vd., 2012)

Tamm 3.9 (X, S) bir S—metrik uzay, x € X ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen her
e > 0 sayisina karsiltk her n, m > ng igin S(x,, T, T,) < € olacak sekilde bir ny € N

sayist varsa (x,,) dizisine S—Cauchy dizisi denir. (Sedghi vd., 2012)
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Tamm 3.10 (X, S) bir S—metrik uzay olsun. X uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak
ise (X, S) metrik uzayina tam S—metrik uzay denir. (Sedghi vd., 2012)

Tamm 3.11 X bos olmayan bir kiime ve T' : X — X bir fonksiyon olsun. T (x) = x esitligini
saglayan x € X noktasina T’ fonksiyonunun bir sabit noktasi denir. (Sedghi vd., 2012)

Tanim 3.12 (X, S) bir S—metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger her
x,y € Xicin S(T(x), T(x),T(y)) < aS(x,x,y) olacak sekilde 0 < o < 1 sabiti var ise
T fonksiyonuna bir biiziilme doniigiimii denir. (Sedghi vd., 2012)

Teorem 3.7 (X, S) bir tam S—metrik uzay ve T : X — X bir biiziilme déniigiimii olsun.
Bu taktirde T nin bir tek sabit noktast vardir. Yani T'(x) = x olacak sekilde bir tek v € X
noktasi vardir. Ozellikle x, X te keyfi bir nokta ve x,, = T™(xg) seklinde tamimlanan X de
bir dizi olarak alinir ise (x,,) dizisi bu sabit noktaya yakinsar. (Sedghi vd., 2012)

Teorem 3.8 (X, .S) bir tam S—metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. T déniisiimii
her x,y € X vex # y i¢in

S(T(2), T(2), T(y)) < m{ S(z,2,y), S(z, 2, T(2)), S,y T(»)), }

S(x,z,T(y)), S(y,y, T(z))

kosulunu saglyor ise T' nin X uzayi i¢inde bir tek sabit noktasi vardir. (Tas, 2017)

Teorem 3.9 (X, S) bir tam S—metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. T déniisiimii
A€ [0, %) olmak iizere her x,y € X igin

S(T(x), T(x),T(y)) < AS(x,z,T(x)) + Sy, 5, T(y))]

kosulunu saghyor ise T nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktast vardwr. (Sedghi ve Dung,
2014)

Teorem 3.10 (X, S) birtam S—metrik uzayvel' : X — X bir doniisiim olsun. T' déniisiimii
A€ [0, %) olmak iizere her x,y € X igin

S(T(x), T(x),T(y)) < AS(x, 2, T(y)) + Sy, y, T(x))]

kosulunu saghyor ise T nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktast vardwr. (Sedghi ve Dung,
2014)
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Teorem 3.11 (X, S) bir tam S—metrik uzay veT : X — X bir doniisiim olsun. T déniisiimii
a, B3,y negatif olmayan sayilar ve o + 8 + v < 1 olmak iizere her x,y € X icin

S(T(x),T(x),T(y)) < aS(x,z, T(x)) + 65y, y, T(y)) + 75z, 2,y)

kosulunu saglyor ise T' nin X uzay iginde bir tek sabit noktasi vardwr. (Sedghi ve Dung,
2014)

Teorem 3.12 (X, S) bir S—tam metrik uzay ve T’ : X — X bir doniisiim olsun. T' doniisiimii
a, 3,y negatif olmayan sayilar ve o + B + v < lile v + 3a olmak iizere her x,y € X i¢in

S(T(x), T(x), T(y)) < aS(z,2,T(y)) + BS(y, y, T(x)) + vS(z, 2, y)

kosulunu saglyor ise T' nin X uzay iginde bir tek sabit noktasi vardw. (Sedghi ve Dung,
2014)

3.3 A—Metrik Uzaylar

Bu kisimda A—metrik uzaylara dair temel tanim, teorem ve kavramlara yer

verilecektir.

Tamm 3.13 X bostan farkli bir kiime olmak iizere A : X" — [0, oo) fonksiyonu
i € {1,2,...,n} olmak iizere her z;, a € X i¢in

ADA(zy, 29, ooy p1,0p) =0 0y =29 = ... = 21 = x, dir:

A2Q)A(xy, 29, ooy Ty, Tp) < iA(xi, Tiyoory Tiy @) dir:
sartlarimt saglyorsa A fonksi)zzgiwna X iizerinde bir A-metrik denir. (X, A) ikilisine de
A-metrik uzay denir. (Abbas vd., 2015)

Yardimci Teorem 3.2 (X, A) bir A—metrik uzay olsun. Bu durumda her x, y € X. igin
Alz,..., x,y) = A(y,..., y, ) esitligi saglamr. (Abbas vd., 2015)

Ornek 3.2 X = R olsun. Her z,y,z € X icini,j € {1,2,...,n} olmak iizere

A(fﬂl,xQ,---,mn) :ZZ’xZ_xJ‘

=1 i<j
ve
A(:Ulax%"wxn) = ‘wn—“+QJ2—(TL—1)I’1’+’.§C”++$3—<n—2)$2|

4+ |an +Xn_1 — 2.Z'n_2| + ’xn - -rn—l|
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n ade
r—/\t—
seklinde tamimli A : X x --- x X — [0,00) fonksiyonlar: R iizerinde birer A—metriktir.
(Abbas vd., 2015)

Burada S—metrik kisminda da ifade edildigi gibi olduk¢a miihim olan bir noktaya
dikkat ¢ekilecektir. X # () herhangi bir kiime ve d de X lizerinde tanimli bir alisilmis metrik

olsun. Buna gore n > 3 olmak iizere her x1, xs, ..., 2, € X i¢in
Az, 29, .. 2,) = d(x1,2,) +d(z2,2) + -+ d(xp_1, 20)
n—1
i=1
olacak sekilde tanimlanan A : X x---xX — [0, co) fonksiyonu X iizerinde bir A—metriktir.

Acikca her z1, 29, ...,2z, € X i¢cin

n—1
A(xl,xz,...,xn):() = Zd(l’z,wn) =0

=1

& d(zy,x,) =0, Vie{l,...,n}
T =Ty == =Ty
olur. Ustelik =1, o, . .., 2,,a € X igin
A(xy, 29, xn) =d(x1,2,) + - +d (01, 7p)
<d(zi,a) +d(a,z,) + -+ d(zy-1,a) + d(a,zy,)
n—1
= d(zi,a)+ (n—1)d(z,,a)
i=1
<(n-1)> d(x;a)

i=1
=A(xy,...,x,a)+ -+ Az, ..., 2y, a)

elde edilir. Dolayistyla bu ifadelerden anlasilacagi tizere her alisilmis metrikden bir A—metrik
tiiretilebilir. Bu noktada ifadenin tersinin dogru olup olmadig1 sorusu dogal olarak ilgi ¢ekici

olmustur. Buna gére X = R olmak iizere her x1, zs, ..., 2, € X i¢in

n—1
A(xy,m0,. .. 1) = (Zm —xn|> +lrr 4+ e — (n— 1)z,
sekliden tanimlanan A : X X --- x X — [0,00) fonksiyonu ele alinsin. Agikca burada

tanimlanan A fonksiyonu bir A—metriktir. Bu A—metrigin alisilmis metrik yardimiyla
tiiretildigi varsayilsin. Yani

A(xy,me, ..., x,) = Zd(mi,:pn)
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olacak sekilde bir d alisilmig metriginin oldugu varsayilsin. Bu taktirde agikca her
ied{l,...,n}igin

Az .z, x) = (n—1)d(z,x,) ve A(xy,...,z5x,) =2(n—1)|z; — 2,

oldugundan

d(zi,x,) = 2|z; — x|

bulunur. O halde A—metrigi alisilmig metrikden tiiretildiginden dolay1

n—-1 n—1
(£ = aul) ottt = (0= Dl =2S =
i=1 =1
n—1
=+ 4 a1 — (n—1) x| = > |x; — x,
i=1
olmalidir. Ancak son esitlik agikca bir ¢eliskidir. Dolayisiyla verilmis olan A—metrik,
alisilmis metrik tarafindan iiretilemez. Bu nedenle ilgi ¢eken sorunun yaniti ifadenin
tersinin dogru olmadigi seklinde verilmis olur. Daha agik¢a her A—metrik bir alisilmig
metrik tarafindan iiretilemez. Zaten bu ifadenin terside dogru olmus olsaydi, A—metrikler
alisilmis metriklerden tiiretilmis olacagindan dolayr A—metrik uzaylarin aligilmis metrik
uzaylardan ¢ok farkli yapilar olmayacakti. Dogal olarak A—metrik uzay kavrami 6nemini

yitirecekti.

Tamm 3.14 (X, A) bir A—metrik uzay, x € X ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger verilen
her € > 0 sayisina karsilik n > ng seklindeki her bir n dogal sayisi i¢in A(xp, ..., x,, x) < &
olacak sekilde bir ny € N sayisi varsa (z,,) dizisine A—yakinsaktir denir ve x noktasina da
bu dizinin limiti denir. (Abbas vd., 2015)

Tamm 3.15 (X, A) bir A—metrik uzay, x € X ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen her
e > 0 sayisina karsilik her n, m > ng icin A(x,, ..., T,, Ty) < € olacak sekilde bir ng € N
sayist varsa (x,,) dizisine A—Cauchy dizisi denir. (Abbas vd., 2015)

Tamm 3.16 (X, A) bir A—metrik uzay olsun. X uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak
ise (X, A) A—metrik uzayina tam A—metrik uzay denir. (Abbas vd., 2015)

Tamm 3.17 X bos olmayan bir kiimeve T : X — X bir fonksiyon olsun. T (x) = x esitligini
saglayan x € X noktasina T’ fonksiyonunun bir sabit noktasi denir. (Abbas vd., 2015)

Tamm 3.18 (X, A) bir A—metrikuzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger her x, y € X
icin A(T(x),...,T(z), T(y)) < aA(z,...,x,y) olacak sekilde 0 < o < 1 sabiti var ise T
fonksiyonuna bir biiziilme doniisiimii denir. (Abbas vd., 2015)
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Teorem 3.13 (X, A) bir tam A—metrik uzay ve T' : X — X bir biiziilme doniigiimii olsun.
Bu taktirde T nin bir tek sabit noktast vardwr. Yani T'(x) = x olacak sekilde bir tek v € X
noktast vardir. Ozellikle xo, X te keyfi bir nokta ve x,, = T"(xy) seklinde tanimlanan X de
bir dizi olarak almir ise (x,,) dizisi bu sabit noktaya yakinsar. (Abbas vd., 2015)

Teorem 3.14 (X, A) bir tam A—metrikuzayveT : X — X bir doniisiim olsun. T doniigtimii
her x,y € X ve x # y i¢in

Az, sz, y), Az, oo 2, T(2)), Ay, ooy, T(Y)), }
Az, ...z, T(y)), Aly, ..., y, T(x)

kosulunu saglvyor ise 'T' nin X uzayi icinde bir tek sabit noktasi vardiwr. (Gelisgen ve Ermis,
2019)

Teorem 3.15 (X, A) bir tam A—metrikuzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T' doniisiimii
AE [0, %) olmak iizere her x,y € X icin

A(T(z),...T(x), T(y)) < A[AS(z,....,x,T(z)) + Ay, ...y, T (v))]

kosulunu saglvyor ise 'T' nin X uzayi icinde bir tek sabit noktasi vardwr. (Gelisgen ve Ermis,
2019)

Teorem 3.16 (X, A) bir tam A—metrikuzay veT : X — X bir doniisiim olsun. T' doniisiimii
AE [0, %) olmak iizere her x,y € X icin

A(T(z),....T(x), T(y)) < MNA(z, ...z, T(y)) + Ay, ..., y, T (z))]

kosulunu saglryor ise 'T' nin X uzayi icinde bir tek sabit noktasi vardiwr. (Gelisgen ve Ermis,
2019)

Teorem 3.17 (X, A) bir tam A—metrikuzayveT : X — X bir doniisiim olsun. T' doniisiimii
a, B,y negatif olmayan sayilar ve o + 3 + v < 1 olmak iizere her v,y € X igin

A(T(x),....,T(x), T(y)) < adA(x, ...z, T(x)) + BA(y, ...y, T(y)) + vA(x, ..., x,y)

kosulunu saglvyor ise 'T' nin X uzayi icinde bir tek sabit noktasi vardwr. (Gelisgen ve Ermis,
2019)
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Teorem 3.18 (X, A) bir A—tam metrik uzay veT : X — X bir doniisiim olsun. T' doniisiimii
a, B,y negatif olmayan sayilar ve o +  + v < 1 ile v + na olmak iizere her x,y € X i¢in

AT (z),...T(2),T(y)) < @dA(z,...,z,T(y)) + BA(y, ...y, T(x)) + vA(z, ..., x,y)

kosulunu saglvyor ise 'T' nin X uzayi icinde bir tek sabit noktasi vardw. (Gelisgen ve Ermis,
2019)

3.4 A,—Metrik Uzaylar

Bu kisimda A,—metrik uzaylara dair temel tanim, teorem ve kavramlara yer

verilecektir.

Tamim 3.19 X bostan farkli bir kiime olmak iizere A, : X™ — [0, oo) fonksiyonu
i € {1,2,...,n} olmak iizere her z;, a € X i¢in

Apl) Ap(z1, 29, oy Ty1, @) =0 1y = X9 = ... = Ty = Xy, dir:

Ap2) b > 1 olmak iizere Ay(z1, T, ..., Tn_1,Tyn) < b Az, 4, ..., 24, a) dir:

i=1
sartlarimi saglyyorsa Ay, fonksiyonuna X iizerinde bir A,—metrik denir. (X, Ay) ikilisine de

Ap—metrik uzay denir. (Ughade vd. 2016)

Her A—metrik uzayimn aslinda b = 1 olacak sekilde bir A,—metrik olduguna dikkat

ediniz. Ancak bu durumun tersi her zaman dogru degildir.

Yardimei Teorem 3.3 (X, A,), b > 1olacak sekilde bir A,—metrik uzay olsun. Bu durumda
her x, y € X. igin

IN

b.Ap(y, ...y, )
Ay, oy, ) < bA(z, ..z, y)

Ap(z, ...,z y)

A

esitsizlikleri gegerlidir. (Ughade vd. 2016)

Ornek 3.3 X = R olsun. Her z,y,z € X i¢ini,j € {1,2,...,n} olmak iizere

A1, @3 w0) = bt as— (0= Dag? + [+ 4 25— (0 — )

+ .-+ ’q;n +Th_1 — 25(,’”72’2 + ‘xn - xn71|2

ve
n

Ab(lCl,QZQ, Ce ,.an) = ZZ ’.Cl]z — $j|2

i=1 i<j
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n ade
/—A;
seklinde tammh A, © X X --- x X — [0, 00) fonksiyonlar: R iizerinde birer A,—metriktir.
(Ughade vd. 2016)

Burada S—metrik ve A—metrik kisminda da ifade edildigi gibi olduk¢a miihim olan
bir noktaya dikkat gekilecektir. X # () herhangibir kiime ve d de X {izerinde taniml1 bir

alisilmis metrik olsun. Buna goére n > 3 olmak tizere her zq, zo, ..., 2z, € X i¢in

Ay (z1, 29, ..., 2n) = d(x1,2,) +d(z2,2,) + -+ d (Tn_1,Ts)

n—1
= Z d(z;,xy)
i=1

olacak sekilde tanimlanan A, : X x --- x X — [0,00) fonksiyonu X iizerinde bir
Ap—metriktir.

Agikca her zq, xo, ..., 2, € X i¢in

n—1
Ay (x1,29,...,2,) =0 & > d(x;,x,) =0
=1

1=

& d(xy,x,) =0, Vie{l,...,n}

ST =Ty ="'""=2Tp
olur. Ustelik 1, zs, ..., z,,a € X icin

Ab(xlax27"'7xn) :d($1,$n>+"'+d($n_1,xn)
<d(wi,a) +d(a,z,) + -+ d(rp_1,a) + d(a,z,)

- gd@i,a) +(n—1)d (v, a)
d<mi7a)

<b {(n— 1) :d(ac,-,a)}
=b(A(x1,...,z1,0)+ -+ A(zp, ..., 20, 0))

NE

<(n-1);

7

elde edilir. Dolayistyla bu ifadelerden agikca anlasilacag iizere her alisilmis metrikden bir
Ap—metrik tiiretilebilir. Bu noktada ifadenin tersinin dogru olup olmadigi sorusu dogal olarak

ilgi ¢ekici olmustur. Buna gore X = R olmak iizere her x1, 25, ..., 7, € X i¢in

n—1
Ap (1,29, ..., Tp) = <Z{xf —wi‘) +lei+ 2l —(n— 1)xi}
i=1

sekliden tanimlanan A, : X X --- x X — [0,00) fonksiyonu ele alinsin. Agikca burada
tanimlanan A, fonksiyonu bir A,—metriktir. Bu A,—metrigin alisilmis metrik yardimiyla

tiretildigi varsayilsin. Yani

n—1
Ab (thQv s al‘n) = Z d(l’z,xn)
i=1
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olacak sekilde bir d alisilmig metriginin oldugu varsayilsin. Bu taktirde agikca her
ied{l,...,n}igin
Ap (i, i, m0) = (n— 1) d (i, 20) ve Ap(zi,...,2,2,) =2(n—1) ‘%2 _mi‘
oldugundan
d(x;, ) = 2|2} — 22

bulunur. O halde A,—metrigi alisilmis metrikden tiiretildiginden dolay1
n—1 n—1
(£ a7 = atl) + fat s 0y = (= 2] =25 Jaf -

n—1
= et +-Fal - (n—1)a2]| = Y |27 — 22
=1

n—1

olmalidir. Ancak son esitlik agikca bir ¢eliskidir. Dolayisiyla verilmis olan A,—metrik,
alisilmis metrik tarafindan iiretilemez. Bu nedenle ilgi ¢eken sorunun yaniti ifadenin
tersinin dogru olmadigi seklinde verilmis olur. Daha agik¢a her A,—metrik bir alisilmig
metrik tarafindan tiretilemez. Zaten bu ifadenin terside dogru olmus olsaydi, A,—metrikler
alisilmig metriklerden tiiretilmis olacagindan dolayr A,—metrik uzaylarin alisilmis metrik
uzaylardan ¢ok farkli yapilar olmayacakti. Dogal olarak A,—metrik uzay kavrami 6nemini

yitirecekti.

Tamm 3.20 (X, A,) bir Ay—metrik uzay, © € X ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger
verilen her € > 0 sayisina karsilik n > nqy seklindeki her bir n dogal sayist igin
Ap(xp,y .oy xp, ) < € olacak sekilde bir ng € N sayist varsa (x,,) dizisine A,—yakinsaktir
denir ve x noktasina da bu dizinin limiti denir. (Ughade vd. 2016)

Tamm 3.21 (X, A) bir Ay—metrik uzay, v € X ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen her
e > 0 sayisina karsilik her n, m > ng icin Ap(xy,, ..., Tp, T) < € olacak sekilde bir ny € N
sayist varsa (x,,) dizisine Ay,—Cauchy dizisi denir. (Ughade vd. 2016)

Tamm 3.22 (X, A) bir Ay—metrik uzay olsun. X uzayindaki her bir Cauchy dizisi yakinsak
ise (X, Ay) Ay—metrik uzaymna tam A,—metrik uzay denir. (Ughade vd. 2016)

Tamim 3.23 X bos olmayan bir kiimeve T : X — X bir fonksiyon olsun. T (x) = x esitligini
saglayan x € X noktasina T fonksiyonunun bir sabit noktasi denir. (Ughade vd. 2016)

Tamm 3.24 (X, A,) bir Ay—metrik uzay ve T' : X — X bir fonksiyon olsun. Eger her
x, y € X i¢inb > 1 olmakiizere Ay(T(x),....,T(x),T(y)) < aAy(x, ..., x,y) olacak sekilde
0<ax< b% sabiti var ise T' fonksiyonuna bir biiziilme doniisiimii denir. (Ughade vd. 2016)
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Teorem 3.19 (X, Ay) bir tam A,—metrik uzay ve T' : X — X bir biiziilme déniisiimii olsun.
Bu taktirde T nin bir tek sabit noktast vardwr: Yani T'(x) = x olacak sekilde bir tek v € X
noktast vardir. Ozellikle xo, X te keyfi bir nokta ve x,, = T"(xy) seklinde tanimlanan X de
bir dizi olarak almir ise (x,,) dizisi bu sabit noktaya yakinsar. (Ughade vd. 2016)

Teorem 3.20 (X, A,) bir tam Ay,—metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T
doniisiimii her v,y € X ve x # y igin

Ap(@, oo 2, y), Ay ooy 2, T()), Ay, ooy, T(y)), }

AT (@), .. T(@), T(y)) < max{ A0l 2, T()), As(y o, T(2)

kosulunu saglhyor ise T' nin X uzayt ig¢inde bir tek sabit noktasi vardir. (Priyobarta vd. 2020)

Teorem 3.21 (X, A,) bir tam Ay,—metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. T
doniigiimii \ € [O, %) ve \ # % olmak iizere her x,y € X igin

Ab(T<w)7 ) T(:E)v T(y)) <A [Abs<x7 ) T({E)) + Ab(y7 Y T(y))]

kosulunu sagliyor ise T' nin X uzayt ig¢inde bir tek sabit noktasi vardir. (Priyobarta vd. 2020)

Teorem 3.22 (X, Ay) bir tam Ay—metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. T
doniisiimii o, B, v negatif olmayan sayilar ve o + 3 + v < 1 olmak iizere her x,y € X igin

Ap(T(x),....,T(2), T(y)) < aAp(z, ...z, T(x)) + LAY, ..., v, T(y)) + VAp(2, ..., z, Y)

kosulunu sagliyor ise T’ nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktasi vardir. (Priyobarta vd. 2020)
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4. CESITLI METRIK UZAYLARDA SABIT CEMBER
TEOREMLERI

Daha dncesinde de bahsedildigi gibi alisilmis metrik uzay ve S—metrik uzayda sabit
¢ember kavrami Ozgiir ve Tas 2018-2019 calismalarinda incelenmistir. Bu nedenle bu
kisimda ilgili ¢aligmalarin paralelinde A-metrik uzayda ve A,—metrik uzayda bir cemberin
sabit kalma kosullari, yani sabit ¢emberin varlig1 ortaya konulacak ve ardindan sabit

cemberin tekligi ile ilgili kosullar verilecektir.

4.1 A-Metrik Uzayda Sabit Cember Teoremleri

Bu kisimda A-metrik uzayda ¢emberler i¢in bir doniislimiin bir ¢emberi sabit
birakmasi ve sabit ¢emberin teklik kosullari ele alinacaktir. Buna gore ilk olarak bu uzayda

¢ember ve sabit cember kavramlar: tanimlanacaktur.

Tamm 4.1 (X, A) bir A-metrik uzay olsun. xo € X ve r > 0 olsun. Bu taktirde,

ifadesine xy merkezli r yaricapli cember denir.

Ornek4.1 X = R® n > 3vei € {1,2,..,n} i¢cin v; = (x31,Ti, Ti3) olmak iizere
3 n
A(zy,29,...,2n) = D> |vi — xjk| seklinde tammh A—metrik ele alinsin. Buna
k=1i=1i<j
gore (X, A) A—metrik uzayinda xo = (xo1, Tog, Toz) merkezli r yarigcapl cember

Calzo,r] = {xE]Rg | A(%---awiO):T}

kiimesidir. Baska bir deyisle xo = (o1, o2, Toz) merkezli r yaricapli cember x = (x1, x2, T3)

olmak tizere
A(z,...,x,x0) =7 = (n—1) [|x1 — zo1| + |r2 — 2| + |T3 — x03]] =7

denklemini saglayan R3 iin noktalar kiimesidir. Bu kiime ise sekil 4.1 de goriilecegi iizere

3-boyutlu analitik uzayda bir diizgiin sekizyiizlii belirtir.
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Sekil 4.1 (X, A) A—metrik uzayda x, merkezli  yarigapli cember

Ayni uzayda A—metrigi
A(zy, 29, ... xy) =max {|zg — x| | 1,7 € {1,2,...,n}, i <jvek e {1,2,3}}

seklinde tammlanan A—metrik olarak alimrsa vo = (xo1, To2, Tos) merkezli v yarigaph

cember x = (x1, T2, x3) olmak iizere
A(x,...,z,x9) =r = max {|x; — zo1|, |x2 — Toa|, |r3 — zos|} =1

denklemini saglayan R iin noktalar kiimesidir. Bu kiime ise sekil 4.2 de goriilecegi iizere

3-boyutlu analitik uzayda bir diizgiin altiyiizlii (kiip) belirtir.

Sekil 4.2 (X, A) A—metrik uzayda x, merkezli r yarigapli gember
Ayrica burada bir alisilmigs metrik tarafindan iiretilen A—metrikler icin ilgili

A—metrik uzaydaki xy merkezli ve r yarigapli cember ile alisimis metrik uzaydaki xz

merkezli ve r yarigapli gember arasindaki ilgi asagidaki onermelerde verilmistir.
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Onerme 4.1 A, bir d alisilmus metrigi tarafindan iiretilen bir A—metrik olmak iizere

(X, A) A—metrik uzayr verilsin. Buna gore (X, A) A—metrik uzaydaki v, merkezli r

r
n—1

yarigapl ¢ember Cy [xo, 1], ayni zamanda (X, d) alisilmis metrik uzaydaki xo merkezli

varigapli cember Cy [xg, ﬁ} dir.

Ispat X +# 0 bir kiime ve A da bir d alisilmis metrigi tarafindan iiretilen bir A—metrik
olsun. Buna gére A—metrik uzaydaki xo merkezli r yaricapli cember tanimi ve A—metrigin
d tarafindan tiiretildigi kullanilirsa

r

Ax,...;z,x0) =7 = d(z,20) + -+ d(x,20) =7 = d(x,20) = |

n—;adet
sonucu bulunur. Buna gére agikca (X, A) A—metrik uzaydaki her Cy [xo, 7], (X, d) alisilmis
metrik uzaydaki Cy [:vo, ﬁ} dir.

Sonu¢ 4.1 (X, d) bir alisilmig metrik uzay olmak iizere bu metrik uzaydaki her xy merkezli
r yarigapli cember Cq[xo, 7], d metrigi tarafindan iiretilen A—metrik uzayda x, merkezli

(n — 1) r yarigapli cember C [xg, (n — 1) r] dir.

Ispat Cy[zo, 7], (X,d) ahsimis metrik uzayinda v, merkezli r yarigapl ¢ember
oldugundan agikca d(x,x¢) = r dir. Ayrica A—metrik d alisilmis metrigi tarafindan
tiretildiginden dolay

A(l‘,...,l‘,l’o) = d<x7$0) +e +d(.fll',l’o) = (Tl— 1)d($,$0) = (n_ 1)7'

~
n—1 adet

bulunur. Bu ise ispati tamamlar.

Tamm 4.2 (X, A) bir A-metrik uzay olsun. C s [z, r] bu uzayda xo merkezli r yarigapl bir
cember olsun. T : X — X bir doniisiim olmak iizere her x € Cy [x, 7] i¢in Tx = x ise

C4 [xo, 7] ¢cemberine T doniisiimiiniin bir sabit cemberi denir.

Bu kisimda buradan itibaren verilecek Teorem 4.1-4.4 de, A—metrik uzayda bir

T : X — X doniisiimii i¢in sabit ¢gemberin varli§ini garanti eden kosullar verilmistir.

Teorem 4.1 (X, A) bir A-metrik uzay, Ca [xo,7], (X, A) A—metrik uzayinda x, merkezli, r
yarigapl bir cember olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Az, ..., x, z0)
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olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T : X — X doniisiimii, her x € Cy [xg, 1| i¢in
(CM) A(w,..,z,Tx) < p(x) — o(Tx)
(C{2) A(Tw,...,Tx,x0) > 1

kosullarint saglyorsa C 4 [xo, 1] ¢cemberi T doniigtimiintin bir sabit gemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, A, X iizerinde bir A—metrik olsun. C 4 [xq, 7], (X, A) A—metrik
uzaymnda xoy merkezli, v yarigapl bir cember ve p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X i¢in
o(x) = A(x, ..., z, xg) seklinde tanimlanmis olsun. AyricaT : X — X doniisiimii alinsin.
Bu takdirde x € C 4 [z, ] herhangi bir nokta olmak iizere (Ci*1) kosulu ve  fonksiyonunun

tanimi geregince,

A(l‘,...,l’,T.%’) < gO(l’) _QD(T'%'>
= A(z,...,z,x0) — A(Tz, ..., Tx,x0)
= r—A(Tz,...,Tx,xg) 4.1)

elde edilir. T doniisiimii (C{2) kosulunu sagladigindan Tx noktast C o [x¢, 7] cemberinin
tizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum séz konusudur. Buna gore
A(Tz,...,Tx,xo) > r ise yani Tx noktasi cemberin disinda ise (4.1) esitsizliginden dolay
celiski elde edilir. Bu nedenle A(Twx,...,Tx,xq) = 1 olmaldw Aksi taktirde (4.1)
esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif tammlihigindan dolayr bu
bir celiskidir. Yani Tx noktast c¢emberin iizerinde olmalidin  Bu durumda,
Az, x,Tx) <1 — A(Tx,...,Tx,0) = 17 — 1 = 0 elde edilir. O halde Tx = x dir. Yani
her x € Cylxo, 7] igin Tx = x oldugundan dolay1 T doniistimii C s [xo, 7] ¢emberini sabit

birakir.

Ornek 4.2 X = Rven > 3igin A : X" — [0,00), A(x1,T9,ees 7)) = > > |Ti — 74
i=1i<j
bigiminde tamimly A-metrik olmak iizere (R, A) A—metrik uzayi verilsin. (R, A), A—metrik

uzayinda Co [2,3(n — 1)] cemberi ve her v € R i¢in Tx = 2 — x — 2 doniisiimii ele
alinsin. Bu noktada C» [2,3(n — 1)] = {—1, 5} dir ve her v € C 4 [2,3(n — 1)] i¢in (C{*1)
ve (C{*2) kosullari saglamr. Dolayisiyla C o [2,3(n — 1)] gemberi, T doniisiimiiniin bir sabit

cemberidir.

Ornek 4.3 X = Rven > 3igin A : X" — [0,00), A(x1,To,ees Tp) = > > |Ti — 74
i=1i<j
bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayt verilsin. (R, A), A—metrik

uzayinda C [2,3(n — 1)] gemberi ve her x € R i¢in Tx = sx + 5 doniigiimii ele alinsin.
Bu noktada her x € C 4 [2,3(n — 1)] = {—1, 5} i¢in (C{*1) kosulu
v=—ligin (n—1)[+1]<3n-1)—-(n-1)|t -2|=>I<3-U=1
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z=>5i¢in (n—1)|2-5/<3n-1)—(n-1]2-2[=T<3-1=41
olup saglamyr iken apagik sekilde (C{2) kosulu
v=—ligin(n—1)|1-2[>3n—-1)= 1 >3
v=>5i¢in(n—1)[2-2/>3n-1)=§>3

olacagindan saglanmaz. Ayrica C4 [2,3(n — 1)|, T nin sabit cemberi degildir.

Ornek 4.4 X = Rven > 3igin A : X" — [0,00), A(x1,Toyees Tp) = > > |70 — 74
i=1i<j
bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzay verilsin. (R, A), A—metrik

uzayida Cy [2,3(n — 1)] cemberi ve her x € R i¢in Tx = 3z — 3 doniigtimii ele alinsin. Bu
noktada her v € C4 [2,3(n — 1)] = {—1, 5} igin (C{*1) kosulu
r=—-ligih(n—1)]-6+1<3n—-1)—(n—1)|-6-2|=5<3-8=-5
x=5igin(n—1)[12-5]<3n—-1)—(n—-1)]12-2|=7<3-10= -7

olup saglanmaz iken agik¢a (C{*2) kosulu
r=—ligin(n—1)]-6—-2|>3(n—1)=8>3
x=>5igin(n—1)]12—-2|<3(n—1)=10>3

olacagindan saglamir. Ayrica C4 [2,3(n — 1), T nin sabit cemberi degildir.

Teorem 4.2 (X, A) bir A-metrik uzay, C [xo,7], (X, A) A—metrik uzayinda xy merkezli, r
yarigapl bir cember olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

QO(.ZU) = A(ZE, vy Ly CCO)
olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T : X — X doniisiimii, her x € Cy [xg, 1| i¢in
(CM) Az, ...z, Tz) < o(x) + p(Tz) — 2r

(Cs'2) A(Tw,...,Tx,x9) <71
kosullarint saglyorsa C 4 [xo, 1] ¢cemberi T doniigtimiintin bir sabit ¢emberidir.

Ispat X # @ bir kiime, A, X iizerinde bir A—metrik olsun. C 4 [x¢, 7], (X, A) A—metrik
uzaymda xo merkezli, v yarigapl bir cember ve p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X i¢in
o(x) = Az, ..., x, xo) seklinde tammlanmus olsun Ayrica T : X — X doniisiimii alinsin.
Bu takdirde x € C 4 [z, ] herhangi bir nokta olmak iizere (C4'1) kosulu ve o fonksiyonunun

tanmimi geregince,
Az, ...z, Tx) < ¢(z)+¢(Tx)—2r
= A(z,...,z,x0) + A(Tx,...,Tx,x0) — 21
= A(T=x,...,Tx,xo) —r 4.2)

elde edilir. (C3'2) kosulu saglandigindan dolayr Tx noktast C o [z, 7] cemberinin iizerinde

veya i¢cinde olmalidw. Dolayisiyla iki durum vardir. Buna gére T'x noktasi cemberin iginde
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ise yani A(T'x,...,Tx,xq) < rise (4.2) esitsizliginden dolay: ¢eliski elde edilir. Clinkii bu
durumda (4.2) esitsizligi A(z,...,x,Tx) < 0 formuna doniisiiv. Ancak uzakligin(metrigin)
pozitif tammhligr geregince c¢eliski meydana getirir. O halde A(Tx,...,Tz,xo) = r
olmalidin.  Yani Tx  noktast ¢emberin iizerinde olmaldir.  Bu  durumda,
Az, x,Tx) < A(Tz,...,Tx,20) — 7 = 1 — 1 = 0 elde edilir. Bu durumda Tz = x dir.
Yani her x € Cy [xo,7] i¢in Tx = x oldugundan dolayr T déniistimii C s [z, r] ¢emberini

sabit birakir.

Ornek 4.5 X =Rven > 3icin A: X" — [0,00),

Alxy, 29, ... xn) = |op+ -+ 22— (n— 1Dy + |zg+ -+ 23— (n— 2)29]

4.+ ’xn + X1 — 21'”72’ + ’$n - mnfly

bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayt verilsin. (R, A), A—metrik
uzayinda Co [2,2(n — 1)] cemberi ve her v € R icin Tx = x* — 3z doniisiimii ele alinsin.
Bu noktada C 4 [2,2(n — 1)] = {0, 4} dir ve her x € C4 [2,2(n — 1)] igin (C4'1) ve (C3'2)
kosullart agik¢a saglamir. Dolayisiyla C [2,3(n — 1)| ¢emberi, T doniistimiiniin bir sabit

cemberidir.

Ornek 4.6 X =Rven > 3igin A: X" — [0, 00),

A(:Ulax%"wxn) = ‘wn—“+QJ2—(TL—1)I’1’+’.§C”++$3—<n—2)$2|

4+ |an +Xn_1 — 2.73'”_2’ + ’.Z'n - :En—l|

bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayt verilsin. (R, A), A—metrik
uzayinda C 4 [2,2(n — 1)| cemberi ve her x € R i¢in T'x = 3x — 5 doniisiimii ele alinsin. Bu
noktada her v € C4 [2,2(n — 1)] = {0, 4} i¢in (C31) kosulu
r=0i¢in(n—1)|10—(=5)|<2(n—1)+(n—1)|-5—-2|—4(n—-1)=5<5
r=4icin(n—1)4-7<2(n—1)+n—-1)|7T—2|—4(n—-1)=3<3

olup saglaniyor iken agik¢a (C3'2) kosulu
r=0i¢in(n—1)|-5—-2|<2(n—1)=7<2
r=4icin(n—1)|7T—-2|<2(n—-1)=5<2

olacagindan saglanmaz. Ayrica C [2,2(n — 1)|, T nin sabit cemberi degildir.

Ornek 4.7 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

A<xlax27"'7xn> = |:Bn++332—(n—1):v1]+]xn—|—+x3—(n—2)x2|

+---+ |$n +xn—1 - 2xn—2| + |xn - xn—1|

biciminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayr verilsin. (R, A), A—metrik

uzaymnda C o [2,2(n — 1)] ¢emberi ve her v € R igin Tx = =22 déniigiimii ele alinsin.



26

Bu noktada her x € C, [2,2(n — 1)] = {0, 4} igin (C3'1) kosulu
x = 0icin

(n-D00—|<2-D+ (-1} -2[-dn-1 =<2+ § -4 L <

L1

r =4 icin

n=D4-% <2n-1D+m-1[3-2|-4(n-1)=>1<2
olup saglanmaz iken apagik bir sekilde (C3'2) kosulu
x=0igin(n—1)|% -2/ <2(n-1)= <2
v=0igin(n—1)|& -2/ <2(n-1)= %<2

olacagindan saglanmr. Fakat C4 [2,2(n — 1)], T nin sabit cemberi degildir.

+
ol
RS

N[ =

Teorem 4.3 (X, A) bir A-metrik uzay, Ca [xo,7], (X, A) A—metrik uzayinda x, merkezli, r
yarigapli bir ¢cember olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o) = Az, ..., x, z0)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde, T : X — X déniisiimii, her x € C 4 [z, 7] ve bazi
h € [0, 1) igin

(C1) A, ...z, Tz) < p(x) — (Tx)

(C412) h.A(x, ...z, Tz)+ A(Tz,...,Tx,0) > r
kosullarint sagliyorsa C 4 [xo, 1] ¢cemberi T doniigtimiiniin bir sabit cemberidir.

Ispat X # O bir kiime, A, X iizerinde bir A—metrik olsun. C 4 [x¢,7], (X, A) A—metrik
uzayinda xy merkezli, v yarigapl bir cember ve ¢ : X — [0,00) fonksiyonu her v € X
icin p(x) = Az, ..., x, xy) seklinde tammlanmis olsun Ayrica T : X — X doniisiimii
alinsin. Bu takdirde x € C 4 [xo, r] herhangi bir nokta olmak iizere T doniisiimii (C4'1) kosulu

saglandigindan bu kosuldan baslayarak, o fonksiyonunun tanimi ve (C4'2) kosulu geregince,

Az, ...z, Tx) < @(x)—p(Tx)
= Az,...,z,x0) — A(Tz,....,Tx,x0)
r—A(Tx,...,Tz, xq)
h Az, ...z, Tz)+ A(Tz,....,Tx,x0) — A(Tz, ..., Tx, x0)

h.A(z,..,x,Tx)

IA

elde edilir. Buna gore acik¢ca (h — 1)A(z,...,x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr A(x,...,x,Tx) = 0 olmak zorundadw. Bu nedenle Tx = x olur. Yani
her x € Cylxo, 7] igin Tx = x oldugundan dolay1 T déniistimii C s [z, 7] ¢emberini sabit

birakir.
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Ornek 4.8 X = Rven > 3igin A : X" — [0,00), A(x1,To,ees Tp) = > > |Ti — 74
i=1i<j
bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayt verilsin. (R, A), A—metrik

uzayinda C'o [0,n — 1] cemberi ve her x € R i¢in Tx = z* + x — 1 déniisiimii ele alinsin.
Bu noktada C,[0,n — 1] = {—1, 1} dir ve her x € C4[0,n — 1] igin (Ci1) ve (C4'2)

kosullart saglamir. Dolayisiyla C4 [0,n — 1] ¢emberi, T doniisiimiiniin bir sabit ¢cemberidir.

Ornek 4.9 X = Rven > 3igin A : X" — [0,00), A(x1,Tg,ees 7)) = > > |70 — 74
i=1i<j
bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzay verilsin. (R, A), A—metrik

uzaymda Cy [0,n — 1] ¢emberi ve her x € R i¢in Tx = 2963—’1 doniisiimii ele alinsin. Bu
noktada her v € C4 [0,n — 1] = {1, 1} i¢in (C4'1) kosulu
x:—ligin(n—l)]—l—(— N<(n—-1)—(n-1)|-1-0=0<0
v=1ligin(n—1)[3 -1 <(h—-1)—(n-1) |1 -0]=2<2

olup saglanyor iken agik¢a (C4'2) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

x = —1igin h. (n—1)|—1—(— )]+(n—1)|—1—0| >n—1¢h 0+1>1
v=1liginh.(n=1)|: =1+ (n=-1)]} -0|>n—-1=h2+1i>1

olacagindan saglanmaz. Ustelik C 4 [0,n — 1] ¢cemberi, T donwumunun bir sabit cemberi
degildir.

Ornek 4.10 X = Rven > 3icin A: X" — [0,00), A(z1,Za,..., Tp) = Zn: S|z — 4
bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayt verilsin. (R,ZAl)z,<i4—metrik
uzaymda Cy [0,n — 1] ¢emberi ve her © € R igin Tx = ””1—_09 dontistimii ele alinsin. Bu
noktada her v € C4 [0,n — 1] = {1, 1} i¢in (C4'1) kosulu
r=—-ligih(n—1)|-1—(-1)|<(n—1)—(n—1)|-1-0[=0<0
r=1ligh(n—1)|-F -1|<(n-1)-(n-1|-F-0[=2<1

olacagindan saglanmuyor iken apagik olarak (C4'2) kosulu h € [0, 1) i¢in
x=—licinh.(n—1)|-1—(-1)|+(n—-1)|-1-0/>n—-1=h.0+1>1
v=1liginh.(n—1)|-& -1+ (n—-1)|-F-0|>n-1=h2+1>1

olup saglamir. Ancak C'4 [0,n — 1] ¢emberi, T doniisiimiiniin bir sabit cemberi degildir.

Teorem 4.4 (X, A) bir A-metrik uzay, C4 [xo, 7], (X, A) A—metrik uzayinda xy merkezli, r
yarigapl bir cember olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,
o(x) = Az, ..., x, z0)
olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T' : X — X doniisiimii, her x € Cy [xg, 1| i¢in
(CM) Az, ...z, Tz) < o(x) + p(Tz) — 2r
(C2) A(z,...,z,Tz) + A(Tz,...,Tx,20) <7

kosullarin saglyorsa C y [xo,r] T doniistimiinitin bir sabit cemberidir.
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Ispat X # @ bir kiime, A, X iizerinde bir A—metrik olsun. C 4 [x¢, 7], (X, A) A—metrik
uzaymda xy merkezli, v yarigapli bir gember ve ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X
icin p(x) = Az, ..., x, xy) seklinde tammlanmis olsun Ayrica T : X — X doniisiimii
alinsin. Bu takdirde x € C 4 [, r] herhangi bir nokta olmak iizere T' déniisiimii (Ci'1) kosulu

saglandigindan bu kosuldan baslayarak, o fonksiyonunun tanimi ve (C5'2) kosulu geregince,

Az, ...z, Tx) < o(x)+¢(Tx)—2r
= A(z,...,z,x0) + A(Tx,...,Tx,x0) — 21
< A(Tz,..,Tx,xg) —r
< A(Tz,...Tx,z0) — Az, ...,z,Tx) — A(Tx, ..., Tz, x0)
< —A(z,...,z,Tx)

elde edilir. O halde 2A(x,...,x,Tx) < 0ve A(x,...,x,Tx) = 0 olmaldir. Bu durumda
agtk¢a T'x = x olur. Bu takdirde sonug olarak her x € C s [z, 7] i¢in T doniisiimii C 4 [z, 7]

cemberini sabit birakir.

Ornek 4.11 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

A(ry, 9,0 2n) = o+t x— (=)o + |2, + - + 23 — (0 — 2)2,|
4+t T — 2@ | F Ty — |

bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayr verilsin. (R, A), A—metrik
uzayinda Cy [—1,3(n — 1)| gemberi ve her x € R igin Tx = 2z* + bz — 16 doniisiimii ele
almsin. Bu noktada Cx[—1,3(n —1)] = {—4, 2} dir ve her v € Cy[—1,3(n —1)] i¢in
(C{11) ve (C2) kosullart agik¢a saglamr. Dolayisiyla Cy[—1,3(n — 1)] ¢emberi, T

doniisiimiiniin bir sabit cemberidir.

Ornek 4.12 X =Rven > 3igin A: X" — [0, 00),

Ay, 22,005 m,) = T+ +2g— (0= D] + |zp + -+ + 23 — (0 — 2)35]

4+ 4+ |xn + X1 — 2.1}n72| + ’1317, - Q:n71|

biciminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayr verilsin. (R, A), A—metrik
uzayinda Cy [—1,3(n — 1)] ¢emberi ve her x € R i¢in Tx = 3x + 6 doniisiimii ele alinsin.
Bu noktada her x € C 4 [—1,3(n — 1)] = {—4, 2} i¢in (C{*1) kosulu
x=—4dicin(n—1)]—6—(=4)| <3n—-1)+(n—-1)]-6— (=) —=6(n—1)=2<2
r=2igin(n—1)]12-2|<3(n—-1)+n—-1)[12—(-1)| —6(n—1) =10 < 10
olup saglaniyor iken agik¢a (C1'2) kosulu
r=—4i¢in(n—1)]-6—(-4)|<(n—1)|-6—(-1)] <3(n—-1)=7<3
r=2icin(n—1)]12-2|<(n—-1)|12—(-1)| <3(n—1) =23 <3
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olacagindan saglanmaz. Ustelik Cy [—1,3(n — 1)] ¢emberi, T déniisiimii altinda invaryant
degildir.

Ornek 4.13 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

A<xlax2>"'7$n> = \xn+---+x2—(n—l)a:ﬂ—i—]xn+--~—|—;1:3—(n—2)3:2|

+---+ |:En +xn—1 - 2xn—2| + |xn - xn—1|

bigiminde tammli A-metrik olmak iizere (R, A) metrik uzayr verilsin. (R, A), A—metrik
uzayinda C 4 [—1,3(n — 1)] gemberi ve her x € R i¢in Tx = 3z — 1 doniisiimii ele alinsin.
Bu noktada her x € C 4 [—1,3(n — 1)] = {—4, 2} icin (C{*1) kosulu
r=—4digin(n—1)|-4—(-4)|<3n—-1)+(n—-1)|-4—(-1)|—6(n—1)=0<0
v=2icin(n—1)[3 -2/ <3n—-1)+(n-1 1 = (-1)]-6n-1)=>2< 3

olup saglanmuyor iken apagcik olarak (C{42) kosulu

x=—4digih(n—1)|-4— (-4 <(n—-1)]-4—-(-1)|<3(n—-1)=3<3
v=2icin(n—1)[3 -2/ <(n—=1)[5 = (-1)|<3(n-1)=3<3

olacagindan saglamir. Ayrica Cy [—1,3(n — 1)] ¢emberi, T doniigiimii altinda invaryant
degildir.

X # @ bir kiime olmak {izere X kiimesi tizerinde her z € X i¢in I(z) = z olacak
sekilde tanimlanan / : X — X donilisiimiine birim doniisiim denir ve hangi kiimeyle
calisildigr rahat anlasilmasi icin /x biciminde gosterilir. Birim doniisiim acik¢a Teorem
4.1-4.4 de verilen kosullar1 saglar. Buna gore birim doniisiim acgik bir sekilde ilgili
cemberleri sabit birakir. Ancak birim doniisiim tiim noktalar1 sabit biraktig1 i¢in ¢ok da
anlamli degildir. Bu nedenle birim doniisiim digindaki dontigiimleri incelemek gereklidir.
Asagida ifade edilen teorem bir ¢emberi sabit birakan bir donilislimiin ne zaman birim

doniistim oldugunu agiklamaktadir.

Teorem 4.5 (X, A) bir A-metrik uzay, C [xo, 7], (X, A) A—metrik uzayinda xy merkezli, r
yarigapl bir ¢ember olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(r) = Az, ..., z, x0)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T': X — X doniisiimii her v € X ve bazth > n—1
icin,
¢(z) — p(Tx)
h
kosulunu saglyorsa T' = Ix ve Cy [xo, 1] ¢cemberi, T doniisiimiiniin bir sabit cemberidir.

(1a) : Ay ...y, Tx) <
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Ispat (X, A) bir A-metrik uzay, Cy [wo,7), (X,A) A—metrik uzayinda x, merkezli, r
varigapl bir cember olsun. Ayrica her x € X igin

o(x) = Az, ..., x, z0)

olacak sekilde tamimlanan ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu ve T : X — X doniisiimii ele
alinsin. Ustelik T doniisiimii her v € X ve bazi h > n — 1 degerleri igin (1) kosulunu
saglasin. O halde x € X ve x # Tx oldugunu varsayalim. Bu durumda, T déniisiimii (I 4)
kosulunu sagladigindan dolayr bu kosuldan yola ¢ikarak ¢ fonksiyonunun tanimi ve

A—metriginin ikinci aksiyomu kullanilarak

h.A(z,...,x,Tz)

IN
5
=
|
5
~
=

I
S
ﬁ
ﬁ
=

o

)— A(Tx,..., Tz, x0)
YA(z, ...z, Tx) + A(xg, ...vo, Tx) — A(Tx, ..., T, 20)
n—1)A(x,..,x,Tz)

IA

sonucuna ulasitlir. Buradan diizenleme ile (h — (n — 1))A(z,...,z,Tx) < 0 elde edilir.
Hipotez geregince h > n — 1 oldugundan agik¢a T'x = z elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir.
Dolayisiyla her v € X i¢cin Tx = x oldugundan T' = Ix olur. Tersine T' = Ix birim

doniisiim oldugundan sonug olarak C 4 [xo, 7] cemberi T nin bir sabit cemberidir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 4. 1-4. 4 ile A—metrik uzayda =, merkezli,
r yarigapl C'4 [x¢, r| gemberini nokta-nokta sabit birakacak 7" tizerine doniisiimiin kosullar
incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Ayrica Teorem 4. 5 de de C4 [zo, 7]
cemberini nokta nokta sabit birakan 7" doniisiimiiniin ne zaman birim doniisiim olacagi ifade
edildi. Bahsi gegen teoremlerde sabit gemberlerin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki
onermeler alisilmig metrik uzayda birden fazla sabit ¢embere sahip doniisiimlerin mevcut

oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 4.2 (X, A) bir A—metrikuzay ve Cy [xg, 7] ile C 4 [x1, p] (X, A) metrik uzayinda iki
cember olsun. Bu takdirde C 4 [xq, 1| ve Cy [x1, p| cemberlerini nokta nokta sabit birakacak

sekilde (X, A) metrik uzayinda en az bir T' : X — X doniisiimii vardwr.

Ispat X # & bir kiime ve A, X iizerinde bir A—metrik olmak iizere (X, A) bir metrik uzay
olsun. Cy [xo, 7] ve C4 [x1, p| de xo merkezli, r yaricapli ve x1 merkezli, p yaricapl olacak
sekilde verilen iki cember olsun. Ayrica P noktasi A(P,..., P,xq) # r ve A(P,..., P,x1) # p
olacak sekilde (X, A) metrik uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna gore T : X — X
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doniistimii her x € X icin

T x, x€ Cylrg,r|UCqy[z,p] ise
Tr =
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira 1, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X
icin p1(x) = Az, ..., x, xg) ve po(x) = Az, ..., x, x1) olacak sekilde alinsin. Bu
takdirde T doniisiimii p1(x) ve po(x) doniisiimleri ile birlikte Cy[xg,r] ve Calxy,p]
cemberleri icin j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Cgl)ve (052) kosullarint saglar. O halde
Teorem 4. 1-. 4. 4 geregince agik¢a Ca [xg,r| ve Cy|xy, p| ¢emberleri T doniisiimiiniin
sabit ¢emberleridir. Burada dikkat edilirse ele alinan C y [z, 1] ve C4 [x1, p| cemberlerinin
konumlar: ve birbirlerine gore pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili

cemberler tamamiyle keyfidir.

Onerme 4.3 (X, A) bir A—metrik uzay ve Calzy,m1], ..., Calzn, ] (X, A) metrik
uzaymda n tane ¢ember olsun. Bu takdirde C [x1,7r1], ..., Ca |2y, rs] cemberlerini nokta

nokta sabit birakacak sekilde (X, A) A—metrik uzayinda en az bir T : X — X doniigiimii

vardr.
Ispat Onerme 4.2 nin ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

z, € |JCulzy, 1, ise

Ty = i=1

P, diger durumlarda
olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniistimii ve her x € X icin
vilr) = Az, ..., x, x;) olacak sekilde tamimlanan ¢; : X — |[0,00) doniisiimleri
kullanilarak kolayca verilebilir. Burada T doniisiimiindeki P noktasi i = 1, 2, ..., n olmak

iizere A(P, ..., P, x;) # r; kosullarim saglayacak sekilde sabit bir noktadw. Ayrica bir
onceki onermede oldugu gibi burada ele alinan i € {1, ...,n} i¢in Cy [x,,r,] cemberlerinin

birbirlerine gore konumlar: tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alman iki 6nermeden sonra simdi bir (X, A) A—metrik uzaymnda bir
T : X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit gembere
sahip olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade edilen

Teorem 4.6-4.11 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 4.6 (X, A) bir A—metrikuzayve Cy [x¢, 7|, (X, A) A—metrik uzayinda xo merkezli,
r yarigapl bir gember olsun. T : X — X déniisiimii (C{*1) ve (C{'2) kosullarin saglasin.
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Bu takdirde, her x € C4 [xg, 7], y € X \ Cyq [x0,7] ve bazi h € [0, 1) igin T doniisiimii,
ATx,...Tx,Ty) < h.A(z,...,z,y)

biiziilme kosulunu saglyyorsa Ca [xq,r| ¢cemberi T' doniisiimiiniin bir tek sabit ¢emberidir.

Ispat (X, A) bir A—metrik uzay ve Cy [xo,7], (X, A) A—metrik uzayinda x, merkezli, r
yvarigaplt bir ¢ember ve T : X — X doniisiim olsun. Ayrica T doniisiimii her
x € Cylro,r] vey € X \ Cyalzo,r] noktalari icin h € [0, 1) olmak iizere
A(Tx,...,Tx,Ty) < h. A(x,..., x,y) kosulunu saglasin. Buna gére C s [xq, 1| ve Cy |21, p]
cemberlerinin T doniisiimiiniin iki farkli sabit cemberi oldugu varsayilsin. v # v olmak
sizere u € Cy [xg,r| ve v € Cy 21, p| noktalary alinsin. T doniigtimiiniin sagladigy biiziilme
kosulundan,
Au,...,u,v) = A(Tu, ..., Tu,Tv) < h.A(u, ..., u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidir. Bu

takdirde C 5 [xq, r| cemberi T' doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.

Yukaridaki teoremin ifadesindeki T : X — X doniisiimii (C{*1)ve (C{'2)
kosullarini saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(CA1)ve (CA2) olarak degistirilebilir:

Teorem 4.7 (X, A) bir A—metrikuzayve Cy [xo, 7], (X, A) A—metrik uzayinda xo merkezli,
r yarigaph bir cember olsun. T : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C*1)ve
(CA2) kosullarimi saglasin. Bu takdirde T doniisiimii her v € Cy [z, 7] vey € X\ C 4 [w0, 7]

noktalari icin

Az, ... ATz, ...,T A(Ty,...,T
A(ij’Tx,Ty) <maX{ (xa 7I7y)7 < x, 5 x,x)7 ( Y, s y)y)’ }

ATy, ... Ty,z), A(Tz,....,Tx,y)

kosulunu sagliyorsa Cy [xq, r| ¢gemberi T fonksiyonunun bir tek sabit cemberidir.

Ispat (X, A) bir A—metrik uzay ve Cy [xo,7], (X, A) A—metrik uzayinda xo merkezli, r
yarigapl bir gemberve T : X — X doniigiim olsun. Ayrica T doniisiimii her x € C 4 [z, 7]
vey € X \ Cy [xg,r| noktalart igin

Az, ...
A(Tx,...,Tx,Ty) < max (2, ..oz, ),
‘1(1 Y, . y,I),A(Tw,, Z"E’y)

ATz, ..., Tz, z), A(Ty, ..., Ty,y), }

kosulunu saglasin. Buna gore Cy [xo, 7| ve Ca[x1,p| ¢emberlerinin T doniisiimiiniin iki

farkl sabit cemberi oldugu varsaysin. x # y olmak iizere © € Cy [xo,7] ve y € Cy [x1, p]
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noktalart alinsin. x # y olmak iizere x € Cy [z, 7] ve y € Ca (21, p| noktalar: alinsin. T

doniigtimii

Az, ... ATz, ..., Tz, z), A(Ty, ..., T
A(Tx,...,Tx,Ty)<maX{ (@, w,y), AT, ..., T, x), ATy, ..., y,y)7}

ATy, ... Ty,z), A(Tz,....,Tx,y)
kosulunu sagladigindan dolay:
Alz,....z,y) = A(Tx,..,Tz,Ty)

Az, ...z, y), A(Tzx, ..., Tx,x), A(Ty, .... Ty, y),
max
ATy, ..., Ty,z), A(Tz, ..., Tx,y)

<

= Ax,..,z,y)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde © = y olmalidir. Bu takdirde C'4 [z, 7] ¢emberi

T doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.

Teorem 4.8 (X, A) bir A—metrikuzayve Cy [x¢, 7|, (X, A) A—metrik uzayinda xo merkezli,
r yarigapl bir cember olsun. T : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C*1)ve
(CA2) kosullarimi saglasin. Bu takdirde T doniisiimii her v € C [zg, 7] vey € X\ Cy [w0, 7]
noktalari ve A € [0, 1/2) i¢in

ATx,....Tx, Ty) < NA(z,...,z,Tx) + Ay, ..., y, Ty)]

kosulunu sagliyorsa C 4 [xq, r| ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit ¢emberidir.

Ispat Cy [xo,7] ve Cy w1, p] cemberlerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant
kaldigi varsayisin. Buna gore u # v olmak iizere u € C s [xg, 7] ve v € Cy [x1, p] noktalar

alinsin. O halde T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
Alu,...,u,v) = A(Tu,...,Tu,Tv)
< ANJA(uyeyu, Tu) + Av, ..y, To))
= MN[A(u,...,u)+ Av,...,v)] =0
elde edilir. Buna gore A(u,...,u,v) = 0 olup u = v bulunur. Bu ise ¢eliskidir. O halde

Cy [xo, 7] ¢cemberi T doniistimiiniin tek sabit cemberidir.

Teorem 4.9 (X, A) bir A—metrikuzay ve Cy [xg, 7], (X, A) A—metrik uzayinda x, merkezli,
r yarigapl bir cember olsun. T : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Ci*1)ve
(C#2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € C 4 [xg, 7] vey € X\ C 4 [0, 7]
noktalari ve A € [0, 1/n) i¢in

ATz, ...,Tx, Ty) < NMA(z, ...z, Ty) + Ay, ..., y, Tx)]

kosulunu sagliyorsa C 4 [xq, r| ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit ¢cemberidir.
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Ispat Teorem 4. 8 deki ispat yontemine benzer sekilde C 4 [x¢, ] ve C 4 [x1, p| gemberlerinin
T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u # v olmak iizere
u € Cylxo,r|vev € Cy [x1, p| noktalari alinsin. O halde T déniisiimiiniin sagladigi biiziilme
kosulu geregince,
Au,...,u,v) = A(Tu,...,Tu, Tv)

< ANJAUyyu, T) + A(v, ...y v, Tu))

= N[A(u,...,u,v) + A(v, ..., v,u)]

= 2)A(u,...,v)
elde edilir. Ancak A € [0, 1/2) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde C s [xq,r| cemberi T

doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.

Teorem 4.10 (X, A) bir A—metrik uzay ve Cylzo, 7], (X, A) A—metrik uzayinda x
merkezli, v yarigapl bir ¢gember olsun. . T : X — X doniigiimii v+ = 1, 2, 3, 4 olmak
izere (CA1)ve (C2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € C 4 [wo,7] ve
y € X\ Cylzo,r] ve N+ B+ v < 1 olmak iizere,

ATx,....Tx, Ty) < aA(z,...,x,Tx) + LAY, ...y, Ty) + vA(z, ..., y)

kosulunu sagliyorsa C 4 [xq, r| ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit ¢cemberidir.

Ispat Teorem 4. 8 deki ispat yontemine benzer sekilde C [xq, r] ve Cy [11, p] cemberlerinin
T déniistimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u # v olmak iizere
u € Cy lxo,r|vev € Cy [x1, p| noktalari alinsin. O halde T déniisiimiiniin sagladigi biiziilme
kosulu geregince,
A(u, ...,u,v) = A(Tu,...,Tu,Tv)

< aQA(uy ., u, Tu) + BA(v, o0, To) + YA(u, ... u,v) = YA(u, ..., u, v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan ac¢ik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O

halde C 4 [xq, r| cemberi T doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.

Teorem 4.11 (X, A) bir A—metrik uzay ve Cylxo,r], (X, A) A—metrik uzayinda x
merkezli, v yaricaplt bir cember olsun. . T' : X — X doniigiimii v = 1, 2, 3, 4 olmak
izere (C11)ve (C2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € C 4 [wo,7] ve
y€ X\ Cylwg,r]vede N+ B+~ <1, v+nB <1olmak iizere,

A(Tx,...Tx,Ty) < aA(z,...,x,Ty) + Ay, ...,y, Tx) + vA(x, ..., z,y)

kosulunu sagliyorsa C 4 [xq, r| ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit ¢cemberidir.
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Ispat Teorem 4. 8 deki ispat yontemine benzer sekilde C 4 [x¢, ] ve C 4 [x1, p| gemberlerinin
T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u # v olmak iizere
u € Cylxo,r|vev € Cy [x1, p| noktalari alinsin. O halde T déniisiimiiniin sagladigi biiziilme

kosulu geregince,

Alu,...,u,v) = A(Tu,...,Tu,Tv)
< aA(u,...,,u, Tv) + BA(v,...,v,Tu) + yA(u, ..., u,v)
= A4 B4 A u,)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde C 4 [xo, 1| cemberi T'

fonksiyonunun tek sabit cemberidir.

4.2 A,-Metrik Uzayda Sabit Cember Teoremleri

Bu kisimda A,-metrik uzayda ¢emberler i¢in bir doniisiimiin bir ¢gemberi sabit
birakmasi yani sabit ¢emberin varolma kosullar1 ve sabit ¢emberin teklik kosullar1 ele
almacaktir. Buna gore ilk olarak bu uzayda c¢ember ve sabit ¢ember kavramlari

tanimlanacaktir.

Tanmim 4.3 (X, A,) bir Ay-metrik uzay olsun. xo € X ve r > 0 olsun. Bu taktirde,
Calxg,r]={x € X : Ay(x,...,x,x0) =1}

ifadesine xy merkezli r yaricapli cember denir.

Ornek 4.14 X =R? n >3veic {1,2,...n} icin v; = (z;1, vs2) olmak iizere

2 9 )
Tt Fxp — (n-1) 213" |23 + -+ + Ty — (N-2) Ty
Ab(ml’xz""ﬂn)—}: |2 ni — (n-1) 2] |23 ni — (n-2) 21\2

i=1
seklinde tammli Ay,—metrik ele almnsin. Buna gore (X, A,) Ap—metrik uzayinda

xo = (o1, Toz) merkezli v yaricapli gember
Cylzo,r] = {:E ER? | Ay(x,...,2,10) = 7"}

kiimesidir. Baska bir deyisle xo = (x1, xo2) merkezli r yaricapli cember x = (x1, x5) olmak
lizere
Ay (z,...,x,20) =7 = (n—1) le — J;m]z + |zg — x02|2} =7

denklemini saglayan R? nin noktalar kiimesidir. Bu kiime ise sekil 4.3 de goriilecegi iizere

T
n—1

yaricapl Oklidyen cember belirtir.

analitik diizlemde xo merkezli
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Sekil 4.3 (X, A,) A,—metrik uzayda xy merkezli  yarigapli gember

Ayni Ay—metrigi X = R? icin genisletilirse vo = (xo1, Toa, To3) merkezli r yarigapl

cember x = (x1, T2, x3) olmak iizere
A(x,...,x,z9) =7= (n—1) le — x01]2 + |z — x02|2 + |z3 — xog\Q] =r

denklemini saglayan R iin noktalar kiimesidir. Bu kiime ise sekil 4.4 de goriilecegi iizere

T
n—1

3-boyutlu analitik uzayda xy merkezli yaricapli Oklidyen kiire belirtir.

/

Sekil 4.4 (X, Ay) Ay—metrik uzayda xy merkezli  yarigapli gember

Ayrica burada bir alisilmis metrik tarafindan iretilen A,—metrikler igin ilgili
Ap—metrik uzaydaki xy merkezli ve r yaricapli ¢cember ile alisimis metrik uzaydaki xg

merkezli ve r yaricapli gember arasindaki ilgi agagidaki onermelerde verilmistir.

Onerme 4.4 A,, bir d alisilmis metrigi tarafindan iiretilen bir Ay—metrik olmak iizere

(X, Ap) Ap—metrik uzayr verilsin. Buna gore (X, Ay) Apy—metrik uzaydaki xo merkezli r

r

yarigaplh ¢ember Cy, [1o,7], (X,d) alsimis metrik uzaydaki xo merkezli — yarigapli

cember Cy [xo, ﬁ} dir.
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Ispat X # 0 bir kiime ve Ay da bir d alisilmis metrigi tarafindan iivetilen bir A,—metrik
olsun. Buna gore Ay,—metrik uzaydaki xo merkezli v yaricapl cember tanimi ve A,—metrigin

d tarfindan tiiretildigi kullanilirsa

r

Ab(m,...,x,xg):r:>d($,xg)+---+d(x,:vo):r:>d(a:,:v0):n_l

~
n—1 adet

sonucu bulunur. Buna gore agikca (X, A,) Ap—metrik uzaydaki her Ca, [xo, 7], (X,d)
alisilmis metrik uzaydaki Cy [xo, ﬁ} dir.

Sonuc 4.2 (X, d) bir alisilmis metrik uzay olmak iizere bu metrik uzaydaki her xo merkezli
r yarigapl ¢gember Cy[xo, 7], d metrigi tarafindan tiretilen A,—metrik uzayda xo merkezli

(n — 1) r yarigapl gember Cy, (g, (n — 1) 7] dir.

Ispat Cylxo,7], (X,d) alsimis metrik uzayinda xo merkezli v yaricapl ¢ember
oldugundan agikca d(x,xo) = r dir. Ayrica Ay—metrik d alisilmig metrigi tarafindan

viretildiginden dolay

Ap (@,...,0,20) =d(x,20) + -+ d(x,20) = (n —1)d(z,20) = (n— 1)

n—1 adet

bulunur. Bu ise ispati tamamlar.

Ornek 4.15 X =R? n >3 vei € {1,2,...,n} icin x; = (x;1, Ti2) olmak iizere

2 n—1

Ap (21,2, .+ Tn) 22 [(Z |23 — xfj‘) + o+ afy; — (0= 1) g
j=1 L \i=1

seklinde tanmimli Ay—metrik ele alinsin. Hatirlanacag tizere yukarida verilen A,—metrik bir

alisilmis metrik tarafindan iiretilemiyordu. Buna gore (X, A,) Ap—metrik uzayinda

xo = (w1, To2) merkezli r yarigapli cember
Ca, [zo,r] = {z € R* | Ay (z,...,3,20) =1}

kiimesidir. Baska bir deyisle xo = (xo1, xo2) merkezli v yarigapl cember x = (1, x2) olmak
lizere

Ap(z, o zmg) =7 =2(n—1) |2} — gy | + |25 — g, |] =7

denklemini saglayan R? nin noktalar kiimesidir. Bu taktirde n = 10 olmak iizere sekil 4.5
de siraswyla v = 18 yarigapl ve zp = (0,0), zo = (1,1) ve o = (=2, —3) merkezli

Ap—cemberleri goriilmektedir.
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Sekil 4.5 C4, [(0,0),18], Ca, [(1,1), 18], Cia, [(—2, —3) , 18]

Aymt Ap—metrigi X = R3 i¢in genisletilirse o = (o1, To2, To3) merkezli v yarigapl

cember x = (x1, x9, x3) olmak iizere
Ay (z,...,x,x0) =17 =>2(n—1) Haﬁ _$(2)1‘ + |x§ —a:32| + |x§—x§3|] =7

denklemini saglayan R? iin noktalar kiimesidir. Bu taktirde n = 10 i¢in sekil 4.6 da 3-boyutlu
analitik uzayda swrasiyla vo = (0,0,0) merkezli r = 18 yarigaph, xy = (1,1,1) merkezli
ve r = 18 yarigapl ve de vo = (—2,—3,1) merkezli ve r = 72 yarigcaplhi A,—c¢emberleri

goriilmektedir.

Sekil 4.6 Cy, [(0,0,0), 18], Ca, [(1,1,1),18], Ca, [(=2, =3, 1), 72]

Tamm 4.4 (X, Ay) bir Ay-metrik uzay olsun. Cy [xg,r| bu uzayda xy merkezli r yarigcapl
bir cember olsun. T : X — X bir doniigiim olmak iizere her x € Cy [xo, 7] i¢in Tx = x ise

C4 [xo, 7] ¢cemberine T doniisiimiiniin bir sabit cemberi denir.
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Bu kisimda buradan itibaren verilecek Teorem 4.12 - 4.15 de A,—metrik uzayinda bir

T : X — X doniisiimii i¢in sabit gemberin varligini1 garanti eden kosullar verilmistir.

Teorem 4.12 (X, A) bir Ap-metrik uzay, Ca, [zo,7], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yaricapli bir gember olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(r) = Ap(z, ..., x, T0)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde, T : X — X doniisiimii, her x € Ca, [xo,7] i¢in
(Cf‘bl) Ap(z, ..z, Tx) < p(z) — p(Tx)
(C{%2)  Ay(Twx, .., Tx,x0) >

kosullarini sagliyorsa Ca, [xo, 7] ¢emberi T déniisiimiiniin bir sabit ¢emberidir.

Ispat X # @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay—metrik olsun. Cy, [10,7], (X, A)
Ap—metrik uzayinda xo merkezli, r yarigapl bir gember ve p : X — [0, 00) fonksiyonu
her v € X i¢in p(x) = Ap(z, ..., x, o) seklinde tamimlanmig olsun. AyricaT : X — X
doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Ca, [x,r] herhangi bir nokta olmak iizere (C’lAbl)

kosulu ve ¢ fonksiyonunun tanimi geregince,

= Ap(z,..,x,20) — Ap(Tx, ..., Tx, x0)
= r—Ay(Tx,..., Tz, x0) 4.3)

elde edilir. 'T' doniisiimii (0{452) kosulunu sagladigindan Tz noktast C , [x¢, ] ¢emberinin
tizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum séz konusudur. Buna gore
Ap(Tx,..., Tz, o) > 1 ise yani Tx noktasi cemberin disinda ise (4.3) esitsizliginden dolay
celiski elde edilir Bu nedenle Ay(Tx,...,Tx,xo) = 1 olmahdw. Aksi taktirde (4.3)
esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakligin(metrigin) pozitif tammliligindan dolayr bu
bir celiskidir. Yani Tx noktasi c¢emberin iizerinde olmalidin  Bu durumda,
Ap(zye,x, Tx) < 1 — Ap(Tx,..., Tz, 20) = 7 — 1 = 0 elde edilir. O halde Tx = x dir.
Yani her © € Cy, [xg,7] i¢in Tz = x oldugundan dolayr T déniisiimii C'a, [xo, 7] ¢emberini

sabit birakir.

Ornek 4.16 X = Rven > 3icin

Ab<l’1,l’2,...,xn) = |In+'--—|—l’2 - (TL— 1)I1|2+ |In+'--+l’3 - (n—2)x2|2
+-- ’mn + Tp—1 — 2[177172’2 + ‘xn - xn71|2

bigciminde tanimli Ay-metrik olmak itizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik

uzayinda Cy, [2,9(n — 1)] gemberive her x € Ricin Tx = x* —3x—5 déniisiimii ele alinsin.
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Bu noktada C4, [2,9(n —1)] = {1, 5} dir ve her x € C., [0, (n —1)%] icin (C{*1) ve
(C{*%2) kosullart saglanir: Dolayisiyla Ca, [2,9(n — 1)] cemberi, T déniigiimiiniin bir sabit

cemberidir.

Ornek4.17 X =Rven >3 icin

Ab(l'l,xQ,...,xn) == |$n++x2_(n—1)$1|2+|$n++x3—(n—2)$2|2

4.+ |1'n +Tpo1 — 2:ljn_2|2 + |1Un - l‘n—1|2

bigiminde tanmimli Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayr verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda Cy, [2,9(n — 1)] ¢emberi ve her x € R igin Tx = 5L déniigiimii ele alinsin. Bu
noktada her = € C o, [2,9(n — 1)] = {—1, 5} i¢in (C{*1) kosulu
z=—licim(n—1D0+17<(n-1)2+1-m-1]2-0°=1<5
r=5icin(n—1)5-3<(n—1)12-5"-(n—1)]2-3>=>4<8

olup saglanir iken apagik sekilde (C{*2) kosulu
z=—licin(n—1)2—07>9(n—1)=4>9
z="5icin(n—1)2=3<9n—-1)=1>9

olacagindan saglanmaz. Ayrica Cy, [2,9(n — 1)|, T' nin sabit cemberi degildir.

Ornek 4.18 X =R ven > 3 icin

Ab(x1’x27"'7xn) = \xn+---+x2—(n—l)x1|2—|—\xn+---+x3—(n—2)x2|2

4+ |$n + Th_1 — 2:En_2|2 + |$n - wn—1|2

bigiminde taniml Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayr verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda Cy, [2,9(n — 1)] ¢emberi ve her x € R icin Tv = x + 7 doniisiimii ele alinsin. Bu
noktada her z € Cn, [2,9(n — 1)] = {—1, 5} igin (C{**1) kosulu
z=—1licin(n—1)6+17°<(n—-1)24+17=(n—-1)]2—6]° =49 < -7
r=5icin(n—1)2=5"<(n—1)2=5"—(n—1)|2 - 12" = 49 < 91

olup saglanmaz iken agik¢a (C;2) kosulu
x=—1licin(n—1)]2—6">9(n—1)=16>9

x="5i¢in(n—1)12—12> <9(n—1) = 100> 9

olacagindan saglanir. Ayrica Cy, [2,9(n — 1)], T nin sabit cemberi degildir.

Teorem 4.13 (X, A,) bir Ap-metrik uzay, Ca, [zo,7], (X, Ap) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yaricapli bir cember olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(r) = Ap(z, ..., x, T0)
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olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T : X — X doniisiimii, her x € Cy [xg, 1| i¢in
(Cs*1) Ay(x, ...z, Tx) < p(z) + p(Tx) — 2r
(C5%2)  Ay(Tx, ..., Tx,x0) <

kosullarint saglyorsa C 4 [xo, 1] ¢cemberi T doniigtimiintin bir sabit emberidir.

Ispat X # @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir A,—metrik olsun. Ca, [zo,7], (X, Ap)
Ay—metrik uzayinda xo merkezli, r yarigapl bir gember ve p : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X i¢in p(x) = Ap(z, ..., x, o) seklinde tammlanmig olsun. AyricaT : X — X
déniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Cly, [xo,7] herhangi bir nokta olmak iizere (C3"1)

kosulu ve ¢ fonksiyonunun tanimi geregince,

Ay(z,...,x,Tz) < o(x)+e(Tz)—2r
= Az, ...z, 20) + Ap(Tx, ..., Tx, 20) — 2r
= Ay(Tx,...,Tx,x9) — 1 4.4)

elde edilir. (C3"2) kosulu saglandigindan dolayi Tx noktast Cy, [x0,7] cemberinin
lizerinde veya iginde olmalidir. Dolayisiyla iki durum vardir. Buna gore Tx noktast
cemberin iginde ise yani Ay(Tx,..., Tz, xo) < r ise (4.4) esitsizliginden dolay ¢eliski elde
edilir. Ciinkii bu durumda (4.4) esitsizligi Ay(z,...,x,Tz) < 0 formuna doniisiir. Ancak
uzakhigin(metrigin) pozitif tamimliligt geregince c¢eliski meydana getirir. O halde

Ap(Tx,...,Tx,x0) = 1 olmahdir Yani Tx noktasi ¢emberin iizerinde olmalidir. Bu
durumda, Ay(x,...,x,Tx) < Ap(Tz,...,Tx,x0) — 1 = r — 1 = 0 elde edilir. Bu durumda
Tx = x dir Yani her x € Cy, [vo,7] i¢in Tx = x oldugundan dolayr T' déniisiimii

Ca, [0, | ¢emberini sabit birakir.

Ornek 4.19 X=R ve n > 3 icin Ap: X" — [0,00), Ap(x1, oy, ) = 3. 3 |25 — 25
i=1i<j
bigiminde taniml Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik

uzayinda Ca, [0, (n — 1)?] cemberi ve her x € R igin Tx = x* +x — 1 doniisiimii ele alinsin.
Bu noktada Cn, [0, (n — 1)2] = {—1, 1} dir ve her € C4,Cy, [0, (n — 1)?] igin (C5*1) ve
(C4%2) kosullart saglamr: Dolayisiyla C4, [0, (n — 1)%] ¢cemberi, T déniisiimiiniin bir sabit

cemberidir.

Ornek 4.20 X=R ve n > 3 icin Ay: X" — [0,00), Ap(x1, gy, ) = 3. S |25 — 25
i=1i<j
bigiminde taniml Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik

uzayinda Ca, [0, (n — 1)?] ¢cemberi ve her v € R icin Tx = 2x doniisiimii ele alinsin. Bu
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noktada her x € Ca, [0, (n — 1) = {1, 1} igin (C3*1) kosulu

v = —licin(n—12-24+17<(n—=1D204+17+(n—-12*0+27-2(n—-1)?=1<3
r = licin(n—122-17<(m—-120-1P4n-120-2"-2(n-1)?=1<3

olup saglanir iken apagik sekilde (C4"2) kosulu

r = —ligin(n—120+2<(n—-1)2%=4<1
z = licin(n—12%0-2"<(n—-1%=4<1

olacagindan saglanmaz. Ayrica C s, [0, (n — 1)?], T nin sabit ¢emberi degildir.

Ornek 4.21 X=R ve n > 3icin Ap: X" — [0,00), Ap(21,To,..., Ty) = Zn: S | — ]
bigiminde tanimli Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayr verilsin. (R,ZAZ)IfjAb—metrik
uzayinda Cy, [0, (n — 1)?] cemberi ve her v € R igin Tz = =21
noktada her = € Co, [0, (n — 1)%] = {1, 1} icin (C3"*1) kosulu
z=—licin(n—12%04+1° < (n=12[0+17+(n—-1)2]0-0"-2(n—-12=1< -1
z=1ligin(n—12]-1-17<n—-1210-1 +n-1%0+1"-2(n—-1)>=4<0
olup saglanmaz iken agik¢a (C’é4 *2) kosulu
r=—licin(n—12%0-0"<(n—12%2=0<1
z=1li¢in(n—120+1<(n—-12=1<1

olacagindan saglanmr: Ayrica C, [0, (n — 1)?], T nin sabit gemberi degildir.

doniisiimii ele alinsin. Bu

Teorem 4.14 (X, Ay) bir Ay-metrik uzay, Ca, [xo,7]|, (Xo, Ap) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yarigapl bir ¢cember olsun. Ayrica v : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Ap(z, ..., x, x0)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T : X — X déniigtimii, her x € Cy [z, 7] ve bazi
h € [0, 1) igin

(C’{;‘bl) Ap(z, ..z, Tx) < p(x) — p(Tx)

(C4h2) h.Ay(x, ..o, Tx) + Ay (T, ..., Tx, x0) > 7
kosullarint sagliyorsa C y [xo, 1] ¢cemberi T doniigtimiiniin bir sabit cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay—metrik olsun. Ca, [10,7], (X, A)
Ap—metrik uzayinda xo merkezli, r yarigapl bir gember ve p : X — [0, 00) fonksiyonu
her v € X i¢in o(x) = Ap(z, ..., x, xo) seklinde tamimlanmis olsun AyricaT : X — X

doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Cy, [xy, | herhangi bir nokta olmak iizere T déniigiimii
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(sz *1) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, ¢ fonksiyonunun tammi ve

(C4%2) kosulu geregince,

Ap(z, ..oz, Te) < @(x) — @(Tx)
= Ap(z,...,z,20) — Ap(Tx, ..., T, x0)
r— Ay(Tx,...,Tx, )
h.Ay(z, ...z, Tx) + Ap(Tz, ..., Tz, x0) — Ap(Tx, ..., Tz, x0)
h.Ay(z,...,z, Tx)

IN

elde edilir. Buna gore agik¢a (h — 1) Ap(z,..., 2, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda h € |0, 1)
oldugundan dolay1 Ay(z,...,x,Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani
her x € Ca, [xo,7] icin Tx = x oldugundan dolayi T doniisiimii Ca, [xg, r] cemberini sabit

birakir.

Ornek 4.22 X =Rven > 3icin A, : X" — 0, 00),

Apl@1, @0, @) = |n Ao a— (0= Vs[4 o+ -+ 25— (0 — 2]

4+t |Q;n + T, — an_2’2 + ‘xn - xn—1|2

bigiminde tanimly Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik

2 _ ¢ — 3 doniisiimii ele alinsin.

uzayinda Cy, [1,4(n — 1)| cemberi ve her v € RiginTr = x
Bu noktada Ca, [1,4(n —1)] = {—1, 3} dir ve her x € Cy, [1,4(n — 1)] icin (C5*1) ve
(C4%2) kosullart saglamr: Dolayisiyla Ca, [1,4(n — 1)) emberi, T déniisiimiiniin bir sabit

cemberidir.

Ornek 4.23 X =Rven > 3icin A, : X" — [0, 00),

Ap(@1, 2,y xn) = Jan 4 A a— (= Do) + g + -+ 23— (0 — 2)3o|

4+ |$n + Th_1 — 2:L’n_2|2 + |1En - :L‘n_1|2

bigiminde tanimli Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayr verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzaymnda Cy, [1,4(n — 1)] ¢emberi ve her x € R igin Tx = 52
noktada her z € Ca, [1,4(n — 1)] = {—1, 3} igin (C5*1) kosulu
r=—licin(n—1D)1+1<n-1D)1+1 -n-1[1-17=4<4
r=3icin(n—1)2-3<(n—1)1-3"-(n-1)]1-2"=>1<3
olup saglanir iken apagik sekilde (C45%2) kosulu
v=—licinh(n—1)[1+1°+n—-1D[1-17>4n—-1)=h>1
z=3icinh(n—1)2=3+(n—-1)|1-2>4n—-1)=h>3
olacagindan saglanmaz. Ayrica Cy, [1,4(n — 1)|, T nin sabit cemberi degildir.

doniisiimii ele alinsin. Bu
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Ornek 4.24 X =Rven > 3icin A, : X" — 0, 00),

Ap(z1, 02,0 T0) = \37n+"'+1’2—(n—1)$1|2+\$n+---+$3—(n—2)$2|2

4+ |$n + T,_1 — 2:En_2|2 + |$n - xn—1|2

bigciminde tanmimli Ay-metrik olmak itizere (R, A,) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda Cya, [1,4(n — 1)] cemberi ve her x € R i¢in Tx = =52 doniisiimii ele alinsin. Bu
noktada her = € Ca, [1,4(n — 1)] = {—1, 3} i¢in (C3*1) kosulu
zr=—licm(n—1D)2+1P<n-1)1+1-n-1[1-2"=9<3
r=3icin(n—1)0-3<(n—1)1-3"-(n—-1)]1-0>=9<3

olup saglanmaz iken agikca (C5*2) kosulu
v=—licinh(n =12+ 1+ n—-1)[1-27>4n—-1)=h
z=3icinh(n—1)0-3+n—-1)1-0">4n—-1)=h>
olacagindan saglanir. Ayrica Cy, [1,4(n — 1)], T nin sabit cemberi degildir.

Teorem 4.15 (X, Ay) bir Ap-metrik uzay, Ca, [xo,7]|, (Xo, Ap) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yaricapli bir cember olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Ap(z, ..., z, x0)
olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde, T : X — X doniisiimii, her x € Cy [xg, | i¢in
(CP1) Ay(z, ..., Tx) < o(x) + o(Tz) — 2r

(C22) Az, ...z, Tx) + A(Tx, ..., Tz, x0) < r
kosullarini sagliyorsa Ca, [xo, 7] T déniisiimiiniin bir sabit cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay—metrik olsun. Ca, [10,7], (X, Ap)
Ap—metrik uzayinda xo merkezli, r yarigapl bir cember ve p : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X i¢in p(z) = Ap(x, ..., x, xo) seklinde tamimlanmis olsun Ayrica T : X — X
doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Cy, [xy,r| herhangi bir nokta olmak iizere T' déniisiimii
(C’;4 *1) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, ¢ fonksiyonunun tammi ve
(C22) kosulu geregince,
Ap(z, .z, Tz) < (x)+ p(Tz) —2r

= Ay(z,...,x,m0) + Ap(Tx, ..., Tx, x0) — 21

= Ay(Tz,....,Tx,xo) —r
o Ty xg) — Ap(y ooy, Tx) — Ap(Tx, ..., Tz, x0)
= —Ay(z,...,z,Tx)

A
&

~
&

elde edilir. Yani 2A,(x,...,x,Tx) < 0 ve buradan da Ay(x,...,x,Tx) = 0 olmaldir. Bu
durumda agik¢ca Tx = x olur. Bu takdirde sonug olarak her x € Cy, [vo,7] i¢in Tx = x

oldugundan T déniisiimii C», [z, | cemberini sabit burakar.
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Ornek 4.25 X =Rven > 3icin A, : X" — 0, 00),

Apl@1, 00, @) = |on oo a— (0= Dy 4 o+ -+ 25— (0 — 2

R |$n + -1 — an_2’2 + ‘ﬁn - xn—1|2

bigiminde tanimlt Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda Cy, [—1,4(n — 1)] ¢emberi ve her x € R igin Tx = x*® + 3z — 3 doniisiimii ele
alimsin. Bu noktada Cu, [—1,4(n — 1)] = {3, 1} dir ve her x € Cy, [—1,4(n — 1)] i¢in
(C*1) ve (C}*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla Cy, [—1,4(n —1)] ¢emberi, T

doniistimiiniin bir sabit cemberidir.

Ornek 4.26 X =Rven > 3icin Ay : X" — [0,00),

Ab<x17x27"-7'rn) = ‘:Cn—i-—l—xg—(n—l):clf—l—\xn—i——|—x3—(n—2)x2|2

4+ |$n +Tpo1 — 2:13n_2|2 + |1Un - l‘n—1|2

bigiminde tanmimli Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayr verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda Ca, [—1,4(n — 1)] cemberi ve her v € R igin Tx = ™ doniigiimii ele alinsin.
Bu noktada her x: € Ca, [—1,4(n — 1)] = {=3, 1} i¢in (C{*1) kosulu
x=—3icin(n—1)|-5+37<(n—1)|-1+ 3 +(n—1)|-1+5°-8(n—1) =4 < 12
r=1licinn—12-1<(mn-1)|-1-1P+n-1)]-1-27=8n—-1)=1<5
olup saglanir iken apagik sekilde (C72) kosulu
x=—3icin(n—1)|-5+3 4+ (n—1)]-1+5°<4(n—-1)=20<4
r=1licinn—1)2—1+(n—-1)|-1-2 <4(n—-1)=10<4

olacagindan saglanmaz. Ayrica Cy, [1,4(n — 1)], T nin sabit cemberi degildir.

Ornek 427 X =Rven > 3icin A, : X" — [0, 00),

Ap(x1, 29, ... xy) = |xn—|—---+x2—(n—1)x1|2+|xn+---+x3—(n—2)x2|2

+ .- 4+ ’xn +Tpo1 — 2.%,1,2’2 + ‘xn - xn71|2

bigiminde tanmimli Ay-metrik olmak tizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, A,), Ay—metrik
uzayinda Cy, [—1,4(n — 1)] ¢gemberi ve her v € R igin Tx = %‘5 doniisiimii ele alinsin. Bu
noktada her x € Ca, [—1,4(n — 1)] = {=3, 1} igin (C{*1) kosulu
x=—3icin(n—1)|-2+3° < (n—1)|-1+3°+(n—1)|-14+27-8(n—1)=1< -3
z=1ligin(n—1)]-1-1P<(n-1)|-1=1P+n-1)|-14+17-8n—-1) =4 < —4
olup saglanmaz iken apagik sekilde (C"2) kosulu
x=-3igin(n—1)|-24+3+(n—-1)|-14+27<4(n—-1)=>2<4
r=1licin(n—1)]-1—1+(n—-1)|-14+17<4(n—-1)=>4<4

olacagindan saglanr. Ancak C, [1,4(n — 1)], T nin sabit gemberi degildir.
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Teorem 4.16 (X, A) bir Ay-metrik uzay, Ca, [xo,7], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, r yarigapli bir cember olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her v € X igin,

o(x) = Ap(z, ..., z, x0)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde, T : X — X doniisiimii her x € X ve bazi
h > b(n — 1) igin,
— (T
(1a,) : Ap(z,...;x,Tx) < M

kosulunu sagliyorsa T = Ix ve Cy, [0, | cemberi, T doniisiimiiniin bir sabit cemberidir.

Ispat (X, Ay) bir Ay-metrik uzay, Ca, [10,7], (X, Ay) Ay—metrik uzayinda xo merkezli,
yarigapli bir gember olsun. Ayrica her x € X igin

o(r) = Ap(z, ..., x, T0)

olacak sekilde tamimlanan ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu ve T : X — X doniisiimii ele
alinsin. Ustelik T doniisiimii her x € X ve bazi h > b(n — 1) degerleri igin (I14,) kosulunu
saglasin. O halde x € X ve x # Tx oldugunu varsayalim. Bu durumda, T' doniigiimii (14,)
kosulunu sagladigindan dolayr bu kosuldan yola c¢ikarak ¢ fonksiyonunun tanimi ve

Ap—metriginin ikinci aksiyomu kullanilarak

h.Ap(z,...,z, Tx)

IA

p(x) —(Tx)

= Ap(z,...,x,20) — Ap(Tx, ..., Tx, x0)

b(n—1)Ay(x,...,x,Tx) + b.Ap(xg, .00, Tx) — Ap(Tx, ..., Tz, x0)
b.(n — 1)Ap(z,...,z, Tx) + b%Ab(T:L’, vy Tz x0) — Ap(Txy ..., T, x0)
b.(n — 1)Ay(z,...,z,Tx)

sonucuna ulagilir. Buradan diizenleme ile (h — b(n — 1))Ay(z,...,x,Tx) < 0 elde edilir.

IA

IN

Hipotez geregince h > b(n — 1) oldugundan agik¢a Tz = x elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.
Dolayisiyla her x € X i¢inT'x = x oldugundanT' = [x olur. Tersine'l' = [x birim doniigiim

oldugundan sonug olarak C4, [xo, 1] ¢cemberi T nin bir sabit cemberidir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 4.12 - 4.15 ile A,—metrik uzayda z
merkezli, r yarigapli C}, [xo,r] g¢emberini nokta-nokta sabit birakacak 7 iizerine
doniisiimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Ayrica Teorem
4. 16 da da Cy, [z, 7] gemberini nokta nokta sabit birakan 7" doniisiimiiniin ne zaman birim
doniistim olacag ifade edildi. Bahsi gegen teoremlerde sabit cemberlerin sayisina dair bir
bilgi verilmedi. Asagidaki 6nermeler A,—metrik uzayda birden fazla sabit cembere sahip

doniistimlerin mevcut oldugunu ifade etmektedir.
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Onerme 4.5 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Ca, [0, 7] ile Cy,[z1,p] (X, Ap) metrik
uzayinda iki cember olsun. Bu takdirde Ca, [xo,7] ve Cya, [x1, p] ¢emberlerini nokta nokta

sabit birakacak sekilde (X, Ay) metrik uzayinda en az bir T : X — X doniisiimii vardir:

Ispat X # @ bir kiime ve Ay, X iizerinde bir Ay—metrik olmak iizere (X, Ay) bir metrik
uzay olsun. Cy, [xg, 7| ve Cy, [x1, p| de xo merkezli, v yaricapli ve x1 merkezli, p yarigapl
olacak sekilde verilen iki ¢ember olsun. Ayrica P noktast Ay(P, ..., P, xo) # 1 ve
Ay(P, ..., P, x1) # p olacak sekilde (X, Ay) metrik uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna
goreT : X — X déniisiimii her v € X igin

T z, x € Cy,lxo,r|UCy,[z1,p] ise
r =
P, diger hallerde

seklinde tamimlansin. Bunun yani sira oy, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X igin
o1(x) = Ap(z, ...y, xg) ve po(x) = Ap(z, ..., z, x1) olacak sekilde alinsin. Bu takdirde
T déniisiimii p1(x) ve po(x) doniisiimleri ile birlikte Ca, [xo,7] ve Ca, [x1, p| cemberleri
icin j =1, 2, 3, 4 olmak iizere (C’ﬁlbl)ve (%,2) kosullarim saglar. O halde Teorem 4.12 -
4.15 geregince agikca Cly, [vo,7] ve Ca,[v1,p] ¢emberleri T doniisiimiiniin sabit
cemberleridir. Burada dikkat edilirse ele alinan Cy, [vo,7] ve Ca, |21, p| cemberlerinin
konumlar: ve birbirlerine gore pozisyonlar: hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili

cemberler tamamiyle keyfidir.

Onerme 4.6 (X, Ay) bir A,—metrik uzay ve Ca, [x1,71] 5 ooy Cay [0, 0] (X, Ap) metrik
uzayinda n tane ¢ember olsun. Bu takdirde C, [x1,71], ..., Ca, [Tn, 7] cemberlerini nokta
nokta sabit birakacak sekilde (X, Ay) Ay—metrik uzaymda en az bir T : X — X doniigiimii

vardr.
Ispat Onerme 4.5 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

xz, xe€ |JCu,|rn, ) ise

Tr = i=1

P, diger durumlarda
olacak sekilde tamimlanan T : X — X doniisiimii ve her x € X icin
vilx) = Ap(z, ..., x, x;) olacak sekilde tammlanan p; : X — [0,00) doniisiimleri
kullanilarak kolayca verilebilir. Burada 'T" doniisiimiindeki P noktasi i = 1, 2, ..., n olmak

sizere Ay(P, ..., P, x;) # r kosullarim saglayacak sekilde sabit bir noktadir. Ayrica bir
onceki onermede oldugu gibi burada ele alinan i € {1,...,n} i¢cin Cy, [Ty, 7s]
gcemberlerinin birbirlerine gore konumlari tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama

yoktur.
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Yukarida ele alinan iki 6nermeden sonra simdi bir (X, A) A,—metrik uzaymda bir
T : X — X doniligiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit cembere
sahip olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade edilen

Teorem 4.17 - 4.20 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 4.17 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Cy, [xo,7], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yaricapl bir ¢cember olsun. . T : X —s X doniigiimii (C{*1) ve (C{*2)
kosullarini saglasin. Bu takdirde, her v € Cy, [x,7], y € X \ Ca, [x0,7] ve bazi h € [0, 1)
icin T doniisiimii,

Ap(Tx, ..., Tz, Ty) < h.Ap(x, ..., x,y)

biiziilme kosulunu saglyorsa Ca, [xo, 7] ¢emberi T' déniisiimiiniin bir tek sabit cemberidir.

Ispat (X, Ay) bir A—metrik uzay ve C 4, [0, 7], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda xo merkezli, v
yarigaply bir cemberve T' : X — X déniisiim olsun. Ayrica T doniisiimii her x € C, [z, 7]
vey € X \ Ca, [x0, 7| noktalart igin h € [0, 1) olmak iizere

Ap(Txy ..., Tz, Ty) < h.Ap(z, ..., x,y)

kosulunu saglasin. Buna gore Ca, [, 7] ve Ca, [x1, p] ¢emberlerinin T doniisiimiiniin iki
Sarkl sabit cemberi oldugu varsayilsin. u # v olmak iizere u € Cy, [xg, 7] ve v € Cy, [21, p]

noktalar: alinsin. T déniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulundan,
Ap(uy ooy u,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv) < h.Ap(u, ..., u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu

takdirde C'y, [, r| cemberi T doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7" : X — X déniisiimii (C;*1)ve (C;*2) kosullarmni
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C/1)ve (C;*2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 4.18 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Cy, [xo, 7], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yarigapl bir cember olsun. T' : X — X doniisiimii v = 1, 2, 3, 4 olmak
lizere (C"1)ve (C{*2) kosullarimi saglasin. Bu takdirde T déniigiimii her x € C4, [x9, 7] ve

y € X\ Cy, [vo, 7] noktalari igin

Ap(, o2, y), A(Ta, ..., T, ), Ap(Ty, ..., T
Ab(Tx,...,T:C,Ty)<max{ b(x’ 7I’y>7 b( Lo x7m)’ b< Yoo y7y)’}

Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tz, ..., Tx,y)

kosulunu sagliyorsa Cy [xq, r| ¢emberi T fonksiyonunun bir tek sabit cemberidir.
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Ispat (X, A,) bir Ay—metrik uzay ve Ca, [xo,7), (X, Ap) Ay—metrik uzayinda xo merkezli,
r yari¢apl bir cember ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T’ doéniistimii her x €
Ca, [xo, 7] vey € X \ Ca, [x0, 7] noktalari igin

Ap(z, .z, y), Ap(Tx, ..., Tx, x), Ay(Ty, ..., Ty, y), }

Ap(Tx, ..., Tz, Ty) < max
Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tz, ..., Tz, y)

kosulunu saglasin. Buna gore Ca, [xg, 7] ve Ca, (1, p] ¢cemberlerinin T doniisiimiiniin iki
Sarkli sabit cemberi oldugu varsayilsin. x # y olmak iizere v € Ca, [xg, 7] vey € Cy, [1, p]
noktalari alinsin. © # y olmak lizere v € Cy, [xo,7| ve y € Ca, [v1, p] noktalar: alinsin. T

doniistimii

A Ay(Tx,...., T Ay(Ty, ..., T
Ab(T.T,...,T.CE,Ty) < max b(ma 7$ay)7 b( Tyoeny $,$), b( Yy, ..., yay)a
Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tz, ..., Tz, y)

kosulunu sagladigindan dolayt
Ay(z, .. xyy) = Ay(Tx,...,Tx,Ty)
— max Ap(z,y oy zyy), Ap(Tx, ..., Tx, x), Ap(Ty, ..., Ty, y),
Ay(Ty,...,Ty,x), Ap(Tz, ..., Tx,y)
= Ay(z,...,z,y)
elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde x = y olmalidir. Bu takdirde C'4, [vo, 7] cemberi

T doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.

Teorem 4.19 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Cy, [xo,7], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yaricapli bir ¢ember olsun. T : X — X doniigiimii + = 1, 2, 3, 4 olmak

izere (C{**1)ve (C*2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her x € Ca, [x0,7] ve
y € X \ Ca, [xo, 7] noktalari ve X € [0, 1/2) igin

Ab<Tx> 7T$7Ty) < A [Ab(a:? "'7*1'7T‘/E) + Ab(y7 7y7Ty)]

kosulunu sagliyorsa Ca, [xo, 1| ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit gemberidir.

Ispat C., [v0,7] ve Ca, [11,p] cemberlerinin T déniisiimii altinda nokta nokta invaryant
kaldigi varsayilsin. Buna gore u # v olmak iizere u € Cy, [xo, 7] vev € Cy, [x1, p| noktalar:
alinsin. O halde T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
Ap(tyocyu,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv)
< A [Ap(uy ey u, Tu) + Ap(vy .oy v, T0))]
= A [Ap(uy ..., u) + Ap(v,...,v)] =0
elde ediliv. Buna gore Ay(u,...,u,v) = 0 olup uw = v bulunur. Bu ise ¢eliskidir. O halde

Ca, [0, 7| cemberi T doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.
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Teorem 4.20 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Cy, [xo, 7], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda x
merkezli, v yarigcapli bir gember olsun. . T' : X — X doniigiimii 1 = 1, 2, 3, 4 olmak
lizere (C1)ve (C*2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniigiimii her x € Cy, [x, 7] ve
y € X\ Cy, [ro,7] ve \+ 5 + v < 1 olmak iizere,

Ab(Txv ,Tx,Ty) S OéAb(‘r) i J]T.Z’) + 5Ab<ya Y, Ty) + ’}/Ab(l’, i y)

kosulunu saglyorsa C' 4, [xo, r| elipsi T' déniisiimiiniin bir tek sabit cemberidir.

Ispat Teorem 4.18 deki ispat yéntemine benzer sekilde Cy,|vo,7] ve Ca, |71, ]
cemberlerinin T doniistimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gére
u # v olmak iizere v € Cy,[vo,7] ve v € Ca, |21, p| noktalart alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,

Ap(uy.yu,v) = Ay(Tu,...,Tu, Tv)
< aAy(uy ey, u, Tu) + BA(v, .y v, TO) + Y Ap(u, ..., u, )
= ~A(u,...,u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O

halde C 4, [xo, 7] cemberi T' doniisiimiiniin tek sabit cemberidir.
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5. ALISILMIS METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT
EGRI TEOREMLERI

Bu kisimda alisilmis metrik uzaylarda geometrik en temel egrilerden olan elips,
hiperbol, Cassini egrisi ve Apollonius ¢emberi kavramlari ele alinacaktir. Alisilmis metrik
uzaylarda bu egrilerin sabit kalma kosullar1 ortaya konulacak sonrasinda bu sabit egrilerin
tekligi ile ilgili kosullar sunulacaktir.

5.1 Ahsilmis Metrik Uzayda Sabit Elips Teoremleri

Bu kisimda aligilmis metrik uzaylarda iki odakli elipsler igin bir doniisiimiin bir elipsi
sabit birakmasi yani sabit elipslerin varolma kosullar1 ve sabit elipsin teklik kosullar ele

almacaktir. Buna gore ilk olarak iki odakli elips ve sabit elips kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tamm 5.1 (X, d) bir metrik uzay, Fy, F» € X ve a € (0, 00) olsun. Bu taktirde
Eq[F1, Fy,2a] = {x € X : d(z, F}) + d(z, Fy) = 2a}

ifadesine odaklari I\, F; asal eksen uzunlugu 2a olan elips denir.

Ornek 5.1 Alisilmis metrik uzaylarda metrik olarak asina oldugumuz Oklidyen metrigi
kullamldiginda karsililacak olan elips kavrami olduk¢a iyi bilinen bir kavramdir. Ancak
burada metrik yapis1 Oklidyen metrigin disina ¢iktiginda karsilasilacak olan elips kavrami
Oklidyen hale gére biiyiik farkliliklar daha dogrusu cesitlik gostermektedir. Bu ise acikca
metrik uzaylarin zenginligini ifade etmek icin giizel bir veri olusturmaktadw. Bu baglamda,
X = R? olmak iizere X| = (x1,11), Xo = (v2,y2) € X olsun. Buna gore her X,, Xy € X

icin
dee (X1, Xa) = max {Jz = 2], Jyn = 3al} + (V2 = 1) min {Jay — 2], g1 — v}

seklinde tammlanan d : R?> x R? — R fonksiyonu literatiirde Cin Dama (CC) metrigi
olarak bilinir. (Detayli bilgiler i¢cin Chen(1992), Tian(2005) kaynaklarina bakilabilir) O
halde CC-metrigine gore sekil 5.1 de sirasiyla odaklari Fy = (1,0), F, = (—1,0) ve asal
eksen uzunlugu 2a = 8 olan CC-elipsi, odaklart I\ = (1,1), F, = (—1, —1) ve asal eksen
uzunlugu 2a = 8 olan CC-elipsi ve odaklari Fy = (1,2), Fy = (—1,—3) ve asal eksen
uzunlugu 2a = 8 olan CC-elipsi goriilmektedir. Sekilden de dikkat edilecegi iizere birinci ve

ikinci elips birer 14-gen iken iiciincii elips bir 16-gendir.
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Sekil 5.1 E,[(1,0),(—1,0),8], E;[(1,1),(-1,-1),8], E;[(1,2),(~1,-3),§]

Tanim 5.2 (X, d) bir metrik uzay, Eq4 [F1, F3, 2a), (X, d) metrik uzayinda Fy, F, odakli 2a
asal eksen uzunluklu bir elips olsun. T : X — X bir doniigiim olmak iizere her © €

Eq[F1, Fy, 2a] icin Tx = xise E4 [Fy, Fy, 2a] elipsine T doniisiimiin iin bir sabit elipsi denir.

Bu kisimda buradan itibaren verilecek Teorem 5.1-5.4 ile (X, d) alisilmis metrik
uzayinda bir 7 : X — X doniisiimii igin sabit elipsin varligimi1 garanti eden kosullar
verilmistir. Bu tezde ele alinan konular son zamanlarin popiiler olan konularindan biri
olmas1 sebebiyle bir ¢cok bilim insaninin bagimsiz olarak bu konular {izerine ¢aligmalar
yaptiklar1 goriilmektedir. Bu sebeble ilgili konu ile alakali yayinlarin iiretimi hizlanmigtir.
Dolayisiyla bu tezin bu kisiminda verilen Teorem 5.1, Teorem 5.3 ve Teorem 5.6
ifadelerinin bagimsiz olarak Joshi vd. 2020 yilinda yaptiklar1 calismada da yer aldig

gOrilmiistir.

Teorem 5.1 (X, d) bir metrik uzay, E;[F, F»,2a], (X, d) metrik uzayinda odaklar: Fy ve
F,, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢:X — [0,00) fonksiyonu her
x € X icin,
p(r) = d(z, F1) + d(z, F3)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T:X — X doniisiimii, her x € Eq[F}, Fy, 2a] igin

(Ef1) d(Tw,x) < p(x) — ¢(T)

(E{2) ¢(Tx) > 2a
kosullarint saglyorsa Eq [Fy, Fy, 2a] elipsi T doniigtimiintin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisiimis metrik olsun. Eg [Fy, Fy,2a), (X,d)
metrik uzayinda Fy ve Fs odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
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Sonksiyonu her x € X i¢in ¢(x) = d(x, Fy) + d(x, F») seklinde tanimlanmig olsun. Ayrica
T : X — X doniisgtimii almsin. Bu takdirde x € E4[Fy, Fs, 2a] herhangi bir nokta olmak

iizere (E¢1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,

d(Tz,z) < ¢(z) = o(Tx)
= d(ZE,Fl)—f—d(JZ,FQ) —d(Tl'7F1) —d(TZE,FQ)
= 2a— (d(Tz, Fy) + d(Tx, Fy)) (5.1)

elde edilir. T doniisiimii (E¢2) kosulunu sagladigindan Tx noktast E4[Fy, Fy, 2a] elipsinin
lizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum séz konusudur. Buna gére
d(Tz, Fy)+ d(Tx, Fy) > 2a ise yani Tx noktas: elipsin disinda ise (5.1) esitsizliginden
dolayr ¢eliski elde edilir. Bu nedenle d(Tx, Fy) + d(Tz, F,) = 2a olmaldw. Ciinkii (5.1)
esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakhigin (metrigin) pozitif tamimliligindan dolayr bir
celiskidi. Yani Tx  noktasi  elipsin  iizerinde  olmalidin ~ Bu  durumda,
d(Tz,z) < 2a— (d(Tz, Fy)+d(Tz, F»)) = 2a — 2a = 0 elde edilir. O halde T'x = z dir.
Yani her v € E,[F\, F»,2a] icin Tx = x oldugundan dolay1 T déniisiimii E,[F, F»,2a]

elipsini sabit birakur.

Ornek 5.2 X = R ve d, R de alisimis metrik olsun. Ayrica (R,d) metrik uzayinda
Ey (1,3, 4] elipsi goz oniine alinsin ve T' : R — R doniisiimii de her x € R igin

T xr, x € Eq[1,3,4] ise
xr =
6, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde oncelikle Fy[1,3,4] = {0, 4} kiimesidir ve agik¢a
her x € Ey[1,3,4] i¢in (E{1) ve (E¢2) kosullart saglamr. Dolayisiyla kolaylikla
gosterilebilir ki E;[1,3,4] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir. Bu noktada dikkat
edilirse Eq[2,4,6], E,4 [%, g, 6} ve E, [%, %, 2] elipsleri de T doniisiimii altinda
invaryanttirlar. Yani 'T' nin sabit elipsleridir. Burada sabit kalan elipslerin sayilar: daha da
cogaltilabilir. Ancak burada ele alinan her elips de T altinda invaryant kalmaz. Ornegin

Eq[2,4,8] elipsi T' nin sabit elipsi degildir.

Ornek 5.3 X=Rved, R de alisilmis metrik olsun. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Fy < F, ve
|Fy — Fi| < 2a olmak iizere E4 [F, Fy, 2a)| elipsi gozéniine alinsin. T : R — R déniisiimii
de her v € R icin

Fy, x < Fise

Te =< z, F<x<Fise

EFy, x> F;ise
seklinde tamimlansin. Bu takdirde T doniisiimii agtk¢a (E¢1) kosulunu saglar. Ancak T
doniisiimii (E{2) kosulunu saglamaz. Agik¢a ifade edilirse,



54

z < F] ise,

jz— Fi| < o= Fi|+ |2 — Fa| = |[Fy = Fi| = |[Fy — P

= |z — B[ < |z = B[+ ([z = F2| = [F1 = F3)
FiF<xz<FKise|lr—z|<|zt—F|+|zt—F|—|r—F|—|r—F|=0<0
x > F5 ise,

|z — Fy| < |z — Fi| + |z — F3| — |Fy — Fy| — |Fy — By

= |z — B < |o = B+ (lv — Fi| = [F2 — Fi)

olacagindan d(Tx, x) < p(x) — p(Tx) kosulu saglanir. Benzer sekilde,

x < Fyise, |Fy — F1| + |Fy — Fy| = |F1 — Fy| = d(F1, F3) < 2a

Fy <z <Fise |xt — Fi|+ |x — Fy| = |Fy — F3| =d(F1, F,) < 2a

x> Fyise, |y — Fy| + |Fy — Fy| = |Fy — Fy| = d(F1, F3) < 2a

oldugundan d(Tx, F\) + d(Tz, Fy) > 2a kosulu saglanmaz. Ustelik T doniisiimii
Ey [F1, Fy, 2a] elipsini sabit birakmacz.

Ornek 5.4 X = R ve d, R de alisilmis metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay ele alinsin.
Bu metrik uzayda 0 < Fy < Fyve |Fy — Fy| < 2a < |F\| + |Fy| olmak iizere E, [Fy, Fy, 2a]
elipsive de her x € R i¢in T'x = F| + F5 olacak sekilde tanimlanan'T' : R — R doniisiimii

g0z oniine alinsin. Buna gore,
d(T[E, F1> + d(Tl‘,FQ) = |F1 + F2 - F1| + ’Fl + F2 - F2| = |F1| + |F2| Z 2a
oldugundan T déniisiimii (E¢2) kosulunu saglar. Ancak v =t € Eq[F, Fy, 2a) igin

d(Tz,x) < p(z) — p(Tz) =
[t —F — F| <|t—F|+|t— ] — |+ F,— Fi| — |FL + F, — Fy|
=2a — (|| +[F2]) <0

olacagindan (E{1) kosulu saglanmaz. Ustelik T doniisiimii Eq[Fy, Fy,2a] elipsini sabit

birakmaz.

Teorem 5.2 (X, d) bir metrik uzay, E,[Fi, F3,2a), (X, d) metrik uzayinda odaklar: F; ve
F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,
o(x) =d(z, F) + d(x, Fy)
seklinde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X do niigtimii, her v € Ey [Fy, F», 2a] i¢in,
(BS1) d(Tx,2) < p(x) + o(Tx) — 4a

(B31) (Tx) < 2a
kosullarin saglhyorsa Eq [Fy, Fy, 2a] elipsi T dontigtimiintin bir sabit elipsidir.
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Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alsimis metrik olsun. E;[Fy, F,2a), (X, d)
metrik uzayinda Fy ve Fs odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her x € X icin ¢(x) = d(x, Fy) + d(x, F) seklinde tanimlanmus olsun. Ayrica
T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € E4 [Fy, s, 2a] herhangi bir nokta olmak

lizere (E21) kosulundan ve o fonksiyonunun tanimindan dolayn,

d(Tx,x) < @(x)+¢(Tx)—4a
= d(z, ) +d(z, F5) +d(Tx, Fy) + d(Tx, Fy) — 4a
= 2a+d(Tz, Fy) + d(Tz, Fy) — 4a
= d(Tz,F\)+d(Tz, Fy) — 2a (5.2)

elde edilir. (E41) kosulu saglandigindan dolayr T'x noktast Eq [Fy, Fy, 2a) elipsinin iizerinde
veya i¢inde olmalidir. Dolayisiyla iki durum vardir. Buna gore T'x noktasi elipsin iginde ise
yvani d(Tz, Fy)+ d(Tz, Fy) < 2a ise Ciinkii bu durumda (5.2) esitsizligi d(Tz, x) < 0
formuna doniisiir. Ancak uzakligin (metrigin) pozitif tanimliligi geregince ¢eliski meydana
gelir. O halde d(Tx, Fy) + d(Tx, Fy) = 2a olmalidir. Yani T'x noktasi elipsin iizerinde
olmalidir. Bu durumda, d(Tz, x) < 2a+d(Tx, Fy)+d(Tx, Fy) —4a =2a+2a—4a =0
elde edilir. Bu durumda Tx = x dir. Yani her © € E4[Fy, Fy,2a] i¢cin Tx = x oldugundan
dolayr T doniistimii Eq [Fy, Fy, 2a] elipsini sabit birakar.

Ornek 5.5 d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzayinda E;[—1,3,8]
elipsi goz oniine alinsin. AyricaT' : R — R doniisiimii her x € R i¢in

T x, x € Eq[—1,3,8] ise
T =
1, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlansin. Buna gore E;[—1,3,8] = {—3, 5} olup agik¢a bu elips
lizerindeki her nokta icin (E$1) ve (E$2) kosullart saglanir. Bu nedenle E;[—1,3,8] elipsi
T déniisiimiiniin bir sabit elipsidir. Ayrica dikkat edilirse Eq.[—2,0,4] ve E4[2,4,4]
elipsleri de 'T' doniistiimiiniin birer sabit elipsleridir. Bu noktada bu 'T" doniisiimiiniin sabit
bwraktigi elips ornekleri daha da arttirlabilir. Fakat bu ele alinan tiim elipslerin de T
altinda invaryant kalmayacag belirtilmelidir. Ornegin E4 (0,2, 4] ve E4 (3,4, 5] elipsleri T

altinda invaryant kalmazlar.

Ornek 5.6 (R,d) alisilmis metrik uzay ve Ey [_71,%,2} elipsi verilmis olsun. Ayrica
T : R — R doniisiimii

Tw — %, x € by [_71,%,2} ise
3,  diger durumlarda
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olacak sekilde tantmlanmus olsun. Bu takdirde agik¢a T doniisiimii (ES1) ve (E42) kosullarini
saglar. O halde E, [_71, %, 2} = {1, 1} elipsi T doniisiimii altinda invaryant kahr. Ustelik
Eq4[0,2,4], Eq [5,3,4], Eq[2,5.2] ve Eq [£, 9, 2] elipsleriigin de (E1) ve (E42) kosullar:
saglanr. Yani bu elipsler de Tnin bire sabit elipsleridir. Ancak E4[—3,5,10] elipsi T nin bir

sabit elipsi degildir.

Ornek 5.7 (X, d) bir metrik uzay ve E; [F1, Fy, 2a) bu metrik uzayda bir elips olsun. Ayrica
T : X — X doniigiimii her x € X icin

. w € BylF, Fy2d] i
sz{ T, T 4 [F1, F, 2a) ise

@, diger durumlarda

olarak tammlansin. Bu takdirde her v € E,;[Fy, Fy,2a] icin (E31) ve (E42) kosullar:
saglamr. A¢ik¢a E4[Fy, Fy, 2a] T nin bir sabit elipsidir.

Ornek 5.8 (X,d) bir metrik uzay ve E4[F\, Fy,2a] bu metrik uzayda bir elips olsun.
T : X — X doniigiimii her v € X icinTx = @ olacak sekilde tanimlansin. Buna gore
actkea T doniisiimii (F32) kosulunu saglarken (E$1) kosulunu saglamaz. Ustelik
Eq[Fy, Fy, 2a] elipsi T nin sabit elipsi degildir.

Ornek 5.9 (R, d) alisilmis metrik uzay ve E;[—1,1,4], R iizerinde tamiml bir elips olsun.
T : R — R doéniisiimii her x € R icin

—10, x = —2ise
Tr = 10, x =2ise
15, diger durumlarda

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T déniisiimii (E$1) kosulunu saglarken (E$2)
kosulunu saglamaz ve agik¢a FEq[—1,1,4] elipsi T nin sabit elipsi degildir.

Teorem 5.3 (X, d) bir metrik uzay , Eq[F, F3,2a), (X, d) metrik uzayinda odaklar I, ve
F,, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(x) =d(z, F) + d(x, Fy)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € E4[F}, F3,2a) ve
bazi h € [0, 1) i¢gin

(E51) d(Twz,x) < p(z) — ¢(T2)

(E$2) h.d(Tz,z)+ o(Tz) > 2a
kosullarin saglhyorsa Eq [Fy, Fy, 2a] elipsi T doniigtimiintin bir sabit elipsidir.
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Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alsimis metrik olsun. E;[Fy, F,2a), (X, d)
metrik uzayinda Fy ve Fs odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her x € X icin ¢(x) = d(x, Fy) + d(x, F) seklinde tanimlanmus olsun. Ayrica
T : X — X d oniisiimii alinsin. Bu takdirde x € E4[Fy, Fy, 2a] herhangi bir nokta olmak
sizere T doniisiimii (E$1) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, o fonksiyonunun

tanimi ve (E$2) kosulu geregince

d(Tz,z) < o(z)—p(Tr)
= d(z,Fy) +d(z, Fy) —d(Tz, Fy) —d(Tz, Fy)

2a —d(Tx, Fy) — d(Tx, Fy)

hd(Tz,z) + d(Tz, Fy) + d(Tx, Fy) —d(Tx, Fy) — d(Tx, Fy)

= hd(Tx,z)

IA

elde edilir. Buna gore agik¢a (1 — h)d(Tx, x) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr d(T'x, ) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
x € Ey|F1, Fy,2a] igin Tx = z oldugundan dolayr T' doniisiimii E4[Fy, Fy, 2a] elipsini

sabit birakir.

Ornek 5.10 X = R ve d, R iizerinde alisiimis metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay:
verilsin. Bu metrik uzayda E4 [1, 3, 6] elipsi ve her © € R i¢in

xr, x € Eq[1,3,6] ise
Ty =
7, diger durumlarda

seklinde tamimlanan T : R — R doniisiimii ele alinsin. Kolaylikla goriilebilir ki her x €
E,;[1,3,6] igin (E$1) ve (E42) kosullar: saglanir. Dogal olarak E4[1,3,6), T nin bir sabit
elipsidir. Ancak E4[2,4,8], E4[0,6,8], Ey [%, %, 2} ve E,; [%, %, 2] elipsleri de T nin
birer sabit elipsidir. T' doniistimii i¢in bu sabit elipslerin ornekleri arttirilabilir. Ancak bu
noktada (R, d) metrik uzayinda ele alinan her elipsinde T' altinda invaryant kalmadig da

belirtilmelidir. Ornegin, E,[3,6,7] ve Eq[—2,4,10] elipsleri T nin sabit elipsleri degildir.

Ornek 5.11 (R, d) alisilmis metrik uzayinda E;[—1,1,6] elipsi ve her x € R igin

T 5, x € Eq[—1,1,0] ise
Tr =
3, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlanan T : R — R doniisgiimii verilsin. Buna gére agik¢a T' doniistimii
(E$2) kosulunu saglarken (E$1) kosulunu saglamaz. Ustelik Eq[—1,1,6] elipsi T nin sabit
elipsi degildir.
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Ornek 5.12 (R, d) alisilmis metrik uzay: verilsin. Bu metrik uzayda Fy, < Fy ve |Fy — Fi| <
2a olmak iizere Eq [Fy, Fy, 2a] elipsi goz oniine alinsin. T : R — R doniisiimii her © € R
icin
Fi, x < F}ise
Tx = z, Fy <z < Fise
Fy, x> Fise

olacak sekilde tammli olsun. Buna gore T donmiisiimii agik¢a (Egll) kosulunu saglar.
Ayrintilar igin Ornek 5.2 ye bakilabilir. Ancak h € [0, 1) olacak sekilde bir sayr olmak
lizere,

z < F] ise,

hd(Tx,x)+d(Tx, F)+d(Tz, Fy)=h|r — Fi|+|Fy — Fi|+|F} — Fy|=h |z — F1|+|F| — F5|<2a
F; <x < F;ise,

hd(Tx,x) + d(Tx, F1) + d(Tx, Fy) = hlx — x|+ |x — Fi| + |z — Fy| = |F1 — F3| < 2a

x > F5 ise,

hd(Tx,x)+d(Tx, Fy)+d(Tz, Fy)=h|Fy — x|+|F] — F3|+|Fy — Fy|=h |z — Fy|+|F} — F3|<2a
oldugundan (E$2) kosulu saglanmaz. Ciinkii v < F igin,

dlz, F{)+d(z, F3) =2a = vt — Fi|+ |x — F3| =2 | — Fy| 4+ |Fy — F3| = 2a

ve benzer sekilde x > F, iken

d(z, Fi)+d(z, [5) =2a= |t — F\|+ |z — F| =2z — By + |Fy — F| = 2a dur.

Teorem 5.4 (X, d) bir metrik uzay, E;[F, F5,2a], (X, d) metrik uzayinda odaklar: Fy ve
Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(z) =d(z, Fy) + d(z, Fy)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii her x € E4[F, Fy, 2a] igin,
(E{1) d(Tx,z) < ¢(z) + p(Tz) — 4a
(E{2) d(Tz,z)+ ¢(Tx) < 2a

kosullarint saglyorsa Eq [Fy, Fy, 2a] elipsi T doniigtimiintin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Ey [Fy, Fy,2a), (X,d)
metrik uzayinda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her x € X icin p(x) = d(x, Fy) + d(z, Fy) seklinde tanimlanmus olsun. Ayrica
T : X — X doniistimii almsin. Bu takdirde x € E4[Fy, Fy, 2a] herhangi bir nokta olmak
iizere T doniisiimii (E¢1) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak o fonksiyonunun
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tanmimi ve d metrig inin tiggen egitsizIligi aksiyomu geregince

d(Tz,z)

IN

p(x) + o(Tr) — 4a
= d(z, Fy) +d(z, F3) + d(Tx, Fy) + d(Tx, Fy) — 4a
< d(z,Tz)+d(Tz, F}) +d(x,Tx) + d(Tx, F5) + d(Tz, Fy) + d(Tz, Fy) — 4a
= 2d(Tz,x)+2d(Tz, Fy) +2d(Tx, Fy) — 4a
4a —4a =0

IN

elde edilir. Bu durumda agik¢a Tx = x olur. Bu takdirde sonug olarak her x € Ey [Fy, F», 2al
icin Tx = x oldugundan T doniisiimii Eq [F, F, 2a] elipsini sabit birakuwr.

Ornek 5.13 (R, d) alisilmis metrik uzayinda E4 (2,5, 7] elipsi ve her x € R i¢gin

T x, x € FEq[2,5,7] ise
xr =
—3 diger durumlarda

olacak sekilde tammlhi T : R — R doniisiimii verilsin. Buna gore E4[2,5,7| elipsi
lizerindeki her bir nokta igin kolaylikla (E{1) ve (E{2) kosullarimin saglandigi g dsterilir.
Bundan dolayr agikca E4(2,5,7] elipsi T nin bir sabit elipsidir. Bunun yani sira biraz
dikkat ile T nin tek sabit elipsinin E4[2,5,7) olmadigi goriiliin  Ornegin
Eq[-2,-1,3], E4[32,5.3], E4[0,4,10] ve E4[1,3,10] elipsleri de T altinda
invaryanttir. Fakat bu déniisiim tiim elipsleri de sabit birakmaz. A¢ik¢a E4[1,3,6] ve
Ey4[—5,—2,5] elipsleri T i¢in sabit elips degillerdir:

Ornek 5.14 (R, d) alhisilmis metrik olmak iizere E;[—2,2, 6] elipsi ve

—10, z = —3ise
Tr = 10, x = 3ise
15 diger durumlarda

olarak tamimhi T' : R — R doniisiimii verilsin. Bu takdirde T doniisiimii (Effl) kosulunu
saglarken (E$2) kosulunu saglamaz ve E;[—2,2, 6] elipsi T nin bir sabit elipsi degildir.

Ornek 5.15 (R, d) alisilmis metrik olmak iizere E;[—1,1,6) elipsi ve her x € R igin

T 0, € E4[—1,1,06] ise
Tr=
3, diger durumlarda

olarak tammh T : R — R doniisiimii verilsin. Bu takdirde T doniisiimii (E$2) kosulunu
saglarken (E$1) kosulunu saglamaz ve E;[—1,1,6] elipsi T nin bir sabit elipsi degildir.



60

Teorem 5.5 (X, d) bir metrik uzay, E; [F1, F», 2a] (X, d) metrik uzayinda odaklar: Fy ve Fs,
asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X
icin,

(p(x) = d(l’, Fl) + d(l’, F2)
olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T' : X — X doniistimii her x € X ve bazi h > 2
icin,

(Ig) : d(Tz,z) < M

kosulunu sagliyorsa T' = Ix ve E, [F1, Fy, 2a] elipsi, T doniistimiiniin bir sabit elipsidir.

Ispat (X, d) bir metrik uzay, E;[Fy, Fy, 2a] bu metrik uzayda Fy, F, odakli, 2a asal eksen

uzunluklu bir elips olsun. Ayrica her x € X i¢in
(p(x) = d(l‘, Fl) + d(l’, F2)

olacak sekilde tamimlanan ¢ : X — [0,00) fonksiyonu ve T : X — X doniisiimiiele
alinsin. Ustelik T déniisiimii her v € X ve bazi h > 2 degerleri i¢in (1;) kosulunu saglasin.
O halde x € X ve x # Tz oldugunu varsayalim. Bu durumda, T doniisiimii (1) kosulunu
sagladigindan dolay: bu kosuldan yola ¢ikarak o fonksiyonunun tanimi ve d metriginin ii¢gen

esitsizligini kullanarak

hd(Tz,x) < ¢(r)—o(Tz)
= d(x,FY) +d(z, Fy) — d(Tx, Fy) — d(Tx, Fy)
< d(x,Tz)+d(Tx, Fy) + d(z, Tx) + d(Tx, Fy) — d(Tz, Fy) — d(Tz, Fy)
< 2d(x,Tx)

sonucuna ulagili. Buradan diizenleme ile (h—2)d(Tz, x) < 0 elde edilir. Hipotez geregince
h > 2 oldugundan a¢ik¢a Tx = x elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla her x € X
icin Tx = x oldugundan T' = Ix olur. Tersine T' = [x birim doniisiim oldugundan sonug

olarak Eq[F\, Fy,2a] elipsi T nin bir sabit elipsidir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 5.1-.5.4 ile alisilmis metrik uzayda Fi,
F, odakli ve 2a asal eksen uzunluklu Ey [F, Fy, 2a] elipsini nokta-nokta sabit birakacak 7'
tizerine doniistimiin kosullar incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Ayrica
Teorem 5.5 de de E, [F}, F»,2a] elipsinin nokta nokta sabit birakan 7' doniigiimiiniin ne
zaman birim doniisiim olacagi ifade edildi. Bahsi gegen teoremlerde sabit elipslerin sayisina
dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki onermeler alisilmis metrik uzayda birden fazla sabit

elipse sahip doniisiimlerin mevcut oldugunu ifade etmektedir.
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Onerme 5.1 (X, d) bir metrik uzay ve Ey[Fi1, Fiz,2a,] ile Eq [Foy1, Fas, 2as] (X, d) metrik
uzaymnda iki elips olsun. Bu takdirde Eq[F11, Fia,2a1] ve Eq[Fa1, Fa, 2as] elipslerini nokta
nokta sabit birakacak sekilde (X, d) metrik uzayinda en az bir T : X — X doniigiimii

vardir.

Ispat X # O bir kiime ve d, X iizerinde bir metrik olmak iizere (X, d) bir metrik uzay
olsun. Eq[Fi1, Fia,2a1] ve E4[Fo, Fag,2a5] de Fyy, Fio odakli, 2ay asal eksen uzunluklu
ve Fy1, Fye odakll, 2ay asal eksen uzunluklu olacak sekilde verilen iki elips olsun. Ayrica P
noktast d(Fy1, P)+d(Fia, P) # 2ay ve d(Fa1, P)+d(Fy, P) # 2as olacak sekilde (X, d)
metrik uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna gére ' : X — X doniigiimii her x € X igin

T T, TE Ed [F117F12,2a1] UEd [F217F22,2a2] ise
xr =
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira @y, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X
icin p1(x) = d(x, Fi1) + d(x, Fia) ve pa(x) = d(z, Fy) + d(x, Fy) olacak sekilde
alinsin. Bu takdirde T doniisiimii o1(x) ve po(x) doniisiimleri ile birlikte Eq [Fi1, Fi2,2a1]
ve Eq[Fy1, Fao,2as] elipsleri i¢in j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Eél)ve (EéZ) kosullarini
saglar. O halde Teorem 5.1-5.4 gere gince agik¢a Eq[Fi1, Fia,2a1] ve Ey[Fo, Fa,2as]
elipsleri 'I' doniisiimiiniin sabit elipsleridi. Burada dikkat edilirse ele alinan
Ey[Fi1, Fi2,2a1] ve Ey[Fs, Fa,2as| elipslerinin  konumlari ve birbirlerine gore

pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili elipsler tamamiyle keyfidir.

Onerme 5.2 (X, d) bir metrik uzay ve E; [F11, Fi2,2a1] , ..., Eq[Fo1, Fpa, 2a,) (X, d) metrik
uzayinda n tane elips olsun. Bu takdirde E; |11, F12,2a4], ..., Eq[Fn, Fre, 2a,] elipslerini
nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, d) metrik uzaymda en az bir T : X — X doniigiimii

vardir.

Ispat Onerme 5.1 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

T, x¢€ UEd [Elu EQ: 2@2] ise
Tx = i=1

P, diger durumlarda
seklinde tanimlanan T:X — X doniisiimii ve her v € X i¢in ¢;(x)=d(z, F;;)+d(z, F;)
olacak sekilde tamimlanan ¢; : X — [0, 00) doniisiimleri kullamilarak kolayca verilebilir.
Burada T doniisiimiindeki P noktasii = 1, 2, ..., nolmakiizere d(x, Fj1)+d(x, Fy) # 2a;
kosullarini saglayacak sekilde sabit bir noktadw. Ayrica bir énceki onermede oldugu gibi
burada ele alinani € {1, ...,n} i¢in Eq [F}1, Fi2, 2a;| elipslerinin birbirlerine gore konumlar

tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.
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Yukarida ele alinan iki onermeden sonra simdi bir (X, d) metrik uzaymnda bir
T : X — X donilisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit elipse sahip
olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade edilen Teorem

5.6-5.11 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 5.6 (X, d) bir metrik uzay , E; [F1, Fy,2a], (X, d) bir metrik uzayinda odaklar: Fy
ve Fy, asal eksen uzunlug u 2a olan bir elips olsun. T : X — X déniisiimii (E¢1)ve (E42)
kosullarini saglasin. Bu takdirde, her © € E,[Fy, Fy,2a), y € X \ Eq[F1, Fy,2a] ve bazi
h € [0, 1) igin T doniisiimii,

d(Tz,Ty) < hd(z,y)

biiziilme kosulunu saglyorsa E4|[Fy, Fy, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat (X, d) bir metrik uzay, E; [Fy, Fy, 2a), (X, d) metrik uzayinda I\, Fy odakl, 2a asal
eksen uzunluklu bir elips ve T' : X — X doniistim olsun. Ayrica T doniigiimii her x €
Ey[Fy, Fy,2al vey € X \ Eq[F1, Fy, 2a] noktalart icin h € [0, 1) olmak iizere

d(Tx,Ty) < hd(z,y)

kosulunu saglasin. Buna gore Eq[F\,Fy,2a] ve FEg[Fi«, Fy, 2a*| elipslerinin T
doniistimiintin  iki farkli sabit elipsi oldugu varsayisin. v # v olmak iizere
u € Ey[Fy, Fy,2a] ve v € Ey[Fy«, Fy«,2a*| noktalart alinsin. T déniisiimiiniin sagladig
biiziilme kosulundan,

d(u,v) = d(Tu, Tv) < h.d(u,v)

elde edilir. Ancak h € |0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde uw = v olmalidir. Bu
takdirde E4 [F, Fy, 2a)] elipsi T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7 : X — X doniisiimii (E{1)ve (E{2) kosullarim
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (E¢1)ve (E92)
olarak degistirilebilir.

Ornek 5.16 X = R? ve dp, R? iizerinde Oklidyen metrik olsun. Ayrica (R?, dy) metrik
uzayinda (Oklidyen diizlemde) a > b olmak iizere 2—2 + Zb/—j = 1 kartezyen denklemiyle verilen
elipsi yani F\ = (—c, 0), Fy» = (¢, 0) olmak iizere E4[F, Fy, 2a| elipsi goz oniine alinsin.
Ayrica T : R? — R? doniisiimii her (v, y) € R? igin

a’b’z a?b?
T(ZL‘, y) _ (62x2+a2y2’ b2:z:2+ay2y2) s (137 y)
(0,0), (z,9)

RN

(0,0) ise
(0,0) ise
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olacak sekilde tanimlansin. Buna gore T' doniisiim ii Eq [F, Fs, 2a) elipsini nokta nokta sabit
birakwr. Yani Ey [Fy, Fy,2a], T nin bir sabit elipsidir. A¢ik¢a (x, y) € E4[F1, Fs,2a] ise
ﬁ—; + Z;_; = 1 olup y* = b* (1 — z—§> veya 1% = a? (1 - z—z) elde edilir. Buna gore elde edilen
bu degerlerden herhangi biri b*x* + ay? ifadesinde yerine yazilirsa
2

Da? + ay? = bPa® + o’ (1 - %) = o’
sonucuna ulasili. Bu takdirde (xz, y) # (0, 0) ve (x, y) € Eq[F1,Fy, 2a] igin
T(xz, y) = (x, y) formuna doniisiir. Dolayisiyla buradaki T' doniigiimii i = 1, 2, 3, 4
olmak iizere (E¢1) ve (E32) kosullarim saglar. Yukaridaki tanimlanan déniisiim Oklidyen
diizlemde E4[Fy, F,,2a] elipsine gore inversiyon doniistimiidiir (Ramirez ve Rubiano,
2014). Bu doniisiim elipsin i¢ini disina, disimi da icine cevirir. Elipsin kendisi doniisiim

altinda invaryant kalwr.

Teorem 5.7 (X, d) bir metrik uzay , Eq[F1, F»,2a], (X, d) bir metrik uzayinda odaklar: F,
ve Iy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T' : X — X doniigimiiv =1, 2, 3, 4
olmak iizere (E¢1)ve (E92) kosullarim saglasin. Bu takdirde, her x € Ey[F, Fy,2a),
y € X \ Eq[F1, Fs, 2a] noktalart igin

d(Tz,Ty) < max{d(z,y),d(Tx,x),d(Ty,y),d(Ty,z),d(Tz,y)}

biiziilme kosulunu saglyorsa Eq [Fy, Fy, 2a| elipsi T doniigtimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat (X, d) bir metrik uzay, E; [F\, Fy, 2a), (X, d) metrik uzayinda F\, Fy odakli, 2a asal
eksen uzunluklu bir elips ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T' doniigiimii her x &
Eq4[F1, Fp,2a] vey € X \ Eq[Fi, Fy, 2a] noktalari igin

d(Tz, Ty) < max{d(z, y), d(Tx, x), d(Ty, y), d(Ty, =), d(Tx, y)}

kosulunu saglasin. Buna gore FEq[Fi, Fy,2a] ve FEy[Fi«, Fy« 2a*| elipslerinin T
doniigiimiintin  iki farkli sabit elipsi oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere
u € Ey[F, Fy,2a] ve v € Ey[Fy«, Fy«,2a*| noktalar: alinsin. T' déniisiimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,

d(u,v) = d(Tu,Tv) < max{d(u,v),d(Tu,u),d(Tv,v),d(Tv,u),d(Tu,v)}
= d(u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde u = v olmalidir. Bu takdirde E, [F, Iy, 2a) elipsi
T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.
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Teorem 5.8 (X, d) bir metrik uzay , E; [Fy, Fy,2a], (X, d) bir metrik uzayinda odaklar: F
ve Fy , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T' : X — X doniigiimiii =1, 2, 3, 4

olmak iizere (E!)ve (EI2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiim i her
x € Ey[Fy, Fy,2a)vey € X \ Eq[F1, Fy,2a] ve X € [0, 1/2) i¢gin

d(Txz,Ty) < XNd(z,Tx) + d(y, Ty)]

kosulunu sagliyorsa Eq [F, F, 2a) elipsi T' doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 5.6 daki ispat yontemine benzer sekilde E;[Fy, Fy,2a) ve Ey[Fi-, Fy-,2a*]
elipslerinin T’ doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u #
v olmak iizere u € Ey[Fy, Iy, 2a] ve v € Ey[Fi«, Fy«,2a*| noktalar: alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < X\ [d(u, Tu) + d(v, Tv)] = A. [d(u,u) + d(v,v)] =0

elde edilir. Buna gore d(u, v) = 0 olup u = v bulunur. Bu ise ¢eliskidir. O halde
Eq [F1, Fy, 2a] elipsi T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 5.9 (X, d) bir metrik uzay , E; [Fy, Fy,2a], (X, d) bir metrik uzayinda odaklar: F
ve Fy , asal eksen uzunlug u 2a olan bir elips olsun. T : X — X déniisiimiit =1, 2, 3, 4
olmak iizere (Eil)ve (EI2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii  her
x € Ey[Fy, Fy,2a)vey € X \ Eq[F1, Fy,2a] ve X € [0, 1/2) i¢gin

d(Tz,Ty) < Ad(z, Ty) + d(y, Tz)]

kosulunu sagliyorsa Eq [F, F, 2a] elipsi T' doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 5.6 daki ispat yontemine benzer sekilde E;[Fy, Fy,2a) ve Ey[Fi-, Fy-,2a*]
elipslerinin T’ doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u #
v olmak iizere u € Ey[F\, I, 2a] ve v € Ey[Fi«, Fy«,2a*| noktalart alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < X\ [d(u, Tv) + d(v, Tu)] = \. [d(u,v) + d(v,u)] = 2Xd(u, v)

elde edilir. Ancak \ € [0, 1/2) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde E, [F\, F», 2a] elipsi T

fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 5.10 (X, d) bir metrik uzay , E4[F1, F»,2a], (X,d) bir metrik uzayinda odaklar

Fy ve Fy , asal eksen uzunlug u 2a olan bir elips olsun. T' : X — X doniistim i i =
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1, 2, 3, 4 olmak iizere (El1)ve (E&2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her
x € Ey[Fy, Fy,2a)vey € X \ Eq[F1, Fp,2a] ve A\ + (5 + v < 1 olmak iizere,

d(Tz, Ty) < ad(z, Tx) + Bd(y, Ty) + vd(z,y)

kosulunu sagliyorsa Eq [F, F, 2a) elipsi T doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 5.6 daki ispat yontemine benzer sekilde E;[Fy, Fy,2a) ve Ey[Fi-, Fy-,2a]
elipslerinin T’ doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u #
v olmak iizere u € Ey[Fy, Fy,2a] ve v € Ey[Fi«, Fy«,2a*| noktalart alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu,Tv) < ad(u, Tw) + pd(v, Tv) + vd(u,v) = yd(u,v)

elde edilir. Ancak X\ + § + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eligkidir. O
halde Eq[F\, Fy, 2a) elipsi T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 5.11 (X, d) bir metrik uzay , E; [Fy, F»,2al], (X, d) bir metrik uzayinda odaklar
Fy ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T : X — X doniistimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (E¢1)ve (E$2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Eq[Fy, Fy,2alvey € X \ Eq[Fi, F3,2a] ve A+ 5+ v < 1 olmak iizere,

d(Tz, Ty) < ad(z, Ty) + Bd(y, Tx) + vd(z,y)

kosulunu sagliyorsa Eq [F, F, 2a] elipsi T' doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 5.6 daki ispat yontemine benzer sekilde E4[Fy, Fy,2a) ve Eq[Fi-, Fy-,2a]
elipslerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u #+
v olmak iizere u € E4[Fy, Fy,2a] ve v € Eq[Fi«, Fy«,2a*] noktalart alinsin. O halde T

doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < ad(u, Tv) + Bd(v, Tu) + vd(u,v) = (A + S+ v)d(u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde E, [Fy, F5, 2a)| elipsi
T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

5.2  Ahsilmis Metrik Uzayda Sabit Hiperbol Teoremleri

Bu kisimda aligilmis metrik uzaylarda iki odakli hiperboller i¢in uzay iizerinde tanimli
bir doniisiimiin bir hiperbolii sabit birakmasi yani sabit hiperboliin varolma kosullar1 ve sabit
hiperboliin teklik kosullar1 ele alinacaktir. Bu takdirde ilk olarak alisilmis metrik uzayda iki

odakl1 hiperbol ve sabit hiperbol kavramlar1 tanimlanacaktir.
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Tamm 5.3 (X, d) bir metrik uzay, Fy, F» € X ve a € (0, o) olsun. Buna gore
Hy[Fy, Fy,2a) = {z € X :|d(z, F\) — d(z, F3)| = 2a}

ifadesine odaklar: Fy, F5 asal eksen uzunlugu 2a olan hiperbol denir.

Ornek 5.17 Alisilmis metrik uzaylarda metrik olarak asina oldugumuz Oklidyen metrigi
kullamldiginda karsililacak olan hiperbol kavrami olduk¢a iyi bilinen kavramlardir. Ancak
burada metrik yapisi Oklidyen metrigin disina ¢iktiginda karsilasilacak olan hiperbol
kavrami Oklidyen hale gore biiyiik farkliliklar daha dogrusu cesitlik gostermektedir. Bu ise
metrik uzaylarin zenginligini ifade etmek icin bir veri olusturmaktadir. Bu taktirde, X = R?

olsun. X1 = (x1,1y1), Xo = (x2,y2) € X olmak iizere
d (X1, X2) = max {|z1 — 22, [y1 — yal} + (ﬁ— 1) min {|z, — xa|, [y1 — yal}

CC-metrigi ele alinsin. Buna gore CC-metrigine gore sekil 5.2 de swrasiyla odaklari
F1=(1,0), F;=(—1,0) ve asal eksen uzunlugu 2a=1 olan CC-hiperbolii, odaklari
F = (1,1), F, = (—1,—1) ve asal eksen uzunlugu 2a = 3/2 olan CC-hiperbolii ve
odaklart Fy = (1,2), F; = (—1,—3) ve asal eksen uzunlugu 2a = 1 olan CC-hiperbolii

gortilmektedir.

Sekil 5.2 Hy[(1,0),(—1,0),1], Hy[(1,1),(—1,-1),3/2], H;[(1,2),(—1,-3),1]

Tamm 5.4 (X, d) bir metrik uzay, H, [Fy, F», 2a], (X, d) metrik uzayinda Iy, F, odakli 2a
asal eksen uzunluklu bir hiperbol olsun. T' : X — X bir doniistim olmak tizere her x €
Hy [Fy, Fy,2a] i¢in Tx = x ise Hy [F1, Fy, 2a] hiperboliine T déniisiimiiniin sabit hiperbolii

denir.
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Teorem 5.12 (X, d) bir metrik uzay, Hq [F\, F3, 2a), odaklar: F ve Fs, asal eksen uzunlugu
2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

p(x) = |d(z, Fr) — d(z, F3)]
olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T: X — X doniisiimii, her v € Hy[F, Fy, 2a] igin
(H{1) d(Tz,2) < p(z) — o(Tx)

(H{2) ¢(Tx)>2a
kosullarint saglyorsa Hy [Fy, Fy, 2a) hiperbolii T' déniistimiiniin bir sabit hiperbolii diir:

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Hy[Fy, F,2a), (X, d)
metrik uzayinda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve p: X — [0, 00)
Sonksiyonu her v € X icin p(x) = |d(x, F\) — d(z, F)| seklinde tanimlanmug olsun. Ayrica
T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde © € Hy [Fy, s, 2a] herhangi bir nokta olmak

iizere (H{1) kosulu ve ¢ fonksiyonunun tanimi geregince,

d(T,x) < ¢(z) = @(Tx)

= |d(z, F1) — d(z, F)| = [d(Tz, F1) — d(Tz, F»))|

= 2a—|d(Tz,Fy) —d(Tz, F5)| (5.3)
elde edilir. T doniisiimii (H{2) kosulunu sagladigindan Tx noktast i¢in iki durum vardur.
Buna gore |d(Tx, Fy) — d(Tx, Fy)| > 2a ise (5.3) esitsizliginden dolay: ¢eliski elde edilir.
Clinkii (5.3) egitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakligin(metrigin) pozitif tamumliligindan
dolayr bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle |d(Tx, Fy) — d(Tx, F5)| = 2a olmalidw: Bu durumda,
d(Tz, ) < 2a — |d(Tx, Fy) —d(Tx, Fy)| = 2a — 2a = 0 elde edilir. O halde Tx = z dir.
Yani her v € Hy[Fy, Fy,2a) i¢in Tx = x oldugundan dolayr T' doniisiimii Hy [F, F5, 2a]

hiperboliinii sabit birakur.

Ornek 5.18 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olsun. Ayrica (R, d) metrik uzayinda
Hy (2,4, 1] hiperbolii ve her x € R i¢in

5 71 ;
Tr — T, TE {5,5} se
3, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlanan T : R — R doniisiimii ele alinsin. Buna gore
Hy[2,4,1] = {g, %} dir. Dolayisiyla dikkat edilirse her x € Hy[2,4,1] igin (H{1) ve

(H{2) kosullart agtk¢a saglamr. Ayrica Hy[2,4,1] hiperboliiniin T nin bir sabit hiperbolii
oldugu kolayca goriiliir. Fakat kiiciik bir dikkat ile H, [%, %, ], H, [}l, %, 1}, H, [%, g, 1]
hiperbolleri de T doniigiimii altinda invaryanttirlav. T altinda invaryant kalan
hiperbollerin orneklerini daha da ¢ogaltmak miimkiin olsa da bu ifadeden ilgili yapidaki
tiim hiperbollerin T altinda sabit kaldigi anlami ¢ikariimamalidir. Ornegin Hy |0, 3, 1]

hiperbolii T’ nin bir sabit hiperbolii degildir.



68

Ornek 5.19 (R, d) alisimis metrik uzay ele alinsin. Bu metrik uzayda Fy < F, ve
|Fo — Fi| > 2a olmak iizere H,|Fy, Fy,2a] hiperbolii verilsin. Ayrica T : R — R

doniigiimii de her x € R i¢in

Fi, x < F}ise
Txr = z, Fy <z < Fyise
Fy, x> Fise

seklinde tammli olsun. Buna gore |Fy — Fi| > 2a oldugundan dolayt Hy[F}, Fs,2a]
hiperboliiniin noktalarimn hi¢hiri (Fy, F») araligi disinda olamaziar. Ciinkii bu aralik
disinda bir nokta olmusg olsa idi |d(z, Fy) — d(x, F3)| > 2a olmak zorunda olurdu. O halde
Hy [Fy, Fy, 2a] hiperboliiniin noktalarmmin tiimii (Fy, Fy) araligindadir. Bu takdirde her
x € Hy[Fy, F3,2a) igin

d(Tz,z) < p()=p(T2) = |z — 2 < [[z = Fi| = [z = B||=[lr = A = [z = B|| = 0<0
oldugundan (H{1) kosulu saglanirken,
|d(Tx, Fy) —d(Tx, Fy)| = ||z — Fi| — |x — F5|| = 2a > 2a

oldugundan (H{2) kosulu da saglamyr. Yani Hy[Fy, Fy,2a), T nin bir sabit hiperboliidiir.
Hiperbol iin T altinda invaryant kalacagi agik¢ca goriilmektedir.

Ornek 5.20 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Fy < F, ve |Fy — F\| = 2a olacak sekilde
Hy[F1, Fy,2a] hiperbolii ve drnek 5.19 da verilen T : R — R doniisiimii verilsin. Bu
takdirde H, [Fy, Fy,2a] = (—oo, F) U (Fy, oo) = R\ (Fi, F») olur. O halde her x €
Hy [Fy, Fy, 2al igin

r < F) ise

|d(Tx, Fy) —d(Tx, Fy)| = ||F1 — Fi| — |F1 — Fa|| = |F1 — F3| = 2a > 2a

z > Fise

|d(Tx, Fy) —d(Tx, F3)| = ||Fs — Fi| — |Fy — Fy|| = |F1 — F3| = 2a > 2a

olacagindan (H{2) kosulu saglanirken,

z < F) ise

A(T,7) < p(2)— p(T2) = |o — Fy| < |lo — Fi| — |z — Byl| ~||F — B — |F — Bl =
Fy — By — |F, — Fy =0

z > I ise

d(Tz,z) < p(x) —p(Tz) = v — B| < ||z — Fi| — |z — B[ - [|[F2 — B — |[F2 — B3| =
Fy — By — |F, — Fy =0

oldugundan (H{1) kosulu saglanmaz. Agik¢a H, [Fy, Fy,2a), T nin sabit hiperbolii degildir:
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Ornek 521 X = R, d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay ele
alinsin. Fy < 0 < Fy ve |Fy — Fi| = 2a olacak sekilde H, [Fy, F»,2a] hiperbolii ile her
x € Rigin Tx = 2x bigiminde tanimh T' : R — R déniigiimii verilsin. Buna gore agik¢a
Hy[Fy, Fy,2a) = R\ (Fy, F) dir. O halde her x € Hy [Fy, Fy, 2a] i¢in

x < Frise|2e — x| < ||z — Fy| — |x — Fy|| — ||22 — Fy| — |20 — F|| = || <0

x> Fyise|2e —z| < ||lx — Fi| — |z — F|| — ||20 — Fi| — |22 — By|| = |2] <0
olacagindan d(Tz, z) < p(x) — o(Tx) kosulu saglanmaz. Ancak dikkat edilirse

x < Fyise |2 — Fy| — |20 — By|| = |Fy — Fy| = 2a > 2a

x> Fyisel||2e — Fi| — |20 — F|| = |FL — F3| = 2a > 2a

oldugundan dolayr |d(Tx, Fy) — d(Tx, F3)| > 2a kosulu saglamr. Bunlarin yam sira T

doniisiimii Hy [Fy, Fy, 2a] hiperboliinii invaryant birakmaz.

Ornek 5.22 (R, d) alisilmis metrik uzayinda, Hy[3,7,1] hiperbolii ve her x € R i¢in

Tm:{ 5, x € Hy[3,7,1] ise

4, diger durumlarda

—
—

seklinde tammlh T : R — R doniigiimii ele alinsin. Burada agik¢a Hy [3,7,1] = {3,

}

N

dir. Buna gore her x € H;[3,7,1] i¢in

<

VAN
—_

d(Tx,2) < p(x) - p(T) =

DO | =
DN | Ot
N W
DO | =

oldugundan (H{1) kosulu saglamirken, dikkat edilirse
|d(Tx, Fy) —d(Tz, Fy)| =0>1

olup (H{2) kosulu saglanmaz. Dolayisiyla H, (3,7, 1] hiperbolii T altinda invaryant degildir:

Teorem 5.13 (X, d) bir metrik uzay, Hq [F\, F, 2a), odaklar: F ve F5, asal eksen uzunlugu
2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

p(x) = [d(z, Fy) — d(z, F3)|

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her v € Hy[Fy, Fy, 2a] igin
(H31) d(Tx,z) < ¢(z) + p(Tz) — 4a
(H$2) (Tw) <2

kosullarint saglyorsa Hy [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T déniisiimiiniin bir sabit hiperbolii diir:

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Hy [Fy, Fy,2a), (X,d)
metrik uzayinda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve p: X — [0, 00)
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Sonksiyonu her x € X i¢in p(z) = |d(z, F\) — d(x, F3)| seklinde tanimlanmuis olsun. Ayrica
T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € H, [Fy, F», 2a] herhangi bir nokta olmak

lizere (H$1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,

d(Tz,x) < @(x)+¢(Tx)—4a
= |d(z, F1) —d(z, )| + |d(Tz, Fy) — d(Tz, F3)| — 4a
= |d(Tz,F) — d(Tz, Fy)| — 2a (5.4)

elde edilir. T doniisiimii (H{2) kosulunu sa gladigindan T'x noktast igin iki durum vardir.
Buna g ore |d(Tx, Fy) — d(Tx, F»)| < 2a ise (5.4) esitsizliginden dolay ¢eliski elde edilir.
Ciinkii  (5.4) esitsizliginin  sag tarafi negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif
tammhiligindan dolayr bir ¢eliskidiv. Bu nedenle |d(Tx, F\) — d(Tx, F3)| = 2a olmalidw.
Bu durumda, d(Tx, z) < |d(Tz, Fy) — d(Tz, F3)| — 2a = 2a — 2a = 0 elde edilir. O halde
Tx = x dir. Yani her v € Hy[F, F3,2a) i¢in Tx = x oldugundan dolayr T' déniisiimii
H, [Fy, Fy, 2a) hiperboliinii sabit birakur.

Ornek 5.23 (R, d) alisilmis metrik uzay olmak iizere bu metrik uzayda Hy[—2,2,2]

hiperboliinii ve
Ted © % € Hy[—2,2,2] ise
0, ¢ Hy[—2,2,2] ise

olacak sekilde tamimh T : X — X doniigiimii verilsin. Kolaylikla goriilebilir ki
Hy[—2,2,2] = {—1, 1} dir. Dolayisiyla her v € H;|—2,2,2] i¢in

dTz,x) <px)+pTr)—da= |z —2|/<24+2-4=0<0
olacagindan (H$1) saglanir. Benzer sekilde
d(Tz, Fy) —d(Tz, Fy)| = [|lz — (=2)] = [z = 2[[ =2 <2

olacagindan (H32) kosulu saglanir. O halde Hy[—2,2,2], T nin bir sabit hiperboliidiir:
Ustelik Hy[—2,1,1] ve Hy[—1,2,1] de T nin sabit hiperbollerinden bazilaridir. Ancak
(R, d) uzayindaki tiim hiperboller de T altinda invaryant kalmaz. Ornegin, Hy|[3,5,1]
hiperbolii T' nin bir sabit hiperbolii degildir.

Ornek 5.24 (R, d) metrik uzayinda Hy [3,5, 1] hiperboliive T : X — X,

=, xr = ise

o NI

Ty = T T =3 ise

0, diger durumlarda
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doniigiimii verilsin. Buna gore Hy [3,5,1) = {2, 9} olup her v € Hy[3,5,1] igin

1 3 1
d(Tx,x)ggo(:c)+gp(T:c)—4a:>Z§1+§—2:> §§
757

1
4
olacagindan (H1) kosulu saglanir. Ancak agik¢a goriiliir ki her v € Hy[3,5, 1] igin

17

olacagindan (HS$2) kosulu saglanmaz. Bu durumda Hgy|3,5,1], T nin sabit hiperbolii
degildir.

Teorem 5.14 (X, d) bir metrik uzay, H, [F}, F», 2a], odaklar: F ve F5, asal eksen uzunlugu
2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

p(x) = [d(z, 1) = d(z, )|

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Hy[F}, F3,2a] ve
bazi h € [0, 1) igin

(H§1) d(Tw,x) < p(z) — o(Tx)

(H42) h.d(Tx,z) + ¢(Tx) > 2a
kosullarmni saglhyorsa Hy [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T doniisiimiiniin bir sabit hiperbolii diir:

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Hy [Fy, Fy,2a], (X, d)
metrik uzaymda Fy ve I, odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
¢ : X — [0,00) fonksiyonu her x € X i¢in ¢(x) = |d(z, F\) — d(z, Fy)| seklinde
tammlanmus olsun. Ayrica T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Hy [Fy, F», 2al
herhangi bir nokta olmak iizere. T doniisiimii (H$1) kosulu saglandigindan bu kosuldan

baslayarak, ¢ fonksiyonunun tamimi ve (H$2) kosulu geregince

d(Tz,z) < ¢(x)—o(Tx)

|d(x, F1) — d(z, Fy)| — |d(Tx, Fy) — d(Tx, Fy)|

2a — |d(Tx, Fy) — d(Tz, F)|

hd(Tz,z)+ |d(Tx, Fy) — d(Tz, Fy)| — |d(Tx, Fy) — d(Tx, F3)|
h.d(Tx, )

IA I

elde edilir. Buna gore agik¢a (1 — h). d(Tx, x) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr d(T'x, x) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
x € Hy[F1, F3,2a] igin Tx = x oldugundan dolay1 T doniigiimii Hy [Fy, Fy, 2a) hiperboliinii

sabit birakir.
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Ornek 5.25 (R, d) alisilmis metrik uzay olmak iizere bu uzayda H, [2, 6, 2] hiperbolii ve her
r € Rigin

)z, r€Hg[2,6,2] ise

B { 10, diger durumlarda
olacak sekilde tammh T : R — R déniisiimii verilsin. Her x € Hy[2,6,2] icin (H$1) ve
(H42) kosullarimin saglandigi kolaylikla gériilebilir. Dolayisiyla Hy (2,6, 2], T nin bir sabit
hiperboliidiir.  Fakat biraz dikkatli inceleme yapiuirsa Hy([2,11,7], H;|0,13,7],
Hq[4,11,5] ve Hy[0,15,5] hiperbolleri de T altinda invaryanttir. Yani T nin sabit
hiperbollerinin sayis1 birden fazladw. Elbetteki tiim hiperboller de 'T' altinda invaryant
kalmaz. Ornegin, Hy |—2, 2, 2| hiperbolii T nin sabit hiperbolii degildir.

Ornek 5.26 (R, d) alisilmis metrik uzayimda F, < 0 < Fy ve |Fy — Fy| = 2a olacak
sekilde H,[Fy, Fy,2a) hiperbolii ele alinsin. Ayrica T : R — R doniigiimii her x € R
icin Tx = 3z olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde H,; [Fy, F>,2a] = R\ (Fy, Fy) dir.
Bu durumda acik¢a x < Fyi¢in3x < xvex > Fyicin v < 3x dir. O halde agik¢a her
x € Hy[Fy, F3, 2a) igin

d(Tz,x) < p(z) — p(Tz) = |3z — x| < 2a —2a = |22| <0
olacagindan (HS1) kosulu saglanmaz. Fakat her x € Hy [Fy, Fy,2a) ve h € [0, 1) i¢in
hd(Tz,x) + |d(Tz, Fy) —d(Tz, F5)| > 2a = h. |3z — 2| + 2a > 2a

olup (H32) kosulu saglanir. Buna gére, Hy [Fy, F,2a), T nin sabit hiperbolii degildir.

Ornek 5.27 (R, d) alisilmis metrik uzay, Hy[—1,5, 4] hiperbol ve T : R — R doniisiimii
her x € R i¢in,

2, x€ Hy[-1,5,4]
Ty =
7, diger durumlarda

seklinde tanimli olsun. Buna gore Hy [—1,5,4] = {0, 4} dir. Buna gore her x € H;[—1,5, 4]
icin
dTz,z) < p(r) —p(Tzr)=>2<4-0=2<4

oldugundan (H{1) kosulu saglanirken dikkat edilirse h € [0, 1) igin
hd(Tz,z) + |d(Tx, Fy) —d(Tx, Fy)| > 2a = h.24+0>4

olup (HY2) kosulu saglanmaz. Dolayisiyla agik¢a Hy|—1,5,4] hiperbolii T nin bir sabit
hiperbolii degildir.
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Teorem 5.15 (X, d) bir metrik uzay, Hq [F\, F3, 2a), odaklar: F ve F5, asal eksen uzunlugu
2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

p(x) = [d(z, F) — d(z, F3)|

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her x € Hy [Fy, Fy, 2a] igin,
(H{1) d(Tx,z) < ¢(z) + o(Tz) — 4a
(H{2) d(Tx,z)+ o(Tz) < 2a

kosullarint sagliyorsa Hy [Fy, Fy, 2a)] hiperbolii T déniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Hy [Fy, Fy,2a), (X, d)
metrik uzayimmda F, ve Fy, odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
¢« X —> [0,00) fonksiyonu her v € X i¢in p(x) = |d(z, F)— d(x, Fy)| seklinde
tammlanmus olsun. Ayrica T : X — X déniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Hy [Fy, Iy, 2a]
herhangi bir nokta olmak iizere, T doniisiimii (H{1) kosulunu saglandigindan bu kosuldan

baslayarak  fonksiyonunun tanimi ve d metriginin ti¢gen egitsizIligi aksiyomu geregince,

d(Tz,x) < @(x)+¢e(Tx)—4a

= |d(z, F\) —d(z, )| + |d(Tz, Fy) — d(Tz, F3)| — 4a

= |d(Tx, F\)—d(Tx, Fy)| — 2a

< |d(Tz, Fy) —d(Tx, Fy)| — [d(Tz,z) + |d(Tx, Fy) — d(Tx, F3)|]
< —d(Tz, )

elde edilir. Buna gore agik¢a 2d(Tz, =) < 0 bulunur. Bu durumda d bir metrik oldugundan
dolay1 d(Tz, x) = 0 olmalidwr. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her x € Hy[F\, Fy,2a] i¢in
Tx = x oldugundan T doniigiimii Hy [F, Fy, 2a) hiperboliinii sabit birakar.

Ornek 5.28 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Hy [3,9, 2] hiperbolii ve her x € R igin

T x, x € Hy[3,9,2] ise
xr =
0, diger durumlarda

olacak sekilde tanimlanan T : R — R doniisiimii goz oniine alinsin. Buna gore agik¢a her
r € Hyl[3,9,2] icin (H{1) ve (H2) kosullart saglamr. Bunun bir sonucu olarak
Hq[3,9,2], T nin bir sabit hiperboliidiir. Ancak biraz dikkatli bir inceleme ile
Hy[-1,6,5], Hy[—2,7,5], Hy[—1,8,7] ve Hy[—2,9,7] hiperbolleri de T nin birer sabit
hiperboliidiir. Dolayisiyla T icin sabit hiperbol tek degildir. Ancak uzaydaki tiim
hiperbollerde T altinda invaryant degildir. Ornegin Hy[1,4,1], T nin sabit hiperbolii
degildir.



74

Ornek 5.29 X =R, d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzayr alinsin.
Bu uzayda H,[—2,2, 2] hiperbolii ile

-3, z=—1ise
Ty = 3, x=1lise

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan T : R — R doniisiimii verilsin. Bu takdirde kolaylila goriilebilir ki her
x € Hy[-2,2,2] ={-1, 1} igin

d(Tz,z) < p(x)+¢o(Tr) —da=2<24+4—-4=2<2
olacagindan (H{1) kosulu saglanirken,
d(Tz,z) + |d(Tx, Fy) —d(Tx, Fy)| <2a=24+4<2=6<2

oldugundan (H{2) kosulu saglanmaz. Dolayisiyla Hy[—2,2,2], T nin sabit hiperbolii
degildir.

Ornek 5.30 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Hy [—2, 2, 2] hiperbolii ve

2 _ .
-3, x=—lise
Tx = 2, x=1lise
0, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlhih T : R — R doniisiimii géz oniine alinsin. O halde her
x € Hy[—2,2,2] i¢in

1 4 1 2
d(Tx,x)Sgo(m)+cp(Tx)—4a:>§§2+§—4:>§§—§

olacagindan (H{1) kosulu saglanmaz. Ancak her x € Hy[—2,2, 2] igin

1 4 5
d(Tz,x) +|d(Tz, F) — d(Tz, Fy)| < 2a = 3 + 3 <2= 3 <2

olacagindan (H{1) kosulu saglanir. Bu nedenle agtk¢a Hy[—2,2,2], T nin sabit hiperbolii
degildir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 5.12-5.15 ile alisilmig metrik uzayda F,
F; odakli ve 2a asal eksen uzunluklu H, [Fi, F», 2a] hiperboliinii nokta-nokta sabit birakacak
T tizerine doniisiimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi
gecen teoremlerde sabit hiperbollerin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki dnermeler
alisilmis metrik uzayda birden fazla sabit hiperbole sahip doniistimlerin mevcut oldugunu
ifade etmektedir.
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Onerme 5.3 (X, d) bir metrik uzay ve Hy [Fi1, Fiz,2a1] ile Hy [F1, Fas, 2as] (X, d) metrik
uzaywmda iki hiperbol olsun. Bu takdirde H, [F11, F12, 2a1] ve Hy [Fa1, Fas, 2as] hiperbollerini
nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, d) metrik uzayinda en az bir T : X — X doniigiimii

vardir.

Ispat X # @ bir kiime ve d, X iizerinde bir metrik olmak iizere (X, d) bir metrik uzay
olsun. Hy [F11, Fi2,2a41| ve Hyq[Fa1, Foo, 2as] de Fi1, Fio odakli, 2a, asal eksen uzunluklu
ve Fy1, Fs odakli, 2a4 asal eksen uzunluklu olacak sekilde verilen iki hiperbol olsun. Ayrica
P noktast |d(Fi1, P) — d(Fia, P)| # 2ay ve |d(Fy1, P) — d(Fsy, P)| # 2as olacak sekilde
(X, d) metrik uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna gore T : X — X doniisiimii her vt € X
i¢in

T xr, X € Hd [Fll,Flg,QCLl]UHd [Fgl,F22,2CL2] ise
xr =
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira @y, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X
icin ¢1(x) = |d(z, F11) — d(z, F12)| ve pa(x) = |d(z, Fy1) — d(x, Fyy)| olacak sekilde
alinsin. Bu takdirde T doniisiimii p1(x) ve @o(x) doniisiimleri ile birlikte Hy [Fy1, Fi2, 2a1]
ve Hy [Fy1, Fay, 2a5) hiperbolleri icin j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (H)1)ve (H’2) kosullarin
saglar. O halde Teorem 6.1-6.4 geregince agik¢a Hy|[Fi1, Fio,2a1] ve Hy[Foy, Fa,2as]
hiperbolleri 'I' doniisiimiiniin sabit hiperbolleridir. Burada dikkat edilirse ele alinan
Hy[Fi1, Fi2,2a1] ve Hy[Fa1, Fa,2as] hiperbollerinin konumlar: ve birbirlerine gore

pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili hiperboller tamamiyle keyfidir.

Onerme 5.4 (X,d) bir metrik uzay ve Hy[F\i, Fis,2a1], ..., Hg[Fn1, Fna,2a,]
(X,d) metrik  uzayinda  n tane  hiperbol  olsun. Bu  takdirde
Hy [Fi1, Fio,2a1], ..., Hq|Fu1, Fe, 2a,] hiperbollerini nokta nokta sabit birakacak sekilde

(X, d) metrik uzayinda en az bir T : X — X déniisiimii vardir.

Ispat Onerme 5.3 iin ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her v € X icin

z, x € JHy|Fq, Fi,2a;] ise
Ty = i=1

P, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniistimii ve her x € X icin
vi(x) = |d(x, F;1) — d(z, Fy2)| olacak sekilde tanimlanan ¢; : X — [0, 00) doniisiimleri
kullanilarak kolayca verilebilir. Burada T doniisiimiindeki P noktasi© = 1, 2, ..., n olmak
iizere |d(z, Fy1) — d(z, Fy2)| # 2a; kosullarim saglayacak sekilde sabit bir noktadwr. Ayrica

bir onceki onermede oldugu gibi burada ele aliman i € {1,...,n} i¢cin Hy[Fy, Fi2,2a;]
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hiperbollerinin birbirlerine gore konumlar: tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama

yoktur:

Yukarida ele alman iki onermeden sonra simdi bir (X, d) metrik uzayinda bir
T : X — X doniistimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit hiperbole
sahip olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade edilen

Teorem 5.16-5.21 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 5.16 (X, d) bir metrik uzay , Hy [F\, I, 2al, (X, d) metrik uzayinda odaklar: F, ve
Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T : X — X déniisiimii (H{1) ve (H{2)
kosullarint saglasin. Bu takdirde, her x € Hy[F, F3,2a), y € X \ Hy[F1, Fy, 2a] ve bazi
h € [0, 1) i¢in T déniisiimii,

d(Tz,Ty) < hd(z,y)

biiziilme kosulunu saglyorsa Hy[Fy, Fy,2a] hiperbolii T doniistimiiniin bir tek sabit

hiperboliidiir.

Ispat (X, d) bir metrik uzay, Hy[F, F»,2a), (X, d) metrik uzayinda F\, F, odakli, 2a asal
eksen uzunluklu bir hiperbol ve 'T' : X — X doniigiim olsun. Ayrica T doniistimii her
x € Hyql[F\,Fy,2a) vey € X \ Hy[F\, Fy,2a] noktalar: icin h € [0, 1) olmak iizere
d(Tx, Ty) < hd(z, y) kosulunu saglasin. Buna gore H,[F, Fy,2a) ve Hy [Fi«, Fox, 2a*]
hiperbollerinin T doniistimiiniin iki farkli sabit hiperbolii oldugu varsayilsin. u # v olmak
sizere u € Hy[Fy, Fy,2a] ve v € Hy[Fi+, Fy+,2a*] noktalart alinsin. T déniigtimiiniin

sagladig biiziilme kosulundan,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < h.d(u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidw: Bu
takdirde H, [Fy, Fy, 2a| hiperbolii T fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir:

Yukaridaki teoremin hipotezin 7" : X — X doniisimii (H{1)ve (H{2) kosullarin
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (H¢1)ve (HZ2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 5.17 (X, d) bir metrik uzay, Hq[F\, F3,2a), (X,d) bir metrik uzayinda odaklar:
Fy ve Fy , asal eksen uzunlug u 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X doniisii mii
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i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H1)ve (H{2) kosullarin saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Hy[Fy, F5,2a] vey € X \ Hq[F}, Fy, 2a] noktalari igin

d(Tx,Ty) < max{d(z,y),d(Tx,x),d(Ty,y),d(Ty,z),d(Tz,y)}

biiziilme kosulunu saglyorsa Hgy[F\, Fy,2a] hiperbolii T déniigiimiiniin bir tek sabit

hiperboliidiir.

Ispat (X, d) bir metrik uzay, Hy [F, Iy, 2a), (X, d) metrik uzayinda Fy, I, odakl, 2a asal
eksen uzunluklu bir hiperbol ve T' : X — X doniigiim olsun. Ayrica T doniistimii her
x € Hy[Fy, Fy,2a) vey € X \ Hy [F1, Iy, 2a] noktalary igin

d(Tz, Ty) < max{d(z, y), d(Tx, x), d(Ty, y), d(Ty, =), dTx, y)}

kosulunu saglasin. Buna gore Hy|[Fy, Fs,2a] ve Hy[Fi«, Fy«,2a*] hiperbollerinin T
doniistimiintin iki farkly sabit hiperbolii oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere
u € Hy[Fy, Fy,2a) ve v € Hy[Fi+, Fo«, 2a*] noktalart almsin. T doniisiimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,
d(u,v) = d(Tu,Tv) < max{d(u,v),d(Tu,u),d(Tv,v),d(Tv,u),d(Tu,v)}
= d(u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eligkidir. O halde uw = v olmalidir. Bu takdirde Hy [Fy, F»,2al
hiperbolii 'T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 5.18 (X, d) bir metrik uzay, Hq[F\, F3,2a), (X,d) bir metrik uzayinda odaklar:
Fy ve F; , asal eksen uzunlug u 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X doniisii mii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H1)ve (H{2) kosullarint saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Hy[Fy, Fy,2a) vey € X \ Hy[Fy, Fy,2a] ve X € [0, 1/2) igin

d(Txz, Ty) < XNd(z,Tx) + d(y, Ty)]

kosulunu sagliyorsa H, [ Fy, Fy, 2a] hiperbol ii T déniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 6.5 deki ispat yontemine benzer sekilde Hy [F, Fy,2a) ve Hy [Fi-, Fy-,2a]
hiperbollerinin T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin. Buna gére
u # v olmak iizere w € Hy[F\, Fy,2a] ve v € Hy[F«, Fox, 2a*] noktalari alinsin. O halde

T déniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < X\ [d(u, Tu) + d(v, Tv)] = A. [d(u,u) + d(v,v)] =0

elde edilir. Buna gore d(u, v) = 0 olup w = v bulunur. Bu ise ¢eliskidir O halde
Hy [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.
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Teorem 5.19 (X, d) bir metrik uzay , Hq[F\, F3,2a), (X, d) metrik uzayinda odaklar: F
ve Fy , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H{1)ve (HE2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T doniisiimii
her x € Hy[Fy, Fy,2a] vey € X \ Hyq[Fy, F»,2a]l ve X € [0, 1/2) i¢in

d(Tz,Ty) < Ad(z, Ty) + d(y, Tz)]

kosulunu sagliyorsa H, [Fy, Fy, 2a| hiperbolii T' doniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 6.5 deki ispat yontemine benzer sekilde Hy [Fy, Fy,2a) ve Hy [Fi-, Fy-,2a]
hiperbollerinin T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin. Buna gére
u # v olmak iizere u € Hy[F\, Fy,2a] ve v € Hy[Fi+, Fox, 2a*] noktalari alinsin. O halde

T doniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < X [d(u, Tv) + d(v, Tu)] = X [d(u,v) + d(v,u)] = 2Xd(u,v)

elde edilir. Ancak A\ € [0, 1/2) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde H,[F\, F3,2al
hiperbolii 'T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 5.20 (X, d) bir metrik uzay, Hq[F\, F3,2a), (X,d) bir metrik uzayinda odaklar:
Fy ve F, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T' : X — X doniisiimii i =
1, 2, 3, 4 olmak iizere (H@1)ve (H{2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her
x € Hy[Fy, Fy,2a) vey € X \ Hy [F1, Fy,2a] ve A + B + v < 1 olmak iizere,

d(Tx,Ty) < ad(z, Tx) + Bd(y, Ty) + vd(z,y)

kosulunu sagliyorsa H, [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T' doniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

ispat Teorem 6.5 deki ispat yontemine benzer sekilde H, |[Fy, Fy,2a] ve Hy [Fy«, Fox,2a*]
hiperbollerinin T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin. Buna gére
u # v olmak iizere w € Hy[Fy, Fy,2a] ve v € Hy[Fi+, Fox, 2a*] noktalari alinsin. O halde

T déniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu,Tv) < ad(u, Tu) + Bd(v, Tv) + vd(u,v) = yd(u,v)

elde edilir. Ancak \ + 3 + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eligkidir. O
halde H,[F\, F, 2a) hiperbolii T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 5.21 (X, d) bir metrik uzay , Hq[F1, F»,2a), (X, d) metrik uzayinda odaklar: F,

ve Fy , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X doniisiimii
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i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H1)ve (H{2) kosullarin saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Hy[Fy, Fy,2a] vey € X \ Hq[F1, F,2a] ve A+ B + v < 1 olmak iizere,

d(Tz,Ty) < ad(z,Ty) + Bd(y, Tx) + vd(x,y)

kosulunu sagliyorsa H, [ Fy, Fy, 2a] hiperbol ii T déniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 6.5 deki ispat yontemine benzer sekilde Hy [Fy, Fy,2a] ve Hy [Fi-, Fy-,2a*]
hiperbollerinin T déniistimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore
u # v olmak iizere u € Hy[Fy, Fy,2a] ve v € Hy[Fy+, Fox, 2a*] noktalar alinsin. O halde

T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < ad(u, Tv) + Bd(v, Tu) + vd(u,v) = (A + S+ v)d(u,v)

elde edilir. Ancak \ +  + v < 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde H,;|Fy, F»,2a]
hiperbolii T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

5.3 Ahsilmis Metrik Uzayda Sabit Cassini Egrisi

Teoremleri

Bu kisimda aligilmis metrik uzaylarda Cassini egrileri i¢in uzay iizerinde tanimli bir
doniisiimiin bir Cassini egrisini sabit birakmasi yani sabit Cassini egrisinin varolma
kosullar1 ve sabit Cassini egrisinin teklik kosullari ele alinacaktir. Bu takdirde ilk olarak

alisilmis metrik uzayda Cassini egrisi ve sabit Cassini egrisi kavramlari tanimlanacaktir.

Tamm 5.5 (X, d) bir metrik uzay, Fy, F» € X ve a € (0, 00) olsun. Buna gore
Cy[F1, Fo,a®] ={z € X : d(z, Fy).d(z, ) = a®}

ifadesine odaklar: Fy, F5 olan Cassini egrisi denir.

Ornek 5.31 Alisilmis metrik uzaylarda metrik olarak asina oldugumuz Oklidyen metrigi
kullamldiginda karsililacak olan Cassini egrisi kavrami oldukg¢a iyi bilinen bir kavramdr.
Ancak burada metrik yapist Oklidyen metrigin disina ¢iktiginda karsilasilacak olan Cassini
egrisi kavrami Oklidyen hale gére biiyiik farkliliklar daha dogrusu cesitlik gostermektedir:
Bu ise agikca metrik uzaylarin zenginligini ifade etmek igin giizel bir veri olusturmaktadir.
Bu baglamda, X = R? olsun. X| = (x1,y1), Xo = (2,v2) € X olmak iizere

4(X1, Xz) = max {Jay = wa] s = el} + (V2= 1) min {Jor = 2a] , lyr — pal}
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CC-metrigi ele alinsin. Buna gore sekil 5.3 de yer alan grafiklerin herbirinde a
parametresinin farkly degerleri icin swraswyla odaklar F, = (1,0), Fo, = (—1,0) ve
a® = 1,2,20 olan CC-Cassini egrileri, odaklart Iy = (1,1), Fy = (—=1,—1) vea® = 1,3,6
olan CC-Cassini egrileri ve odaklart F, = (1,2), F, = (—1,-3) ve a* = 3,8,12 olan

CC-Cassini egrileri goriilmektedir.

Sekil 5.3 C4[(1,0), (=1,0),a?], C4[(1,1), (=1, -1),a2], C4[(1,2), (—1,-3),a?] ,
a?=1,2,20,a2=1,3,6,a2 =3,8,12

Tamm 5.6 (X, d) bir metrik uzay, Cy[Fy, Fy, a?], (X, d) metrik uzayinda F,, Fy odakli bir
Cassini egrisi olsun. T : X — X bir doniisiim olmak iizere her x € Cy[Fy, Fy, a?] igin

Tx = x ise Cy[Fy, Fy, a®| Cassini egrisine T déniisiimiiniin sabit Cassini egrisi denir:

Teorem 5.22 (X, d) bir metrik uzay, C; [Fy, Fy, a*], odaklart Fy ve F; olan bir Cassini egrisi
olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = d(z, F1).d(z, F3)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T:X — X doniigiimii, her x € Cq [Fy, Fy, a?] igin
(C1) d(Tz,z) < ¢(z) — p(Tx)
(Cf2) ¢(Tz) > a

kosullarint sagliyorsa Cq|Fy, Fy,a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Cy[Fy, Fy,a?), (X,d)
metrik uzayinda Fy ve Fy odakli bir Cassini egrisi ve p : X — [0, 00) fonksiyonu her



81

x € Xigin p(z) = d(xz, F). d(z, F,) seklinde tanimlanmig olsun. Ayrica T : X — X
doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Cy[Fy, Fy, a?] herhangi bir nokta olmak iizere (C¢1)

kosulu ve ¢ fonksiyonunun tanimi geregince,

d(Tz,x) < ¢(z) = o(Tx)
= d(I, Fl)d(ZL', Fg) - d(TI, F1>d(TI, FQ)
= a® —d(Tz, F)).d(Tz, F) (5.5)

elde edilir. T déniisiimii (C$2) kosulunu sa gladigindan Tz noktasi Cy [Fy, Fy, a®] Cassini
egrisinin tizerinde veya disinda olmalidr. O halde burada iki durum séz konusudur. Buna
gore d(Tx, Fy). d(Tz, Fy) > a® ise yani Tx noktas1 Cassini egrisinin dis inda ise (5.5)
esitsizliginden dolayt ¢eli ski elde edilir. Dolayisiyla d(Tz, ). d(Tx, Fy) = a® olmaldur.
Aksi taktirde (5.5) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakhigin (metrigin) pozitif
tammlihigindan dolayr bu bir c¢eliskidiv. Yani Tx noktast Cassini egrisinin iizerinde
olmalidwr. Bu durumda, d(Tx, x) < a* — d(Tz, Fy). d(Tz, Fy) = a* — a* = 0 elde edilir.
O halde Tx = z dir. Yani her x € Cy|Fy, Fy,a?) icin Tx = z oldugundan dolayi T

doniisiim ii Cq [Fy, Fy, a®] Cassini egrisini sabit birakur.

Ornek 532 X = R, d, R iizerinde standart metrik olsun. Ayrica (R, d) uzayinda
Cq[—2,2,5] Cassini egrisi ve her x € R igin

T xr, x€ Cyql—2,2,5] ise
Tr =
4,  diger durumlarda

olacak sekilde tamimhh T : R — R déniisiimii ele alinsin. Bu durumda acikca
Cy[-2,2,5]={-3, 3} oldugu gériilebilir. Ustelik her x € Cq|—2,2, 5] igin (C¢1) ve (C¢2)
kosullarimin saglandig kolaylikla tespit ediliv. Buna gore Cy[—2,2,5] Cassini egrisi, T
doniisiimiiniin  bir sabit Cassini egrisidir. Burada dikkat edilirse Cy[—1,2,10] ve
Cy [—%, g, %} Cassini egrileri de 'T' nin birer sabit Cassini egrisidir. Ancak elbette ki tiim
Cassini egrileri T altinda sabit kalmazlar. Ornegin Cy[1,3,5] Cassini egrisi T nin sabit

Cassini egrisi degildir.

Ornek 5.33 (R, d) alisimis metrik uzayinda Cy [1,4, 4] Cassini egrisi ve her x € R igin

T 1, =€ Cy[l,4,4] ise
€Tr =
0, diger durumlarda

seklinde tammh T : R — R doniisiimii verilsin. Buna gore her v € Cy[1,4,4] = {0, 5}
icin agtk¢a (C{1) kosulu saglanirken

d(Ta, F).d(Tz,Fy) = |1 —1].[1 -4/ =0 >4
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olacagindan dolayr (C¢2) kosulu saglanmaz. Bu takdirde Cy (1,4, 4], T nin bir sabit Cassini
egrisi degildir.

Ornek 5.34 Ornek 7.2 de ele alinan alisiimis metrik uzaydaki Cassini egrisi ve

T 6, xe€Cyll,4,4] ise
xr =
10, diger durumlarda

seklinde tammlhi T : R — R déniisiimii ele alinsin. Bu durumda her © € Cy[1,4,4] i¢in
actkca
ATz, Fy).d(Tz, Fy) = 6 — 1].[6 — 4] = 10 > 4
olacagindan (C{2) kosulu saglamr. Fakat her x € Cy (1,4, 4] igin
x=0ised(x,Tz) < p(zr)—p(Tr)=6<4—-10=—6
rx=>5ised(x,Tr) < p(x) —p(Tz) =1<4—-10= —6
olup (C{1) kosulu saglanmaz. Dogal olarak Cy(1,4,4], T altinda invaryant degildir.

Teorem 5.23 (X, d) bir metrik uzay, Cq[Fy, Fy, a?), (X, d) metrik uzayinda odaklar: Fy ve
F, olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

p(x) = d(z, Fr).d(z, F3)
olacak sekilde tanimlansin.Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her x € Cy[Fy, Fy, a?] icin,
(C51) d(Tx,x) < p(x) + p(Tx) — 20°
(C51) ¢(Tz) < a®
kosullarint sagliyorsa Cyq|Fy, Fy,a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X +# @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Cy[Fy, Fy,a?), (X, d)
metrik uzaymda Fy ve Fs olan bir Cassini egrisi ve p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X
icin p(x) = d(z, Fy).d(x, F3) seklinde tanimlanmus olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii
alinsin. Bu takdirde v € Cy|Fy, Fy, a®] herhangi bir nokta olmak iizere. (C41) kosulundan

ve @ fonksiyonunun tanimindan dolay:,

d(Tz,z) < @(x)+o(Tr)— 2>
= d(z, F\).d(z, F,) +d(Tz, F)).d(Tz, Fy) — 2a*
= a4+ d(Tx, FY).d(Tz, Fy) — 2a®
= d(Tz,F).d(Tz, F) — a® (5.6)
elde edilir. (C41) kosulu saglandigindan dolayr Tx noktast Cy [Fy, Fy, a?] Cassini egrisinin

tizerinde veya i¢inde olmalidwr. Dolayisiyla iki durum vardir. Buna gorve T'x noktast Cassini
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egrisinin icinde ise yani d(Tx, Fy). d(Tx, Fy) < a? ise (5.6) esitsizligi d(Tz, v) < 0
formuna doniisiir. Buna gore uzakligin (metrigin) pozitif tamimliligt geregince c¢eliski
meydana gelir. O halde d(Tx, Fy). d(Tx, Fy) = a® olmalidir. Yani Tx noktas1 Cassini

egrisinin tizerinde olmalidir. Bu durumda,
d(Tx, ) < d(Tz, F}).d(Tz, Fy) —a* =a®> —a®> =0

elde edilir. Bu durumda T'x = x dir. Yani her v € Cy[F}, F3, a2] icin Tx = x oldugundan
dolay T doniisiimii Cq [Fy, Fy, o] Cassini egrisini sabit birakur.

Ornek 5.35 (R, d) alisilmis metrik uzay olmak iizere bu uzayda Cy[—3, 3, 4] Cassini egrisi
ve her x € R icin
Tpe ) T 2 € Cy[-3,3,4] ise
0, diger durumlarda

seklinde tanimhi T' : R — R déniigiimii géz oniine alinsin. Buna gére basit islemler ile
Cq[-3,3,4] = {—\/ﬁ, —V/5, /5, \/ﬁ} oldugu bulunabilir O halde ac¢ik¢a her
r € Cy[-3,3,4] igcin (C41) ve (C42) kosullarimn saglandigi goriilii. Dolayisiyla
Ca[-3,3 4] T nin bir sabit Cassini egrisidir. Ancak biraz dikkat edilirse bu Cassini
egrisinin nin tek sabit Cassini egrisi olmadigi  goriilebilir.  Ornegin

[ \/j, \/?, 21 ve Cy [—\/@, \/@, @] Cassini egrileri de T altinda
invaryanttir. Bu noktada uzaydaki tiim Cassini egrilerinin T" altinda invaryant kalmadigi da

belirtilmelidir. A¢tk¢a Cy[—2,2, 5] Cassini egrisi, T nin sabit Cassini egrisi degildir.

Ornek 5.36 (R, d) alisilmis metrik uzay olmak iizere bu uzayda Cy[—2, 3, 6] Cassini egrisi
ve her v € R icin Tx = bx seklinde tamimhi T : R — R doniisiimii ele alinsin. Basit
hesaplamalarla Cy[—2,3,6] = {-3,0,1,4} oldugu tespit edilir Buna gore her
r € (Cy[-2,3,6] igin (CY1) kosulunun saglandigr kolaylikla gériiliirken, her
x € Cyl—2,3,6] igin

r=—-3ise 13.18 <6
z = 0 ise 6<6
=1 ise 14 <6
r=4ise 22.17<6

d(Tx, F1).d(Tz, F) < a® =

olup agik¢a (C42) kosulu saglanmaz. Dogal olarak Cyq[—2, 3, 6|, T nin sabit Cassini egrisi
degildir.

Ornek 5.37 Alisilmis metrik uzayda Cy[—2, 3, 6] Cassini egrisi ve Tx=—75 seklinde taniml
T:R — R déniisiimii verilsin. Bu durumda her x € Cyq[—2,3,6] = {—3,0,1,4} icin (C42)
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kosulu saglanirken, v = —3 igin
9 21 9 3
d(Tx,x) §g0(x)+go(Tx)—2a2:>§ §6+Z_12:>§ < —1
oldugundan (C41) kosulu agik¢a saglanmaz. Nihayetinde Cyq|—2,3,6], T nin sabit Cassini

egrisi degildir.

Teorem 5.24 (X, d) bir metrik uzay , Cy [F1, Fy, a?|, (X, d) metrik uzayinda odaklar: Fy ve
F; olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = d(z, Fy).d(z, F3)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X déniisiimii, her v € Cy[Fy, Fy, a?] ve
bazi h € [0, 1) i¢in

(C51) d(Tw,2) < p(z) — o(T)

(C92) h.d(Tx,z) + p(Tx) > a?
kosullarim saglyorsa Cy[Fi, Fy,a?| Cassini egrisi T doniigiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Cy[Fy, Fy,a?), (X,d)
metrik uzayinda Fy ve Fy odakli bir Cassini egrisive p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X
icin p(x) = d(z, Fy).d(x, Fy) seklinde tanimlanmus olsun. Ayrica T : X — X doniisiimii
alinsin. Bu takdirde x € Cy|F, Iy, a?| herhangi bir nokta olmak iizere T doniisiimii (C¢1)
kosulu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, ¢ fonksiyonunun tanimi ve (C§2) kosulu
geregince
d(Tz,x) < ¢(x) —(Tx)

= d(z, Fy).d(z, Fy) — d(Tx, F1).d(Tx, Fy)

= a®> —d(Tx, F)).d(Tz, F)

< hd(Tx,x)+d(Tz, Fy).d(Tz, F) — d(Tx, Fy).d(Tx, F3)

= hd(Tx,z)
elde edilir. Buna gore agik¢a (h — 1)d(Tx, z) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr d(Tx, x©) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
v € CyqlFy, Fy,a? igin Tx = x oldugundan dolayr T déniisiimii Cy [Fy, Fy, a®] Cassini

egrisi sabit birakir.

Ornek 5.38 R iizerinde alisilmis metrik d olmak iizere (R, d) metrik uzayinda Cyq[—1,1,1]
Cassini egrisi ve
Teed & % € Cyl-1,1,1] ise
5, diger durumlarda
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seklinde tamimli T : R — R doniigiimii ele alinsin. Buna gore kolaylikla hesaplanabilir
ki Cq[—1,1,1] = {—V/2, 0, V/2} dir. Ayrica her x € Cy[—1,1,1] igin (C¢1) ve (C42)

kosullar agik¢a saglamir: Yani Cy [—1, 1, 1] Cassini egrisi T altinda invaryanttir. Bunun yant

sira Cy [—%6, %6, %] . Cy [—\/52—@’ _ﬁ;m, 2} ve [5+‘/§2_3\/§, 5+*/§2+3‘/§, %i] Cassini

egrileride'l" altinda invaryanttir. Ancak tiim Cassini egrilerinin T’ altinda invaryant olmadigt

da belirtilmelidir. Ornegin Cy[1,4,3], T nin sabit Cassini egrisi degildir.

Ornek 5.39 (R, d) metrik uzayinda Cy[1,4,4] Cassini egrisi ve Tx = —£ olacak sekilde
tammh T : R — R déniigtimii verilsin. O halde agik¢a her x € Cy[1,4,4] = {0, 5} i¢in
h € [0, 1) olmak iizere
=0=h0+4>4
hod(z, Te) + d(Tx, F)d(Te, F) > a® = 4 * i
r=5=h6+10>4

elde edildiginden (C$2) kosulu saglanirken, v =5 igin
d(Tz,z) < p(z) —p(Tzr) =6<4—-10=6 < —6

oldugundan (C§1) kosulu saglanmaz. Dogal olarak, Cy|1,4,4], T nin sabit Cassini egrisi
degildir.

Ornek 5.40 (R, d) metrik uzayinda Cy [1,4,4] Cassini egrisi ve Tx = 3 seklinde tanimli
T : R — R doniisiimii verilsin. Bu takdirde her x € Cy[1,4,4] = {0, 5} icin

r=0=0<4-4=0<0

d(Tz,z) < p(x) — o(Tx) =
(Tz,z) < p(x) — p(Tx) {x:5$1§4—0$1§0

olacagindan (C¢1) kosulu saglamr. Fakat v = 5 i ¢in h € [0, 1) olmak iizere
h.d(z,Tx) +d(Tz, F).d(Tx, Fy) > a®> = h1+0>4

elde edileceginden dolayr agik¢a (C$2) kosulu saglanmaz. Elbette bunun sonucu olarak
Cq[1,4,4], T nin sabit Cassini egrisi degildir.

Teorem 5.25 (X, d) bir metrik uzay, Cq[Fy, Fy, a?), (X, d) metrik uzayinda odaklari Fy ve
F, olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X i¢in,

o(x) = d(z, F1).d(z, F3)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X déniisiimii her x € Cy[Fy, Fy, a?] icin,
(Ci1) d(Tx,z) < px) + p(Ta) - 20°
(C{2) d(Tx,z) + p(Tx) < a?

kosullarim saglyorsa Cy[Fi, Fy,a?| Cassini egrisi T doniigiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.
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Ispat X +# @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Cy[Fy, Fy,a?), (X, d)
metrik uzayinda Fy ve Fy odakli bir Cassini egrisive p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X
icin p(x) = d(z, F1).d(x, Fy) seklinde tanimlanmus olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii
alinsin. Bu takdirde x € Cy|F, Iy, a?| herhangi bir nokta olmak iizere T doniisiimii (C¢1)

kosulundan ve ¢ fonksiyonunun tanimi geregince

d(Tz,r) < @)+ p(Tz) — 2d*
= d(z, [)).d(z, Fy) + d(Tx, [)).d(Tx, F) — 26
d(Tx, F1).d(Tz, Fy) — a®

> —d(Tz,r) — a®

—d(Tx,x)

IN

elde edilir. Buna gore agik¢a 2d(Tx, x) < 0 bulunur. Bu durumda d bir metrik oldugundan
dolayt d(Tx, x) = 0 olmalidir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her v € Cy[Fy, Fy, d?] igin

Tx = x oldugundan T déniisiimii Cy [Fy, F, a2] Cassini egrisini sabit birakir.

Ornek 5.41 (R, d) alisimis metrik uzayinda Cy (2,5, 2] Cassini egrisi ve

x, x € Cy[2,5,2] ise
Tx =
% diger durumlarda

olacak sekilde tanimlanmis T' : R — R doniistimii verilsin. Bu durumda acikca her x €
Cql2,5,2] = {%ﬁ, %,3,4} icin (C41) ve (C$2) kosullar saglamr. Dogal olarak
Ca(2,5,2], T nin bir sabit Cassini egrisidir. Bunun yami sira biraz dikkatli bir hesaplama

ile Cy [14 V2 14+‘[, é} ve Cy [14 ﬂ 14+\ﬁ 17} Cassini egrileri de 'T' doniigiimii altinda

invaryanttirlar. Yani déniigiimiin sabit bzraktzgl Cassini egrisi tek degildir. Fakat uzaydaki
tiim Cassini egrileri de T altinda invaryant kalmaz. Ornegin Cy[—3,3,4] Cassini egrisi T

nin sabit Cassini egrisi degildir.

Ornek 5.42 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Cy (1,4, 4] Cassini egrisi ve

7 —z, =€ Cq[l,4,4] ise
Tr =
7, diger durumlarda

seklinde tammlanmis T : R — R déniigiimii ele alinsin. Buna gore Cy[1,4,4] = {0, 5}
olup her v € Cy[1,4,4] icin (C¢1) kosulu saglamr. Ancak 5 € Cy[1,4, 4] olup x = 5 igin

d(x, Tx) +d(Tx, [}).d(Tr, F) <a® =10 +6.9 =64 < 4

bulunacagindan (C42) kosulu saglanmaz. Dogal olarak T déniisiimii Cy|[1,4,4] Cassini

egrisini sabit birakmaz.
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Ornek 5.43 (R, d) alisiimis metrik uzayinda Cy (1,4, 4] Cassini egrisi ve

1, z=0ise
Ter =< 4, z=>5Iise

7, diger durumlarda

olmak iizere T' : R — R doniisgiimii goz oniine alinsin. Bu takdirde kolaylikla her x &
Cq[1,4,4] = {0, 5} i¢in d(z, Tz) = 1ved(Tz, Fy).d(Tx, Fy) =0 olacagindan

d(x,Tx) +d(Tz, F}).d(Tz, F5) <a®*=1+0<4
bulunur. Yani (C¢2) kosulu saglanir. Ancak her v € Cy (1,4, 4] icin
d(z, Tz) < p(z) +o(Tz) —2a* = 1<4+0-8=1< —4

olacagindan acikca (C§1) kosulu saglanmaz. Ustelik dogal olarak Cy (1,4, 4], T nin bir sabit

Cassini egrisi degildir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 5.22-5.25 ile alisilmis metrik uzayda F7,
F, odakli Cy [F}, Fy, a2] Cassini egrisini nokta-nokta sabit birakacak 7" iizerine doniigiimiin
kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi gegen teoremlerde
sabit Cassini egrilerinin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki 6nermeler alisiimis
metrik uzayda birden fazla sabit Cassini egrisine sahip doniisiimlerin mevcut oldugunu
ifade etmektedir.

Onerme 5.5 (X, d) bir metrik uzay ve Cy[Fi1, Fia,a?] ile Cyq[Fy, Fao,d2] (X, d) metrik
uzayinda iki Cassini egrisi olsun. Bu takdirde Cy[Fy, Fio,a?] ile Cy[Fyy, Fao,a3] Cassini
egrilerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X,d) metrik uzayinda en az bir

T : X — X doniisiimii vardir.

Ispat X # O bir kiime ve d, X iizerinde bir metrik olmak iizere (X, d) bir metrik uzay
olsun. Cyq[Fy1, Fia,a%] ve Cy[Foy, Fyy, a3] de Fy1, Fio odakli ve Fyy, Fy odakly iki Cassini
egrisi olsun. Ayrica P noktasi d(Fyy, P)d(Fya, P) # a2 ve d(Fyy, P)d(Fy, P) # a3 olacak
sekilde (X, d) metrik uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna gére T' : X — X doniigtimii her
r € X igin
Top — { x, x € Cq|F1, Fla,a}] U Cy[Fyy, Py, ad] ise
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira 1, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X
icin p1(x) = d(x, F11). d(x, Fia) ve po(x) = d(x, Fo). d(x, Fsy) olacak sekilde alinsin.
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Bu takdirde T déniisiimii py(x) ve po(x) doniisiimleri ile birlikte Cq[Fy1, Fia,a] ve
Cy[Far, Fay, a3] Cassini egrileri igin j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C1)ve (C?2) kosullarin
saglar. O halde Teorem 5.22-5.25 geregince agik¢a Cy[Fi1, Fiz,a2] ve Cyq|Fay, Fao,d?]
Cassini egrileri 'T' doniigiimiiniin sabit Cassini egrileridir. Burada dikkat edilirse ele alinan
Cy P11, Fia,a3] ve Cq|Fy1, Foo,a?] Cassini egrilerinin konumlart ve birbirlerine gore
pozisyonlar: hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili Cassini egrileri tamamiyle

keyfidir.

Onerme 5.6 (X, d) bir metrik uzay ve Cy [Fy1, Fi2,02], ..., Cq[Fn1, Fpa,a?] (X, d) metrik
uzayinda n tane Cassini egrisi olsun. Bu takdirde Cy[Fi1, Fi2,02], ..., Cyq[Fn1, Fpo,a?]
Cassini egrilerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X,d) metrik uzayinda en az bir

T . X — X doniisiimii vardir.

Ispat Onerme 5.5 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

n
x, z€ JCy|Fu, Fia,ad?] ise
Tx = i=1

P, diger durumlarda
olacak sekilde tamimlanan T : X — X doniisiimii ve her x € X icin
vi(x) = d(z, Fy). d(z, Fj2) olacak sekilde tammlanan ¢; : X — [0, 00) doniisiimleri
kullanilarak kolayca verilebilir. Burada 'T" doniisiimiindeki P noktasi 1 = 1, 2, ..., n olmak
iizere d(z, Fy). d(x, Fyp) # a? kosullarim saglayacak sekilde sabit bir noktadur: Ayrica bir
onceki onermede oldugu gibi burada ele alinan i € {1,...,n} i¢in Cy[Fy, Fi2,a?] Cassini

egrilerinin birbirlerine gére konumlar: tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alinan iki onermeden sonra simdi bir (X, d) metrik uzayinda bir
T : X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit Cassini
egrisine sahip olacaginin tespit edilmesi dnemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade

edilen Teorem 5.26-5.31 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 5.26 (X,d) bir metrik uzay , Cy[Fy, Fy, a?), (X,d) metrik uzayinda odaklar: Fy
ve Fy olan bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimii (C1) ve (C%2) kosullarim
saglasin. Bu takdirde, her v € Cy[Fy, Fy,a%), y € X \ Cy4[Fy, Fy,a%| ve bazi h € |0, 1) igin
T doniisiimii,

d(Tz,Ty) < hd(z,y)

biiziilme kosulunu saglyorsa Cq|Fy, Fy,a*] Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir tek sabit

Cassini egrisidir.
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Ispat (X,d) bir metrik uzay, Cq|Fy, Fy,a%, (X,d) metrik uzayinda F\, F, odakl bir
Cassini egrisi ve T : X — X déniisiim olsun. Ayrica T doniigiimii her x € Cy[Fy, Fy, a?]
vey € X \ Cy[Fy, Fy,a?| noktalary icin h € [0, 1) olmak iizere d(Tz, Ty) < hd(z, y)
kosulunu saglasin. Buna gére Cy [Fl,FQ,aQ] ve Cy |:F1*,F2*,G*2:| Cassini egrilerinin T’
doniistimiintin iki farkly sabit Cassini egrisi oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere
u € Cq[Fy, Fs, a2] vev € Cy [Fl*, Fo, a*ﬁ noktalart alinsin. T dontistimiiniin sagladigt
biiziilme kosulundan,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < h.d(u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidr. Bu

takdirde Cy[Fy, Fs, a®| Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7' : X — X doniisiimii (C{1)ve (C{2) kosullarini
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C¢1)ve (CZ2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 5.27 (X, d) bir metrik uzay , Cy [Fy, Fy, a®], (X, d) metrik uzayinda odaklari Iy ve
Fy olan bir Cassini egrisi olsun. T : X —s X déniigiimiii = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C&1)ve
(C22) kosullarini saglasin. Bu takdirde, her v € C4|Fy, Fy,a%, y € X \ Cy[Fy, Fy,d?]

noktalari icin
d(Tz, Ty) < max{d(z,y),d(Tr,x),d(Ty,y),d(Ty,x),d(Tz,y)}

kosulunu saglyorsa Cy|Fy, Fy,a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir tek sabit Cassini

egrisidir.

Ispat (X,d) bir metrik uzay, Cy|[Fy, Fy,a%, (X,d) metrik uzayinda F\, Fy odakl bir
Cassini egrisi ve T : X — X déniigiim olsun. Ayrica T doniisiimii her x € Cy[Fy, Fy,a?]
vey € X \ Cq[F, Fy, a®] noktalari igin

d(Tz, Ty) < max{d(z, y), d(Tx, x), d(Ty, y), d(Ty, =), dTx, y)}

kosulunu saglasin. Buna gére Cy [Fl,FQ,aQ] ve Cy |:F1*,F2*,G*2:| Cassini egrilerinin T’
doniistimiintin iki farkly sabit Cassini egrisi oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere
u € Cq[Fy, Fs, a2] vev € Cy [Fl*, Fo, a*ﬁ noktalart alinsin. T dontistimiiniin sagladigt

biiziilme kosulundan
du,v) = d(Tu,Tv)
< max{d(u,v),d(Tu,u),d(Tv,v),d(Tv,u),d(Tu,v)}
= d(u,v)
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elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmaldir. Bu takdirde Cgy[Fy, F, a2]

Cassini egrisi 1" doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 5.28 (X, d) bir metrik uzay, Cq [Fy, F»,a?], (X, d) metrik uzayinda I\, Fy odakli
bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C%1)ve
(C42) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her x € Cy[Fy, Fy,a*] ve y € X\
Cy|Fy, Fy,a*] ve X € [0, 1/2) igin

d(Tz, Ty) < Xd(z, Tz) + d(y, Ty)]

kosulunu saglyorsa Cq [Fy, Fy, a?] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

ispat Teorem 5.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cy [Fy, Fy, a*] ve Cy [Fl*, e, a*Q}
Cassini egrilerinin T" déniistimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gére
u # v olmak iizere u € Cy[Fy, Fy,a*| vev € Cy [Fl*, Fye, a*ﬂ noktalari alinsin. O halde T

doniistimiintin sagladigi biiziilme kogulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < . [d(u, Tu) + d(v, Tv)] = . [d(u, u) + d(v,v)] =0

elde edilir. Buna gore d(u, v) = 0 olup w = v bulunur. Bu ise ¢eliskidir. O halde

Cy [Py, Fs, a?] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 5.29 (X, d) bir metrik uzay, Cq [Fy, Fy,d?], (X, d) metrik uzayinda I\, Fy odakli
bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C%1)ve
(C42) kosullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her x € Cy[Fy, Fy,a*] ve y € X\
Cy|Fy, Fo,a*] ve X € [0, 1/2) igin

d(Tz,Ty) < Ad(z, Ty) + d(y, Tx)]

kosulunu saglyorsa Cq [Fy, Fy, a?] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Ispat Teorem 5.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cy [Fy, Fy, a?] ve Cy [Fl*, e, a*Q}
Cassini egrilerinin T doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin. Buna gore
u # v olmak iizere u € Cy[Fy, Fy,a*| vev € Cy [Fl*, e, a*ﬂ noktalari alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < X\ [d(u, Tv) + d(v, Tu)] = \. [d(u,v) + d(v,u)] = 2 d(u, v)

elde edilir. Ancak )\ € [0, 1/2) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Cy[Fy, Fs, a®] Cassini

egrisi T doniistimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.
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Teorem 5.30 (X, d) bir metrik uzay, Cq [Fy, Fy,d?], (X, d) metrik uzayinda I\, Fy odakli
bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C%1)ve
(C?2) kosullarimi saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her x € Cy[Fy, Fy,a*] ve y € X\
Cy[F1, Fy,a*] ve A + B + v < 1 olmak iizere,

d(Tz,Ty) < ad(z, Tz) + Bd(y, Ty) + vd(x,y)

kosulunu saglyorsa Cq [Fy, Fy, a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Ispat Teorem 5.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cy[Fy, Fy, a?] ve Cy [Fl*, Fo a*ﬂ
Cassini egrilerinin T' doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin. Buna gore
u # v olmak iizere u € Cy[Fy, Fy,a*| vev € Cy [Fl* , Fos, a*Q} noktalart alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < ad(u, Tu) + Bd(v, Tv) + vd(u,v) = yd(u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O

halde Cy [Fy, Fy, a?| Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 5.31 (X, d) bir metrik uzay, Cq [Fy, Fy,d?], (X, d) metrik uzayinda I\, Fy odakli
bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C%1)ve
(C?2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € Cy[Fy, Fy,a*] vey € X \
Cy[F1, Fy,a*] ve A + B + v < 1 olmak iizere,

d(Tz,Ty) < ad(z,Ty) + Bd(y, Tx) + vd(x,y)

kosulunu saglyorsa Cq [Fy, Fy, a?] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Ispat Teorem 5.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cy[Fy, Fy, a?] ve Cy [Fl*, Fo a*ﬂ
Cassini egrilerinin T doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin. Buna gore
u # v olmak iizere u € Cy[Fy, Fy,a*| vev € Cy [Fl*, e, a*ﬂ noktalart alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < ad(u, Tv) + Bd(v, Tu) + vd(u,v) = (A + S+ v)d(u,v)

elde edilir. Ancak \+ 3+~ < 1 oldugundan bu bir ¢eli skidir. O halde C; [Fy, F», a*] Cassini

egrisi T doniistimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.
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5.4 Ahsilmis Metrik Uzayda Sabit Apollonius Cemberi

Teoremleri

Bu kisimda alisilmis metrik uzaylarda iki odakli Apollonius ¢cemberleri i¢in uzay
tizerinde tanimli bir doniisiimiin bir Apollonius ¢emberini sabit birakmasi yani sabit
Apollonius ¢emberin varolma kosullar1 ve sabit Apollonius ¢emberinin teklik kosullar1 ele
almacaktir. Bu takdirde ilk olarak alisilmis metrik uzaylarda iki odakli Apollonius ¢emberi

ve sabit Apollonius ¢cemberi kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tamim 5.7 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu takdirde Fy, F; € X vea € (0, 00) olmak iizere,
{r e X :d(x, F1)/d(x, F5) = a}

ifadesine Fy, F; odakli, a oranli Apollonius ¢emberi adi verilir ve Ay [F1, Fy, a| ile gosterilir.

Ornek 5.44 Alisilmis metrik uzaylarda metrik olarak asina oldugumuz Oklidyen metrigi
kullanildiginda karsililacak olan Apollonius ¢emberi kavrami olduk¢a iyi bilinen bir
kavramdir. Ancak burada metrik yapisi Oklidyen metrigin disina ¢iktiginda karsilasilacak
olan Apollonius cemberi kavrami Oklidyen hale gére biiyiik farkliliklar daha dogrusu
cesitlik gostermektedir. Bu ise agikca metrik uzaylarin zenginligini ifade etmek igin giizel
bir veri olusturmaktadir. Bu taktirde, X = R? olsun. X; = (z1,y1), Xo = (xo9,12) € X

olmak iizere
d (X1, X) = max {Jay — 2ol Jyr = gal} + (V2 = 1) min {|o = 2], [y — o}

CC-metrigi ele alinsin. Buna gore sekil 5.4 deki grafiklerin herbirinde a oramin farkl
degerleri icin swaswla odaklart Fy = (1,0), F, = (—1,0) ve a = 2,3,7 olan
CC-Apollonius ¢emberleri, odaklart Fy = (1,1), F, = (=1,—1) ve a = 2,3,5 olan
CC-Apollonius ¢emberleri ve odaklart F\ = (1,2), F» = (—1,-3) ve a = 2,3,5 olan
CC-Apollonius ¢emberleri goriilmektedir.
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Sekil 5.4 A4 [(1,0), (=1,0),a1] , Ag[(1,1), (=1, —1),as] , Ag[(1,2), (=1, -3) ,a3] ,
a1 =2,3.7,a,=2,3,5,a3 =2,3,5

Tamm 5.8 (X, d) bir metrik uzay, Ay |[F1, Fy,a], (X,d) metrik uzayinda Fy, Fy odakli ve
a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X bir doniisiim olmak iizere her x €
Ay [Fy, Fy,al icin Tx = x ise Aq[F1, Fy, a| Apollonius ¢emberine T doniigtimiiniin sabit

Apollonius ¢emberi denir.

Teorem 5.32 (X, d) bir metrik uzay, Aq[F\1, Fy,a), odaklart F\, F, olan ve a oranli bir
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

p(x) = d(z, Fr)/d(z, F)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde T' : X — X déniisiimii, her x € Ay [Fy, F3, a] igin
(A1) d(Tz,z) < (x) — (Tx)

(Af2) ¢(Tz) >a
kosullarin saglyorsa Ay [F, Fy, a| Apollonius ¢emberi T déoniistimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Aq[F1, Fy,a], (X,d)
metrik uzayinda Fy, Fy odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi ve o : X — [0,00)
Sonksiyonu her v € X i¢in ¢(x) = d(z, F\)/d(z, F) seklinde tamimlanmis olsun. Ayrica
T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Ay |F1, Fy, a| herhangi bir nokta olmak

iizere (A1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,
d(Tz,z) < ¢(z) —(Tx)
= d(z, F1)/d(z, F3) — d(Tz, F1)/d(Tz, F3)
= a—d(Tz, Fy)/d(Tz, F,) (5.7)
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elde edilir. T doniisiimii (A42) kosulunu sagladigindan Tx noktast Aq [Fy, Fy, a] Apollonius
cemberinin tizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum soz konusudur.
Buna gore d(T'x, F\)/d(Tx, Fy) > a ise yani T'x noktast Apollonius ¢emberinin disinda
ise (5.7) esitsizliginden dolayr ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla d(Tx, F\)/d(Tz, F3) = a
olmalidir. Aksi taktirde (5.7) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakligin (metrigin)
porzitif tamimliligindan dolayr bu bir ¢eliskidir. Yani T'x noktasi Apollonius ¢emberinin
iizerinde olmalidir. Bu durumda, d(Tz, ) < a — d(Tx, Fy). d(Tz, F3) = a —a = 0 elde
edilir. O halde Tx = x dir. Yani her v € Ay [Fy, F, a] icin Tx = x oldugundan dolay1 T
doniisiimii Ay [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberini sabit birakir.

Ornek 5.45 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Aq[1,3,5) Apollonius ¢emberi ve

T x, x € Aq[l,3,5] ise
xr =
2, diger durumlarda

seklinde tanimli T : R — R doniisiimii ele alinsin. Bu takdirde acikca her

x e Ag[1,3,5] = {8 YL icin (A{1) ve (A{2) kosullar sag landigindan A4 (1,3, 5], T nin

bir sabit Apollonius ¢emberidir. Ancak bu noktada Aq [6, 272, 7] Aq3,5,3], Ag B, g, 3}

Ay [%,5,8] ve Ay [1, 2,4] Apollonius ¢emberleri de 'T' altinda invaryanttir. Ayrica bu
orneklerin sayisi daha da ¢ogaltilabilir. Fakat bu ifadeden her Apollonius ¢emberinin T’
icin sabit olacagi anlasilmamahdir. Ornegin Aq[0,2,4], Ayq[-2,3,7] ve Ay4[3,6,2]

Apollonius cemberleri de T nin altinda invaryant degillerdir.

z+5
2

seklinde tanimh T : R — R déniisiimii ele alinsin. Bu durumda her x € A,[—8,4,3] =
{1, 10} i¢in agik¢a

Ornek 5.46 (R, d) alsilmis metrik uzayinda Ay [—8,4, 3] Apollonius ¢emberi ve Tx =

r = 1=dTz,z) <pr)—pTzr)=2<3-11

x = 10:>d(Tx,w)§¢($)—@(Tw):>g§3—7

oldugundan (A1) kosulu saglanmaz iken

o d(Tx, F1)  3+8
= 1ik —11>3
v T AT, ) 1 =
. d(Tz,Fy) 2+8 31
— 10k - == >3
v B AT ) a-E T T

oldugundan (A%92) kosulu saglanir. Ancak Ay |—8,4,3], T nin bir sabit Apollonius cemberi
degildir.
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Ornek 5.47 (R,d) alisilmis metrik uzayinda Aq[—8,4,3] Apollonius ¢emberi ve

Tr = %;10 seklinde tamimhi T : R — R doniistimii ele alinsin. Bu durumda her

x € Ag[—8,4,3] = {1,10} i¢in agtk¢a (A41) kosulu
1 29 1 1
— liken — <3— 2o — < —
! Hen 3= 17 B3 10
xr = 10iken0<3-3=0<0

olup saglamr. Fakat her v € Ay (-8, 4, 3] icin (A92) kosulu

112 +8] 29
}12_4| E<3

x = 1 iken

oldugundan saglanmaz. Dolayisiyla Aq[—8,4,3], T nin bir sabit Apollonius ¢emberi
degildir.

Teorem 5.33 (X, d) bir metrik uzay, Ay [F1, F»,al, (X, d) metrik uzayinda odaklar: Fy, F
olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0,00) fonksiyonu her
x € X icin,
p(r) = d(z, F1)/d(z, F3)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her v € Ay [F1, Fy, a] igin,

(A41) d(Tx,z) < o(z) + o(Tz) — 2a

(A492) @(Tz) <a
kosullarint saglyorsa Aq [Fy, Fy, a| Apollonius ¢cemberi T doniigtimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Aq[Fy, Fy,a], (X,d)
metrik uzayinda odaklar: F\, F, olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberive ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her v € X icin p(x) = d(z, Fy). d(z, Fy) seklinde tanimlanmis olsun. Ayrica
T : X — X d oniigiimii alinsin. Bu takdirde v € Aq[F}, F, a| herhangi bir nokta olmak

izere. (A%1) kosulundan ve o fonksiyonunun tanimindan dolay,

d(Tz,z) < ¢(x)+e(Tx)—2a
= d(z, F1)/d(z, F3) + d(Tz, F1) /d(Tz, F») — 2a
= a+dTz, Fy).d(Tx, F5) — 2a
— d(Ta, F).d(Tz, Fy) —a (5.8)
elde edilir. (A1) kosulu saglandigindan dolay1 Tx noktast Aq[Fy, Fy,a] Apollonius

¢emberinin iizerinde veya i¢inde olmalidr. Dolayisiyla iki durum vardw. Buna gore T'x

noktast Apollonius ¢emberinin iginde ise yani d(Tx, Fy)/d(Tx, F;) < a ise (5.8)
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esitsizligi d(Tx, x) < 0 formuna doniisiir. Ancak bu durumda uzakhigin (metrigin) pozitif
tammhihigr geregince ¢eliski meydana gelir. O halde d(Tx, Fy)/d(Tx, Fy) = a olmahdir.
Yani Tx noktasi  Apollonius ¢emberinin  iizerinde olmalidin  Bu  durumda,
d(Tz, ) < d(Tz, F})/d(Tz, F,) —a = a — a = 0 elde edilir. Bu durumda T'x = x dir.
Yani her x € Aq[Fy, Fy,a| i¢ in Tx = x oldugundan dolayr T doniigiimii Ay [F}, F», a]

Apollonius ¢cemberini sabit birakir.

Ornek 5.48 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Aq[—1,1,2] Apollonius cemberi ve

x, x € Aq[—1,1,2] ise
Tr =
5, diger durumlarda

seklinde tamimhi T : R — R doniisiimii goz oniine alinsin. Her v € A;[—1,1,2] = {%, 3}
icin (A1) ve (A92) kosullart saglamr. Bu durumda A4 [—1,1,2), T nin bir sabit Apollonius
cemberidir. Ancak biraz dikkatle bakildiginda A, [—13—3, 137, 3] , Ag [—%, %, 4} , Ag [2, %, 2]
ve Ay [—1, 15—9, 5} Apollonius ¢emberlerinin de 'T' altinda invaryant kaldig goriilebiliv. Ancak
bu durum tiim Apollonius cemberlerinin T altinda sabit kalacagi anlamina gelmez. Ornegin

Ag [1, 3, %} ve Ay |—2,2,1], T altinda invaryant degildir.

Ornek 5.49 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Aq[1,4,2] Apollonius cemberi ve Tz = ‘”TJ“K)
seklinde tamimli T : R — R doniisiimii ele alinsin. Her x € Ay[1,4,2] = {3, 7} i¢in
actkga (A%1) kosulu

1 3
x:3i§in1§2+§—4:>1§—§

olacagindan saglanmaz iken (A32) kosulu

o 2=1 1
T l§1n|2_4| 5 <
3—1
T = 7i¢in:3_4:: <2

olacagindan saglamir. Dogal olarak A, [1,4,2], T nin bir sabit Apollonius ¢emberi degildir:

Ornek 5.50 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Aq[1,4,2) Apollonius cemberi ve Tz = %

seklinde tamimli T : R — R doniisiimii ele alinsin. Her x € Ay[1,4,2] = {3, 7} i¢in
kolaylikla (A31) kosulu

10 7 1
— -3 <2+ -—-4=-<
3 ‘_ * 3~

NN GV

— 3ci
x icin 5

r = Tigin

9 5
——7<24+7—-4=-<5
2 ‘_ + 2~
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olup saglanirken (A32) kosulu agik¢a

0 _

T = 3igin:43_1_(1);:g§2
-

r = Tigin 3 =7<2
34|

bulunacagindan saglanmaz. Dolayisiyla Ay [1,4,2], T nin bir sabit Apollonius ¢ember
degildir.

Teorem 5.34 (X, d) bir metrik uzay , Aq[F1, Fa, a], (X, d) metrik uzayinda odaklar: Iy, Fy
olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

p(x) = d(z, F1)/d(z, F)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X doniigiimii, her x € Ay [F1, Fy, a] ve
bazi h € [0, 1) igin

(A31) d(Tx,x) < p(x) — p(T)

(A92) h.d(Tz,z)+ o(Tz) > a
kosullarini saglyorsa Ay [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T déoniistimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Aq[F1, Fy,a], (X,d)
metrik uzaymda Fy, Fy odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi ve p : X — [0,00)
Sonksiyonu her v € X icin ¢(x) = d(z, Fy)/d(z, Fy) seklinde tanimlanmigs olsun. Ayrica
T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Ay [Fy, Fy, a] herhangi bir nokta olmak
sizere. T déniigiimii (A$1) kosulu saglandigindan bu ko suldan baslayarak, ¢ fonksiyonunun

tanimi ve (A42) kosulu geregince

ATz,2) < 9(@) - 9(T2)

d(xz, Fy)/d(x, Fy) — d(Tx, Fy)/d(Tz, F3)

a—d(Tx, Fy)/d(Tz, Fy)

hd(Tz,x) +d(Tz, Fy)/d(Tx, F5) — d(Tx, Fy)/d(Tx, Fy)
= hd(Tz, )

IN

elde edilir. Buna gore agik¢a (h — 1)d(Tx, x) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr d(Tx, x) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
x € Ay|F1, Fy,a] i¢in Tx = x oldugundan dolay1 T déniisiimii Ay [Fy, Fs, a| Apollonius

cemberini sabit birakr.
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Ornek 5.51 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Aq [0, 4, 3] Apollonius ¢cemberi ve

T x, x € Aq[0,4,3] ise
xr =
9, diger durumlarda

seklinde tammh T : R — R déniisiimii ele alinsin. Her v € Ay (0,4, 3] = {3, 6} icin (A31)
ve (A92) kos ullart saglanir. Bu durumda A4 (0,4, 3], T nin bir sabit Apollonius ¢emberidir:
Ancak biraz dikkatle bakildiginda A, [O, g, 2} , Ag[—3,5,3], Ag [%, %, 4] ve Ag [%, 2?7, 2]
Apollonius ¢emberlerinin de 'T' altinda invaryant kaldigi goriilebilir. Ancak bu durum tiim
Apollonius ¢emberlerinin T altinda sabit kalacag1 anlamina gelmez. Ornegin Ay[—1,1,2]

ve Ay [1,4,2), T altinda invaryant degildir.

Ornek 5.52 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Ay [0, 4, 3] Apollonius ¢cemberive Tx = x + 1
seklinde tammhi T : R — R doniisiimii ele alinsin. Her x € Ay (0,4, 3] = {3, 6} icin (A31)
kosulu

1
r = 3i¢in§§3—7:—4

ol g 132
xr = 6igin = —— ==
“ng = 5 5

olup saglanmaz iken (A42) kosulu h € [0, 1) olmak iizere
|
r = 31§mh.§+722
1 13
= Giginh.-+—>2
T icin 5 + 5 2

olacagindan saglamir. Dogal olarak A4[0,4, 3], T nin sabit Apollonius ¢cemberi degildir.

Ornek 5.53 (R, d) alisilmis metrik uzayinda A4 (1,5, 3] Apollonius cemberi ve Tx = %x -1
seklinde tammh T : R — R doniisiimii ele alinsin. Her x € Ay [1,5,3] = {4, 7} i¢cin (A31)
kosulu

25 18 3 12

= 4icind— —<3—— - < =

T icin 7_3 10:>7_10
r = 6icinT—7<3-3=0<0

olup saglanirken (A32) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

3 18
=4icinh.—+— >3
x i¢cin 7+10_

olacagindan agik¢a saglanmaz. Dogal olarak Ay[1,5,3], T nin sabit Apollonius ¢emberi
degildir.
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Teorem 5.35 (X, d) bir metrik uzay, Aq [F1, Iy, al, Fy ve F; odakli, a oranl bir Apollonius
¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

p(x) = d(x, Fr)/d(z, F)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde T' : X — X doniisiimii, her x € Ay [Fy, F3, a] igin
(A1) d(Tz,2) < o(2) + $(Tx) - 2a
(A92) d(Tz,z)+ ¢(Tx) <a

kosullarin saglyorsa Ay [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T déoniistimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X # @ bir kiime, d, X iizerinde bir alisilmis metrik olsun. Aq[Fy, Fy,a], (X,d)
metrik uzayinda Fy ve Iy odakli, a oranli bir Apollonius ¢emberi ve ¢ : X — [0,00)
Sfonksiyonu her x € X i¢in o(x) = d(x, Fy)/d(x, F) seklinde tanimlanmuis olsun. Ayrica
T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde v € Ay |[Fy, F»,a] herhangi bir nokta olmak

izere (A1) kosulundan ve o fonksiyonunun tanimi ve( A42) kosulu geregince

d(Tz,z) < ¢(x)+eTzx)—2a
= d(z, Fy)/d(z, Fy) +d(Tx, Fy)/d(Tz, Fy) — 2a
= d(Tz, F)/d(Tx, Fy) —a
< d(Txz,F)/d(Tx, Fy) — (d(Tx,z) + o(Tx))

= ¢(Tx) —d(Tw,z) — p(Tx)
= —d(Tz,x)

elde edilir. Buna gore acik¢a 2d(Tx, x) < 0 bulunur. Bu durumda d bir metrik oldugundan
dolayi d(Txz, z) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = «x olur. Yani her
x € Ay|F1, Fy,a] i¢in Tx = x oldugundan dolay1 T doniisiimii Ay [Fy, Fs, a| Apollonius

cemberini sabit birakur.

Ornek 5.54 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Ay |—2,3,2] Apollonius cemberi ve

T xr, x € Aq[—2,3,2] ise
Tr =
4, diger durumlarda

seklinde tammlh T : R — R doniigiimii ele alinsin. Her v € Ay[—2,3,2] = {%,8} igin
(A91) ve (A$2) kosullart saglamr. O halde A4[—2,3,2], T nin bir sabit Apollonius

cemberidir. Biraz dikkatli hesaplamalar yardimiyla Ay [230,298,3] Ay [—%,%,3],

Aa[—4,2,5], Aq[10,7,2] ve A4 (2,5, 2] Apollonius ¢emberlerinin de T' doniisiimii altinda

invaryant kaldigr goriiliir. Ancak bu tiim Apollonius ¢cemberlerinin T’ altinda sabit oldugu

anlamina gelmez. Ornegin Aq|—1,1,2] ve Ay[3,5,6], T altinda invaryant degillerdir.
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Ornek 5.55 (R, d) alisilmis metrik uzayinda Ay [—1,3, 2] Apollonius ¢emberi ve Tx = 18
seklinde tammlh T : R — R doniisiimii ele alinsin. Her © € Ay[—1,3,2] = g, 7} icin
(A41) kosulu
) 6 74 64
= Zigino <3+ 4=
S R Ty 10

26
r = 7i¢in7§3+15—4:14

olup saglanirken (A32) kosulu basitce
5 6 T4

_ 5.6 T _,
TS o glme g s

26
T = 7i¢in7+15§2

olacagindan saglanmaz. Bu nedenle A, |—1,3,2], T nin sabit Apollonius ¢emberi degildir.

2x+2
3

seklinde tamimlhi T : R — R doniisiimii ele alinsin. Her x € Ay [0,4, %] = {-2,1} i¢in
(A41) kosulu

Ornek 5.56 (R, d) alusilmis metrik uzayinda A4 [O, 4, %] Apollonius ¢cemberi ve T'x =

r = —2i¢iné<1+3—4:—ﬁ
373 14 21
r = liginl<1+%—4=—B
33 8 6
olup saglanmaz iken (A$2) kosulu basitce
T = —2iginé+£<2:§<2
3 14~ 21 —

1 4 5
= licin—-4+-<2=-<2
x lg‘li’l3+8_ 6>

olacagindan saglanir. Bu nedenle A, [0, 4, %} T nin sabit Apollonius ¢cemberi degildir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 5.32-5.35 ile alisilmis metrik uzayda F7,
F, odakli ve a oranlt A, [Fy, Fy,a] Apollonius ¢emberini nokta-nokta sabit birakacak 7'
lizerine donilistimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi
gecen teoremlerde sabit Apollonius ¢cemberinin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki
onermeler alisilmis metrik uzayda birden fazla sabit Apollonius c¢emberine sahip

doniistimlerin mevcut oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 5.7 (X, d) bir metrik uzay ve Ay [Fi1, Fla,a1] ile Aq[Fy, Fay, as] (X, d) metrik
uzayinda iki Apollonius ¢emberi olsun. Bu takdirde Ay[Fi1, Fia,a4] ile Aq[Fa1, Foo, as
Apollonius ¢emberlerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, d) metrik uzayinda en az
bir'T : X — X doéniistimii vardir.
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Ispat X # & bir kiime ve d, X iizerinde bir metrik olmak iizere (X, d) bir metrik uzay
olsun. Ay [F11, Fia,a1] ve Aq[Far1, Fas, as] de Fi1, Fis odakli, ay oranli ve Fyy, Fyo odakli,
ay oranli iki Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica P noktasi d(Fy1, P)/d(Fi2, P) # a; ve
d(Fy, P)/d(Fs, P) # ay olacak sekilde (X,d) metrik uzayinda sabit bir nokta olsun.
Buna gore T : X — X déniisiimii her v € X igin

T — z, € Ag[Fi1, Fia,a1] U Ag[Fo, Faa, a9 ise
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira 1, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X
icin p1(x) = d(z, Fi1)/d(x, Fi2) ve po(x) = d(x, Fy)/d(x, Fy) olacak sekilde alinsin.
Bu takdirde T doniisiimii p1(x) ve po(x) doniigiimleri ile birlikte Ag[Fi1, Fia,a1] ve
Ay [For, Fa, as] Apollonius ¢emberleri icin j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Cgl)ve (C’CJIQ)
kosullarint saglar. O halde Teorem 7.35-7.35 geregince agik¢a Aq[Fi1, Fia,a1] ve
Ay [Fo1, Fao, as] Apollonius ¢emberleri T doniigtimiiniin sabit Apollonius ¢emberleridir.
Burada dikkat edilirse ele alinan Ag[Fi1, Fia,a1] ve Agl[Fon, Fag,as] Apollonius
gcemberlerinin konumlar: ve birbirlerine gore pozisyonlar: hakkinda herhangi bir kisitlama

yoktur. Ilgili Apollonius cemberleri tamamiyle keyfidir.

Onerme 5.8 (X, d) bir metrik uzay ve Ay [Fi1, Fia,a1], ..., Aq[Fn1, Fpo, an) (X, d) metrik
uzaywmda n tane Apollonius ¢emberi olsun. Bu takdirde Ay [F11, Fia,a1] , ..., Ag[Fn1, Fra, ay]
Apollonius ¢emberlerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, d) metrik uzayinda en az bir

T . X — X doniisiimii vardir.

Ispat Onerme 5.7 nin ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

z, x€ |JAql[Fi, Fi2,q;] ise
Tx = i=1

P, diger durumlarda
olacak gsekilde tammlanan T : X — X doniisii mii ve her x € X icin
vi(z) = d(x, F1)/d(z, Fy) olacak sekilde tanimlanan p; : X — [0, 00) doniisiimleri
kullamilarak kolayca verilebilir. Burada T’ doniistimiindeki P noktasi© = 1, 2, ..., n olmak
sizere d(x, Fy)/d(x, Fy) # a; kosullarimi saglayacak sekilde sabit bir noktadw:. Ayrica bir
onceki onermede oldugu gibi burada ele alinan i € {1,..,n} i¢cin Aq[Fq, Fi2,a;
Apollonius ¢emberlerinin birbirlerine gére konumlar: tamamiyle keyfidir, herhangi bir

kisitlama yoktur.

Yukarida ele alinan iki onermeden sonra simdi bir (X, d) metrik uzaymda bir

T : X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit Apollonius
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cemberine sahip olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme doniismiis olur. Asagida

ifade edilen Teorem 7.36-7.41 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 5.36 (X, d) bir metrik uzay , Aq [F1, Fy, al, (X, d) metrik uzayinda odaklary Fy, F,
olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T : X — X doniisiimii (A%1) ve (A92)
kosullarini saglasin. Bu takdirde, her x € Ay[Fy, Fy,al, y € X \ Aq[F1, F»,a] ve bazi
h € [0, 1) i¢in T doniisiimii,

d(Tx,Ty) < hd(z,y)

biiziilme kosulunu sagliyorsa Ay [F1, Fy, a| Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit

Apollonius ¢emberidir.

Ispat (X,d) bir metrik uzay, Ay[F\, F,a], (X,d) metrik uzayinda Fy, F, odakli bir
Apollonius ¢emberi ve T : X — X doniigiim olsun. Ayrica 'T' doniigiimii her
x € AqlF1, Fy,al vey € X \ Ayq[F\, Fy,a] noktalar icin h € [0, 1) olmak iizere
d(Tz, Ty) < hd(z, y) kosulunu saglasin. Buna gore Aq[F1, Fy,a] ve Aq[Fi+, For,a*]
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimiiniin iki farkli sabit Apollonius ¢emberi oldugu
varsaylsin. w # v olmak iizere u € Ay [Fy, Fy,a]l vev € Ay [Fy«, Fy«, a*| noktalart alinsin.

T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulundan,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < h.d(u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu
takdirde Aq[F\, Fy, a] Apollonius ¢cemberi T déniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin T : X — X doniisiimii (A91)ve (A92) kosullarint
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak lizere (A%1)ve (A92)
olarak degistirilebilir.

Teorem 5.37 (X, d) bir metrik uzay, Ay [Fy, F»,al, (X, d) metrik uzayinda Fy, F, odakli ve
a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniigiimii v = 1, 2, 3, 4 olmak
iizere (A1)ve (A92) kos ullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € Ay [F, Fy, a)
vey € X \ Aq[F1, Fs, a] noktalart igin

d(Tz,Ty) < max{d(z,y),d(Tx,x),d(Ty,y),d(Ty,z),d(Tz,y)}

kosulunu sagliyorsa Ay [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.
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Ispat (X, d) bir metrik uzay, Aq [Fy, Fy, a), (X, d) metrik uzayinda Fy, F, odakli ve a oranl
bir Apollonius ¢emberi ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T' doniigiimii her v €
Ay [y, Fy,alvey € X\ Ay [F1, Fy, a] noktalary igin

d(Tz, Ty) < max{d(z, y), d(Tx, x), d(Ty, y), d(Ty, =), d(Tx, y)}

kosulunu saglasin. Buna gore Aq[F1, Fy, a) ve Ay [Fi+, Fy+, a*] Apollonius ¢emberlerinin T'
doniigiimiintin iki farkli sabit Apollonius ¢cemberi oldugu varsayilsin. u # v olmak tizere u €
Ay [Py, Fy,a] ve v € Ay [Fi«, Fy«, a*| noktalart alinsin. T' déniisiimiiniin sagladigi biiziilme

kosulundan

d(u,v) = d(Tu,Tv)
< max{d(u,v),d(Tu,u),d(Tv,v),d(Tv,u),d(Tu,v)}
= d(u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eligkidir. O halde w = v olmaldir. Bu takdirde Ay|Fy, Fy,a]

Apollonius ¢cemberi T’ doniigiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Teorem 5.38 (X, d) bir metrik uzay, Ay [Fy, Fy, al, (X, d) metrik uzayinda Fy, F, odakli ve
a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniigiimii v = 1, 2, 3, 4 olmak
sizere (A1)ve (A92) kos ullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € Ay [F, Iy, a)
vey € X \ Aq[F1, Fp,a]l ve X € [0, 1/2) igin

d(Tz,Ty) < XNd(z,Tx) + d(y, Ty)]

kosulunu sagliyorsa Aq [F1, Iy, a] Apollonius ¢emberi T déniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 5.36 daki ispat yontemine benzer sekilde Ay |Fy, Fy,a] ve Ay[Fy-, Fy-,a*]
Apollonius ¢emberlerinin 'T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin.
Buna gore u # v olmak tizere uw € Ay [Fy, Fo,a) vev € Ay [Fy+, Fy+, a*] noktalari alinsin. O

halde T doniigiimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < X [d(u, Tuw) + d(v,Tv)] = A. [d(u,u) + d(v,v)] =0

elde edilir. Buna gore d(u, v) = 0 olup w = v bulunur. Bu ise ¢eligkidir. O halde A, [Fy, Fy, a]

Apollonius ¢emberi T’ doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢cemberidir.

Teorem 5.39 (X, d) bir metrik uzay, Ay [F1, F3, al, (X, d) metrik uzayinda Fy, F, odakli ve
a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniigiimii v = 1, 2, 3, 4 olmak
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lizere (A1)ve (A92) kos ullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € Aq[Fy, Iy, a)
vey € X\ Aq[F1, Fp,a]l ve X € [0, 1/2) igin

d(Tz,Ty) < Md(z, Ty) + d(y, Tx)]

kosulunu sagliyorsa Ay [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 5.36 daki ispat yontemine benzer sekilde Ay[Fy, Fy,a) ve Aq|Fi«, Fy-, a]
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin.
Buna gore u # v olmak tizere uw € Ay [Fy, Fo,a) vev € Ay [Fy«, Fy«, a*| noktalari alinsin. O

halde T’ doniisiimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < X\ [d(u, Tv) + d(v, Tu)] = \. [d(u,v) + d(v,u)] = 2Xd(u, v)

elde edilir. Ancak \ € [0, 1/2) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde A, [Fy, F», a] Apollonius

cemberi T doniistimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Teorem 5.40 (X, d) bir metrik uzay, Aq [Fy, Fy, al, (X, d) metrik uzayinda Fy, F, odakli ve
a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniisiimii + = 1, 2, 3, 4 olmak
iizere (A%1)ve (A92) kos ullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € Aq[Fy, Fy, a)
vey € X \ Aq[F1, Fp,a] ve A\ + 5 + v < 1 olmak iizere,

d(Tz,Ty) < ad(z,Tz) + Bd(y, Ty) + vd(x,y)

kosulunu sagliyorsa Ay [Fy, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 5.36 daki ispat yontemine benzer sekilde Ay [Fy, Fy,a] ve Ay[Fy-, Fy-,a*]
Apollonius ¢emberlerinin 'T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin.
Buna gore u # v olmak tizere uw € Ay [Fy, Fo,a) vev € Ay [Fi+, Fy+, a*] noktalari alinsin. O

halde T doniigiimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < ad(u, Tu) + Bd(v, Tv) + vd(u,v) = yd(u,v)

elde edilir. Ancak X\ + 3 + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eligkidir. O
halde Ay [F, Fy, a] Apollonius ¢cemberi T déniistimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Teorem 5.41 (X, d) bir metrik uzay, Ay [F1, F3, al, (X, d) metrik uzayinda F,, F, odakli ve
a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniigiimii v = 1, 2, 3, 4 olmak
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lizere (A1)ve (A92) kos ullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € Aq[Fy, Iy, a)
vey € X \ Aq[F1, Fo,al ve A\ + 5 + v < 1 olmak iizere,

d(Tz,Ty) < ad(z,Ty) + pd(y, Tx) + ~vd(x,y)

kosulunu sagliyorsa Ay [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 5.36 daki ispat yontemine benzer sekilde Ay[Fy, Fy,a) ve Aq[Fi«, Fy-,a]
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin.
Buna gore u # v olmak tizere u € Ay [F1, Fy,a] vev € Ay [Fi«, Fy«, a*] noktalari alinsin. O

halde T’ doniisiimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
d(u,v) = d(Tu, Tv) < ad(u, Tv) + Bd(v, Tu) + vd(u,v) = (A + S+ v)d(u,v)

elde edilir. Ancak \ + 8 + v < 1 oldugundan bu bir ¢eli skidir. O halde A;[Fy, Fs,a]

Apollonius ¢cemberi T’ doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢cemberidir.
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6. SSMETRIK UZAYLARDA BAZI SABIT EGRI
TEOREMLERI

Bu kisimda S-metrik uzaylarda en temel geometrik egrilerden olan elips, hiperbol,
Cassini egrisi ve Apollonius ¢emberi kavramlar1 ele alinacaktir. S-metrik uzaylarda bu
egrilerin sabit kalma kosullar1 ortaya konulacak sonrasinda bu sabit egrlerin tekligi ile ilgili

kosullar sunulacaktir.

6.1 S-Metrik Uzayda Sabit Elips Teoremleri

Bu kisimda S—metrik uzaylarda iki odakli elipsler i¢in bir doniisiimiin bir elipsi
sabit birakmasi yani sabit elipsin varolma kosullar1 ve sabit elipsin teklik kosullar1 ele
alinacaktir. Buna gore ilk olarak bir S—metrik uzayda iki odakli elips ve sabit elips

kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tamm 6.1 (X, S) bir S—metrik uzay, F\, F; € X ve a € (0, c0) olsun. Bu taktirde
Eg[Fy, Fy,2a] = {x € X : S(x,z, F1) + S(x,z, Fy) = 2a}

ifadesine odaklar: Fy, F5 asal eksen uzunlugu 2a olan elips denir.

Ornek 6.1 Temel kavramlar kisumda belirtildigi gibi S—metrik bir alisilmis metrikden
liretilebilecegi gibi alisilmis metrikden iiretilemeyen S—metriklerde vardir. Burada Ornek

3.1 de verilen iki S—metrik ornegi ele almnacakti: X = R? olmak iizere her

r = (21,22),y = (y1,y2) , 2 = (21, 22) € X igin
Si(x,y,2) = |xr — 21| + |t — 21| + |22 — 22| + |y2 — 22

ve

Sy (x,y,2) = |x1 — 21| + |21 + 21 — 20| + |2 — 22| + |22 + 22 — 2]

seklinde tamimli S—metrikleri ele alinsin. Buna gore sekil 6.1 de S| olarak adlandirilan
S—metrigi i¢in sirasiyla odaklart Fy = (1,0), Fy, = (—1,0) ve asal eksen uzunlugu 2a = 6
olan elips, odaklar1 Fy = (1,1), F, = (—1,—1) ve asal eksen uzunlugu 2a = 6 olan elips
ve odaklart Fy = (1,2), F5 = (—1,-3) ve asal eksen uzunlugu 2a = 10 olan elips

goriilmektedir.
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Sekil 6.1 Es[(1,0),(—1,0),6], Es[(1,1),(—=1,-1),6], Es[(1,2),(—1,-3),10]

Benzer bigimde sekil 6.2 de Sy, S-metrigi i¢in sirasiyla odaklari F1=(1,0),
Fy=(—1,0) ve asal eksen uzunlugu 2a = 10 olan elips, odaklart I, =
F, = (=1,-1) ve asal eksen uzunlugu 2a = 6 olan elips ve odaklart F, = (1,2),

Fy = (=1, —=3) ve asal eksen uzunlugu 2a = 30 olan elips goriilmektedir.

o 2 L 02 [ o 02 L 02 [ rn 02 L 02

04 04 04

[

Sekil 6.2 Eg[(1,0), (—1,0),10], Es[(1,1), (—1,-1),6], Es[(1,2), (—1, —3), 10]

X = R3 olmak iizere her x = (1,72, 23),y = (y1,Y2,Y3) , 2 = (21, 22, 23) € X icin

3
Sz (2,y,2) = Z [l = zi + 2 + 2 — 2y4]
i=1
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seklinde tamimli Ss, S—metrigi verilmis olsun. Sekil 6.3 de bu S—metrigi igin swrasiyla
odaklari F; = (1,0,0), F; = (—1,0,0) ve asal eksen uzunlugu 2a = 12 olan elips,
odaklarit Fy = (1,1,1), Fy = (=1, —1,—1) ve asal eksen uzunlugu 2a = 18 olan elips ve
odaklari F; = (1,2,3), Fy, = (—1,—3,—2) ve asal eksen uzunlugu 2a = 36 olan elips

goriilmektedir.

Sekﬂ 6.3 ES [(17070)7(_1707())712]’ ES [(17171)7(_17_17_1>718]a
Es[(1,2,3), (=1, -3,—2),36]

Asagidaki 6nerme ve akabindeki sonug, bir alisilmis metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen S—metrik ile olusturulan S—metrik uzaydaki elipsler arasindaki
ilgiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 6.1 X # () bir kiime ve S, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen S—metrik
olmak iizere (X,S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde S—metrik uzayindaki
Es [Py, Fy, 2a] elipsi, (X, d) alisilmig metrik uzayindaki E, [Fy, Fy, a] elipsidir.

Ispat S—metrigi, d alisilmis metrigi tarafindan tiretildiginden
S(x,y,2) =d(z,2) +d(y,2)
olacagindan agikca

S(z,z,y) =d(x,y) +d(z,y) = 2d(z,y)
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olur. O halde Eg [Fy, Iy, 2a] elipsi i¢in

S(x,z, 1)+ S(x,z, F5) =2a = 2d(z, F)+2d(z, Fy) = 2a
= d(x, F1)+d(x, F) =a

elde edilir. Bu ise agikca E4 [F, Fy, a| demektir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 6.1 X +# () bir kiime, (X, d) cir alisilmis metrik uzay ve S, bir aligilmis d metrigi
tarafindan firetilen S—metrik olmak iizere (X, S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde
(X,d) alsilmis  metrik uzayindaki  Eq[Fy, Fy,2a] elipsi S—metrik uzayindaki
Eg [F1, Fy, 4a] elipsidir.

Tamm 6.2 (X, S) bir S—metrik uzay, Es [Fy, F»,2a), (X, S) metrik uzayinda Fy, F; odakli
2a asal eksen uzunluklu bir elips olsun. T' : X — X bir doniisiim olmak iizere her x €

Eg [Fy, Fy,2a] icin Tx = xise Es [Fy, Fy, 2a] elipsine T' déniistimiiniin bir sabit elipsi denir.

Bu kisimda buradan itibaren verilecek Teorem 6.1-6.4 ile (X, S) S—metrik uzayinda

bir 7' : X — X doniisiimii i¢in sabit elipsin varligin1 garanti eden kosullar verilmistir.

Teorem 6.1 (X, S) bir S—metrik , Es [F1, Fy,2a), (X, S) metrik uzayinda odaklar: F, ve
F,, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
r € X igin,

o(x) = S(x,z, Fy) + S(z, z, F3)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde, T: X — X déniisiimii, her x € Eg [Fy, Iy, 2a) igin
(EP1) S(x,2,Tx) < p(x) — p(Tx)
(EY2) ¢(Tx)>2a

kosullarin saglhyorsa Eq [Fy, Fy, 2a] elipsi T doniigtimiintin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Eg [Fy, Fy,2a), (X, S) metrik
uzaymda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0,00)
Sfonksiyonu her x € X igin p(x) = S(x, x, F1) + S(x, x, Fy) seklinde tanimlanmis olsun.
Ayrica T : X — X déniisiimii alinsin. Bu takdirde © € Eg [Fy, Fy, 2a] herhangi bir nokta
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olmak iizere (E71) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,

S(z,z,Tx) < @(x)—p(Tx)
= Sx,z,F)+ S(x,z, Fy) = STz, Tz, Fy) — S(Tx, Tz, F»)
= 2a— (S(Tx,Tx, Fy)+ STz, Tx, Fy)) (6.1)

elde edilir. T déniisiimii (EY2) kosulunu sagladigindan T'x noktasi Es [Fy, Fy, 2a] elipsinin
tizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum séz konusudur. Buna gore
S(Tx, Tz, F\) + S(Tz, Tx, Fy) > 2a ise yani Tx noktast elipsin disinda ise (6.1)
esitsizliginden dolay ¢eliski elde edilir. Bu nedenle

S(Tz, Tx, F\)+ S(Tx, Tx, F3) = 2a

olmalidir. Aksi taktirde (6.1 ) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakligin(metrigin)
pozitif tammmliligindan dolayt bu bir ¢eliskidir. Yani T'x noktast elipsin iizerinde olmalidir.

Bu durumda,
S(z, x, Tx) <2a—2a— (S(Tz, Tz, F)+ STz, Tz, F3)) =2a—2a =0

elde edilir. O halde Tx = x dir. Yani her x € Eg [F1, Fy, 2a] i¢in Tx = x oldugundan dolay:
T doniisiimii Eg [Fy, Fy, 2a] elipsini sabit burakir.

Ornek 62 X = Rve S : X x X x X — [0,00), S(z, y, 2) = |v— 2| + |y — 2|
bigiminde tamimli S—metrik olmak iizere (X, S) S—metrik uzay verilsin. (X, S) S—metrik
uzayinda Es [1,4,10] elipsi ve her x € R igin Tx = x° — 4x bigiminde T : R — R
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada a¢ik¢a Es [1,4,10] = {0, 5} dir ve her x € Eg|[1,4,10]
i¢in (EY1) ve (EY2) kosullart saglamr. Dolayisiyla Es (1,4, 10] elipsi, T doniisiimiiniin bir
sabit elipsidir. Ancak bu noktada dikkat edilirse Es[2,3,10], Eg [%, %, 1()] , Eg [%, %, 10]
elipsleri de 'T' doniigiimii altinda invaryanttir. Dogal olarak T' nin sabit elipslerinin tek
olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim elipslerin de T altinda invaryant kaldigi gibi bir

yanusama da olusmamalidwr. Ornegin Es [0, 5,10 elipsi T nin sabit elipsi degildir:

Ornek 6.3 S(xz, y, 2) = |v — 2| + |y — 2| bigiminde tammli S—metrik olmak iizere (R, S)
metrik uzayinda Es (1,6,18] elipsive T : R — R, T = 3(x + 1) doniigiimii verilsin. O
halde her x € Es[1,6,18] = {—1, 8} i¢in (E?1) kosulu

r=—-1licin2<18—-14=4

r=8i¢cin0<18-18=0

olup saglanmirken agik¢a (Ey2) kosulu

r=—1licin14 > 18

r =8icin 18 > 18

olacagindan saglanmaz. Ustelik T doniisiimii Es (1,6, 18] elipsini invaryant birakmaz.
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Ornek 6.4 S(v, y, z) = |v — 2| + |y — 2| bigiminde tanmimli S—metrik ve X = R olmak
sizere (X,S) S—metrik uzayr almsin. Bu (R, S) metrik uzayinda Eg[1,6,18] elipsi ve
T : R — R Tx = 2z — 5 doniigiimii géz oniine alinsin. Buna gére her
r € Eg[1,6,18] = {1, 8} igin (E?1) kosulu

r=—1licin12 <18 —42 = -24

r=8i¢cin3 <18 —30 =—12

olup agik¢a saglanmazken (Ey2) kosulu

r=—1ligcin42 > 18

r = 8i¢in 30 > 18

oldugundan saglanmaktadwr. Ayrica T doniisiimii Es [1, 6, 18] elipsini invaryant birakmaz.

Teorem 6.2 (X, S) bir S—metrik uzay, Es [Fy, F»,2al, (X, A) metrik uzayinda odaklar: F,
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,
o(x) = S(z,z, Fy) + S(z,z, Fy)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T: X — X doniigtimii, her v € Eg [Fy, Fy, 2a] igin,

(BE51) S(z,z,Tz) < ¢(z) + o(Tx) — 4a

(E31) ¢(Tz) < 2a
kosullarint saglhyorsa Eg [Fy, Fs,2a] elipsi T doniistimiintin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Eg [Fy, Fy,2a), (X, S) metrik
uzaymda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0,00)
Sfonksiyonu her x € X i¢in p(x) = S(x, x, F1) + S(z, x, Fy) seklinde tanimlanmis olsun.
Ayrica T : X — X déniisiimii alinsin. Bu takdirde © € Eg [Fy, Fy, 2a] herhangi bir nokta

olmak iizere. (E51) kosulundan ve o fonksiyonunun tamimindan dolayr,

S(x,z,Tz) < ¢(x)+e(Tzr)—4a
= S(z,z,F1)+ S(x,z, F5) + S(Tx, Tx, Fy) + S(Tx, Tx, Fy) — 4a
= 2a+ S(Tx, Tz, Fy)+ S(Tx, Tz, F5) — 4a

= S(Tz,Tx,Fy)+ S(Tx,Tx, Fy) — 2a (6.2)

elde edilir. (E5 1) kosulu saglandigindan dolayr T'x noktast Eg [Fy, Fy, 2a] elipsinin iizerinde
veya icinde olmalidir. Dolayisiyla iki durum vardw. Buna g ére T'x noktast elipsin iginde
ise yani S(Tx, Tz, 1)+ S(Tx, Tz, F,) < 2a ise Ciinkii bu durumda (6.2) esitsizligi
S(z, z, Tx) < 0 formuna doniisiir. Ancak uzakhigin(metrigin) pozitif tamimliligi geregince
¢eliski meydana gelir. O halde S(Tx, Tz, Fy)+ S(Tx, Tx, Fy) = 2a olmaldw. Yani Tx

noktasi elipsin iizerinde olmalidwr. Bu durumda,

S(x, z, Tz) <2a+ STz, Tz, i)+ STz, Tx, Fy) —4a =2a+2a —4a =0
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elde edilir. Bu durumda T'x = x dir. Yani her v € Eg [Fy, Fy, 2a] i¢in Tx = x oldugundan
dolay1 T doniisiimii Es [Fy, Fy, 2a) elipsini sabit birakir.

Ornek 6.5 S(x, y, 2) = |v—z| + |v+ 2z — 2y| bi ¢iminde tammh S—metrik, (R, S)
S—metrik uzayinda Eg [—2,4,16] elipsive T : R — R, Tx = 22* — 3x — 30 doniisiimii
g0z Oniine alinsin. Buna gore her v € Eg[—2,4,16] = {3, 5} i ¢in (E51) ve (E51)
kosullart saglanir. Dolayisiyla Es[—2,4,16] elipsi, T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.
Ancak bu noktada biraz dikkat ile Fs|0,2,16], Eg¢[—1,3,16], Es [%, %, 16} elipslerinin
de T’ doniistiimii altinda invaryant kaldig1 goriilebilir. Dogal olarak T nin sabit elipslerinin
tek olmadig1 sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim elipslerin de T altinda invaryant kaldig
anlamina gelmez. Ornegin Es|0,8,16], Eg[1,2,10], FEs[1,6,18] elipsleri T altinda
invaryant degildir.

Ornek 6.6 S(z, y, 2) = |v — z| + |z + z — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Es[—2,4,16] elipsive T : R — R, Tx = —x + 11 doniisiimii goz oniine alinsin. Her
1 € Eg[—2,4,16] = {3, 5} icin (E51) kosulu

r=-—3i¢cin34 <16+ 52 —32 =36

r=>5icin2<164+20—-32=4

olup saglanmirken agik¢a (E52) kosulu

r = —3icin 52 < 16

r=>5i¢in20 <16

olacagindan saglanmaz. Ayrica Es [—2,4,16] elipsi T nin sabit elipsi degildir.

Ornek 6.7 S(x, y, 2) = |v — 2| + |z + 2 — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Eg[—2,4,16] elipsive T : R — R, Tw = 353 doniisiimii goz oniine alinsin. Her x €
Es[—2,4,16] = {3, 5} i¢cin (E$1) kosulu

x:—3i¢in%§ 16 +13—-32=-3

x=5i¢in % <16+13 —32= -3

olup agik¢a saglanmaz iken (Ey2) kosulu

r = —3i¢cin 13 < 16

r=>5icin13 <16

olacagindan saglamir. Ancak Eg [—2,4,16] elipsi T doniisiimii altinda invaryant degildir.

Teorem 6.3 (X, S) bir S—metrik uzay, Es [Fy, F»,2al, (X, A) metrik uzayinda odaklar: F,
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(x) = S(x,z, Fy) + S(z,z, Fy)
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olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Eg [F, F, 2a] ve
bazi h € [0, 1) i¢in

(E51) S(z,2,Tx) < p(x) — o(Tx)

(E52) h.S(x,z,Tx) + p(Tz) > 2a
kosullarint saglhyorsa Eg [Fy, Fy, 2a] elipsi T dontigtimiintin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Eg [F\, Iy, 2al, (X, S) metrik
uzaymda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0,00)
Sonksiyonu her v € X icin ¢(x) = S(z, x, F1)+ S(x, x, Fy) seklinde tanimlanmug olsun.
Ayrica T : X — X déniisiim ii alinsin. Bu takdirde © € Eg [Fy, Fy, 2a] herhangi bir nokta
olmak iizere T doniisiimii (E51) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, o

fonksiyonunun tanimi ve (E32) kosulu geregince

S(x,z,Tx) < @(x)— p(Tx)
= S(z,x,F1) + S(x,x, Fy) — S(Tx, Tx, Fy) — S(Tx, Tx, Fy)
= 2a—S(Tx,Tx,Fy) — S(Tx, Tx, Fy)
< hS(x,z,Tx)+S(Tx, Tx, F))+S(Tx, Tz, F5)-S(Tx, Tz, F)-S(Tx, Tz, F3)
< h.S(z,z,Tx)

elde edilir. Buna gore agik¢a (1 — h)S(x,x,Tx) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayi S(z,x,Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
x € Eg|Fy, Fy,2da] i¢cin Tx = x oldugundan dolayi T déniisiimii Es [Fy, Fy, 2a| elipsini

sabit birakir.

Ornek 6.8 S(z, y, 2) = |z — 2| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Es[—1,3,12] elipsive T : R — R, Tx = —x* + 3z + 8 doniisiimii goz éniine alinsin. Her
r € FEg[-1,3,12] = {=2, 4} icin (EJ1) ve (E52) kosullart saglamr. Dolayisiyla

Es[—1,3,12] elipsi, T doniistimiiniin bir sabit elipsidir. Ancak bu noktada biraz dikkat ile
Es|0,2,12], Es [%1, %, 12} , Eg [%, %, 12] ve By [%, %, 12} elipslerinin de T doniisiimii
altinda invaryant kaldig1 goriilebilir. Dogal olarak T nin sabit elipslerinin tek olmadig
sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim elipslerin de 'T' altinda invaryant kaldigi anlamina gelmez.

Ornegin Eg[—2,4,16], Es [—1,1,12] ve Es [1,6, 18] elipsleri T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.9 S(v, y, 2) = |v— 2| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Es[-1,3,12] elipsive T : R — R, Tax = % doniigtimii goz oniine alinsin. Her
r € Es[—1,3,12] = {2, 4} i¢cin (EJ1) kosulu

r=—-2icin5<16—-8=8
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r=4icin3 <16 —-8=8

olacagindan saglanirken agik¢a (E52) kosulu h € [0, 1) olmak iizere
r=—2icinhb5+8>12

r=4icinh3+8>12

olacagindan saglanmaz. Ustelik T déniisiimii Es [—1,3,12] elipsini invaryant birakmaz.

Ornek 6.10 S(z, y, 2) = |v—z| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Eg[-1,3,12] elipsive T : R — R, Tz = 2z — 2 doniigiimii gz oniine alinsin. Her
r € Eg[—1,3,12] = {2, 4} i¢cin (E51) kosulu

r=—-2i¢cin8 <12 —-28 =—-16

r=4icind <12—-20= -8

olacagindan saglanmaz iken (E32) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

xr=—2icin h.8 +28 > 12

r=4icin h4+20>12

olup saglanmr. Ancak Eg [—1,3,12| elipsi T altinda invaryant kalmaz.

Teorem 6.4 (X, S) bir S—metrik uzay, Es [Fy, F»,2al, (X, A) metrik uzayinda odaklar: F
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(x) = S(z,z, Fy) + S(z,z, F3)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii her x € Eg [Fy, Fy, 2a] igin,
(E{1) S(z,z,Tz) < ¢(z) + o(Tx) — 8a
(E2) S(Tx,Tz,x) + p(Tx) < 2a

kosullarin saglhyorsa Eg [Fy, Fy, 2a] elipsi T dotistimiintin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Eg [Fy, Fy,2a), (X, S) metrik
uzaymmda Iy ve F, odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0,00)
Sfonksiyonu her x € X i¢in p(x) = S(x, x, F1) + S(z, x, F») seklinde tamimlanmig olsun.
Ayrica T : X — X déniistimii alinsin. Bu takdirde © € Eg [Fy, Fy, 2a] herhangi bir nokta
olmak iizere T doniisiimii (E71) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak o
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fonksiyonunun tanimi ve S—metriginin ikinci aksiyomu geregince

S(x,z,Tz) < ¢(x)+e(Tz)—8a

S(x,x, 1)+ S(x,z, Fy) + S(Tx, Tx, 1)+ S(Tx, Tz, F5) — 8a

2S(z,x, Tx) + S(Fy, F1,Tx) + 2S(z, 2, Tx) + S(Fy, Fy, Tx)
+S(Tx,Tx, Fy)+ S(Tx,Tx, F5) — 8a

4S(z, 2, Tx) + 4 [S(Tx, Tz, Fy) + S(Tx, Tz, Fy]) — 8a

< 8a—8a=0

VAN

IN

elde edilir. Bu durumda agik¢a Tx = x olur. Bu takdirde sonug olarak her x € Es [Fy, Fy, 2a]
i¢in T doniigtimii Eg [Fy, Fy, 2a] elipsini sabit birakar.

Ornek 6.11 S(x, y, 2) = |v — 2| + |z + 2 — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Es[1,—1,12] elipsive T : R — R, Tx = 22° + x — 18 déniisiimii g6z éniine alinsin. Her
r € FEg[1,-1,12] = {=3, 3} icin (E{1) ve (Ey2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Eg [1,—1,12| elipsi, T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir. Ancak bu noktada biraz dikkat ile
Es[2,-2,12], Es [%, _71, 12] , Eg [_75, g, 12] ve FEg [_73, %, 12} elipslerinin de T
dontistimii altinda invaryant kaldigi goriilebiliv. Dogal olarak 'T' nin sabit elipslerinin tek
olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim elipslerin de 'T' altinda invaryant kaldigi anlamina
gelmez. Ornegin Es[—2,4,16], Es[0,8,16] ve Es[—1,3,12] elipsleri T altinda invaryant
degildir.

Ornek 6.12 S(z, y, 2) = |z — 2| + |z + 2z — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Es[l,—1,12] elipsive T : R — R, Tz = %az doniistimii goz oniine alinsin. Her x €
Es[1,-1,12] = {3, 3} i¢in (E{1) kosulu

r=—3i¢in 26 < 12 4 64 — 48 = 28

r=3i¢cin 26 < 12464 — 48 = 28

olup saglanirken (E5?2) kosulu agik¢a

r = —3icin 26 + 64 < 12

r=3i¢cin 26 + 64 < 12

olacagindan saglanmaz. Ayrica Eg 1, —1,12] elipsi T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.13 S(z, y, 2) = |z — 2| + |z + 2z — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Es[l,—-1,12] elipsive T : R — R, Tx = % doniistimii goz ontine alinsin. Her x €
Es[1,-1,12] = {3, 3} igin (E{1) kosulu

r=-3icin(0) <124+ 12 — 48

r=3icin2 <12+4—48
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olacagindan agik¢a saglanmaz iken (Ef 2) kosulu agik¢a
r=-3icin0+12<12=12 <12

r=3i¢in2+8<12=12 <12

olup saglamr. Ustelik Es [1,—1,12] elipsi T altinda invaryant degildir.

Teorem 6.5 (X, S) bir S—metrik uzay, Eg [F1, Fy,2a] (X, S) metrik uzayinda odaklari F,
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(x) = S(x,z, F) + S(x,z, F3)

seklinde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii her x € X ve bazi h > 4 icin,

o(r) — o(Tx)
h

kosulunu sagliyorsa T = Ix ve Eg [F1, Fy, 2a] elipsi, T doniigtimiiniin bir sabit elipsidir.

(Ig) : S(z,x,Tz) <

Ispat (X, S) bir S—metrik uzay, Es [Fy, Fy,2a)] bu uzayda F\, F, odakli, 2a asal eksen

uzunluklu bir elips olsun. Ayrica her x € X i¢in
o(x) = S(x,z, F) + S(x,z, F3)

olacak sekilde tamimlanan ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu ve T : X — X doniisiimii ele
alinsin. Ustelik T déniisiimii her x € X ve bazi h > 4 degerleri icin (Is) kosulunu saglasin.
O halde x € X ve x # Tx oldugunu varsayalim. Bu durumda, T déniigiimii (1) kosulunu
sagladigindan dolayt bu kosuldan yola ¢ikarak ¢ fonksiyonunun tanimi ve S-metriginin ikinci

aksiyomunu kullanarak

h.S(x,x,Tx) < ¢(x)—@(Tx)
= S(z,z,F)+ S(z,z, Fy) — S(Tx, Tz, Fy) — S(Tx, Tz, Fy)
< 2S(z,x,Tx)+ S(Fy, F\,Tx) +2S(x,x,Tx) + S(Fy, Fp, Tx)
—S(Tz,Tx, Fy) — STz, Tx, Fy)

IN

45(x,z, Tx)

sonucuna ulasilir. Buradan diizenleme ile (h — 4)S(z, z, Tx) < 0 elde edilir. Hipotez
geregince h > 4 oldugundan acgik¢a Tx = x elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla
her v € X i¢cin Tx = x oldugundan T = Ix olur. Tersine T' = [x birim doniisiim

oldugundan sonug olarak Eg [Fy, Fy,2a] elipsi T nin bir sabit elipsidir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 6.1-6.4 ile S—metrik uzayda Fi, F5

odakli ve 2a asal eksen uzunluklu Eg [F7, Fy, 2a] elipsini nokta-nokta sabit birakacak 7'
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tizerine doniisiimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Ayrica
Teorem 6.5 de de Es[F}, Fy,2a] elipsinin nokta nokta sabit birakan 7" doniigiimiiniin ne
zaman birim doniisiim olacagi ifade edildi. Bahsi gegen teoremlerde sabit elipslerin sayisina
dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki onermeler S—metrik uzayda birden fazla sabit elipse

sahip doniigiimlerin mevcut oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 6.2 (X, S) bir S—metrik uzay ve Es|Fi1, Fia,2a1] ile Es [Fo1, Fao,2as] (X, S)
metrik uzayinda iki elips olsun. Bu takdirde Eg [F1, F12,2a1| ve Eg [Fy1, Fyo, 2as] elipslerini
nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, S) metrik uzayinda en az bir T : X — X doniigiimii

vardir.

Ispat X # @ bir kiime ve S, X iizerinde bir S—metrik olmak iizere (X, S) bir metrik uzay
olsun. Es [F11, F12,2a1] ve Eg [Fy1, Fa9,2as] de Fy1, Fio odakli, 2a, asal eksen uzunluklu
ve Fy1, Fye odakll, 2a5 asal eksen uzunluklu olacak sekilde verilen iki elips olsun. Ayrica P
noktast S(Fi1, Fi1, P)+S(Fia, F12, P) # 2a; ve S(Fsy, Fo1, P)+S(Fsy, Fog, P) # 2as
olacak sekilde (X, S) metrik uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna gore T : X — X
doniistimii her x € X icin
T — { x, x € Eg[Fi1, Fla,2a1)U Eg [Fo1, Fag, 2a5] ise
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira 1, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X
icin p1(x) = S(x, x, F11) + S(x, x, Fio) ve pa(x) = S(x, x, For) + S(x, x, Fy) olacak
sekilde alinsin. Bu takdirde T doniisiimii p1(x) ve o(x) doniisiimleri ile birlikte
Es [Fi1, Fi2,2ay1]| ve Eg [Foy, Fyy,2a5] elipsleri i¢in j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Eél)ve
(Efq2) kosullarini saglar. O halde Teorem 6.1-6.4 geregince agik¢a Eg[Fi1, Fia,2a;] ve
Eg [Fy1, Fyo,2as)| elipsleri T doniigiimiiniin sabit elipsleridir. Burada dikkat edilirse ele
alinan Eg[Fi1, Fi2,2a1] ve Eg[Fo1, Fao,2a9] elipslerinin konumlar: ve birbirlerine gore

pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur:. Ilgili elipsler tamamiyle keyfidir.

Onerme 6.3 (X, S) bir S—metrik uzay ve Eg [F11, Fia,2a1], ..., Es [Fn1, Fpa,2a,] (X, S)
metrik uzayinda n tane elips olsun. Bu takdirde Eg[Fi1, Fi2,2a1], ..., Es[Fn1, Fn2,2a,)
elipslerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, S) metrik uzayinda en az birT : X — X

doniisiimii vardir.

ispat Onerme 6.2 nin ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

x, x € \JEs[Fqa,Fi2,2a,] ise
Tr = i=1

P, diger durumlarda
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olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniigiimii ve her x € X icin
vi(x) = S(z, x, Fy) + S(z, x, Fy) olacak sekilde tammlanan ¢; : X — [0,00)
dontistimleri kullamilarak kolayca verilebilir. Burada T doéniisiimiindeki P noktast
i =1, 2, ..., nolmak iizere S(z, x, F;y) + S(z, z, Fin) # 2a; kosullarini saglayacak
sekilde sabit bir noktadir. Ayrica bir onceki onermede oldugu gibi burada ele alinan
i € {l,...,n} icin Es[F;, Fi2,2a;] elipslerinin birbirlerine gore konumlar: tamamiyle

keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alman iki 6nermeden sonra simdi bir (X,S) metrik uzaymda bir
T : X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit elipse sahip
olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade edilen Teorem

6.6-6.11 ile bu sorunun yanitt verilmistir.

Teorem 6.6 (X,S) bir S—metrik uzay , Es[Fi, Fy,2al, (X, S) bir S—metrik uzayinda
odaklart Fy ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T : X — X doniisiimii
(EP1) ve (EP2) kosullarimi saglasin. Bu takdirde, her x €  FEs[Fy, Fy, 2a),
y € X\ Eg[F1, Fy,2a) ve bazi h € [0, 1) igcin T doniisiimii,

S(Tz, Tz, Ty) < hS(z,z,y)

biiziilme kosulunu saglyyorsa Es [Fy, Fy, 2a| elipsi T' doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat (X, S) bir S—metrik uzay, Es [F\, F»,2a), (X, S) S—metrik uzayinda I\, Fy odakl,
2a asal eksen uzunluklu bir elips ve T' : X — X doniigiim olsun. Ayrica I’ doniisiimii her
x € Eg[F1,Fy,2a) vey € X \ Esl|Fy, Fy,2a] noktalari igin h € [0, 1) olmak iizere
S(Tz, Tz, Ty) < hS(z, z, y) ko sulunu saglasin. Buna gore Es|[Fy, Fy,2a] ve
Eg [Fi+, Fy«,2a*| elipslerinin T déniisiimiiniin iki farkli sabit elipsi oldugu varsayilsin.
u # v olmak iizere u € Eg[F\,Fy,2a] ve v € FEg[Fi+, Fo,2a*| noktalari alimsin. T

dontistimiiniin sagladigi biiziilme kosulundan,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < h.S(u,u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu
takdirde Es [F, F3, 2a) elipsi T' fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin T : X — X doniisii mii (Ey1)ve (E92) kosullarin:
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (E; 1)ve (E?2)
olarak degistirilebilir.
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Teorem 6.7 (X,S) bir S—metrik uzay, Eg|Fy, Fy,2a], (X, S) bir S—metrik uzayinda
odaklar: Fy ve Iy , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T' : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (E71)ve (EP2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T doniisiimii
her x € Eg [Fy, Fy,2al vey € X \ Eg[F, Fy, 2a) noktalar igin

S(Tx,Tx, Ty) < max{S(v,v,y),S(Tz, Tz, z),S(Ty, Ty,y),S(Ty, Ty,z), S(Tx, Tx,y)}

biiziilme kosulunu saglyorsa Es [Fy, Fy, 2a| elipsi T' doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat (X, S) bir metrik uzay, Es [Fy, F»,2a), (X, S) S—metrik uzayinda F,, F, odakli, 2a
asal eksen uzunluklu bir elips ve T' : X — X doniistim olsun. Ayrica T' d éniigiimii her
x € Eg[Fy, Fy,2a) vey € X \ Eg [F1, Fy, 2a] noktalari igin

S(Tx,Tx, Ty) < max{S(v,v,y),S(Tz, Tz, z),S(Ty, Ty,y),S(Ty, Ty,z), S(Tx, Tx,y)}

kosulunu saglasin. Buna gore FEg[Fi,Fy,2a] ve Eg[Fi«, Fo,2a*] elipslerinin T
doniistimiintin  iki farkli sabit elipsi oldugu varsayisin. v # v olmak iizere
u € Eg[Fi, Fy,2a) ve v € Eg[Fi+, Fy«, 2a*| noktalart almsin. T déniisiimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,
S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)

< max{S(u,u,v), S(Tu, Tu,u),S(Tv, Tv,v),S(Tv,Tv,u), S(Tu, Tu,v)}
S(u,u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidwr. Bu takdirde Eg [F, Fy, 2a] elipsi
T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 6.8 (X, S) bir S—metrik uzay, Es|F1, Fy,2a], (X, S) bir S—metrik uzayinda
odaklart F\ ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (E71)ve (E?2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Eg [Fy, Fy,2a)vey € X \ Eg[F1, Fy,2a] ve X € [0, 1/2) i¢gin

STz, Tz, Ty) < A[S(x,2,Tx) + Sy, y,Ty)]

kosulunu sagliyorsa Es [Fy, F, 2a)| elipsi T déniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 6.6 daki ispat yontemine benzer sekilde Es [Fy, Fy,2a] ve Eg [Fi-, Fy-,2a*]

elipslerinin 'T' doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u #
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v olmak itizere uw € Eg Iy, Fy,2a] ve v € Eg[Fi+, Fox, 2a*] noktalart alinsin. O halde T

doniigiimiintin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v)=S(Tu, Tu,Tv) < X[S(u,u, Tu) + S(v,v, Tv)] =A[S(u, u,u) + S(v,v,v)] =0

elde edilir. Buna gore S(u, u, v) = 0 olup u = v bulunur. Bu ise ¢eligkidir. O halde
Eg [F1, Fy, 2a] elipsi T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 6.9 (X,S) bir S—metrik uzay, Eg|Fy, F,2a], (X, S) bir S—metrik uzayinda
odaklar: Fy ve Iy , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T' : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (E71)ve (EP2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T doniisiimii
her x € Eg [F1, Fy,2a)vey € X \ Eg[F1, F3,2a] ve A € [0, 1/2) igin

S(Tz, Tz, Ty) < A[S(z,2,Ty) + S(y,y, Tx)]

kosulunu sagliyorsa Es [F, Fy, 2a)| elipsi T déniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 6.6 daki ispat yontemine benzer sekilde Es [Fy, Fy,2a] ve Eg [Fi-, Fy-,2a]
elipslerinin T’ doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u #
v olmak itizere w € Eg|Fy, Fy,2a] ve v € Eg[Fi+, Fox, 2a*] noktalart alinsin. O halde T

doniistimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,

S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)
< A [S(u,u,Tv) + S(v,v, Tu)]
= X [S(u,u,v) + S(v,v,u)]
= 2\S(u,u,v)

elde edilir. Ancak \ € [0, 1/2) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Eg [Fy, F», 2a] elipsi T'

fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 6.10 (X, S) bir S—metrik uzay, Eg [F\, F5,2a], (X, S) bir S—metrik uzayinda
odaklart Fy ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (E71)ve (E?2) kosullarint saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Eg [F1, Fy,2a)vey € X \ Eg[F1, F»,2a] ve A\ + 5 + v < 1 olmak iizere,

S(Tx, Tz, Ty) < aS(z, 2, Tx) + BS(y,y, Ty) + vS(z, 2, y)

kosulunu sagliyorsa Es [F, Fy, 2a)] elipsi T doniigiimiiniin bir tek sabit elipsidir.
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Ispat Teorem 6.6 daki ispat yontemine benzer sekilde Es [Fy, Iy, 2a] ve Eg [Fi«, Fy-,2a*]
elipslerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u #+
v olmak iizere w € Eg[Fy, Fy,2a] ve v € Eg|[Fy+, Fo«,2a*| noktalart alinsin. O halde T

doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tu) + S (v,v, Tv) + vS(u,u,v) = vS(u, u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O
halde Es [F, Fy, 2a] elipsi T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 6.11 (X, S) bir S—metrik uzay, Eg|Fy, Fy,2a], (X, S) bir S—metrik uzaymnda
odaklart F\ ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (E71)ve (E?2) kosullarin saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Eg[Fy, Fy,2alvey € X \ Eg[F1, Fy,2a] ve A\ + 4+ v < 1 olmak iizere,

S(Tx, Tz, Ty) < aS(x, 2, Ty) + BS(y,y, Tx) +vS(z,2,y)

kosulunu sagliyorsa Eg [F, Fy, 2a] elipsi T dontisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 6.6 daki ispat yontemine benzer sekilde Es [Fy, Iy, 2a] ve Eg [Fi«, Fy-,2a*]
elipslerinin T' doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gére u #*
v olmak itizere w € Eg|Fy, Fy,2a] ve v € Eg[Fi+, For, 2a*] noktalart alinsin. O halde T

doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tv)+Bd(v, v, Tu)+vS(u, u,v) = (A5+7)S(u, u, v)

elde edilir. Ancak A +  + v < 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Es [F}, F5, 2a) elipsi
T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

6.2 S-Metrik Uzayda Sabit Hiperbol Teoremleri

Bu kisimda S —metrik uzaylarda iki odakli hiperboller i¢in uzay iizerinde tanimli bir
doniistimiin bir hiperbolii sabit birakmasi yani sabit hiperboliin varlik kosullar1 ve sabit
hiperboliin teklik kosullar1 ele alinacaktir. Bu takdirde ilk olarak S'—metrik uzayada iki

odakl1 hiperbol ve sabit hiperbol kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tamim 6.3 (X, S) bir S—metrik uzay, Fy, F» € X ve a € (0, 00) olsun. Buna gére
Hg[Fy, Fy,2a) ={z € X : |S(z,z, F}) — S(z,x, Fy)| = 2a}

ifadesine odaklar: Fy, F5 asal eksen uzunlugu 2a olan hiperbol denir.
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Ornek 6.14 Elips kisiminda ele alindigi bicimiyle S—metrik bir alisiimis metrikden
tiretilebilecegi gibi alisilmis metrikden iiretilemeyen S—metriklerde vardir. Bunun igin

burada Ornek 3.1 de verilen iki S—metrik drnegi ele alinacaktir X = R? olmak iizere her

r=(21,22),y = (Y1,92) , 2 = (21, 22) € X i¢in
Si(x,y, 2) = |x1 — 21| + |1 — 21| + |22 — 22| + |y2 — 22

ve

So(x,y,2) = |x1 — 21| + |21 + 21 — 201 | + |22 — 20| + |22 + 22 — 2y5]

seklinde tamimli S—metrikleri ele alinsin. Buna gore sekil 6.4 de S| olarak adlandirilan
S—metrigi i¢in sirasiyla odaklart Fy = (1,0), Fy = (—1,0) ve asal eksen uzunlugu
2a = 3/2 olan hiperbol, odaklart I, = (1,1), F, = (—1,—1) ve asal eksen uzunlugu
2a = 7/2 olan hiperbol ve odaklart F\ = (1,2), Fy = (—1,—3) ve asal eksen uzunlugu
2a = 2 olan hiperbol goriilmektedir.

Sekil 6.4 Hs[(1,0),(—1,0),3/2], Hs [(1,1),(—1,-1),7/2], Hs [(1,2),(—1,-3), 2]

Bu yolla sekil 6.5 de Sy, S—metrigi i¢in sirasiyla odaklar: F; = (1,0) , F5, = (—1,0)
ve asal eksen uzunlugu 2a = 2 olan hiperbol, odaklar Fy = (1,1), F, = (=1, —1) ve asal
eksen uzunlugu 2a = 2 olan hiperbol ve odaklart F\ = (1,2), F; = (=1, —3) ve asal eksen

uzunlugu 2a = 1 olan hiperbol goriilmektedir.
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Sekil 6.5 Hg[(1,0),(=1,0),2], Hs[(1,1),(=1,-1),2], Hs[(1,2), (-1, -3) 1]

X = R3 olmak iizere her x = (1,72, 23),y = (y1,Y2,Y3) , 2 = (21, 22, 23) € X i¢in

3
Sy (,y,2) = Y [lws — 21l + i + 2 — 2uil]
i=1
seklinde tamimly S—metrigi verilsin. Sekil 6.6 da bu S—metrigi i¢in siwrasiyla odaklar
F1=(1,0,0), Fy=(—1,0,0) ve asal eksen uzunlugu 2a=2 olan hiperbol, odaklari
Fl (1, 1, ].) s F2=(—]_, -1
F1=(1,2,3), F5=(—1, 3, —2) ve asal eksen uzunlugu 2a=3/2 olan hiperbol goriilmektedir.

,—1) ve asal eksen uzunlugu 2a=2 olan hiperbol ve odaklar:

Sekil 6.6 Hg[(1,0,0),(~1,0,0),2], Hg[(1,1,1),(-1,-1,-1),2],
Hg[(1,2,3),(-1,3,-2),3/2]
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Asagidaki onerme ve akabindeki sonug, bir alisilmis metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen S—metrik ile olusturulan S—metrik uzaydaki hiperboller

arasindaki ilgiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 6.4 X +# () bir kiime ve S, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen S—metrik
olmak iizere (X,S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde S—metrik uzayindaki
Hg [Fy, Fy, 2a] hiperbolii, (X, d) alisilmis metrik uzayindaki Hy [F, Fs, a] hiperboliidiir.

Ispat S—metrigi d alisilmis metrigi tarafindan iiretildiginden
S(x,y,2) =d(z,2)+d(y, 2)
olacagindan agikca
S(z,z,y) =d(z,y) +d(z,y) =2d(z,y)
olur. O halde Hg [F}, Fy, 2a] hiperbolii igin

|S(x,z, F1) — S (x,2,Fy)| =2a = |2d(z, F) — 2d (x, F)| = 2a
= |d(z,F}) —d(z,F)| =a

elde edilir. Bu ise agitkca Hy[F}, Fy, a| demektir. Bu ise ispati tamamlar:

Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 6.2 X # () bir kiime, (X,d) bir alisilmis metrik uzay ve S, bir alisilmis d metrigi
tarafindan iiretilen S—metrik olmak tizere (X, S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde (X, d)
alisilmis metrik uzayindaki Hq[F, Fy, 2a] hiperbolii S—metrik uzayindaki Hg [Fy, Fy, 4a]
hiperboliidiir.

Tamm 6.4 (X, S) bir S—metrik uzay, Hg [Fy, Iy, 2a], (X, S) S—metrik uzayinda F, F,
odaklr 2a asal eksen uzunluklu bir hiperbol olsun. T' : X — X bir doniisiim olmak iizere
her x € Hg[F, Fy,2a] i¢cin Tx = x ise Hg [Fy, Fy, 2a] hiperboliine T doniisiimiiniin sabit
hiperbolii denir.

Teorem 6.12 (X, S) bir S—metrik uzay, Hg[F\, F,2a], odaklar1 Fy ve F5, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = |S(x,x, F) — S(z,z, )]
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olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T: X — X doniisiimii, her x € Hg [F, F3, 2a) igin
(H1) S(z,2,Tx) < p(z) — ¢(T2)
(H?2) @(Tz) > 2a

kosullarin saglhyorsa Hg [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Ispat X +# @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Hg[Fy, Fy,2a], (X,S)
S—metrik uzaymda Fy ve F, odakli, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
v X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin o(x) = |S(x,x, Fy) — S(z,z, Fy)| seklinde
tammlanmus olsun. Ayrica T : X — X doniigtimii alinsin. Bu takdirde v € Hg [F, Fy, 2a]

herhangi bir nokta olmak iizere (H?1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,

S(z,z,Tr) < o(z) —9(Tx)
= |S(z,z, Fy) — S(z,2, F5)| — |S(Tx, Tx, Fy) — S(Tx, Tx, )|
= 2a— |S(Tx, Tz, Fy)— S(Tx,Tx, F)| (6.3)

elde edilir. T doniisiimii (H?2) kosulunu sagladigindan Tx noktast icin iki durum vardir:
Buna gore |S(Tx, Tx, Fy) — S(Tx, Tz, Fy)| > 2a ise (6.3) esitsizliginden dolay ¢eliski
elde edilir. Ciinkii (6.3) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakhigin (metrigin) pozitif
tammhihigindan dolayr bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle |S(Tx, Tx, Fy) — S(Tx, Tx, F»)| = 2a

olmalidir. Bu durumda,
S(x, z, Tz) <2a— |STx,Tx, Fy)— STz, Tz, Fy)| =2a —2a=0

elde edilir. O halde T'x = x dir. Yani her x € Hg [Fy, F5, 2a| i¢cin Tx = x oldugundan dolay
T doniisiimii Hg [Fy, F», 2a] hiperboliinii sabit burakir:

Ornek 6.15 S(z, y, 2) = |v—z| + |y — 2| olmak iizere (R,S) S—metrik uzayinda
Hg [1,5,4] hiperbolii ve T : R — R, Tx = —22* + 13z — 16 doniisiimii goz oniine
alinsin. Her x € Hg [1,5,4] = {2, 4} icin (H{'1) ve (HY2) kosullart saglamyr. Dolayistyla
Hg [1,5,4] hiperbolii, T' déniistimiiniin bir sabit hiperboliidiir. Ancak bu noktada birkag
basit islem ile Hg [%, %,4} , Hg [%, %,4] , Hg[—1,7,4] ve Hg [_73, %A} hiperbollerinin
de T doniisiimii altinda invaryant kaldigi goriilebilir. Dogal olarak T nin sabit
hiperbollerinin tek olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim hiperbollerin de T altinda
invaryant kaldigi anlamina gelmez. Ornegin Hs|—1,3,6], Hs|[2,6,2] ve Hg[4,3,1]
hiperbolleri 'T" altinda invaryant degildir.

Ornek 6.16 S(z, y, 2) = |v—z| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg[1,5,4] hiperbolii ve T : R — R, Tz = *2 doniisiimii géz oniine alinsin. Her
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x € Hg[1,5,4] = {2, 4} i¢in (H{1) kosulu

$:2iging§4—1:3

r=4icin$<4-1=3

olup saglanmirken agik¢a (H2) kosulu

r=2i¢cinl >4

r=4icinl >4

olacagindan saglanmaz. Bu durumda, Hg [1,5,4), T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.17 S(z, y, 2) = |v—z| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg [1,5,4] hiperbolii ve T : R — R, Tx = %*28 doniisiimii goz ontine alinsin. Her
x € Hg[1,5,4] = {2, 4} i¢in (H{1) kosulu
sziginS—&s2 <4-8=-4

— L iy 8 36 _ _ 16
r=4digin: <4—-2=-2
olup agik¢a saglanmaz iken (Hy2) kosulu
r=2icin8 >4
x =4 icin % >4
olacagindan saglamr. Ancak Hg [1,5,4), T altinda invaryant degildir.

Teorem 6.13 (X, S) bir S—metrik uzay, Hg [F1, F»,2a], odaklart Fy ve F,, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = |S(x,x, F) — S(z,z, )]

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her x € Hg [F, Fy, 2a] igin
(H51) S(x,z,Tz) < p(x) + p(Tz) — 4a
(H$2) (Tx) < 2

kosullarint saglhyorsa Hg [Fy, Iy, 2a] hiperbolii T déniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Ispat X +# @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Hg|Fy, Fy,2a], (X,S)
S—metrik uzayinda F, ve F, odakli, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
¢ X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin p(x) = |S(z,z, F1) — S(x,x, Fy)| seklinde
tamimlanmus olsun. Ayrica T : X — X doniigtimii alinsin. Bu takdirde © € Hg [Fy, F», 2al

herhangi bir nokta olmak iizere (H3 1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,
S(x,z,Tr) < @)+ p(Tz)—4a

= |S(z,x, Fy) — S(x,z, Fy)| + |S(Tx, Tx, Fy) — S(Tz, Tx, Fy)| — 4a
= |S(Tx, Tz, Fy) — S(Tx, Tz, Fy)| — 2a (6.4)
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elde edilir. T doniisiimii (H? 2) kosulunu sagladigindan T'x noktast igin iki durum vardr.
Buna gore |S(Tx, Tz, Fy) — S(Tx, Tx, Fy)| < 2aise (6.4) esitsizliginden dolay: ¢eliski elde
edilir. Aksi takdirde (6.4) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif
tammhihigindan dolayr bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle |S(Tx, Tx, Fy) — S(Tx, Tx, F»)| = 2a
olmalidir: Bu durumda, S(x, x, Tx) < |S(Tx,Tx, Fy) — S(Tz,Tx, F5)| — 2a=2a — 2a=0
elde edilir. O halde Tx = x dir. Yani her x € Hg [Fy, Fy, 2a] i¢in Tx = x oldugundan dolay
T doniisiimii Hg [Fy, Fy, 2a] hiperboliinii sabit burakir.

Ornek 6.18 S(z, y, 2) = |z — 2| + |y + 2z — 22| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg [—2,4,8] hiperboliive T : R — R, Tz = 22* — 3x + 6 doniisiimii goz oniine alinsin.
Her v € Hg[—2,4,8] = {1, 3} icin (H51) ve (H3?2) kosullar saglamr. Dolayisiyla
Hg [—2,4,8] hiperbolii, T déniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir. Ancak bu noktada birkag
basit islem ile Hg[-3,5,8], Hs|[—4,6,8], Hs [—%, %,8} ve Hg [—%, %,8]
hiperbollerinin de T' doniisiimii altinda invaryant kaldigi goriilebilir. Dogal olarak T’ nin
sabit hiperbollerinin tek olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim hiperbollerin de T
altinda invaryant kaldigi anlamina gelmez. Ornegin Hg[1,5,4], Hg[—1,7,4] ve

Hg [—1, 3, 6] hiperbolleri T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.19 S(z, y, 2) = |z — 2| + |y + 2 — 22| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg [—2,4,8] hiperboliive T : R — R, Tx = La — 1 doniigiimii goz oniine alinsin. Her
r € Hg[—2,4,8] = {—1, 3} igin (H51) kosulu

x:—ligin%§8+12—16:4

v =3igin 2 <8+12-16=14

olacagindan saglamrken agik¢a (Hs2) kosulu

r=—1licin12 <8

r=3icin12 <8

olup saglanmaz. Hg [—2,4, 8] hiperbolii T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.20 S(z, y, 2) = |z — 2| + |y + 2 — 22| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg[~2,4,8] hiperboliive T : R — R, Twx = § + 1 doniisiimii goz niine alinsin. Her
r € Hg[—2,4,8] = {—1, 3} i¢in (H51) kosulu

r=—liging <8+3—16=—2
r=3i¢in3 <8+2—-16=—6

olup agik¢a saglanmaz iken (Hj2) kosulu

r = —1licin % <38

r=3icin2 <8

olacagindan saglamr. Hg [—2,4, 8] hiperbolii T altinda invaryant degildir.
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Teorem 6.14 (X, S) bir S—metrik uzay, Hg [Fy, F»,2a], odaklart Fy ve F,, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X i¢in,

o(x) = |S(x,x, F) — S(z,z, )]

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X doniigiimii, her x € Hg [F}, Fy, 2a] ve
bazi h € [0, 1) igin

(H51) S(z,2,Tx) < p(x) — ¢(Tx)

(HF2) h.S(x,z,Tz)+ o(Tz) > 2a
kosullarin saglhyorsa Hg [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Hg|Fy, Fy,2a], (X,S)
S—metrik uzaymmda F, ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
¢ X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin p(x) = |S(z,z, [1) — S(x,x, Fy)| seklinde
tammlanmis olsun. Ayrica T : X — X d oniigiimii alinsin. Bu takdirde
r € Hg[F\, Fy,2a] herhangi bir nokta olmak iizere. T déniisiimii (H51) kosulu
saglandigindan bu kosuldan baslayarak, o fonksivonunun tammi ve (HZ?2) kosulu

geregince

Sz, Tr) < ¢(x) — ¢(Tx)
= |S(z,x, Fy) — S(x,z, F5)| — |S(Tz, Tx, Fy) — S(Tx, Tx, Fy)|
2a — |S(Tz, Tx, Fy) — S(Tx, Tx, Fy)|
< hS(z,x,Tx)+|S(Tx,Tx, F1)-S(Tx, Tx, )| -|S(Tx, Tz, Fy)-S(Tx, Tz, Fy)|
= hS(xz,z,Tx)

elde edilir. Buna gore acik¢a (1 — h). S(x, x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolay1 S(x, x, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle T'x = x olur. Yani her
x € Hg [Fy, F, 2a) i¢in Tx = x oldugundan dolay: T doniisiimii Hg [Fy, Fy, 2a] hiperboliinii

sabit birakir.

Ornek 6.21 S(z, y, 2) = |z —y| + |z — x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg [1,-3,4] hiperboliive T : R — R, Tz = x* + 3z doniisiimii goz éniine alinsin. Her
r € Hgll,-3,4 = {=2, 0} i¢cin (HJ1) ve (H5?2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Hg [—2,4,4) hiperbolii, T doniigiimiiniin bir sabit hiperboliidiiv. Ancak bu noktada biraz
dikkat ile Hg [g, —g, 4] , Hs[3,—5,4], Hs [%, —%, 4] ve Hg [—%, —%,4] hiperbollerinin
de T doniis iimii altinda invaryant kaldigi goriilebili. Dog al olarak T nin sabit
hiperbollerinin tek olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim hiperbollerin de 'T' altinda
invaryant kaldigi anlamina gelmez. Ornegin Hg[—2,4,8], Hg[1,5,4] ve Hg[—4,6,8]
hiperbolleri T altinda invaryant degildir.
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Ornek 6.22 S(z, y, 2z) = |z—vy| + |z — x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg[1,-3,4] hiperbolii ve T : R — R, Tx = %7 doniigtimii goz oniine alinsin. Her
r € Hg[l,-3,4] = {-2, 0} igin (HJ1) kosulu

x:—2i§in£§4— =15

il
x:Oigin£§4—i:I
olup saglamirken agik¢a (Hj 1) kosulu
Jl::—2i¢inh.£—|—%L >4
:B:OiginhE%—i >4

h € [0, 1) igin saglanmaz. Ayrica Hg [1,—3, 4], T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.23 S(z, y, 2) = |z —vy| + |z — x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg[1,-3,4] hiperbolii ve T : R — R, Tx = %5 doniigiimii goz oniine alinsin. Her
x € Hg[l,-3,4] = {-2, 0} igin (H{1) kosulu

r=-—2icinl <4—-6=-2

r=0icinb<4—-8=—-4

olacagindan saglanmaz iken (H32) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

r=—2icinh+62>14

r=0icinhb+8>14

olup agik¢a saglanwr . Fakat Hg (1, —3,4|, T altinda invaryant degildir.

Teorem 6.15 (X, S) bir S—metrik uzay, Hg[F, F3,2a), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklari Fy ve F, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00)
fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = |S(x,x, F) — S(z,z, )]

seklinde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Hg [Fy, F3, 2a) igin,
(H71) S(x,z,Tz) < p(x) + p(Tz) — 4a
(H{2) S(z,z,Tz)+ o(Tx) < 2a

kosullarint saglhyorsa Hg [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T déniisiimiiniin bir sabit hiperbolii diir.

Ispat X # O bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Hg[F|, Fy,2a), (X,S)
S—metrik uzaymmda F, ve F, odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
¢ X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin p(z) = |S(z,z, F1) — S(x,x, Fy)| seklinde
tammlanmus olsun. Ayrica T : X — X doniigtimii alinsin. Bu takdirde v € Hg [Fy, I, 2a]

herhangi bir nokta olmak iizere, . T doniisiimii (H{1) kosulunu saglandigindan bu
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kosuldan baslayarak o fonksiyonunun tanimi ve S— metriginin ikinci aksiyomu geregince,

S(z,z,Tx) < @(x)+ ¢(Tx)—4a

|S(x,z, F1) — S(x,z, )|+ |S(Tx, Tz, Fy) — S(Tx,Tx, Fy)| — 4a
|S(Tx, Tz, Fy)— S(Tx, Tz, Fy)| — 2a

p(Tx) = [S(x,x, Tx) + o(T)]

—S(x,z,Tx)

IA I

elde edilir. Buna gore agik¢a 2S5 (x, x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda S fonksiyonu bir
S—metrik oldugundan dolayr S(x, x, Tx) = 0 olmalidir. Bu nedenle T'x = x olur. Yani her
x € Hg [F\, F, 2a] i¢in Tx = x oldugundan T déniisiimii Hg [Fy, Fy, 2a] hiperboliinii sabit

birakar.

Ornek 6.24 S(z, y, 2) = |y — 2| + |z + 2 — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg [1,6,6] hiperboliive T : R — R, Tx = 32* — 20z + 30 doniisiimii goz oniine alinsin.
Her v € Hg[1,6,6] = {2, 5} icin (HJ1) ve (HJ?2) kosullari saglanr. Dolayisiyla
Hg [1,6,6] hiperbolii, T doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir. Ancak bu noktada biraz
dikkat ile Hg [%, %,6] , Hg [%, 1?7,6] , Hg[0,7,6] ve Hg[8,—1,6] hiperbollerinin de T
donitistimii altinda invaryant kaldigi goriilebiliv. Dogal olarak 'I' nin sabit hiperbollerinin
tek olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim hiperbollerin de T' altinda invaryant kaldig:
anlamina gelmez. Ornegin Hg|—2,4,4], Hg[3,—5,4] ve Hg[—4,6,8] hiperbolleri T
altinda invaryant degildir.

Ornek 6.25 S(z, y, 2) = |y — 2| + |z + 2 — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Hg[1,6,6] hiperbolii ve T : R — R, Tx = Y25 doniigiimii goz oniine alnsin. Her
v € Hg[1,6,6] = {2, 5} icin (H;1) kosulu

x:2igin§§6+?—12:%

r=>5i¢in Y <6+10—-12=4

olup saglanirken iken agik¢a (HJ'2) kosulu

x:2iging+%§6$11§6

x:5i§in§+10§6:>4,—£§6

olacagindan saglanmaz. Ayrica Hg (1,6, 6|, T altinda invaryant degildir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 6.12-6.15 ile S—metrik uzayda F}, F3
odakli ve 2a asal eksen uzunluklu Hg [F}, F», 2a] hiperboliinii nokta-nokta sabit birakacak 7'
iizerine doniisiimiin kosullar incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi

gecen teoremlerde sabit hiperbollerin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki dnermeler
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S—metrik uzayda birden fazla sabit hiperbole sahip doniisiimlerin mevcut oldugunu ifade

etmektedir.

Onerme 6.5 (X,S) bir metrik uzay ve Hg[F\1, Fiz,2a1] ile Hg[Fy, Fy,2a0] (X, S)
S—metrik uzayinda iki hiperbol olsun. Bu takdirde Hg [F\1, F12,2a;] ve Hg [Fay, Fg, 2a5]
hiperbollerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X,S) S—metrik uzayinda en az bir
T : X — X doniigiimii vardir.

Ispat X # @ bir kiime ve S, X iizerinde bir S—metrik olmak iizere (X, S) bir S—metrik
uzay olsun. Hg[Fi1, Fia,2a1] ve Hg[Fo1, Foo,2as] de Fi1, Fis odakli, 2a, asal eksen
uzunluklu ve Fyy, Fs odakli, 2a, asal eksen uzunluklu olacak sekilde verilen iki hiperbol
olsun. Ayrica P noktast |S(Fyy, Fi1, P) — S(Fia, Fi2, P)| =+ 2a, ve
|S(Fo1, Foy, P) — S(Fya, Fag, P)| # 2ay olacak sekilde (X, S) S—metrik uzayinda sabit bir
nokta olsun. Buna gore ' : X — X déniigiimii her x € X igin

T — xr, X € HS [Fll,F12,2a1]UHg [Fgl,F22,2CL2] ise
P, diger hallerde

olacak sekilde tamimlansin. Bunun yami sira o1, @o : X — [0,00) doniis timleri her
x € Xicgin ¢1(x) = |S(z,z, F11) — S(z,z, Fi2)| ve pa(x) = |S(z,z, Fo1) — S(z, z, Fa)]
olacak sekilde alinsin. Bu takdirde T doniisiimii o1(x) ve po(x) doniisiimleri ile birlikte
Hg [Fi1, Fi2,2a1] ve Hg [Fy1, Fao,2as] hiperbolleri i¢in j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(Hil)ve (HL2) kosullarmi saglar O halde Teorem 6.12-6.15 geregince agik¢a
Hg [Fi1, Fi2,2a1] ve Hg [Fa1, Foo, 2as] hiperbolleri T' doniis iimiiniin sabit hiperbolleridir.
Burada dikkat edilirse ele alinan Hg [Fi1, F12,2a1] ve Hg [Fy1, Foa,2ay] hiperbollerinin
konumlar: ve birbirlerine gore pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili

hiperboller tamamiyle keyfidir.

Onerme 6.6 (X,S) bir S—metrik uzay ve Hg[F\1, Fio,2a1], ..., Hg[Fy1, Fua,2a,]
(X,S),  S—metrik  uzayinda n  tane  hiperbol  olsun.  Bu  takdirde
Hg [Fi1, Fi2,2a1], ..., Hg [Fy1, Fuo, 2a,| hiperbollerini nokta nokta sabit birakacak sekilde
(X, S) S—metrik uzayinda en az bir T : X — X doniigtimii vardir.

Ispat Onerme 6.5 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

v, v€ |JHg[Fq,Fi,2a; ise
Ty = i=1

P, diger durumlarda
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olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniigiimii ve her x € X icin
vi(x) = |S(z,z, Fy) — S(z,z, Fis)| olacak sekilde tammlanan ¢; : X — [0,00)
dontistimleri kullamilarak kolayca verilebilir. Burada T doéniisiimiindeki P noktast
i =1, 2, ..., n olmak iizere |S(x,z, F;1) — S(x,x, Fis)| # 2a; kosullarim saglayacak
sekilde sabit bir noktadir. Ayrica bir onceki énermede oldugu gibi burada ele alinan
i € {1,...,n} icin Hg [F1, Fi2, 2a;] hiperbollerinin birbirlerine gére konumlart tamamiyle

keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alinan iki dnermeden sonra simdi bir (X, S) S—metrik uzayinda bir
T : X — X doniistimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit hiperbole
sahip olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade edilen

Teorem 6.16-6.21 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 6.16 (X,S) bir S—metrik uzay , Hg|[F\, Fy,2a), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklari Fy ve F; , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X
doniisiimii (HP1) ve (HY2) kosullarimi saglasin. Bu takdirde, her x € Hg[F, Fy,2a),
y € X\ Hg [F1, Fy,2a] ve bazi h € [0, 1) i¢in T déniisiimii,

S(Tx, Tz, Ty) < hS(z,z,y)

biiziilme kosulunu sagliyorsa Hg [Fy, Fy,2a| hiperbolii T doniisiimiiniin bir tek sabit

hiperboliidiir.

Ispat (X,S) bir S—metrik uzay, Hg[F|, Fy,2a), (X, S) S—metrik uzayimda F,, F,
odakli, 2a asal eksen uzunluklu bir hiperbol ve T' : X — X déniigiim olsun. Ayrica T
doniisiimii her x € Hg[Fy, Fy,2a] ve y € X \ Hg [F1, Fy, 2a] noktalari i¢in h € [0, 1)
olmak iizere S(Tx, Tx, Ty) < hS(z, x, y) kosulunu saglasin. Buna gore Hg [F1, F5, 2al
ve Hg[Fi+, Fy«,2a*| hiperbollerinin T doniisiimiiniin iki farkli sabit hiperbolii oldugu
varsaysin. w # v olmak iizere w € Hg [Fy, Fy,2a] ve v € Hg [Fi+, For,2a*| noktalar

alinsin. 'T' doniistimiiniin sagladig biiziilme kosulundan,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < h.S(u,u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu
takdirde Hg [F, F5, 2a| hiperbolii T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7' : X — X déniisiimii (HY1)ve (H;'2) kosullarin
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (H1)ve (H;'2)
olarak degistirilebilir.
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Teorem 6.17 (X, S) bir S—metrik uzay , Hg[F, F5,2a), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklart Fy ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X
déniigiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (H?1)ve (H?2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T
doniisiimii her x € Hg [Fy, Fy,2a]l vey € X \ Hg [F}, F3, 2a] noktalar igin

S(Tx,Tx, Ty) < max{S(v,v,y),S(Tz, Tz, z),S(Ty, Ty,y),S(Ty, Ty,z), S(Tx, Tx,y)}

biiziilme kosulunu sagliyorsa Hg [F, Fy,2a| hiperbolii T doniisiimiiniin bir tek sabit

hiperboliidiir.

Ispat (X, S) bir S—metrik uzay, Hg [Fy, Fy, 2a), (X, S) S—metrik uzayinda F, F, odakl,
2a asal eksen uzunluklu bir hiperbol ve T' : X — X doniistim olsun. Ayrica T' doniistimii
her x € Hg [F1, Fy,2a]l vey € X \ Hg [F1, Fy, 2a] noktalart igin

S(Tx,Tx, Ty) < max{S(v,v,y),S(Tx, Tz, x),S(Ty, Ty,y), S(Ty, Ty, x),S(Tx, Tz,y)}

kosulunu saglasin. Buna gore Hg[Fy, Fy,2a] ve Hg[Fi«, Fy,2a*] hiperbollerinin T
doniigiimiintin ki farkli sabit hiperbolii oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere
u € Hg[F1, Fy,2a] ve v € Hg [Fi+, Fox,2a*| noktalari alinsin. T déniisiimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,
S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)

< max{S(u,u,v), S(Tu, Tu,u), S(Tv, Tv,v),S(Tv, Tv,u),S(Tu, Tu,v)}
S(u,u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eligkidir. O halde v = v olmalidr: Bu takdirde Hg [Fy, Fy,2a]
hiperbolii T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 6.18 (X,S) bir S—metrik uzay, Hgs|Fy, 5, 2a), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklari Fy ve F; , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T' : X — X
déniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (H?1)ve (H?2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T
doniisiimii her v € Hg [Fy, Iy, 2a] vey € X \ Hg [F1, Iy, 2a] ve A € [0, 1/2) i¢in

S(Tz, Tz, Ty) < N[S(x,2,Tx) + S(y,y,Ty)]

kosulunu sagliyorsa Hg [Fy, Fy, 2a| hiperbolii T' doniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 6.16 daki ispat yontemine benzer sekilde Hg [Fy, Fy,2a) ve Hg [Fi-, Fy-, 2a*]

hiperbollerinin T’ déniistimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore
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u # v olmak tizere u € Hg [F1, Fy,2a] ve v € Hg [Fy+, Fy, 2a*] noktalart alinsin. O halde

T déniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v)=S(Tu, Tu, Tv) < A [S(u,u, Tu) + S(v,v,Tv)] =\ [S(u, u,u) + S(v,v,v)] =0

elde edilir. Buna gore S(u, u, v) = 0 olup u = v bulunur. Bu ise ¢ eliskidir. O halde
Hg [Fy, Fy, 2a] hiperbolii T fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 6.19 (X,S) bir S—metrik uzay , Hg|F1, Fy,2a), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklart F\ ve F; , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X
doniigiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (H; 1)ve (H?2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T
doniisiimii her x € Hg [Fy, Fy,2al vey € X \ Hg [F, F3,2a) ve X € [0, 1/3) i¢in

S(Tx, Tz, Ty) < XN[S(xz,z,Ty) + S(y,y, Tx)]

kosulunu sagliyorsa Hg [Fy, Fy, 2a| hiperbolii T' doniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 6.16 daki ispat yontemine benzer sekilde Hg [F, Fy, 2a] ve Hg [Fy+, Fy-, 2a*]
hiperbollerinin 'T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gére
u # v olmak tizere w € Hg [Fy, Fy,2a] ve v € Hg [Fy+, Fo-, 2a*] noktalari alinsin. O halde

T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)
< A [S(u,u,Tv) + S(v,v,Tu)]
= A\ [S(u,u,v) + S(v,v,u)] = 2\S(u, u,v)

elde edilir. Ancak A\ € [0, 1/3) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Hg[F\, F3,2a]
hiperbolii 'T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 6.20 (X,S) bir S—metrik uzay, Hg|Fy, 5, 2a), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklart Fy ve F, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. ' : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H?1)ve (H?2) kosullarin saglasin. Bu takdirde T doniisiimii
her x € Hg [F\, F5,2a) vey € X \ Hg [F1, Fp,2a] ve A\ + 5 + v < 1 olmak iizere,

S(Tz, Tz, Ty) < aS(z,z,Tx) + BS(y,y,Ty) + vS(z,,9)

kosulunu sagliyorsa Hg [Fy, Fy, 2a| hiperbolii T' doniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 6.16 daki ispat yontemine benzer sekilde Hg [Fy, Fy,2a) ve Hg [F\-, Fy-, 2a*]

hiperbollerinin T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin. Buna gére
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u # v olmak tizere u € Hg [F1, Fy,2a] ve v € Hg [Fy+, Fy, 2a*] noktalart alinsin. O halde

T déniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tu) + S (v,v,Tv) + vS(u,u,v) = vS(u, u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O
halde Hg [F\, Fy, 2a) hiperbolii T fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 6.21 (X,S) bir S—metrik uzay , Hg[F, F5,2a), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklari Fy ve F; , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T' : X — X
déniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (H?1)ve (H?2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T
doniisiimii her x € Hg|Fy, Fy,2a] vey € X \ Hg[Fi,Fy,2al ve A + 5+ v < 1 ve
A+ 3v < 1 olmak tizere,

S(Tx, Tz, Ty) < aS(x, 2, Ty) + BS(y,y, Tx) + vS(z, 2, y)

kosulunu sagliyorsa Hg [Fy, F5, 2a| hiperbolii T' doniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 6.16 daki ispat yontemine benzer sekilde Hg [F, Fy,2a) ve Hg [Fy+, Fy-, 2a*]
hiperbollerinin T' déniistimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore
u # v olmak tizere w € Hg [Fy, Fy,2a] ve v € Hg [Fy+, Fy-, 2a*| noktalari alinsin. O halde

T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
S(u, u,v)=S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tv)+LS(v, v, Tu)+vS(u, u,v)=(A+5+7)S(u, u,v)

elde edilir. Ancak N\ + 5 + v < 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Hg |[Fy, F»,2a]
hiperbolii T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

6.3 S-Metrik Uzayda Sabit Cassini Egrisi Teoremleri

Bu kisimda S—metrik uzaylarda Cassini egrileri i¢in uzay iizerinde tanimli bir
doniisiimiin bir Cassini egrisini sabit birakmasi yani sabit Cassini egrisinin varolma
kosullar1 ve sabit Cassini egrisinin teklik kosullar1 ele alinacaktir. Bu takdirde ilk olarak

S —metrik uzayda Cassini egrisi ve sabit Cassini egrisi kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tamim 6.5 (X, S) bir S—metrik uzay, Fy, F» € X ve a € (0, 00) olsun. Buna gére
OF [Fl, Fg,az} ={reX:S(,z,F)SzF)=ad}

ifadesine odaklar: F, F5 olan Cassini egrisi denir.
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Ornek 6.26 Elips ve hiperbol kistminda ele alindigi bicimiyle S—metrik bir aligilmis
metrikden iiretilebilecegi gibi alisilmis metrikden iiretilemeyen S—metriklerde vardr.
Bunun icin burada Ornek 3.1 de verilen iki S—metrik érnegi ele alinacaktir X = R? olmak

sizere her v = (x1,22) ,y = (y1,42), 2 = (21, 22) € X i¢gin
Si(x,y, 2) = |x1 — 21| + |1 — 21| + |22 — 22| + |y2 — 22

ve

So(x,y,2) = |x1 — 21| + |21 + 21 — 201 | + |22 — 20| + |22 + 22 — 2y5]

seklinde tamimh S—metrikleri ele alinsin. Buna gore sekil 6.7 de yer alan grafiklerin
herbirinde a® parametresinin farkly degerleri ve S,, S—metrigi icin olmak iizere sirasiyla
odaklart F, = (1,0), F, = (=1,0) ve a® = 1,3,6 olan Cassini egrileri, odaklar
Fi=(1,1), F, = (=1,-1) ve a®> = 3,6, 12 olan Cassini egrileri ve odaklari F; = (1,2),
Fy = (—1,-3) ve a* = 6,13, 18 olan Cassini egrileri goriilmektedir.

Sekil 6.7 Cs [(1,0), (—=1,0), a2, Cs [(1,1), (=1, -1),a2], Cs [(1,2), (=1, —3) ,aZ] ,
a>=1,3,6,a2=3,6,12,a2 = 6,13, 18

Ayni yolla sekil 6.8 de yer alan grafiklerin herbirinde a® parametresinin farkl
degerleri ve Sy, S—metrigi icin sirasiyla odaklart F1=(1,0), Fo=(—1,0) ve a*=2,10, 15
olan Cassini egrileri, odaklar1 Fi=(1,1), Fo=(—1,—1) ve a*=15,18,20 olan Cassini
egrileri ve odaklart Fy=(1,2), Fy=(—1,-3) ve a?=50,60,80 olan Cassini egrileri

goriilmektedir.
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Sekil 6.8 Cs[(1,0), (—1,0),a2], Cs[(1,1), (=1, —1),a2], Cs[(1,2),(~1,-3),a2]
a3 = 2,10,15, a3 = 15,18, 20, a2 = 50, 60, 80

X = R3 olmak iizere her x = (1,72, 23),y = (y1,Y2,Y3) , 2 = (21, 22, 23) € X icin

3
SS (x,y,z) = Z Hxl - Zl| + |1"Z + 2z — 2yz”
i=1
seklinde tanimli S —metrigi verilmis olsun. Sekil 6.9 da bu S—metrigi igin sirastyla odaklart
Fi =(1,0,0), F, = (—1,0,0) ve a*> = 12 olan Cassini egrisi, odaklart Fy, = (1,1,1), F, =

(—1,—1,—1) ve a®> = 50 olan Cassini egrisi ve odaklar1 I, = (1,2,3), F, = (—1,3,—2)
ve a? = 250 olan Cassini egrisi goriilmektedir.

Sekll 6.9 CS [(17 07 O) ) (_]—7 07 0) ) 12] » CS [(L ]-7 1) ) (_17
Os[(1,2,3),(—1,3,-2) , 250]

—1,-1),50],



138

Asagidaki onerme ve akabindeki sonug, bir alisilmis metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen S—metrik ile olusturulan S—metrik uzaydaki Cassini egrileri
arasindaki ilgiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 6.7 X # () bir kiime ve S, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen S—metrik

olmak iizere (X,S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde S—metrik uzayindaki
2

Cs [F1, Fy, a®] Cassini egrisi, (X, d) alisilmis metrik uzayindaki Cy |:F17F2, az} Cassini

egrisidir.

Ispat S—metrigi d alisilmis metrigi tarafindan iiretildiginden
S(z,y,2) =d(z,2) +d(y,2)
olacagindan agikca
S(z,z,y) =d(z,y) +d(z,y) =2d(z,y)
olur. O halde Cs [F\, Fy, a*] Cassini egrisi icin

S (z,z,F1).S(z, 2, Fy) =a* = 2d(x,F}).2d(z, F3) = a®
2
= d(I,Fl) d(l’,FQ) =

a

4
a2

elde edilir. Bu ise actkca Cy {Fl, E;, Z} demektir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 6.3 X £ () bir kiime, (X,d) bir alisilmig metrik uzay ve S, bir alisilmis d metrigi
tarafindan firetilen S—metrik olmak iizere (X, S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde
(X,d) alisilmis metrik uzayindaki Cy|Fy, Fy,a®] Cassini egrisi S—metrik uzayindaki
Cs [F1, Py, 4a?] Cassini egrisidir.

Tamm 6.6 (X, S) bir S—metrikuzay, Cs [Fy, Fy, a?], (X, S) metrik uzayinda F,, Fy odakli
bir Cassini egrisi olsun. T : X — X bir doniisiim olmak iizere her x € Cs [Fy, Fy, a?] igin

Tx = x ise Cs [Fy, Fy, a?| Cassini egrisine T déniisiimiiniin sabit Cassini egrisi denir.



139

Teorem 6.22 (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, F», a?], odaklari I, ve F; olan bir Cassini
egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = S(x,z, F1).S(x, x, Fy)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniigiimii, her x € Cgs [Fy, Fy, a?| igin
(CT1) S(x,2,Tx) < p(x) — ¢(Tx)
(C72) ¢(Tx) > a®

kosullarint saglyorsa Cs [Fy, Fy, a?] Cassini egrisi T déniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Cs[Fy, Fy,a%, (X,S)
S—metrik uzayinda Fy ve Fy odakl bir Cassini egrisi ve ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X igin p(z) = Sz, x, F1). S(z, x, F,) seklinde tamimlanmis olsun. Ayrica
T : X — X doniigtimii alinsin. Bu takdirde v € Cg [Fy, F5, az] herhangi bir nokta olmak

iizere (C71) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,

S(z,z,Tz) < p(x) —p(T2)
= S(z,z,F1).S(x,x, Fy) — S(Tx, Tx, F1).S(Tx, Tx, Fy)
= a® - S(Tx, Tz, [1).S(Tx, Tz, Fy) (6.5)

elde edilir. T doniisiimii (CY2) kosulunu sagladigindan Tx noktast Cs [Fy, Fy, a®] Cassini
egrisinin tizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum séz konusudur. Buna
gore S(Tx, Tx, Fy). S(Tx, Tx, Fy) > a? ise yani Tx noktast Cassini egrisinin disinda
ise (6.5) esitsizliginden dolayt celiski elde edilir. Dolayisiyla
S(Tx, Tx, Fy). S(Tz, Tz, Fy) = a® olmaldwr. Aksi taktirde (6.5) esitsizliginin sag tarafi
negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif tammhiligindan dolayr bir c¢eliskidir. Yani Tx
noktasi Cassini egrisinin lizerinde olmalidir. Bu durumda,
S(z, x, Tx) < a®> - S(Tx, Tx, Fy). S(Tx, Tz, F5) = a*> — a® = 0 elde edilir. O halde
Tx = x dir. Yani her x € Cg [Py, Fy,a?) i¢cin Tx = x oldugundan dolayr T déniisiimii

Cs [Fy, Fy, a?] Cassini egrisini sabit birakur.

Ornek 6.27 S(z, y, 2) = |z —vy| + |z — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs[1,2,24] Cassini egrisive T : R — R, Tz = %L# doniisiimii goz dniine alinsin.
Her v € Cg[1,2,24] = {—1, 4} i¢in (C71) ve (C?2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Cs[1,2,24] Cassini egrisi, T doniisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Ancak bu noktada
biraz dikkat ile Cg[3,0,16], Cs[4,—1,0] ve Cg|[0,3,16] Cassini egrilerinin de T
doniigiimii altinda invaryant kaldig1 goriilebilir. Dogal olarak T nin Cassini egrilerinin tek

olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat tiim Cassini egrilerinin de 'I" altinda invaryant kaldig
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anlamina gelmez. Ornegin Cs[2,4,8], Cs[3,5,10] ve Cs[1,2,16] Cassini egrileri T
altinda invaryant degildir.

Ornek 6.28 S(z, y, 2) = |z —vy| + |z — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs [1,2,24] Cassini egrisive T : R — R, Tx = =553 doniisiimii goz dniine alinsin. Her
x € Csll,2,24] = {—1, 4} icin (C$1) kosulu

r=—1licin6 <24 —-0=24

v=4igind <243 =2
olup saglanir iken agik¢a (C72) kosulu

r=—1i¢cin0>6

r =4 icin % >6

olacagindan saglanmaz. Bu durumda Cys (1,2, 24], T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.29 S(z, y, 2) = |z —vy| + |z — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs[1,2,24] Cassini egrisi ve T : R — R, Tx = 2z doniisiimii goz oniine alinsin. Her
v € COg(1,2,24] = {1, 4} i¢in (CF1) kosulu

r=—1ligcin2 <24 — 48

r=4icin8 <6 — 168

olup saglanmaz iken agik¢a (Cy2) kosulu

r=—1i¢cin48 > 24

x =4 i¢in 168 > 24

olacagindan saglamir. Ancak Cy [1,2,24), T doniisiimii altinda invaryant degildir.

Teorem 6.23 (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [F1, Fy,a?], (X, S) metrik uzayinda odaklar:
F ve F; olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = S(x,z, F1).S(x, x, Fy)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her v € Cs [Fy, Fy, a?] igin,
(C51) S(z,x,Tz) < ¢(x) + o(Tz) — 2a°
(C51) (Tw) < a?

kosullarint saglyorsa Cs [Fy, Fy,a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Cs|[Fy, Fy,da?], (X,S)
S—metrik uzayinda odaklari Fy ve Fy olan bir Cassini egrisi ve ¢ : X — [0,00)
Sfonksiyonu her x € X i¢in p(x) = S(Tx, Tz, Fy). S(Tx, Tz, F,) seklinde tanimlanmus
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olsun. Ayrica T : X — X doniisiim ii alinsin. Bu takdirde v € Cs [Fy, Fy, a®| herhangi bir

nokta olmak iizere. (C5'1) kosulundan ve o fonksiyonunun tammindan dolayr,

S(z,z,Tr) < o)+ o(Tr) — 2a*
= S(z,z,R).S(x,x,F) + STz, Tx, Fy).S(Tx, Tx, Fy) — 20>
= a*+ S(Tz, Tz, F1).S(Tx, Tx, Fy) — 2a*
= S(Tx,Tx, [,).S(Tx, Tx, Fy) — o (6.6)

elde edilir. (C51) kosulu saglandigindan dolayr Tx noktast Cs|Fy, Fy,a?] Cassini
egrisinin tizerinde veya iginde olmalid. Dolayisiyla iki durum vardir. Buna gore Tx
noktast Cassini egrisinin i¢inde ise yani S(Tx, Tz, Fy). S(Tx, Tz, Fy) < a? ise (6.6)
esitsizligi S(x, x, Tx) < 0 formuna déniisiir. Ancak uzakligin (metrigin) pozitif tammliligi
geregince ¢eliski meydana gelir. O halde S(Tx, Tz, Fy). S(Tz, Tx, Fy) = a* olmalidur.
Yani Tx  noktasi  Cassini  egrisinin  iizerinde  olmalidi.  Bu  durumda,
S(Tz, Tz, z) < S(Tz, Tz, F). S(Tz, Tz, F,) —a* = a* — a* = 0 elde edilir. Bu
durumda Tx = x dir. Yani her v € Cgs|Fy, Fy,d?] icin Tz = x oldugundan dolayt T

doniisiimii Cs [Fy, Fy, a®] Cassini egrisini sabit birakur.

Ornek 6.30 S(z, y, 2) = |z — y| + |z — 2y + x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs [—2,2,48] Cassini egrisive T : R — R, Tx = 3x?+x—48 déniisiimii goz oniine alinsin.
Her v € Cg[—2,2,48] = {—4, 4} icin (C51) ve (C52) kosullar: saglanwr. Dolayisiyla
Cs[—2,2,48| Cassini egrisi, T doniisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Ancak bu noktada
biraz dikkat ile Cs [—1,1,60], Cs [—%, —%, 63] ve Cg [—%, —%, 55} Cassini egrilerinin de
T doniigiimii altinda invaryant kaldig1 goriilebilir. T altinda invaryant kalan Cassini egrisi
ornekleri cogaltilabilir. Fakat bu durum tiim Cassini egrilerinin T altinda invaryant kaldigt
anlamina gelmez. Ornegin Cs [2,4, 8], Cs[3,5,10] ve Cs (1,2, 24] Cassini egrileri T altinda
invaryant degildir.

Ornek 6.31 S(z, y, 2) = |z —y| + |2 — 2y + 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs[—2,2,48] Cassini eg risive T : R — R, Tx = 2z + 1 déniisiimii g6z oniine alinsin.
Her z € Cg[—2,2,48] = {—4, 4} icin (C51) kosulu

r=—4icin 6 <48 + 180 — 96 = 132

x =4i¢cin 10 < 48 + 308 — 96 = 260

olup saglaniyor iken acik¢a (C2) kosulu

r = —4i¢in 180 < 48

x = 4 icin 308 < 48

olacagindan saglanmaz. Dolayisiyla Cg|[—2,2,48] Cassini egrisi T altinda invaryant
degildir.
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Ornek 6.32 S(z, y, 2) = |z —y| + |z — 2y + x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs[—2,2,48| Cassini egrisive T : R — R, Tx = %x + 1 déniisiimii goz oniine alinsin.
Her z € Cg[—2,2,48] = {—4, 4} icin (C51) kosulu

x=—4i¢in6 <484 12 - 96 = —36

x=4igcin2 <48+ 20 — 96 = —28

olacagindan saglanmaz iken apagcik olarak (C52) kosulu

r=—4icin 12 <48

x =4 i¢in 20 < 48

olup saglamr. Ancak Cs [—2, 2, 48] Cassini egrisi T nin sabit Cassini egrisi degildir:

Teorem 6.24 (X,S) bir S—metrik uzay, Cs [F1, Fy, a*], (X, S) metrik uzayinda odaklar:
Fy ve F;, olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = S(x,z, F1).S(x, x, Fy)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X déoniisiimii, her v € Cg[Fy, Fy, a?] ve
bazi h € [0, 1) i¢in

(C51) S(w,2,Tx) < p(x) — ¢(T)

(C52) h.S(z,x,Tz) + p(Tx) > a*
kosullarint saglyorsa Cs [Fy, Fy,a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Cs[Fy, Fy,a%, (X,S)
S—metrik uzayinda Fy ve Fy odakli bir Cassini egrisi ve ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X igin p(x) = Sz, x, [1). S(z, x, F,) seklinde tanimlanmis olsun. Ayrica
T : X — X déniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Cg [Fy, Fy, a®] herhangi bir nokta olmak
lizere T' doniisiimii (C5'1) kosulu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, ¢ fonksiyonunun

tammi ve (C32) kosulu geregince

S(x,z,Tx) < ¢(z) — ¢(Tx)
= S(z,z,F1)S(x,z, Fy) — S(Tx, Tx, [1)S(Tx, Tx, Fy)
a’> — S(Tx, Tz, F1).S(Tx, Tx, Fy)
hS(x,x, Tx)+S(Tx, Tz, F)S(Tx, Tx, F)-S(Tx, Tx, F1)S(Tx, Tx, Fy)
h.S(x,x,Tx)

IA

IN

elde edilir. Buna gore agik¢a (h — 1)S(z, x, Tx) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr S(z, x, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
v € Cs|Fy, Fy,a?] i¢in Tx = x oldugundan dolayr T déniisiimii Cs [Fy, Fy, a®] Cassini

egrisi sabit birakir.
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Ornek 6.33 S(z, y, 2) = |z —y| + |z — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs [1,-3,20] Cassini egrisive T : R — R, Tax = z* + 3z — 8 doniisiimii goz niine
alinsin. Her v € Cg[1,-3,20] = {—4, 2} icin (C51) ve (C52) kosullart saglanir:
Dolayisiyla Cs [1,—3, 20] Cassini egrisi, T doniisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Ancak
bu noktada biraz dikkat ile Cs[-1—+v2,—-14++v2,28], Cg[0,-2,32] ve
Cs|—1+ ‘/75,—1 — \/75734 Cassini egrilerinin de T' nin sabit Cassini egrileri oldugu
goriilebilir. 'T' altinda invaryant kalan Cassini egrisi ornekleri ¢ogaltilabilir. Fakat bu
durum tiim Cassini egrilerinin T altinda invaryant kaldigi anlamina gelmez. Ornegin

Cs[2,—2,48|, Cs[2,4,8] ve Cs [1,2,16] Cassini egrileri T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.34 S(z, y, 2) = |z —vy| + |z — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs[1,-3,20| Cassini eg risive T : R — R, Tx = 119” 4 doniigiimii goz oniine alinsin.
Her z € Cg[1,-3,20] = {—4, 2} icin (C51) kosulu

r=—4icin(0<20—-20=0

r=2icinl1 <20—-9=11

olup agik¢a saglaniyor iken (C52) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

x = —4icin h.0 + 20 > 20

r=2icinh.1+9>20

olacagindan saglanmaz. Dolayisiyla Cg[1,—3,20| Cassini egrisi T altinda invaryant
degildir.

Ornek 6.35 S(z, y, 2) = |z —vy| + |z — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs (1, 20] Cassini egrisive T : R — R, T'x = 3z + 1 doniisiimii goz oniine alinsin.
Her x € C’S[ 3,20] = {—4, 2} i¢in (C51) kosulu

r=—4icin 14 <20 — 384 = —364

x = 2i¢in 10 < 20 — 240 = —220

olacagindan saglanmaz iken (C52) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

xr = —4icin h.14 + 384 > 20

xr = 2icin h.10 + 240 > 20

olup saglamr. Ancak Cs [1,—3,20] Cassini egrisi T altinda invaryant degildir.

Teorem 6.25 (X, S) bir metrik uzay, Cs [Fy, Fy, a?), (X, S) metrik uzayinda odaklar: F ve
F, olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

o(x) = S(z,z, F1).S(x,x, Fy)
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olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii her v € Cyg [Fy, Fy, a?] igin,
(CP1) S(z,z,Tz) < p(z) + p(Tz) — 2a°
(CP2) S(z,x,Tz)+ ¢(Tx) < a®

kosullarini saglyorsa Cs [Fy, Fy, a®] Cassini egrisi T déiisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir.

Ispat X # @ bir kime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Cs[Fy, Fy,a%, (X,S)
S—metrik uzayinda Fy ve Fy odakli bir Cassini egrisi ve ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X igin o(x) = S(z, x, F1).S(x, z, F,) seklinde tammlanmis olsun. Ayrica
T : X — X déniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Cs[Fy, F, a®| herhangi bir nokta olmak
iizere, T doniisiimii (C;1) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak o

fonksiyonunun tanimi ve S metriginin ikinci aksiyomu geregince

S(z,r,Tx) < o(x)+o(Tx) — 2a*

= S(z,z,F).S(x,x,F) + S(Tx, Tz, Fy).S(Tx, Tx, Fy) — 20

= S(Tx,Tx, [,).S(Tx, Tx, Fy) — a*

< S(Txz, Tz, F\)S(Tx, Tx, Fy)-S(x,z, Tx)-S(Tx, Tz, F1)S(Tz, Tz, Fy)

= —S(z,z,Tx)

elde edilir. Buna gore agik¢a 25(x, x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda S bir S—metrik
oldugundan dolayr S(x, x, Tx) = 0 olmalidw. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her v €
Cs [Py, Fy,a?] igin Tx = x oldugundan T déniisiimii Cs [Fy, Fy, a®| Cassini egrisini sabit

birakir.

Ornek 6.36 S(z, y, 2) = |z — y| + |z — 2y + x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs[3,0,40] Cassini egrisive T : R — R, Tz = @ doniigiimii goz ontine alinsin. Her
x € Cs[3,0,40] = {2, 5} igin (C{1) ve (C72) kosullari saglanir. Dolayistyla Cs [3,0, 40]
Cassini egrisi, T' doniisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Ancak bu noktada biraz dikkat ile
Cs[2,1,48], Cs B, g, 49} ve Cg [g, ;, 45} Cassini egrilerinin de I nin sabit Cassini egrileri
oldugu goriilebilir. T' altinda invaryant kalan Cassini egrisi ornekleri ¢ogaltilabilir. Fakat
bu durum tiim Cassini egrilerinin T altinda invaryant kaldigi anlamina gelmez. Ornegin

Cs[—2,2,48], Cs[1,—1,20] ve Cg [2, 4, 8] Cassini egrileri T' altinda invaryant degildir.

Ornek 6.37 S(z, y, 2) = |z — y| + |z — 2y + x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Cs[3,0,40] Cassini egrisive T : R — R, Tx = 4z + 2 doniisiimii goz oniine alinsin. Her
v € Og[3,0,40] = {2, 5} igin (C71) kosulu

x = —2i¢in 8 < 40 + 216 — 80 = 176

x = bigin 34 < 40 + 1672 — 80 = 1632
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olup saglaniyor iken apagik olarak (C32) kosulu

r=—2icin 8+ 216 < 40

x = digin 34 + 1672 < 40

olacagindan saglanmaz. Dolayisiyla Cs [3,0,40], T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.38 S(z, y, 2) = |z — y| + |z — 2y + x| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda

Cs[3,0,40] Cassini egrisive T : R — R, Tx = =5 doniisiimii goz oniine alinsin. Her
r € Cg[3,0,40] = {2, 5} i¢in (C{1) kosulu

r=—2i¢cin11 <40+ 7—80 = —-33

r="5i¢cin 10 <40+ 0—80=—40

olacagindan saglanmaz iken agik¢a (C52) kosulu

r=—2icin 11 +7 <40 = 18 <40

x=>5i¢in 1040 <40 = 10 <40

olup saglanmr. Ancak Cs [3,0,40], T altinda invaryant degildir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 6.22-6.25 ile S—metrik uzayda Fj, F5
odakli Cs [Fy, Fy,a?] Cassini egrisini nokta-nokta sabit birakacak 7' iizerine doniisiimiin
kosullar incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi gegen teoremlerde
sabit Cassini egrilerinin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki 6nermeler S—metrik
uzayda birden fazla sabit Cassini egrisine sahip doniisiimlerin mevcut oldugunu ifade
etmektedir.

Onerme 6.8 (X,S) bir S—metrik uzay ve Cs|[Fi1, Fiz,a2] ile Cs[Fy, Fp,a2] (X, S)
S—metrik uzaymda iki Cassini egrisi olsun. Bu takdirde Clg [FH,FH,@%] ile
Cs [y, Fyy, a3] Cassini egrilerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, S) S—metrik
uzaymda en az bir'T' : X — X doniigiimii vardur.

Ispat X # @ bir kiime ve S, X iizerinde bir S—metrik olmak iizere (X, S) bir S—metrik
uzay olsun. Cs [Fy1, Fia,a3] ve Cg [Fyy, Fao,a3] de F1y, Fio odakli ve Fyy, Fyy odakly iki
Cassini egrisi olsun. Ayrica P noktast S(Fyy, Fii, P). S(Fia, Fia, P) # a ve
S(Fy, Fyy, P). S(Fy, Fy, P) # a3 olacak sekilde (X, S) metrik uzayinda sabit bir
nokta olsun. Buna gore T’ : X — X doniisiimii her x € X i¢in

pt x, x € Cg|F1, Fla,a}]UCg[Fy, Fy,ad] ise
Tr =
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira 1, o : X — [0, 00) doniisiimleri her v € X
icin p1(x) = S(x, x, F11). S(z, z, Fia) ve po(x) = S(z, x, Fu). S(x, x, Fy) olacak
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sekilde almsin. Bu takdirde T doniisiimii ¢1(x) ve @o(x) doniigiimleri ile birlikte
Cs [F11, Fia,a3] ve Cg[Fyy, Fao,a3] Cassini egrileri i¢in j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(Cil)ve (CL2) kosullarmi saglar. O halde Teorem 6.22-6.25 geregince agik¢a
Cs [F11, Fia,a3] ve Cg|Fy, Fao,a3] Cassini egrileri T déniisiimiiniin sabit Cassini
egrileridir. Burada dikkat edilirse ele alinan Cs [Fy1, Fi2,a3] ve Cg [Fy1, Fyy, a3] Cassini
egrilerinin konumlart ve birbirlerine gore pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama

yoktur. Ilgili Cassini egrileri tamamiyle keyfidir.

Onerme 6.9 (X, S) bir S—metrik uzay ve Cs [Fi1, Fiz,a3], ..., Cs[Fy1, Fpa,a2] (X, S)
S—  metrik  uzaymda n  tane  Cassini  egrisi  olsun.  Bu  takdirde
Cs [F11, Fia,a3], ..., Cs|Fu, Fya,a?] Cassini egrilerini nokta nokta sabit birakacak

sekilde (X, S) S—metrik uzayinda en az bir T : X — X doniisiimii vardr.

Ispat Onerme 6.8 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

n
x, x€ |JCs[Fi, Fio,d?] ise

P, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniisiimii ve her v € X igin
vi(x) = Sz, x, Fy). S(z, z, Fi2) olacak sekilde tamimlanan ¢; : X — [0,00)
doniistimleri kullanilarak kolayca verilebilir. Burada T doéniigiimiindeki P noktasi
i=1, 2, ..., nolmakiizere S(x, x, Fy1). S(z, x, Fy) # a? kosullarimi saglayacak sekilde
sabit bir noktadir. Ayrica bir onceki onermede oldugu gibi burada ele alinan i € {1,...,n}
icin Cs[Fy1, Fyo,a?] Cassini egrilerinin birbirlerine gore konumlart tamamiyle keyfidir,

herhangi bir kisitlama yoktur. elde edilir.

Yukarida ele alinan iki 6nermeden sonra simdi bir (X,.S) S—metrik uzayinda bir
T : X — X doniistimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit Cassini
egrisine sahip olacaginin tespit edilmesi onemli bir probleme doniigsmiis olur. Asagida ifade

edilen Teorem 6.26-6.31 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 6.26 (X,S) bir S—metrik uzay , Cs|Fi, Fy,a?), (X, S) S—metrik uzayinda
odaklart Fy ve Fy olan bir Cassini egrisi olsun. T : X — X déniisiimii (C{1) ve (C?2)
kosullarint saglasin. Bu takdirde, her v € Cs [Fy, Fy,a], y € X \ Cs[Fy, F, a?] ve bazi
h € [0, 1) i¢in T doniistimii,

S(Tx, Tz, Ty) < hS(x,z,y)



147

biiziilme kosulunu sagliyorsa Cs [Fy, Fy, a?] Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir tek sabit

Cassini egrisidir.

Ispat (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, Fy,d?|, (X, S) S—metrik uzayinda I\, Fy odakl
bir Cassini egrisi ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T déniisiimii her
r € Csll, Fy,a?l vey € X \ Cs[F1, Fy,a?] noktalart i¢in h € [0, 1) olmak iizere
S(Tx, Tx, Ty) < hS(x, x, y) kosulunu saglasin. Buna gére Cg |Fy, Fy,a*] ve
Cs [Fl*, Fo, a*Q} Cassini egrilerinin T' doniisiimiiniin iki farkl sabit Cassini egrisi oldugu
varsaylsin. u # v olmak iizere u € Cg[Fy, Fy,a*] ve v € Cg |:F1*,F2*,a*2] noktalar

alinsin. 'T" doniisiimiiniin sagladig biiziilme kosulundan,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < h.S(u,u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidir. Bu

takdirde Cs [Fy, F, a2] Cassini egrisi I’ doniigiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7' : X — X déniisiimii (Cy1)ve (C72) kosullarint
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C1)ve (CF2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 6.27 (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, Fy, a?], (X, S) S—metrik uzayinda F, Fy
odakly bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimiii = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C1)ve
(C?2) kosullarini sa glasin. Bu takdirde T doniisiimii her v € Cg[Fy, Fy,a*] vey € X \
Cs [Fy, Fy, a®] noktalart igin

S(Tx,Tx, Ty) < max{S(z,v,y),S(Tz, Tz, z), S(Ty, Ty,y),S(Ty, Ty, z), S(Tx, Tx,y)}
biiziilme kosulunu saglyorsa Cs [Fy, Fy, a?| Cassini egrisi T déniisiimiiniin tek sabit Cassini

egrisidir.

Ispat (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, Fy,d?), (X, S) S—metrik uzayinda F,, F, odakli
bir Cassini egrisi ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T' doniisiimii her
z € Cg|Fy, Fy,a®| vey € X \ Cs |Fy, Fs, a®| noktalar igin

S(Tx,Tx, Ty) < max{S(v,v,y),S(Tx, Tx,x), S(Ty, Ty,y),S(Ty, Ty,x), S(Tx, Tx,y)}

kosulunu saglasin. Buna gore Cg[Fy, Fy,a%] ve Cg [Fl*,FQ*,CE*Q] Cassini egrilerinin T

doniigiimiintin iki farkli sabit Cassini egrisi oldugu varsayisin. v # v olmak iizere
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u € Cs[F, Fy,a?] vev € Cg [Fl*, FQ*,a*Q} noktalart alinsin T doniistimiiniin sagladigt

biiziilme kosulundan,

S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)
< max{S(u,u,v), S(Tu, Tu,u), S(Tv, Tv,v),S(Tv, Tv,u),S(Tu, Tu,v)}
= S(u,u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidir. Bu takdirde Cs [Fy, F, a?|

Cassini egrisi T’ doniigiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 6.28 (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, Fy, a?], (X, S) S—metrik uzayinda F, F;
odakli bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimiii = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C?1)ve
(C?2) kosullarint saglasin. Bu takdirde T doniisiimii her v € Cs[Fy, Fy,a?] vey € X \
Cs [Fy, Fy,a*] ve X € [0, 1/2) icin

S(Tz,Tz,Ty) < N[S(x,2,Tx) + S(y,y,Ty)]

kosulunu saglyorsa Cs [Fy, Fy, a*] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

ispat Teorem 6.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cs [Fy, Fy, CLQ} ve C'g [Fl*, Fy a*Z}
Cassini egrilerinin T" déniistimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore
u # v olmak iizere u € Cs [Fy, Fy,a*] vev € Cg [Fl*, Fy., a*Q} noktalart alinsin. O halde

T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v)=S(Tu, Tu, Tv) < X[S(u,u, Tu) + S(v,v, Tv)] =A[S(u, u,u) + S(v,v,v)] =0

elde edilir. Buna gore S(u, u, v) = 0 olup u = v bulunur. Bu ise ¢eligkidir. O halde

Cs [Py, Fy, a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 6.29 (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, Fy,a?], (X, S) S—metrik uzayinda F,, Fy
odakli bir Cassini egrisi olsun. T - X — X doniisiimiii = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C?1)ve
(C?2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniisiimii her v € Cg [Fy, Fy,a*]vey € X \
Cs [Fy, Fy,a*] ve X € 0, 1/3) igin

S(Tz, Tz, Ty) < A[S(z,2,Ty) + S(y,y, Tx)]

kosulunu saglyorsa Cs [Fy, Fy, a*] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Ispat Teorem 6.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cs [F, Fy, a®] ve Cg [Fl*, oy, a*Q}

Cassini egrilerinin T' doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigr varsayilsin. Buna gore
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u # v olmak iizere u € Cg [Fy, Fy,a*] vev € Cg |:F1*, Fye, a*Q} noktalart alinsin. O halde

T doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,

S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)

< A [S(u,u, Tv) + S(v,v, Tu)]
A [S(u,u,v) + S(v,v,u)]
205 (u, u,v)

elde edilir. Ancak \ € [0, 1/2) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Cs [F}, Fy, a*] Cassini

egrisi 'T' doniigiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 6.30 (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, Iy, a?], (X, S) S—metrik uzayinda F, Fy
odaklr bir Cassini eg risi olsun. T : X — X domiisiimii © = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(CP1)ve (CP2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T doniisiimii her v € Cs [Fy, Fy,a?] ve
y € X\ Cs [F1, Fy,a*] ve A + B+ v < 1 olmak iizere,

S(Tx, Tz, Ty) < aS(z, 2, Tx) + BS(y,y, Ty) + vS(z, 2, y)

kosulunu saglyorsa Cs [Fy, Fy, a*] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Ispat Teorem 6.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cs [F, Iy, a®] ve Cg [Fl*, Fo a*ﬂ
Cassini egrilerinin T doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigr varsayilsin. Buna gore
u # v olmak iizere u € Cyg [Fy, Fy,a*] ve v € Cg [Fl*, Fy, a*ﬂ noktalari alinsin. O halde

T déniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tu) + S (v,v,Tv) + vS(u,u,v) = vS(u, u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O

halde Cs [Fy, Fy, a?| Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 6.31 (X, S) bir S—metrik uzay, Cs [Fy, Fy, a?], (X, S) S—metrik uzayinda F, Fy
odakli bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniisiimiii = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C?1)ve
(C?2) kosullarint saglasin. Bu takdirde T doniisiimii her x € Cg[Fy, Fy,a?] vey € X \
Cs [F1, Fy,a*]ve A+ B+ v < 1ve A+ 3y < 1 olmak iizere,

S(Tx, Tz, Ty) < aS(x, 2, Ty) + BS(y,y, Tx) + vS(z, 2, y)

kosulunu saglyorsa Cs [Fy, Fy, a*] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.
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Ispat Teorem 6.26 daki ispat yontemine benzer sekilde Cs [F, Iy, a®] ve Cg [Fl*, Fo a*Q}
Cassini egrilerinin T doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigr varsayilsin. Buna gore
u # v olmak iizere u € Cyg [Fy, Fy,a*] ve v € Cg [Fl*, Fy, a*ﬂ noktalari alinsin. O halde

T déniistimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v)=S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tv)+BS(v,v, Tu) +yS(u, u, v)=(A+5+7)S (u, u, v)

elde edilir. Ancak \+ 3+~ < 1 oldugundan bu bir ¢eli skidir. O halde Cs [Fy, Fy, a?] Cassini

egrisi 'T' doniigiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

6.4 S-Metrik Uzayda Sabit Apollonius Cemberi

Teoremleri

Bu kisimda S —metrik uzaylarda iki odakli Apollonius ¢cemberleri i¢in uzay iizerinde
taniml1 bir doniisiimiin bir Apollonius ¢emberini sabit birakmasi yani sabit Apollonius
cemberinin varolma kosullart ve sabit Apollonius ¢emberinin teklik kosullar1 ele
aliacaktir. Bu takdirde ilk olarak S—metrik uzaylarda iki odakli Apollonius ¢emberi ve

sabit Apollonius ¢cemberi kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tamim 6.7 (X, S) bir S—metrik uzay, Fy, F» € X ve a € (0, 00) olsun. Buna gére
Ag[F1, Fo,a) ={x € X : S(x,x, F1)/S(x,x, F,) = a}

ifadesine odaklar: F, F; olan ve a oranli Apollonius ¢emberi denir.

Ornek 6.39 Boliimiin onceki kisimlarinda da ele alindig bicimiyle S—metrik bir aligilmg
metrikden tiretilebilecegi gibi alisilmis metrikden iiretilemeyen S—metriklerde vardwr. Bunun

icin burada Ornek 3.1 de verilen iki S—metrik érnegi ele alinacaktir X = R? olmak iizere

her x = (x1,%2),y = (y1,Y2) , 2 = (21, 22) € X i¢in
Si(x,y,2) = |x1 — 21| + |tn — 21| + |22 — 22| + |y2 — 22

ve

Sy (x,y,2) = |x1 — 21| + |11 + 21 — 2u1| + |22 — 22| + |22 + 22 — 2]

seklinde tamimli S—metrikleri ele alinsin. Buna gore sekil 6.10 da S,, S—metrigi i¢in
sirasiyla odaklart Fy = (1,0), Fy, = (—1,0) ve a = 2 oranli olan Apollonius ¢emberi,

odaklart Fy = (1,1), F; = (=1,—1) ve a = £ oranli olan Apollonius ¢cemberi ve odaklar:

Fy=(1,2), F, = (—1,-3) ve a =  oranli olan Apollonius ¢cemberi giriilmektedir.
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Sekil 6.10 Ag[(1,0),(=1,0),2], Ag[(1,1), (=1, -1),1/5], Ag[(1,2),(-1,-3),1/2]

Ayni yolla sekil 6.11 de Sy, S—metrigi icin swrasiyla odaklart F1=(1,0), Fy=(—1,0)
ve a = 2 oranlt olan Apollonius ¢emberi, odaklart Fy = (1,1), Fy = (—1,—1) ve a = 2
oranli olan Apollonius ¢emberi ve odaklart Fy = (1,2), F, = (—1,-3) ve a = 5 oranli
olan Apollonius ¢emberi goriilmektedir.

N

Sekil 6.11 Ag[(1,0),(=1,0),2], As[(1,1),(~1,-1),2], As[(1,2), (~1,-3),1/2]

X = R3 olmak iizere her x = (x1,x9,73),y = (y1,Y2,Y3) , 2 = (21, 22, 23) € X igin

3
Sz (2,y,2) = Z |zi — 2| + |z + 2 — 2y
i=1
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seklinde tanimli S —metrigi verilmis olsun. Sekil 6.12 de bu S—metrigi i¢in sirastyla odaklart
F1=(1,0,0), F»=(—1,0,0) ve a=2 oranli olan Apollonius ¢emberi, odaklar1 F; = (1,1,1)

F,=(-1,-1,-1)vea = % oranli olan Apollonius ¢emberi ve odaklar1 Fy = (1,2,3),
11

Fy = (—1,3,-2) ve a = 3 oranli olan Apollonius cemberi gériilmektedir.

Sekil 6.12 Ag[(1,0,0),(—1,0,0),2], As[(1,1,1),(~1,—1,—1),3/2]
As[(1,2,3),(~1,3,-2),11/8]

Asagidaki onerme ve akabindeki sonug, bir alisilmis metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen S—metrik ile olusturulan S—metrik uzaydaki Apollonius

cemberleri arasindaki ilgiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 6.10 X +# 0 bir kiime ve S, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen S—metrik
olmak iizere (X, S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde S—metrik uzayindaki As [Fy, Fy, a]
Apollonius ¢emberi, (X, d) alisilmis metrik uzayindaki Ay [F, Fy, a] Apollonius ¢emberidir.

Ispat S—metrigi d alisilmis metrigi tarafindan iiretildiginden
S(z,y,2) =d(z,2) +d(y,2)
olacagindan agikca

S(z,z,y) =d(x,y) +d(z,y) = 2d(z,y)
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olur. O halde Ag [Fy, Fy, a?] Apollonius cemberi igin

S(CE,I’,Fl) _ 2d<I,F1>

S(SL”JZ’,F2>_ 2d<l’,F2>_
d(a:,Fl)
d($,F2) N

elde edilir. Bu ise agikca Ay [Fy, Fy, a] demektir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 6.4 X £ () bir kiime, (X,d) bir alisilmis metrik uzay ve S, bir alisilmis d metrigi
tarafindan iiretilen S—metrik olmak iizere (X, S) bir S—metrik uzay olsun. Bu taktirde
(X, d) alisilmis metrik uzayindaki Ay [Fy, Fy, a] Apollonius ¢emberi S—metrik uzayindaki
Ag [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberidir.

Tanim 6.8 (X, S) bir S—metrik uzay, Ag[F1, F»,a], (X, S) S—metrik uzayinda F,, F,
odakli ve a oranlt bir Apollonius ¢emberi olsun. T : X — X bir doniisiim olmak iizere
her x € Ag[Fy, Fy,a]icin Tz = x ise Ag [F1, Fy, a] Apollonius ¢cemberine T' d oniisiimiiniin

sabit Apollonius ¢cemberi denir.

Teorem 6.32 (X, S) bir S—metrik uzay, Ag [F1, F», a], odaklar: Fy, F, olan ve a oranli bir
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,
(,O(CL‘) = S(:L’, Z, Fl)/S(xa xz, FQ)
olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Ag [F, F3, a] igin
(A1) S(x,2,Tz) < p(x) — p(T)
(A72) ¢(Tz) >a
kosullarini sagliyorsa Ag [Fy, Fy, a| Apollonius ¢cemberi T doniisiimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Ag [Fy, Fy, a), (X, S) S—metrik
uzayida F\, F, odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi ve p : X — [0, 00) fonksiyonu
her v € X icin p(x) = S(z, x, F1)/S(x, x, Fy) seklinde tammlanmuis olsun. Ayrica T :
X — X doniisiim ii alinsin. Bu takdirde x© € Ag [F1, Fy, a] herhangi bir nokta olmak iizere
(A1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,
Sz, Tr) < ¢(x) - ¢(Tx)
= S(z,z,F)/S(x,z, F) — S(Tx, Tz, Fy)/S(Tx, Tz, Fy)
= a— STz, Tz, F,)/S(Tz, Tz, Fy) (6.7)
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elde edilir T doniisiimii (AY2) kosulunu sa gladigindan Tx noktast Ag[Fy, Fy,al
Apollonius ¢emberinin iizerinde veya disinda olmalidiv. O halde burada iki durum séz
konusudur. Buna gorve S(Tx, Tx, F\)/S(Tx, Tz, F») > a ise yani Tx noktast Apollonius
¢ emberinin disinda ise (6.7) esitsizliginden dolayi celiski elde edilir. Dolayisiyla
S(Tx, Tx, F1)/S(Tx, Tz, Fy) = a olmaldwr. Aksi taktirde (6.7) esitsizliginin sag tarafi
negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif tamimliligindan dolayr bu bir ¢eligkidir. Yani T'x
noktast Apollonius ¢emberinin lizerinde olmalidrr. Bu durumda,
S(z, v, Tr) < a— S(Tx, Tx, [1)/S(Tx, Tz, F3) = a —a = 0 elde edilir. O halde
Tx = x dir. Yani her x € Ag[Fy, Fy,a] i¢cin Tx = x oldugundan dolay1 T' doniisiimii
Ag [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberini sabit burakir.

Ornek 6.40 S(z, y, 2) = |z — 2| + |z + & — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag [—2,2,3] Apollonius gemberi ve T : R — R, Tx = x* — 4x + 4 déniisiimii goz oniine
alinsin. Her v € Ag[—2,2,3] = {1, 4} icin (A1) ve (A72) kosullar: saglamr. Dolayisiyla
Ag [—2,2,3] Apollonius ¢emberi, T' doniisiimiiniin bir sabit Apollonius ¢emberidir. Ancak
bu noktada biraz dikkat ile Ag [%,%, } , Ag [10,%,5] ve Ag [—%,%,2] Apollonius
gcemberlerinin de 'T' doniigiimii altinda invaryant kaldig1 goriilebilir. Dogal olarak 'T' nin
Apollonius ¢emberlerinin tek olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Fakat bu durum tiim
Apollonius cemberlerinin de T altinda invaryant kaldigi anlamina gelmez. Ornegin

Ag[1,3,5], As[0,2,4] ve Ag [—1, 1, 3] Apollonius ¢cemberleri T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.41 S(z, y, 2) = |z — 2| + |2 + & — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag [—2,2, 3] Apollonius cemberive T : R — R, Tx = % doniistimii goz oniine alinsin.
Her x € As[—2,2,3] = {1, 4} igin (A1) kosulu

lei¢in1§3—§:§
r=4icin0<3-3=0

olacagindan saglanirken apagik olarak (A72) kosulu

x = 1icin g >3

r=4icin3 >3

olup saglanmaz. Ayrica Ag [—2,2, 3], T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.42 S(z, y, 2) = |z — 2| + |2z + x — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag [—2,2, 3] Apollonius cemberive T : R — R, Tax = = ;7 doniisiimii goz oniine alinsin.
Her z € As[—2,2,3] = {1, 4} igin (A1) kosulu

r=1licind<3—-5=-2

r=4icinb<3—-7=—-4

olup saglanmaz iken agik¢a (A72) kosulu
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r=1icinb >3
r=4i¢cin7>3
olacagindan saglamir. Ancak Ag |—2,2,3|, T doniisiimii altinda invaryant degildir.

Teorem 6.33 (X, S) bir S—metrik uzay, Ag [F1, F»,a, (X, S) S—metrik uzayinda odaklar:
Fi, F5 olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica  : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X icin,

o(x) = S(x,z, F1)/S(x,x, Fy)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T : X — X doniigtimii, her v € Ag [F1, Fy, a] igin,
(A51) S(x,2,Tx) < p(x) + 9(Tx) - 2
(A451) ¢(Tz) <a

kosullarini sagliyorsa Ag [Fy, Fs, a| Apollonius ¢cemberi T doniisiimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X # @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Ag [Fy, Fy, a), (X, S) S—metrik
uzaymda odaklar: Iy, F, olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi ve p : X — [0,00)
Sfonksiyonu her x € X i¢in o(x) = S(x, z, F1)/S(x, x, F,) seklinde tanimlanmuis olsun.
Ayrica T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Ag [F1, Fy, a] herhangi bir nokta

olmak iizere. (A51) kosulundan ve ¢ fonksiyonunun tamimindan dolay,

S(z,z,Tx) < p(z)+e(Tz)—2a
= Sx,z,F)/S(x,x, Fp) + S(Tx, Tx, F1)/S(Tx, Tz, Fy) — 2a
= a+ STz, Tz, F1)/S(Tx, Tz, Fy) — 2a
= S(Tz,Tx,F1)/STx, Tz, F;) —a (6.8)

elde edilir. (A51) kosulu saglandigindan dolayr Tx noktast Ags[Fy, Fy,a] Apollonius
¢emberinin iizerinde veya icinde olmalidwr. Dolayisiyla iki durum vardw. Buna gore Tx
noktast Apollonius ¢emberinin iginde ise yani S(Tx, Tz, Fy)/S(Tx, Tz, Fy) < a ise
(8.4) esitsizligi S(x, x, Tx) < 0 formuna doniisiir. Ancak bu durumda uzakligin (metrigin)
porzitif tammlilig geregince celiski meydana gelir. (0] halde
S(Tx, Tx, F1)/S(Tz, Tx, Fy) = a olmalidw. Yani T'x noktasi Apollonius ¢emberinin

tizerinde olmalidir. Bu durumda,
S(Tz, Tz, x) < STz, Tz, F1)/S(Tx, Tx, F3) —a=a—a=0

elde edilir. Bu durumda Tx = x dir. Yani her x € Ag [Fy, Iy, al i¢in Tx = x oldugundan
dolayr T doniigtimii Ag [Fy, Fy, a] Apollonius ¢emberini sabit burakir:
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Ornek 6.43 S(z, y, 2) = |z — x| + |y — z| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
As 0,3, 2] Apollonius gemberi ve T : R — R, Tx = x* — Tx + 12 doniisiimii goz oniine
alinsin. Her v € Ag|0,3,2] = {2, 6} igin (A51) ve (A352) kosullar: saglanr: Dolayistyla
Ag [0, 3, 2] Apollonius ¢emberi, T déniisiim tiniin bir sabit Apollonius ¢emberidir. Ancak bu
noktada biraz dikkat ile Ag [8,5,2], Ag [ 0, 1;, 3} ve Ag [5, 8, %] Apollonius ¢cemberlerinin
de T’ doniisiimii altinda invaryant kaldig1 gér iilebilir. T nin sabit Apollonius ¢emberlerinin
sayist ¢o galtilabiliv. Fakat bu durum tiim Apollonius ¢emberlerinin de T" altinda invaryant
kaldigi anlamina gelmez. Ornegin Ag[1,3,5], Ag[—2,2,3] ve Ag|0,2,4] Apollonius
gcemberleri T' altinda invaryant degildir.

Ornek 6.44 S(z, y, 2) = |z — x| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag [0, 3,2] Apollonius ¢emberive T : R — R, Tax = 3”46 doniigiimii goz ontine alinsin.
Her x € Ag|0,3,2] = {2, 6} icin (A51) kosulu

:1:—2zg:zn—<3+—— = 121
:1:—61gm <3+16—-4=15

olup saglamyorken actk¢a (A52) kosulu

T =2 zg’zn 3 <9

r==06i¢cin 16 < 2

olacagindan saglanmaz. Bu durumda Ag |0, 3,2] Apollonius ¢emberi T altinda invaryant
degildir.

Ornek 6.45 S(z, y, 2) = |z —a| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag [0, 3,2] Apollonius ¢gemberive T : R — R, Tx = w dontistimii goz oniine alinsin.
Her x € Ag|0,3,2] = {2, 6} icin (A51) kosulu

x:2igin16<2+@—4:—§
x—61§1n104<3+ —4 = 61

olacaglndan saglanmaz iken apagik olarak (A52) kosulu

=2 zgm 3 <9

x =06 igin g E <2

olup saglamr. Ancak Ag [0, 3, 2] Apollonius ¢emberi T altinda invaryant degildir.

Teorem 6.34 (X, S) bir S—metrik uzay, As [F1, F», a], (X, S) S—metrik uzayinda odaklar:
F\, F, olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X igin,

o(x) = S(x,z, F1)/S(x,x, Fy)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Ag [Fy, Fy, a] ve
bazi h € [0, 1) i¢in
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(A451) S(z,2,Tz) < ¢(x) — ¢(T2)
(A52) h.S(z,z,Tx) +p(Tz) > a
kosullarini sagliyorsa Ag [F, Fy, a| Apollonius ¢cemberi T doniisiimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Ag [Fy, Fy, a), (X, S) S—metrik
uzayida Fy, F, odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi ve p : X — [0, 00) fonksiyonu
her v € X icin p(x) = S(z, x, F1)/S(x, x, Fy) seklinde tammlanmuis olsun. Ayrica T :
X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Ag [F1, Fy, a] herhangi bir nokta olmak iizere
T déniisiimii (A3 1) kosulu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, ¢ fonksiyonunun tanimi
ve (A52) kosulu geregince

S(x,z,Tz) < ¢(x) —o(Tx)
= S(z,z,F)/S(x,z, F5) — S(Tx, Tz, F1)/S(Tx, Tz, Fy)
= a—S(Tx,Tx,F1)/S(Tx, Tz, Fy)
< hS(z,z,Tx)+ p(Tx) — p(Tx)
< h.S(z,z,Tx)

elde edilir. Buna gore agik¢a (h — 1)S(z, x, Tx) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr S(z, x, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
x € Ag|F1, Fy,a] igin Tx = x oldugundan dolayr T déniisiimii Ag [F, F, a] Apollonius

cemberini sabit birakur.

Ornek 6.46 S(z, y, 2) = |z — 2| + |2 + & — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag[—1,1, 3] Apollonius ¢emberi ve T : R — R, Tx = x? + %x — 1 doniisiimii goz oniine
alinsin. Her v € Ag[—1,1,3] = {3, 2} icin (A31) ve (A52) kosullar saglamr. Dolayisiyla
Ag [—1,1, 3] Apollonius ¢emberi, T' doniisiimiiniin bir sabit Apollonius ¢emberidir. Ancak
bu noktada biraz dikkat ile Ag [11 13 } , Ag [14 18 3] ve Ag [17 23 4] Apollonius

40780 4012 2167
cemberlerinin de T' doniistimii altinda invaryant kaldig1 goriilebiliv. Dogal olarak T nin
Apollonius ¢emberlerinin tek olmadigi sonucu ortaya c¢ikar. Fakat bu durum tim
Apollonius ¢emberlerinin de T altinda invaryant kaldigi anlamina gelmez. Ornegin

Ag0,3,2], As[1,3,5] ve Ag [8,5,2] Apollonius ¢cemberleri T altinda invaryant degildir.

Ornek 6.47 S(z, y, 2) = |z — 2| + |2 + x — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda

Ag [—1,1,3] Apollonius ¢emberi ve T : R — R, Tx = 3z — 1 déniisiimii g6z oniine

2
alinsin. Her v € Ag[—1,1,3] = {3, 2} i¢in (A51) kosulu

13 o9 3 _ 12
r=giging <3 — 5 ==
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r=2icin0<3-3=0

olup saglamr iken acikca (A32) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

xz%iginh.%—i—%Z?)

r=2icinh0+3>3

olacagindan saglanmaz. Ayrica As[—1,1,3] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant
degildir.

Ornek 6.48 S(z, y, 2) = |v — 2| + |z + 2 — 2y| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag [—1,1,3] Apollonius ¢emberi ve T : R — R, Tx = 4z — g dontisiimii goz ontine
alinsin. Her v € Ag[—1,1,3] = {3, 2} i¢in (A51) kosulu

x:%igin%§3—7:—4

r=2igin Y <3-1 =2

olup agik¢a saglanmaz iken h € [0, 1) olmak iizere (A52) kosulu

x:%iginh.%—i-%z?)

x:2iginh.%+%23

olacagindan saglanir. Ancak Ag[—1,1,3] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant

degildir.

Teorem 6.35 (X, S) bir S—metrik uzay , As[Fi, Fy,al, Fy, Fy odakli ve a oranli bir
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

o(x) = S(x,z, F1)/S(x,x, Fy)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Ag [F, Fy, a] igin
(A1) S(z,2,Tx) < ¢(z) + ¢(Tx) — 2a
(A92) S(z,z,Tx) +¢(Tz) <a

kosullarini sagliyorsa Ag [F, Fs, a| Apollonius ¢cemberi T doniisiimiiniin bir sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, S, X iizerinde bir S—metrik olsun. Ag[Fy, Fy,a], (X,S)
S—metrik uzayinda Fy ve Fy odakl, a oranli bir Apollonius ¢emberi ve ¢ : X — [0, 00)
Sfonksiyonu her x € X i¢in o(x) = S(x, z, [1)/S(x, z, F,) seklinde tanimlanmuis olsun.
Ayrica

T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde © € Ag [Fy, Fy, a] herhangi bir nokta olmak
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lizere (A3 1) kosulundan ve o fonksiyonunun tanimi ve( A32) kosulu geregince

S(x,z,Tx) < @(z)+e(Tz)—2a
= S(z,z,F)/S(x,x, Fy) + S(Tx, Tz, F1)/S(Tx, Tx, F3) — 2a
= STz, Tz, F)/S(Tz, Tx, Fy) —a
< STz, Tz, Fy)/S(Tz,Tx, F5)-S(x,z,Tx)-S(Tx, Tz, F)/S(Tz, Tx, Fy)

—S(x,x,Tx)

elde edilir. Buna gore agik¢a 2S(x, x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda S bir S—metrik
oldugundan dolay1 S(x, x, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
x € Ag|F1, Fy,a] igin Tx = x oldugundan dolayr T déniisiimii Ag [F, Fy, a] Apollonius

cemberini sabit birakr.

Ornek 6.49 S(z, y, 2) = |z —a| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag0,3,2] Apollonius ¢cemberi ve T : R — R, Tz = 2? — %x doniisiimii goz ontine
alinsin. Her x € Ag (1,2, 3] = {0, 3} igin (A§1) ve (A32) kosullar: saglanu: Dolayisiyla
Ag [1, 2, %} Apollonius ¢cemberi, T doniisiimiiniin bir sabit Apollonius ¢cemberidir. Ancak bu
noktada biraz dikkat ile Ag [%, g, 3} , As[2,1,2] ve Ag [13—0, %, 4] Apollonius ¢emberlerinin
de T’ doniisiimii altinda invaryant kaldig1 goriilebilir. T' nin sabit Apollonius ¢emberlerinin
sayisi ¢ogaltilabilir. Fakat bu durum tiim Apollonius ¢emberlerinin de 'T" altinda invaryant
kaldigi anlamina gelmez. Ornegin Ag|—1,1,3], Agl0,3,2] ve Ag|8,5,2] Apollonius
cemberleri T' altinda invaryant degildir.

Ornek 6.50 S(z, y, 2) = |z —a| + |y — 2| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ag [0, 3,2] Apollonius ¢gemberive T : R — R, Tx = —1e+ 1763 doniistimii ele alinsin. Her
x € Ag[1,2,1] =10, 3} icin (A31) kosulu

x:Oigin%§%+7—1:§

r=3ign3<i+13-1=2

olup saglanir iken apagik olarak (A52) kosulu

x:Oigin%+7§%$%§%

xz%igin%+13§%:>2—29§%

olacagindan saglanmaz. Ustelik Ag [1, 2, %] Apollonius ¢emberi 'T' altinda invaryant
degildir.

Ornek 6.51 S(z, y, 2) = |z — x| + |y — z| olmak iizere (R, S) S—metrik uzayinda
Ags [0,3,2] Apollonius ¢emberi ve T : R — R, Tx = %:p doniisiimii ele alinsin. Her
x € Ag [1, 2, %] =0, % icin (A51) kosulu
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|
[ DN |

r=0i¢n0+1<il=1<1
r=3igng+3s<i=>3<1
olacagindan saglanwr. Ancak Ag [1, 2, %} Apollonius ¢cemberi T altinda invaryant degildir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 6.32-6.35 ile S—metrik uzayda F}, F5
odakli ve a oranh olan Ag[F}, F5, a] Apollonius ¢emberini nokta-nokta sabit birakacak 7'
lizerine donilistimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi
gecen teoremlerde sabit Apollonius ¢cemberinin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki
onermeler S—metrik uzayda birden fazla sabit Apollonius ¢emberine sahip dontisiimlerin

mevcut oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 6.11 (X, S) bir S—metrik uzay ve Ag[Fi1, Fiz,a1] ile As|[Fo1, Fao,a0] (X, S)
S—metrik uzayinda iki Apollonius ¢emberi olsun. Bu takdirde Ag[Fi1, Fi2,a41] ile
Ag [Fo1, Fas, as| Apollonius ¢emberlerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, S) metrik

uzayinda en az bir T' : X — X déniistimii vardir.

Ispat X # @ bir kiime ve S, X iizerinde bir S—metrik olmak iizere (X, S) bir metrik uzay
olsun. Ag[Fi1, Fia,a1] ve Ag[Fo, Foa,as] de Fi1, Fis odakli ve Fy, Fyy odakli iki
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica P noktasi S(Fyy, Fi1, P)/S(Fi2, Fi2, P) # a; ve
S(Fa1, Fo1, P)/S(Fa, Fye, P) # ay olacak sekilde (X, S) S—metrik uzayinda sabit bir
nokta olsun. Buna gore ' : X — X doniigiimii her x € X igin

T — x, x € Ag|[Fi1, Fia,a1] U Ag [Fo1, Fao, ag] ise
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira @y, oo : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X
icin p1(x) = S(z, x, F11)/S(x, x, Fi3) ve pa(x) = S(x, =, Fy)/S(x, x, Fy) olacak
sekilde almsin. Bu takdirde T doniisiimii ¢1(x) ve @o(x) doniistimleri ile birlikte
Ag [F11, Fia, a1) ve Ag [Fy1, Fas, as] Apollonius ¢cemberleri igin j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(ALlwe (AL2) kosullarmi saglar. O halde Teorem 6.32-6.35 geregince agik¢a
Ag [F11, Fi2,a1] ve Ag|Fa, Fas,as] Apollonius ¢emberleri T doniisiimiiniin - sabit
Apollonius ¢emberleridir. Burada dikkat edilirse ele alinan Ag|Fi1, Fia,a1] ve
Ag [Fo1, Fyo, as] Apollonius ¢emberlerinin konumlart ve birbirlerine gére pozisyonlari

hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili Apollonius cemberleri tamamiyle keyfidir.
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Onerme 6.12 (X, S) bir S—metrik uzay ve Ag [Fi1, Fia,a1], ..., As[Fu1, Fua, a,] (X, 5)
S—metrik  uzayinda n  tane  Apollonius  ¢emberi  olsun.  Bu  takdirde
Ag [F11, Fio,a1], ..., Ag [Fu1, Fra, a,] Apollonius ¢cemberlerini nokta nokta sabit birakacak
s ekilde (X, S) S—metrik uzayinda en az bir T : X — X d oniisiimii vardwr.

Ispat Onerme 6.11 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her v € X icin

xr, x€ JAs[Fi, Fia,a;] ise
Tx = i=1

P, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniistimii ve her * € X icin
vi(x) = Sz, x, F1)/S(x, z, Fj) olacak sekilde tamimlanan ¢; : X — [0,00)
dontistimleri kullamilarak kolayca verilebilir. Burada T doéniisiimiindeki P noktasi
i=1, 2, ..., nolmakiizere S(x, x, F)/S(x, x, Fis) # a; kosullarin saglayacak sekilde
sabit bir noktadir. Ayrica bir onceki onermede oldugu gibi burada ele alinan i € {1,...,n}
icin Ag|Fi1, Fie,a;] Apollonius ¢emberlerinin birbirlerine gore konumlar: tamamiyle

keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alinan iki 6nermeden sonra simdi bir (X, S) metrik uzaymnda bir 7" :
X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit Apollonius
cemberine sahip olacaginin tespit edilmesi dnemli bir probleme doniligmiis olur. Asagida ifade

edilen Teorem 6.36-6.41 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 6.36 (X, S) bir S—metrikuzay, Ags [Fi, F, a|, (X, S) S—metrik uzayinda odaklar
Fy, I, olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T : X — X déniisiim ii (A1) ve
(A92) kosullarim saglasin. Bu takdirde, her v € Ag[Fy, Fy,a), y € X \ Ag[Fy, Fy,a] ve
bazi h € [0, 1) igin T doniisiimii,

S(Tx, Tz, Ty) < hS(z,z,y)

biiziilme kosulunu sagliyorsa Ag [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit

Apollonius ¢emberidir.

Ispat (X, S) bir S—metrik uzay, As [Fy, Fy,a), (X,S) S—metrik uzayinda F,, Fy odakl
ve a oranlt bir Apollonius ¢emberi ve T’ : X — X déniigiim olsun. Ayrica 'T' doniisiimii
her v € Ag|[F\, Fy,al vey € X \ Ag[Fi, Fy,a)| noktalart i¢in h € [0, 1) olmak iizere
S(Tx, Tx, Ty) < hS(x, =, y) kosulunu saglasin. Buna gore Ags[F, Fy, a] ve
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Ag [Fi+, Fy«,a*| Apollonius ¢emberlerinin T déniisii miintin iki farkl sabit Apollonius
cemberi oldugu varsayilsin. w # v olmak iizere u € Ag [Fy, Fy,a]l ve v € Ag[Fi«, Fy+, a*]

noktalart alinsin. 'T' doniigiimiiniin sagladig biiziilme kosulundan,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < h.S(u,u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu
takdirde Ag [F, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin T : X — X doniisiimii (Ay1)ve (A72) kosullarint
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (A71)ve (A72)
olarak degistirilebilir.

Teorem 6.37 (X,S) bir S—metrik uzay, Ag [F1, Fs,a], (X,S) S—metrik uzayinda F, F,
odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniistimii v = 1, 2, 3, 4
olmak iizere (A71)ve (A$2) ko sullarini saglasin. Bu takdirde T déniigiimii her
x € As[F1, Fy,a)lvey € X \ Ag [F1, Fa, a| noktalart i¢in X € [O, %) olmak iizere

S(Tx, Tz, Ty) < Amax{S(z,z,y),S(Tz, Tz, x),S(Ty,Ty,y),S(Ty,Ty,x),S(Tz, Tx,y)}

biiziilme kosulunu sagliyorsa Ag [Fy, Fy,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit

Apollonius ¢emberidir.

Ispat (X, S) bir S—metrik uzay, As [F1, F,a), (X, S) S—metrik uzayinda Fy, Fy odakli ve
a oranlt bir Apollonius ¢emberi ve T : X — X doniisiim olsun. Ayrica T doniisiimii her
x € Ag[F1, Fy,alvey € X \ Ag [Fi, Fa, a| noktalart i¢in \ € [0, %) olmak iizere

S(Tx,Tx, Ty) < Amax{S(z,z,y),S(Tx, Tx,x),S(Ty,Ty,y), S(Ty, Ty, x),S(Tx, Tx,y)}

kosulunu saglasin. Buna gore Ag [F1, Fy, a] ve Ag [F+, Fox, a*] Apollonius ¢emberlerinin T
doniistimiintin iki farkl sabit Apollonius ¢emberi oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere
u € Agl|Fi, Fa,a]l ve v € Agl[Fi+, For,a*] noktalart alinsin. T doniigtimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,

S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)
< Amax{S(u,u,v),S(Tu, Tu,u),S(Tv,Tv,v),S(Tv, Tv,u),S(Tu, Tu,v)}

= S(u,u,v)

elde edilir. Ancak bu \ € [0, %) oldugundan bir c¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu

takdirde Ag [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.
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Teorem 6.38 (X, S) bir S—metrik uzay, Ag [F1, Fy,a], (X,S) S—metrik uzayinda F, F,
odaklr ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4
olmak iizere (A{1)ve (A92) kosullarini saglasin. Bu takdirde T doniisiimii  her
x € Ag [F1, Fy,a)lvey € X\ Ag [F1, Fy,a] ve A € [0, 1/2) igin

S(Tz, Tz, Ty) < A[S(z,z,Tx) + S(y,y,Ty)]

kosulunu sagliyorsa As [F, Fy, a] Apollonius ¢emberi T déniistimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 6.36 daki ispat yontemine benzer sekilde As [Fy, Fy, a) ve Ag[Fi«, Fy-, a*]
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin.
Buna gore u # v olmak iizere u € Ag [Fy, Fy,a] ve v € Ag[Fi+, Fy«, a*| noktalar: alinsin.

O halde T doniisiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu,Tu,Tv)
< A [S(u,u,Tu) + S(v,v, Tv)]
= A [S(u,u,u) + S(v,v,v)] =0
elde edilir. Buna gére S(u, u, v) = 0 olup u = v bulunur. Bu ise ¢eligkidir. O halde

Ag [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Teorem 6.39 (X, S) bir S—metrik uzay, Ag [F\, F3,a], (X,S) S—metrik uzayinda Fy, F;
odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X donistimii v = 1, 2, 3, 4

olmak iizere (A1)ve (A72) kosullarim saglasin. Bu takdirde T doniisiimii her
x € Ag [F1, Fy,alvey € X\ Ag [F1, Fy,a) ve A € [0, 1/3) igin

S(Tz, Tz, Ty) < A[S(x,z, Ty) + Sy, y, Tx)]

kosulunu sagliyorsa As [F, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniigtimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 6.36 daki ispat yontemine benzer sekilde Ag[Fy, Fy,a) ve Ag [Fy«, Fy-, a*]
Apollonius ¢emberlerinin 'T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin.
Buna gore u # v olmak iizere u € Ag [Fy, Fy,a] ve v € Ag[Fi+, For, a*| noktalart alinsin.

O halde T doniisgiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,

S(u,u,v) S(Tu, Tu,Tv)
< A [S(u,u,Tv) + S(v,v, Tu)]
= X [S(u,u,v) + S(v,v,u)]

= 2\S(u,u,v)
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elde edilir. Ancak N\ € [0, 1/3) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Ag[F}, Fs,al

Apollonius ¢cemberi T’ doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢cemberidir.

Teorem 6.40 (X, S) bir S—metrik uzay, Ag [F1, Fy,a], (X,S) S—metrik uzayinda F, F,
odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniistimii v = 1, 2, 3, 4
olmak iizere (A1)ve (AS2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T doniisiimii  her
x € Ag [F1, Fy,a)lvey € X \ Ag [F1, Fy,a) ve A+ 4+ v < 1 olmak iizere,

S(Tx, Tz, Ty) < aS(z, 2, Tx) + BS(y,y, Ty) + vS(z, 2, y)

kosulunu sagliyorsa As [Fy, Fy, a| Apollonius ¢cemberi T déniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 6.36 daki ispat yontemine benzer sekilde Ag[Fy, Fy,a] ve Ag [Fy-, Fy-, a*]
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin.
Buna gore u # v olmak iizere u € Ag [Fy, Fy,a] ve v € Ag[Fi+, Fo«, a*| noktalar: alinsin.

O halde T doniisgiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tu) + S (v,v,Tv) + vS(u,u,v) = vS(u, u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan ac¢ik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O
halde Ag [F, Fy, a] Apollonius ¢cemberi T déniigtimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Teorem 6.41 (X, S) bir S—metrik uzay, Ag [F1, Fy,a], (X,S) S—metrik uzayinda F, F,
odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniisiimii i = 1, 2, 3, 4
olmak iizere (A{1)ve (A92) kosullarint saglasin. Bu takdirde T doniisiimii  her
x € As[F1, Fy,al, y € X\ Ag [F1, Fo,a], A+ B+ v < Lve A+ 3y < 1 olmak iizere,

STz, Tx,Ty) < aS(x,z,Ty) + BS(y,y, Tx) +vS(z,x,y)

kosulunu sagliyorsa As [F, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 6.36 daki ispat yontemine benzer sekilde As [Fy, Fy,a) ve Ag[Fi«, Fy-, a*]
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin.
Buna gore u # v olmak iizere u € Ag [Fy, Fy,a] ve v € Ag[Fi+, Fy«, a*| noktalar: alinsin.

O halde T doniisiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,
S(u,u,v) = S(Tu, Tu, Tv) < aS(u,u, Tv)+LS(v,v, Tu)+vS (u, u,v) = (A+5+7)S(u, u,v)
elde edilir. Ancak A\ + B + v < 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde Ag |[Fi, Fy, a]

Apollonius ¢cemberi T’ doniigiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.
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7. Az— METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT EGRIi
TEOREMLERI

Bu kisimda A,—metrik uzaylarda elips, hiperbol, Cassini egrisi ve Apollonius
cemberi kavramlar ele alinacaktir. A,-metrik uzaylarda bu egrilerin sabit kalma kosullar

ortaya konulacak sonrasinda bu sabit egrilerin tekligi ile ilgili kosullar sunulacaktir.

7.1 Ajp-Metrik Uzayda Sabit Elips Teoremleri

Bu kisimda A,—metrik uzaylarda iki odakli elipsler i¢in bir doniisiimiin bir elipsi
sabit birakmasi yani sabit elipsin varlik kosullar1 ve sabit elipsin teklik kosullar1 ele
alinacaktir. Buna gore ilk olarak A,—metrik uzayda iki odakli elips ve sabit elips

kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tamm 7.1 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Fy, I, € X vea € (0, 0o) olsun. Bu taktirde
E4, [F1, Fo,2a) = {z € X : Ap(z, ...z, F1) + Ap(z, ...z, Fy) = 2a}

ifadesine odaklar: Fy, F5 asal eksen uzunlugu 2a olan elips denir.

Ornek 7.1 Temel kavramlar kisumda belirtildigi gibi Ay,—metrik bir alsimis metrikden
liretilebilecegi gibi alisilmis metrikden iiretilemeyen A,—metriklerde vardir. Burada Ornek
3.3 de verilen bir alisiimis metrikden iiretilemeyen A,—metrik ornegi ele alinacaktir.

X =R?% n>3veiec{l,2..n}iginx; = (x;1, ) olmak iizere

2 n—1
Ab(xl,xQ,...,xn)=Z [(ZM%—@%‘) +‘x%j+---+x(2n_1)j—(n—1)3:%}
=1

J=1

seklinde tamimli Ay—metrigi ele alinsin. Buna gére sekil 7.1 de n = 10 olmak iizere
Ap—metrigi igin sirasiyla odaklart Fy = (1,0), Fy = (—1,0) ve asal eksen uzunluklar:
2a = 10,50,80 olan elipsiler, odaklart F, = (1,1), Fy = (—1,—1) ve asal eksen
uzunluklar: 2a = 10, 50, 80 olan elipsler ve odaklart Fy = (1,2), F, = (—1,—3) ve asal
eksen uzunluklart 2a = 150,180,250 olan elipsler goriilmektedir. Her bir sekilde asal

eksen uzunluklarina gore elipsler sirasiyla yesil, mavi ve kirmizi renkli olarak verilmistir.
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Sekil 7.1 Ey, [(1,0), (=1,0),2a1], Ea, [(1,1), (=1, —1),2as] , Ea, [(1,2), (—1,—3) , 2as]

3

2a; = 10, 50,80, 2a; = 10, 50,80, 2a3 = 150, 180, 250

Benzer sekilde X =R3 n>3,i € {1,2,...n}, x; = (z;1, T4, T33) igin

n—1
(Z |25 — 3312]0 + oty 4 2y — (0= D]
=1

3

Ab(a:l,xg,...,xn)zz

Jj=1

seklinde tamml A,—metrigi ele alinsin. Bu taktivde, sekil 7.2 de 3—boyulu analitik uzayda

tammlanan Ay,—metrigi i¢in swrasiyla odaklart Fy = (1,0,0), Fy = (—1,0,0) ve asal eksen

uzunluklart 2a = 18,36,144 olan elipsier, sekil 7.3 de odaklari F; = (1,1,1),
Fy = (=1,—1,—1) ve asal eksen uzunluklar: 2a = 10,40, 100 olan elipsier ve sekil 7.4 de
ise odaklarn Iy = (1,2,3), F, = (=2,-3,—1) ve asal eksen uzunluklar

2a = 300, 350, 1000 olan elipsler gériilmektedir.

Sekil 7.2 E4, [(1,0,0), (—1,0,0) , 2a], 2a = 18, 36, 144
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Sekil 7.3 E4, [(1,1,1), (=1, -1, —1), 2a], 2a = 10,40, 100

Sekil 7.4 E4, [(1,2,3), (=2, —3,—1), 2a], 2a = 300, 350, 1000

Asagidaki onerme ve akabindeki sonug, bir alisilmig metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen A,—metrik ile alisilmis metrik uzaydaki elipsler arasindaki ilgiyi
ortaya koymaktadir.

Onerme 7.1 X +# () bir kiime ve Ay, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen A,—metrik
olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde A,—metrik uzayindaki

E 4, [F1, Fy,2a] elipsi, (X, d) alisilmis metrik uzayindaki E, [Fl, Fy, %] elipsidir.
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Ispat A,—metrigi d alisilmis metrigi tarafindan iiretildiginden
Ap (1,29, .., 2p) = d (21, 2) + d (21, 20) d (Tp—1, Tp)
olacagindan agikca
Ay (z,...,xy) =d(z,y)+---+d(z,y) = (n—1)d(z,y)
olur. O halde E 4, [Fy, F», 2a] elipsi i¢in

Ay (z,.. . e, F) + Ap (... 2, Fy) =2a = (n—1)d(z, F1)+ (n—1)d(x, F») = 2a

2
:>d($,F1)+d(l’,F2) = n—a]_

elde edilir. Bu ise acikca E, [F 1, Fb, %] demektir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 7.1 X # 0 bir kiime, (X,d) bir alisilmis metrik uzay ve Ay, bir alisilmis d metrigi
tarafindan tiretilen A,—metrik olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde
(X,d) alsilmis metrik uzayindaki Ey[Fy, Fy,2a]  elipsi  Ay—metrik  uzayindaki
Ey4, [Fi1, F5, 2 (n — 1) a] elipsidir.

Tamm 7.2 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, E4, [F1, F»,2a), (X, Ay) metrik uzayinda Fy, Fy
odakli 2a asal eksen uzunluklu bir elips olsun. T' : X — X bir doniisiim olmak iizere her
x € By, [F1, F3,2a]icin Ty = xise Ey, [Fi1, Fy, 2a] elipsine T doniigiimiiniin bir sabit elipsi

denir.

Bu kisimda buradan itibaren verilecek Teorem 7.1-7.4 ile (X, A;) A,—metrik
uzayinda bir 7' : X — X doniisiimii igin sabit elipsin varligim1 garanti eden kosullar

verilmistir.

Teorem 7.1 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, E 4, [F1, F», 2a], (X, Ay) metrik uzayinda odaklar:
Fy ve Fs, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X icin,
o(z) = Ap(z, ...z, Fy) + Ap(z, ..., Fy)

seklinde tanimlansin. Bu takdirde, T:X — X doniigiimii, her x € Ey4, [F, Fy, 2a] i¢in

(EM1) Ay(z, ..z, Tx) < p(z) — o(Tx)

(E{"2) ¢(Tz) > 2a
kosullarini sagliyorsa E 4, [F\, Fs, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.
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Ispat X # @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Ey4, [F1, Fy, 2a), (X, Ap)
metrik uzayinda Fy ve Fs odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her x € X i¢in p(x) = Ap(z, ...z, F) + Ap(x, ..z, Fy) seklinde tanimlanmuis
olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € E 4, [F1, F, 2a] herhangi bir

nokta olmak ii zere (E{4 *1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,

Ay(z,..x,Tx) < o) — o(Tx)
= Az, ..z, 1) +A(z, ..k, F5)-Ay(Tx, ..., Tz, F})-Ay(Tx, ..., Tz, F3)
= 2a— (Ap(Tx,...,Tx, Fy) + Ap(Tx, ..., Tz, F)) (7.1)

elde edilir T doniisiimii (E;"2) kosulunu sagladigindan Tx noktast Ea, [Fy, Fy,2al
elipsinin tizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum soz konusudur. Buna
gore Ap(Tx, ..., Tx, F1) + Ay(Tx, ..., Tx, Fy) > 2a ise yani Tx noktas elipsin disinda
ise (7.1) esitsizliginden dolay: ¢eliski elde edilir. Bu nedenle

ATz, ..., Tx, F)+ Ap(Tx, ..., Tx, Fy) = 2a

olmalidir. Aksi taktirde (7.1) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakhigin (metrigin)
pozitif tammmliligindan dolayr bu bir ¢eliskidir. Yani T'x noktast elipsin iizerinde olmalidir.

Bu durumda,
Ap(z,. .. 2, Tx) <2a — (Ap(Tz, ..., Tx, Fy) + Ap(Tx, ..., Tz, F3)) =2a—2a =0

elde edilir. O halde Tx = x dir. Yani her x € Ea, [F1, Fy, 2a] i¢in Tx = x oldugundan dolay:
T déniisiimii E 4, [F1, Fy, 2a] elipsini sabit birakur.

Ornek 7.2 X =Rven > 3icin A, : X™ — [0, 00),

A1 @3 w0) = |4t ws— (0= Dag? + [+ o+ 25— (0 — ),

+o T T — an,gf + |z, — $n71|2

bigiminde tammli Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, A,), Ay—metrik
uzayinda E 4, (0,1, (n — 1)] elipsi ve her v € R i¢in Tx = 2x* — x doniisiimii ele alinsin.
Bu noktada her x € FEy4, [0,1,(n—1)] = {0, 1} dir ve her x € Ey4, [0,1,(n —1)] igin
(E{*1) ve (E{*2) kosullart saglanir: Dolayisiyla E 4, [0,1, (n — 1)] elipsi, T déniisiimiiniin
bir sabit elipsidir. Burada dikkat edilirse T doniigiimii altinda kalan elipslerin sayist
cogaltilabilir. Ornegin, Ea, [—1,1,2(n —1)], Eg4,[2,0,2(n —1)] ve E4, [2,—1,5(n — 1)]
T doniisiimiiniin sabit elipsleridir. Ancak bu durum tiim elipslerin T altinda invaryant
kaldigi anlamina gelmez. Ey4, [1,3,4(n —1)], Ea,[2,3,4(n —1)] ve Eg4, [2,4,5(n — 1)]

elipslerinin T altinda invaryant kalmadigi goriiliir.
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Ornek 7.3 X =Rven >3icin A: X" —» 0, 00),

Apl@1, 00, 2) = |on oo a— (0= Dy 4 o+ -+ 25— (0 — 2

R |$n + -1 — an_2’2 + ‘ﬁn - xn—1|2

bigiminde tamiml Ay-metrik olmak tizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda E 4, 0,1, (n — 1)] elipsi ve her v € R i¢in Tx = 5L déniigiimii ele alinsin. Bu
noktada her v € Ea, [0,1,(n — 1)] = {0, 1} igin (E{*1) kosulu
r=0i¢in(n—1);<1n—-1)—3(n—-1)=3<3
x=1ligin(n—10<1n—-1)—1(n—1)=0<0

olup saglaniyor iken agik¢a (E{'2) kosulu

r=0ignin—1)>Mn-1)=3>1

r=1licih(n—1)>n—-1)=1>1

olacagindan saglamaz. Ayrica E 4, 0,1, (n — 1)] elipsi, T altinda invaryant degildir.

Ornek 7.4 X =Rven > 3icin A: X" — [0,00),

Ab(zljx%"'axn) - |xn+---+x2—(n—l)x1|2+|xn+---+x3—(n—2)x2|2

+ ey g — 2:En_2|2 + |z, — xn—1|2

bigiminde tamimli Ay-metrik olmak tizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda E4, [0, 1, (n — 1)] elipsi ve her x € R i¢in Tx = x + 2 doniisiimii ele alinsin. Bu
noktada her x € E4, (0,1, (n — 1)] = {0, 1} igin (E{*1) kosulu
r=0igin(n—14<1(n—1)—5(n—-1)=4< -4
r=1licih(n—1)4<1n—1)—13(n—1)=4 < —12

olup saglanmaz iken agik¢a (E{'2) kosulu

x=0i¢in5(n—-1)>n—-1)=5>1

r=1igin13(n—1)>(n—1)=13>1

olacagindan saglanr. Ancak E 4, (0,1, (n — 1)| elipsi, T altinda invaryant degildir.

Sonu¢ 7.2 (X, A) bir A—metrik uzay, Ea [F1, F,2a], (X, A) metrik uzayinda odaklar: Fy
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(r) = Az, ..o, Fy) + Az, ...x, Fy)

seklinde tanimlansin. Bu takdirde, T : X — X doniigtimii, her © € E 5 [Fy, Fy, 2a] i¢in
(EM) Az, ..z, Tz) < p(z) — p(Tx)
(B{2) (Tx) > 2a

kosullarini saglyorsa E 4 [F, F»,2a] elipsi T doniisiimiintin bir sabit elipsidir.
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Teorem 7.2 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, E 4, [F1, F», 2a), (X, Ay) metrik uzayinda odaklar
Fy ve Fs, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X icin,

o(x) = Ap(z, ...x, 1) + Ap(z, ...z, F?)

seklinde tamimlansin. Bu takdirde, T : X — X doniisiimii, her x € E 4, [F1, F3, 2a] igin
(E3*1) Ay(z,..x,Tx) < o(z) + o(Tz) — 4a
(E3"1) ¢(Tz) < 2a

kosullarini sagliyorsa E , [F\, Fs, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, A, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Ea, [Fi, Fy,2a), (X, Ap)
metrik uzayinda Fy ve Fs odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her x € X i¢in p(z) = Ap(z, ...z, F1) + Ap(x, ..z, Fy) seklinde tanimlanmus
olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € E 4, [F\, F, 2a] herhangi bir

nokta olmak iizere. (E;4 *1) kosulundan ve  fonksiyonunun tanimindan dolay,

Alz,..z,Tx) < o)+ e(Tx)—4a
= Ay(z,..x, )t Az, ..o, F5)+ Ay (T, ..., Tx, F)+ Ay (T, ..., Tz, Fy)-4a
= 2a+A(Tz,....,Tx, F)+ A(Tx, ..., Tz, F,) — 4a
= Ay(Tz,....Tx, Fy)+ Apy(Tz,...,Tx, Fy) — 2a (7.2)

elde edilir. (E3*2) kosulu saglandigindan dolayt Tx noktasi Ey, [Fy, Fy,2a] elipsinin
tizerinde veya iginde olmalidir. Dolayisiyla iki durum vardwr. Buna gorve T'x noktas elipsin
i¢inde ise yani Ay(Tx, ..., Tx, Fy) + Ay(Tz, ..., Tx, Fy) < 2a ise (7.2) e sitsizligi
Ap(z, ..z, Tx) < 0 formuna doniisiir Ancak uzakhigin(metrigin) pozitif tanimhlig
geregince ¢eliski meydana gelir. O halde Ay(Tx, ..., Tz, Fy)+ Ay(Tx, ..., Tz, ) = 2a

olmalidw. Yani T'x noktasi elipsin iizerinde olmalidwr. Bu durumda,
Ap(z,... 2, Tx) < 2a+Ay(Tx, ..., Tx, 1)+ ATz, ..., Tx, Fy)—4a = 2a+2a—4a =0

elde edilir. Bu durumda Tx = x dir. Yani her x € E 4, [F1, Fy,2a] i¢in Tx = x oldugundan
dolay1 T déniisiimii E 4, [Fy, Fy, 2a] elipsini sabit birakir.

Ornek 7.5 X=R ve n > 3 i¢in Ay: X" — [0,00) , Ap(x1, Tayre, 20)=3 3 |25 — 25|
i=1i<j
bigciminde tammli Ay-metrik olmak iizere (R, A,) metrik uzayi verilsin. (R, A), Ay—metrik

uzayinda Ea, [1,3,4(n — 1)?] elipsi ve her x € R i¢in Tx = x* — 3x + 3 doniisiimii ele
alinsin. Bu noktada her © € FEa, [1,3,4n—1)? = {1, 3} dir ve her
r € B l1,3,40n—1)? igin (E3*1) ve (E3*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Ea, [1,3,4(n —1)?] elipsi, T doniigiimiiniin bir sabit elipsidir. T altindaki sabit
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déniisiimlerin sayisi ¢ogaltilabilir. Ornegin, Ea, [0,4,10(n — 1), Eg4, [-1,5,20(n — 1)
ve E4, [—2,2,2(n — 1)*] T doniisiimiin iin sabit elipsleridir. Ancak bu durum tiim elipslerin
T altinda invaryant kaldigi anlamina gelmez. E 4, [1,4,5(n —1)?], Ea, [2,4,4(n — 1)] ve
EA[1,4,6(n — 1)] elipslerinin T' altinda invaryant kalmadigi goriiliir.

Ornek 7.6 X = Rven > 3icin A: X" — [0,00), Ap(1, Ty, ) = 3. 3 |2 — 4]
i=li<j
bigiminde tanimli Ay, -metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ap—metrik

—xz+11
2

Bu noktada her x € Ey, [1,3,4(n — 1)%] = {1, 3} igin (E3'1) kosulu

r=1i¢in16(n —1)> <4(n—1)>+20(n—1)>*—8(n —1)* = 16 < 16
r=3icinl(n—1)2<4(n—-1)*+10n—1)2-8(n—1)*=1<6

olup saglaniyor iken agik¢a (E4'2) kosulu

r=1igin20(n —1)2 <8(n—1)?=20<8

r=3i¢in10(n —1)><8(n—-1)>=10<8

olacagindan saglamaz. Ayrica Ea, [1,3,4(n — 1)?] elipsi, T altinda invaryant degildir.

uzayinda E 4, [1,3,4(n — 1)?] elipsi ve her x € R igin Tx = doniisiimii ele alinsin.

Ornek 7.7 X = Rven > 3igin A : X" — [0,00), Ap(x1, oy, ) = 3. S |25 — 25
i=1i<j
bigiminde tamiml Ay, -metrik olmak tizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik

uzayinda E 4, [1,3,4(n — 1) elipsi ve her x € R igin Tx = =% déniigiimii ele alinsin. Bu
noktada her x € Eqa, [1,3,4(n — 1)) = {1, 3} i¢in (E4'1) kosulu
r=1ligcinl(n—1)2<4n—-12+2n—-1?>-8(n—-12=1< -2
r=3i¢indn—1)2<4(n—1)+4(n—-1>-8(n—-12?=4<0

olup saglanmuyor iken agik¢a (E3'2) kosulu

r=1ligin2(n—1)?><8(n—-1)2*=2<8

r=3i¢ind(n—1)><8(n—-1)=4<38

olacagindan saglamr. Ancak E, [1,3,4(n — 1)?] elipsi, T altinda invaryant degildir.

Sonu¢ 7.3 (X, A) bir A—metrik uzay, Ea [F1, F, 2a], (X, A) metrik uzayinda odaklar: Fy
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(r) = Az, ..t, Fy) + Az, ...z, Fy)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde, T:X — X doniisiimii, her © € E 4 [Fy, Fy,2d]
icin

(B Az, ..z, Tz) < ¢(x) + o(Tx) — 4a

(E'l) ¢(Tx) < 2a
kosullarint saglyorsa E 4 [Fy, Fy, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.
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Teorem 7.3 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, E 4, [F1, F», 2a), (X, Ay) metrik uzayinda odaklar
Fy ve Fs, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X icin,
o(x) = Ap(z, ...x, 1) + Ap(z, ...z, F?)
olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde, T : X — X doniigiimii, her x € E 4, [F, Fy, 2a
ve bazi h € [0, 1) icin
(E1) Ay(x, ..z, Tx) < p(x) — o(Tx)

(E2) h.Ay(x, ..z, Tz) + o(Tx) > 2a
kosullarini sagliyorsa E 4, [F1, F, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. E, [Fy, Fy,2a), (X, A)
metrik uzayinda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
Sfonksiyonu her x € X i¢in p(x) = Ap(x, ...x, F1) + Ap(x, ...z, Fb) seklinde tammlanmis
olsun. Ayrica T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € Ea, [F1, Fy, 2a) herhangi
bir nokta olmak iizere. 'T' doniistimii (Ef *1) kosulu saglandigindan bu kosuldan baslayarak,

 fonksiyonunun tanimi ve (E{;1 *2) kosulu geregince

Alz,..x,Tr) < ¢(x)— @(Tx)
Ap(z,...x, F1)+Ay(x, ..., Fy)-Ay(Tx, ..., Tx, F1)-Ap(Tx, ..., Tx, Fy)
20 — Ap(Tx, ..., Tx, Fy) — Ap(Tx, ..., Tz, Fy)
h.Ap(z,..x,Tz) + o(Tx) — o(Tx)
h.Ap(z, ..z, Tx)

IAN

elde edilir. Buna gore agik¢a (1 — h)Ay(z, ..o, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayr Ay(z, ...x, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle T'v = x olur. Yani her
x € Egu, [F1, F3,2d] i¢cin Tx = x oldugundan dolay1 T' déniisiimii E 4, [Fy, Fs, 2a] elipsini

sabit birakir.

Ornek 7.8 X =Rven > 3icin A, : X" — [0,00),

Ab(xlax%""xn) = ‘xn+"'+x2_(n_l)xl|2+‘xn+"'+x3_(n_2)x2|2

4+ |$n + T,_1 — 2:En_2|2 + |$n - xn—1|2

bigiminde tammli Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, A,), Ay—metrik
uzayinda E, [1,2,5(n — 1)] elipsi ve her x € R igin Tz = 22* — 5x doniisiimii ele alinsin.
Bu noktada her x € Ey, [1,2,5(n —1)] = {0, 3} dir ve her x € E4,[1,2,5(n — 1)] igin
(E*1) ve (Ei*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla Eu, [1,2,5(n —1)] elipsi, T

dontistimiintin bir sabit elipsidir. Bu T doniisiimii altinda sabit kalan elipsleri ¢ogaltabiliriz.
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Ornegin, FEa,[0,3,9(n—1)], Ea,[-1,4,17(n—1)] ve Ea4,[-2,5,29(n—1)] T
doniigiimiintin sabit elipsleridir. Ancak bu durum tiim elipslerin T altinda invaryant kaldigt
anlamina  gelmez. Ey, [1,4,4(n —1)], E4, [2,4,5(n—1)] ve Ea, [-1,4,6(n—1)]

elipslerinin T' altinda invaryant kalmadig goriiliir.

Ornek 7.9 X =Rven > 3igin A: X" — [0, 00),

A1, w0) = |4t ws— (0= Dagf? + [+ o+ 25— (0 — 2)asf*

R |$n + -1 — 2$n_2|2 + |l’n - CUn—1|2

bigiminde tamiml Ay-metrik olmak tizere (R, Ay) metrik uzay verilsin. (R, Ay), Ay—metrik
uzayinda Ey, [1,2,5(n — 1)] elipsi ve her © € R i¢in Tx = “;T”L?’ doniigiimii ele alinsin. Bu
noktada her v € Ea, [1,2,5(n — 1)] = {0, 3} i¢in (E1) kosulu
r=0igin(n—1)<5n—-1)—1n—-1)=1<4
x=3igin(n—1)<5n—-1)—1n—1)=1<4

olup saglaniyor iken agik¢a (E4'2) kosulu
z=0iginh(n—1)+(n—-1)>5(n—-1)=h>4
r=3icinh(n—1)+(n—1)>5n—-1)=h>4

olacagindan saglamaz. Ayrica E 4, [1,2,5(n — 1)) elipsi, T altinda invaryant degildir.

Ornek 7.10 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ay(z1, 20, .. x) = |Tp4 A xy— (n— Doy  + |zp+ -+ 25— (n— ),

+ .-+ ’fﬂn +Tpo1 — 2.%”,2’2 + ‘xn - xn71|2

bigciminde tammli Ay-metrik olmak itizere (R, A,) metrik uzayi verilsin. (R, Ay), Ay—metrik

z+9
3

noktada her x € Ea, [1,2,5(n — 1)] = {0, 3} i¢in (E5'1) kosulu
x=0i¢in9(n—1)<5n—-1)-5n—-1)=9<0
x=3igin(n—1)<5(n—1)—13(n—-1)=1< -8

olup saglanmuyor iken agik¢a (E4'2) kosulu
x=0i¢in%(n—1)+5n—-1)>5n—-1)=h>0
x=3iginh(n—1)+13(n—1)>5(n—1)=h > -8

olacagindan saglanr. Ancak E 4, [1,2,5(n — 1)] elipsi, T altinda invaryant degildir.

uzayinda Ea, [1,2,5(n — 1)] elipsi ve her x € R i¢in Tx = doniisiimii ele alinsin. Bu

Sonug¢ 7.4 (X, A) bir A—metrik uzay, Ea [F1, Fy,2al, (X, A) metrik uzayinda odaklart F,
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(x) = Az, ..z, Fy) + Az, ...z, F?)
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olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde, T : X — X doniigiimii, her v € E4 [Fy, Fy, 2a]
ve bazi h € [0, 1) igin

(E11) Az, ..z, Tz) < o(z) — p(Tx)

(E3'2) h.A(x,..z,Tz) + o(Tz) > 2a
kosullarint saglyorsa E 4 [F, Fy, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.

Teorem 7.4 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, E 5, [F1, F», 2a), (X, Ay) metrik uzayinda odaklari
Fy ve Fs, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X i¢in,

o(z) = Ap(z, ...z, Fy) + Ap(z, ..., Fy)

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde, T:X — X doniisiimii, her x € Ey, [F1, Fy, 2a
icin,

(E*1) Az, ..z, Tx) < o(z) + o(Tz) — 4a

(E2) Ay(z, ..z, Tx) + o(Tz) < 2a
kosullarini sagliyorsa E 4, [F\, Fs, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.

Ispat X # @ bir kiime, A, X iizerinde bir A,— metrik olsun. Ey4, [F1, Fy, 2a), (X, Ap)
metrik uzayinda Fy ve Fs odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips ve ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her x € X i¢in p(x) = Ap(z, ...z, F) + Ap(x, ..z, Fy) seklinde tanimlanmus
olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € E 4, [F1, F5, 2a] herhangi bir
nokta olmak iizere, T' doniistimii (E;4 *1) kosulunu saglandigindan bu kosuldan baslayarak o

fonksiyonunun tanimi ve (Ebe) kosulu geregince

Ap(z,..x,Tx) < @(x)+o(Tx) —4a
= Ay(z, ..z, )+ Az, ..o, F5)+ Ay (T, ..., Tx, F1)+Ap(Tx, ..., Tz, Fy)-4a

= ¢(Tx)—2a
< o(Tx) — [Ap(z, ..., Tx) + o(Tx)]
= —Aylz,..x,Tx)

elde edilir. Yani 2Ay(x, ...z, Tx) < 0ve Ay(z, ...z, Tx) = 0 olmahdw:. Bu durumda
agtk¢a T'v = x olur. Bu takdirde sonug olarak her x € Ey, [Fy, Fy,2a) i ¢in T déniisiimii
E 4, [F1, Fy, 2a] elipsini sabit birakir:

Ornek 7.11 X=R ve n > 3 icin Ay X" — [0,00) , Ap(x1, 9o, 1) =3 3 |27 — 4]
i=li<j

bigiminde tammli Ay-metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, A,), Ay—metrik

uzayinda Ea, [2,3,5(n — 1)?] elipsi ve her © € R i¢in Tx = x* — 4z + 4 doniisiimii ele

alinsin. Bu noktada her v € FEa, [2,3,5(n—1)2 = {1, 4} dir ve her
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r € B l2,3,5(n—1)? igin (E*1) ve (E{*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Ea, [2,3,5(n — 1)%] elipsi, T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir. T altinda sabit kalan
elipslerin sayisi ¢ogaltilabilir. Ornegin, Ea, [1,4,9(n — 1)?], Ea, [-1,6,29(n — 1)?] ve
FEa,[0,5,17(n — 1)?| T déniisiimiiniin sabit elipsleridir. Ancak bu durum tiim elipslerin T
altinda invaryant kaldigr anlamina gelmez. Fa, [1,3,4(n — 1)?], Ea, [2,3,5(n — 1)?] ve
Ea[-1,1,6(n — 1)?] elipslerinin T altinda invaryant kalmadigi gériiliir.

Ornek 7.12 X =Rven > 3icin A: X" — [0,00), Ap(1, Ty, Tp) = i | — ;]
bigiminde tanimh Ay, -metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, ZAlbsfjflb—metrik
uzayinda E 4, [2,3,5(n — 1)%] elipsi ve her x € R igin Tz = 225
noktada her v € Ea, [2,3,5(n — 1)?] = {1, 4} i¢ in (Ej'1) kosulu
r=1liginl(n—12<5(n—-12+13n—-12-10(n—-1*=1<8
r=4icinl(n—1)2<5(n—-12+13n—-12-10(n—-1)*=1<38

olup saglaniyor iken agik¢a (E{'2) kosulu

r=1i¢inl4(n —1)><5(n—1)*=14<5

r=4i¢inl4n —1)2<5(n—-1)*=14<5

olacagindan saglanmaz. Ayrica E 4, (2,3,5(n — 1)?] elipsi, T altinda invaryant degildir.

doniistimii ele alinsin. Bu

Ornek 7.13 X =Rven > 3icin A: X" — [0,00), Ay(1, Ty, Tp) = i S|y —
bigiminde taniml Ay, -metrik olmak iizere (R, Ay) metrik uzayi verilsin. (R, lAlbs,qAb—metrik
uzayinda E, [2,3,5(n — 1)?] elipsi ve her x € R igin Tw = *£2
noktada her x € Ea, [2,3,5(n — 1)?] = {1, 4} i¢ in (E{1) kosulu
r=1i¢cinl(n—12<5n—-1>2+1n—-12?-10n—-1>*=1< -4
r=4i¢cinl(n—12<5n—-12+1n—-12?-10n—-1>*=>1< -4

olup saglanmuyor iken agik¢a (E{'2) kosulu
r=1ligin2(n—1)?><5(n—1)2*=2<5
r=4igin2(n—12?<5(n—-12=2<5

olacagindan saglamr: Fakat E 4, [2,3,5(n — 1)?] elipsi, T altinda invaryant degildir.

doniistimii ele alinsin. Bu

Sonug¢ 7.5 (X, A) bir A—metrik uzay, E4 [F1, Fs,2al, (X, A) metrik uzayinda odaklart F,
ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(r) = Az, ..o, Fy) + Az, ...z, Fy)
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seklinde tanimlansin. Bu takdirde, T:X — X doniigtimii, her v € E 4 [Fy, Fy, 2a) igin,
(EM) Az, ..z, Tz) < ¢(x) + o(Tx) — 4a
(Ef2) A(z,..z,Tz)+ o(Tz) < 2a

kosullarin saglyorsa E 4 [Fy, Fy, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.

X # @ bir kiime olmak {izere X kiimesi tizerinde her z € X i¢in I(z) = z olacak
sekilde tanimlanan / : X — X donilisiimiine birim doniisiim denir ve hangi kiimeyle
calisildigr rahat anlasilmasi i¢in [y bi¢iminde gosterilir. Birim doniisiim agik¢a teorem
7.1-7.4 de verilen kosullar1 saglar. Buna gore birim doniisiim acgik bir sekilde ilgili elipsleri
sabit birakir. Ancak birim doniisiim tiim noktalar1 sabit biraktigi i¢cin ¢ok da anlamli
degildir. Bu nedenle birim doniisiim disindaki doniisiimleri incelemek gereklidir. Asagida
ifade edilen teorem bir elipsi sabit birakan bir doniisiimiin ne zaman birim donilislim

oldugunu agiklamaktadir.

Teorem 7.5 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, E 4, [Fi1, F»,2a] (X, Ap) metrik uzayinda odaklari
Fy ve Fy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X i¢in,

o(x) = Ap(z, ..., ) + Ap(z, ...z, F)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde T : X —— X doniisiimii her x € X ve bazi
h > b. (2n — 2) igin,

p(x) = b*o(Tx)
h

(1a,) : Ap(zy ...z, Tz) <

kosulunu sagliyorsa T = Ix ve E 4, [F1, Fy, 2a] elipsi, T doniisiimiiniin bir sabit elipsidir.

ispat (X, Ap) bir Ay—metrik uzay, Ea, [F1, Fy,2a] bu uzayda Fy, F, odakli, 2a asal eksen

uzunluklu bir elips olsun. Ayrica her x € X i¢in
o(z) = Ap(z, ..., F1) + Ap(z, ..., )

olacak sekilde tamimlanan ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu ve T : X — X doniisiimii ele
alinsin. Ustelik T doniisiimii her x € X ve bazi h > b. (n — 1) degerleri igin (I 4,) kosulunu
saglasin. O halde v € X ve x # Tx oldugunu varsayalim. Bu durumda, T' déniisiimii (14,)
kosulunu sagladigindan dolayr bu kosuldan yola c¢ikarak ¢ fonksiyonunun tanimi ve
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Ap-metriginin ikinci aksiyomunu kullanarak
hAy(z,..,x,Tx) < o) —b*e(Tx)
= Ay, .o, )+ A (2, .2, F5)-b*Ay(Tx, ..., Tz, Fy)-b*Ay(Tx, ..., Tz, Fy)

< b(n—1)A(z,...;x, Tx)+b.Ap(F1, ..., F1, Tx)+b(n — 1) Ap(z, ..., x, Tx)
+bA(Fy, ..., By, Tx) — P Ay(Twx, ..., Tx, FY) — b*Ay(Tx, ..., T, )
< b(2n — 2)Ay(x, ...z, Tx) + > Ay(Tx, ..., T, Fy) + 0*Ay(Tx, ..., T, Fy)

—V?Ay(Tx,....,Tx, ) — b*Ay(Tx, ..., T, )
= b(2n —2)Ap(x,...;x,Tx)

sonucuna ulasilir. Buradan diizenleme ile (h — b. (2n — 2))A(z, ...,x,Tz) < 0 elde edilir.
Hipotez geregince h > b. (2n—2) oldugundan agik¢a T'x = x elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir.
Dolayisiyla her v € X i¢in T'x = x oldugundan T’ = Ix olur. Tersine'I' = [ x birim doniisiim

oldugundan sonug olarak E 4, [F\, F, 2a] elipsi T nin bir sabit elipsidir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 7.1-7.4 ile A,—metrik uzayda Fi, F3
odakli ve 2a asal eksen uzunluklu E4, [F}, F3, 2a] elipsini nokta-nokta sabit birakacak 7’
iizerine doniisiimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Ayrica
Teorem 7.5 de de Ey4, [Fi, Fb, 2a] elipsinin nokta nokta sabit birakan 7" doniisiimiiniin ne
zaman birim doniisiim olacagi ifade edildi. Bahsi gegen teoremlerde sabit elipslerin sayisina
dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki 6nermeler A,—metrik uzayda birden fazla sabit elipse

sahip doniligiimlerin mevcut oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 7.2 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Ea, [Fi1, Fia,2a1] ile Ea, [Fo1, Fao, 2as]
(X, Ay) metrik uzayinda iki elips olsun. Bu takdirde Ega, [Fi1, Fi2,2a1] ve
E 4, [For, Fao, 2as] elipslerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, Ay) metrik uzayinda
enaz birT : X — X doniigiimii vardr.

Ispat X # & bir kiime ve Ay, X iizerinde bir A,— metrik olmak iizere (X, Ay) bir metrik
uzay olsun. Eys, [Fi1, Fi2,2a1] ve Ey4, [Fo1, Fa2,2as] de Fyy, Fiy odakli, 2a, asal eksen
uzunluklu ve Fy1, Fyy odakli, 2a5 asal eksen uzunluklu olacak sekilde verilen iki elips olsun.

Ayrica P noktasi

Ab(F117 Ce 7F117 P>+Ab<F12, Ce 7F12, P) # 2@1 ve Ab(F217 C.e 7F21, P)+Ab(F22, Ce ,FQQ, P) 7£ 2@2
olacak sekilde (X, Ay) metrik uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna gére T : X — X
doniisiimii her x € X icin

T — x, x € Ea [Fi1, Fi2,201| U En, [Fo1, Fz, 2a5] ise
P, diger hallerde
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seklinde tanimlansin. Bunun yani sira o1, @2 : X — [0, 00) doniis iimleri her v € X i¢in
o1(x) = Ap(z, ... x, Fi)+HAp(x, . ., Fio) ve oo(x) = Ap(x, ...z, For)+Ap(x, . .. 2, Foo)

olacak sekilde alinsin. Bu takdirde T déniisiimii ©1(x) ve po(x) doniisiimleri ile birlikte
E 4, [Fi1, Fi2,2a1] ve E 4, [Fo1, Fag, 2as] elipsleri i¢in j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Ef;lbl)ve
(Ef%2) kosullarini saglar. O halde Teorem 7.1-7.4 geregince agik¢a E 4, [Fi1, Fi2,2a,] ve
E 4, [Fo1, Fae, 2as] elipsleri T doniigiimiiniin sabit elipsleridirv. Burada dikkat edilirse ele
aliman E 4, [Fi1, Fia,2a:1] ve Ea, [Fo1, Fag, 2as)| elipslerinin konumlar: ve birbirlerine gore

pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Iigili elipsler tamamiyle keyfidir.

Onerme 7.3 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Ey4, [Fi1, Fi2,2a1], ..., Ea, [Fa1, Fao, 2a,]
(X,Ay) metrik uzayinda n tane elips olsun. Bu takdirde Ea, [Fi1, Fi2,2a4),
v Bay [Fo1, Fuo,2a,] elipslerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, A,) metrik

uzayinda en az bir T : X — X déniistimii vardir.

Ispat Onerme 7.2 nin ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X i¢in

z, x€ JEa,[Fi, Fi,2a] ise
Tx = i=1

P, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniistimii ve her x € X icin
vi(x) = Ap(x,.c,x, Fiy) + Ap(z,..., z, Fio) olacak sekilde tanimlanan p; : X — [0, 00)
donitistimleri kullamilarak kolayca verilebilir. Burada T déniisiimiindeki P noktast
i =1, 2, ..., n olmak iizere Ap(z, ..., v, F) + Ap(z, ..., x, Fa) # 2a; kosullarin
saglayacak sekilde sabit bir noktadw. Ayrica bir onceki 6nermede oldugu gibi burada ele
alman i € {1,..,n} icin Ea, [Fi1, Fia,2a;] elipslerinin birbirlerine gore konumlar

tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alinan iki onermeden sonra simdi bir (X, A;) metrik uzayinda bir
T : X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit elipse sahip
olacaginin tespit edilmesi 6nemli bir probleme donilismiis olur. Asagida ifade edilen Teorem

7.6-7.9 ile bu sorunun yanitt verilmistir.

Teorem 7.6 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Eg4, [F1, F,2a], (X, Ap) bir metrik uzayinda

odaklart Iy ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T' : X — X doniistimii
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(E*1) ve (E{1) kosullanm saglasin. Bu takdirde, her x € FEgu, [Fy, F,2a),
y € X\ Ea, [F1, Fy,2a] ve bazi h € [0, 1) i¢in T doniisiimii,

Ap(Txy ..., Tz, Ty) < h.Ap(z, ..., x,y)

biiziilme kosulunu saglyorsa E 4, [F\, F, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Eq, [F), Fy,2a), (X, Ay) metrik uzayinda F,, F,
odakl, 2a asal eksen uzunluklu bir elips ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T
doniigiimii her v € Ey, [Fy, Iy, 2a) vey € X \ Ey, [F1, Fy, 2a] noktalar: i¢in h € [0, 1)
olmak iizere Ay(Tx,...,Tx,Ty) < h. Ay(z,...,x,y) kosulunu saglasin. Buna gore
E4, [F1, Fy,2a] ve Ea, [Fi+, Fo«,2a*| elipslerinin T' doniigtimiiniin iki farkl sabit elipsi
oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere w € Ea, [F1,F5,2a] ve v € Ey, [Fi+, Fo,2a*]

noktalar: alinsin. T déniistimiiniin sagladig: biiziilme kosulundan,
Ap(uyooyu,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv) < ANAp(u, ..., u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidir. Bu
takdirde E 4, [Fy, F», 2a] elipsi T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7' : X — X déniistimii (E;"1)ve (F;"*2) kosullarmi
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (E;"1)ve (E;*2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 7.7 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay , Ea, [F1, Fy,2a), (X, Ap) metrik uzayinda F, Fy
odakli, 2a asal eksen uzunluklu bir elips ve T' : X — X doniigiim olsun. T' : X — X
doniisiimii i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Efbl)ve (EZA*’2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T
doniigiimiiher © € E 4, [F1, Fy,2a] vey € X \ Ey, [F1, s, 2a) noktalart igin

A Ay(Tx, ..., T Ay(Ty, ..., T
Ab(Tx,...,Tx,Ty)<max{ b(wa 7$ay)7 b( Ty.ony l‘,$), b( Y, ..., yay)a}

Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tz, ..., Tz, y)

biiziilme kosulunu saglyorsa E 4, [F\, Fs, 2a] elipsi T doniisiimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat (X, Ay) bir Ay—metrikuzay, Ea, [F1, Fy,2a), (X, Ay) metrik uzayinda I, Fy odakl,
2a asal eksen uzunluklu bir elips ve T' ©: X — X doniisiim olsun. Ayrica T’ doniistimii her
x € Ea, [F1, Fy,2a] vey € X \ Ey, [F1, F», 2a] noktalar: igin

A Ay(Tx, ..., T Ay(Ty, ..., T
Ab(Tx,...,T:v,Ty)<max{ o(@5 2, 9)s (T, o T2, 2), Ay(TY, o y,y),}

Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tx, ..., Tx,y)
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kosulunu saglasin. Buna gore Ea, [Fi,Fy,2a] ve Ea, [Fi+, Fy-,2a*] elipslerinin T
doniistimiintin  iki farkli sabit elipsi oldugu varsayisin. v # v olmak iizere
u € Eyu, [F1, Fy,2a] vev € Ea, [Fi+, Fox, 2a*| noktalart alinsin. T' doniigtimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,
Ap(uycoyu,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv)

max Ap(z, .z, y), Ap(Tx, ..., Tx, x), A(Ty, ..., Ty, y),
Ap(Ty, ... Ty, x), Ap(Tx, ..., Tz, y)

<

= Ap(u,...,u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu takdirde E 4, [F}, F3, 2a]
elipsi T’ fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 7.8 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, E4, [F1, F»,2a], (X, Ay) bir metrik uzayinda
odaklart F\ ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (E**1) ve (E{*2) kogullarim saglasin. Bu takdirde T déniisiimii
her x € Ey, [F1, Fy,2a]l vey € X \ Eqa, [F1, F»,2a] ve A € [0, 1/2) igin

Ab<T‘r7 aTquy) < A [Ab(xv ...,ZL’,TZL') + Ab(y7 7y7Ty)]

kosulunu sagliyorsa E 4, [F1, F», 2a] elipsi T doniigtimiiniin bir tek sabit elipsidir.

Ispat Teorem 7.6 daki ispat yontemine benzer sekilde E 4, [Fy, Fy, 2a) ve E 4, [Fy+, Fy-, 2a*]
elipslerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u # v
olmak iizere u € Ea, [F1, Fy,2a) ve v € Ega, [Fi+, Fox,2a*| noktalar: alinsin. O halde T
dontistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
Ap(uy.yu,v) = Ay(Tu,...,Tu, Tv)

< A [Ap(uy ey u, Tu) + Ap(v, ..oy v, T0))]

= A [Ap(uy...,u) + Ap(v,...,v)] =0
elde edilir. Buna gore Ay(u,...,u,v) = 0 olup w = v bulunur. Bu ise ¢eligkidir. O halde
Ey4, [Fi1, Fy,2a) elipsi T fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

Teorem 7.9 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay , Ea, [F1, F»,2a), (X, Ap) bir metrik uzayinda
odaklar: Fy ve F, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir elips olsun. T' : X — X d oniisiimii
1 =1, 2, 3, 4 olmak iizere (Ef”l)ve (EZ-A*’2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T doniisiimii
her x € E4, [F1, Fy,2a)vey € X \ Ey, [F1, Fy,2a] ve A+ 8 + v < 1 olmak iizere,

Ab(Txv e T:Ev Ty) < OzAb(:L‘7 cey Ly TZL') + ﬁAb<y7 Y, Ty) + ’YAb<x7 cey Ly y)

kosulunu sagliyorsa E 4, [F1, Fs, 2a] elipsi T doniigtimiiniin bir tek sabit elipsidir.
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Ispat Teorem 7.6 daki ispat yontemine benzer sekilde E 4, [F1, Fy,2a) ve E g, [Fi+, Fo, 2a*]
elipslerinin T doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi varsayilsin. Buna gore u # v
olmak iizere u € Ea, [F1, Fy,2a) ve v € Ega, [Fi+, Fo,2a*| noktalart alinsin. O halde T

doniistimiiniin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
Ap(uy.yu,v) = Ay(Tu,...,Tu, Tv)
< aAp(u, .o, u, Tu) + BA (v, .oy v, To) + yAp(u, ..., u, v)
= ~vA(u,...,u,v)

elde edilir. Ancak \ + 3 + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eligkidir. O
halde E s, [F, F3, 2a] elipsi T' fonksiyonunun tek sabit elipsidir.

7.2 Ap—Metrik Uzayda Sabit Hiperbol Teoremleri

Bu kisimda A,—metrik uzaylarda iki odakli hiperboller i¢in uzay tizerinde tanimli
bir doniisiimiin bir hiperbolii sabit birakmas1 yani sabit hiperboliin varlik kosullar1 ve sabit
hiperboliin teklik kosullar1 ele alinacaktir. Bu takdirde ilk olarak A,—metrik uzayda iki odakli

hiperbol ve sabit hiperbol kavramlari tanimlanacaktir.

Tamm 7.3 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Fy, F» € X vea € (0, 0o) olsun. Buna gore
Hy, [F1, Fy,2a) = {z € X : |Ay(z,...,x, F1) — Ap(z, ..., 2, F5)| = 2a}

ifadesine odaklar: Fy, F5 asal eksen uzunlugu 2a olan hiperbol denir.

Ornek 7.14 Bu 6rnekte Ornek 3.3 de verilen bir alisiimis metrikden iiretilemeyen A,—metrik
ornegi ele alinacakti. X = R?, n > 3vei € {1,2,...,n} icin x; = (1,1, 14) olmak iizere

2

Ab(xl,xg,...,xn)ZZ

J=1

n—1
(St =) et o+t - 0=
i=1
seklinde tanmimli A,—metrigi ele alinsin. Buna goére sekil 7.5 de n = 10 olmak iizere
Ap—metrigi i¢in swrasiyla odaklart Fy = (1,2), Fy, = (=1, —3) ve asal eksen uzunluklar:
2a = 10,20,50 olan hiperboller, odaklar1 F; = (1,2), Fy = (—2,—3) ve asal eksen
uzunluklart 2a = 20,55,90 olan hiperboller goriilmektedir. Her bir sekilde asal eksen

uzunluklarina gore elipsler sirasiyla kirmizi, mavi ve yesil renkli olarak verilmistir.
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Sekil 7.5 Hy, [(1,2), (—1,-3),2a1] , Ha, [(1,2), (=2, —3) , 2as] ,
2a; = 10, 20,50, 2a, = 20, 55,90

Benzer sekilde X = R®, n > 3vei € {1,2,...,n} icin x; = (x;1, T, 7;3) olmak

lizere

3 n—1
Ab(xl,xg,...,xn)Zz [(Zﬁfj—xﬂ) +‘x§j+...+x%n_1)j—(n—l)xij|
i=1

=1

seklinde tanmimli A,—metrigi ele alinsin. Bu taktirde, sekil 7.6 da 3—boyulu analitik uzayda
tammlanan Ay—metrigi i¢in sirasiyla odaklart Fy = (1,2,3), Fy» = (—1,—3,—3) ve asal
eksen uzunlugu 2a = 36 olan hiperbol, sekil 7.7 de odaklari F, = (1,2,3),

Fy = (—2,—3,—3) ve asal eksen uzunluklari 2a = 9, 18 olan hiperboller ve sekil 7.8 de ise
odaklari Fy = (1,2,3), Fy = (=2, —3,—1) ve asal eksen uzunlugu 2a = 144 olan hiperbol

goriilmektedir.

Sckil 7.6 H 4, [(1,2,3), (=1, —3,—3), 36]
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Sekil 7.7 Ha, [(1,2,3), (=2, —3,-3),9], Ha, [(1,2,3), (=2, =3, —3), 18]

Sekil 7.8 Hy, [(1,2,3), (=2, —3, —1), 144]

Asagidaki onerme ve akabindeki sonug, bir alisilmis metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen A,—metrik ile alisilmis metrik uzaydaki hiperboller arasindaki

ilgiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 7.4 X +# () bir kiime ve Ay, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen A,—metrik
olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde A,—metrik uzayindaki
Hy, [F\, Fy,2a]  hiperbolii, (X,d) alsilmis metrik uzayindaki Hy [Fl, F, %]
hiperboliidiir.
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Ispat A,—metrigi d alisilmis metrigi tarafindan iiretildiginden
Ap (1,29, .., xp) = d (21, 2) + d (21, 2) d (Tp—1, Tp)
olacagindan agikca
Ay (z,...,xy) =d(x,y)+---+d(z,y) = (n—1)d(z,y)
olur. O halde H 5, [ F1, F, 2a) elipsi i¢in
|Ap (... 2, Fy) — Ay (x, ... 2, Fy)| =20 = |(n—1)d(z,F1) — (n—1)d(z, F2)| = 2a

2a
= |d(.l’,F1) —d(l'7F2)| = P

elde edilir. Bu ise acikca H, [Fl, s, %} demektir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 7.6 X # 0 bir kiime, (X,d) bir alisilmis metrik uzay ve Ay, bir alisilmis d metrigi
tarafindan iiretilen A,—metrik olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde
(X,d) alsilmis metrik uzaymmdaki H,[Fy, Fy,2a] hiperbolii A,—metrik uzayindaki
Hy, [F1, F», 2 (n — 1) a] hiperboliidiir.

Tamm 7.4 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, F»,2a], (X, Ap) Ay—metrik uzayinda F},
F5 odakh, 2a asal eksen uzunluklu bir hiperbol olsun. T' : X — X bir doniigiim olmak
sizere her x € Ha, [F1, F, 2a] i¢in Tx = x ise H 4, [F1, Fy, 2a] hiperboliine T doniisiimiiniin
sabit hiperbolii denir.

Teorem 7.10 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, Iy, 2a), odaklart Fy ve F, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X i¢in,

o(z) = |Ap(z, ...y, FY) — Ap(z, ...y, Fy))|

seklinde tanimlansin.Bu takdirde T: X — X doniigiimii, her x € Hy, [F, F», 2a] igin
(H*1) Ay(z,..x,Tx) < p(x) — (Tx)
(H{"2) ¢(Tz) > 2a

kosullarini saglyorsa H , [F1, F, 2a] hiperbolii T' déniisiimiiniin bir sabit hiperbolii diir.

Ispat X # @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Ha, [Fy, Fy,2a), (X, Ap)

Ap—metrik uzayinda F, ve F, odakli, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
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¢ X — [0,00) fonksiyonu her x € X icin p(x) = |Ap(x,...,x, F1) — Ap(z, ..., x, )]
seklinde tamimlanmis olsun. Ayrica T' : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde
x € Hy, [Fi, Fy,2a] herhangi bir nokta olmak iizere (H{"*1) kosulu ve ¢ fonksiyonunun

tanimi geregince,

Ap(z,.x,Tx) < o(z) —p(Ta)
= |Ay(z,..v, F1)-Ap(z, ..x, )| - |Ap(Tx, ..., Tz, [1)-Ap(Tx, ..., Tx, F3)|
= 2a— |A(Tz,...,Tx, Fy) — Ap(Tx, ..., Tx, Fy)| (7.3)

elde edilir. T" doniisiimii (H{4 *2) kosulunu sagladigindan T'x noktast igin iki durum vardur.
Buna gore |Ap(x, ..., x, F1) — Ap(x, ..., x, Fy)| > 2a ise (7.3) esitsizliginden dolayt ¢eliski
elde edilir. Aksi taktirde (7.3) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif
tammhihigindan dolayr bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle |Ay(x, ..., x, F1) — Ay(z, ..., x, F3)| = 2a
olmalidir. Bu durumda, Ay(z,...,x,Tx) < 2a—|Ap(Tx, ..., Tx, Fy) — Ay(Tx, ..., Tz, F5)| =
2a — 2a = 0 elde edilir. O halde Tx = x dir. Yani her x € Hy, [Fi, Fy,2a] i¢in Tx = x
oldugundan dolay1 T doniisiim ii H 4, [Fy, F, 2a] hiperboliinii sabit birakur.

Ornek 7.15 X =Rven > 3igin Ay : X" — [0,00),

Ab<$1ax27"->xn) = ‘xn‘i‘+l’2—(n—1)$1|2+‘3§'n+—|—,Z‘3—(7”L—2)£L‘2|2

4+ |515n + Tp_1 — 2:En_2|2 + |=Tn - xn—1|2

bigiminde tammli A,-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ap—metrik uzayinda Ha, [0,1,5(n — 1)] hiperbolii ve her x € R igin Tx = 22? —x — 12
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Hy, [0,1,5(n —1)] = {2, 3} dir ve her
r € Hyl0,1,5(n—1)] igin (H{*1) ve (H{*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Hy, [0,1,5(n — 1)] hiperbolii, T doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir. Dikkat edilirse T
dontistimii  altinda  sabit  hiperbollerin  ornekleri  ¢ogaltilabilir. Ornegin,
Hy, [1%, %0,4(71 — 1)] . Ha, [%, %, 3(n — 1)} ve Hy, H—(l), —%, 6(n — 1)} hiperbolleri T nin
sabit hiperbolleridir. Ancak bu durum tiim hiperbollerin T' déniigiimii altinda sabit kaldigt
anlamina  gelmez. Ha, [0,3,5(n —1)], Hy,[0,3,6(n—1)] ve Hay,[0,2,5(n—1)]
hiperbolleri 'T" altinda invaryant degildir.

Ornek 7.16 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ap(@1, 2,y 2n) = Jan+ a3 — (= Do) + [z + -+ 23— (0 — 2)3o|

+ .- 4+ ’$n +Tpo1 — an,QIZ + ‘l'n - xn71|2

bigiminde tamimli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Apy—metrik uzayi verilsin. (R, Ayp),

2x+1

Ay—metrik uzayinda H , [0, 1,5(n — 1)] hiperbolii ve her x € R igin T'x = =]

doniistimii
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ele alinsin. Bu noktada her x € Hy, [0,1,5(n — 1)] = {=2, 3} icin (H{*1) kosulu
x=-2i¢cin(n—1)<5n—-1)—3n—-1)=1<2
r=3igcin(n—1)<5n—-1)—-3n—-1)=1<2

olup saglaniyor iken acikca (H{'2) kosulu

x=-2i¢in3(n—1)>5n—-1)=3>5

x=3i¢in3(n—1)>5n—-1)=3>5

olacagindan saglanmaz. Ayrica Hy, [0,1,5(n —1)] = {—2, 3} hiperbolii, T' altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.17 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ab<xlax27"->xn) = ‘xn++x2—(n—1)x1|2+\xn+—|—x3—(n—2)x2|2

4+ 4 |$n +x,_1 — 2:En_2|2 + |$n - xn—1|2

bigiminde tammli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ay,—metrik uzayr verilsin. (R, Ay),
Ay—metrik uzayinda H 5, (0,1, 5(n — 1)] hiperbolii ve her x € R i¢in Tx = 2 doniisiimii
ele alinsin. Bu noktada her x € Hy, [0,1,5(n — 1)] = {=2, 3} icin (H{*1) kosulu
x=—-2i¢in36(n—1)<5(n—1)—T(n—1) =36 < -2
r=3icindn—1)<5(n—-1)—9(n—-1)=4< -4

olup saglanmiyor iken agik¢a (H{*2) kosulu

r=-2i¢inTn—1)>5(n—1)=72>5

r=3i¢in9(n—1)>5n—-1)=9>5

olacagindan saglanir. Ancak Ha,[0,1,5(n —1)] = {—2, 3} hiperbolii, T altinda
invaryant degildir.

Sonu¢ 7.7 (X, A) bir A—metrik uzay, Ha|F1, Fy,2a], odaklart Fy ve F,, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o) = Az, ...,x, F1) — Az, ..., x, Fy)|

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her v € H 4 [Fy, Fy, 2a] igin
(H{") Az, ...z, Tx) < o(x) — o(Tx)
(H2) @(Tz) > 2a

kosullarin saglyorsa H 4 [Fy, F, 2a) hiperbolii T' doniisiimiiniin bir sabit hiperbolii diir.

Teorem 7.11 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, F», 2a], odaklart F\ ve I, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

o(x) = |Ap(z, ..., z, F1) — Ap(z, ..., x, Fy)|
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olacak sekilde tamimlansin.Bu takdirde T: X — X doniigiimii, her x € H 4, [Fy, F», 2a] i¢in
(H1) Ay(z, .. 2, Ta) < o(x) + o(Tz) — 4a
(H3"2) (Tw) < 2a

kosullarini sagliyorsa H a, [F\, Fs, 2a] hiperbolii T' déniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Ispat X +# @ bir kiime, A,, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Hy, [F1, Fy, 2a], (X, Ap)
Ap—metrik uzayinda Fy ve Fy odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
v X — [0,00) fonksiyonu her v € X icin ¢(z) = |Ap(z,...,z, F1) — Ap(x, ..., z, )|
seklinde tamimlanmis olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde
x € Hy, [Fi1, F»,2a] herhangi bir nokta olmak iizere (H;lbl) kosulu ve ¢ fonksiyonunun

tanimi geregince,

Ap(z, ... ,2,Tx)

< (@) +¢(Tz) —4a

= |Ap(z, ...z, F1)-Ap(x, ...z, Fy)| +|Ap(Tx, ..., Tx, F1)-Ap(Tx, ..., Tx, )| -4a
= |Ay(Tz,....,Tx, Fy) — Ay(Tx,...,Tx, F5)| — 2a (7.4)

elde edilir. T' doniisiimii (H IA *2) kosulunu sagladigindan T'x noktasi igin iki durum varduwr.
Buna gore |Ay(Tx,...,Tx, Fy) — Ap(Tx, ..., Tx, Fy)| < 2a ise (7.4) esitsizliginden dolay
celiski elde edilir. Ciinkii (7.4) esitsizliginin sag tarafi negatif olur. Uzakhigin (metrigin)
porzitif tammliligindan dolay1 bu bir celiskidir. Bu nedenle
|Ap(T, ..., Tx, Fy) — Ap(Tx, ..., Tz, F)| = 2a  olmalidir  Bu  durumda,
Ap(zyyx, Tx) < |Ay(Tx,...., Tz, Fy) — Ap(Tx, ..., Tz, Fy)| — 2a = 2a — 2a = 0 elde
edilir. O halde Tx = x dir. Yani her x € H 4, [F1, I, 2a) i¢in T'v = x oldugundan dolay1 T
doniigiimii H a, [Fy, Fs, 2a] hiperboliinii sabit birakur.

Ornek 7.18 X=R ve n > 3 i¢gin Ay: X" — [0,00), Ab(xl,xg,...,xn)Zi Sy —
bigiminde tammli Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzay ve;ills;';.] (R, Ap),
Ap—metrik uzayinda H 4, [0,1,3(n — 1)?] hiperbolii ve her x € R ig¢in Tx = 2* — 2
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ha, [0,1,3(n —1)?] = {—1, 2} dir ve her
r € Hyl0,1,3(n—1)? igin (Hy*1) ve (H3*2) kosullari saglamr Dolayisiyla
Ha, [0,1,3(n — 1)?] hiperbolii, T' déniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir. Dikkat edilirse T
doniisiimii  altinda ~ sabit  hiperbollerin  ornekleri  cogaltilabilin ~ Ornegin,
Ha, [2,—3,6(n—1)%], Ha,[2,-1,9(n —1)%] ve Ha [2,—32,12(n — 1)?] hiperbolleri T
nin sabit hiperbolleridir. Ancak bu durum tiim hiperbollerin T doniisiimii altinda sabit
kaldigi ~ anlamina  gelmez.  Ha, [0,3,3(n — 1), Hyu, [1,0,3(n— 1) ve
Ha, [0,2,5(n — 1)?] hiperbolleri T altinda invaryant degildir.
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Ornek 7.19 X=R ve n > 3 icin A:X" — [0,00), Ay(z1,To,..., Tp)= i S|y —
bigiminde tammli A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ay,—metrik uzay ve;illsli;? (R, Ap),
Ay—metrik uzaymda Ha,[0,1,3(n — 1)%] hiperbolii ve her v € R icin Tx = =2
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her v € Hy, [0,1,3(n — 1) = {1, 2} i¢in (H3'1)
kosulu

r=—1licin(n—12<3(n—-12%2+5n—-12-6(n—-1>*=1<2
r=2icin0(n—-12<3(n—-12+3n—-12?-6(n-1>*=0<0

olup saglaniyor iken agik¢a (H3'2) kosulu

r=—ligin5(n—1)><3(n—-1?=5<3

r=2i¢in3(n—1?<3(n-1>2=3<3

olacagindan saglanmaz. Ayrica Ha, [0,1,3(n —1)?] = {—1, 2} hiperbolii, T altinda

invaryant degildir.

Ornek 7.20 X=R ve n > 3 icin A: X" — [0,00), Ab(l’l,l'g,...,l'n):i S|y — )
bigiminde tammli A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ay,—metrik uzay ve;illsli;? (R, Ap),
Ay—metrik uzaymda Hp, [0,1,3(n —1)?] hiperbolii ve her x € R i¢in Tx = =22
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her v € Hy, [0,1,3(n — 1) = {—1, 2} i ¢in (H3'1)
kosulu
r=—1ligindn—1)2<3(n—-172%*+1n—-1>2-6(n—-1>*=4
r=2i¢in4(n -1 <3n—-12+1n—-12>—-6(n—1)?2=4< -2
olup saglanmaz iken agtk¢a (H3'2) kosulu
r=—-1liginl(n—12<3n-12=1<3
r=2iginl(n—12?<3n-1>2=1<3

olacagindan saglamr. Ancak Hy,[0,1,3(n —1)?] = {—1, 2} hiperbolii, T altinda
invaryant degildir.

Sonu¢ 7.8 (X, A) bir A—metrik uzay, H, |Fy, F»,2a], odaklart Iy ve F,, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(2) = | A, o, 1)) = Al oo, F)|

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her v € H s [F, Fy, 2a] igin
(H$) A(x,..,2,Tx) < p(x) + o(Tz) — 4a
(H2) o(Ta) < 2a

kosullarint sagliyorsa H 4 [F, F3, 2a) hiperbolii T' doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.
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Teorem 7.12 (X, Ay) bir Ay,—metrik uzay, Ha, [F1, Fy,2a), odaklart Fy ve F, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X i¢in,

o(z) = |Ap(z, ...y, FY) — Ap(z, ..., x, Fy))|

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her v € Hy, [F, F3, 24
ve bazi h € [0, 1) icin

(Hf"l) Ap(z, .. 2, Tr) < p(z) — o(Tx)

(Hi%2) h.Ay(z,...,z,Tx) + o(Tx) > 2a
kosullarini sagliyorsa H , [F, Fy, 2a] hiperbolii T' déniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Ispat X # @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Hy, [Fy, Fy,2a), (X, A)
Ap—metrik uzayinda F, ve F, odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
¢ X —> [0,00) fonksiyonu her x € X icin p(x) = |Ap(x,...,x, F1) — Ap(z, ..., x, )]
seklinde tamimlanmis olsun. Ayrica T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde
€ Hy, [F\, Fy,2a] herhangi bir nokta olmak iizere. T déniisiimii (H4"1) kosulu
saglandigindan bu kosuldan baglayarak, o fonksiyonunun tanimi ve (Hg4 *2) kosulu

geregince
Ap(z, ..z, Tx) < o) —o(Tz)
= |Ap(z,..x, F1) — Ap(z, .2, F5)| — p(Tx)
= 2a—¢(Tx)
< hAy(z,..x,Tz) +o(Tx) — o(Tx)
= hAy(x,..z,Tx)

elde edilir. Buna gore agik¢a (1 — h)Ay(z,...,x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolay1 Ay(z,...,x,Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani
her x € Ha, [F1, Fy,2a] i¢in Tx = x oldugundan dolayr T' déniisiimii H 4, [F, F3, 2a]

hiperboliinii sabit birakur.

Ornek 7.21 X =Rven > 3igin Ay : X" — [0,00),

Apl@1, @0, @) = |on Ao a— (0= Das[ 4 o+ -+ 25— (0 — 2

+ T T — an_2’2 + |z, — xn—1|2

bigiminde tamimh Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, Ayp),
Ap—metrik uzayinda H 4, [2,3,3(n — 1)] hiperbolii ve her x € R i¢in Tz = z* — 4x + 4
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ha,[2,3,3(n —1)] = {1, 4} dir ve her
r € Hypl2,3,3(n—1)] igin (Hi*1) ve (Hi"2) kosullart saglan. Dolayisiyla
Hy, [2,3,3(n — 1)] hiperbolii, T doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir. Dikkat edilirse T
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dontistimii  altinda  sabit  hiperbollerin  ornekleri  ¢ogaltilabilir. Ornegin,
Ha, [2,2,6(n—1)], Ha,[1,4,9(n —1)] ve Ha [3,2,12(n — 1)] hiperbolleri T nin sabit
hiperbolleridir. Ancak bu durum tiim hiperbollerin 'T' déniisiimii altinda sabit kaldig
anlamina  gelmez. Ha, [1,2,3(n —1)], Ha,[1,2,(n—1)] ve Ha,[0,2,5(n—1)]

hiperbolleri T altinda invaryant degildir.

Ornek 7.22 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ab(-rlax%"';xn) = ‘-’L’n‘i‘+x2—(n—1)$1|2+‘$n+—|—.Z‘3—(77,—2)£L‘2|2

4+ |;13n + T,_1 — 2:En_2|2 + |5En - xn—1|2

bigiminde tammli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap,—metrik uzayr verilsin. (R, Ay),
Ay—metrik uzayinda H , [2,3,3(n — 1)] hiperbolii ve her x € R i¢in Tx = 2 doniisiimii
ele alinsin. Bu noktada her x € Hy, [2,3,3(n — 1)] = {1, 4} i¢in (H3'1) kosulu
r=1ligih(n—1)<3n—-1)—1n—-1)=1<2
r=4icin(n—1)<3n—-1)—1n—-1)=1<2

olup saglaniyor iken agik¢a (H3'2) kosulu
x=1liginh(n—1)+(n—-1)>3n—-1)=h>2
x=4igcinh(n—1)+(n—-1)>3n—-1)=h>2

olacagindan saglanmaz. Ayrica Hg, [2,3,3(n—1)] = {1, 4} hiperbolii T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.23 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ab(x1’x27"'7xn) = \xn+---+x2—(n—l)x1|2—|—\xn+---+x3—(n—2)x2|2

4+ |$n + Th_1 — 2:En_2|2 + |$n - wn—1|2

bigiminde tammli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap,—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ay—metrik uzayinda Ha, [2,3,3(n —1)] hiperbolii ve her x € R i¢cin Tv = —x + 5
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her x € H 4, [2,3,3(n — 1)) = {1, 4} i¢cin (H3'1) kosulu
r=1igin9n—-1)<3n—-1)—-3(n—-1)=9<0
x=4i¢in9(n—-1)<3(n—-1)—-3n—1)=9<0

olup saglanmaz iken agik¢a (H3'2) kosulu
x=1igin9%(n—-1)+3(n—-1)>3n—-1)=h>0
x=4i¢in9%h(n—-1)+3(n—-1)>3n—-1)=h>0

olacagindan saglanir. Ancak H a, (2,3,3(n — 1)] = {1, 4} hiperbolii, T altinda invaryant
degildir.
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Sonu¢ 7.9 (X, A) bir A—metrik uzay, Ha |Fy, F»,2a], odaklart Iy ve F,, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X i¢in,

o(x) = Az, ...z, F1) — Az, ..., x, Fy)|

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her © € H 4 [Fy, Fy, 2a] ve
bazi h € [0, 1) i¢in

(H1) Az, ...z, Tz) < p(x) — (Tx)

(Hi2) h.A(x,..,z,Tx)+ o(Tz) > 2a
kosullarint sagliyorsa H 4 [F, Fs, 2a| hiperbolii T' doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Teorem 7.13 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, Fy,2a), odaklari Fy ve F, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(z) = |Ap(z, ..oy, FY) — Ap(z, ...y, Fy))|

olacak sekilde tammlansin.Bu takdirde T: X — X doniisiimii her x € H 4, [F1, F5, 2a] i¢in,
(H1) Ay(z, ...z, Tx) < o(x) + o(Tz) — 4a
(H2) Ay(z, ...z, Tz) + o(Tx) < 2a

kosullarini sagliyorsa H 4, [F1, Fs, 2a] hiperbolii T' déniisiimiiniin bir sabit hiperbolii diir.

Ispat X # @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Hy, [F, Fy,2a), (X, Ap)
Ap—metrik uzayinda F, ve F, odakli asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol ve
v X — [0,00) fonksiyonu her v € X icin ¢(z) = |Ap(z,...,z, F1) — Ap(x, ..., z, )|
seklinde tamimlanmis olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde
x € Ha, [F1, Fy,2a] herhangi bir nokta olmak iizere, T déniisiimii (Hfbl) kosulunu
saglandigindan bu kosuldan bagslayarak ¢ fonksiyonunun tanimi ve A,—metriginin ikinci

aksiyomu geregince,

Ap(z, .z, Te) < o(x)+e(Tx) —4a

|Ap(z, ...z, Fr) — Ap(, ooy, Fo)| 4+ p(Tx) — 4a
|Ap(Tx, ..., Tx, Fy) — Ap(Tz, ..., Tx, F)| — 2a
o(Tz) — Az, ...z, Tx) — p(Tx)

—Ap(z, ..., z, Tx)

IAN

elde edilir. Buna gore agik¢a 2Ay(x,...,x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda Ay, bir A,—metrik
oldugundan dolay1 Ay(x,...,x,Tx) = 0 olmalidir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her x €
Hy, [F1, Fy,2a] igcin Tx = x oldugundan T doniisiimii H 4, [Fy, F», 2a| hiperboliinii sabit

birakir.
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Ornek 7.24 X=R ven > 3 igin Ay: X" — [0,00) , Ay(z1,To,..., xn)=i S|y —
bigiminde tamimli Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzay ve}l’ills;';.] (R, Ap),
Ay—metrik uzayinda H 4, [0,3,5(n — 1)?] hiperbolii ve her x € R i¢in Tx = 2? — 2z + 3
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Hpy, [0,3,5(n —1)*] = {2, I} dir ve her
r € Hyl0,3,5(n—1)? i¢in (H*1) ve (H{*2) kosullari saglamr. Dolayisiyla
Ha, [0,3,5(n — 1)?] hiperbol ii, T déniisiimiiniin bir sabit hiperboliidii r. Dikkat edilirse T
dontistimii  altinda  sabit  hiperbollerin  ornekleri  ¢ogaltilabilir. Ornegin,
Hy, [190, fé,?(n — 1)2} , Hy [152, ‘;,3(71 - 1) } ve H 4 [10, %,4(71 - 1) } hiperbolleri T nin
sabit hiperbolleridir. Ancak bu durum tiim hiperbollerin T' déniigiimii altinda sabit kaldigt
anlamina  gelmez. Ha[l,2,4(n —1)?], Ha[l,2,(n—1)%] ve H4[0,2,3(n— 1)
hiperbolleri T altinda invaryant degildir.

Ornek 7.25 X=R ve n > 3 igin A:X" — [0,00), Ap(x1, Tgye )= 3 |27 — 14|
i=1i<j
bigciminde tamimli A, -metrik olmak iizere (R, A,) Apy—metrik uzayi verilsin. (R, Ayp),

Ay—metrik uzayinda H, [0,3,5(n — 1)?] hiperbolii ve her v € R igin Tx = 3z — 3
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her v € Hp, [0,3,5(n —1)%] = {2, I} icin (H{1)
kosulu

v =7%iging(n—12<5(n—-12+9n—-12%-10n—1)*=5<4
v=1Tigingn—12<Tn—-12+9n—-1)?-10(n—-1)?= 35 <2

olup saglaniyor iken agtk¢a (H;'2) kosulu

v=2i¢ing(n—12+9n -1 <5(n—-1>= P <5
r==1icini(n—12+9n—-12<5n-172=22L<5

olacagindan saglanmaz. Ayrica Hy, [0,3,5(n—1)?] = {2, I} hiperbolii, T altinda

invaryant degildir.

Ornek 7.26 X=R ve n > 3 igin A:X" — [0,00), Ap(x1, gy )= 3 |27 — 4|

i=1i<j
bigiminde tammli A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ay,—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ay—metrik uzayinda Hy, [0,3,5(n — 1)%] hiperbolii ve her x € R igin Tx = 33
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her v € Hp, [0,3,5(n — 1)%] = {2, I} icin (H{1)
kosulu

xz%igin (n—1)?

<5(n—1+3(n—-12-10(n—1)> = 5 < =2
<& <

Fn—124+3(n—-1—-10(n—1)>=
olup saglanmaz iken agik¢a (H;'2) kosulu

v =2i¢ing(n—12+3n—-1<5n—-1>= T <5
x==1igini(n—12+3n—-12<5n-172=2<5

x = Ligin §(n — 1)
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olacagindan saglamr. Ancak H z, [0,3,5(n — 1)?] = {2, I} hiperbolii, T altinda invaryant
degildir.

Sonug¢ 7.10 (X, A) bir A—metrik uzay, H, |[F1, F»,2a), odaklari Fy ve F,, asal eksen
uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X icin,

o) = Az, ...z, F1) — Az, ..., x, Fy)|

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T: X — X doniisiimii, her x € H 4 [Fy, Fy, 2a] igin,
(H{M) Az, ...z, Tx) < p(x) + o(Tx) — 4a
(H{*2) A(x,...,z,Tz)+ o(Tz) < 2a

kosullarin saglyorsa H 4 [F, Fs, 2a) hiperbolii T' doniisiimiiniin bir sabit hiperboliidiir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 7.10-7.13 ile A,—metrik uzayda F}, F5
odakli ve 2a asal eksen uzunluklu H 4, [F7, F», 2a] hiperboliinii nokta-nokta sabit birakacak
T tizerine doniisiimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi
gecen teoremlerde sabit hiperbollerin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki dnermeler
Ap—metrik uzayda birden fazla sabit hiperbole sahip doniisiimlerin mevcut oldugunu ifade

etmektedir.

Onerme 7.5 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Ha, [Fi1, Fi2,2a1] ile Ha, [Fo1, Fao, 2as]
(X, Ay) Ap—metrik uzayinda iki hiperbol olsun. Bu takdirde Hy, [Fi1, Fi2,2a:1] ve
H 4, [Fo1, Fas, 2as] hiperbollerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, Ay) Ap,—metrik

uzayinda en az bir T' : X — X déniistimii vardir.

Ispat X # @ bir kiime ve A, X iizerinde bir A,— metrik olmak iizere (X, Ay) bir
Ay—metrik uzay olsun. Hy, [Fi1, Fia,2a1] ve Ha, [Fo1, Foo,2as| de Fyy, Fio odakli, 2a,
asal eksen uzunluklu ve Fy, Fsy odakli, 2as asal eksen uzunluklu olacak sekilde verilen iki
hiperbol olsun. Ayrica P noktasi |Ay(Fii, ..., F11, P) — Ap(Fla, ..., F12, P)| # 2a; ve
|Ap(For, ..., Fo1, P) — Ay(Faa, ..., Foo, P)|  # 2as olacak sekilde (X, A,) Ap—metrik

uzaywmda sabit bir nokta olsun. Buna gore ' : X — X doniigiimii her x € X igin

T — x, v € Hy,[Fi1, Fia,2a1] U Ha, [Fo, Fag, 2as] ise
P, diger hallerde

olacak sekilde tammlansin. Ayrica o1, p2:X — [0,00) doniis iimleri her © € X igin
o1(x)=|Ap(x, ... x, F11)-Ap(, ..., x, Fia)|  ve wo(x)=|Ap(z, ..., x, Fo1)-Ap(z, ..., x, Fo)
olacak sekilde alinsin. Bu takdirde T déniisiimii ©1(x) ve po(x) doniisiimleri ile birlikte
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Hy, [Fi1, Fi2, 2a1] ve Hy, [For, Fa, 2as] hiperbolleri i¢in j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(Hﬁ‘bl)ve (Hin) kosullarimi sag lar. O halde Teorem 6.31-6.34 geregince agik¢a
Hy, [Fi1, Fr2, 2a1] ve Ha, [Fo1, Fao, 2a5] hiperbolleri T déniisiimiiniin sabit hiperbolleridir.
Burada dikkat edilirse ele alinan H 4, [F11, Fi2,2a1] ve Ha, [Fo1, Faa, 2as] hiperbollerinin
konumlar1 ve birbirlerine gore pozisyonlart hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili

hiperboller tamamiyle keyfidir.

Onerme 7.6 (X, A,) bir Ay—metrik uzay ve Hy, [Fi1, Fi2,2a1], ..., Ha, [Fo1, Foo, 2a,]
(X, Apy) Ap—metrik uzayinda n tane hiperbol olsun. Bu takdirde Hga, [Fi1, Fi2,2a4],
weey Ha, [Fo1, Fra, 2ay) hiperbollerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, Ay) metrik

uzayinda en az bir T' : X — X doniistimii vardir.

Ispat Onerme 7.5 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

z, x€ |JHa, [Fi1, Fi2,2a;] ise
Tx = i=1

P, diger durumlarda
olacak sekilde tamimlanan T : X — X doniigiimii ve her x € X icin
vi(x) = |Ap(x, ..., x, Fiy) — Ap(x, ..., x, Fy2)| olacak sekilde tanimlanan ¢; : X — [0, 00)
dontistimleri kullamilarak kolayca verilebilir. Burada T déniisiimiindeki P noktast
i = 1, 2, ..., n olmak iizere |Ap(z,....,x, F11) — Ap(z,...,x, F12)| # 2a; kosullarin
saglayacak sekilde sabit bir noktadw. Ayrica bir onceki 6nermede oldugu gibi burada ele
alman i € {1,...,n} icin Hy, [Fi1, Fi2,2a;] hiperbollerinin birbirlerine gére konumlar

tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alinan iki 6nermeden sonra simdi bir (X, A,) metrik uzayinda bir
T : X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit hiperbole
sahip olacaginin tespit edilmesi dnemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade edilen
Teorem 7.14-7.17 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 7.14 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay , Hy, [F1, Fs,2al, (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
odaklart Fy ve I, , asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T : X — X
doniigiimii (H{**1) ve (H;"2) kosullarim saglasin. Bu takdirde, her x € H,, [F1, Fy, 2a),
y € X\ Ha, [F1, F5,2a] ve bazi h € [0, 1) i¢in T déniisiimii,

Ap(Tx, ..., Tz, Ty) < hAy(z,...,x,y)

biiziilme kosulunu saglyorsa Ha, [Fy, Fy,2a] hiperbolii T déniisiimiiniin bir tek sabit

hiperboliidiir.



196

Ispat (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Hy, [F1, Fy, 2a), (X, Ay) Ap—metrik uzayinda Fy, F,
odakl, 2a asal eksen uzunluklu bir hiperbol ve T' : X — X doniigiim olsun. Ayrica T
doniisiimii her x € Ha, [F1, Fy,2a) vey € X \ Hy, [F1, F3, 2a] noktalari igin h € [0, 1)
olmak iizere Ay(Tz,..,Tx,Ty) < hAy(z,...,z,y) kosulunu saglasin. Buna gore
Hy, [F1, Fy,2a] ve Hpy, [Fi+, Fo-,2a*] hiperbollerinin T doniisiimiiniin iki farkl sabit
hiperbolii oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere w €  Hpy, [Fy, Fy,2a] ve

v € Hy, [Fi1+, Fo-, 2a*] noktalar alinsin. T doniisiimiiniin sagladigi biiziilme kosulundan,
Ap(uy oy u,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv) < h.Ap(u, ..., u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu
takdirde H 4, [F, F», 2a| hiperbolii T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7" : X — X déniisiimii (H;*1)ve (H;*2) kosullarim
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak tizere (H;""1)ve (H;"2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 7.15 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, F»,2a), (X, Ay) Ap—metrik uzayinda
odaklar Fy ve F, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. ' : X — X doniistimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H;*"1)ve (H;**2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T déniigiimii
her x € Hy, [F1, Fo,2a] vey € X \ Ha, [F1, Fs, 2a) noktalart igin

A ATz, ..., T Ay(Ty, ..., T
Ab(Tx,...,Ta:,Ty)<max{ b(ma ,fE,y), b( Ty.ony iL’,fE), b( Y, ..., yay)a}

Ap(Ty, ... Ty, x), Ap(Tz, ..., Tz, y)

biiziilme kosulunu sagliyorsa H u, [Fy, Fy,2a] hiperbolii T' déniigiimiiniin bir tek sabit
hiperboliidiir.

Ispat (X, A,) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, Fy,2a], (X, Ay) Ay—metrik uzayinda Fy, F,
odakli, 2a asal eksen uzunluklu bir hiperbol ve T' : X — X déniigiim olsun. Ayrica T
doniigiimii her x € Ha, [F1, F5,2a] vey € X \ Hy, [F1, F», 2a] noktalart igin

A Ay(Tx,...., T ATy, ..., T
Ab(T[L‘7...,Tl',Ty)<maX{ b('rv 73579)7 b( Xyoeny l’,ﬂf), b( Yy, ..., yvy)’ }

Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tx, ..., Tx,y)

kosulunu saglasin. Buna gore H, [Fy, F»,2a] ve Ha, [Fi+, Fo-,2a*] hiperbollerinin T
doniistimiintin iki farkly sabit hiperbolii oldugu varsayilsin. v # v olmak iizere

u € Ha, [F1, Fy,2a] vev € Hy, [Fi+, Fy+, 2a*] noktalart alinsin. T doniisiimiiniin sagladig
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biiziilme kosulundan,

Ap(uy.yu,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv)

max Ap(z,y .oy xyy), Ap(Tx, ..., Tx, x), Ap(Ty, ..., Ty, y),
Ay(Ty,...,Ty,x), Ap(Tz, ..., Tx,y)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidwr. Bu takdirde H 4, [F1, F>, 2a]
hiperbolii 'T' fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 7.16 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, F3,2a), (X, Ay) Ap—metrik uzayinda
odaklart F\ ve Iy, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T' : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H;**1)ve (H;**2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T doniisiimii
her x € Ha, [F1, Fy,2a)vey € X \ Hy, [F1, F>,2a] ve A € [0, 1/2) i¢in

Ab(T:U7 ,TJZ,Ty) < A [Ab(‘r7 ...,JJ,TZZ}') + Ab<y7 7Ty>]

kosulunu sagliyorsa H , [Fi, F», 2a) hiperbolii T déniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.

Ispat Teorem 7.14 deki ispat yontemine benzer sekilde Ha, [Fi,Fy,2a] ve
Hy, [Fi+, Fy+,2a*] hiperbollerinin T doniigiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi
varsayilsin. Buna gére w # v olmak iizere u € H s, [F1, Fy,2a) ve v € Hy, [Fi+, Fo+, 2a*]

noktalart alinsin. O halde 'T' doniisiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,
Ap(Tu, ..., Tu, Tv)

A [Ap(uy .oy w, Tu) + Ap(v, ..., v, T))]
A [Ap(u, . u) + Ap(v, ...v)] =0

s
=
=
=
=

1

IN

elde ediliv. Buna gore Ay(u,...,u,v) = 0 olup uw = v bulunur. Bu ise ¢eliskidir. O halde
Hy, [F1, Fy, 2a) hiperbolii T fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

Teorem 7.17 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ha, [F1, F>,2a), (X, Ay) Ap—metrik uzayinda
odaklar: Fy ve F5, asal eksen uzunlugu 2a olan bir hiperbol olsun. T' : X — X doniistimii
1 =1, 2, 3, 4 olmak iizere (H{qbl)ve (HZAbQ) kosullarini saglasin. Bu takdirde T doniisiimii
her x € Hy, [F1, Fy,2a] vey € X \ Ha, [F1, F5,2a) ve X\ + 4+ v < 1 olmak iizere,

Ab(Txv 7T:E7Ty) < OéAb(fL‘7 ...,{[‘,TIL') + ﬂAb<y7 7yaTy) + ’YAb(x7 ...,l’,y)

kosulunu sagliyorsa H 4, [F1, F», 2a) hiperbolii T déniisiimiiniin bir tek sabit hiperboliidiir.



198

Ispat Teorem 7.14 deki ispat yontemine benzer sekilde Ha,|[Fy,Fy,2a] ve
Hy, [Fi+, Fy+,2a*] hiperbollerinin T doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldigi
varsayilsin. Buna gore uw # v olmak iizere u € Hy, [F1, Fy,2a) ve v € Hy, [Fi+, Fy+, 2a*]

noktalart alinsin. O halde 'T' doniisiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,

Ap(uy.yu,v) = Ap(Tu,...,Tu, Tv)
< aAp(u,..,u, Tu) + A (v, ...y v, Tv) + yAp(v, ..., v, u)
= A (u,...,u,v)

elde edilir. Ancak X\ + B + v < 1 oldugundan agik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eligkidir. O
halde H 4, [F\, Fy, 2a] hiperbolii T fonksiyonunun tek sabit hiperboliidiir.

7.3 Ajp-Metrik Uzayda Sabit Cassini Egrisi Teoremleri

Bu kisimda A,—metrik uzaylarda iki odakli Cassini egrileri igin uzay iizerinde
taniml1 bir doniisiimiin bir Cassini egrisini sabit birakmasi yani sabit Cassini egrisinin
varolma kosullar1 ve sabit Cassini egrisinin teklik kosullar1 ele alinacaktir. Bu takdirde ilk
olarak A,—metrik uzaylarda Cassini egrisi ve sabit Cassini egrisi kavramlari

tanimlanacaktir.

Tamm 7.5 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Fy, F» € X vea € (0, 0o) olsun. Buna gire
Ca, [Fl,Fg,aﬂ ={recX: Az,..,x, ). Az, ...z, F) = a*}

ifadesine odaklar: Fy, F5 olan Cassini egrisi denir.

Ornek 7.27 Burada Ornek 3.3 de verilen bir alisilmis metrikden iiretilemeyen A,—metrik
ornegi ele alinacakti. X = R?, n > 3vei € {1,2,...,n} i¢in x; = (1,1, T4) olmak iizere

n—1
(Z |25 — xfjo oty e 2l — (= D]
=1

2

Ab(xl,xg,...,mn)zz

i=t L \i=

seklinde tanmimli A,—metrigi ele alinsin. Buna gore sekil 7.9 da n = 10 olmak iizere
Ay—metrigi i¢in siraswla odaklart Fy = (1,0), Fy, = (—1,0) ve a* parametreleri
a’? = 100,500, 1500 olan Cassini egrileri, odaklar1 F, = (1,1), F, = (—1,—1) ve a?
parametreleri a®* = 250,500,5000 olan Cassini egrileri ve odaklart Fy = (1,2),
F, = (=1,-3) ve a* parametreleri o> = 500,3000,5000 olan Cassini egrileri

goriilmektedir. Her bir sekilde asal eksen uzunluklarina gére elipsler sirasiyla kirmizi, mavi

ve yesil renkli olarak verilmistir.
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Sekil 7.9 C'y, [(1,0), (1,0, a2, C, [(1,1), (=1, 1), a2], Ca, [(1,2), (=1, -3) , a2,
a? = 100, 500, 1500, a% = 250, 500, 5000, a% = 500, 3000, 5000

Benzer sekilde X=R3 n > 3vei € {1,2,....,n} igin v;=(x;1, Ti2, T;3) olmak iizere

3 n—1
Ap (21,29, ..., Ty) :Z [(Z |23, — xfj‘) + |23, —|—...-|-x%n71)j —(n—1)a)|

seklinde tamimh A,—metrigi ele almsin. Bu taktirde, sekil 7.10 da 3—boyulu analitik
uzayda tammlanan A,—metrigi icin sirasiyla odaklart Fy = (1,0,0), Fy = (—1,0,0) ve a?
parametreleri a®> = 36,432,20736 olan Cassini egrileri, sekil 7.11 de odaklar
F = (1,1,1), F, = (=1,—1,-1) ve a® parametreleri a* = 36,288,1728 olan Cassini
egrileri ve sekil 7.12 de ise odaklari Fy = (1,2,3), Fy = (=2, -3, —1) ve a® parametreleri
a® = 5832, 23328, 46656 olan Cassini egrileri goriilmektedir.

Sekil 7.10 C4, [(1,0,0), (—1,0,0) ,a?] , a2 = 36, 432, 20736
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Sekil 7.11 Cy, [(1,1,1), (=1, —1,—1) ,a?] , a* = 36,288, 1728

Sekil 7.12 Ca, [(1,2,3), (=2, —3,—1) ,a?] , a® = 5832, 23328, 46656
b

Asagidaki dnerme ve akabindeki sonug, bir alisilmis metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen A,—metrik ile alisilmig metrik uzaydaki Cassini egrileri

arasindaki ilgiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 7.7 X +# ) bir kiime ve Ay, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen A,—metrik

olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde A,—metrik uzayindaki
2
Ca, |[F1, Fy, a®| Cassini egrisi, (X,d) alisilmis metrik uzayindaki Cy [Fl,Fg, <a—1)2]
n —
Cassini egrisidir.
Ispat A,—metrigi d alisilmis metrigi tarafindan iiretildiginden

Ap (21,29, ..., 2p) = d(x1,2,) +d (22, 20) + ... +d (Th_1, )
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olacagindan agikca
Ay (... zy) =d(@,y) + - +d(z,y) = (n—1)d(z,y)
olur. O halde Cy, [Fy, I, 2a) elipsi i¢in

Ay (z, ..o, B x Ay (z,. .2, ) =a®> = (n—1)d(z,F})*(n—1)d(z, F;) = da?
:>d<l’7F1)+d(ZE,F2):<

n—l)2

elde edilir. Bu ise actkca Ey [F 1, Fy, ﬁ] demektir. Bu ise ispati tamamlar.
Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 7.11 X +# () bir kiime, (X, d) bir alisilmis metrik uzay ve Ay, bir alisilmis d metrigi
tarafindan tiretilen Ay,—metrik olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde
(X, d) alisilmis metrik uzayindaki Cy[Fy, Fy,a?] Cassini egrisi Ay—metrik uzayindaki
Ca, [F1, F, (n — 1)? a?| Cassini egrisidir.

Tamm 7.6 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ca, [Fi, Fp,d%], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda
Fy, F, odakl bir Cassini egrisi olsun. T' : X — X bir doniisiim olmak iizere her
x € Cy, [F1, Fy,a?] i¢in Tz = x ise Cy, [Fy, Fy, a®] Cassini egrisine T doniisiimiiniin sabit

Cassini egrisi denir.

Teorem 7.18 (X, A,) bir Ay—metrik uzay, Ca, [Fi, Fy,a?], odaklart Fy ve Fy olan bir
Cassini egrisi olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

SO(I‘> - Ab(x7 "‘7x7F1)'Ab(x7 "‘7x7F2)

seklinde tammlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her x € Ca, [F1, Fy, a?] igin
(C*1) Az, ..z, Tx) < o(z) — o(Tx)
(C2) o(Ta) > a?

kosullarini saghyorsa Ca, [Fy, Fa,a®) Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X +# O bir kiime, Ay, X iizerinde bir A,— metrik olsun. Ca, [Fy, Fy,a?], (X, Ap)
Ap—metrik uzayinda F| ve F, odakl bir Cassini egrisi ve p : X — |0, 00) fonksiyonu her
x € X igin p(x) = Ap(x, ..., &, F1). Ay(z, ..., x, Fy) seklinde tamimlanmus olsun. Ayrica
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T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Cy, [Fi, F, a2] herhangi bir nokta olmak

lizere (C’{4 *1) kosulu ve o fonksiyonunun tanimi geregince,

Ay T2) < ole) - o(T)
= Ap(z,..x, 7). Ay(z, ..k, F5) — Ay(Tx, ..., Tz, F1).Apy(Tz, ..., Tx, Fy)
= a® — Ay(Tx,..., Tz, F1).Ay(Tx, ..., Tz, ) (7.5)

elde edilir T doniisiimii (C{*2) kos ulunu sagladigindan Tx noktast C, [Fy, Fy, a?]
Cassini egrisinin tizerinde veya disinda olmalidir. O halde burada iki durum soz
konusudur. Buna gire Ay(Tx, ..., Tx, F\). Ay(Tx, ..., Tx, Fy) > a® ise yani T'x noktasi
Cassini egrisinin disinda ise (7.5) esitsizliginden dolayi ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla
Ay(Tz, ..., Tz, F1). Ay(Twx, ..., Tx, Fy) = a® olmalidir. Aksi taktirde (7.5) esitsizliginin
sag tarafi negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif tanimliligindan dolayr bu bir ¢eliskidir.
Yani Tx  noktast  Cassini  egrisinin  iizerinde  olmalidw.  Bu  durumda,
Ap(x, oz, Tx) < a®> — Ay(Tx, ..., Tz, Fy). Ay(Tx, ..., Tz, Fy) = 0 elde edilir. O halde
Tx = x dir. Yani her v € Cy, [F1, Fy,a?] igin Tx = x oldugundan dolay1 T déniisiimii

Ca, [F1, Fy, a®] Cassini egrisini sabit birakur.

Ornek 7.28 X =Rven > 3icin Ay : X" — [0,00),

A1, w0) = |4t as— (0= Darf? + [ 4o+ 25— (0 — 2)as [

4t |1=n + -1 — 2In_2|2 + |l’n - xn—llz

bigiminde tammli Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ap—metrik uzayinda C a4, [1,2,4(n — 1)?] Cassini egrisi ve her x € R icin Tx = 22* — bz
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her v € Cla,[1,2,4(n—1)?] = {0, 3} dir ve her
r € Oy [1,2,4(n—1)? igin (C{*1) ve (Ci*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Ca, [1,2,4(n — 1)?] Cassini egrisi, T déniisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Dikkat

edilirse T' doniistimii altinda sabit Cassini egrisi ornekleri cogaltilabilir.

Ornek 7.29 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ab<x17:€27"'7$n) == |$n++x2_(n—1)$1|2+|$n++x3—(n—2)$2|2

+ .+ |g;n +Tpo1 — an_2’2 + ‘ZUn - :Un_1|2

bigciminde tamimli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap,—metrik uzayi verilsin. (R, Ayp),
Ay—metrik uzayinda Cy, [1,2,4(n —1)?] Cassini egrisi ve her v € R igin Tz = 3
déniigiimii ele alnsin. Bu noktada her © € C, [1,2,4(n —1)?] = {0, 3} i¢in (C{*1)
kosulu

r=0i¢in(n—1)<4(n—-12-0n—-1>2=1<4(n-1)
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r=3igcin(n—1)<4(n—-12-0n—-1)*=1<4(n-1)

olup saglaniyor iken agik¢a (C7*2) kosulu

r=0i¢in0(n—1)2>4n—-1)>%*=0>4

r=3icin0(n—12>4(n—-1)>*=0>4

olacagindan saglanmaz. Ayrica Cy, [1,2,4(n —1)?] = {0, 3} Cassini egrisi, T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.30 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

A1, @3 w0) = 4ot as— (0= Dag? + [+ o+ 25— (0 — 2)asf*

+o T T — Q:Cn,g]2 + |z, — $n71|2

bigiminde tammli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap,—metrik uzayr verilsin. (R, Ay),
Ay—metrik uzayinda Cy, [1,2,4(n —1)?] Cassini egrisi ve her v € R igin Tx = =2
déniigiimii ele alnsin. Bu noktada her © € C, [1,2,4(n —1)? = {0, 3} i¢in (C;*1)
kosulu

r=0i¢in9(n—1)<4n—-12-4n-1>%*=9<0
r=3igin(n—1)<4(n—-12-36(n—1)*=1<-32(n—1)

olup saglanmiyor iken agik¢a (C1*2) kosulu

r=0i¢ind(n—1)2>4(n—-1)>*=4>4

r=3i¢in36(n —1)> >4(n— 1) =36 >4

olacagindan saglamr. Fakat Cyu, [1,2,4(n —1)* = {0, 3} Cassini egrisi, T altinda

invaryant kalmaz.

Sonug 7.12 (X, A) bir A—metrik uzay, Cp [Fy, Fy, a®], odaklart F, ve F, olan bir Cassini
egrisi olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Az, ..., x, F1). Az, ...z, F3)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her v € C o [Fy, Fy, a?] igin
(Cf1) Ale,..w,Tx) < plx) — o(Tx)
(Cf'2) o(Tx) > a?

kosullarint saglyorsa Ca [Py, Fy,a®) Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Teorem 7.19 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ca, [Fi, Fy,a?), (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
odaklart Fy ve Fy olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
r € X icin,

o(x) = Ap(z, ...z, F1). Ap(z, ..., 2, Fy)
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seklinde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniigiimii, her v € Cya, [F, F5, a?] igin,
(C5*1) Ay(z, ...z, Tx) < o(z) + p(Tx) — 24
(C5"1) p(Tx) < a?

kosullarini saghyorsa Ca, [Fy, Fy,a?) Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # @ bir kiime, A, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Cy, [Fy, Fy,a?], (X, Ap)
Ay—metrik uzayinda Fy ve Fy olan bir Cassini egrisi ve ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € Xiginop(x) = Az, ..x, Fy). Apy(z, ...z, Fy) seklinde tanimlanmig olsun. Ayrica
T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € C o, [Fy, Fy, a*] herhangi bir nokta olmak

lizere (C’é4 *1) kosulundan ve @ fonksiyonunun tanimindan dolayi,

Ap(z, .2, Txr) < o(x) + p(Tz) — 20>
= Az, ..o, ) Ay(z, .0, )+ Ay (T, ..., Tx, 1) Ay(Tx, ..., Tx, Fy)-2a”
= a® + Ay(Tx,...,Tx, ) A(Tx, ..., Tz, Fy) — 2d*
= A(Tz,.., Tz, F)Ay(Tx, ..., Tx, Fy) — a® (7.6)

elde edilir. (Ci*1) kosulu saglandigindan dolayt Tx noktasi Cy, [Fy, Fy,a?] Cassini
egrisinin tizerinde veya iginde olmalidir. Dolayisiyla iki durum vardw. Buna gore Tz
noktasi Cassini egrisinin i¢inde ise yani Ay(Txz, ..., Tx, Fy). Ay(Tx, ..., Tz, Fy) < a? ise
(7.6) esitsizligi Ap(x, ...x, Tx) < 0 formuna déniisiir. Ancak uzakligin (metrigin) pozitif
tammlilig geregince celiski meydana gelir. 0 halde
Ay(Tx, ..., Tz, Fy). Ay(Tx, ..., Tz, Fy) = a* olmald. Yani Tx noktasi Cassini

egrisinin tizerinde olmalidir. Bu durumda,
Ap(z, ...z, T2) < Ay(Tz, ..., Tx, Fy). ATz, ..., Tz, F) —a*=0

elde edilir. Bu durumda Tx = x dir. Yani her x € Cy, [F1, Fb, a2] icin T'x = x oldugundan

dolayr T doniisiimii Ca, [F1, Fy, o] Cassini egrisini sabit birakur.

Ornek 7.31 X=R ven > 3 igcin Ay: X" — [0,00), Ap(T1, Toyeer, 2p)=>. > |75 — :Bj|2
i=1i<j
bigiminde tammli A,-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, Ay),

Ap—metrik uzayinda Ca, [3,1,9(n — 1)*] Cassini egrisi ve her v € R igin Tx = 32? — 11z
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Cly,[3,1,9(n — 1) = {0, 4} dir ve her
€ Oy [3,1,9n—1)Y igin (C3*1) ve (C3*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Ca, [3,1,9(n — 1)4] Cassini egrisi, T doniisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Ornegin,
Ca, [2,2,16(n — 1)*] Cassini egrisi de T altinda invaryant kalr. Ancak bu durum tiim

Cassini  egrilerinin ' don idisiimii altinda sabit kaldigi  anlamina  gelmez.
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Call,2,5(n— 1)1, C4[1,-2,4(n— 1) ve C4[2,0,3(n—1)*] Cassini egrileri T
altinda invaryant degildir.

Ornek 7.32 X=R ve n > 3 igin A:X" — [0,00), Ay(x1, 9o, )= 3 |27 — 4|
i=li<j
bigciminde tammh A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),
3

Ay—metrik uzayinda Cy, [3,1,9(n — 1)*] Cassini egrisi ve her x € R igin Tz = 3z —1
déniigiimii ele alinsin. Bu noktada her © € C., [3,1,9(n —1)Y] = {0, 4} i¢in (C3*1)
kosulu

r=0i¢in(n—1*<9(n—1)"+64(n - 1) —18(n—1)>=1<55
r=4igin(n—12<9n—1)*"+64(n—1)*—18(n—1)> =1 < 55(n — 1)?

olup saglaniyor iken agikca (C42) kosulu

r=0i¢in64(n —1)* <9(n—1)' =64 <9

r=4i¢in64(n —1)* <9(n—-1)' =64 <9

olacagindan saglanmaz. Ayrica Cy,[3,1,9(n — 1) = {0, 4} Cassini egrisi, T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.33 X=R ve n > 3 icin A: X" — [0,00), Ab(xl,xQ,...,xn):i | — ;]
bigciminde tammh A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzay velrillsz;l]. (R, Ayp),
Ay—metrik uzayinda Cu, [3,1,9(n — 1)*] Cassini egrisi ve her v € R i¢in Tx = % + 2
déniigiimii ele alinsin. Bu noktada her © € C., [3,1,9(n —1)Y = {0, 4} icin (C3*1)
kosulu

r=0igin4(n —12<9In—-1)*'+(n—-1)*-18(n—-1)*=4< —8(n—1)?
r=4icin(n—12<9n—-1)"+0n—-1)'-18(n—-12=1<-9(n —1)?

olup saglanmiyor iken acik¢a (C3"*2) kosulu

r=0i¢gin(n—1)*<9n—-1)*=1<9

r=4i¢cin0(n—1)"<9(n—-1'=0<9

olacagindan saglamr. Ancak Ca,[3,1,9(n —1)Y] = {0, 4} Cassini egrisi, T altinda
invaryant degildir.

Sonug 7.13 (X, A) bir A—metrikuzay, Cy [Fy, Fy, a*], (X, A) A—metrik uzayinda odaklart
F ve F; olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Az, ..., x, F1). Az, ...z, F3)

seklinde tamimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her x € C [Fy, Fy, a?] igin,
(CM) Az, ..z, Tx) < () + p(Tx) — 202
(C41) @(Ta) < a?
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kosullarint saglyorsa Ca [Py, Fy,a®) Cassini egrisi T déniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Teorem 7.20 (X, A,) bir Ay—metrik uzay, Ca, [Fi, Iy, a?), (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
odaklar: Fy ve Fy olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(x) = Ap(z, ..w, F1). Ap(z, ..., Fy)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her v € Ca, [Fy, Fy, d?]
ve bazi h € [0, 1) icin

(C’gqbl) Ap(z, ..z, Tx) < p(x) — p(Tx)

(Ci22)  h.Ay(x, ..z, Tx) + o(Tx) > a®
kosullarini saghyorsa Ca, [Fy, Fa,a?) Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # O bir kiime, Ay, X iizerinde bir A,— metrik olsun. Ca, [Fy, Fy,a?], (X, Ap)
Ap—metrik uzaymmda Fy ve Fy odakli bir Cassini egrisi ve p : X — [0,00) fonksiyonu
her x € X icin p(x) = Ap(x, ...x, F). Ay(z, ...z, Fy) seklinde tanimlanmig olsun. Ayrica
T : X — X déniigiimii alinsin. Bu takdirde v € C, [Fy, Fy, a®] herhangi bir nokta olmak
tizere. T’ doniigtimii (C;‘ *1) kosulu saglandigindan bu kosuldan baslayarak,  fonksiyonunun

tanimi ve (C4"2) kosulu geregince

Ayl Ta) < ola) — o(Ta)
= Ap(z,..x,F1).Ay(z, ..k, F5) — Ay(Tx, ..., Tz, F1).Ap(Tx, ..., Tx, Fy)
= a® — Ay(Tx,..., Tz, ). ATz, ..., Tz, )
< hAy(z,..x,Tx) +o(Tx) — o(Tx)
= hAy(x,..z,Tx)
elde edilir. Buna gore agik¢ca (h — 1)Ay(z, ...z, Tx) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolayi Ay(z, ...x, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle T'v = x olur. Yani her
x € Cy, [F1, Fy,a? igin Tx = x oldugundan dolayr T déoniisiimii Ca, [Fy, F, a?] Cassini

egrisi sabit birakir.

Ornek 7.34 X =Rven > 3icin Ay : X" — [0,00),

A1, B2,y ) = Jant 4y — (0= Daa [+ + 35— (0 — 2]
oo | 4 Tt — 2o’ | — 2|
bigiminde tamimh Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, Ayp),

Ap—metrik uzayinda C 4, [1,4,16(n — 1)?] Cassini egrisi ve her x € R icin Tx = z* — 4z
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doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ca,[1,4,16(n —1)*] = {0, 5} dir ve her
r € Oy [1,4,16(n —1)?] icin (Ci*1) ve (Ci%2) kosullart saglamr Dolayisiyla
Ca, [1,4,16(n — 1)?] Cassini egrisi, T donii siimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Ornegin,
Ca, [3,2,36(n — 1)?] Cassini egrisi de T altinda invaryant kalr. Ancak bu durum tiim
Cassini  egrilerinin 'T'  doniisiimii  altinda  sabit  kaldigi  anlamina  gelmez.
Cal2,5,5(n—1)2], Cal0,—2,4(n—1)%] ve Ca[2,0,3(n—1)?] Cassini egrileri T
altinda invaryant degildir.

Ornek 7.35 X =Rven > 3icin A: X™ — [0, 00),

Ap(1, @0, 20) = |an+ 2y — (0= D]+ v, + 425 — (n— 2)2|?
+o A T T — 2:L‘n—2|2 + |z, — xn—1|2

bigiminde tamimli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap,—metrik uzayr verilsin. (R, Ay),
Ay—metrik uzayinda Cy, [1,4,16(n — 1)*] Cassini egrisi ve her v € R i¢in Tx = 325
déniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Cy, [1,4,16(n — 1)2] = {0, 5} i ¢in (C5*1)
kosulu
r=0igin(n—1)<16(n—1)2=0(n—-1)2=1<16(n—1)
r=5igin(n—1)<16(n—1)>-0(n—1)2=1<16(n —1)
olup saglaniyor iken agik¢a (Cg4 *2) kosulu
r=0iginh(n —1)+0(n—1)>>16(n —1)> = h > 16(n — 1)
x=>5i¢cinh(n—1)+0n—1)2>16(n—1)> = h > 16(n — 1)
olacagindan saglanmaz. Ayrica Cy, [1,4,16(n — 1)%] = {0, 5} Cassini egrisi, T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.36 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ap(zy, @9, x) = |an+-Fxo—(n— D] +|zn+ -+ 25 — (n— 2)x,]?
o T+ Ty — 2o |2 — 2|

bigiminde tammli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap,—metrik uzayr verilsin. (R, Ay),
Ay—metrik uzaymda Cy, [1,4,16(n — 1)?] Cassini egrisi ve her © € R igin Tx = *£2
déniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Cy, [1,4,16(n — 1)2] = {0, 5} icin (C3*1)
kosulu
= 0i¢in25(n —1) <16(n —1)* = 16(n — 1)> = 25 < 0
r="5igin(n—1) <16(n —1)>—100(n —1)? = 1 < —84(n — 1)
olup saglanmiyor iken acik¢a (C5*2) kosulu
x = 0igin 25h(n — 1) + 16(n — 1)*> > 16(n — 1)? = 25 > 0
r=5ig¢inh(n —1)+100(n — 1) > 16(n — 1)> = h > —84(n — 1)
olacagindan saglamr. Ancak Cyu,[1,4,16(n —1)%] = {0, 5} Cassini egrisi, T altinda
invaryant degildir.
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Sonug 7.14 (X, A) bir A—metrikuzay, Cy [Fy, Iy, a?], (X, A) A—metrik uzayinda odaklart
F ve F; olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(r) = Az, ..z, 7). Az, ...z, F)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X do niisiimii, her v € C 4 [Fy, Fy, a?]
ve bazi h € [0, 1) icin

(C1) A, ..z, Tz) < p(z) — p(Tx)

(C412) h.A(x,..x,Tz)+ o(Tx) > a®
kosullarint saglyorsa Ca[Fy, Fy,a®) Cassini egrisi T déniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Teorem 7.21 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ca, [Fi, Fy,a?), (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
odaklart Fy ve Fy olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € X icin,

o(x) = Ap(z, ...z, F1). Ap(z, ...z, F3)

seklinde tammlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii her v € Ca, [F1, Fy, a?] icin,
(C*1) Ap(z, ...z, Tx) < o(z) + p(Tz) — 24
(C2) Ay(z,..x,Tx) + o(Tx) < a?

kosullarini saglyorsa Cy, [Fy, Fa,a®) Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Ispat X # O bir kiime, Ay, X iizerinde bir A,— metrik olsun. Ca, [Fy, Fy,a?], (X, Ap)
Ap—metrik uzayinda Fy ve F, odakli bir Cassini egrisi ve ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her
x € Xigin p(x) = Ap(z, ...x, Fy). Ay(z, ...z, F3) seklinde tammlanmis olsun. Ayrica
T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Cy, [Fy, F, ag] herhangi bir nokta olmak
tizere, . T' doniistimii (C’f *1) kos ulunu sagladigindan bu kosuldan baslayarak ¢

fonksiyonunun tanimi ve A, metriginin ikinci aksiyomu gereg ince

Ap(z, ..o, Tx) < o)+ o(Tz) — 2a*
= Ay(x, .o, ) Ay(x, .0, Fy)+Ay(T, ..., Tx, ) Ay(Tz, ..., Tx, Fy)-2a*
= Ay(Tw,..., Tz, ) A(Tx, ..., Tx, Fy) — a®
< o(Tx) — Ap(, ..x, Tx) — p(Tx)

= —Ayz,..x,Tx)

elde edilir. Buna gore agik¢a 2Ay(z, ...x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda Ay, bir A,—metrik
oldugundan dolayr Ay(z, ...x, Tx) = 0 olmaldir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her x €
Ca, [F1, Fy, a?| i¢in Tz = x oldu gundan T doniisiimii C 4, [Fy, F, a*] Cassini egrisini sabit

birakir.
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Ornek 7.37 X=R ve n > 3 i¢in Ay: X" — [0,00) , Ap(x1, Tayeee, 20) =3 3 |25 — 25
i=1i<j
bigiminde tammli Ay,-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),

Ap—metrik uzayinda Ca, [0,2,9(n — 1)*] Cassini egrisi ve her v € R i¢in Tx = 2> —x — 3
doniisiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Cy,[0,2,9(n — 1) = {—1, 3} dir ve her
€ 0400,2,9n—1)1 igin (C:*1) ve (Ci*2) kosullart saglamr. Dolayisiyla
Ca, [0,2,9(n — 1)4] Cassini egrisi, T doniisiimiiniin bir sabit Cassini egrisidir. Ornegin,
Ca, [1,1,16(n — 1)*] Cassini egrisi de T altinda invaryant kalr. Ancak bu durum tiim
Cassini  egrilerinin " don idisiimii altinda sabit kaldigi  anlamina  gelmez.
Ca, [0,5,5(n —1)Y, Ca,[1,2,4(n—1)Y ve Ca,[2,0,9(n —1)*| Cassini egrileri T
altinda invaryant degildir.

Ornek 7.38 X=R ve n > 3 i¢in A:X" — [0,00), Ap(x1, Ty, 2,)=3" 3 |27 — 4|

i=li<j
bigiminde tammh A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ay—metrik uzaymnda C, [0,2,9(n — 1)*] Cassini egrisi ve her v € R i¢in Tz = -1

déniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € C, [0,2,9(n — 1)Y] = {—1, 3} i¢in (Cj*1)
kosulu

w=—1Ligin (n—1)2 < 9(n—1)* +64(n — 1)* — 18(n — 1)2 = 1 < 55(n — 1)?
r=3i¢in(n—12<9n—1)"+64(n—1)*—18(n—1)> =1 < 55(n — 1)?

olup saglaniyor iken agik¢a (C1*2) kosulu

T = -1 icin
In—=12464n—-1)'<9n -1 =14+64(n—-1)><9(n—1)> = 1< —55(n —1)2
T = 3 icin

In—124+64n—1)*<9(n—1)*=1+64(n—1)><9(n—1)? =1 < —55(n —1)?
olacagindan saglanmaz. Ayrica Cu, [0,2,9(n — 1)*] = {—1, 3} Cassini egrisi, T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.39 X=R ve n > 3 icin A:X" — [0,00), Ap(x1, 2,0, 20)=3 3 |25 — 25|

i=1i<j
bigiminde tammh A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayi verilsin. (R, Ay),
Ay—metrik uzayinda Cy,[0,2,9(n — 1)*] Cassini egrisi ve her © € R igin Tx = 2

doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Cy, [0,2,9(n — 1)4] = {=1, 3} icin (C*1)
kosulu

r=—-1licin(n—12<9n—-1)'+0n—-1D*-18(n—-1) =1< -9(n—1)?
r=3icin(n—12<9(n—-1*'+0n—-1)*-18(n—-1)*=1< -9(n —1)?

olup saglanmiyor iken acik¢a (C*2) kosulu

r=—1licinl(n —1)*+0n—1)1<9n—-1)*=1<9(n— 1)
r=3icinl(n—12+0n—-1)"<9n—-1)*=1<9(n—1)32
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olacagindan saglamr. Ayrica Ca, [0,2,9(n — 1)*] = {—1, 3} Cassini egrisi, T altinda
invaryant degildir.

Sonug 7.15 (X, A) bir A—metrikuzay, Cp [Fy, Iy, a?], (X, A) A—metrik uzayinda odaklart
Fy ve F5 olan bir Cassini egrisi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Az, ..z, F1). Az, ..z, Fy)

seklinde tamimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii her v € C 4 [Fy, Fy, a?] igin,
(CM) Az, ..z, Tz) < p(x) + p(Tx) — 24>
(C{2) Az, ...z, Tz) + o(Tz) < a?

kosullarint saglyorsa Ca [Py, Fy,a®) Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir sabit Cassini

egrisidir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 7.18-7.21 ile A,—metrik uzayda F}, F3
odaklt Cy, [F1, Fy, a2] Cassini egrisini nokta-nokta sabit birakacak 7' lizerine doniisiimiin
kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi gegen teoremlerde
sabit Cassini egrilerinin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki énermeler A,—metrik
uzayda birden fazla sabit Cassini egrisine sahip doniigiimlerin mevcut oldugunu ifade

etmektedir.

Onerme 7.8 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Ca, [F11, Fi2,a2] ile Ca, [Fa1, Faz, a2] (X, Ap)
Ay—metrik uzayinda iki Cassini egrisi olsun. Bu takdirde Cy, [Fi1, Fa, al] ile
Ca, [Fa1, Faa, a3 Cassini egrilerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, Ay) Ap,—metrik

uzayinda en az bir T' : X — X doniistimii vardir.

Ispat X # @ bir kiime ve A, X iizerinde bir A,— metrik olmak iizere (X, Ay) bir
Ap—metrik uzay olsun. Cya, |[Fi1, Fi2,a3] ve Ca, [Fa, Foo,a3] de Fi1, Fia odakli ve
Fy, Fy odakli iki Cassini egrisi olsun. Ayrica P noktasi
Ay(Fr1, ., Fi, P).  Ay(Fia, ..., Fi, P) + al  ve
Ap(Fy, oy By, P). Ay(Faa, ..., Fuo, P) # a3 olacak sekilde (X, Ap) Ap—metrik
uzayinda sabit bir nokta olsun. Buna gére T : X — X doniisiimii her v € X igin

Tx _ r, X € OAb [FH, F12, a%] U OAb [Fgl, FQQ, CL%] ise
P, diger hallerde

olacak sekilde tanimlansin. Bunun yani sira 1, o : X — [0, 00) doniisiimleri her v € X

icin ¢1(x) = Az, .., z, Fu). Ap(z, ..., x, Fiz) ve po(x) = Ay(z,
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vy Xy Foy). Aplz, ..., x, Fy) olacak sekilde alinsin. Bu takdirde T doniigiimii o1 (x) ve
wo(z) doniisiimleri ile birlikte Ca, [Fi1, Fi2,a3] ve Ca, [Fa1, Fao, a3] Cassini egrileri igin
Jj =1, 2, 3, 4 olmak iizere (Ci‘bl)ve (Cixb2> kosullarini saglar. O halde Teorem 7.18-7.21
geregince agikca Ca, [Fi1, Fia,a3] ve Ca, [Fa1, Fao, a3] Cassini egrileri T doniisiimiiniin
sabit Cassini egrileridir. Burada dikkat edilirse ele alinan Cy, [Fi1, Fio, al] ve
Ca, [For, Foo, ag] Cassini egrilerinin konumlari ve birbirlerine gére pozisyonlari hakkinda

herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili Cassini egrileri tamamiyle keyfidir

Onerme 7.9 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Cy, [Fi1, Fia,a%], ..., Ca, [Fn1, Fa,a?]
(X, Ay) Ap—metrik uzayinda n tane Cassini  egrisi olsun. Bu takdirde
Ca, [F11, Fi2,d3], ..., Ca, [Fu1, Fuo,a2] Cassini egrilerini nokta nokta sabit birakacak
sekilde (X, Ay) Ap—metrik uzayinda en az bir T - X — X doniigtimii vardur.

Ispat Onerme 7.8 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin
z, x € |JCa, |Fi, F,ad] ise
Tr = i=1
P, diger durumlarda
olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniisiimii ve her v € X igin

vi(x) = Ap(z, ..., x, F1). Ao(z, ..., x, Fy) olacak sekilde tamimlanan ¢; : X — [0, 00)
doniistimleri kullanilarak kolayca verilebilir. Burada T doéniigiimiindeki P noktasi
i = 1, 2, ..., n olmak iizere Ay(z, ..., T, Fy). Ay(z, ..., x, Fp) # a? kosullarim
saglayacak sekilde sabit bir noktadw. Ayrica bir onceki 6nermede oldugu gibi burada ele
alinan i € {1,...,n} icin Ca, [Fy1, Fi2,a?) Cassini egrilerinin birbirlerine gire konumlari

tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur.

Yukarida ele alinan iki 6nermeden sonra simdi bir (X, A;) A,—metrik uzaymda bir
T : X — X doniistimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit Cassini
egrisine sahip olacaginin tespit edilmesi onemli bir probleme doniigsmiis olur. Asagida ifade

edilen Teorem 7.22-7.25 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 7.22 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay , Ca, [Fy, F,d?], (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
odaklar1 Fy ve Fy olan bir Cassini egrisi olsun. T : X — X doniigiimii (C1) ve (C{*2)
kosullarini saglasin. Bu takdirde, her x € Cy, [F1, Fy,a?], y € X \ Ca, [F1, Fy, a*] ve bazi
h € [0, 1) i¢in T doniistimii,

Ap(Tx, ..., Tz, Ty) < hAy(z, ..., xz, 1)
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biiziilme kosulunu saglyorsa Ca, [F1, Iy, a?| Cassini egrisi T doniisiimiiniin bir tek sabit

Cassini egrisidir.

Ispat (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ca, [Fy, Fy,a%, (X, Ay) Ay—metrik uzayinda F, F,
odakli bir Cassini egrisi ve T' : X — X doniigiim olsun. Ayrica T doniisiimii her
r € Cy, [F1, Fy,d*vey € X \ Cy, [F1, Fy,d?] noktalari igin b € [0, 1) olmak iizere
Ap(Tz,..., Tz, Ty) < hAy(x,...,x,y) kosulunu saglasin. Buna gore Ca, [F1, Fy,a?] ve

Ca, [F 10y Fox, a*ﬂ Cassini egrilerinin T doniisiimiiniin iki farkl sabit Cassini egrisi oldugu

varsaylsin. w # v olmak iizere uw € Cjy, [Fi, Fy,a*] vev € Cay, [Fy«,Fg*,a*Q} noktalari

almsin. T’ doniistimiiniin sagladig biiz iilme kosulundan,
Ap(uy oyuyv) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv) < h.Ap(u, ..., u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu

takdirde Cy, [Fy, I, a2] Cassini egrisi T’ doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7' : X —» X déniisiimii (C;1)ve (C;**2) kosullarin
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette s = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (C*1)ve (C*2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 7.23 (X, A,) bir Ay—metrikuzay, Ca, [F1, Fy, a?), (X, Ay) Ay—metrik uzayinda Fy,
Fy5 odakl bir Cassini egrisi olsun. T' : X — X doniistimii © = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(C1)ve (C*2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T don iisiimii her x € C.a, [Fy, Fy, a?] ve
y € X\ Cy, [Fi1, Fs, a®] noktalart igin

Ap(@, s, y), Ap(T, .., T, ), Ay(Ty, .., T
Ab(T:c,...,Tx,Ty)<max{ (@ - @, 9), AT, ., T, ), AT, . y’y)’}

Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tz, ..., Tx,y)

biiziilme kosulunu sagliyorsa C 4, [Fy, F, a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini

egrisidir.

Ispat (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ca, [Fy, Fy,a%, (X, Ay) Ay—metrik uzayinda F,, F,
odakl bir Cassini egrisi ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T doniistimii her v €
Ca, [F1, Fa,a®| vey € X \ Ca, [F1, Fz, a®| noktalar igin

Ay, .. 3,y), Ay(Ta, ..., T, x), ATy, ..., T
Ab(Tl'7...,Tx,Ty)<maX{ b(x’ 7'7;73/)7 b( Lo x7m)’ b< Yoo y’y)’ }

Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tx, ..., Tx,y)
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kosulunu saglasin. Buna gore Cy, [Fi, F, a2] ve Cy, [Fl*, Fo, a*Q} Cassini egrilerinin T
doniigiimiintin iki farkly sabit Cassini egrisi oldugu varsayusin. w # v olmak iizere
u € Cy, [F1, Fa,a*] vev € Cy, [Fl*,Fg*, a*Q} noktalart alinsin T’ déniistimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,

Ap(uy.yu,v) = Ap(Tu,...,Tu, Tv)

max Ap(z, .z, y), Ap(Tx, ..., Tx, x), A(Ty, ..., Ty, y),
Ap(Ty, ... Ty, x), Ap(Tx, ..., Tx,y)

= Ap(u,...,u,v)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidr. Bu takdirde C4, [Fi, F, a2]

Cassini egrisi T' doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 7.24 (X, Ap) bir Ay—metrikuzay, Ca, [F1, Fy, a?), (X, Ay) Ay—metrik uzayinda Fy,
F5 odakl bir Cassini egrisi olsun. T' : X — X doniisiimii 1 = 1, 2, 3, 4 olmak iizere
(C1)ve (C%2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T don iisiimii her x € Ca, [Fy, Fy, a?] ve
y € X\ Cy, [F1, Fz,a%|ve X € [0, 1/2) icin

Ap(Tx,y ..., Tx, Ty) < MNAp(zy ..oy, Tx) + Ap(y, ..., y, Ty)]

kosulunu sagliyorsa Ca, [F1, Fy,a®] Cassini egrisi T déniisiimiiniin tek sabit Cassini

egrisidir.

Ispat Teorem 7.22 deki ispat yontemine benzer sekilde Cyu,[Fy,Fs, a% ve

Ca, [Fl*,FQ*,a*ﬂ Cassini egrilerinin T doniigiim ii altinda nokta nokta invaryant kaldigt

varsayilsin. Buna g ore u # v olmak iizere u € Cy, [Fy, I, a*lvev € Cay, |:F1*, Fye, a*ﬂ

noktalart alinsin. O halde T doniigiimiin iin sagladig: biiziilme kosulu geregince,

N
=
=
=
=

1

Ap(Tuy ..., Tu, Tv)
A A (o, w, Tu) + Ap(v, ..., v, T0)]
= A [Ap(uy...,u) + Ap(v,...,v)] =0

IN

elde edilir. Buna gore Ay(u,...,u,v) = 0 olup w = v bulunur. Bu ise ¢eligkidir. O halde

Ca, [F1, Fs, a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir.

Teorem 7.25 (X, Ay) bir Ay—metrikuzay, Ca, [F1, Fy, a?), (X, Ay) Ay—metrik uzayinda Fy,
F5 odakl bir Cassini egrisi olsun. T' ©: X — X doniistimii © = 1, 2, 3, 4 olmak iizere



214

(C 1) ve (C*2) kosullarini saglasin. Bu takdirde T don iisiimii her x € Cu, [Fy, F, a?] ve
y € X\ Oy, [F1, Fy,a*] ve A+ B+ v < 1 olmak iizere,

Ap(Tx, ..., Tz, Ty) < aAp(z,...;x, Tx) + LAy, ..., v, Ty) + YAz, ..., 2, y)

kosulunu saglyorsa Ca, [F1, Fy,a?] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini

egrisidir.

Ispat Teorem 7.22 deki ispat yontemine benzer sekilde Ca,[Fy,Fy,a% ve

Ca, |:F1*,F2*,CZ*2:| Cassini egrilerinin T' doniigiim ii altinda nokta nokta invaryant kaldigt
varsayilsin. Buna g ore u # v olmak iizere u € Cy, [F1, F5, a’lvev € Cay, [Fl*, Fy, a*z}
noktalart alinsin. O halde T doniisiimiin tin sagladigi biiziilme kosulu geregince,
Ap(uy.yu,v) = Ap(Tu,...,Tu, Tv)
< aAp(uy .oy u, Tu) + A (v, ..., v, Tv) + vAp(u, ..., u, v)
= A (u,...,u,v)
elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan ac¢ik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O

halde Ca, [P, Fy, a®] Cassini egrisi T doniisiimiiniin tek sabit Cassini egrisidir:

7.4 Ajp-Metrik Uzayda Sabit Apollonius Cemberi

Teoremleri

Bu kisimda Ap—metrik uzaylarda iki odakli Apollonius c¢emberleri i¢in uzay
lizerinde tanimlhi bir donlisimiin bir Apollonius ¢emberini sabit birakmasi yani sabit
Apollonius ¢emberinin varolma kosullar1 ve sabit Apollonius ¢emberinin teklik kosullar
ele alinacaktir. Bu takdirde ilk olarak A,—metrik uzaylarda iki odakli Apollonius ¢emberi

ve sabit Apollonius ¢cemberi kavramlari tanimlanacaktir.

Tamm 7.7 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Fy, F» € X vea € (0, co) olsun. Buna gére
Ay, [Fr, Foyal ={z € X : Ap(x,..x, F1)/Ap(x, .2, F5) = a}

ifadesine odaklari Iy, F; olan ve a oranli Apollonius ¢emberi denir.

Ornek 7.40 Burada Ornek 3.3 de verilen bir alisilmis metrikden iiretilemeyen A,—metrik
ornegi ele alinacakti. X = R?, n > 3vei € {1,2,....,n} i¢in x; = (1,1, T4) olmak iizere

n—1
(Z |25 — $l2]‘> + oty 4 2y — (0= D]
=1

2

Ab(xl,xg,...,xn)zz

Jj=1
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seklinde tamimli Ay—metrigi ele alinsin. Buna gére sekil 7.13 de n = 10 olmak iizere
Ay—metrigi igin sirasiyla odaklart Fy = (1,2), Fy = (—=1,—3) ve a oram a = £,2,7 olan

Apollonius ¢emberleri, odaklart '\ = (1,2), Fy = (—3,4) ve a orant a = }1, 2.5 olan

1
10,3,201an

Apollonius ¢cemberleri goriilmektedir. Her bir sekilde asal eksen uzunluklarina gére elipsler

Apollonius ¢emberleri ve odaklar: Fy = (1,2), Fy = (2,—4) ve a orani a =

swrasiyla kirmizi, mavi ve yesil renkli olarak verilmistir.

(\ ’ ) / ’ Somes e
\‘\ v & b — /7\\/
N 7
\ /
w‘f g :
/ / ‘\ x
F, 5 e
7 R
“ 2 _ >
S SO

Sekil 7.13 Ay, [(1,2),(—1,-3) a1, Aa, [(1,2),(=3,—4) ,as], Aa, [(1,2),(2,—4), as],
a1 =1/2,2,7,as =1/4,6/5,5, a3 = 1/10,1/3,2

Benzer sekilde X=R3 n > 3vei € {1,2,....,n} igin v;=(x;1, Ti2, T;3) olmak iizere

3 n—1
M) =3 [(zm; —x;-\) Pl r i — (1)

Jj=1

seklinde tanimli A,—metrigi ele alinsin. Bu taktirde, sekil 7.14 de 3—boyulu analitik uzayda

tammlanan Ay—metrigi igin swraswla odaklart Fy = (1,2,3), F, = (=1,-3,-2) ve a

_ 113
orani a TiL

;5 olan Apollonius Qemberleri ve sekil 7.15 de odaklar1 F, = (1,2,3),
F, = ( —2) ve a orani a =

1

365 2, 5 3 olan Apollonius cemberleri goriilmektedir.



216

Sekil 7.14 Ay, [(1,2,3), (=1,-3,-2) ,a] ,a = 1/10,1/2,3/2

Sekil 7.15 Ay, [(1,2,3), (=3, —1,—2) ,a] ,a = 1/36,1/2,3/2

Asagidaki 6nerme ve akabindeki sonug, bir alisilmis metrik uzay ve bu uzaydaki
metrik tarafindan tiiretilen A,—metrik ile alisilmis metrik uzaydaki Apollonius ¢emberleri

arasindaki ilgiyi ortaya koymaktadir.

Onerme 7.10 X # () bir kiime ve Ay, bir alisilmis d metrigi tarafindan iiretilen A,—metrik
olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde A,—metrik uzayindaki
Ay, [F1, Fa,a] Apollonius  ¢emberi, (X,d) alsilmis metrik uzayindaki Ag[Fy, Fs, al

Apollonius ¢cemberidir.
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Ispat A,—metrigi d alisilmis metrigi tarafindan iiretildiginden
Ay (21,9, ..., xy) =d (21, 2,) +d(x2,2,) + ... +d(xy_1,Ty)
olacagindan agikca
Ap (2, my) =d(zy) + - +d(z,y) = (n—1)d(z,y)

olur. O halde Ay, [Fi, Fs, 2a] Apollonius ¢emberi igin

Ab(x,...,x,Fl):a :(n—l)d(x,Fl)_a
Ay (... x, Fy) Ein(—]%ﬁ))d(a:, F)
{w )

elde edilir. Bu ise agikca Ay [Fy, Iy, a] demektir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukaridaki 6nermeden kolayca asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 7.16 X +# () bir kiime, (X, d) bir alisilmis metrik uzay ve Ay, bir alisilmis d metrigi
tarafindan tiretilen Ay,—metrik olmak iizere (X, Ay) bir Ay—metrik uzay olsun. Bu taktirde
(X, d) alisilmis metrik uzayindaki Aq[F, Fy, a] Apollonius ¢emberi A,—metrik uzayindaki
Ca, [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberidir.

Tamm 7.8 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Aa, [F1, Fs,a], (X, Ay) Ap—metrik uzayinda Fi,
F5 odakli ve a oranly bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X bir doniisiim olmak iizere
herx € Aa, [F1, Fy,alicinTe = wise Aa, [F1, Fa, a] Apollonius cemberine T déniisiimiiniin

sabit Apollonius ¢cemberi denir.

Teorem 7.26 (X, Ay) bir metrik uzay, Aa, [F1, Fa, a], odaklar: Fy, Fy olan ve a oranli bir
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Ap(z, ..z, F1) [ Ap(x, ..., Fy)

seklinde tamimlansin. Bu takdirde T:X — X doniigiimii, her v € Ay, [F1, Fs, a] igin
(Afbl) Ap(z, ..k, Tx) < p(z) — p(Tx)
(A1*2) @(Tz)>a

kosullarini  sagliyorsa A, [F1, Fa,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin bir sabit

Apollonius ¢emberidir.
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Ispat X +# @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir A,— metrik olsun. Ay, [F1, Fo,a], (X, Ap) Ap—
metrik uzaymda Fy ve Fy odakli, a oranli bir Apollonius ¢emberi ve p : X — [0,00)
Sonksiyonu her x € X igin ¢(x) = Ap(z, ..x, F1)/Ap(x, ...x, Fy) seklinde tanimlanmug
olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Aa, [F1, F, a] herhangi bir

nokta olmak iizere (Afbl) kosulu ve ¢ fonksiyonunun tanimi geregince,

Ap(z, ..z, Tx) < o) —o(Tz)
= Ay(z,..x,[1)/Ap(x,..x, Fy) — Ap(Tx, ..., Tx, F1) ] Ap(T'x, ..., Tz, F3)
= a—Ay(Tz,....Tx, 1)/ Ap(Tx, ..., Tx, Fy) (7.7)

elde edilir T doniisiimii (Abe) kosulunu sagladigindan Tx noktasi Ay, [Fi, Fy, al
Apollonius ¢emberinin iizerinde veya disinda olmalid. O halde burada iki durum séz
konusudur. Buna gore Ay(Tx, ..., Tx, F\)/Ay(Tz, ..., Tz, Fy) > a ise yani Tx noktast
Apollonius ¢emberinin disinda ise (7.7) esitsizliginden dolay ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla
ATz, ..., Tz, F1)/Ay(Tx, ..., Tz, Fy) = a olmaldir. Aksi taktirde (7.7) e sitsizliginin
sag tarafi negatif olur. Uzakligin (metrigin) pozitif tamimlhiligindan dolayr bir ¢elis kidir.
Yani Tx noktasi  Apollonius  ¢emberinin  iizerinde olmalidin  Bu  durumda,
Ap(z, .z, Tx) < a— Ay(Tx, ..., Tx, F1)/Ay(Tx, ..., Tx, Fy) = a —a = 0 elde edilir.
O halde Tx = x dir. Yani her v € Ay, [F1, Fb,al icin Ty = x oldugundan dolayr T

doniigiimii A, [F1, Fy, a| Apollonius ¢emberini sabit birakir.

Ornek 7.41 X =Rven > 3igin Ay : X" — [0,00),

Ay(zy, @9, 1) = |En+-+xo—(n— Dz +|2p+ -+ 23 — (0 — 2)3,]?
o | 4 Tt — 20|’ | — 2|
bigciminde tammli Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ap—metrik uzayinda Ay, [0,2,9] Apollonius ¢cemberi ve her x € R igin Tx = 2* — %x + g
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,2,9] = {2, 3} dir ve her z € Ay, [0,2,9]
icin (A*1) ve (A"2) kosullart saglamr: Dolayisiyla A, [0,2,9] Apollonius ¢emberi, T
doniistimiintin bir sabit Apollonius ¢emberidir. Dikkat edilirse T' doniigiimii altinda sabit
Apollonius ¢emberi rnekleri ¢ogaltilabilir. Ornegin, Ap, [%, 18—5, } , Aa, [14—5, %, 4] ve
Ay, [0,2,9] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant kal. Ancak bu durum tim
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimii altinda sabit kaldigi anlamina gelmez.
Ay, [1,2,4], Aga, [0,2,4] ve Ay, [—1,1,9] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant
degildir.

Ornek 7.42 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ab(l’l,xQ,...,xn) = |l’n—|-+l’2—(n—1)x1|2+|xn+—|—x3—(n—2)x2|2

+ .+ ’ajn +Xn_1 — an_2’2 + ‘wn - xn—l|2
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bigciminde tamimli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ay—metrik uzayr verilsin. (R, A),

Ay—metrik uzayinda A, |0,2,9] Apollonius ¢emberi ve her x € R i¢cin Tx = ?
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,2,9] = {2, 3} i¢in (A1) kosulu
r=3icini(n—1)<9—-1= (n—1) <32
x=3i¢in0(n—1)<9-9=0<0
olup saglaniyor iken agik¢a (A‘f‘b2) kosulu
T = % icinl > 9
r=3icin9 > 9
olacagindan saglanmaz. AyricaAy, [0,2,9] = {2, 3} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.
Ornek 7.43 X =Rven > 3i¢in A: X™ — [0, 00),
Ay, @9, xy) = |an+-Fxo—(n— D] +|zn+ -+ 23 — (n— 2)x,]?

4+ ’$n +Xp_1 — an_2’2 + ‘xn - xn—l|2

bigciminde tamimli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ay—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ay—metrik uzayinda Ay, [0,2,9] Apollonius ¢emberi ve her © € R i¢cin Tx = —x + g
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,2,9] = {2, 3} i¢in (A1) kosulu
z=3icin3n—-1)<9-9=(n—1) <0

r=3i¢in(n—1)<9-9=(n—-1)<0

olup saglanmiyor iken agik¢a (A22) kosulu

T = % icin9>9

r=3icin9 > 9

olacagindan saglamr. Ancak Ayu,[0,2,9] = {3, 3} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.

Sonug 7.17 (X, A) bir metrik uzay, A [F, Fy,al, odaklar: Fy, Fy olan ve a oranlt bir
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(r) = Az, ..z, F1) Az, ..z, F3)
olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniistimii, her v € A [Fy, Fy, al i¢in
(A1) A(w,..x,Tx) < p(x) — p(Tx)
(Af'2) ¢(Tz) 2 a
kosullarint  saglyorsa Ay [Fi, Fy,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin  bir sabit

Apollonius ¢emberidir.

Teorem 7.27 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ay, [F1, Fs,al, (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
odaklart Fy, Fy olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0,00)



220

fonksiyonu her x € X igin,
SO(I) - Ab(‘ra ey Fl)/Ab(xa ey F2>

seklinde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniisiimii, her x € Ay, [F1, I, a] igin,
(A5%1) Ay(z, .2, Tx) < p(x) + o(Tz) — 2a
(43°1) ¢(Tz) <a

kosullarini  sagliyorsa A, [F1, Fa,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin bir sabit

Apollonius ¢cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, A,, X iizerinde bir A,— metrik olsun. A4, [Fy, Fy, al, (X, Ay) Ap—
metrik uzayinda odaklar: Fy, F, olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberive ¢ : X — [0, 00)
Sonksiyonu her x € X icin o(x) = Ap(z, ...z, F1)/Ap(z, ...z, Fy) seklinde tanimlanmus
olsun. Ayrica T : X — X doniisiimii alinsin. Bu takdirde x € A, [F1, Fy, a] herhangi bir

nokta olmak iizere. (A’;”l) kosulundan ve p fonksiyonunun tanimindan dolay1,

Ap(z, ..z, Tx) < o)+ ¢(Tz) —2a
= Ay(z,..x, 1)/ Ap(x, ..z, )+ Ay(Tx, ..., Tx, F) [ Ay(Tx, ..., Tx, Fy)-2a
= a+ A(Tx,...Tx, F1)/Ay(Tx, ..., Tz, Fy) — 2a
= Ay(Tz,....Tx, F1)/Ap(Tx,....,Tx, F5) — a (7.8)

elde edilir. (Ay*1) kosulu saglandigindan dolayr Tz noktast Ay, [Fy, Fy,a] Apollonius
gcemberinin iizerinde veya icinde olmalidir. Dolayisiyla iki durum vardw. Buna gore T'x
noktast Apollonius cemberinin iginde ise yani
Ap(Tx, ..., Tz, 1)/ Ap(Tx, ..., Tz, Fy) < aise (7.8) esitsizligi Ap(x, ..z, Tz) < 0
formuna doniisiir. Ancak bu durumda uzakligin (metrigin) pozitif tammhilig geregince
celiski meydana gelir. O haldeAy(Tx, ..., Tz, F1)/Ay(Tx, ..., Tz, Fy) = a olmahdr.
Yani Tx noktasi  Apollonius  ¢emberinin  iizerinde olmalidin  Bu  durumda,
Ap(z, oz, Tx) < Ap(Tzy ..., Tz, F1)/Ay(Tx, ..., Tx, F3) —a = a—a =0 elde edilir.
Bu durumda Tx = x dir. Yani her v € Ay, [F1, Fy, a) icin Tx = x oldugundan dolay1 T

doniigiimii A, [F1, Fy, a| Apollonius ¢emberini sabit birakur.

Ornek 7.44 X=R ven > 3 icin Ap: X" — [0,00) , Ap(21, 22,00, Tn) = 3 3 |2 — 4]
i=1i<j
bigiminde tamimh Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, Ayp),

Ap—metrik uzayinda Ay, [0, 1,4] Apollonius gemberi ve her x € R igin Tz = 32* — Tx + 4
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,1,4] = {3, 2} dir ve her x € Ay, [0,1,4]
icin (A51) ve (A52) kosullart saglamr: Dolayisiyla A, [0,1,4] Apollonius ¢emberi, T

dontistimiintin bir sabit Apollonius ¢emberidir. Dikkat edilirse T' don iisiimii altinda sabit
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Apollonius ¢emberi drnekleri ¢ogaltilabilir. Ornegin, Aa, [—%, 130, ] , Ay, [1—307 %,9} ve

Aa, [4,%,16} Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant kalw. Ancak bu durum tiim
Apollonius ¢emberlerinin T doniisiimii altinda sabit kaldigi anlamina gelmez.
Ay, [1,2,4], Agx, [0,2,9] ve Aa, [—1,1,9] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant

degildir.

Ornek 7.45 X =Rven > 3icin A: X" — [0,00), Ay(21, 22,0, 20) = 3. 3 |2 — 4]
i=1i<j
bigiminde tammli A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ay—metrik uzayr verilsin. (R, Ayp),

Ay—metrik uzayinda Ay, [0,1,4] Apollonius ¢emberi ve her x € R igin Tx = %l‘ + %
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,1,4] = {3, 2} i¢in (A1) kosulu
v=2i¢in0(n—1?<4+4-8=0<0

r=2i¢cing(n—1)><4+16-8= (n—1)> <27

olup saglaniyor iken agik¢a (A5*2) kosulu

T = % icin4 <4

r=2i¢cin 16 <4

olacagindan saglanmaz. Ayrica Ax,[0,1,4] = {2, 2} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.46 X = Rven > 3icin A: X" — [0,00), Ay(x1, 29,0, 2n) = . 5 |17 — xj|2
i=li<j
bigiminde tammh A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),

Ay—metrik uzayinda Ay, (0,1, 4] Apollonius ¢cemberi ve her x € R i¢in Tx = ‘i’x + %
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,1,4] = {2, 2} icin (A1) kosulu
x=2igin L(n—1?<44+4-8=(n—1)2<0
r=2i¢in(n—12?<4+9-8=(n—12*< -1

olup saglanmiyor iken agik¢a (A52) kosulu

T = % icin4 <4

T = 2icin % <4

olacagindan saglamr. Ancak Ay, [0,1,4] = {2, 2} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.

Sonug¢ 7.18 (X, A) bir A—metrik uzay, Aa [F1, Fy,al, (X, A) A—metrik uzayinda odaklar
Fi, F5 olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X icin,

o(x) =Alx, ..z, F1) Az, ..z, Fy)
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seklinde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Ay [Fy, Fy, a] icin,
(Af1) A, ..x,Tx) < p(z) + ¢(Tx) — 2a
(A31) o(Tz) <a

kosullarint  saglyorsa Ay [Fi, Fy,a| Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin  bir sabit

Apollonius ¢emberidir.

Teorem 7.28 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay , Aa, [F1, Fy,al, (X, Ay) Ap—metrik uzayinda
odaklari Fy, Fy olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0,00)
fonksiyonu her v € X igin,
o(z) = Ap(z, ...z, F1) [ Ap(x, ...x, F3)

olacak sekilde tammlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her x € Aa, [F1, Fy, a] ve
bazi h € [0, 1) i¢in

(A1) Ay(x, .2, Tx) < o(x) — p(Tx)

(A5%2)  h.Ay(x, ..z, Tz) + o(Tx) > a
kosullarini  sagliyorsa Ag, [F1, Fy,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin  bir sabit

Apollonius ¢cemberidir.

Ispat X +# @ bir kiime, Ay, X iizerinde bir A,— metrik olsun. Ay, [Fr, Fo,a], (X, Ap) Ap—
metrik uzayinda Fy, Fy odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi ve ¢ : X — [0,00)
Sonksiyonu her x € X igin ¢(x) = Ap(z, ..x, F1)/Ap(x, ...x, Fy) seklinde tanimlanmug
olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € Aa, [F1, F, a] herhangi bir
nokta olmak tizere. ' doniigiimii (A{f *1) kosulu saglandigindan bu kosuldan baslayarak, ¢
fonksiyonunun tanimi ve (Ag‘b2) kosulu geregince
Alz,..x,Tz) < ¢(x)—p(Tx)

= Ap(z, .z, 1)/ Ay(z, .., F5) — Ap(Tx, ..., Tz, 1)/ Ay(Tx, ..., Tz, F3)

= a—A(Tz,....,Tx, 1)/ Ay(Tx, ..., Tx, Fy)

< hAy(z,..x,Tx) + o(Tx) — o(Tx)

= hAy(z,..z,Tx)
elde edilir. Buna gore agik¢a (h — 1)Ay(z, ...x, Tx) > 0 bulunur. Bu durumda h € [0, 1)
oldugundan dolay1 Ay(z, ...z, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle Tx = x olur. Yani her
x € Ay, [F1, F, a] igin Tx = x oldugundan dolayr T déniisiimii A, [F1, Fs, a] Apollonius

cemberini sabit birakur.

Ornek 7.47 X =Rven > 3igin Ay : X" — [0, 00),
Ab(l’l,xQ,...,xn) = |l’n—|-+l’2—(n—1)x1|2+|xn+—|—x3—(n—2)x2|2

+ .+ ’ajn +Xn_1 — an_2’2 + ‘wn - xn—l|2
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bigciminde tammli A,-metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ap—metrik uzayinda Ay, [3,1,9] Apollonius ¢emberi ve her x € R igin Tx = 22* — 2z
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [3,1,9] = {0, 3} dir ve her z € Ay, [3,1,9]
icin (A3*1) ve (A5"2) kosullart saglamr: Dolayisiyla Ay, [3,1,9] Apollonius ¢emberi, T
doniigiimiintin bir sabit Apollonius ¢emberidir. Dikkat edilirse T' don tisiimii altinda sabit
Apollonius ¢emberi Ornekleri ¢ogaltilabilir. Ornegin, Ap, [—%, g, } , Aa, [%, %, 4] ve
Aa, [—%, %, 16] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant kalir. Ancak bu durum tiim
Apollonius ¢emberlerinin 'T'  doniisiimii altinda sabit kaldigi anlamina gelmez.
Ay, [1,2,4], Ay [0,2,4] ve Ag, [4 3 16] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant

’ 9
degildir.

Ornek 7.48 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ay(z1, 20, 2) = |Tp4- Az — (n— Doy P+ |zp+ -+ 25— (n— ),

+o T T — 2:671,2]2 + |z, — In71|2

bigciminde tamimli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ay—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ay—metrik uzayinda Aa, (3, 1,9] Apollonius ¢emberi ve her x € R i¢in Tx = %m doniistimii
ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [3,1,9] = {0, 2} icin (A1) kosulu
x=0i¢in0(n—1)<9-9=0<0

v=3i¢in{(n—1)<9—1=n <33

olup saglaniyor iken agik¢a (A‘f‘b2) kosulu

x=0i¢in0.h(n—-1)+9>9=9>9

v =3icin th(n—1)+1>9= h(n—1) > 32

olacagindan saglanmaz. Ayrica Aa,[3,1,9] = {0, 2} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.49 X =Rven > 3icin A: X" — [0, 00),

Ap(x1, 29, ... xy) = |xn—|—---+a:2—(n—1)x1|2+|xn+---+x3—(n—2)m2|2

+o T T — 290“,2]2 + |z, — $n71|2

bigciminde tamimli  Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ay—metrik uzayr verilsin. (R, A),
Ay—metrik uzayinda Ay, [3,1,9] Apollonius ¢emberi ve her x € R i¢in Tx = —x + 3
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [3,1,9] = {0, 3} i¢in (A4*1) kosulu
x=0i¢in9(n—-1)<9-0=n<2

z=3icin0(n—1)<9-9=0<0

olup saglanmaz iken actk¢a (A?b2) kosulu

r=0i¢in%(n—-1)+0>9=h(n—-1)>1
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x=3icinOh(n—1)+9>9=9>9
olacagindan saglamr. Ayrica Ay, [3,1,9] = {0, 2} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.

Sonug¢ 7.19 (X, A) bir A—metrikuzay, As [F1, Fy, a], (X, A) A—metrik uzayinda odaklar
Fi, Fs olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu
her x € X icin,

o(x) = Az, ..z, F1) Az, ..z, Fy)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii, her © € A4 [Fy, F, a] ve
bazi h € [0, 1) i¢in

(A1) A(z,..x,Tx) < ¢(z) — o(Tx)

(A42) h.A(z, ..z, Tz)+ o(Tx) > a
kosullarint  saglyorsa Ay [Fi, Fy,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin  bir sabit

Apollonius ¢emberidir.

Teorem 7.29 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay , A, [F1, Fs,al, Fy ve Fy odakli, a oranli bir
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — |0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(x) = Ap(z, .oy, F) [ Ap(z, ...y, Fy)

seklinde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X déniigiimii, her v € Ay, [F1, Fy, a] igin
(A1) Ay(x, ...z, Tx) < o(z) + o(Tx) — 2a
(A2)  Ay(x, ...z, Tx) + (Tx) < a

kosullarini  sagliyorsa A, [F1, Fa,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin bir sabit

Apollonius cemberidir.

Ispat X # O bir kiime, Ay, X iizerinde bir Ay— metrik olsun. Ay, [Fy, Fy,a], (X, A)
Ay— metrik uzayinda Fy, Fy odakli, a oranl bir Apollonius ¢emberi ve p : X — [0,00)
Sonksiyonu her v € X icin p(x) = Ap(x, ..., x, [1)/Ap(x, ..., x, F) seklinde tanimlanmus
olsun. Ayrica T : X — X doniigiimii alinsin. Bu takdirde x € A, [F1, Fy, a] herhangi bir

nokta olmak iizere (A4*1) kosulundan ve o fonksiyonunun tanimi ve( A*2) kosulu geregince

Ap(z, .y, Tz) < o(x)+p(Tx) —2a
= Az, ..,z, F)/Ap(x,...;x, F5)+ Ay (T, ..., Tx, 1)/ Ap(Tx, ..., Tz, F5)-2a
= Ay(Tz,....Tx,F1)/Ap(Tx,...,Tx, F) —a
o(Tz) — Ap(z, ...z, Tx) — o(Tx)
—Ap(z, ..., z, Tx)

IN
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elde edilir. Buna gore agik¢a 2Ay(x,...,x, Tx) < 0 bulunur. Bu durumda Ay, bir Ay—metrik
oldugundan dolay1 Ay(x,..., x, Tx) = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle T'x = x olur. Yani her
x € Ay, [F1, Fy, a] igin Tx = x oldugundan dolayi T déniisiimii Aa, [F1, Fa, a] Apollonius

cemberini sabit birakr.

Ornek 7.50 X=R ven > 3 icin Ay: X" — [0,00), Ap(1, Ty, 2p) = Xn: Sz — a5
biciminde tamimh Ay-metrik olmak iizere (R, A,) Ap,—metrik uzayt ve;il;;';.] (R, Ayp),
Ap—metrik uzayinda Aa, [4,2,4] Apollonius ¢emberi ve her x € R i¢in Tx = 3z° — Tz
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [4,2,4] = {0, £} dir ve her © € Ay, [4,2,4]
icin (A"1) ve (A"2) kosullart saglamr: Dolayisiyla A, [4,2,4] Apollonius ¢emberi, T
dontistim tintin bir sabit Apollonius ¢emberidir. Dikkat edilirse T doniisiimii altinda sabit
Apollonius cemberi ornekleri ¢ogaltilabilir. Ornegin, Ay, [—%,%, ] . Aa, [13—6, %,9] ve
Ay, [—4,1,16] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant kali. Ancak bu durum tiim
Apollonius ¢emberlerinin T'  doniisiimii altinda sabit kaldigi anlamina gelmez.
Ay, [1,2,4], Ax, [0,2,9] ve A, [4,%,16] Apollonius ¢emberleri T altinda invaryant
degildir.

Ornek 7.51 X =Rven > 3igin A: X" — [0,00), Ay(z1, 2,0, 2) = S 3 |2 — 4]
i=1i<j
bigiminde tammh A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayi verilsin. (R, Ay),

Ay—metrik uzayinda Ay, [4,2,4] Apollonius ¢emberi ve her x € R igin Tx = %x + 3
doniigiimii ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,4,4] = {0, 3} icin (A1) kosulu
r=0i¢ini(n—12<4+2-8=(n—-12< 2

Jltzgigin()(n—l)2 <444-8=0<0

olup saglaniyor iken agik¢a (A5*2) kosulu
r=0i¢cin ;(n -1+ <4=(n—1)? < -2
r="5icin0(n—1)+4<4=4<4

olacagindan saglanmaz. Ayrica Ayx,[4,2,4] = {0, 3} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.

Ornek 7.52 X =Rven > 3icin A: X" — [0,00), Ay(x1, 29, 2p) = . 5 |27 — xj|2
i=li<j
bigciminde tammh A, -metrik olmak iizere (R, A,) Ap—metrik uzayr verilsin. (R, A),

Ay—metrik uzayinda A, [4,2,4] Apollonius ¢emberi ve her x € R i¢in Tx = %x doniisiimii
ele alinsin. Bu noktada her x € Ay, [0,4,4] = {0, §} icin (A2*1) kosulu
r=0i¢in0(n—1?<44+4-8=0<0

v=3i¢ing(n—12<4+1-8= (n—1)? <27

olup saglanmuyor iken acgik¢a (Afb2) kosulu
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r=0i¢in0(n —1)2+4<4=4<4

v=3i¢in(n—1P2+1<4= (n—1?2<27

olacagindan saglamr. Ancak Ay, [4,2,4] = {0, £} Apollonius ¢emberi, T altinda
invaryant degildir.

Sonu¢ 7.20 (X, A) bir A—metrik uzay , As[F1, Fy,a], Fy ve Fy odakli, a oranli bir
Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin,

o(r) = Az, ...z, 1)/ Az, ..., x, Fy)

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde T:X — X doniistimii, her © € A, [Fy, Fy, al i¢in
(AM) Az, ...,x,Tx) < o(z) + o(Tx) — 2a
(A42) A(w,...,x,Tz) + ¢o(Tx) < a

kosullarint  saglyorsa Ay [Fi, Fy,a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin  bir sabit

Apollonius ¢cemberidir.

Buraya kadar olan kisimda verilen Teorem 7.25-7.29 ile A,—metrik uzayda F}, Fj
odaklt ve a oranli Ay, [Fi, Fb,a] Apollonius gemberini nokta-nokta sabit birakacak 7'
lizerine donilistimiin kosullar1 incelendi ve ilgili teoremlerde bu kosullar ifade edildi. Bahsi
gecen teoremlerde sabit Apollonius ¢cemberinin sayisina dair bir bilgi verilmedi. Asagidaki
onermeler A,—metrik uzayda birden fazla sabit Apollonius ¢emberine sahip doniisiimlerin

mevcut oldugunu ifade etmektedir.

Onerme 7.11 (X, A,) bir Ay—metrik uzay ve Aa,|[Fi1,Fiz,a1] ile Aa, [For, Fog,as)
(X, Ay) Ay—metrik uzayinda iki Apollonius ¢emberi olsun. Bu takdirde Ay, [Fi1, Fi2, 1]
ile Ay, [Fo1, Fao,as] Apollonius ¢emberlerini nokta nokta sabit birakacak sekilde (X, Ayp)
Ap—metrik uzayida en az bir T' : X — X doniigiimii vardir.

Ispat X # @ bir kiime ve A, X iizerinde bir A,— metrik olmak iizere (X, Ay) bir
Ay—metrik uzay olsun. Ay, [Fi1, Fia,a1] ve Aa, [For, Fao, as] de Fi1, Fia odakl, ay oranli
ve Iy, Fyy odakli, ay oranli iki Apollonius ¢emberi olsun. Ayrica P noktast
Ap(F11, .,  Fii,  P)/Ay(Fra, ..., Fin, P) =+ a;  ve Ap(Fa,
ey Fo1, P)/Ay(Fag, ..., Foo, P) # ag olacak sekilde (X, Ay) Ay—metrik uzayinda sabit
bir nokta olsun. Buna gore'l' : X — X doniigiimii her x € X igin

T — x, € A, [Fi1, Fia,a1) U Ay, [For1, Foo, as] ise
P, diger hallerde
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olacak sekilde tamimlansin. Bunun yami sira o1, @o : X — [0,00) doniis timleri her
r € X icin o1(x) = Az, .., z, Fi1)/Ap(z, ..., x, F12) ve pa(x) = Az,
ey T, F21) [ Ap(z, x, Fyo) olacak sekilde alinsin. Bu takdirde T doniistimii o1(x) ve @o(x)
doniigiimleri ile birlikte Aa, [Fi1, Fia,a1] ve A, [For, ..., Fao, as] Apollonius ¢emberleri
icin j = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (Ailbl)ve (Aix,)Q) kosullarimt saglar. O halde Teorem
7.25-7.29 geregince agik¢a Aa, [Fi1, Fia, a1] ve Aa, [For, Fag, as] Apollonius ¢emberleri T
donitistimiintin - sabit Apollonius ¢emberleridir. Burada dikkat edilirse ele alinan
Ay, [Fi1, Fiz, a1] ve Ay, [For, Faa, as] Apollonius ¢cemberlerinin konumlart ve birbirlerine
gore pozisyonlar: hakkinda herhangi bir kisitlama yoktur. Ilgili Apollonius cemberleri
tamamiyle keyfidir.

Onerme 7.12 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay ve Ay, [Fi1, Fio,a1], ooy Aa, [Fa, Frz, an)
(X, Ay) Ay—metrik uzayinda n tane Apollonius ¢emberi olsun. Bu takdirde
Ay, [Fi1, Fio,ar], oy Aay [Fu, Fuo,an] Apollonius  ¢emberlerini nokta nokta sabit
birakacak sekilde (X, Ay) Ay—metrik uzayinda en az bir T - X — X doniigiimii vardur.

Ispat Onerme 7.11 in ispatina benzer olarak i = 1, 2, ..., n olmak iizere her x € X icin

n
Tr, T &€ UAAb [Fih FiQ, CLZ'] ise
Ty = i=1

P, diger durumlarda

olacak sekilde tamimlanan T . X — X doniistimii ve her * € X icin
vilx) = Ap(x, ..., x, F1)/Ap(z, ..., x, Fo) olacak sekilde tamimlanan ¢; - X — [0, 00)
donitistimleri kullamilarak kolayca verilebilir. Burada T doniigiimiindeki P noktasi
i = 1, 2, ..., n olmak iizere Ay(x, ..., x, Fy)/Ay(x, ..., ©, Fin) # a; kosullarim
saglayacak sekilde sabit bir noktadw. Ayrica bir onceki 6nermede oldugu gibi burada ele
alman i € {1,..,n} icin Aa, [Fi1, Fia,a;] Apollonius ¢emberlerinin birbirlerine gore

konumlar: tamamiyle keyfidir, herhangi bir kisitlama yoktur. elde edilir.

Yukarida ele alinan iki 6nermeden sonra simdi bir (X, A) A,—metrik uzaymda bir
T : X — X doniisiimiiniin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir tek sabit Apollonius
cemberine sahip olacaginin tespit edilmesi dnemli bir probleme doniismiis olur. Asagida ifade

edilen Teorem 7.30-7.33 ile bu sorunun yanit1 verilmistir.

Teorem 7.30 (X, Ay) bir metrik uzay , Aa, [F1, Fy,a], (X, Ay) Ay—metrik uzayinda

odaklar: Fy, F; olan ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniisiimii
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(A1) ve (A™2) kosullarimi saglasin. Bu takdirde, her x € Ay, [Fy,Fy,a),
y € X\ An, [F1, Fy,a) ve bazi h € |0, 1) igin T doniisiimii,

Ap(Tx, ..., Tz, Ty) < hAy(z, ..., x,y)

biiziilme kosulunu sagliyorsa A, [Fi, Fy, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin bir tek sabit

Apollonius ¢emberidir.

Ispat (X, A,) bir Ay—metrik uzay, Ay, [F1, Fo,a], (X, Ay) Ay—metrik uzayinda Fy, F,
odaklt ve a oranl bir Apollonius ¢emberi ve T' : X — X doniisiim olsun. Ayrica T
doniigiimii her x € A, [F1, Fy,a)l vey € X \ Ag, [F1, Fa, a] noktalart i¢in h € [0, 1)
olmak iizere Ay(Tz,..,Tx,Ty) < hAy(z,...,z,y) kosulunu saglasin. Buna gore
Ay, [F1, Fo,a] ve Ay, [Fis, For,a*| Apollonius ¢emberlerinin T déniigiimiiniin iki farkl
sabit Apollonius ¢emberi oldugu varsayilsin. u # v olmak iizere u € A, [F1, F,a] ve

v € Ay, [Fi+, Fo+, a*] noktalart alinsin. T doniigiimiiniin sagladig biiziilme kosulundan,
Ap(uy oy u,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv) < h.Ap(u, ..., u,v)

elde edilir. Ancak h € [0, 1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde w = v olmalidir. Bu
takdirde A, [F1, F, a| Apollonius cemberi T’ déniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Yukaridaki teoremin hipotezin 7 : X — X déniisiimii (A5 1)ve (A:*2) kosullarim
saglamaktadir. Ancak buradaki kosullar elbette i = 1, 2, 3, 4 olmak iizere (A:"*1)ve (A;"2)
olarak degistirilebilir.

Teorem 7.31 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ay, [F1, Fs,al, (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
Fy, F5 odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T : X — X doniisiimii
i =1, 2, 3, 4 olmak iizere (A1) ve (A*2) kosullarin saglasin. Bu takdirde T déniigiimii
her x € Aa, [F1, Fa,a)vey € X \ Ay, [F1, Fa, a] noktalart igin

A Ay(Tx, ..., T Ay(Ty,...,T
Ab(Tx,...,Ta:,Ty)<max{ b(ma 7$ay)7 b( Ty.ony $,$), b( Yy, ..., yay)a}

Ap(Ty, ... Ty, x), Ap(Tz, ..., Tz, y)

biiziilme kosulunu sagliyorsa A, [F1, Fy, a] Apollonius ¢emberi T' doniisiimiiniin tek sabit

Apollonius ¢emberidir.

Ispat (X, A,) bir Ay—metrik uzay, Ay, [Fi, Fy,a), (X, Ay) Ay—metrik uzayinda Fy, F,
odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi ve T : X — X doniisiim olsun. Ayrica T
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doniigiimii her x € Aa, [F1, Fy,a)l vey € X \ Aa, [F1, Fs, a] noktalart i¢in

A Ay(Tx, ..., T ATy, ..., T
Ab(Tx,...,Tx,Ty)<maX{ b(xa ’xay)) b( Zyoeny CC,._’E), b( Yy, ..., y7y)7 }

Ap(Ty, ..., Ty, x), Ap(Tz, ..., Tx,y)

kosulunu saglasin. . Buna gore Ay, [F1, Fy, a] ve Aa, [Fi+, Fo+, a*] Apollonius cemberlerinin
T doniisiimiiniin iki farkll sabit Apollonius ¢emberi oldugu varsayilsin. u # v olmak iizere
u € Ay, [F1, Fy,a]l ve v € Ay, [Fi+, For, a*| noktalart alinsin. T' déniisiimiiniin sagladig

biiziilme kosulundan,

Ap(uyoyu,v) = Ap(Tu, ..., Tu, Tv)

Ap(uyyu,v), Ap(Tu, ..., Tu,u), Ap(T, ..., Tv, v),
< max
Ap(Tw, ..., Tv,u), Ay(Tu, .., Tu,v)
= Ap(u,...,u,0)

elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde v = v olmalidw. Bu takdirde Ay, [Fi, Fy, al

Apollonius cemberi T’ doniigiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.

Teorem 7.32 (X, Ay) bir metrik uzay, Aa, [F1, Fy, a), (X, Ay) Ap—metrik uzayinda F, F,
odakli ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T' : X — X doniistimii v = 1, 2, 3, 4
olmak iizere (A1) ve (AM2) kosullarim saglasin. Bu takdirde T doniisiimii her
x € Ay, [F1, Fo,alvey € X\ Ay, [F1, Fa,al ve A € [0, 1/2) igin

Ab<Tx7 ,T[E,Ty) S A [Ab(xJ ...,ZL’,TZE) + Ab(y7 7y7Ty)]

kosulunu sagliyorsa A, [F1, Fs, a] Apollonius cemberi T’ déniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 7.30 daki ispat yontemine benzer sekilde A, [Fy, Fy, a] ve Aa, [Fi+, For, a]
Apollonius ¢emberlerinin 'T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin.
Buna gore u # v olmak iizere w € Ay, [Fi, Fo,a]l vev € Ay, [Fi+, Fy+, a*] noktalart alinsin.

O halde T doniigiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,

Ap(Tu, ..., Tu, Tv)
A A (uy oy u, Tu) + Ap(v, ..oy v, T0))
A [Ap(uy .yu) + Ap(v, ... v)] =0

.
=
=
=
=

IA

elde edilir. Buna gore Ap(u,...,u,v) = 0 olup uw = v bulunur. Bu ise ¢eliskidir. O halde

Ay, [F1, Fa, a] Apollonius ¢cemberi T' doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.
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Teorem 7.33 (X, Ay) bir Ay—metrik uzay, Ay, [F1, Fs,al, (X, Ay) Ay—metrik uzayinda
Fy, F, odaklt ve a oranli bir Apollonius ¢emberi olsun. T : X — X doniisiimii
1 =1, 2, 3, 4 olmak iizere (Af‘”l) ve (Af‘bQ) kosullarini saglasin. Bu takdirde T' doniistimii
her x € Aa, [F1, Fa,alvey € X \ Ay, [F1, Fo,al ve A+ 5 + v < 1 olmak iizere,

Ab(Txv ,T{E,Ty) < OéAb(fL', ...,{L‘,T"L') + ﬁAb<y7 7yaTy) + 7Ab(x7 ...,.Z’,y)

kosulunu sagliyorsa A, [F1, Fa, a] Apollonius cemberi T' déniisiimiiniin tek sabit Apollonius

cemberidir.

Ispat Teorem 7.30 daki ispat yontemine benzer sekilde A, [Fy, Fy, a] ve Aa, [Fi+, Fo-, a*]
Apollonius ¢emberlerinin 'T' doniisiimii altinda nokta nokta invaryant kaldig1 varsayilsin.
Buna gore u # v olmak iizere uw € Aa, [F1, Fy,a] vev € Ay, [Fi+, Fox, a*] noktalar: alinsin.

O halde T doniigiimiiniin sagladig biiziilme kosulu geregince,

I
g
=
=
=

I

Ap(Tu, ..., Tu, Tv)
< aAp(uy .oy u, Tu) + A (v, ..., v, Tv) + vAp(u, ..., u, v)
= ~yA(u,...,u,v)

elde edilir. Ancak \ + B + v < 1 oldugundan ac¢ik¢a v < 1 olacagindan bu bir ¢eliskidir. O
halde A, [F1, Fa, a] Apollonius ¢emberi T doniisiimiiniin tek sabit Apollonius ¢emberidir.
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8. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda alisilmis metrik uzay ve alisilmis metrik uzayin birer
genellestirilmesi olan S—metrik uzay, A—metrik uzay ve A,—metrik uzaylarda sabit
cember, sabit elips, sabit hiperbol, sabit Cassini egrisi ve sabit Apollonius c¢emberi
kavramlar1 tamitilmistir. Ayrica ilgili metrik uzaylarda alisilmig sabit nokta teorisinin
disinda yer alan bu geometrik kavramlarin yani sabit ¢emberin, sabit elipsin, sabit
hiperboliin, sabit Cassini egrisinin ve sabit Apollonius ¢emberinin varlik ve teklik kosullar1

incelenmis ve bununla ilgili sonuglar verilmistir.

Ele alinan her bir geometrik yapi i¢in dorder ¢ift varlik kosullart verilmistir. Ayrica
calisilan uzaydaki birgcok meshur sabit nokta teoremlerinden faydalanilarak pekcok teklik

kosulu ortaya konulmus ve diger teklik kosullari i¢in yol gostermede bulunulmustur.

Son yillarda Nihal Ozgiir ve Nihal Tas’in &nciiliinde baslayan ¢alismalar ile klasik
sabit nokta ¢alismalarinin oOtesinde Ozellikle genellestirilmis metrik uzaylarda geometri
yapilmasinin yolu agilmis oldu. Bu baglamda bu tezde elde edilen sonugclar ile bahsi gecen
genellestirilmis metrik uzaylarda c¢esitli geometrik nesneler ile sabit nokta teorisi
birlestirilmis oldu. Dolayisiyla o6zellikle genellestirilmis metrik uzaylarda geometrik

caligmalar i¢in ¢esitli yeni sonuglar elde edilmistir.
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9. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak bu tezde alisilmis ve S—metrik uzay ic¢in dnceden elde edilen sabit
cember sonuglar1 kullanilarak sabit ¢cemberin varlik ve teklik kosullart A—metrik uzay ve
Ap—metrik uzay icin tespit edildi. Ayrica elde olan yontemlerden hareket ederek alisilmis
metrik uzay ve alisilmis metrik uzayin birer genellestirilmesi olan S—metrik uzay,
A—metrik uzay ve A,—metrik uzaylarda sabit ¢ember, sabit elips, sabit hiperbol, sabit
Cassini egrisi ve sabit Apollonius ¢emberi kavramlart tanitilmistir. Ayrica ilgili metrik
uzaylarda alisilmig sabit nokta teorisinin disinda yer alan bu geometrik kavramlarin yani
sabit ¢gemberin, sabit elipsin, sabit hiperboliin, sabit Cassini egrisinin ve sabit Apollonius

¢emberinin varlik ve teklik kosullar1 incelenmis ve bununla ilgili sonuglar verilmistir.

Bu tezde ele alinan her bir geometrik yer i¢in dorder ¢ift varlik kosullar1 verilmis ve
ayrica ilgili metrik uzaylardaki bazi sabit nokta teoremlerinden faydalanilarak bir¢ok teklik
kosulu ortaya konulmustur. Bu noktada daha sonraki ¢aligmalar i¢cin mevcut tespit edilen
varlik ve teklik kosullarin disinda mevcut fonksiyonlarin fakli olan kosullarin belirlenmesi

problemi 6rnek gosterilebilir.

Klasik sabit nokta teorisinden farkli olup genellestirilmis metrik uzaylarin geometrik
yoniindeki bu tip g¢alismalar farkli tarzda geometrik ozellikleri olan egriler i¢in de
verilebilir. Ayrica su ana kadar incelenmis egrilerin bu tezde ele alinmamig diger metrik

uzay genellemelerindeki yansimalari arastirilabilir.

Ayrica daha onemli bir problem olarak herhangi bir metrik uzayda verilen bir
doniistimiin  herhangi bir geometrik nesneyi sabit birakip birakmadigimi aciklayacak

kosullar arastirilabilir.



233

KAYNAKLAR DIZiNi

Abbas M., Ali B. and Suleiman Y. I., 2015, Generalized coupled common fixed point results
in partially ordered A-metric spaces. Fixed Point Theory and Applications., 2015:64,
DOI: 10.1186/513663-015-0309-2

Agarwal R.P., Karapinar E., O’Regan D., Francisco A., 2015, Fixed Point Theory In Metrik
Type Space, Springer

Banach, S., 1922, Sur les oprations dans les ensembles abstraits et leur applications aux
equations integrales, Fund. Math., 3: 133-181.

Caristi, J., 1976, Fixed point theorems for mappings satistfying inwardness conditions Trans.
Amer. Math. Soc., 215, 241 —251.

Chatterjea, S. K., 1972, Fixed point theorem, C. R. Acad. Bulgare Sci., 25, 727 —730.

Chen, G. , 1992, Lines and Circles in Taxicab Geometry, M.S. thesis, Department of

Mathematics and Computer Science, Centered Missouri State University, 43p.

Dhage, B.C., 1992, Generalized metric spaces and mapping with fixed point. Bull. Cal.
Math. Soc. 84, 329-336

Dhage, B.C., 1994, Generalized metric space and topological structure II. Pure Appl. Math.
Sci. 40, 3741

Dhage, B.C., 2000, Generalized metric space and topological structure I. An. Stiint. Univ.
ALl Cuza. lazi, Mat (ANS) 46, 3-24

Edelstein M., 1961, An extension of Banach’s contraction principle Pro. Amer. Math.
Soc.12: 7-10

Fréchet, M., 1906, Sur quelques points du calcul fonctionnel. Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo 22, 1-74

Fréchet, M., 1926, Les espaces abstrait topologiquement affine, Acta Math., 47: 25-52.

Gibhler, S., 1963, 2-Metriche raume und ihre topologische strukture. Math. Nachr. 26, 115—
148

Gihler, S., 1966, Zur geometric 2-metriche raume. Revue Roumaine de Math. Pures Appl.
X1, 664-669



234

KAYNAKLAR DIiZIiNi (devam)

Gelisgen, O. and Ermis, T., 2019, A Generalized Fixed Point Theorem and Its Corollaries

in A—Metric Space, Preprint, Submitted to journal.

Joshi, M., Tomar, A. and Padaliya S. K., 2020, Fixed Point to Fixed Ellipse in Metric Spaces
and Discontinuous Activation Function, Applied Mathematics E-Notes, 20, 1-12

Kannan, R., 1969, Some results on fixed points II, Am. Math. Mon., 76, 405 —408.

Kreyszig, E., 1978, Introductory functional analysis with applications, Wiley Classics
Library.

Mustafa, Z., Sims, B., 2006, A new approach to generalized metric spaces. J. Nonlinear
Convex Anal. 7(2), 289-297

Ozgﬁr, N.Y. and Tas, N., 2016, Some generalizations of fixed point theorems on S — metric
spaces, Essays in Mathematics and Its Applications in Honor of Vladimir Arnold, New

York, Springer.

Ozgiir N.Y., Tas N., 2018, Some fixed-circle theorems and discontinuity at fixed circle. AIP
Conference Proceedings, 1926 (1): 020048. doi: 10.1063/1.5020497

Ozgiir, N.Y. and Tas, N., 2017, Some new contractive mappings on S-metric spaces and
their relationships with the mapping (S25), Math Sci, 11:7-16.

Ozgiir, N.Y., Tas, N. and Celik U., 2017, New Fixed-Circle Results On S-Metric Spaces,
Bulletin of Mathematical Analysis and Applications, 9(2), 10-23.

Ozgiir, N.Y. and Tas, N., 2019, Some Fixed-Circle Theorems on Metric Spaces. Bull.
Malays. Math. Sci. Soc., 42, 1433—-1449.

Priyobarta, N., Rohen Y. and Devi M. B., 2020, Partial Ab-metric space and some fixed
point theorems, International Journal of Mathematics and Computer Science, 15 (2),
533-547.

Ram’irez, J. L. and Rubiano G. N., 2014, Elliptic Inversion of Two-Dimensional Objects,
International Journal of Geometry, 3 (1), 12-27.

Reich, S., 1971, Some remarks concerning contraction mappings, Oanad. Math. Bull., 14,
121-124.

Rhoades, B. E., 1977, A comparison of various definitions of contractive mappings, Trans.
Amer. Math. Soc., 226, 257 — 290.



235

KAYNAKLAR DIiZIiNi (devam)

Sedghi, S., Shobe, N. and Aliouche, A., 2012, A generalization of fixed point theorems in
S — metric spaces, Mat. Vesnik, 64 (3), 258 — 266.

Sedghi, S. and Dung, N. V., 2014, Fixed point theorems on S — metric spaces, Mat. Vesnik,
66 (1), 113 —124.

Tas, N., 2017, Sabit Nokta Teoremleri Ve Cesitli Uygulamalari, Doktora Tezi, Balikesir

Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Tian, S., 2005, Alpha Distance-A Generalization of Chinese Checker Distance and Taxicab

Distance, Missouri Journal of Mathematical Sciences, 17, 1, 35-40.

Ughade, M., Tiirkoglu, D., Singh, S. K. and Daheriya, R. D., 2016, Some fixed point
theorems in Ab — metric space, British Journal of Mathematics and Computer
Science, 19 (6), 1 — 24.



OZGECMIS



user
Placed Image


