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OZET

Bu tez klasik projektif diizlemlerde tanimlanan doniisiimlerin fuzzy ve sezgisel
fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen fuzzy ve sezgisel fuzzy projektif diizlemlerdeki fuzzy

ve sezgisel fuzzy karsiliklarin1 ve 6zelliklerini sunmaktadir.

Ik iki béliim fuzzy ve sezgisel fuzzy vektdr uzaylar ile fuzzy ve sezgisel fuzzy
projektif geometrinin literatiir arastirmasini ve tezin amaci icermektedir. Ucgiincii
boliimde, cebir, fuzzy ve sezgisel fuzzy kiime teorisi, fuzzy ve sezgisel fuzzy projektif
uzaylardaki temel kavramlar sunulmaktadir. Dordiincii bolim fuzzy ve sezgisel fuzzy
vektor uzaylarinin bilinen temel 6zelliklerinden olugsmaktadir. Besinci boliimde, 3— boyutlu
sezgisel fuzzy vektor uzayindan sezgisel fuzzy projektif diizlem elde edildi. Sezgisel fuzzy
vektor uzaymda olusturulan maksimal flag yardimiyla sezgisel fuzzy projektif diizlemin

nokta ve dogrulari olusturuldu.

Altiner boliimde, klasik projektif diizlemlerde tanimli olan kolinasyon ve merkezsel
kolinasyonlarin fuzzy vektér uzaylarindan elde edilen fuzzy projektif diizlemlerdeki
karsiliklar1 verildi. Daha sonra bu doniisiimlerin sagladig 6zellikler, bu doniisiimler altinda
diizlemin taban noktasinin ve taban dogrusunun invaryant kalmasina goére diizlemin tiyelik

dereceleri ile ilgili iliskileri i¢eren teoremler ve sonuglar elde edildi.

Yedinci boliimde, sezgisel fuzzy vektdr uzaylarindan elde edilen sezgisel fuzzy
projektif diizlemlerde sezgisel fuzzy homomorfizm, sezgisel fuzzy izomorfizm ve sezgisel
fuzzy merkezsel kolinasyon taban projektif diizleminde karsilik gelen doniistimler
yardimiyla tanimlandi. Sezgisel fuzzy projektif doniistimlerin invaryant biraktig1 6zellikler

ve diizlemin iiyelik dereceleri arasindaki iligkiler teorem ve sonuglarla verildi.

Anahtar Kelimeler : Projektif Diizlem, Fuzzy Projektif Diizlem, Sezgisel Fuzzy

Projektif Diizlem, Fuzzy Kolinasyon, Sezgisel Fuzzy Kolinasyon.
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SUMMARY

This thesis presents fuzzy and intuitionistic fuzzy counterparts of maps defined in
classical projective planes and properties in fuzzy and intuitionistic fuzzy projective planes

obtained from fuzzy and intuitionistic fuzzy vector spaces.

The first chapter presents the aim of the thesis and the second chapter includes a
literature research on fuzzy and intuitionistic fuzzy vector spaces and projective geometry.
The third chapter includes the brief summary of basic concepts in algebra, the fuzzy and
intuitionistic fuzzy set theory, fuzzy and intuitionistic fuzzy projective spaces. The fourth
chapter consists of the known basic properties of fuzzy and intuitionistic fuzzy vector
spaces. In the fifth chapter the intuitionistic fuzzy projective point, line and plane are
obtained by using the maximal flag constructed in the 3-dimensional intuitionistic fuzzy

vector space.

In the sixth chapter, the fuzzy counterparts of the collination and central collinations
defined in classical projective planes in fuzzy projective planes obtained from vector spaces
are given. The properties of these maps and the relations related to the membership degrees
of the plane according to the invariant of the base point and line of plane under these maps

are presented.

In the seventh chapter, intuitionistic fuzzy homomorphism, isomorphism and
intuitionistic fuzzy central collinations in intuitionistic fuzzy projective planes from
intuitionistic fuzzy vector spaces are defined with the help of the corresponding maps in the
base projective plane. The relations between the properties that intuitionistic fuzzy
projective transformations leave invariant and the membership degrees of plane are given

by theorems and results.

Keywords : Projective Plane, Fuzzy Projective Plane, Intuitionistic Fuzzy Projective

Plane, Collineation, Intuitionistic Fuzzy Collineation.
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1. GIRIS VE AMAC

Fuzzy kavrami ilk olarak Zadeh tarafindan 1965 yilinda kurulmus ve pek ¢ok bilim
adami bu alana katki saglamistir. Gliniimiize kadar fuzzy kiimelerin bir¢cok genislemesi
olusturulmustur. Cebir, topoloji ve grafik teorisi gibi klasik matematiksel alanlardaki
orijinal fikirler ve kavramlar, hem fuzzy hem de sezgisel fuzzy kiime teorilerinin hizli
biliylimesiyle genellestirilmistir. Fuzzy gruplar hakkindaki ilk makale 1971°de Azriel
Rosenfeld tarafindan yayimnlandi. 1977 de Katsaras ve Liu vektdr uzaymin fuzzy alt uzay:
kavrami lizerine ¢aligmalar yapmis ve formiilize etmislerdir. Vektor uzaylariyla ilgili birgok
kavram ve sonug¢ fuzzy alt uzaylara genisletilmistir. Bu sonuglar (Abdukhalikov vd. 1994;
Abdukhalikov, 1996; Lubczonok, 1990; Mordeson, 1993; Zadeh, 1965) de bulunabilir.
1983’de Atanassov tarafindan ait olma ve ait olmama iiyelik dereceleriyle birlikte sezgisel
fuzzy kiime olusturulmustur. Kumar, 1992 de diger goriisler ve sonuclar arasindan, bir
fuzzy alt uzaymin fuzzy kosetinin 1yi tanimlanmasi ve homomorfizm altindaki fuzzy alt
uzaylarma dogal cebirsel islemlerin uygulanabilmesi iizerine ¢aligmalar yapmistir. Yine
Kumar diger bir calismasinda da fuzzy alt uzaymnin fuzzy tabani ve boyutunun iyi

tanimlanmasi ve ¢alismasi konusu iizerinde durmustur.

Projektif uzaylar ilk kez 1998 de Kuijken, Maldeghem ve Kerre tarafindan
fuzzilestirilmistir. Yine Kuijken ve Maldeghem tarafindan 2002 de Fuzzy Projektif
Geometrik yapilardan daha zengin olan Fiber Geometriler inga edilmistir. Bayar, Akca ve
Ekmekei, 2006 yilinda 4- boyutlu fuzzy vektdr uzayindan elde edilen 3-boyutlu projektif
uzayin fuzzy dogrularinin siniflamasini incelemislerdir. Daha sonra da ayni fuzzy projektif
uzayin fuzzy diizlemlerini siniflamislardir. Vektdr uzaylarindaki dontigiimlerin Fuzzy
karsiliklart ilk olarak 1996 yilinda Abdulhalikov tarafindan verilmistir. Yine Abdulhalikov
tarafindan fuzzy lineer doniistimlerin fuzzy alt uzaymnin dual doniisiimlerin fuzzy alt
uzaymna izomorf oldugu gosterilmistir. Kuijken ve Maldeghem tarafindan 2003 yilinda

fuzzy projektif diizlemdeki kolinasyonlar tanimlanmustir.

Bu tezin amaci fuzzy ve sezgisel fuzzy vektor uzayindan elde edilen fuzzy ve
sezgisel fuzzy projektif diizlemlerde, klasik projektif diizlemlerde tanimlanan doniisiimlerin
fuzzy ve sezgisel fuzzy karsiliklarin1 tanimlamak, bu tanimlanan doniigiimlerin 6zellikleri
ve bunlarin invaryant biraktig1 baz1 6zellikleri ispatlamaktir. Boylece sunulan tanim, teorem

ve sonuglar fuzzy ve sezgisel fuzzy projektif diizlemlerdeki teorileri gelistirmekle birlikte,



daha yiiksek boyutlu fuzzy ve sezgisel fuzzy projektif uzaylarda, fuzzy ve sezgisel fuzzy

teorinin gelismesine katki saglayacaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Matematikte bir¢ok teorinin fuzzy karsiligi bulunmaktadir. Bu nedenle fuzzy teori
bir¢ok bilim dalinda 6nemli bir yere sahiptir. Fuzzy kavrami ilk olarak Zadeh tarafindan
1965 yilinda kurulmus ve pek ¢ok bilim adami bu alana katki saglamistir. Giiniimiize kadar
fuzzy kiimelerin bir¢ok genislemesi olusturulmustur. Cebir, topoloji ve grafik teorisi gibi
klasik matematiksel alanlardaki orijinal fikirler ve kavramlar, hem fuzzy hem de sezgisel
fuzzy kiime teorilerinin hizli biiylimesiyle genellestirilmistir. Fuzzy gruplar hakkindaki ilk
makale 1971°de Rosenfeld tarafindan yayimlandi. Daha sonra bir¢ok fuzzy cebirsel yapi
formiile edildi. Rosenfeld, t-norm minimuma gore bir grupoidin fuzzy alt grubu ve bir
grubun fuzzy alt grubu kavramlarini formiile etti. 1979°da Anthony ve Sherwood fuzzy alt
grubu tiggen norm kavramini kullanarak yeniden tanimladi. Fuzzy alt grup teorisi, Das
(1981), Gupta ve Sarma (1995), Kim ve Bae (1997), Kuroki (1992), Ray (1992) gibi birgok
matematikci tarafindan daha da gelistirildi.

1977 de Katsaras ve Liu vektdr uzayinin fuzzy alt uzay1 kavrami iizerine ¢alismalar
yapmis ve formiilize etmislerdir. 1989, Nanda fuzzy cisim lizerinde fuzzy cismin ve fuzzy
lineer uzayin kavramlarini tanittr. “ Vektor uzayr ” ve “ Lineer uzay ” terminolojileri ayni
cebirsel yapiy1 temsil etse de, Katsaras ve Liu’nun fuzzy vektor uzayr kavrami, Nanda’nin
fuzzy cisim iizerinde fuzzy lineer uzay kavramindan farklidir. Biswas, Nanda’nin taniminin
rasyonel olmadigi diisiindii ve 1989°da fuzzy cisim ve fuzzy lineer uzay kavramlarin
yeniden tanimladi. Vektor uzaylariyla ilgili bir¢ok kavram ve sonug¢ fuzzy alt uzaylara
genisletilmistir. Bu sonuglar (Abdukhalikov vd. 1994; Abdukhalikov, 1996; Lubczonok,
1990; Mordeson, 1993; Zadeh, 1965) de bulunabilir. 1983’de Atanassov tarafindan ait olma
ve ait olmama iiyelik dereceleriyle birlikte sezgisel fuzzy kiime olusturulmustur. Fuzzy ve
sezgisel fuzzy kiime teorilerinin, uygulamada endiistriyel siire¢ kontroliinden, tibbi teshis ve

grup karar stireglerine kadar genis bir alana sahiptir.

Kumar, 1992 de bir fuzzy alt uzayinin fuzzy kosetinin tanimlanmasi ve homomorfizm
altindaki fuzzy alt uzaylarina dogal cebirsel islemlerin uygulanabilmesi iizerine ¢alismalar
yapmustir. Yine Kumar diger bir ¢aligsmasinda da fuzzy alt uzayinin fuzzy tabani ve boyutunun

tanimlanmasi ve ¢alismasi konusu iizerinde durmustur.

Vektor uzaylarindaki doniisiimlerin Fuzzy karsiliklart ilk olarak 1996 yilinda
Abdulhalikov tarafindan verilmistir. Yine Abdulhalikov tarafindan fuzzy lineer



doniistimlerin fuzzy alt uzaymin dual dontigiimlerin fuzzy alt uzaymna izomorf oldugu

gosterilmistir.

Kuijken, Maldeghem ve Kerre tarafindan fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen
projektif geometrilerin ilk modeli 1998 de verildi ve daha sonra 1999 yilinda fuzzy
gruplardan elde edilen fuzzy projektif geometrilerin ilk modeli verildi. Yine Kuijken ve
Maldeghem (2002) tarafindan Fuzzy Projektif Geometrik yapilardan daha zengin olan Fiber
Geometriler insa edilmistir. Kuijken ve Maldeghem tarafindan 2003 yilinda Projektif
diizlemdeki kolinasyonlarin fuzzy karsiliklar1 tanimlanmistir. Bayar, Ekmek¢i ve Akga
(2008) tarafindan fiber projektif diizlemlerde iiggesel normun rolii incelenmistir. 2014
yilinda Bayar ve Ekmekg¢i tarafindan fiber projektif diizlemde Menelaus ve Ceva

teoremlerinin fiber versiyonlar1 verilmistir.

Bayar, Akca ve Ekmeke¢i (2006), 4- boyutlu fuzzy vektér uzayindan elde edilen
3-boyutlu projektif uzayin fuzzy dogrularinin siniflamasini incelemislerdir. Daha sonra da
ayni fuzzy projektif uzayin fuzzy diizlemlerini siniflamislardir. Ayrica Bayar, Akgca,
Ekmekg¢i ve Maldeghem (2006) fuzzy projektif uzaylarda tanimli fuzzy projektif spreadleri

tanimlamislardir.

Ghassan tarafindan 2009 yilinda fiber ve sezgisel projektif geometri arasindaki iliski
arastirilmig ve sezgisel fuzzy projektif geometrinin bir modeli olusturulmustur. 2015 yilinda
Bayar ve Ekmekgi tarafindan taban diizlemi Dezargsel ve Pappussel diizlem olan projektif
diizlemlerdeki baz1 klasik teoremlerin sezgisel fuzzy karsiliklar1 verilmistir. 2020 yilinda
Akga, Bayar ve Ekmekgi tarafindan sezgisel fuzzy projektif diizlemde Menelaus ve Ceva

teoremlerinin sezgisel fuzzy versiyonlar1 tanimlanmstir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde cebirsel kavramlarla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.
Cebirsel yapilar tizerinde tanimli projektif 3- uzay, projektif diizlemler tanitilmigtir. 1965
yilinda ilk olarak Zadeh tarafindan gelistirilen fuzzy kiime teorisi ve temel tanimlari
verilmistir. 1986 yilinda ilk olarak Atanassov tarafindan gelistirilen sezgisel fuzzy kiime
kavramlar1 sunulmustur. Ilk olarak Kuijken, Maldeghem ve Kerre tarafindan 1998 yilinda
sunulan fuzzy projektif diizlem kavramlar1 tanitilmig ve daha sonra 2009 yilinda Ghassan E.

Arif tarafindan tanimlanan sezgisel fuzzy projektif diizlem tanimlar1 gézden gegirilmistir.

3.1 Baz Cebirsel Kavramlar

Tamim 3.1 4 bos olmayan bir kiime olsun. A x A dan A ya tanimli bir

x: AXA — A
(z,y) — (z*y)
fonksiyonuna A iginde ikili islem denir. Bu tamima gére ikili islem iki degiskenli bir
fonksiyondur. A x A min herhangi bir (a,b) elemanimin ikili iglem denilen boyle bir
fonksiyon altindaki goriintiisii genel olarak a + b,ab,a.b,a o b,a & b,a ® b ve benzeri
bigcimde gosterilir (Karakag, 1998).
Tam sayilarin ve gercel sayilarin toplama, ¢ikarma ve ¢carpma islemleri en ¢ok bilinen ikili

islemlerdir.

Tanim 3.2 G bos olmayan bir kiime ve %, G de ikili bir islem olsun. (G, *) cebirsel yapisi
asagidaki aksiyomlari saglyyorsa bir grup denir (Callialp, 2011).

G1. x, G de bir ikili islemdir. Yani G kiimesi x islemine gore kapalidir.

G2. x igleminin G de birlesme ozelligi vardir . Yani ¥V x, y, z € G igin
rx(yxz)=(rxxy)*z

G3. G kiimesinin x iglemine gore etkisiz (birim) elemani vardir.

G4. G kiimesinin her elemanmimin x iglemine gore tersi vardwr. Yani x € G i¢in

rx 2! =27 % x = e olacak sekilde 3 = € G vardr:

Ornek 3.1 Z, Q, R ve C kiimeleri adi toplama islemine (+ islemine) gore birer gruptur.
R\ {0}, Z\ {0} ve C'\ {0} kiimeleri de adi ¢arpma iglemine gore birer gruptur. (N, +) ve



(Z,.) cebirsel yapilari ise grup degildir.

Tamm 3.3 (G, %) bir grup olsun. ¥ x, y €G igin x xy = y * x ozelligi saglaniyorsa bu gruba
degismeli grup veya abelyan grup denir (Callialp, 2011).

2 9

Grubun iglemi” 4 ise toplamsal grup, ”.” ise carpimsal grup denir (Callialp, 2011).

Ornek 3.2 Z, Q ve R kiimeleri adi toplama islemine (+ islemine) gore birer degismeli
gruptur.
Q \ {0} ve R\ {0} kiimeleri de adi ¢arpma islemine gore degismeli gruptur:

Tanim 3.4 (G, *) bir grup olsun. G sonlu bir kiime ise (G, x) grubuna bir sonlu grup denir

ve grubun eleman sayisina da grubun mertebesi denir (Callialp, 2011).

Tamim 3.5 G bir grup ve G nin bos olmayan alt kiimesi H olsun. Eger H, G deki isleme gore
kendi basina bir grup ise H ye G nin alt grubu denir ve H<G ile gésterilir (Callialp, 2011).

Onerme 3.1 G grubunun, bos olmayan H alt kiimesinin alt grup olmas: i¢in gerek ve yeter
sartV' x,y € Hicin xy~* € H (veya v~ 'y € H) olmasidir (Callialp, 2011).

Tanmim 3.6 (G,.) bir grup ve f : G — G bir fonksiyon olsun. Eger
(i) f birebir ve orten fonksiyon
(i) Vx,y € Gicin f(z.y) = f(z).f(y)
kosullar: saglaniyorsa f ye G iizerinde bir otomorfizma denir. G nin biitiin

otomorfizmalarinin kiimesi O(G) ile gosterilir (Karakas, 1998).

Onerme 3.2 G nin biitiin otomorfizmalarimin kiimesi O(G) bileske islemi altinda bir gruptur
(Callialp, 2011).

Ornek 3.3 G bir abelyan grup ise, f : G — G f(x) = 2~ ile tammlanan déniisiim G nin
bir otomorfizmidir. Ciinkii ¥V x, y € G igin,
fla)=fly)=al=y=a=yvefly")=y



oldugundan, f birebir-értendir ve

flay) = (zy)™' = (yx) ' =27y~ = f(2) f(y)
oldugundan f doniisiimii G tizerinde bir otomorfizmadir (Karakas, 1998).

Tamim 3.7 K bostan farkli bir kiime olsun. Eger f : K — K fonksiyonu birebir ve orten ise
fye K iizerinde bir permiitasyon denir. K tizerindeki biitiin permiitasyonlarin bileske islemi
altinda  olusturdugu  gruba  permiitasyon grubu veya simetrik grup denir.
K = {1, 2, ,..., n} kiimesi tizerinde simetrik grup S, ile gosterilir ve S, simetrik

grubunun mertebesi n! dir. S,, nin bir o eleman,

w
S
~__—

1 2 .
a(l) a(2) a3) - a(n)
seklinde gosterilebilir (Karakas, 1998).

Ornek 3.4 S, iin mertebesi 24 diir ve bu 24 eleman

a(l) = (1) a(2) = (123) a(3) = (134) a(4) = (234)
a(5) = (241) a(6) = (243) a(7) = (214) a(8) = (314)
a(9) = (132) a(10) = (12) a(11) = (13) a(12) = (14)
a(13) = (23) a(14) = (24) a(15) = (34) a(16) = (1234)
a(17) = (1243)  «a(18) = (1342)  «(19) = (1432)  «(20) = (1324)

)
a(21) = (1423)  o(22) = (14)(23) «(23) = (13)(24)  «o(24) = (12)(34)
seklindedir.

Tamim 3.8 F', bos olmayan bir kiime ve bu kiimenin elemanlar: arasinda + : F' X F' — F
: F' x F' — F ile gosterecegimiz iki tane ikili islem tanimlanmis olsun. (F,+,.) cebirsel
vapist asagidaki sartlar saglyyorsa, bu cebirsel yapiya cisim adi verilir (Karakas, 1998).
Cl.Va,be Ficina+b=0b+avea.b="b.admr
C2.Ya,b,c€ Figina+ (b+c) = (a+0b)+ cve (ab).c=a.(b.c) dir
C3.Va,b,c € Figina.(b+ c) = (a.b) + (a.c) dir
C4. F kiimesinde 6yle bir O elemani vardir ki, Va € F igin a + 0 = a esitligini saglar.
CS5. F kiimesinde oyle bir 1 elemani vardwr ki, 0 dan farkli ¥Va € F'icin a.1 = a egitligini
saglar.
Cé6. Va € F igin, F kiimesinde oyle bir —a elemani vardwr ki, a + (—a) = 0 esitligini
saglar.
1

C7.N¥a # 0 € F icin, F kiimesinde éyle bir a=' elemani vardwr ki, a.a™* = 1 esitligini

saglar.



Ornek 3.5 Q, R, C birer cisim iken Z bir cisim degildir.

Tanim 3.9 V, bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. + : V x V. — V ve
.+ F xV — V iki fonksiyon olmak iizere (V| F,+,.) cebirsel yapisi asagidaki sartlari
saglyyorsa,V kiimesine F cismi tizerinde bir vektor uzayi denir (Karakag, 1998).

VIi.Ve,y e Vicinx +y =y + z tir

V2.Vx,y,z € Vigine + (y + 2) = (v +y) + 2 dir.

V3.Vx € Vigin x + 0 = x olacak sekilde V' de bir tek 0 elemant vardir.

V4. Nx € Vicin x + y = 0 esitligini saglayan V' de bir tek y elemani vardr.

V5. Va,b € FveVz € Vigina.(b,x) = (a.b).x tir

V6. Va,b e FveVr € Vigin(a+b).x =a.x+ b.x tir

V7.Na € FveNz,y € Vigina.(x +y) = a.x + a.y dir.

V8.Vx € Vigin 1.x = x dir (1 cismin birim elemani).

Ornek 3.6 Q, R,C ven € N* olmak iizere R" bir vektor uzayidir.

Teorem 3.1 V bir vektor uzayr ve W, V nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. W nin V nin
bir alt uzay olmast icin gerek ve yeter kosul

(i) x,y € Wiken x +y € W (W toplama iglemine gére kapali)

(ii) v € W,c € R iken c.x € W olmasidwr (W skalerle ¢arpma islemine goére kapalt)
(Karakas, 1998).

3.2 Projektif 3-Uzay

Tamm 3.10 Biri noktalardan, digeri dogrulardan olusan ayrik N ve D kiimeleri ile
N x D iizerinde bir ~ bagintisindan meydana gelen (N, D,~) ii¢lisiine bir
geometrik yapi denir. N nin elemanlart a,b,c,...,x,y, z, ... gibi kiiciik harflerle D nin
elemanlarnt A, B,C, ..., X, Y, Z, ... gibi biiyiik harflerle gosterilir.

ni,Na, N3, ... € N noktalari icin n; ~ D,i = 1,2,3, ... olacak sekilde bir D € D varsa,
vani bu noktalarin hepsi ayni dogru iizerinde ise bunlara dogrudas noktalar denir.

Dy, Dy, Ds, ... € D dogrulart icin n ~ D;,i = 1,2,3, ... olacak sekilde bir n € N varsa,
yani bu dogrularin hepsi ayni noktadan gegerler ise bunlara noktadas dogrular denir.
Dy,Dy € Dve Dy # D, olsun. Eger N ~ Dy ve N' ~ D, olacak sekilde hichir n € N
noktast yoksa D1 ve Do ye paralel dogrular denir ve Dy || Dy ile gosterilir (Kaya, 2005).



Tamm 3.11 V' bir vektor uzayr D(V') de V' nin alt uzaylarimin bir koleksiyonu ve ~ da bu
alt uzaylar arasinda bir iizerinde bulunma bagintisi olsun. D(V') ve D(V') deki iizerinde
bulunma bagintisi yardimiyla tammlanan PG(V) = (D(V),o) geometrik yapisina
projektif uzay denir. U ve U alt uzaylart V nin alt uzaylari olsun. Eger U C U’ veya
U C U sartlarindan biri saglaniyorsa U ve U birbirinin iizerindedir denir ve U o U ile
gosterilir (Kuijken vd., 1999).

Tanim 3.12 V' bir vektor uzayr ve V' nin bir alt uzay1 U olsun. U alt uzayimin boyutu
tabanmindaki vektor sayisina esittir ve boy(U) ile gosteriliv. U alt uzayinin projektif boyutu
da U nun boyutunun bir eksigidir ve pboy(U) = boy(U) — 1 ile gosterilir (Kuijken vd.,
1999).

Sonlu boyutlu bir projektif uzayda biitiin dogrular esit sayida nokta igerir ve projektif
uzayin mertebesi herhangi bir dogrusu iizerindeki nokta sayisinin bir eksigidir. Eger ¢
mertebeli sonlu bir cisim {izerindeki projektif uzaylar tlizerinde calisirsak, bir dogru
tizerindeki noktalarin sayis1 g + 1 e esittir, boylece projektif uzayin mertebesi ¢ olacaktir. g

mertebeli bir cisim lizerindeki n— boyutlu projektif uzay PG(n, q) ile gosterilir.

Tamm 3.13 S,, = PG(n, q), n— boyutlu projektif uzay ve n > 2 olsun. O zaman asagidaki
aksiyomlar gecerlidir (Casse, 20006):

Al. S, elemanlar: noktalar olan bir kiimedir.

A2. —1 < h <nveVh € Z igin, Sy, S,, nin h— boyutlu alt uzayidr.

A3. S, nin asikar alt uzaylari S,, ve S_1 dir. S_1 alt uzay1 S,, nin bos alt uzayidir.

A4. S,, nin noktalar: kendisinin O boyutlu alt uzaylaridir.

AS5. n— boyutlu tek alt uzay S,, dir.

A6. Sy, ve Sk, Sy, nin iki alt uzayt olsun. O zaman Sy, N Sy da S, nin alt uzayidir.

A7.S, ve Sk, Sy, nin iki alt uzayt olsun. O zaman Sy, N Sy, alt uzayinin boyutu,

pboy(Sy & Sy) + pboy (S, N Sk) = pboy(Sh) + pboy(Sk)

seklinde hesaplanwr (S), ® Sy, uzayr Sy, ve Sy alt uzaylarimin gerdigi uzaydw, bu ifade (S}, Sk.)
seklinde de gosterilebilir).

Tanim 3.14 S, = PG(n, q), n— boyutlu bir projektif uzay olsun. O zaman
0 boyutlu Sy projektif alt uzayina projektif nokta,

1 boyutlu S, projektif alt uzayina projektif dogru,

2 boyutlu Sy projektif alt uzayina projektif diizlem,

3 boyutlu Ss projektif alt uzayina projektif uzay, denir (Casse, 20006).
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Tamm 3.15 Nokta, dogru ve diizlem denilen tanimsiz geometrik nesnelerden olusan, bos
olmayan ii¢ ayrik kiime, bu kiimelerin elemanlar: arasinda tammh iizerinde bulunma
bagintilariyla birlikte asagidaki aksiyomlari gercekliyorsa bunlarin hepsine birden bir
projektif 3 — uzay denir (Kaya, 2005).

Ul. Farkl iki noktadan gegen tek bir dogru vardur.

U2. Her dogru tizerinde en az ti¢ nokta vardur.

U3. Dogrudas olmayan ii¢ nokta tek bir diizlem iizerindedir.

U4. Herhangi iicii dogrudas olmayan ve hepsi aymi diizlem iizerinde bulunmayan dort
nokta vardir.

U5. Bir dogru ve bir diizlemin en az bir ortak noktast vardur.

U6. Iki diizlemin en az bir ortak dogrusu vardir:

Tamim 3.16 P n-boyutlu bir projektif uzay olsun. P de asikar olmayan alt uzaylarin () ve
P den farkl alt uzaylar) ve Vj < i < m < n — licin U; C U, olacak sekilde i¢ ice ge¢mis
Sfarkly alt uzaylarin (Uy, Uy, - - - , U,,) dizisine P de bir flag denir (Kuijken vd.,1999).

U; nin boyutu ¢ olsun. {U;, U; 1, ..., Uy, } seklinde bir flag agikar olmayan farkl alt uzaylarin
veVj <i<k<m<n-—1i¢inU; C Uy olacak sekilde (U;, Uj11, ..., Uy,) ayrik dizisidir,
bu flag kisaca [i, m] flag olarak da gosterilebilir.

3.3 Projektif Duzlem

Tamm 3.17 N ve D elemanlari sirast ile noktalar ve dogrular kiimesi olan ayrik iki kiime
(vani NND = () ozelligine sahip iki kiime) ve o da N' x D kiimesinde tanimlanan bir iizerinde
bulunma bagintist (vani o C N x D) olmak iizere, P1, P2, P3 aksiyomlarin gergekleyen
P = (N, D, o) sistemine bir projektif diizlem denir (Kaya, 2005).

Pl. Her M,N € N, M # N icin M o d ve N o d olacak sekilde bir d € D dogrusu
vardwr. Yani farkl iki nokta tek bir dogru belirtir.

P2. Her c,d € Dicin N ocve N od olacak sekilde en az bir N € N noktasi vardir. Yani
iki dogrunun en az bir ortak noktasi vardr.

P3. Herhangi ii¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardur.

Teorem 3.2 P = (N, D, o) projektif diizleminde farkl iki dogru tek bir noktada kesisir
(Kaya, 2005).
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Tanim 3.18 Her sonlu P = (N, D, o) projektif diizlemi igin asagidaki kosullara uyan n
pozitif tamsayisi vardir. Bu tamsayiya projektif diizlemin mertebesi denir (Kaya, 2005).
(1) P nin her dogrusu iizerinde tam olarak n + 1 tane nokta vardur.
(2) P nin her noktasi tam olarak n + 1 dogru iizerindedir.
(3) P deki noktalarin toplam sayist n* + n + 1 dir.
(4) P deki dogrularin toplam sayisi n* +n + 1 dir.

Teorem 3.3 Verilen her F cismi i¢in nokta ve dogrulari bu cismin elemanlariyla cebirsel
olarak belirtilebilen bir projektif diizlem vardir (Kaya, 2005).

F herhangi bir cisim olsun.

N = {(xthax?)) 1 X1,%2,T3 € F7 (Il,x27$3) # (0707 0)7 (ZUh[EQ,Ig) = )\(ZUth,xg),)\ € F’)\ 7é 0}
D= {[a17a27a3] 1a1, 02,03 € F7 [a17a27a3] # [07070]7 [a’laa27a3] = )\[alua27a3]7)\ € F7)\ # O}
(1, 2, 33) © a1, a2, as] & a1x1 + azxs + azrs =0

P = (N, D,o) sistemi bir projektif diizlemdir. F cismi yardimiyla tanimlanan bu projektif
diizlemlere cisim diizlemleri denir ve genel olarak Py F ile gosterilir. Ozel olarak F = R, C
ve () cisimleri i¢in Py R diizlemi diizlemler teorisinin en 6nemli ve iyi bilinen 6rnegidir (Kaya,
2005).

Yukaridaki teoremden sonlu cisim diizlemlerine iliskin su sonug¢ hemen verilebilir.
Sonug 7 pozitif bir tamsay1 p de bir asal say1 olmak tizere p” elemanli GF(p") cismi oldugu

icin, bu cismin elemanlarindan homogen koordinatlarla belirtilen diizlemde

W—r_1—1=(p’")2+pr+l

p
nokta vardir. Bu da diizlemin mertebesinin p” oldugunu gosterir. Diger bir ifade ile her r
pozitif tamsayis1 ve her p asal sayisi i¢cin mertbesi n = p” olan sonlu bir projektif diizlem
vardir. Buna karsilik cisimler yardimiyla elde edilen bir¢ok projektif diizlem vardir. Ustelik
cisimler yardimiyla elde edilmemis olsalar bile bilinen biitiin sonlu projektif diizlemlerin

mertebesi p” bi¢ciminde yazilabilen pozitif tamsayilardir (Kaya, 2005).

Ornek 3.7 En kiiciik projektif diizlemde 7 nokta ve 7 dogru vardur.

N = {17 27 37475767 7}7 D= {d17d27 d37d47d57d67d7}
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ve
d1:{17273}7 d2:{174a5}7 d3:{17677}a d4:{27476}7

ds =1{2,5,7}, d¢ ={3,4,7}, d;=1{3,5,6}
olmak tizere (N, D, o) sistemi bir projektif diizlemdir. Yedi noktali bu projektif diizleme
Fano diizlemi denir (Kaya, 2005) (Sekil 3.1)).

Sekil 3.1 Fano Diizlemi

P1) 3 ve 5 farkli iki nokta ¢ifti olsun. 3 ve 5 den gegen bir tek d; dogrusu vardir. 3 ve 5
noktalarindan gecen baska dogru bulmak miimkiin degildir. Bu durum diger farkli nokta
ciftleri igcinde gegerlidir. O halde bu diizlemde farkl iki noktadan tek bir dogru geger.

P2) dy,dy dogrular: alinmirsa, bu iki dogrunun tek bir ortak noktasi vardw. Bu da 1 dir.
Diger dogru ciftlerinin de benzer sekilde tek bir ortak noktasi vardir. O halde bu diizlemde
farkli iki dogrunun bir tek ortak noktasi vardir.

P3) 1, 2, 3 ve 7 noktalari herhangi ii¢ii dogrudas olmayan dort noktadir.

Ornek 3.8 ['=GF(2) olmak iizere PoF diizleminin noktalart (0,0,1),(0,1,0),
(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,0) idiglilerinden olusur. Dogrulart da ayni

ticliilerden ibarettir. Asagida her dogrunun iizerinde bulunan noktalar gosterilmektedir.

[0,0,1] : (0,1,0),(1,0,0),(1,1,0)
[0,1,0]: (0,0,1),(1,0,0),(1,0,1)
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[1,0,0]:(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1)
[0,1,1}:(0,1,1),(1,0,0),(1,1,1)
[1,0,1]:(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)
[1,1,0]: (0,0,1),(1,1,0),(1,1,1)
1,1,1]:(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)

Py F bir projektif diizlemdir (Kaya, 2005).

3.4 Fuzzy Kiimeler

Matematikte bir¢ok teorinin Fuzzy karsiligi vardir. Temel olarak bu bir kiimeye ait
elemanlarin {iyelik derecesinin [0, 1] araliginda deger almasidir. Fuzzy kavramu ilk olarak
Zadeh (1965) tarafindan kuruldu ve bu fuzzy teori bircok miihendislik ve temel bilimler

alanlar1 tarafindan uygulamada 6nemli bir role sahiptir.

Tamim 3.19 X bostan farkli bir kiime ve X iizerinde bir fuzzy kiime A ise bu takdirde A
fuzzy kiimesi

pa: X — [0,1]

v = pa(r)

seklinde tanimli fonksiyon yardimuyla karakterize edilen bir kiimedir. Ayrica p 4 fonksiyonuna
iiyelik fonksiyonu da denir (Zadeh, 1965).

X kiimesi tizerindeki 114 ve A4 gibi iki fuzzy kiimelerinin arakesiti
na N\ )\A X = [0, 1]
r = pa(x) Ada(x)

seklinde tammlanan g N\ Ay fuzzy kiimesidirv. Burada N\ minimum operatoriinii ifade eder
(Zadeh, 1965).

Tamm 3.20 A ve B, X iizerinde iki fuzzy kiime olsun. Vo € X i¢in pa(x) = pp(z) ise A ve
B fuzzy kiimeleri esittir denir ve kisaca 14 = pp ile gosterilir (Zadeh, 1965).

Tamim 3.21 X iizerinde bir fuzzy A kiimesinin tiimleyeni A seklinde gosterilir ve iiyelik

fonksiyonuVx € X i¢in
pa(r) =1—pa(z)
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Sekil 3.2 A Fuzzy Kiimesinin Tiimleyeni

seklinde tanimlamr (Zadeh, 1965) (Sekil 3.2).

Tamim 3.22 Bir X kiimesi iizerinde | ve M\ fuzzy kiimelerini diisiinelim. Bu iki fuzzy

kiimenin |1 x )\ kartezyen ¢arpim asgidaki gibi tanimlanir:

uxA: X xX — 0,1]
(z,y) — (@) AAy)

Tamm 3.23 X kiimesi i¢in x in biitiin fuzzy alt kiimelerinin kiimesini F(x) ile gosterelim.
X4, Xy ve Y herhangi kiimeler olsun. f, X1 X Xs den Y ye doniisiim olsun. Genisletme

prensibi ifade eder ki bu doniisiim asagidakilerden birine genisletilebilinir.

f: F(Xy)x F(Xy) — F(Y)
(1, pia) = fua, p2)

w1 € F(Xy) ve uy € F(Xy) olmak dizere Y iizerinde f (1, o) goriintii kiimesi

y s {Supf($1,$2)y {(Ml X H2) 4y 20y | i € Xyt = 1,2}7 dz € Xi x Xo: f(Z) = y}

0, diger durumlarda

seklinde bir fuzzy kiimesi tanimlar.
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Tamm 3.24 1, X kiimesinin bir fuzzy kiimesi olsun. O zaman t € [0,1] igin

e = {x € X :p(r) >t} kilmesine p fuzzy kiimesinin seviye alt kiimesi denir (Zadeh,
1965) (Sekil 3.3).

{ /\
t t-level
| J
—_
/ N \
0 |

N i

Sekil 3.3 t-Seviye Alt Kiimesi

Tanmim 3.25 X iizerinde tiyelik fonksiyonlar: sirast ile ji4, g olan herhangi iki fuzzy kiime

Ave B olsun. Ayrica AU B fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu Vx € X igin

pavs(x) = maz [pa(z), pp(w)]

seklinde tanimlamr ve kisaca jia N g biciminde gosterilir (Zadeh, 1965) (Sekil 3.4).
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Sekil 3.4 Iki Fuzzy Kiimenin Birlesimi

Tanim 3.26 X kiimesi iizerindeki iiyelik fonksiyonlar: sirasi ile pia, g olan herhangi iki
fuzzy kiime A ve B olsun. Bu takdirde A ve B fuzzy kiimelerinin kesisimi de fuzzy kiimedir ve
AN B seklinde gosterilir. Ayrica AN B fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu Vx € X igin

pans(x) = min [pa(z), pp(z)]

seklinde tanimlamr ve kisaca pia A pp biciminde gosterilir (Zadeh, 1965) (Sekil B.3).

A
1 R E—————————————

Sekil 3.5 iki Fuzzy Kiimenin Kesisimi



17

Tamim 3.27 Fuzzy A kiimesinin v < y < z bagintisini saglayan x,y, z elemanlari igin

pa(y) = min{pa(z), pa(z)}

saglaniyorsa A kiimesine fuzzy konveks kiime denir (Ross, 1995) (Sekil B.6).

pix) A i) A

o |

(a) ib)

Sekil 3.6 a) Fuzyy konveks Kiime b) Fuzzy konveks olmayan kiime

Tamim 3.28 X C R", n— boyutlu Oklidyen uzay olsun. Vx1, 1, € X,V € [0, 1] igin
py(Ary + (1 — Naxg) > min{py(z1), py(x2)} saglaniyorsa X deki V' fuzzy kiimesi

konvekstir.

Tanim 3.29 f : X — Y herhangi bir crisp fonksiyonuve V € F(X) olsun. EgerVzx,y € X
icin f(x) = f(y) iken py(x) = py (y) ise V fuzzy kiimesine f—degismez denir.

Tanim 3.30 f : X — Y herhangi bir crisp fonksiyonu olsun. X deki V' fuzzy kiimesinin
goriintiisii f fonksiyonu altinda f (V') ile gosterilir ve Y kiimesinde Yy € Y i¢in

() = 3 Peerto v (@) f ) # 0
fv) 0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan bir fuzzy kiimedir.
Y de tammli W bir fuzzy kiime ise, o zaman f fonksiyonu altinda W nin énresmi f~ (W) ile

gosterilir ve X kiimesinde Vx € X igin

pp-1wy () = pw(f(2))
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seklinde tanimlanan bir fuzzy kiimedir.

[ birebir fonksiyon ise, f~'(y) # 0 oldugunda, j150v)(y) = pv (f ' (y)) saglanr:

Tamim 3.31 A, X iizerinde tanimly bir fuzzy kiime ve B,Y iizerinde tanimli bir fuzzy kiime

olsun. A ve B fuzzy kiimelerinin kartezyen ¢arpiminin fuzzy bagintisi R olmak iizere

AxB=RCXxX

ve

pr(T,y) = paxs(r,y) = min (pa(z), ps(y))
bigiminde tanimlanir (Ross, 1995).

Tanim 3.32 R, X X Y iizerinde bir fuzzy baginti, S, Y X Z iizerinde bir fuzzy baginti ve T,

X X Z iizerinde bir fuzzy baginti olmak iizere,

T=RoS,

pt(x, 2) = \/{ng._‘vl A ps(y, 2)),
_1'-’:3"

ve fuzzy max- ¢arpim

pr(x,2) = \/{,u]_;{.\'. ¥) o is(y. 2)).

veY

bigiminde tanimlanir (Ross, 1995).

Tamm 3.33 Varsayahm ki P, (P,B,I) projektif diizlem olsun. Asagidaki kosullar

saglanirsa, P U B iizerinde | fuzzy kiimesi P de fuzzy projektif diizlemdir (Kuijken vd.,
1999).
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i (L) = p(p) A (), Vp,q : (p,q) = L ve
ii. w(p) > (L) ANpw(M), YL, M : LNM =p

Tanim 3.34 P, n—boyutlu bir projektif uzay ve P iizerinde bir fuzzy n kiimesi olsun. ‘P nin
her p, q,r dogrudas noktalari igin

w(p) > p(q) A p(r)

sarti saglanyorsa . ye P iizerinde n— boyutlu fuzzy projektif uzay denir ve [u, P] ile
gosterilir. P projektif uzayina [, P| nin taban projektif uzay denir (Kuijken, 1999).

3.5 Sezgisel Fuzzy Kiimeler

Sezgisel Fuzzy kiime ilk olarak 1986 yilinda Atanassov tarafindan yaymlanmistir. Ghassan
tarafindan 2009 yilinda fiber ve sezgisel projektif geometri arasindaki iligki aragtirilmis ve
sezgisel fuzzy projektif geometrinin bir modeli tanimlanmigtir. 2015 yilinda Bayar ve
Ekmekgi tarafindan projektif diizlemdeki bazi klasik konfiglirasyonlarin taban diizlemi
Dezargsel ve Pappussel diizlem olan sezgisel fuzzy projektif diizlemlerdeki karsiliklar:
verilmistir. Bu boliimde projektif diizlemdeki bazi temel teoremlerin sezgisel fuzzy

versiyonlar1 tanitilacaktir.

Tamim 3.35 Bir sezgisel fuzzy kiime asagidaki ozellikleri saglyyorsa toplama ve ¢arpma
ikili islemleriyle birlikte sezgisel fuzzy cebiri olusturur:(Atanassov, 1983)
DDa+a=a,aa=a
2a+b=b+a,ab=ba
3a+(b+c)=(a+0b)+c, a(bc)=(ab).c
4)a+ (ab)=a, a(a+b)=a
5)a.(b+c) = (a.b) + (a.c), a+ (b.c) = (a+b).(a+c)
6)a+0=a,a+1=1,a0=0,al=a

Tamim 3.36 X bostan farkl bir kiime olsun.
Herbirxz € Xiginy A\ : X — Ivep: X — I, I =|0,1], sirasiyla A kiimesine ait olma
derecesi ve ait olmamama derecesini belirten fuzzy fonksiyonlardir ve 0 < \(x) + p(z) < 1

olmak iizere, X iizerinde tamimli A sezgisel fuzzy kiimesi A = {(z, \(z), u(z)) : x € X}
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formundadir.
A= {{z,\x),u(x)) : © € X} sezgisel fuzzy kiimesi A = {{x, A\, u) : x € X} veya sadece
A = (X, ) seklinde gosterilir (Atanassov, 1983).

A = {{z,\Na),u(z)) ;e X} ve B = {{z,0(z),v(x)) : x € X}, X iizerinde

tammly iki sezgisel fuzzy kiime olsun. O zaman, (Atanassov, 1983)

a) A= {{x, u(z),\(z)) : x € X} (4 mn tiimleyeni)

b) ANB = {{x,\(z) Nd(x), u(z) Vy(x)) : © € X} (A ve B nin arakesiti)

¢) AUB = {(z,\(x) Vi(z), pu(x) ANy(z)) : © € X} (4 ve B nin birlesimi)

d) Herbir x € X i¢in, A C B < \x) < d(x) ve u(x) > v(x)

e A=B< ACBveBCA

P1={z,1,0):2€ X},0={(z,0,1): v € X}
Ve € X, 0 bos kime \g(x) = 0 ve up(x) = 1 olarak ifade edilir ve () ye
sezgisel fuzzy bos kiime denir (De vd., 1997).

Tanmm 3.37 o+ 5 < 1,a,0 € [0,1] sabit sayilar olmak iizere, X deki V sezgisel fuzzy

kiimesi tarafindan tiretilen (., 5) — kesenlerinin kiimesi
Nop(V) ={z € X Av(z) = a, py(z) < B}

olarak tanmimlanwr (Atanassov, 1999).

Tanim 3.38 X de V ve W sezgisel fuzzy kiimeler olsun. O zaman,
(i) V . C W olmasi igin gerek ve yeter kosul Vr € X, Ay (x) < Ay (z) ve puy () > pw(x)

ii) V. = W olmasi igin gerek ve yeter kosul Vx € X, Ay (z) = A\w(x) ve py () = pw(x)
dir (Atanassov, 1999).

Tanim 3.39 X de V ve W sezgisel fuzzy kiimeler olsun. O zaman, X deki V N W kiimesi
Vo € X igin,

Avaw (2) = min{Av(z), Aw (2)}, pvow (x) = maz {py (x), pw ()}

bigciminde tanimlanan sezgisel fuzzy kiimedir.

Benzer olarak sezgisel fuzzy kiimelerin {V,}_ _; koleksiyonu olmak iizere, X deki (.,

kiimesiVx € X icin,

Ayes v (@) = InfAv, (@), pun, v (@) = Sup v, (z)
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bigciminde tanimlanan sezgisel fuzzy kiimedir (Atanassov, 1999).

Tanim 3.40 V; ve V, swraswyla X,, Xo de tamiml sezgisel fuzzy kiimeler olsun.

x = (r1,72) € X1 X Xy igin V| ve Vs nin kartezyen ¢arpumi,

>‘V1><V2(x) = min {)\Vl (1‘1), )‘V2 (x2>} y MV xVa (I) = max {:uVl (x1>7NV2 (IQ)}

biciminde tanimlanir.
Benzer olarak, V,,V,...V,, swraswyla X1, X, ..., X,,, de tamimli fuzzy kiimeler ise, O zaman,

Vi x Vo X .. XV, o= (21,29,...,2,) € X3 X Xo X ... X X}, icin,

AV xVasc. x Vi (T) = Mini—19 oA (T1), v xvax...xv, (€) = mazi—1 2. nftv; (T;)

big¢iminde X1 X X5 X ... X X, i¢ carpim uzayinda taniml sezgisel fuzzy kiimedir.
Aymi zamanda, Ny € J icin, X, da V. sezgisel fuzzy kiime ise, o zaman Hye sV
T = (Ty)yes € [1,e; X, icin,

A(H'yej V’y)<x) = ianEJ)\Vw (:E'Y)v /L(Hye‘z V'y)(x> = SupVGJ/”LVw (‘r’Y)

bigiminde || ey Xy 1 carpim uzayinda tamml sezgisel fuzzy kiimedir (Atanassov, 1999).

Not Bu tezde min {ay, as, ...,a, } leria; A ax A ... A ay, ile ve inf.cya, lari da /\7€J a. ile
gosterilecektir.
Benzer sekilde maz {ay, as, ..., a,} leria; Vas V... V ay, ile ve sup,ca, lar1 da VA/EJ a ile

gosterilecektir.

Tamim 3.41 n boyutlu S projektifuzayinda, herhangi dogrudas ii¢ p, q, r noktast i¢in, A\(p) >
M@ ANr)ve u(p) < p(q)Vu(r)ise A = {{x, \(z), u(z)) : © € X} sezgisel fuzzy kiimesine
S projektif uzayinda tanimli n— boyutlu sezgisel fuzzy projektif uzay denir ve [A, S] ile
gosterilir. Eger [A, S| sezgisel fuzzy nokta, dogru, diizlem,... ise sirasiyla taban nokta, taban
dogru, taban diizlem,.. kavramlari kullamilir. S projektif uzayina da [ A, S| nin taban projektif
diizlemi olarak adlandwrilir (Ghassan, 2009).

Tamm 3.42 P = (P, B, I) projektif diizlemini goz oniine alarak varsayalim ki a € P ve
a, f € [0, 1] olsun. P projektif diizleminin P nokta kiimesinde (a, «, ) sezgisel fuzzy nokta,
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a— a,a—f3

(a,a,ﬁ):P%[O,l]X[OJ]:{ 50 z e P\ {a}

olacak sekilde bir sezgisel fuzzy kiimedir. a noktasi, (a, «, B) sezgisel fuzzy noktasinin taban
noktast olarak adlandirilir. Benzer gekilde L dogrusu, (L,«, [3) sezgisel fuzzy dogrusunun

taban dogrusu olarak tanimlanir.

(L,a, B) ve (M, o,w) sezgisel fuzzy dogrular, bir tek (LN M, a N o, 5V w) sezgisel
fuzzy noktasinda kesisir (Ghassan, 2009).

Tamm 3.43 P = (P, B,I) projektif diizlem olmak iizere, P U B iizerinde Z = (A, u)
sezgisel fuzzy kiimesi

D AL) > Mp) AXMq) ve (L) < u(p) vV u(q) ; Vo, q: (p,q) =L

2) Mp) = ML) ANNM) ve p(p) < p(L)V (M) ;YL M - LM =p
sartlarini saglyorsa, P de sezgisel fuzzy projektif diizlem denir (Ghassan, 2009).

Teorem 3.4 ‘P taban diizlemi Dezargsel olan sezgisel fuzzy projektif diizlem olsun. Sezgisel
fuzzy projektif diizlemde (a;, a;, o), i € {1,2,3} taban noktalar: dogrudas olmayan ii¢
sezgisel fuzzy nokta ve i € {1,2,3} igin ((ai, bi), o A Biyag V 5;) f—dogrulart sezgisel
Sfuzzy projektif diizleminin a; # b; # p # a; i¢in (p,, i) sezgisel fuzzy noktasinda kesismek
iizere i € {1,2,3}, (b;, 5;, B;) taban noktalar: dogrudas olmayan diger ii¢ f— nokta olsun.
O zaman i # j ve i,5 € {1,2,3} icin ((ai,aj>7ozi/\aj,oz;\/a;) ve
((bi, b;), Bi A\ B, B; V ﬁ;) sezgisel fuzzy dogrularmmin arakesitlerinden elde edilen ii¢
(Cfigd Vi) 7% 0 j}) sezgisel fuzzy nokta dogrudastir (Bayar ve Ekmekgi, 2015).

ispat i 7& ja {Zaj} - {17 27 3} 1(;11’1 ((aia aj> ; 0 N Qs Oé; v CY;) ve (<b27 bj> aﬁi A Bja 5; \% 5;)
sezgisel fuzzy dogrularinin arakesiti olan

7:a,~/\aj/\ﬁi/\5j
o :oz;\/oz;\/ﬁg\/ﬁ;
hesaplanir.

{i,j,k} = {1,2,3} igin, (c{i,j},w{iyj},vf{i’j}), (c{i,k},v{ﬁk}ﬁ;i’k}) sezgisel fuzzy noktalari
tarafindan gerilen dogrunun tiyelik derecesi, ¢ bagimsiz degisken olmak iizere

a; Aoy Nag ANag ABi NGBy NBj A\ B = ANy
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veE

o, Va; Vo Va, VeV B VBV B =pVpu

ye esittir.

Teorem 3.5 P taban diizlemi Pappussel olan sezgisel fuzzy projektif diizlem olsun. P de iki
farkit dogru L, ve Lo alinsin. ay,as,by,bs taban noktalarmin herhangi iigii dogrudas
olmayacak sekilde ve ay,as,asz; Ly ve by, by, bs; Lo iizerinde olacak sekilde (ai,ai,a;),

(b, B, /6’;) sezgisel fuzzy noktalarimin iki ii¢liisii segilsin. O zaman

(c1,71,7,) = (agbs N asby, ag A az A By A Bs, ap V CY;) V By V /6;,)
(Q;%ﬁé) = (a1bs Nagby, a; A ag A i A Bs, 0/1 \ 04;; \ 5; Vv 5;,)
(c3,73:73) = (a1ba M asbi, a1 A g A Bi A Pa,ay Vag V By V By)

kesisimlerden olusan ii¢ sezgisel fuzzy noktalar: dogrudastir (Bayar ve Ekmekgi, 2015).

ispat (a;, a;, ), (b;, B, ;) sezgisel fuzzy noktalari, sezgisel fuzzy dogrudas oldugundan,
1= 1,2,3 olmakl'izere; ap Nag = ap Nag = g N\ ag ve ﬁl /\ﬁg = 61 /\63 = 52 /\53

saglanir.

NMAYe=asNazs APy APs Aoy Aas A Br A B3
MAv3=0asNagABaAPs Aoy Aag A Bi A B
Yo Nz =ar ANag APy APsANog Aag A Br A Ba

Ayn1 zamanda

NAYe =y Nag A By Ay Ny Aag A By A Py

NAYs = Aag A By Ay Ny Aag A By A By

Yo AYs =i Aoy ABLA By Aoy Aoy A By A By
saglanir.

Agiktirki, 7, V5 = 71 V 95 = Y5 V s
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4. FUZZY VE SEZGISEL FUZZY VEKTOR UZAYLARI

Bu boéliimde, ilk olarak 1990 yilinda Lubczonok tarafindan tanimlanan fuzzy vektor
uzay1 kavramlar1 verilmis ve bu kavramlarin 6rneklendirilmesi amaglanmistir. Daha sonra
ait olma ve ait olmama tiyelik dereceleriyle birlikte fuzzy vektdr uzaylarindaki kavramlar

zenginlestirilerek sezgisel fuzzy vektor uzaylarindaki versiyonlari incelenmistir.

4.1 Fuzzy Vektor Uzaylari

Bu béliimde fuzzy vektor uzaylarinin cebirsel 6zellikleri (Lubczonok, 1990) temel alinarak
verilecektir. Burada ortaya atilan fikirler kolaylikla diger fuzzy cebirsel kavramlara

uygulanabilir.

Tamim 4.1 G bir grup olsun. G nin u fuzzy alt kiimesi asagidaki ozellikleri saglyorsa, p ye
G grubunun bir fuzzy alt grubu denir (Kandasamy, 2003).

i p(zy) = min{p(x), p(y)}, Vo,y € G
(et = p(z), Ve € G

Tanim 4.2 R bir halka olsun. R nin u fuzzy alt halkast asagidaki ozellikleri sagliyorsa, |
ve R halkasinin bir fuzzy alt halkasi denir (Kandasamy,2003).

Lop(x —y) = min{u(z), W(y)} Vo, y € R

ii. p(wy) = min{p(z), u(y)} Vo, y € R

Tamim 4.3 F' bir X cisminin 0 dan farkly bir iiyelik derecesine sahip bir alt kiimesi ve 1
tiyelik fonksiyonu olsun. Asagidaki ozellikler saglaniyorsa F ye X iizerinde bir fuzzy cisim
denir (Kandasamy, 2003).

iop(z +y) =min{p(z), p(y)} Vo, y € X

ii. p(—x) = p(x),Ver € X

iii. p(zy) > min{p(x), p(y)} Va,y € X

. p(zt) = p(x),Ve e X

Tanim4.4 p : E — [0,1], E iizerinde bir fuzzy kiime olsun. Asagidaki ozellikler

saglanyorsa 1 ye E iizerinde bir fuzzy vektor uzayl denir ve E = (E, ) ile gosterilir
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(Lubczonok, 1990).
Vr,y € EveVa,b € R igin

plax +by) > p(w) A p(y)

Bir E = (E, ju) fuzzy vektdr uzay igin

T = pot = {z e F:ulx)=a}
Hy = pg'((0,1]) = {z€E:p(r)>a}
B = i 0,1) = {oeE:p) > a)
notasyonlar1 kullanilir.
F cismi tizerinde V' bir vektor uzay1, u,v € V ve a € F — {0} olsun.
Eger i : V — [0, 1] fuzzy vektor uzay1 ise agagidaki 6zellikler gegerlidir:
i p(onu) = p(u)
ii. 11(0) = supgev (@)
iii. 14(a) # p1(0) ise p(a + ) = p(@) A p(v).

Tamim 4.5 K bir cisim ve F, K de bir fuzzy alt cismi olsun. V, K iizerinde bir lineer uzay
ve 1 de V' de bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger,

Lop(z+y) = ple) Ap(y), Ve,y €V

ii. p(—x) > p(x),ve e V

i, (o) > pla) A p(z), Vvae K,z e V

v. (1) = p(0)
ozellikleri saglaniyorsa p ye F fuzzy altcismi iizerinde bir fuzzy lineer uzaydir denir
(Zimmermann, 1985).

Ornek 4.1 = € R i¢gin ju fuzzy alt kiimesi asagidaki gibi tanimlansin:

0, z <0
wr) =493 0<z<2
1, x> 2

W alt uzay degildir. Ciinkii a = %, b= %, A =3, B = 6 secilirse,

p(aA +bB) = p(A) A p(B)

sarti
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(13+16)—
,us. -0 =

1(3) A u(6) =1

oldugundan p lineer alt uzay degildir.
Ornek 4.2 = € R icin v fuzzy alt kiimesi asagidaki gibi tamimlansin:

0,
viz)=4¢1, 0

1

27

VAN
vV 8 A

0
<1
x> 2

v alt uzaydw. Ciinkii a = 3,b = %, A =1, B = 2 secilirse,

W=

v(aA+bB) > v(A) Av(B)

sarti

1.1
S14z2)=1
v(31+2.2)

ve

v(1) Av(2) = %

oldugundan 1 > % saglanr ve v lineer alt uzaydir.

Tanim 4.6 F = (E, p) fuzzy vektor uzayi olsun. Bu takdirde Yo, € R (i = 1,2,...n) i¢in

{1, 29,23, ..., 2, } C E lineer bagimsiz kiimesi

H (Z CLz’%’) = /\M(aifci)

ozelligini saglar ise {x1,x9,23,...,x,} lineer bagimsiz kiimesine fuzzy lineer bagimsiz
denir (Lubczonok, 1990).
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Ayrica E de verilmis herhangi bir vektor kiimesinin tiim alt kiimeleri fuzzy lineer bagimsiz

ise verilmis olan vektor kiimesi de fuzzy lineer bagimsizdir.

Tamm 4.7 £ = (B, p) fuzzy vektor uzayr olmak iizere E nin herhangi bir tabani ayni
zamanda fuzzy lineer bagimsiz oluyorsa bu tabana E nin fuzzy tabam denir (Lubczonok,

1990).

Tanim 4.8 E tabant X olan bir vektor uzayi ve E= (E, p) fuzzy vektor uzayr olmak iizere

sup 3 o)

veX

ifadesine E fuzzy vektor uzaymin boyutu denir ve boy(F) ile gosterilir (Lubczonok, 1990).

4.2 Sezgisel Fuzzy Vektor Uzaylan

Tamim 4.9 X cismi iizerinde sifirdan farkl \p tiyelik ve pp iiyelik olmayan fonksiyonlari ile
tammli F sezgisel fuzzy kiimesi

i) Va,b € X igin \p(a+b) > Ap(a) A Ap(b), pr(a+b) < pr(a)V prp(d)

i) Va € X icin \p(—a) = Ap(a), up(—a) = pr(a)

i)Va,b € X icin Ap(a.b) > Ap(a) A Ap(b), ur(a.b) < pp(a) V pp(d)

ivVa(#£ 0) € X icin A\p(a™t) = A\p(a), pr(a™) = pr(a)
sartlarmni sagliyorsa, o zaman (F, X) e, X in sezgisel fuzzy cisim denir (Santhosh, 2011).

Tamm 4.10 (F, X), X cismi tizerinde sezgisel fuzzy cisim olsun. Sifirdan farkli \y iiyelik ve
wy tiyelik olmayan fonksiyonlartile Y tizerinde tamimlanan V' sezgisel fuzzy kiimesi asagidaki
sartlart saglyorsa

i) Yu,v € Yigin Ay (u+v) > Ay (u) Ay (v), py(u+v) < py(u) V py(v)

i) Yu € Y icin Ay (—u) = Ay (u), py (—u) = py(u)

iiVa € X, Yu € Y icin Ay (au) > Ap(a) A Ay (u), py(au) < pp(a) V py (u)

WAr(1) =2 Av(0), pr(1) < pv(0)
(V,Y) ye (F, X) iizerinde bir sezgisel fuzzy lineer uzay denir (Santhosh, 2011).

Bu bolimdeki ifadelerde (V,Y'), (W,Y), Y nin sezgisel fuzzy lineer uzaylarini, (W, Z) de

(F, X) sezgisel fuzzy cismi iizerinde Z nin sezgisel fuzzy lineer uzayini belirtmektedir.
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Onerme 4.1 Eger (W, 7) sezgisel fuzzy lineer uzay ve T, Y den Z ye lineer déniisiim ise, o
zaman (T—Y(W),Y) sezgisel fuzzy lineer uzaydwr (Santhosh, 2011).

Ispat 1) Va,b e X veVu,v €Y igin,

pr-rwy(au +bv) = pw (T (au 4 bv))
< pr(a) Vpw (T(w) V prd) V pw (T (v))
pr(a) V pr-rvy(u) V pp(b) V pr-1a)(v)

ve benzer olarak, Ap—1w)(au + bv) > Ap(a) A Adp-1gpy(w) A Ap(b) A Ap—10w)(v)
2) (W, 2), (F, X) tuzerinde sezgisel fuzzy lineer uzay oldugundan, Vu € Y igin,

Ar(1) 2 Aw(T(w)) ve pp(1) < pr(T(u))

Yani, Vu € Y igin,

Ar(1) = Apwy(u) ve pp(1) < pp-1owy(u)
(1) ve (2) den (T~H(W),Y) sezgisel fuzzy lineer uzaydir.

Tamm 4.11 V, F' cismi iizerinde tanmimli vektor uzayr olsun. V de tammh A = (\ 1)

sezgisel fuzzy kiimesi herhangi v,y € V, a,b € F icin

Aalaz 4+ by) = min{Aa(x), Aa(y)} ve palax +by) < max {pa(z), paly)}
sartint saglyorsa, A yaV vektor uzayinin sezgisel fuzzy alt uzayr denir.
(Vs A, ), F iizerindeki tiim ((Xix, X1,) , (Xox, Xop) s ooy (Xox, X)) n—lilerin kiimesini
gostersin. Bu durumda x; bileseninin itiyelik degerleri ve tiyelik olmayan degerleri sirasiyla

Xix, Xi, olmak iizere V,, nin elemanlar: n boyutlu sezgisel fuzzy vektor olarak adladirilir
(Rani vd., 2017).

Tanmm 4.12 A : V. — [0,1] ve u : V — [0, 1], V' vektor uzay iizerinde tanimly bir sezgisel
fuzzy kiime olsun. Vx,y € vveVa,b € F icin

AMazr +by) > Mx) A My), plar +by) < p(x) vV u(y)
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ozellikleri saglaniyorsa (\, p) ye V iizerinde bir sezgisel fuzzy vektor uzayi denir (Pradhan
ve Pal, 2012).
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5. 3-BOYUTLU VEKTOR UZAYLARINDAN ELDE
EDILEN FUZZY VE SEZGISEL FUZZY PROJEKTIF
DUZLEMLER

1998 yilinda Kuijken, Maldeghem ve Kerre tarafindan "Fuzzy vektor uzaylarindan
elde edilen fuzzy projektif geometriler” adli makalede fuzzy projektif uzaylar olusturuldu. Bu
boliimiin 5.1 kisminda bu inceleme verildikten sonra, 5.2 de 3— boyutlu sezgisel fuzzy vektor
uzayindan elde edilen sezgisel fuzzy projektif diizlemin, sezgisel fuzzy projektif noktalari,

sezgisel fuzzy projektif dogrular1 ve iizerinde bulunma bagintisi verildi.

5.1 Vektor Uzaylarindan Elde Edilen Fuzzy Projektif
Uzaylar

P, n— boyutlu bir projektifuzay ve [\, P] , P lizerinde tanimli n— boyutlu bir projektif uzay
olsun. Bir 6nceki boliimde oldugu gibi P nin otomorfizm grubu iizerinde bir fuzzy alt grubu

tanimlamak mimkiindur.

Tamim 5.1 Varsayalim ki V' n— boyutlu bir vektor uzayi olsun. V' de tanimh bir flag Vj <
i <n —1liginU; C U, olacak sekilde (Uy, Uy, ..., U,) asikar olmayan alt uzaylarin ayrik
dizisidir. Bir flagin ranki icerdigi alt uzaylarin sayisid. V' vektor uzayinda maksimal flag n
uzunlugunda bir flagtir (Kuijken vd., 1998).

Teorem 5.1 X\ : V — [0, 1], V vektor uzayinda tamiml n— boyutlu fuzzy vektor uzay ise, o
zaman d(U;) = ive [0,1] deag > a1 > ay > -+ > a,_1 > ay, reel sayilar olmak iizere \

asagidaki formda olacak sekilde n— uzunlugunda (Uy, Uy, Uy, - -+ , U, 1, V') maksimal flagi
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vardir (Kuijken vd., 1998):

A Vo= [0,1]
u —  ao, u=0=U,
u = a, ue U\ U
U = as, ue U\ U
u —  as, ueUs\ U
u = apq, WU, 1\ U,
u = an, weV\U,,

Teorem 5.2 P de uzunlugu n olan (q, Uy, Uy, ..., U, 1) maksimal flagi ve [0, 1] araligindaki
ap > a; > ag > ... > ay, reel sayilar igin [\, P, n— boyutlu bir projektif uzay

A — [0,1]
p —  agp, p=qise
p —  a, pe U\ {q}
p —  ag, pe U\ U
p = an1, PEU, 1\ Uy
p = an, peP\U,

seklindedir (Kuijken, 1998).
Burada
ag. q noktasinin tiyelik derecesi,

ay : Uy \ q alt uzayinin noktalarmmn tiyelik derecesi,

an : U, \ Un—1 alt uzaymn noktalarimin iiyelik derecesidir.

Ayrica P nin q = Uy, Uy, Us, --- U, _1,U,_o = P alt uzaylari,

g= Uy = {peP:Ap) = ao}
Uy = {peP:Ap) >}
U = {peP:Ap) = a}
U, = {peP:Xp) >an}

seklinde ifade edilebilir (Sekil [5.1)).
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17, (n-boyutlu projektif uzay)

Us1 (Hiperdiizlem)

Us (Diizlem) _-°

U1 (Dogru)

Y
/

-
&

w
]
(]

Sekil 5.1 P nin alt uzaylarinin kiimesel gosterimi

5.1.1 Fuzzy Vektor Dogrular1 ve Diizlemleri

V, bir K cismi iizerinde n— boyutlu vektor uzayi olsun. n > 2 olmak iizere L, sifirdan farkli
@ vektori ile tanimlanir. Bazen de bu L dogrusu ou ile gosterilir. L {izerindeki bir A fuzzy

kiimesi verilsin.

Teorem 5.3 X\ : L — [0, 1], L iizerinde bir fuzzy vektor dogrusu ise Vu,v € L — {0},
A(@) = A\(v) veYu € L, igin A\(0) > \(u) diir (Kuijken, 1998).

n > 3 olmak iizere, n— boyutlu V' vektdr uzayinin bir vektor diizlemi « olsun. Bu takdirde
o, ve v gibi iki lineer bagimsiz vektor tarafindan tek tiirlii olarak bellidir. Bazen de bu «
diizlemi 6rnegi ouv ile gosterilir.

Asagidaki teoremde « tlizerindeki A fuzzy kiimesini ele alinmaktadir.
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Teorem 5.4 ) : o — [0, 1], v tizerinde bir fuzzy vektor diizlemi

Aroa — [0,1]
o — Qg
o — a, uelL\{o}
u — a, uw€ea\lL

olup, ag > a1 > ay € [0,1] ve L, v vektor diizleminin bir vektor dogrusudur (Kuijken vd.,
1998).

5.1.2 Fuzzy Projektif Noktalar ve Dogrular

Bir V' vektor uzayma karsilik gelen bir projektif uzay PG(V) = (D(V), ~) ile gosterilir.
Burada PG(V) = (D(V),~) projektif uzayt V nin bir boyutlu alt uzaylarinin bir
koleksiyonu, ~ da alt uzaylar iizerindeki iizerinde bulunma bagmtisidir. U ve U’ gibi iki alt
uzay i¢in U D U yada U C U’ ise U ~ U’ dir. Bir U uzayinin boyutu olan boy(U), U nun
taban vektorlerinin sayisina esitti. U nun projektif boyutu olan pd(U) ise
pd(U) = boy(U) — 1 seklinde tanimlanir. Projektif noktalar, dogrular, diizlemler gibi
yapilarin tanimi bu projektif boyuta dayanir. Yani O projektif boyuta sahip olan alt uzaylara
projektif nokta, projektif boyutu 1 olan alt uzaylara projektif dogru ve projektif boyutu 2
olan alt uzaylara projektif diizlem denir.

Klasik durumda bir n— boyutlu projektif uzay, (n + 1)— boyutlu vektoér uzayindan elde
edilir. Bundan sonra bir fuzzy projektif uzayin da fuzzy vektoér uzaymndan nasil elde

edilecegi iizerinde durulacaktir.

Fuzzy Projektif Noktalar
Bir projektif nokta sadece bir vektér dogrusudur. V' nin bir vektér dogrusu L olmak iizere

(A, L) fuzzy vektor dogrusundan baslayarak bir fuzzy projektif nokta insa edilecektir.

A L — [0,1]
o — q
u — a, u€lL\{o}, ay>a €]0,1]
u — ay, uwea\l

L vektor dogrusu tizerindeki belli bir projektif nokta p ile gosterilsin. Boylece p € PG(V)
dir. p tizerinde )\ fuzzy projektif noktasi olusturmak igin boyutun bir eksiltilmesi
gerektiginden, L vektdr dogrusuna karsiik gelen o vektoriiniin degeri secilemez.

Dolayisiyla p iizerinde bir \" fuzzy projektif nokta asagidaki gibi tanimlanir:

N:op — [0,1]
p —
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Burada fuzzy vektor uzay gosteriminden farkli olmasi igin koseli parantez kullanarak fuzzy
projektif nokta [\', p] ile gosterilir (Kuijken vd., 1998).

Fuzzy Projektif Dogrular
Fuzzy projektif dogrular i¢in de benzer seyler yapilmaktadir. o, V' nin bir vektor diizlemi

olsun. (\, @) nin asagidaki gibi bir fuzzy diizlemi oldugu bilinmektedir.

Aa—[0,1]
0 — ay
u— aq, uwe L\ {o}
U — ag, uea\L

L, o min vektor dogrusudur ve p, L. C « vektor dogrusu iizerinde bir projektif nokta olsun.

Bu durumda M iizerinde o' fuzzy projektif dogrusu asagidaki gibi tanimlanmaktadar:

’

a: M — [0,1]
p — a
q — a2, qu\{p},CLlZCLQE[O,l]

Bu fuzzy projektif dogru [a’, M] olarak gosterilmektedir. Bir fuzzy projektif dogru, bir
fuzzy vektor dogrusu gibi goriinmektedir. Fark, karsilik gelen vektor uzaymin en biiyiik
iiyelik derecesine sahip olan o orijin vektoriinii igermemesidir. Fuzzy projektif dogru
tizerinde herhangi bir nokta, eslesen vektor diizleminde 6zel bir dogrudur (Kuijken vd.,
1998).

5.1.3 Fuzzy Projektif Uzaylar

n boyutlu A fuzzy projektif uzaymin genel tanimi verilebilir. Bir (n + 1) boyutlu (A, V)
vektor uzay1: j < ¢ icin U; alt uzaylarini igeren V' vektdr uzaymin ¢— boyutlu alt uzay1 U; ve

a; > as > az > -+ > anyq,a; € [0, 1] olmak tizere,

A Vo= [0,1]
o — ag
u — a, weU\{o}
u — ay, ueU\U
u — as, u € Us\ U
u = an, uw€U,\U,;;
U = apr1, ueV\U,
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seklindedir. (n + 1)— boyutlu V' vektor uzayimna karsilik gelen n— boyutlu projektif uzay
P’ olsun. Bu takdirde P, iizerinde n — boyutlu fuzzy projektif uzayr \" asagidaki gibi

tanimlanmaktadir :

~

[0,1]

a2, p € U{ \ {q}
as, b € Ué \ Ui

SSRGS
141!

— An, p € UrlL—l \ UT/L—2
— Gpy1, pEV \ U,;fl

Burada qU,; vektor dogrusu ile eslesen projektif nokta ve U; de i— boyutlu projektif
uzaydir. U, vektdr uzayma eslesen (q,Uy,---U,_1,V') maksimal flagtir ve
a; > as > az > -+ > ap,a; € [0, 1] (Kuijken vd., 1998).

Zadeh’in X in baz1 p ve A\ fuzzy alt kiimelerinin C fuzzy kapsama tanimina gore;
A fuzzy alt kiimesi, p fuzzy alt kiimesini igerir < Vo € X, u(x) < A(z) oldugu biliniyor,
(11, U] ve [\, U'] fuzzy projektif uzaylar igin bu tanim,

VpeU, Ul C\U] <« Vpe PG(V), ulp) < A(p)

seklinde ifade edilir (Kuijken vd., 1998).
Fakat PG(V') deki her p noktasi sadece bir iiyelik derecesine sahip ise 0 zaman p(p) = A(p)
dir.

Iki fuzzy projektif alt uzay i¢in iizerinde bulunma bagintis1 asagidaki tanimla verilebilir:

Tamm 5.2 U ve U, V vektor uzayimn iki alt uzayr olsun. Eger U, U iizerinde ise ve VT €
UNU', u(z) = N\(Z) ise, 0 zaman [, U] ve (A, U’} fuzzy projektif uzaylari birbiri iizerindedir
(Kuijken vd., 1998).

5.1.4 Fuzzy Projektif Duzlemler

3— boyutlu vektér uzaylarma kendimizi kisitlarsak, PG(V'), noktalar ve dogrulardan
olusan yani 0 ve 1— boyutlu projektif altuzaylari iceren bir projektif diizlemdir. Burada bir
dogru iizerindeki nokta sayisi s ile, bir noktadan gegen dogru sayisi ise ¢ ile gosterilecektir.
Bunlar bir projektif dizlemde esittir. PG(V) flizerindeki P fuzzy projektif diizlemi
asagidaki formdadir:
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P PG(V) — [0,1]
q -
p — as, peL\{q}

P — a3, pe€PGV)\L
L, q yu igeren PG(V') nin bir projektif dogrusudur. a,, as, as birbirinden farkli ise P deki
fuzzy projektif dogrular ii¢ farkl tiirdedir:
1€1,2,---t—1vejel,2 ---,s5—1olmakiizere : ve j tamsayilar1 kullanilirsa

1) Taban dogrusu L olan fuzzy dogru \; tektir. \; asagidaki formdadir:

A L — [0,1]
q9 — m
p — a, peL\{qg}
2) L taban dogrusunu a; iiyelik dereceli noktada kesen ve taban dogrusu olarak M; yi

kabul eden \,; fuzzy dogrular1 asagidaki formdadir:

Xoi: M; — [0,1]
q9 — m
p — as, pe€M\{q}

3) A3 fuzzy dogrularin taban dogrusu N;; dir. Bu N;; dogrulart L dogrusunun lyelik
derecesi ay olan g; noktalarinda keser ve fuzzy dogrular1 asagidaki formdadir (Kuijken vd.,
1998).

Asij i Ny — [0,1]
g4 — a2
p — a3 pEN;\{g}

Ornek 5.1 j = 2,k = 2.t = 3 i¢in \iy ve N3 fuzzy alt uzaylar asagidaki gibidir o

vektor diizlemi ve ag > a; > by, 1 € {1,2,--- | p} olmak iizere
Aoit g — [0,1]
o — a
u — a, uelL\{o}
u — bp, u€a;\L
ve o3 vektor diizlemi ve ag > ¢;p > dis, i € {1,2, -+, p} olmak iizere

Mot Y3 — [0,1]

Q

— agp
u —  Ci2, u e 62 \ {5}
— dig, UE Y3\ {0}

N
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Nia ve 193 alt fuzzy diizlemlerinden elde edilen /\;2 ve 17/23 fuzzy projektif dogrular: asagidaki

gibidir.
Nig: Ly — [0,1]
q9 — G
p = ba, p€L\{q}
Migs: Nag — [0,1]
P = Cpo, pE Ly
p = dg, p€Ny\L

Teorem 5.5 P fuzzy projektif diizleminin fuzzy nokta ve fuzzy dogrular: asagidaki ifadeleri
saglar:

i) Farkli her fuzzy nokta ¢ifti, bir tek fuzzy dogrusu iizerinde bulunur. Fakat bu fuzzy dogru,
noktalarn tiyelik dereceleri farkli ise belirlenebilir.

ii) Farkl her fuzzy dogru ¢iftinin bir tek ortak fuzzy noktasi vardur.

iii) ‘P fuzzy projektif diizleminde herhangi ti¢cii aymi fuzzy dogrusu tizerinde bulunmayan
dort tane fuzzy nokta vardwr (Kuijken vd., 1998).
Ayrica fuzzy projektif diizlem bilinir ise tek bir fuzzy projektif dogru tanmimlamak igin iki farki

tiyelik derecesi olma sartina ihtiyag yoktur.

5.2 3-Boyutlu Sezgisel Fuzzy Vektor Uzaylarindan Elde
Edilen Sezgisel Fuzzy Projektif Diizlemler

Bu béliimde 3— boyutlu sezgisel vektor uzaylarindan elde edilen sezgisel fuzzy projektif
diizlemler olusturulmaktadir. Boliim 5.1 deki fuzzy projektif diizlemin olusumuna benzer
olarak sezgisel fuzzy projektif diizlemin sezgisel fuzzy projektif noktalar1 ve dogrular
belirlenerek bunlarla iligkili bazi teoremler verildi.
Boliim 4 de sezgisel fuzzy cismi ilizerinde tanimli sezgisel fuzzy vektor uzaylari incelendi.
(F, X), X cismi tizerinde sezgisel fuzzy cismi olsun. Sifirdan farkli Ay iiyelik ve uy tiyelik
olmayan fonksiyonlar1 ile Y vektor uzayi tizerinde tanimlanan V' sezgisel fuzzy kiimesi
asagidaki sartlar1 sagliyorsa

i) Vu,v € Yigin Ay (u +v) > Ay (u) A Ay (v), py (u+v) < py(u) V py(v)

i) Vu € Y icin Av(—u) = Av(u), pv(—u) = pv (u)

iii)Va € X, Vu € Y i¢in Ay (au) > Ap(a) A Ay (u), py(au) < pp(a) V py(u)

iV)Ap(1) = Av(0), (1) < pv(0)
(V.Y) ye (F,X) sezgisel fuzzy cismi tiizerinde bir sezgisel fuzzy lineer uzay denir
(Santhosh, 2011).



38

Yukaridaki tanimda herhangi bir K cismi tizerinde tanimli klasik vektdr uzay1 V' ye karsilik

gelen sezgisel fuzzy vektor uzayin agagidaki ozellikleri sagladigr gosterilebilir:

Onerme 5.1 Herhangi K cismi iizerinde bir vektér uzayr V olsun ve t,v € V, a € K \ {0}
olsun. Eger (\, p) : K — [0, 1] x [0, 1] sezgisel fuzzy vektor uzayt ise, o zaman:

i) Ma.u) = /\(u),u(a_ﬂ) = u(a), )
i) A\(0) = supaey Mu), 1(0) = in facv p(u);
iii) Eger \(u) # \(0), p(a) # pu(v) ise, 0 zaman \(u + v) = \(u) A ()

w(a+v) = p(a) vV (o) saglanwr

Ispat \ fonksiyonu igin fuzzy vektor uzaylarinda gegerli oldugu Kuijken (1998) tarafindan

ispatlanmistir ve Tanim 4.10 dan ispat agikardir.

(A, 1), V vektor uzayi tizerinde sezgisel fuzzy vektor uzayi oldugunu varsayalim. sup(\, )
(sup(A, ) = {x € VIX(x) # 0, u(x) # 1}) ile tretilen L alt uzayma (A, p) niin taban
vektor uzayr denir veya daha basitce L lizerindeki sezgisel fuzzy vektor uzayi denir ve
(L, A\, ) ile gosterili. L C U C V olacak sekilde bir alt uzay ise, (A, u) U tizerinde
sezgisel fuzzy vektor uzayi olarak diisiiniilebilir. Bu durumda (A, p), (U, A, p) ile gosterilir.
U iizerinde tanimlanan (\,p) sezgisel fuzzy vektor uzaymi V iizerindeki (A, u') ye
vz € V\ Uigin \'(Z) = 0, u (z) = 1 alarak genisletilebilir.

Tamim 5.3 V vektor uzayimin sezgisel fuzzy alt uzaymin boyutu d(\, p), taban alt uzayinin
boyutudur.

V nin 1— boyutlu alt uzayina karsilik gelen sezgisel fuzzy vektor uzayi (L, A, p) ise d(\, ) =
1 dir.

Tamim 5.4 V, 3— boyutlu bir vektor uzay: olsun. Eger U, V vektor uzayimin 1— boyutlu alt
uzay ise karsilik gelen (U, \, 1) sezgisel fuzzy vektor uzayina sezgisel fuzzy vektor dogru
denir.

Eger U, V vektor uzayimin 2— boyutlu alt uzayt yani bir vektor diizlemi ise karsilik gelen
(U, A\, i) ye U iizerinde sezgisel fuzzy vektor diizlem denir.

Benzer bicimde V' vektor uzayina karsilik gelen (V, )\, 1) ve sezgisel fuzzy vektor uzay

denir.
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Herhangi bir K cismi tizerinde tanimli 3—boyutlu vektor uzayi, V' olsun. V' vektor
uzayimnin L vektor dogrusu sifirdan farkli bir w vektorii ile tek olarak tanimlanir. L dogrusu
ou ile gosterilmek tizere L tizerindeki (A, pu) sezgisel fuzzy kiimesinde, orijin vektori harig

diger vektorlerin ayni iiyelik derecelerine sahip oldugu asagidaki teoremle verilebilir:

Teorem 5.6 (\, i) : L — [0,1] x [0,1], L iizerinde sezgisel fuzzy vektor dogru olsun. O
zaman Vu,v € L\ {0} i¢in A(u) = \(0), p(u) = p(v) ve Vu € L icin A\(0) > A(a),
1(0) < p(u) dir.

Ispat u ve v, ayn1 L vektdr dogrusu iizerinde oldugundan biri digerinin katidir. Va € K
icin, v = au yazabiliriz. Onerme 5.1 i) den \(@) = A\(?), p(@) = u(v) saglamr. Benzer
sekilde Onerme 5.1 ii) den A\(6) > A(u), u(6) < p(u) elde edilir.

n > 3 olmak iizere n— boyutlu V' vektdr uzayinin vektor diizlemi « olsun. O zaman «
diizlemi lineer bagimsiz u, v vektorleri tarafindan tek olarak tanimlanir. Bu vektor diizlemi
ouv ile gosterilirse, «v lizerinde (A, ) sezgisel fuzzy kiimesi asagidaki teoremdeki forma

sahiptir:

Teorem 5.7 (A, u) : a« — [0, 1] x [0, 1], « dizerinde bir sezgisel fuzzy vektor diizlem olsun.
O zaman o min bir L vektor dogrusu ve asagidaki yapida olacak sekilde ay > a; > as,
bo <01 <by,0<a; +0; <1,9=0,1,2reel sayilar: vardir:

) o = (0,1 x [0,1]
o — (ao,bo),
u — (al,bl), UEL\{O}
U — (ag,bg), UEO&\L
Ispat \(6) = ag ve u(0) = by olsun. O zaman Onerme 5.1 ii) den Va € V igin

ap = A(0) > Au) ve by = p(0) < p(u) saglanir.

« diizleminin bir taban1 {@, v} olsun. O zaman « ya ait bir w vektori Vo € «, a,b € K
olmak lizere, w = a.u + b.v seklinde u, v nin lineer toplam1 olarak yazilir. Sezgisel fuzzy
vektor uzay1 tanimindan

AMw) = Ma.u+ b.0) > Mu) AXN©) ve p(w) = p(a.a+ b.0) < p(a) V (o)

sartlarl saglamr

u = a.vev = b.oahmrsa, N(w) = Ma.a + b.0) yi \(w) = A\u' + v') seklinde ve

7

() = pla.@+ b.0) yi p(w) = p(u' 4+ v') seklinde yeniden yazilabilir. Burada dért farkls
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durum olusur:

Durum 1 : \(u') # Av) ve p(u') # p(v')
a,b € K \ {0} olsun. Onerme 5.1 i) ve iii) den

M) = Mu') AN = Ma.@) AXb.D) = @) AAD)

Ve

(@) = p(w') vV p(v') = pla.a) vV u(b.0) = p(@) vV (o)
saglanir. Bunun anlami sudur: w = a.u + b.v bi¢iminde yazilan her vektoriin ait olma
derecesi A(u) ya da A(v) nin minimumuna, ait olmama iiyelik derecesi de p () ya da ()
nin maksimumuna esit olmak zorundadir.
Eger A\(u) > \(¥) ve u(u) < p(v) ise o zaman Ou vektdr dogrusu iizerindeki vektorler
hari¢, o diizlemindeki tiim vektorler A(9) ait olma tiyelik derecesine ve p(v) ait olmama
iyelik derecesine sahiptir.
a# 0,a € Kigin \N(w) = ANa.u) = A\u) = ay ve u(w) = p(a.u) = p(u) = by elde edilir.
Bu durumda L = ou dir.
Benzer sekilde \(a) < A(v) ve u(a) > p(v) ise, L = ov dir.
Durum 2: (') = M) = A(i) = A(8) ve () = p(e") = (i) = ()

a) A(w) > ANu') = A(v') ve pu(w) < p(u') = p(v') olacak sekilde o da w # o vektorii
var olmasin, o zaman « nin tiim vektorleri A— ait olma tiyelik derecesine ve ;41— ait olmama
tiyelik derecesine sahiptir ve teorem asikar olarak dogrudur. Her bir vektor dogrusu, L
vektor dogrusu olarak diisiiniilebilir ve a; = ay = M\(u') ve by = by = pu(u') saglanr,

b) A(w) > A(w) = A(v) ve p(w) < p(u) = p(v) olacak sekilde w # o vektorii var olsun
(6zel olarak w, ou ve ov tizerinde degil). Bu durumda {u,w} y1 o y1 geren vektorlerin bir

kiimesi olarak alinabilir, bu durumda Durum 1 olusur.
Durum 3 : A(u') # A(v') ve p(u') = p(v') = p(a) = p(v)

AMu') # \2) oldugundan Durum 1) den ay # a, elde edilir.

(@) < p(u') = pu(v') olacak sekilde v da @ # 6 vektorii var olmasin, o zaman by = b, dir.
() < p(u') = pu(v') olacak sekilde o da @ # & vektorii var olsun, o zaman by # b, elde
edilir.

DU_rum4'f\(U') Aw') = A@) = A(©) ve p(u') # p(v')
p(u') # p(v) oldugundan Durum 1) den by # b; olur.

@) > \u') = A(v') olacak sekilde v da @ # & vektorii var olmasin, 0 zaman a; = a; dir.
M) > Mu') = A(v') olacak sekilde o da @ # 6 vektorii var olsun, o zaman a; # a, elde
edilir. Bu durumda {a, w} y1 o y1 geren vektorlerinin bir kiimesi olarak alinabilir ve ou, ow

dogrular1 taban dogrusu olabilir.
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Onerme 5.2 V, K cismi iizerinde tanimli 3—boyutlu bir vektor uzayr ve V' nin bir taban
{a71, T, @3} olsun. (\, ), V iizerinde tanimli sezgisel fuzzy vektor uzay, i # j igin

N@;) # ANz;) ve p(x;) # (%) olmak iizere T = a1 + aaT2 + az T3 ise, 0 zaman

AZ) = Ma1) A MT2) A XN@3) ve () = p(zr) V (@) V u(xs) olur.

Ispat = vektorii taban elemanlarimin lineer toplami olarak yazilabilir.

T = a1T1 + asTy + azxy olsun. A\(Z) = A(a1@1 + agdy + az@s) esitliginde
1 = a7, + asT, alinirsa
ANZ) = May @, + ao®y + as@s) = A2’ + asds) olur.

A(Z1) # A(22) oldugundan,

)\(ZL‘/) = A(alfl + ang)
= )\(alf1> A )\(G,Qfg) (Onerme 5.1 111) den)
= Ma1) A M) (Onerme 5.11) den)

dir. Ayrica Onerme 5.1 1) den \(as73) = \(a73) dir.
A(T1) # Ma2) # A(73) oldugundan

Marmy + ag@y + az®z) = Nay) A N@2) A N(@3)

elde edilir.

Benzer sekilde p igin ispat verilirse,

W(Z) = plar @y + asdy + asi@s) = p(x’ + ag@s) ve pu(x') = p(ardy + asds) elde edilir.
(1) # p(@2) oldugundan,

wa') = plar7y + axds)
= wularzy) V plasds) (Onerme 5.1 iii) den)
= () V p(as) (Onerme 5.11) den)

dir. Ayrica Onerme 5.1 1) den p(as@s) = p(a3) dir.
p(@1) # p(ea) # p(3) oldugundan

p(army + as®y + as@s) = p(z1) V (@) V u(ws)
elde edilir.

Sezgisel fuzzy vektor uzaylarinda maksimal flag, Tanim 5.1 de verilen maksimal flagin

tanimindan asagidaki formda verilebilir:
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(A p) Vo= [0,1] x [0,1], V vektor uzay: lizerinde 3— boyutlu sezgisel fuzzy
vektor olsun. O zaman d(U;) = i,a9 > a1 > as > ag, by < by < by < b,
a;,b; € [0,1], ¢ =0, 1, 2, 3, a; + b; < 1 sartlarin1 saglayan ve (\, u) asagidaki formda
olacak sekilde 3—uzunlugunda (Uy, Uy, Us) maksimal flagi vardir:

A p): Vo o— [0,1] x [0,1]
u —  (ag, b)), u=0="U
o —  (a,b), aeU\U
u (ag,b2), ueUs\ U
—  (as,b3), weV\U

Uyelik dereceleri farkl iken bu flag tek olarak belirlenebilir.

3— boyutlu vektdr uzayindan elde edilen projektif diizlemin boyutu 2 oldugundan,
3—boyutlu sezgisel fuzzy vektor uzayindan elde edilen sezgisel fuzzy projektif diizlemin
boyutu 2 olur. Vektor uzayinin bir vektor dogrusu karsilik gelen projektif diizlemin bir
noktasidir. Bu yiizden V' nin vektor dogrusu L olmak tizere (L, A, u) sezgisel fuzzy
dogrusundan bir sezgisel fuzzy projektif nokta olusturulabilir. Teorem 5.6 dan (L, A, pt) niin
ap > ay, bg < by, a;, b; € [0,1], 0 < a;+b; <1, 1 = 0,1 i¢in, asagidaki formda oldugu

bilinmektedir:
)i L= (0,1 % [0,1
o — (ao, bo) R
u — (al,bl), ﬂEL\{é}

Simdi L vektor dogrusuna karsilik gelen projektif noktay p ile gosterilsin, p € PG(V') dir.
p lizerinde ()\',p') sezgisel fuzzy projektif noktayr olusturmak igin boyutu bir birim
disiiriilmesi gerektiginden, karsilik gelen L vektor dogrusunda o nun iiyelik dereceleri
dikkate almmaz. Boylece p iizerinde (\',u') sezgisel fuzzy nokta asagidaki gibi

tanimlanabilir:

(Now) s {p} — [0,1]x0,1]
p  — (al,bl)

Bu sezgisel fuzzy projektif nokta (p, \', 1i') ile gdsterilecektir.

Sezgisel projektif dogrulari, sezgisel fuzzy projektif noktayr tanimladigimiz gibi
tanimlayabiliriz. o, V' nin bir vektor dogrusu olsun. Teorem 5.7 den (A, i, o) sezgisel fuzzy
vektor diizleminin « nin herhangi bir vektor dogrusu L ve a9 > a3 > ao,
bo < by < by, a;,b; € [0,1], 0 < a;+0b < 1,7 =0,1,2 olmak iizere asagidaki gibi
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gosterildigi bilinmektedir:

(A p): a — [0,1] x [0,1]
o — ((Io,bo)
u — (ay,b1) ue L\ {o}
U — (ag,bg), EEOC\L

Varsayalim ki M, o vektor diizlemine karsilik gelen projektif dogru ve p, L C «a vektor
dogrusuna karsilik gelen projektif nokta olsunlar. O zaman M iizerindeki (M, N, p)
sezgisel fuzzy projektif dogru a; > as,by < by, a;,b; € [0,1], 0 < a;+b; < 1,1 =1,2

olacak sekilde asagidaki gibi tanimlanir:

N,p): M — [0,1] x [0,1]
p — (a1, b)
q —  (ag,b2) g€ M\ {p}

Sezgisel fuzzy projektif dogru (M, \', ii') ile gosterilir. Goriiliir ki sezgisel projektif dogru,
fuzzy vektor dogru gibidir. Fark, fuzzy vektor dogrular: iizerinde sabit bir daha ’iyi’ veya
’6zel” noktanin olmamasidir. Ait olma tiyelik derecesi her zaman en biiyiik olan, ait olmama
ilyelik derecesi en kiigiikk olan nokta V' nin 0 orijin noktasidir. Sezgisel fuzzy projektif
dogruda karsilik gelen vektor diizleminde 6zel dogruya bagli olarak herhangi bir nokta

olabilir.

Her 3— boyutlu sezgisel fuzzy vektor uzayindan bir sezgisel fuzzy projektif diizlemi
elde edilebilir. 3— boyutlu (A, 1) sezgisel fuzzy vektor uzay: asagidaki formdadir:
J < 4 i¢mn U; nin tim U; leri igeren V' vektdr uzaymm 3— boyutlu alt uzayr ve
ap > a; > ag, by < by < by, a;,b; €10,1], a;+b; <1, i=0,1,2 reel sayilar olmak iizere

p: Vo= [0,1] % [0,1]
o — (Clo,bo)7
v —  (a,0) weU\{o}
uUu — (&Q,bg), EEUQ\Ul.

Varsayalim ki, 3—boyutlu V' vektor uzayma karsilik gelen projektif diizlem V' olsun. U,
vektor dogrusuna karsilik gelen O—boyutlu sezgisel fuzzy projektif nokta ¢, U, vektor
diizlemine karsiik gelen 1—boyutlu sezgisel fuzzy projektif dogru U, olmak iizere
(¢,U,, V") bir maksimal flag olusturur. a; > ay > ag ve by < by < by, a;, b; € [0, 1],

a; +b; <1, i = 1,2, 3 reel sayilar olmak iizere, [P, \', i/'] sezgisel fuzzy projektif diizlemi
asagidaki formdadir:
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N,w): Vo= [0,1] x [0,1]
g —  (a1,b1),
P — (a2,02),  peU\{q}
p = (as,bs), pelU,\U,

Tamm 5.5 Sezgisel fuzzy projektif diizleminde (p, o, ) noktasimin (L, \, ) sezgisel fuzzy
dogrusu verilsin. Eger p € L ve \(p) = «a, u(p) = B sarti saglanyorsa (p, o, ) sezgisel
Sfuzzy noktasi (L, \, ) sezgisel fuzzy dogrusu tizerindedir.

Taban projektif diizleminde L, ve Lo dogrularimin arakesit noktast p olmak iizere,
(L1, A1, 1) ve (Lo, Ao, o) iki sezgisel fuzzy dogrunun arakesitinin iiyelik derecesi her iki
dogru i¢cin aynmidir.

(L1, Ats 1) O (L2, Az, p2) = (p, @, B) ve Mi(p) = Aa(p) = o, pu(p) = pa2(p) = B dir:

Klasik PG(V') projektif diizleminde asagidaki teorem gegerlidir (Kaya, 2005):

Teorem 5.8 PG(V') nin noktalar: ve dogrular: asagidaki ozellikleri saglar:
i. Farkli her nokta ¢ifti tek bir dogru iizerinde bulunur.
ii. Farkl her dogrunun tek bir ortak noktast vardir.

iii. Herhangi iigii dogrudas olmayan dért nokta vardir.

Simdi sezgisel fuzzy projektif diizlemde benzer durumun varligi incelenecektir. Ilk olarak
i1) maddesi ele alinirsa:

Farkl iki sezgisel fuzzy projektif dogrunun bir ortak sezgisel fuzzy projektif noktaya sahip
oldugu aciktir. Sezgisel fuzzy projektif dogrularin taban dogrularinin herhangi bir cifti
PG(V) de tam olarak bir noktada kesisir. Her sezgisel fuzzy dogru PG(V') de aslinda bir
dogru oldugundan ve tizerindeki noktalarla birlikte ait olma ve ait olmama {iiyelik dereceleri
oldugundan, kesisim noktasi da ayni1 zamanda ait olma ve ait olmama iiyelik derecelerine
sahiptir. P deki her nokta tek bir ait olma ve ait olmama iiyelik derecesine sahip
oldugundan, bu noktanin iiyelik dereceleri, kesisen bu iki sezgisel fuzzy dogru iizerinde
aynidir.

Simdi ) incelensin. Burada iki duruma ayrilabilir. P nin herhangi iki keyfi (p, A, ) ve
(q, N, //) sezgisel fuzzy projektif noktalari alinsin. Taban projektif diizlemi PG(V') de bu p

ve ¢ noktalar1 bir tek L dogrusu iizerinde oldugundan bu sezgisel fuzzy projektif noktalar
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bir tek sezgisel fuzzy projektif dogru iizerindedir. Ancak, sezgisel fuzzy projektif diizlemin
biitiin noktalarin1 bilinmiyorsa, sadece iki sezgisel fuzzy nokta biliniyorsa, o zaman bu
dogrunun hangi sezgisel fuzzy projektif dogru oldugundan emin olunamaz.

Durum 1. A(p) # X(q), p(p) # /' (q¢). Bu durumda, a,a € {ai,as,as},
b,b" € {by,bs, b3} olacak sekilde A(p) = a, X' (p) = a’ ve u(q) = b,/ (q) = V', reel say1
olan ait olma ve ait olmama tiyelik dereceleri karsilastirilabildigi i¢in, iki noktanin iizerinde
bulundugu bir tek dogru vardir. L dogrusunun iizerinde bulunan diger tiim noktalar; eger
a < a,b> b ise (a,b) iyelik derecesine sahiptir, eger ¢’ < a,b > bise (a,b) iyelik
derecesine sahiptir. Bu durumda (L, N, ;/) sezgisel fuzzy dogrusu i¢in tek bir olasilik
vardir.

!

Durum 2. Varsayalim ki, a € {as, a3}, b € {bg, b3} olmak iizere \(p) = A (q) = a,
p(p) = 11/ (q) = b olsun.
Eger a = as,b = by ise, 0 zaman bu iiyelik derecelerine sahip iki noktay1 igeren bir tek
sezgisel fuzzy dogru (L, A1, i1) oldugu i¢in sadece bir olasilik vardir. Fakat ileri sezgisel
fuzzy projektif diizlemleri bilinmiyorsa, (L, Aj, p1) in diger sezgisel fuzzy noktalarinin
tiyelik derecelerinin (a1, b1) olup olmadigini bilmek imkansizdir.
Eger a = a3, b = bs ise o zaman higbir sey sdylenemez. Dogrular iizerindeki diger noktalar
sirastyla (ay, by), (as, by) liyelik derecelerine sahip olabilir.
Ozellik i77) asikardir: Taban projektif diizlemi PG(V') de herhangi iigii dogrudas olmayan
dort nokta bulundugundan ve bir sezgisel fuzzy projektif nokta sadece bir iiyelik derecesine
sahip projektif nokta oldugundan, taban diizlemi P olan sezgisel fuzzy projektif

diizlemlerde de bu durum saglanir.

Teorem 5.9 [P, \, ] sezgisel fuzzy projektif diizleminin sezgisel fuzzy noktalar: ve
dogrulart asagidaki ozellikleri saglar:

i) Farkl sezgisel fuzzy noktalarin her bir ¢ifti bir tek ortak sezgisel fuzzy dogru
tizerindedir, fakat bu sezgisel fuzzy noktalar farkli ait olma ve ait olmama iiyelik
derecelerine sahip ise, o zaman bu sezgisel fuzzy dogru tam olarak belirlenebilir.

ii) Farkli sezgisel fuzzy dogrularin her bir ¢ifti, bir tek ortak sezgisel fuzzy noktada
kesigir.

iii) [P, \, ] herhangi ii¢ii dogrudas olmayan dort sezgisel fuzzy nokta igerir.

Ayrica, eger sezgisel fuzzy projektif dogru biliniyorsa, tek bir sezgisel fuzzy dogru
belirlemek igin iki tiyelik derecesinin farkli olma sarti aranmaz.

Bu teorem sadece ozel bir sezgisel fuzzy projektif diizlemde saglamr: Ornegin, L ve L' 'V,
3— boyutlu 'V vektor uzayindan iiretilen aymi PG(V') projektif diizlemde olmak iizere,
(L, A\, i) ve (L/, A, u) iki sezgisel fuzzy projektif dogru olsunlar. L ve L' tek bir ortak

noktada kesisir. Simdi varsayalim ki,
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— [0,1] x [0, 1]
q — (a1,by)
— (az,bs) pe L\ {q}

ve

>
t\
»Q\b{\
11
=
;5:
- X
P —
o
=

' (as,bs)  p eL'\{q}

S
J

Bu iki sezgisel fuzzy projektif dogru lizerindeki kesisim noktasi ayni liyelik derecesine sahip
olamaz. Klasik durumda oldugu gibi, bu iki sezgisel fuzzy projektif dogru bir sezgisel fuzzy

projektif diizlemi germez.
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6. FUZZY PROJEKTIF DUZLEMLERDE
DONUSUMLER

Bu boliimde temel olusturmasi bakimindan Oncelikle projektif diizlemlerde
dontistimler, kolinasyon ve merkezsel kolinasyon yapilar1 gozden gecirildikten sonra fuzzy
vektor uzaylarindan elde edilen fuzzy projektif diizlemlerde homomorfizm, izomorfizm,
kolinasyon ve klasik projektif diizlemde tanimlanan kolinasyonlarin 6zel bir tipi olan
merkezsel kolinasyonlarin fuzzy karsiliklar1 tanimlanmistir. Daha sonra bu doniisiimlerin
ozellikleri, iiyelik dereceleri arasindaki iliskiler, invaryant biraktig1 6zellikler analiz edilmis
ve uzayin lyelik derecesi ile ilgili teoremler olusturulup, ispatlanmigtir. Taban projektif
diizleminde kolinasyonlarin sagladigi bazi1 6zelliklerin karsilik gelen fuzzy projektif
diizlemde gegerliligi arastirildi. Uyelik dereceleri arasindaki iliskiler kolinasyon altinda
taban noktasinin ve taban dogrusunun invaryant olma durumlarina gore teoremlerle
karakterize edildi. Merkezsel kolinasyonlarin fuzzy karsiliklar1 verildikten sonra, merkez
nokta ve eksen dogrularinin durumlarina gore tliyelik dereceleri arasindaki iliskiler teorem

ve sonuglarla verildi.

6.1 Projektif Diizlemlerde Dontistiimler

Matematigin bir¢ok dalinda oldugu gibi geometride de doniisiimler 6nemli bir yer
tutmaktadir. Doniistimlerin ve doniisiim gruplarinin incelenmesinde iki temel neden vardir:
Birincisi, hangi kosullar altinda iki geometrik yapinin ayni oldugunun belirtilmesine
yarayacak bir yonteme gereksinim duyulmasi; ikincisi de, her geometrinin bazi doniistimler
altinda degismez kalan (korunan) ozelliklerinin incelenmesidir. G6z Oniine alinacak
dontistimler i¢in ilkel kavramlar olan nokta, dogru ve tizerinde bulunma korunmasi gereken

baslica yapilardir.

Tamm 6.1 (N, D,0) ve (N, D', 0") herhangi iki geometrik yapi olsun.
Eger f :NUD — N UD' fonksiyonu
LfN)CN
2.f(D)cD
3.Her Ne N,deDveNod= f(N)o f(d)
kosullarini da saglyorsa f ye (N, D, o) dan (/\/ "D, o/) ye bir homomorfizm denir. Birebir
ve orten ozelligi bulunan homomorfizme izomorfizm denir. Bir geometrik yapiy kendisine

doniistiiren izomorfizme de kolinasyon veya otomorfizm denir (Kaya, 2005).
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Teorem 6.1 f, P = (N, D, o) projektif diizlemiyle bir P’ = (/\/'/, D, o/) projektif diizlemi
arasinda bir izomorfizmse asagidakiler gecerlidir (Kaya, 2005):

1. Her M,N € N, M # N igin f(MV N) = f(M)V f(N)

2.Her c,d € D,c # digin f(cNd) = f(c) A f(d)

3.Her N € N,d € Digin N od = f(N)d f(d).

Teorem 6.2 f, P = (N,D,0) ve P = (./\/'/,D/,o/) projektif diizlemi arasinda bir
homomorfizm olsun. Eger f, N den N ye birebir ve értense P ve P arasinda bir
izomorfizmdir (Kaya, 2005).

Tanim 6.2 P bir projektif diizlem, [ de P nin bir kolinasyonu olsun. Eger P deki bir N
noktast icin f(N) = N ise N i¢in f altinda degismeyen nokta, f altinda de@ismez kalan
nokta yada [ nin bir de@ismez noktasy terimlerinden herhangi biri kullaniliv. Benzer
bigcimde P nin bir d dogrusu i¢in f(d) = d ise d igin f altinda degismeyen dogru, f altinda
degismez kalan dogru ya da f nin bir degismez dogrusu terimlerinden herhangi biri
kullamilir: Ayrica, eger bir d dogrusunun her X noktasi i¢in f(X) = X ise yani d nin her
noktast [ altinda degismez kaliyorsa, f kolinasyonu d yi nokta-nokta degismez birakir
denir. ‘P nin her noktas1 [ altinda degismez kaliyorsa f ye birim kolinasyon ya da
ozdeslik kolinasyonu denir (Kaya, 2005).

PG(2) Fano diizlemi GF(2) sonlu cismi iizerinde projektif diizlemdir. Fano
diizlemi F ile gosterilir. Fano diizlemi 7 nokta ve 7 dogrudan olusur ve en kii¢iik asikar
olmayan projektif diizlemdir. F nin her noktasindan F nin ii¢ dogrusu gecer ve F nin her
dogrusu tizerinde ti¢ nokta vardir. Fano diizleminin otomorfizm grubu L3(2) dir ve 168
elemandan olusur. L3(2) nin noktalarini sabitleyen alt gruplar, mertebesi 24 olan simetrik
gruplardir. Benzer sekilde L3(2) nin bir dogruyu sabitleyen alt gruplar1 da mertebesi 24

olan simetrik gruplardir.

Fano diizleminin otomorfizm grubu olan L3(2) nin eleman sayisi Fano diizleminin 7
noktasini yine Fano diizleminin 7 noktasina gdotiiren birebir oOrten ¢ doniisiimiiniin
kolinasyonlar1 hesaplanarak bulunabilir (¢ :F— JF bir otomorfizmadir). Ilk olarak (1) in
se¢ilmesi i¢in 7 yol vardir ve (1) segildikten sonra ¢(2) nin se¢ilmesi igin 6 yol vardir. ¢
bir kolinasyon oldugundan (1) ve (2) ile belirlenen dogru tizerindeki tigiincii nokta ¢ (3)
olmalidir. Geriye kalan nokta sayisi 4 oldugundan, ¢(4) segmek igin 4 yol vardir. (1) ve
©(4) ile belirlenen dogru tizerindeki kalan nokta ¢(5) olmalidir, ¢(2) ve ¢(4) ile belirlenen

dogru iizerindeki kalan nokta ((6) olmalidir ve son olarak ¢(3) ve ¢(4) ile belirlenen dogru
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tizerindeki kalan nokta ¢(7) olmalidir. Bu yiizden ¢ otomorfizmasimim segilmesi igin
7 x 6 x 4 = 168 yol vardir ve L3(2) otomorfizm grubunun mertebesi 168 dir (Kuijken vd.,
1999).

Ornek 6.1 L3(2) grubunun 168 elemanmindan sadece 8 tanesi,

123 45 6 7 1234567
xr1 = , T2 =

12345 67 21375 6 4

1234567 1234567

3215467 4 26 15 37

123 45 67 1234567
Ty = Tg =

6 2 435 17 53 2 4167

1234567 1234567
T7 = Irg —

72 35 461 53 24167

seklinde verilebilir. Burada x3 € L3(2) ele alimirsa, x¢ elemant p : F — F doniisiimiiniin

p(1) =5, p(2) =3, p(3) =2, p(4) =4, ¥(5) =1, ¥(6) =6, ¥(7) =7
seklinde bir kombinasyonudur. Asagidaki sekilde goriildiigii gibi x¢ elemani F Fano
diizleminin seklini korumaktadir (Sekil 6. 1).

o F—=F

Sekil 6.1 Fano diizleminin ¢ kolinasyonu

Tanim 6.3 d ile d, projektif diizlemde herhangi iki dogru ve M de M ad ve M ad, olacak
bigimde herhangi bir nokta olsun. Her X o d noktast i¢cin Y = (X)) = M X A d; olacak



50

bicimde belirtilen 1  doniisiimiine d dogrusunu dy dogrusuna  doniistiiren

M merkezli bir perspektiflik denir. Bu perspektiflik

% d% d, va dakisaca d% d,

biciminde gosterilir (Kaya, 2005). Ayrica eger 1, d dogrusunun A, B, C, ... noktalarin d,

dogrusunun sirasiyla Ay, By, C4, ... noktalarina doniistiiriiyorsa bu perspektiflik i¢in

M M
w: ABC... - A;B;C,... yadadaha kisa olan ABC... " ABC,...

gosterimi de kullanmilir (Kaya, 2005)(Sekil |6.2).

Sekil 6.2 M merkezli perspektiflik

Tamim 6.4 N ve N, bir projektif diizlemde herhangi iki nokta ve e de N o e ve Ny o' e olacak
bigcimde herhangi bir dogru olsun. N o x ozelliginde her x dogrusu igin
y = YP(z) = (x Ae)V Ny olacak bigimde belirtilen 1) déniisiimiine N de noktadas olan
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dogrulart Ny de noktadas olan dogrulara doniistiiren e eksenli bir perspektiflik denir. Bu

perspektiflik

w: N

I
=
[

N, vada Ni

bigiminde gosterilir.
Ustelik eger 1), N deki demetin a,b,c, ... dogrularini N, deki demetin sirayla a,,b,c, ...

dogrularina doniistiiriiyorsa bu perspektiflik igin

e e
v: abe... - a;bycy ... vadadahakisa olan abc... - a;bycy ...

gosterimi de kullanilir (Kaya, 2005) (Sekil |6.3).

Sekil 6.3 e-eksenli perspektiflik
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Tamm 6.5 Bir projektif diizlemde sonlu sayida aym tip perspektifliklerin bileskesine
izdiisel doniisiim ya da izdiisellik (projectivity) denir. Perspektiflik ve izdiiselliklere
birlikte bir boyutlu doniistimler denir (Kaya, 2005).

Tamimdan da anlasilacagi gibi iki tiirlii izdiisellik s6z konusudur. Bunlardan birincisi iki
dogrunun noktalart arasinda tanimli olan izdiisel doniisiimdiir ki soyle aciklanabilir: n bir
dogal say1, 1 = 1,2,...,n ve M, o d;— 1, M; o d; olacak bicimde M; noktalarini ve d, d;
dogrularini goz oniine alinsin.

n tane

M

Wi di—g = d;

perspektifliklerinin v = V,, — 1...9 bileskesine dy ile d, dogrulart arasinda bir
izdiisellik denilmektedir. Bu izdiisellik ya

Mz Mn
— dz . dn—lT dy

My
dﬂ : dl ,|"'.,

A;, B;, C;, ... noktalari d; dogrusu iizerinde olmak kaydiyla
M Mgz Mn
AuBﬂC{} ™ : A]_B]_Cl e T AszCz T AanCn ™
bigiminde ifade edilebildigi gibi daha kisaca

dy A d, yadaAyByCpy ...A AB,C,, ..
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bi¢imlerinde de gosterilir (Sekil 16.4). Ozel olarak dy = d, olmasi halinde bir dogrunun
kendi kendine bir izdiisel dontistimii soz konusu olur.

Tkinci tip izdiisellik dogru demetleri arasinda taniml olamdir ki o duallikten yararlanilarak
sovle aciklanabilir: + = 1,2,...nve N; — 1 o e, N; 0 e; olacak bicimde e; dogrularini ve

Ny, N; noktalarini goz oniine alalim:

@i Nj—y ENE

perspektifliklerinin

bileskesi verilen Ny ve N, noktadas olan dogrular arasinda bir izdiisel doniisiim olup

genellikle

NoA Np ya da agbgcy...Aap by ¢ ...

ile gosterilir. Ny = N,, olmasi 6zel halinde bir demetin kendi kendisine bir izdiisellik ile
eslenmesi ile meydana ¢ikar.
Her perspektifligin birebir ve orten olmasi nedeniyle her izdiisel doniigiim birebir ve

ortendir.
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Sekil 6.4 Izdiisel doniisiim

Tamim 6.6 f, bir P projektif diizleminin bir otomorfizmi olsun. P nin bir M noktasindan
gecen her x dogrusu igin f(x) = x ise M ye f nin merkezi denir. Benzer olarak P nin bir
e dogrusu tizerindeki her X noktasi icin f(X) = X ise e ye f nin ekseni denir. Eger f nin
bir M merkezi ve bir e ekseni varsa [ ye P nin bir (M, e) — merkezsel kolinasyonu ya da
(M, e) — perspektifligi denir. Ayrica eger M o e ise f ye tteleme, M o c ise f ye homoloji
denir (Kaya,2005).

Tanim 6.7 P projektif diizleminin, G(P) kolinasyonlar grubunun periyodu 2 olan birimden

farkly her elemanina bir involusyonlu kolinasyon ya da involusyon denir (Kaya, 2005).

Tanim 6.8 f, bir P projektif diizleminin herhangi bir kolinasyonu, d de P nin herhangi bir
dogrusu ve f(d) = d olsun. Eger f nin d ye kisitlanmist olan frad— d déniigiimii bir
izdiisellikse f ye izdiisel kolinasyon denir (Kaya, 2005).

Tamim 6.9 P = (N, D, o) herhangi bir projektif diizlem olsun. Bu diizlemde

c: NUD—->NUD

eslesmesi asagidaki ozelliklere sahipse o ya P nin bir korelasyonu denir:
1Lo:NUD— NUDdir
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2.0 birebir ve ortendir,
3.N,N' € N,d,d € Digineger Nod, o(N)=d veo(d) = N ise N od

Projektif diizlemde herhangi bir korelasyon yalnizca dogrulari noktalara ve noktalar1 da
dogrulara birebir ve Orten bigimde eslemekle kalmaz ayni zamanda iizerinde bulunma
bagintisint da korur. Bir korelasyon dogrudas noktalar1 noktadas dogrulara, tamdortgenleri

tamdortkenarlara, tamdortkenarlari tamdortgenlere esler (Kaya, 2005).

Tamim 6.10 P bir projektif diizlem ve o da ‘P nin bir korelasyonu olsun. Eger o ‘P deki her
bir dogruya (bu dogru iizerindeki noktalar kiimesine) ya da herbir noktaya (bu noktadan
gecen dogrular kiimesine) kisitlanmugi bir izdiisellikse o ya ‘P nin izdiisel korelasyonu denir

ve o min d dogrusu ve N noktasina kisitlanmisi sirayla o ,q ve oy ile gosterilir (Kaya, 2005).

Tamim 6.11 K cismi iizerinde V' bir (sol) vektor uzayi olsun. (P, L) = PG(V, K) mn bir
kolinasyonu birebir ve értendir: 7 : PUL — PUL, 7 : L — L iizerinde bulunma
bagintisimi korur. Eger asagidakiler saglantyorsa o : V. — V' birebir orten doniigiimiine
yari lineer doniisiim denir (Landjev, 1998):

Ve,y € V,a(r +y) = ax + ay,

Ve € V\Va € K,3o € AutK, a(ax) = a’«(x)

V nin tiim yar1 lineer doniisiimlerinin kiimesi dontistimlerin birlesim islemi altinda bir gruptur
ve I'L(V, K) olarak gosterilir. Eger K = F, ve V. = FN*lise, T'L(k + 1, q) yazilabilir.
K=F,veV = Fq"\“rl ise tim lineer donistimleri igeren I'L(V, K') nin alt grubu GL(k+1, q)
veya GL(N + 1, q) ile gosterilir.

Teorem 6.3 (Projektif Geometrinin Temel Teoremi 1) V', K cismi iizerinde bir (sol)
vektor uzayr olsun. Her yari lineer doniigiim oo € 'L(V, K), a(K*x) = K*a(z) tarafindan
PG(V, K) mn bir kolinasyonunu iiretir. dimV" > 3 olsun. O zaman PG(V, K) mn her ©
kolinasyonu igin & = T ile birlikte bir yart lineer o € U'L(V, K') doniisiimii vardir. Sirasiyla
o1 ve oy cisim otomorfizmlerine sahip aym kolinasyonu iireten & = 3, a, 3 € TL(V, K)
olsun. O zaman her v € V i¢in B(x) = a(ax) ve her b € K i¢in b°* = (aba™')?" olacak
sekilde a € K* vardw. Tersine, her « € T'L(V, K) yart lineer doniisiimii ve a € K*

5:{1/ N
r — «afax)

doniisiimii i¢in & = 3 ile birlikte
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doniistimii yar lineerdir (Landjev, 1998).

K = FyveV = F'*!ise PG(V, K) nin tiim kolinasyonlarmim grubu PTL(V, K)
veya PI'L(N + 1, q) ile gosterilir. GL(V, K') nin elemanlariyla olusturulan PT"L(V, K') nin
alt grubu PGL(V, K) projektif gruptur. K = F, ve V = FN*"i¢in bu grup PGL(N + 1, q)
ile gosterilir. Sonraki teorem PG L(V, K) nin gegiskenliginin 6nemini vurgular.

Teorem 6.4 (Projektif Geometrinin Temel Teoremi 2) V| K cismi iizerinde k + 1 boyutlu
(sol) vektor uzayi olsun ve Py, Py, ..., P15 ve Q1,Qo, ..., Qo noktalarimin herhangi k + 1
i PG(V,K) mn taban kiimesini olusturan iki noktalar kiimesi olsun. O zaman PT = @),
i =1,2,....k + 2 olacak sekilde tam olarak bir tane 1 € PGL(V, K) kolinasyonu vardwr
(Landjev,1998).

Tamm 6.12 7 yu ¢ ya doniistiiven, 77 = {P"|P € 7} = 7,m € PT'L(V, K) daki noktalarin
¢oklu kiimeleri T ve ¢ denktir (Landjev, 1998).

6.2 Fuzzy Lineer Doniisiimler

Vektor uzaylari arasinda pek ¢ok lineer doniisiim tanimlanabilir. Iki vektdr uzay: arasinda
tanimlanan izomorfizmler birebir ve rten lineer doniisiimlerdir. Izomorf vektor uzaylari es
yapilidir. Izomorfizmler bir vektor uzayinda gegerli olan teoremleri izomorf oldugu vektor
uzayindaki gecerli teoremlere doniistiiriir. iki vektdr uzay: arasndaki izomofizm kavrami

fuzzy vektor uzaylar1 arasindaki izomorfizme genisletilebilir.

Tanim 6.13 £ = (E, 1) fuzzy vektor uzayr ve f : E — F bir lineer doniisiim olsun. Bu
takdirde,

() = {

seklinde tanimlamr (Lubczonok, 1990).
cekf = (cekf, pucerys) ve gorf = (gor f,igors ) seklinde tamimlamnir.

sup{(p)(z) :z € f~Hy)}, [ y) #0
0, fHy) #0

Tamm 6.14 (E4, 1) ve (E2, pio) iki fuzy alt uzay olsun. ¢ : Ey — Es izomorfizmi her v € E;
icin,

pa(z) = pa(p(z))
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sartim saglayacak sekilde varsa (Ei, ) ve (Ea, u2) alt uzaylari izomorfiktir denir
(Abdukhalikov, 1996).

X, F cismi tizerinde tanimli vektor uzayt iken X ten F' ye giden tiim lineer fonksiyonlarin
kiimesi bir vektor uzayidw. Bu uzaya X in dual uzayr denir ve X* ile gosterilir. Benzer

sekilde X* iizerinde p* fuzzy alt kiimesi asagidaki sekilde verilebilir.

Ornek 6.2 R3iin pu : R® — [0,1] fuzzy alt kiimesi her (x,y,z) € R® igin u(x,y,z) = 1
ve R? nin A : R* — (0,1] fuzzy alt kiimesi her (z,y) € R? i¢in N(x,y) = 3 biciminde
tanmimlansin.

Y R3 —  R?

(,y,2) = (z,y)

biciminde tammlanan doniisiim R® iizerinde fuzzy lineer doniisiimdiir:
pve X min R? ve R? iizerinde sirasiyla fuzzy alt uzay olduklarin gosterelim.
Hera,b € Fve A, B € R?ve picin

p(aA +bB) = min {u(A), p(B)}

sartim sagldigindan R? iizerinde ve benzer bigimde \, \(aA + bB) > min {\(A),\(B)}
sartin sagladigindan R? iizerinde fuzzy alt uzayidir:
i ve \, R ve R? iizerinde sirasiyla iki alt uzay olsun.
Her (z,y,2) € R®icin p(x,y, z) = (x,y) olacak sekilde o : i — \ doniisiimii vardir.
Her A, B, s,d € R? i¢in
p(aA+bB) = sup{min{u(aA), n(bB)}},
= Ssup {mm {SD(S)’ (P(d)} rs=aA,d= bB} )
= sup{min{p(s),p(d)} : s = (ax1,ay;,az),d = (bxs, bys, bz2)} ,
= sup{min{p(A),¢(B)}},

> min{p(r), ¢(y)}

Y

oldugundan o, i fuzzy alt uzayi iizerinde bir fuzzy lineer doniisiimdiir.

Fuzzy Lineer Doniisiimler Uzayinin Bir Fuzzy Alt Uzay1

Tamm 6.15 i : X — [0, 1], X vektor uzay iizerinde bir fuzzy alt kiime olsun. X* iizerinde
W fuzzy alt kiimesi f € X* i¢cin asagidaki gibi tanimlanir:

o J1— s {n(e) e € X, F@) £0), £ #0
M(f)—{ 1 —inf{u(z) v e X}, f=0
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(Abdukhalikov, 1996).

Tamim 6.16 E ve L, F cismi iizerinde birer vektor uzayi ve jn : E — [0,1], A\ : L — [0,1]

birer fuzzy alt uzay olsun. ¢ : E — L bir lineer doniisiim olmak tizere eger Vx € F igin,

Alp(x)) = p(x)

sarti saglaniyorsa o ye fuzzy lineerdir denir (Abdukhalikov, 1996) (Sekil |6.3).

N A

0 pw Mo@) |

Sekil 6.5 Fuzzy Lineer Donlisiim

Ornek 6.3 R%iin pu : R® — [0,1] fuzzy alt kiimesi her (x,vy,2) € R® i¢in u(z,y,2) =

2
ve R* nin \ : R* — [0,1] fuzzy alt kiimesi her (x,y) € R? icin \(z,y) = 1 bigiminde
tammlansin.

1

p: R3 —  R?
(z,9,2) — (z,9)

biciminde tammlanan doniisiim R? iizerinde fuzzy lineer doniisiimdiir.

Onerme 6.1 \(0) > 1(0) ise pu den \ ya tammlanan tiim lineer déniisiimlerin kiimesi bir
vektor uzayidwr (Abdukhalikov, 1996).
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Tamm 6.17 E den L ye tamimlanan sifir lineer doniigiimii (E, ) — (L, \) fuzzy alt uzaylar
arasinda fuzzy lineer doniisiim ise fuzzy sifir lineer doniisiimii denir (Abdukhalikov, 1996).

Tamim 6.18 F Hom(u, \) nin v fuzzy alt kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir:

Yo) = {1 —inf {Mp(e) = ple) € B,p(x) # 0} # 0
L= sup {\p(2) = pu(z) 2 € B}, =10

Dolayisiyla eger ¢ # 0 ise v(p), E den alinan her x vektorii igin ya

Alp(z)) — plz) = o

ya da p(x) = 0 olacak sekilde en biiyiik o reel sayisidir (Abdukhalikov, 1996).

Tamim 6.19 Fuzzy priektif diizlem (11, A, I) olsun. Bir fuzzy kolinasyon, fuzzy dogrular
fuzzy dogrulara doniistiiren 11 nin bir permiitasyonudur, béoylece aym sekilde A nin de bir
permiitasyonudur. Tiim fuzzy kolinasyonlarimin kiimesi birlesim islemi altinda bir grup

olusturur, fuzzy Kolinasyon grubu denir (Kuijken ve Maldeghem, 2003).

Tamm 6.20 Bir fuzzy p noktasindan gecen her fuzzy dogru f fuzzy kolinasyonu altinda
invaryant kaliyorsa, o zaman p ye f fuzzy kolinasyonunun merkezi denir. Merkeze sahip
fuzzy kolinasyon merkezsel fuzzy kolinasyon olarak adlandirilir. f fuzzy kolinasyonunun
invaryant fuzzy noktalarimn olusturdugu fuzzy dogruya f fuzzy kolinasyonunun ekseni
denir ve béyle bir eksene sahipse f ye eksensel fuzzy kolinasyon denir. f fuzzy
kolinasyonunun merkezi, ekseni iizerinde ise f ye dzel merkezsel fuzzy kolinasyon denir
(Kuijken ve Maldeghem, 2003).

6.3 Fuzzy Vektor Uzaylarindan Elde Edilen Fuzzy

Projektif Duzlemlerde Kolinasyonlar

Vektor uzaylarinda tanimli homomorfizm izomorfizm tanimlari (Abdulhalikov, 1998),
fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen fuzzy projektif diizlemlere genisletilebilir. Projektif
diizlemlerde tanimli homomorfizm tanimini, fuzzy projektif diizlemlerde asagidaki sekilde

verilecektir.

Tamim 6.21 [P, \] taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlem olan ve [P, ] taban
diizlemi P' = (N "D, o') olan herhangi iki fuzzy projektif diizlem olsun.
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f:P=W,Dyo) = P = (N,D,o) bir homomorfizm olsun. [P, \| fuzzy projektif
diizleminden [P', i) fuzzy projektif diizlemine
Ap) = ave u(f(p)) = B olmak iizere ¥ (p, o) € [P, \| igin

fo P = [Py

fp,0) = (f(p),B) 2a<p
bigiminde tanimlanan f déniisiimiine [P, ] ve [P', ] fuzzy projektif diizlemleri arasinda P

den P’ ye f homomorfizminin tammladig1 fuzzy homomorfizm denir.
f P — P bir izomorfizm olmak iizere ve f : [P, \| — [P’ u] doniisiimii igin
Ap) = a, u(f(p)) = B olmak iizere Vp € N igin,

f(paa) = (f(p)a6>a a=p

sartini saglayan f ye fuzzy projektif diizlemleri arasinda bir f izomorfizminin tammladig

fuzzy izomorfizm denir.

Teorem6.5 f : P = (N,D,0) — P = (N',D,o) bir izomorfizm olsun. f
izomorfizminin tammladigr f igin f - [P, \] — [P, u] bir fuzzy izomorfizm olmak iizere

a) [P, \] da taban noktalar: farkli her (p1, 1) ve (pa, o) fuzzy noktalari igin

f{(p1, 1), (p2, a2))) = <f(p1, 1), f(p27 042)>

dir.
b) [P, \] da taban dogrular: farkly her (L, By) ve (M, Bs) fuzzy dogrulari igin

FUL, B1) N (M, B2)) = f(L, B1) O f(M, B2)
dir.
¢) [P, ] daki (p, &) fuzzy noktasi ve (L, B) fuzzy dogrusu igin p taban noktast L dogrusu
lizerinde degil ise [P, 1] de f(p, @) fuzzy noktast f(L, B) fuzzy dogrusu iizerinde degildir.

fspat  a) f : [P,\] — [P, ] bir fuzzy izomorfizm olsun. [P, \] fuzzy projektif
diizleminde taban noktalar1 farkli (p1, ;) ve (p2, ) fuzzy noktalarini birlestiren fuzzy

dogru

((p1, 1), (p2, 22)) = ((Pr U p2), 01 A az)
dir. Bu noktalarin f altinda gériintiisii

= !/ !

f(p1, 1) = (f(p1), 1), 010 =
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ve
f (D2, a2) = (f(p2), ), v =
dir.
f:P — P ye bir izomorfizm oldugundan f(p,) # f(p,) dir.
Bu yiizden f(p1, ;) ve f(pa, ) fuzzy noktalart [P, u] de farkl iki fuzzy noktadir.
Bu goriintii noktalarinin iirettigi dogru

(f(p1, 1), f(p2, a2)) = ((f(p1), 1), (f(p2), 03))) (1)

olur. Simdi ((p1, ), (pa, o)) dogrusunun goriintiisiine bakilirsa,

FU(pr; ), (P2, 2))) = F({(p1 Ups), an A aa)) = (f(p1 Upa), 1 A )

olur.
f, P den P’ ye izomorfizm oldugundan f(p; U ps) = f(p1) U f(ps) dir.

Fll(p1a0). (P2, @2)) = (f(prUps), 0t Aag) = ((f(p1), a1), (f(p2),aa))  (2)
(1) ve (2) denklemlerinden

F({(p1, ), (p2, 2))) = {f(p1, n), f(p2,2))  (3)

elde edilir.

b) f : [P,\] — [P, ] bir fuzzy izomorfizm olsun. [P, ] projektif diizleminde taban
dogrular farkli (L, 51) ve (M, 35) fuzzy dogrularinin kesisim noktasi
(L, B1) N (M, 3y) = (LN M, 31 A Bo) dir. Bu dogrularin f altinda gériintiisii

F(L,Br) = (F(L),B,), B =By ve f(M,B) = (f(M),B,), B2 = 5o
dir. f : P — P’ ye bir izomorfizm oldugundan f(L) # f(M) dir. Bu yiizden f(L, 3;) ve
f(M, B,) fuzzy dogrular [P, u] de farkli iki fuzzy dogrudur.

Bu goriintii dogrularinin arakesiti olan nokta

olur. Simdi (L, 51) N (M, (35) arakesit noktasinin goriintiisiine bakilirsa,
FUL, B1) 0 (M, B2)) = F(L O M, By A Ba) = (f(LN M), 51 A Bo)

olur.
f, P den P’ ye izomorfizm oldugundan f(L N M) = f(L) N f(M) dir.

FUL,B) N (M, B2)) = FLOM,BiABs)

L
(F(L M), By A By)
(F(L), ) N (F(M), ) (2)
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(1) ve (2) denklemlerinden ve 3; = 53;, i = 1, 2 den

f((LaﬁZ)m(]\/LBZ)) :f(Lvﬁl)mf(MaBQ) (3)

elde edilir (Sekil .6).

(L) f (F(L).a)
/,f"_\\}

(LOM,aApB)

(3, 5) (F(M),B)

Sekil 6.6 f fuzzy kolinasyonu altinda iki fuzzy dogrunun kesisimi

¢) [P, A] daki (p, «) fuzzy noktasi ve (L, §) fuzzy dogrusu igin p taban noktasi L
dogrusu iizerinde degil iken f((p, o)) noktasinin f((L, 3)) iizerinde oldugunu varsayalirsa,
o zaman (p, «) fuzzy noktasi da (L, §) fuzzy dogrusu tizerinde degildir.

f((p,@)) = (f(p),a) noktast f((L,B)) = (f(L),3) dogrusu iizerinde oldugundan
f(p) o f(L) dir. Bu taban diizleminde f : P — P’ ye bir izomorfizm oldugundan p o L
olmasini gerektirir. Bu da hipotezle celisir.

Vektor uzayindan elde edilen fuzzy projektif diizlemlerde tanimli fuzzy kolinasyonun taban
dogrusu, taban noktasi ve iiyelik derecelerine bagl olarak f fuzzy kolinasyonu altinda

invaryant olma 6zellikleri ayrintili bi¢imde asagidaki teoremle incelenmistir.

Teorem 6.6 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \| fuzzy projektif

diizlemi

A PG(V) — [0,1]
q — Qg
P = a p e L\{q}
P — ay, pePGV)\{L}

ap > a1 > a9 biciminde tanimlansin.
P = (N,D,0) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P,\| — [P, \| fuzzy
kolinasyonu verilsin. O zaman

a) ay # a1 # as ise taban noktasi ve taban dogrusu, f fuzzy kolinasyonu altinda invaryant
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kalir.
b) ay # a, = ay ise f fuzzy kolinasyonu altinda, taban noktast invaryant kalr ve taban

dogrusu da taban noktasindan gegen bir dogruya doniistir.

Ispat  a)ay # a; # ay olsun.
Taban noktasi (g, ag) m goriintiisii f(q,a0) = (f(q),a) dir. [P, )] da ag iiyelik dereceli
baska nokta olmadigindan (f(q), ag) taban noktasi olmak zorundadir. f(q) = ¢ oldugundan

f(q,a0) = (g, ao) dir.
Taban dogrusu (L, a1) = ((q,a), (pi,a1)) 2 p; o L oldugundan ve Teorem 6.5 a) sikkindan

f(L,a1)) = (f(q,a0), f(pisar))
((f(a),a0), (f(pi),a1)) (f(q) =4q)
= ((q,a0), (f(pi), a1))
({a, f(pi)) s a0 A ar)
(g, f(p2)) 1)

dogrusudur. a; lyelik dereceli baska dogru olmadigindan

F((L,a1)) = ({@. f(p)) s a1) = (L, 1)

dir.
Buradan taban noktas1 ve taban dogrusu invaryant kalir.
Bu 6nermenin tersi dogru degildir. Taban noktas1 ve taban dogrusu invaryant iken iiyelik
dereceleri farkli ya da esit olabilir.
b) ag # a; = as olsun.
Taban noktasi (g, ag) 1 goriintiisii f(q, ag) = (f(q), ao) dir. [P, ] da ao iiyelik dereceli baska

nokta olmadigindan, (f(q), ag) taban noktasi olmak zorundadir.

f(q) = g oldugundan f(q,a0) = (f(q), a0) = (g, ao) drr.
(q,a0) o (L, ay) ve f izomorfizm oldugundan f(q, ao) o f(L, a;) dir.
Buradan (g, ag) taban noktas1 (f(L), a;) tizerindedir.

f(Lyar) = F({( »ao) (pisa1)))
fq pz7a1)>
(f(q);a )(f(pz) 1))
(¢; ao), f(pi, ar))
qU f(pi),ao A ar)
quU

f(pi), a1)
(4, a0) o (L, a1) = (f(q), ao0) o (f(L),a1) = (f(L), a)

(f(
{
=
(
(
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f(L) = qU f(p;) oldugundan taban dogrusu taban noktasindan gegen dogruya doniismek
zorundadir.
Asagidaki teorem taban noktasi invaryant iken, f fuzzy kolinasyonunun 6zelliklerini ifade

eder.

Teorem 6.7 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \| fuzzy projektif

diizlemi
A: PG(V) — [0,1]

q — Qg
p = a, peL\{qg
P — ay p€ePGV)\{L}
ag > a1 > ao biciminde tanimlansin.
f:P=(N,D,o) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \] — [P, \] fuzzy
kolinasyonu verilsin. Bu kolinasyon altinda taban noktasi invaryant iken
a) Taban dogrusu da invaryant ise en fazla ii¢ tiyelik derecesi olusur.
b) Taban dogrusu taban noktasindan gegen, taban dogrusundan farklt bir dogruya
doniistirse uzayda en fazla iki iiyelik derecesi olusur ve ag > a1 = as saglanir.

¢) Taban dogrusu taban noktasindan ge¢meyen bir dogruya doniismez.

Ispat  a) f(q,a0) = (g, ao) olsun.
(p,a1) o (L,ar), f(p,ar) = (f(p), 1) o L dir.
ag # ay # as alinirsa ¢ farkl iyelik derecesi olusur.
b) f(q,a0) = (g, ay) olsun.
Taban noktasi taban dogrusu tizerinde (¢, ag) o (L, a;) oldugundan ve f fuzzy izomorfizm

oldugundan, taban noktasinin goriintiisii de taban dogrusunun goriintiisii iizerindedir.

f(a,a0) = (q,a0) o f(L,a1) = (f(L),a1) dir.

L # f(L) oldugundan ve taban dogrusu iizerinde olmayan a, tyelik dereceli noktalardan
gectiginden f(L) dogrusunun iiyelik derecesi as olur.

Ancak f(L,a,) = (f(L),a1) = (f(L),ay) dir.

Bu durumda a; = a5 elde edilir.

¢) (¢,a0) o (L,a;) iken f izomorfizm oldugundan

f(q,a0) o f(L,ay) ve (¢q,a0) o (f(L),ay) dir.

Taban noktasi taban dogrusu iizerinde oldugundan goriintiisii de taban dogrusunun goriintiisii
iizerindedir. Ancak taban noktasi invaryant oldugundan goriintii dogrusu taban noktasindan
gecmek zorundadir.

Taban noktas1 goriintii dogrusu {izerindedir.
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Teorem 6.8 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \] fuzzy projektif

diizlemi

A PG(V) — [0,1]
q — Qg
P = p e L\{d}
P — ay p€ePGV)\{L}

ap > a1 > ag biciminde tanimlansin.
f:P = (N,Do) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P,\] — [P, )]
fuzzy kolinasyonu verilsin. Bu kolinasyon altinda taban noktast invaryant olmasin ve taban
dogrusu tizerinde bir noktaya doniissiin.

a) f kolinasyonu altinda taban dogrusu invaryant ise ag = a, > ay saglanr.

b) f kolinasyonu altinda taban noktas: taban dogrusu iizerinde kendisinden farkl bir

noktaya doniigsiin o zaman uzayda bir tek iiyelik derecesi olusur.

Ispat  a) f(g,a0) = (f(q), a1)
(q,a0) o (L,a,) iken f izomorfizm oldugundan

f(QanO) .f(L al)
(f(q),a1) o (f(L), 1)

Buradan ay = a; elde edilir. Taban dogrusu iizerinde (p, a;) noktalar1 yine taban dogrusu
iizerindeki (p', a;) noktalari ile eslesir.
b) (q,a0) o (L, a;) iken f izomorfizm oldugundan f(q,ag) o f(L,a;)
Buradan ag = a4 dir.
(L, a;) uzerindeki taban noktasindan farkli (p,a;) noktalart ay tyelik dereceli noktalara

doniistiigiinden a; = as dir. O zaman ag = a; = as elde edilir.

Teorem 6.9 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \| fuzzy projektif

diizlemi

A PG(V) = [0,1]
q — Qo
p = a, pe L\{q}
P — ay, p€PGWV)\{L}

ag > a1 > ao biciminde tanimlansin.
f:P=(N,D,o) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \] — [P, \] fuzzy
kolinasyonu verilsin. Bu kolinasyon altinda taban noktasi taban dogrusu iizerinde olmayan

bir noktaya doniissiin. O zaman uzayda bir tek iiyelik derecesi olusur.
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Ispat Taban noktasi, taban dogrusu iizerinde olmayan bir noktaya déniistiigii icin f(q, ag) =
(f(q),az) oldugundan f(q), L dogrusu iizerinde degildir.
f 1izomorfizm oldugundan ag = a, dir.

Uzayda tiyelik dereceleri arasindaki ag > a; > ay sartindan
ap = a; = G2

elde edilir.

Sonug¢ : Taban noktasi taban dogrusu iizerinde kendisinden farkli bir noktaya doniisiirse f
altinda taban dogrusu invaryant kalmaz.

Ispat (¢, ag)o(L, a,) oldugundan ve f(q), L dogrusu iizerinde olmadigindan f(q)oL', L' # L
dir.

L=qUpveq,polL

f(L) = f(q) U f(p) # L oldugundan L dogrusu invaryant kalmaz.

Teorem 6.10 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, )] fuzzy projektif

diizlemi

A PGV) — [0,1]
q — Qg
p = a p€ L\ {q}
D — ay p€ePGV)\{L}

ag > a1 > ao biciminde tanimlansin.
f:P=(N,D,o) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \] — [P, \] fuzzy
kolinasyonu verilsin. Bu durumda

a) P projektif diizleminde [ kolinasyonu altinda p ve q noktalart invaryant ise [P, \| da
(p, @) ve (q, B) fuzzy noktalarinn iirettigi fuzzy dogru f kolinasyonu altinda invaryant kalir.

b) P projektif diizleminde L ve M, f kolinasyonu altinda degismez kalan dogrular ise
[P, da (L, ) ve (M, ) fuzzy dogrularimin arakesiti f fuzzy kolinasyonunun bir degismez
fuzzy noktasidir.

¢) L dogrusu P taban projektif diizleminde f kolinasyonu altinda nokta-nokta invaryant
ise, (L, ) fuzzy dogrusu da [P, \| da f fuzzy kolinasyonu altinda nokta-nokta invaryanttir.

d) L, ve Ly dogrulart f kolinasyonu altinda nokta-nokta invaryant ise f fuzzy
kolinasyonu [P, \| min her noktasini invaryant burakir.

e) P taban projektif diizleminde p noktasindan gecen dogrular f kolinasyonu altinda
invaryant ise [P, \| da (p, ) fuzzy nokytasindan gegen fuzzy dogrular invaryanttir.

f) p1 ve ps noktalari P projektif diizleminde f kolinasyonu altinda dogru-dogru

invaryant ise [P, N min her dogrusu f fuzzy kolinasyonu altinda invaryant kalr.
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Ispat  a) (p,a) ve (¢,3), f fuzzy kolinasyonu altinda degismez kalan fuzzy noktalar

olsun.

Bu durumda f(p, &) = (f(p), @) = (p, @) ve f(q,8) = (f(q), B) = (¢, B) olur.

fl(p.@),(@.8))) = flpUganp)

(flpUq),anp)

(f(p) U f(a), N B) (f izomorfizm)

= (pUq,aNpP) (pveqnoktalar invaryant)
{(p,

), (q,5))

((pq) , @ A B) fuzzy dogrusu f kolinasyonu altinda invaryant kalir.
b) (L, a) ve (M, B), f fuzzy kolinasyonu altinda degismez kalan fuzzy dogrular olsun.
Bu durumda f(L,a) = (L, ) ve f(M, 3) = (M, j3) olur.

F((L,a) N (M, B)) = f(LNM),aAp)
f(LOM),a A p)

(
— (F(L)NF(M),aAB) (f holinasyon)
(LN M,aNB) (LveM invaryant )

(L N M, a A ) fuzzy noktas: f kolinasyonu altinda invaryant kalir.
¢) L tizerinde Vp icin f(p) = p dir. V(p, @) o (L, B) i¢in f(p,a) = (p, @)

f(p,a) = (f(p),a), po L

f kolinasyonu L dogrusunu nokta-nokta invaryant biraktigindan f(p) = p dir.
Yani (L, 3) nokta- nokta invaryanttir.
d) ¢) sikkindan (L, o) ve (Lg, ) dogrulart f fuzzy kolinasyonu altinda nokta- nokta
invaryanttir.
(p, p) ©(L1, 1) ve (La, a2) olsun.
(p, i) noktasindan gegen iki farkli fuzzy dogru (M, 51) ve (Mz, B2) olsun.
Yy, 29 0 M i¢in x1 o Ly , Ly nokta- nokta degismez oldugundan f(x;) = (z1)

xo o Lo ve Ly nokta-nokta degismez oldugundan

f(x2) = (w2), f(My) = (M)

(L;, ), i = 1,2 dogrular f kolinasyonu altinda nokta-nokta invaryant oldugundan

f(xMBZ) = (xzaﬁz) ve f(yi77i) = (%7%)7 1= 17 2
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dir.
(o) = (21, B1), (@2, 82)) 0 (W1, 71), (Y2,72))
= (2122, 51 A B2) N (Y1y2, 71 A 2)
fo.p) = F((z1me, B A B2) N (Y1y2, 11 A 2))
= [l Nyiye), BAY), BLABr=Bm Ay =7
= (f(z1z2 Ny1ya), BAY)
= (f(@1m2) N f(y192), B A7), (f kolinasyon)
= (f@)f(22) 0 f() f(y2), BN 7)
= (122N Y12, BNA7)
= (p.w)
elde edilir (Sekil b.7).

(Lyay)

(Vi)

(x:,a::]V(},:’a:j (L,.a;)
(2. ¥)

Sekil 6.7 f fuzzy kolinasyonu altinda (L, 3) dogrular1 nokta-nokta invaryant

e) P taban projektif diizleminde p noktasindan gecen dogrular f kolinasyonu altinda

invaryant olsun.
Yani VL o pigin f(L) = L dir. V(L, ) o (p, &) igin

elde edilir.
f) p1 ve po noktalar1 P projektif diizleminde f kolinasyonu altinda dogru-dogru invaryant
olsun. e) sikkindan (p;, ;) noktalarindan gegen her fuzzy dogru invaryanttir.

(M, o) = (p1, 1) U (p2, aa), . = a A ap olsun.

f(M,Oé) = (Mva)
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P1, 1) Ve pa, (ip) noktalarindan gegmeyen bir (L, 3) fuzzy dogrusunu alalim.

L,B) = (x1,81) N (x2, B2), B = B1 A B2 olmak lizere
P12, a1 A ) N (129, B1 A B2) = (g, 1) noktasini alalim.

M;a)n (L, B) = (¢, p), p = A
q, 1) o (M, a) ve (M, o) invaryant oldugundan (g, ;1) dan gegen her dogru invaryant olur.
q, 1

(
(
(
(
(
(

w) o (L, ), f kolinasyonu altinda (g, ;) dan gegen her dogru invaryant oldugundan
f(x1, Br) = (21, 1), [ (22, B2) = (22, 2) olur.

(L,B) = (21,51) U (22, 5)
= ($11‘2751 A Ba)
F(L.B) = [f((x1,Br) U (22, 52))

/\/‘\

= f
(f(z122), Br A Ba)
(f(z1)f(x2), B1 A B2), (f kolinasyon)
= (2129, 51 A B2)
(
(

122, b1 A\ 2)

r1, f1 ) (xz,ﬂz)
L,p)

Ornek 6.4
N = Nnog, N1, ..., Ng

L; =n;,n;41,n13 (mod 7)
n; o L;
olmak iizere P = (N, D, o) bir Fano diizlemi olsun. Fano diizleminin noktalari arasinda
tanimll
f:N =N, f(n;) =ni1,i=0,1,...,6 (mod 7) kolinasyonu goz éniine alinsin.
Taban diizlemi bu Fano diizlemi olan [P, )| fuzzy Fano projektif diizlemindeki f yardimiyla
tammlanan f . [P,\] — [P, ) fuzzy kolinasyonun sabit noktast yoktur. Ciinkii f fuzzy

kolinasyonunun tanmiminda

f(ni,a) = (f(ny),a) = (niy1,a), a € (0,1],i=0,1,...,6

dir. Buradan goriildiigii gibi herhangi bir (n;, o) fuzzy noktast kendisinden farkl bir fuzzy
noktaya gitmektedir.
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Teorem 6.11 [P, \] fuzzy projektif diizleminin taban projektif diizlemi P = (N, D, o) olsun.
Taban projektif diizlemindeki [ kolinasyonu yardimila tammlanan [P, )| daki fuzzy
projektif diizleminin fuzzy kolinasyonu f : [P, \] — [P, \] verilsin.

Taban projektif diizleminde f kolinasyonu altinda L dogrusu nokta-nokta invaryant ve L
lizerinde olmayan farkli iki nokta f altinda invaryant kaliyorsa, o zaman f : [P, \] — [P, )]

fuzzy birim kolinasyondur.

Ispat Taban projektif diizleminde tanimlanan bir f kolinasyonu bir L dogrusunu nokta-nokta
invaryant ve L lizerinde olmayan p ve ¢ noktalar1 da invaryant biraksin. O zaman Teorem 6.10
¢) sikkindan f(p, az) = (p, az) ve f(q,az) = (¢, az) dir.

Teorem 6.10 d) sikkindan f fuzzy kolinasyonu her noktay1 invaryant birakir. Boylece f birim
kolinasyondur (Sekil [6.8).

(Lrai)

\[ﬂ"al)

(bay)

(qr CI,:)

(r,a)

Sekil 6.8 f altinda invaryant fuzzy noktalar

Teorem 6.12 f fuzzy kolinasyonu bir fuzzy noktasini dogru-dogru invaryant birakirsa bu

noktadan ge¢cmeyen herhangi bir dogruyu nokta-nokta invaryant birakur.

Ispat (p, ) , f fuzzy kolinasyonu altinda dogru-dogru invaryant fuzzy nokta olsun.
(L, ) da (p, ) dan gegmeyen fuzzy dogru olsun.
Durum 1: Varsayalim ki f(L, ) = (L, 3) olsun.

Taban diizleminde her x o L noktasi = px N L olarak verilsin.
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flx,y) = (flpxNL),7)
= (f(px)N f(L),7), (f,[P,Ada kolinasyon)
= (pxmLaV) = (Iv’y)

dir. Dolayist ile (L, 3) dogrusu, nokta-nokta invaryanttir.

Durum 2: Varsayalim ki f(L, 3) # (L, 3) olsun.
Bu kolinasyon altinda (p, &) dan gegmeyen (L, 3) da farkli bir (L', 3'), L # L' dogrusuna
doniissiin.

Bu iki dogrunun ara kesit noktasi

(L,B)N(L,B),y=BAp
= {(p,a), (n,7)) N f(L,B)
(pn,a Ny) N f(L, B)
fny) = flon,any)nf(L,8)
(f(pn),a Ay) N (F(L),B)
= (pn.aAy)N(f(L),8)
(pn N f(L),a Ay AB)
(n,8), (y=BAS)

dir. Dolayist ile (L, ) dogrusu, nokta-nokta invaryanttir.

6.4 Fuzzy Projektif Duzlemlerde Merkezsel Kolinasyonlar

Bu boliimde projektif diizlemlerde tanimlanan merkezsel kolinasyonlarin, fuzzy projektif
diizlemlerde karsilik gelen fuzzy merkezsel kolinasyon tanimi verilecek ve bu

kolinasyonlarin 6zellikleri ayrintili bicimde incelenecektir.

Tanmim 6.22 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan fuzzy projektif diizlem
[P, \] olsun.[P, \] mn bir f fuzzy kolinasyonu alinsin.

[P, \] da bir (p,q) fuzzy noktasindan gecen her fuzzy dogru f fuzzy kolinasyonu altinda
invaryant kaliyorsa, (p, ) ya f fuzzy kolinasyonunun merkezi denir. Bir merkeze sahip
olan fuzzy kolinasyon merkezsel fuzzy kolinasyon olarak adlandirilir.  f  fuzzy
kolinasyonunun  invaryant  fuzzy noktalarimn  olusturdugu  fuzzy — dogruya  f

fuzzy kolinasyonunun ekseni denir.
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(M,a) merkezine ve (e,) eksenine sahip olan f fuzzy kolinasyonuna
(M, ), (e, 3)) — merkezsel fuzzy kolinasyon denir. Merkezsel kolinasyonda merkez
eksen iizerinde ise f ye fuzzy oteleme, merkez eksen iizerinde degil ise f ye
fuzzy homoloji denir. Ozel olarak fuzzy birim kolinasyon icin uzayda her fuzzy nokta
merkez ve her fuzzy dogru da eksen olarak diistiniilebilir. Bu yiizden fuzzy birim kolinasyon
hem fuzzy ételeme hem de fuzzy homolojidir.

Bir f fuzzy kolinasyon altinda merkezden gegen dogrular invaryant oldugundan merkez,
nokta ve goriintiisii fuzzy dogrudastir. Fakat merkezden gecen dogrularin iizerindeki

noktalar birbiriyle yer degistirebilir.

Teorem 6.13 Fuzzy Fano diizleminin her fuzzy homolojisi bir birim kolinasyondur.

Ispat [P, \] fuzzy Fano diizleminin (M, o) merkezli, (e, 3) eksenli homolojisi f olsun. f
fuzzy homoloji oldugundan taban diizleminde merkez eksen iizerinde degildir.

Varsayalim ki f birimden farkl1 bir fuzzy kolinasyon olsun. Merkez ve eksen iizerindeki her
nokta invaryanttir. Fano diizleminin biitiin noktalari merkezden geg¢en fuzzy dogrular
iizerindedir. Dolayisiyla bu dogrularin hepsi eksenle kesistiginden iki noktasi invaryant
kalir. Merkezden gecen bu dogrularin birini merkez, digeri de eksen iizerindeki nokta
oldugundan f altinda invaryanttir. Geriye M den gecen dogru iizerinde goriintiisii belli
olmayan bir nokta kalir. Bu da merkez nokta ve goriintiisii dogrudas oldugundan kendisine
doniismek zorundadir. Bu durumda o nokta da invaryant kalir. Dolayisiyla her nokta

invaryant kalir. f fuzzy birim kolinasyondur.

Teorem 6.14 Fuzzy Fano diizleminin birimden farkli bir tek fuzzy merkezsel kolinasyonu

vardir.

Ispat f, Fuzzy Fano diizleminin bir fuzzy merkezsel kolinasyonu olsun. Bir &nceki
teoremden f fuzzy homoloji ise f birim fuzzy kolinasyondur.

Varsayalim ki f fuzzy 6teleme olsun.

Merkez eksen tizerindedir. Merkez ve eksen tlizerindeki noktalar invaryanttir. Eksen
disindaki hehangi bir noktanin goriintiisii, kendisini merkezle birlestiren bir dogru iizerinde
olmak zorundadir. Merkez kendisine doniistiiglinden birbirine eslesen iki nokta
bulunmaktadir. Nokta kendisine doniisiirse f birim fuzzy kolinasyon olur ya da diger
noktaya dontisiir ise birimden farkli bir tek merkezsel fuzzy kolinasyon vardir.

Sonug¢ Fuzzy Fano diizleminin birimden farkli bir tek fuzzy 6telemesi vardir.
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Teorem 6.15 Taban projektif diizleminde f : P = (N,D,o) — P = (N,D,o), M
merkezli kolinasyon olmak iizere f : [P, \] — [P, \] merkezsel fuzzy kolinasyonu verilsin.
a) Merkez, f merkezsel fuzzy kolinasyonu altinda invaryanttir:

b) Eksen, f merkezsel fuzzy kolinasyonunun altinda invaryanttir.

Ispat  a) Merkezin tanimindan merkezden gegen fuzzy dogrular invaryanttir.

(M,0) = (L1,51) N (L2, Ba)
= (LiN Ly, B1 A fa)
f(M,0) = (f(M),a)
= f(LiN Lo, i A fo)
f(L1N La), B A fBa)
f(L) N f(La), @), BiAPr=«
LiN Ly, )

(
=
(
(M, )

b) Eksen tanimindan eksen tizerindeki her (p;, «;), 7 = 1,2,...n igin

f(pi,oq) = (pi,a;),1=1,2
e=piUpave (e, B) = ((p1, 1), (P2, a2))

fle,8) = f(prUps, o Aay)
(f(p1Up2), 00 A as)
(f(p1) U f(p2),c1 A a), (f, eeksenli merkezsel kolinasyon)
= (p1Upa, a1 Aag)
(

e,aq A ag)

Teorem 6.16 f, bir (M, o) merkezli fuzzy kolinasyon olsun. Eger f,merkezden ge¢meyen iki
farkly dogruyu invaryant birakirsa f birim fuzzy kolinasyondur:

Ispat (Ly, 31) ve (Lo, B2), [P, \] da merkezden gegmeyen iki farkli invaryant fuzzy
dogru olsun.
Teorem 6.5 b) sikkindan bu dogrularin arakesit noktasi f altinda invaryant kalur.
f altinda merkez invaryant oldugundan ve merkezden gegen her dogru invaryant

oldugundan (L1, 31) ve (Lo, 32) ile (M, o) dan gegen her fuzzy dogrunun arakesit noktasi f
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altinda invaryanttir. Boylece merkez (L;, ;) tizerindeki her nokta invaryant oldugundan ve
Teorem 6.11 den nokta-nokta invaryant kalan bir fuzzy dogru {lizerinde olmayan iki fuzzy

nokta invaryant kaldigindan f fuzzy birim kolinasyondur.

Teorem 6.17 FP = (FN, FD, o) bir fuzzy projektif diizlem olsun.

A: PG(V) — [0,1]
q — Qo
p = a, peL\{g}
P — ay pePGV)\{L}
fuzzy projektif diizlemi ve ag > ay > ao sarti altinda
f:(FN,FD,o) — (FN,FD,o) kolinasyonu verilsin.
f de bir e— ekseninden gegen, (M, aq) merkezli FP fuzzy projektif diizleminin bir fuzzy
kolinasyonu olsun.
a) f kolinasyonunun merkezi M o L ve M oe iken (q, ay) fuzzy nokta ise M oe, f fuzzy
kolinasyonunun ekseninin olmasi igin a; = as olmalidur.
b) f kolinasyonu altinda merkezi M oL , M oe ve f(e) = e ise f fuzzy kolinasyonunun
ekseninin olmasi i¢in (M, as) merkez olmalidir:
¢) M oL ve f(L) # Ligin Ly N f(Ly) = n, noktast verilsin. f fuzzy kolinasyonunun

ekseninin olmasi i¢cin a; = ao olmalidir.

Ispat  a) f kolinasyonunun merkezi M o L ve M oe iken (q, ag) fuzzy noktasi verilsin.

Durum 1 : (py, a;) o (e, az) ve (p2, az) o (e, az) noktalari alinsin. p; = gp; N e olsun.

f(pr,a1) = f((gp1,a1) N (e, a2)) = (gp1 Ne,az) = (p1,az)

Bu durumda a; = a, esitligi saglanir ve (e, as), f fuzzy kolinasyonunun eksenidir (Sekil

6.9.
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(q.a0)=M

/(P1» ) (; o) (e, a,)

Sekil 6.9 Eksen lizerinde olmayan merkez, taban noktasi

Durum 2 : f kolinasyonunun merkezi M o L, (M,a;) ve M oL iken f(e) = e
dogrusunun f fuzzy kolinasyonunun ekseni olmasi igin merkez (M, a;) noktasinin taban
noktasindan farkli ve M o L dogrusunun taban dogrusu olmalidir (Sekil 6.10).

(q.ap)

(M,a,)

/(pl’ a,) (e.az)

Sekil 6.10 Eksen iizerinde olmayan, taban noktasindan farkli merkez

b) f kolinasyonu altinda merkezi M oL, M e ve f(e) = e olsun. x o e i¢in x noktasinin
tiyelik derecesi a; veya as olabilir. x = Mz Neigin f(x) = f(Mzx)N f(e), x noktas: eger

ay Uyelik derecesine sahip ise

fl@,a1) = f((Mz,a2)N (e, az))
= f(Mz,a2) N f(e, az)
Mz, as) N (e, az)
Mz Ne,a)

esitliginden a; = as elde edilir.

x noktasi eger a, liyelik derecesine sahip ise



flz,a2) = (Mz,az) N (e, az)

= (MxnNe, as)
<I> a’2)
dir (Sekil b.11)).
(q.a,)
(M, “:)

%‘Tr a,) (6:62)

Sekil 6.11 Eksen ve taban dogrusu iizerinde olmayan merkez

¢) M oL ve f(L) # Ligin Ly N f(L;) = ny noktas1 verilsin.
f fuzzy kolinasyonu altinda, (n, o) fuzzy noktas1 invaryanttir.

= Mny N Ly noktasi f kolinasyonu altinda,

f(n,0) = f(Mny,as) N f(Ly,as)
(Mny,a2) O (f(L1), az)
(Mnlﬂf(Ll) 2)

Buradan oo = a4 elde edilir.
F(M, ag) = (M, ao)

f(”17a2) = (1, as)

f fuzzy kolinasyonu altinda invaryant kalr.

} < (e,a2) = (Mny,as)

z o Mn; noktas1 alinsin.
(x,a) o (Mny,as) < a = as olmalidir.
f(z,a3) = f(MniN Ly, as)
(Mny,as) 0 (f(Lz), as)
= (Mni N (f(L2),a2)
(

l’,CLQ)

76
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Bu durumda Mn; dogrusu e— eksen dogrusudur.
x o Mny, (x,a1) = (Mny N Lg, ay) i¢in

flz,ar) = f((Mny,az) N (Ly), as)
= f(Mny,a2) N f(La, as)
= (Mny N (f(Lz),az)

Bu durumda a; = a, elde edilir.
Sonu¢ FP = (FN, FD, o) bir fuzzy projektif diizlem olsun.

A PG(V) — [0,1]
q — Qg
p = a, pe L\ {q}

P — a2, pe€PGV)\{L}

fuzzy projektif diizlemi ve ay > a; > ay sart1 altinda

f: (FN,FD,o) — (FN,FD,o) birimden farkli bir fuzzy kolinasyonu verilsin. Merkez

noktasi var iken, eksenin var olabilmesi i¢in a; = a dir.

Teorem 6.18 Taban projektif diizlemi P olan bir [P, ] fuzzy projektif diizlemi

A PG(V) = [0,1]
q — Qg
p = a, pe L\ {q}

P — a2, pePGV)\{L}

ag > ay > ag bigiminde tammlansin. f : P — P bir (M, e)— merkezsel kolinasyon olsun.
Bu déniisiim yardimiyla tammlanan f . (FN,FD,o) — (FN,FD,o) fuzzy kolinasyonu

da merkezsel kolinasyondur.

Ispat P projektif diizleminde e eksen oldugundan f merkezsel kolinasyonu altinda nokta-
nokta invaryanttir. Teorem 6.10 ¢) sikkindan (e, 3) fuzzy dogrusu da [P, \] da f altinda nokta-
nokta invaryanttir. Bu yiizden (e, 3) dogrusu f altinda eksendir.

Benzer bigimde M noktas1 P taban projektif diizleminde merkez oldugundan dogru-dogru
invaryanttir. Teorem 6.10 e) sikkindan (M, o) fuzzy noktasi da [P, \] da f altinda dogru-
dogru invaryant kalir. Bylece (M, o) f altinda merkezdir. Buradan f fuzzy kolinasyonu M
merkez noktali, e eksene sahip bir merkezsel fuzzy kolinasyondur.

Sonug P taban projektif diizleminde f merkezsel kolinasyonuna karsilik gelen [P, A| da bir
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merkezsel fuzzy kolinasyon vardir.

Teorem 6.19 Taban projektif diizlemi P olan bir [P, | fuzzy projektif diizlemi

A: PG(V) — [0,1]
q — Qo
p = a, pe L\{q}
P — as, p€PGV)\{L}

ap > ay > ag bigiminde tammlansin. f : P — P bir (M, e)— merkezsel kolinasyon olsun. Bu
déniisiim yardimiyla tanimlanan f - (FN,FD, o) — (FN,FD,o) fuzzy kolinasyonunun

merkezinin var olmast icin gerek ve yeter kosul ekseninin var olmasidur.

Ispat P taban projektif diizleminde f kolinasyonunun projektif geometrideki teorem (f in
merkezinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir ekseninin var olmasidir (Kaya, 2005) ) ve
Teorem 6.18 den f altinda merkez var ise merkezden gegen dogrular nokta-nokta invaryant
olacagindan f nin merkezi (M, o) olsun. O zaman M, P de f nin merkezidir. f de merkezi
var ise eksenide var oldugundan e dogrusu P de eksendir. Eksen {izerindeki her nokta
invaryant oldugundan Teorem 6.10 c¢) sikkindan [P,\] da bir (e, 3) fuzzy dogrusu
nokta-nokta invaryant olacak sekilde vardir ve eksendir.

f nin ekseni (e, 3) olsun. O zaman e P de f nin ekseni oldugundan ve projektif geometride
ekseni varsa merkezi de var oldugundan M noktasi P de merkezdir. Merkezden gecen her
dogru invaryant oldugundan Teorem 6.10 e) sikkindan [P, A] da bir (M, «) fuzzy noktasi

dogru-dogru invaryant olacak sekilde vardir ve merkezdir.



79

7. SEZGISEL FUZZY PROJEKTIF DUZLEMLERDE
DONUSUMLER

Sezgisel fuzzy vektdr uzaylar1 ayritili bir bicimde Boliim 5.2 de incelendi. Bu
bolimde sezgisel fuzzy vektér uzaylarindan elde edilen sezgisel fuzzy projektif
diizlemlerde sezgisel fuzzy izomorfizm, homomorfizm, kolinasyon ve sezgisel fuzzy
merkezsel kolinasyon kavramlar1 tanimlanarak bu sezgisel fuzzy dontigsiimlerin 6zellikleri,
iiyelik dereceleri arasindaki iligkiler, invaryant biraktigi ozellikler analiz edilmis ve
diizlemin tyelik dereceleri ile ilgili teoremler ve sonuglar verilmistir. Taban projektif
diizleminde kolinasyonlarin sagladigi bazi oOzelliklerin karsilik gelen sezgisel fuzzy
projektif diizlemde gegerliligi arastirilmistir.  Uyelik dereceleri arasindaki iliskiler
kolinasyon altinda taban noktasinin ve taban dogrusunun invaryant olma durumlarina gore
teoremlerle incelenmistir. Merkezsel kolinasyonlarin sezgisel fuzzy karsiliklar1 verildikten
sonra, merkez nokta ve eksen dogrularinin durumlarina gore iiyelik dereceleri arasindaki

iliskiler sunulmustur.

7.1 Sezgisel Fuzzy Lineer Doniisiimler

Bu boélimde Abdulhalikov’un ¢aligmalarindaki fuzzy lineer doniistimler ile ilgili tanim,
teorem ve ispatlarin sezgisel fuzzy karsiliklar1 sezgisel fuzzy lineer donilisiim tanimindan
yararlanilarak verilmektedir (Abdulhalikov, 1998; Santhosh, 2011).

Tanim 7.1 F' cismi iizerinde tanmimly iki vektor uzayr V ve W olmak iizere, V den W ya
tamml lineer doniisiim T olsun. (V, Ay, puy) ve (W, A\w, pw), F cismi iizerinde birer
sezgisel fuzzy vektor uzay olsunlar. Nx € V i¢in, 0 < Ay(z) + py(z) < 1 ve
0 < Aw(z) + pw(z) < 1 olmak iizere, Vx € V igin

Aw (T'(2)) = Av(x) ve pw(T(x)) < pv(x)

sartlari saglanyorsa T ye (V, Ay, v ) sezgisel fuzzy vektor uzayindan (W, Ay, uw ) sezgisel
Sfuzzy vektor uzayina tanimli sezgisel fuzzy lineer doniisiim denir.

Tamm 7.2 'V den W ya tammlanan sifir lineer doniisiimii (V, Ay, puv) — (W, Aw, uw)
sezgisel  fuzzy alt wuzaylart arasinda  sezgisel fuzzy lineer  doniisiim  ise

sezgisel fuzzy sifir lineer doniisiimii denir.
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Ornek 7.1 (F, R), Ar(0) = Ar(1) ve pur(0) = pur(1) olacak sekilde R nin sezgisel fuzzy

cismi olsun. Eger Ty : R®* — R?, Ty(ay,as,a3) = (a9, a) lineer doniisiim olsun.

prxr(Ti(ar, az,a3)) = max {pr(az), pr(as)}
< maz {pr(ar), pr(az), pr(as)}

= MFxeF(al,amG:a)

ve benzer olarak

Apsp(Th(ar, az, a3)) > Apspxr(ar, az, as);

oldugundan (T\,(F x F x F,R?),(F x F, R?),(F, R)) sezgisel fuzzy lineer doniisiimdiir
(Santhosh, 2011).

Ornek 7.2 (F,R), Ar(0) = A\p(1) ve up(0) = pup(1) olacak sekilde R nin sezgisel fuzzy
cismi olsun. Eger Ty : R® — R? Ty(ay, as,a3) = (a; + as, a1 + a3) seklinde lineer déniisiim

ise,

prxr(Ta(ar, az,as)) = prxp(ar + az, a; + az)
< max {pr(ar), pr(az), pr(as)}

= NFXFXF(a17a27a3)

ve benzer olarak

Arxr(To(ar, az,a3)) > Apxpxrp(ar, az, as)

oldugundan (Ty, (F x F x F,R?),(F x F, R?),(F, R)) sezgisel fuzzy lineer doniisiimdiir
(Santhosh, 2011).

Onerme 7.1 Eger T : (V, Ay, pv) — (W, A\w, pw) sezgisel fuzzy lineer doniisiim ise, o
zaman Ny €Y i¢in, \yw(0) > Ay (y) ve benzer sekilde iy (0) < py(y) saglamr (Santhosh,
2011).

Ispat 1y (0) = pw (T(0)) < py(0) < py(y) ve benzer sekilde Vo € W igin, Ay (0) =
Aw (T(0)) > Ay (0) > Ay (z) elde edilir.
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Onerme 7.2 Ay (0) > A (0) ve puw(0) < uy(0) sartlarint saglayan (V, \y, py) den
(W, Aw, bw) ve tammlanan tim lineer doniisiimlerin kiimesi bir sezgisel fuzzy vektor

uzaydir.

Ispat V vektor uzayindan W vektdr uzayma tanimli 77 = 0 doniisiimii asikar lineer
doniisiim oldugundan, bu kiime bostan farklidir. Hipotezden ve sifirin iiyelik derecesinin ait
olma iiyelik derecesine gore en biliyiik, ait olmama {iiyelik derecesine gore en kiigiik

olmasindan,

Aw (T'(x)) = Aw (0) = Av(0) = Av(z) ve pw(T(x)) = pw(0) < py(0) < py (z)

dir. T,7", V den W ya iki lineer déniisiim ve a,b € F olsun. O zaman, (V, Ay, piy/) ve

(W, Aw, uw ) sezgisel vektor uzayi olddugundan ve yukaridaki esitsizliklerden

M ((aT + 0T (2)) = Aw (aT(x) + 0T (x)) > My (T(x)) ANT (2)) > Ay ()

Ve

pw (T +0T) (@) = pw (T (2) + 6T (2)) < p (T(2)) V (T (2)) < ()

esitsizlikleri saglanir.

Tamm 7.3 (V) Ay, 1) ve (W, Ao, po) iki sezgisel fuzzy alt uzay veNe € Vigin f -V — W

bir izomorfizm olsun.

o (VoA ) = (W Ao, p2) fla, Au(@), pa () = (f(2), Aa(f (), p2(f(2))) bigiminde
tamimly sezgisel fuzzy lineer doniigiimii ¥Yx € V igcin A\ (x) = Aao(f(2)) ve pr(x) = pa(f(2))
sartlarint saglyorsa f ye (V, )\, 1) ve (W, Ay, j1p) sezgisel fuzzy alt uzaylar: arasinda

sezgisel fuzzy izomorfizm ve bu uzaylara da sezgisel fuzzy izomorfiktir denir.

7.2 Sezgisel Fuzzy Vektor Uzaylarindan Elde Edilen

Sezgisel Fuzzy Projektif Duzlemlerde Kolinasyonlar

5. Boliimde sezgisel fuzzy vektor uzayindan elde edilen sezgisel fuzzy projektif diizlemde
nokta, dogru ve iizerinde bulunma kavramlari incelendi. Bu bdliimde klasik projektif
diizlemdeki kolinasyonlarin ve kolinasyonlarin 6zel bir tipi olan merkezsel kolinasyon

kavramlarimin sezgisel fuzzy karsiliklar1 tanim, teorem, sonuglarla verilmektedir.
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Tamim 7.4 [P, Ap, up| taban diizlemi P = (N, D, o) olan ve [73/, )\P/,upf] taban diizlemi

’

)

= (N /,D/,o/) olan herhangi iki sezgisel fuzzy projektif diizlem olsun.
(W, D,0) (N, D', ) homomorfizm ve Ap(p) = @, jip(p) = B
p (f(0)) = o', ppr(f(p) = B olmak iizere ¥ (p, v, B) € [P, Ap, pip] igin

>

- f_: [P7)\P7/’LP] — [Pl7>\73'7:u73':|
f(p,e,8) = (f(p),a',8)2a<a, >0

bigiminde tanimlanan f déniisiimiine [P, p, jip] den [P,,Apl,upl} yve sezgisel fuzzy

projektif diizlemleri arasinda f homomorfizminin tanimladig: sezgisel fuzzy

homomorfizm denir.

Tanmim 7.5 [P, Ap, up| taban diizlemi P = (N, D, o) olan ve [77,, Ap, ,up/} taban diizlemi

P = (N ’,D’,o’) olan herhangi iki sezgisel fuzzy projektif diizlem olsun.
f:(N,D,0) = (N',D',0) bir izomorfizm ve
M) = app(p) = BAp(f) = o up(flp) = B olmak iizere

v(paauﬁ) € [7)7)\737/'677] i¢in

- f_: [Pa)‘PuuP] — [Pl7)‘73’7:u73’}
flp.a.8)=(f(p).a . 8)sa=d =0

bigiminde tammli doniisiime [P, \p, up| den [Pl,)\»,;l,,u»p/] ve sezgisel fuzzy projektif

diizlemler arasinda f izomorfizminin tammladig sezgisel fuzzy izomorfizm denir.

/

Teorem7.1 f : P = (N,D,0o) —» P = (N/,D/,o/) bir izomorfizm olsun. f
izomorfizminin tammladig1 f icin f : [P, \, u] — [73/,)\/,#/} bir sezgisel fuzzy izomorfizm
olmak iizere

a) [P, )\ ] da taban noktalar: farkli her (pi,ai, 1) ve (p2,aa, o) sezgisel fuzzy

noktalari icin
f(((pl,abﬁl) , (P2, a2, B2))) = <f(p17041>51)af(P2>Oé2,ﬁ2)>

dir.
b) [P, \ u| da taban dogrulart farkli her (L,~,01) ve (M, ~s,02) sezgisel fuzzy

dogrulart i¢in

f ((La’Yl,Ul) N (Ma 72,02» = f(La’YbUl) N f(M7 72,02)
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dir.
¢) [P, \, u] daki (p, «, B) sezgisel fuzzy noktasi ve (L, y, o) sezgisel fuzzy dogrusu i¢in p
taban noktasi1 L dogrusu tizerinde degil ise [73', N, u'] de f (p, a, B) sezgisel fuzzy noktast

f(L,~,0) sezgisel fuzzy dogrusu iizerinde degildir.

Ispat a) f : [P\, pu] — [PI,X,//] bir sezgisel fuzzy izomorfizm olsun. [P, \, y]
sezgisel fuzzy projektif diizleminde taban noktalart farklt (py,aq,51) ve (p2, s, 52)

sezgisel fuzzy noktalarini birlestiren sezgisel fuzzy dogru

(1, a1, Br), (P2, 2, B2)) = ((P1Up2) ;o1 A ag, B1 V Ba)

dir. Bu noktalarin f altinda gériintiisii

f(pr,a1,B1) = <f(P1)aa/1a51> , O = 04/1751 = 51

Ve

[ (p2, a2, B2) = <f(292),a/2,ﬁ;> iy = 0y, B = By

dir.

f:P — P ye bir izomorfizm oldugundan f(p,) # f(p,) dir.

Bu yiizden f (p1, a1, 81) ve f (p2, s, 32) sezgisel fuzzy noktalart [P', X', ;'] de farkl iki

sezgisel fuzzy noktadir. Bu goriintii noktalarinin tirettigi dogru

(FpranB1), F (a0, 82)) = ((Fo), 0l 1) ()05 B)) ()

olur. Simdi ((p1, a1, 1), (p2, e, B2)) dogrusunun goriintiisiine bakilirsa,

F{(pr, 00, 81) 5 (P2, 00, 2)) = f({(p1Up2),cn Aaa, BV Ba))
= (f(prUp2), 1 N, 31V Bo)

olur.
f, P den P’ ye izomorfizm oldugundan f (p; U ps) = f (p1) U f (p2) dir.

Fltpron ) rm00,2)) = (F (0 Upa) i A5V 5)
= ((fe0.01.8) (G0 8)) @)

(1) ve (2) denklemlerinden

f{(p1, 01, 51) , (D2, 2, B2))) = {f (p1, 01, B1) , f (pa, 2, o)) (3)
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elde edilir.

b) f: [P.A\ul — [P, XN, 1] bir sezgisel fuzzy izomorfizm olsun. [P, \, 4] sezgisel
fuzzy projektif diizleminde taban dogrular farkli (L, ~q,01) ve (M, e, 02) sezgisel fuzzy
dogrulariin kesisim noktasi

(La%aal) N (M,72,U2) = (LOM;% N vz, 01 \/02)

dir. Bu dogrularin f altinda goriintiisii

f(L7’7170-1) = (f(L)’Oé/1761> y V1 = 7;70-1 = 0-11

veE

f(Mafy%o-Q) = (f(M)77;70/2> V2 = 7570-2 = 0-/2
dir.
f:P — P ye bir izomorfizm oldugundan f(L) # f(M) dir.
Bu yiizden f (L,v1,01) ve f (M, s, 09) sezgisel fuzzy dogrular: [73', N, ,u'} de farklr iki

sezgisel fuzzy dogrudur. Bu goriintii dogrularinin arakesiti olan nokta

F (L) N F (My,00) = (£(L),7101) 0 (f (M), 7,05)
= (F@)NF )7 A0l Vo) L

olur. Simdi (L, vy, 01) N (M, 9, 02) arakesit noktasinin goriintiisiine bakilirsa,

f((La71agl)m(M7’72aO-2)) :f<LmM771/\’y;70-/1\/0-l2> = <f<LmM)771/\’7;’U,1\/0-/2>

olur.
f, P den P’ ye izomorfizm oldugundan f (LN M) = f (L) N f (M) dir.

FULy,00) 0 (M, 79,09)) = f(
= (f (LN M) 71/\727U1V02>
(1)

A0) 0 (D) Ah0s) @)

LM,y Ay, 01V 09)

(1) ve (2) denklemlerinden ve v; = 7;, 0; = 0;, i = 1, 2den

f((La’YbUl) N (M, 72702)) = f(L771701> N f.(Ma 72,02) (3)
elde edilir (Sekil 7.1).
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(L7:.0)) f (F(L), v, 1)
/'_“\\5

(L NM,yy A Yo, 01V 03)

(M,y,,0,)
(f(M),V2,03)

Sekil 7.1 f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda iki sezgisel fuzzy dogrunun kesisimi

¢) [P, A u| deki (p,«, ) sezgisel fuzzy noktasi ve (L,v,o0) sezgisel fuzzy
dogrusu igin p taban noktast L dogrusu iizerinde degil iken f ((p,a,3)) noktasinin
f((L,v,0)) iizerinde oldugunu varsayalim. O zaman (p, a, 3) sezgisel fuzzy noktasi da
(L,~,0) sezgisel fuzzy dogrusu iizerinde degildir.
F((pa,8) = (F(p),0,8) noktast f((L,7,0) = (f(L),7.0) dogrusu izerinde
oldugundan f (p) o f (L) dir. Bu taban diizleminde f : P — P ye bir izomorfizm

oldugundan p o L olmasini gerektirir. Bu da hipotezle ¢elisir.

Sezgisel vektor uzaydan elde edilen sezgisel fuzzy projektif diizlemlerde taniml
sezgisel fuzzy kolinasyonun taban dogrusu, taban noktasi ve iiyelik derecelerine bagl
olarak f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda invaryant olma ozellikleri ayrintili bigimde

asagidaki teoremle incelenmistir.

Teorem 7.2 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \, u] sezgisel fuzzy

projektif diizlemi
(A p): PG(V) — [0,1] x[0,1]
q — (a0, bo)
— (alvbl)ﬂ peL\{Q}

p = (axb), pePGV)\{L}

ag > a1 > Ao, bg < by < by, 0 < a; +b; < 1,1 =0, 1, 2 biciminde tanimlansin.
f:P = (N,D,o) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \, u] — [P, \, ]
sezgisel fuzzy kolinasyonu verilsin. O zaman

a) ag # a, # as ise taban noktasi ve taban dogrusu, f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda
invaryant kalir.

b) ay # a1 = as ise f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda, taban noktast invaryant kalir ve

taban dogrusu da taban noktasindan gecen bir dogruya doniisiir.
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Ispat  a) ay # a1 # ay olsun.
Taban noktast (g, ag, by) 1n goriintiisii f(q, ag,bo) = (f(q), ao,bo) dir. [P, \, u] de (ao, bo)
tiyelik dereceli bagka nokta olmadigindan (f(q), ao,bo) taban noktasi olmak zorundadir

f(q) = q oldugundan f(q, ag, by) = (g, ao, b) dr.
Taban dogrusu (L, a1,b1) = ((¢, a0, bo), (pi, a1,b1)) > p; o L oldugundan ve Teorem 7.1 a)
sikkindan

F((Lya1,b0)) = (f(q,a0,b0), f(pi,a1,b1))

((f(a), a0, b0), (f(pi), ar,b1)) . (f(q) =q)
= ((g,a0,b0), (f(pi), ar,br))

({g, f(pi)) a0 N ar,bo V by)

(g,

= (& f(pi)),a1,b1)

dogrusudur. (aq, by) tiyelik dereceli bagka dogru olmadigindan

F((L,a1,b1)) = ((g, [ (p)) , a1, b1) = (L, a1, by)

dir.
Buradan taban noktas1 ve taban dogrusu invaryant kalir.
Bu 6nermenin tersi dogru degildir. Taban noktas1 ve taban dogrusu invaryant iken iiyelik
dereceleri farkli ya da esit olabilir.

b) ag # a; = as olsun.
Taban noktasi (g, ag, bg) m gériintiisii f(q,ao,b0) = (f(q), a0, bo) dir. [P, A, 1] da (ag, bo)
tiyelik dereceli baska nokta olmadigindan, (f(q), ag, by) taban noktas1 olmak zorundadir.
f(q) = q oldugundan f(q,a,bo) = (f(q), ao,bo) = (q, a0, bo) dur.

(q,a0,b0) o (L,ay,by) ve f izomorfizm oldugundan f(q, ag, bo) o f(L, a1, b;) dir.
Buradan (g, ao, by) taban noktas1 (f(L), a1, by) lizerindedir.

f(Lya1,b1) = F({(g, a0,b0), (pi, a1,1)))

= (f(q,a0,bo), f(pi,as,br))
(f(a), a0, o), (f(pi), ar,br))

(¢, a0, b1), (f (pi), a1, 1))
qU f(pi),a0 N ai, by V by)
qU f(pi), a1,b1)

(¢ a0, bo) © (L, ar,b1) = (f(q), a0, bo) o (f(L),a1,b1) = (f(L), az, bs)
f(L) = qU f(p;) oldugundan taban dogrusu taban noktasindan gegen dogruya doniismek

{
{
= (
(

zorundadir.

Asagidaki teorem taban noktasi invaryant iken, f sezgisel fuzzy kolinasyonunun

Ozelliklerini ifade eder.
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Teorem 7.3 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \, u] sezgisel fuzzy

projektif diizlemi
(): PGV) = [0,1] x [0,1]
q - (a0, bo)
p = (a,bh), p e L\{q}

p = (anby), pePGV)\{L}

ag > a1 > a9, by < by < by, 0< a; +b; <1,i=0,1,2 biciminde tanimlansin.
f:P=(N,D,0) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \, ] — [P, \, ]
sezgisel fuzzy kolinasyonu verilsin. Bu kolinasyon altinda taban noktasi invaryant iken

a) Taban dogrusu da invaryant ise en fazla ii¢ iyelik derecesi olusur.

b) Taban dogrusu taban noktasindan gegen, taban dogrusundan farklt bir dogruya
doniistirse uzayda en fazla iki iiyelik derecesi olusur, ag > a1 = as ve by < by = by
saglanr.

¢) Taban dogrusu taban noktasindan ge¢meyen bir dogruya doniismez.

Ispat ) f(q,a0,b0) = (q, ap, by) olsun.
(p,a1,by) o (L,ay,by)iken, f(p,a1,b1) = (f(p),a1,b1) o L dir.
ag # a1 # as almirsa ti¢ farkli iiyelik derecesi olusur.
b) f(q, a0, b) = (g, ag, by) olsun.
Taban noktasi taban dogrusu iizerinde (q,ag,by) o (L, ayi,b;) oldugundan ve f sezgisel
fuzzy izomorfizm oldugundan, taban noktasinin goriintiisii de taban dogrusunun goriintiisii

uzerindedir.

f(q,a0,b0) = (q,a0,b0) © f(L,a1,b1) = (f(L),a1,b) dir.
L # f(L) oldugundan ve taban dogrusu iizerinde olmayan (as,by) lyelik dereceli
noktalardan gectiginden f(L) dogrusunun iiyelik derecesi (as, by) olur.
Ancak f(L,a1,by) = (f(L),a1,b1) = (f(L), ay, by) dir.
Bu durumda a; = as, by = b, elde edilir.
¢) (q,a0,bo) o (L,ay,by) iken f sezgisel fuzzy izomorfizm oldugundan
f(q,a0,b0) o f(L,ay,by) ve (q,a0,bo) o (f(L),a,b;) dir.
Taban noktasi taban dogrusu iizerinde oldugundan goriintiisii de taban dogrusunun
goriintilisii iizerindedir. Ancak taban noktasi invaryant oldugundan goriintii dogrusu taban

noktasindan gegmek zorundadir. Taban noktas1 goriintii dogrusu lizerindedir.
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Teorem 7.4 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \, u] sezgisel fuzzy

projektif diizlemi
()i PGV) = [0,1] x [0,1]
q — (ao, bo)
p = (a1,br), p€ L\{q}

p = (ax,b), pePGV)\{L}

g > a1 > o, by < by < by, 0<a; +b; <1,i=0,1,2 biciminde tanimlansin.
f:P = (N,D,o0) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \, ] — [P, \, ]
sezgisel fuzzy kolinasyonu verilsin. Bu kolinasyon altinda taban noktasi invaryant olmasin
ve taban dogrusu tizerinde bir noktaya doniisstin.

a) f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda taban dogrusu invaryant ise ay = a; > as ve
by = by < by saglanir.

b) f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda taban noktas: taban dogrusu iizerinde kendisinden

farkl bir noktaya déniissiin o zaman uzayda bir tek iiyelik derecesi olugur.

Ispat  a) Taban dogrusu f altinda invaryant kalsin. (q,ag,by) o (L,a;,b;) iken f
kolinasyon oldugundan

f(q7a07 bU) o .f(Laala bl)
dir.

f(g,a0,b0) = (f(q),a1,b1) o (f(L),a1,b1)

olur. Buradan ag = ay, by = b; elde edilir. Taban dogrusu tizerinde (p, a1, by ) sezgisel fuzzy
noktalar1 yine taban dogrusu tizerindeki (p/, ay, by ) sezgisel fuzzy noktalar1 ile eslesir.

b) (¢, ao,bo) o (L, ay,b;) iken f izomorfizm oldugundan f(q, a, by) o f(L,ay,b;)
ve buradan ag = a1, by = by dir.
(L,ay,by) lizerindeki taban noktasindan farkli (p, aq,b;) sezgisel fuzzy noktalari (az, bs)
iiyelik dereceli noktalara doniistiiglinden a; = ay ve by = by dir. O zaman ay = a; = as ve
by = by = by elde edilir.

Teorem 7.5 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \, u] sezgisel fuzzy

projektif diizlemi
(A, p): PG(V) — [0,1] x[0,1]
g —  (ao, bo)
p — (alvbl)ﬂ pGL\{Q}
p = (axb), pePGV)\{L}
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ag > a1 > o, by < by < by, 0< a; +0; <1,1=0, 1, 2 biciminde tanimlansin.

f:P = (N,D,o) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \, u] = [P, \, ]
sezgisel fuzzy kolinasyonu verilsin. Bu kolinasyon altinda taban noktasi taban dogrusu
tizerinde olmayan bir noktaya doniissiin. O zaman uzayda bir tek sezgisel fuzzy iiyelik

derecesi olusur.

Ispat Taban noktasi, taban dogrusu iizerinde olmayan bir noktaya doniistiigii igin
f(q,a0,b0) = (f(q),as,by) oldugundan f(q), L dogrusu iizerinde degildir.

f 1izomorfizm oldugundan ag = as ve by = b, dir.

Diizlemde iiyelik dereceleri arasinda ag > a1 > as ve bg < by < by, 0 < a; +b; < 1,

1 =0, 1, 2 sartindan ay = a; = as ve by = by = by elde edilir.

Sonug¢ : Taban noktasi taban dogrusu iizerinde kendisinden farkli bir noktaya déniisiirse f
sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda taban dogrusu invaryant kalmaz.

Ispat (q,ao,by) o (L,a1,b;) oldugundan ve f(q), L dogrusu iizerinde olmadigindan
f(q)oL', L' # L dir.

L=qUpveq,polL

f(L) = f(q) U f(p) # L oldugundan L dogrusu invaryant kalmaz.

Teorem 7.6 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan bir [P, \, u] sezgisel fuzzy

projektif diizlemi
(A p): PG(V) — [0,1] x[0,1]
q — (a07 bO) )
p — (alvb1)7 peL\{Q}
p — (a27 bQ) ) D€ PG<V) \ {L}

g > a1 > o, by < by < by, 0<a; +b; <1,i=0,1,2 biciminde tanimlansin.
f:P=(N,D,o) = P = (N,D,o) bir kolinasyon olmak iizere f : [P, \, u] — [P, \, ]
sezgisel fuzzy kolinasyonu verilsin. Bu durumda

a) P projektif diizleminde f kolinasyonu altinda p ve q noktalar: invaryant ise [P, A, y]
de (p, o, B) ve (q, 0, B') sezgisel fuzzy noktalarinn iirettigi sezgisel fuzzy dogru f sezgisel
fuzzy kolinasyonu altinda invaryant kalwr.

b) P projektif diizleminde L ve M, f kolinasyonu altinda degismez kalan dogrular ise
[P\, u] de (Lo, B) ve (M,o,3) sezgisel fuzzy dogrularimin arakesiti f sezgisel fuzzy
kolinasyonunun bir degismez sezgisel fuzzy noktasidir.

¢) L dogrusu P taban projektif diizleminde f kolinasyonu altinda nokta-nokta invaryant
ise, (L,a, B) sezgisel fuzzy dogrusu da [P, )\, ] de f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda

nokta-nokta invaryanttir.
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d) L, ve Ly dogrular: f kolinasyonu altinda nokta-nokta invaryant ise f sezgisel fuzzy
kolinasyonu [P, \, u| niin her sezgisel fuzzy noktasini invaryant birakur.

e) P taban projektif diizleminde p noktasindan gegen dogrular f kolinasyonu altinda
invaryant ise [P, \, ] de (p, o, B) sezgisel fuzzy noktasindan gegen sezgisel fuzzy dogrular
invaryanttir.

P p1 ve po noktalari P projektif diizleminde f kolinasyonu altinda dogru-dogru

invaryant ise [P, \, u] niin her dogrusu f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda invaryant kalu.

ispat  a) (p,a,B) ve (¢.o, ), f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda degismez kalan
sezgisel fuzzy noktalar olsun. Bu durumda

fp,e,8) = (f(p), . B) = (b, B) ve f(g,0', B) = (f(q),a,8) = (q.0, )

olur.

F{(pa.B) (a0 8)) = fpugana,gvg)

(fpug)ana,Bv )

= (f(p)U flq),ana,BVE) (fizomorfizm)
(pUq,oz/\a,B\/ﬁl) (p, q noktalar invaryant)

— ((p.a.8), (g0 8))

((pq) ,aNa', BV (') sezgisel fuzzy dogrusu f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda invaryant
kalur.

b) (L, o, B) ve (M,a'B"), f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda degismez kalan sezgisel
fuzzy dogrular olsun. Bu durumda f(L, o, 8) = (L, a, B) ve f(M, o', 5') = (M, o, 8') dir.

fUL,a, ByN (M, o, 8)) = f(LNM),ana,BVS)
= (f(LNM),ana,BVj3)

f kolinasyon oldugundan, f((L,a, 3) N (M,a',8)) = (f(L)N f(M),a A,V ()
ve L ve M dogrular1 invaryant oldugundan,

J(L,o, )0 (M0, f)) = (LOM,aNa', BV )
elde edilir. Béylece (L N M,a A o, 3 V B') sezgisel fuzzy noktas1 f sezgisel fuzzy
kolinasyonu altinda invaryant kalir.
¢) L tizerinde Vp i¢in f(p) = p dir.
Y(p.a, B) o (L, o, §) igin f(p, o, ) = (p, @, B)

fp,o,8) = (f(p).a,B), po L
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f kolinasyonu L dogrusunu nokta-nokta invaryant biraktigindan f(p) = p dir.
Yani (L, o, ') nokta- nokta invaryanttir.
d) c) sikkindan (L, oy, B1) ve (Lg, az, B2) sezgisel fuzzy dogrulari f sezgisel fuzzy
kolinasyonu altinda nokta- nokta invaryanttir.
(p, A, 1) @(Ly, a1, B1) ve (Lg, e, B2) olsun.
(p, A, 11) noktasindan gecen iki farkli sezgisel fuzzy dogru (Mi,ay, 3,) ve (Ms, oy, By)
olsun.
Va1, 9 0 My igin zq o Ly , Lq nokta- nokta degismez oldugundan f(x;) = (x1)

x9 o Ly ve Ly nokta-nokta degismez oldugundan

fx2) = (x2), f(M) = (M)

(L, a4, i), @ = 1, 2 sezgisel fuzzy dogrulart f kolinasyonu altinda nokta-nokta invaryant
oldugundan

/

2) = (l’i, (I;»,

/

]F(l'i,O[;, 7,) ve .f(ylvfylao-z) = (yia’)/ivo-i)v 1=1,2

dir.

(p7 /\nu) = <(ZE1,Q{/1,B;)7 (ZE%QIQ’B;)> N <(y1a’7170-1>a (y2772’0-2)>
= ($1$2,04,1 N algaﬁi v 5;) N (Y1y2, 71 A2, 01V 02)

flp, A\ p) = 122, 041 A 042751 \ 52) (1hy2, 1 A2, 01 V 02))

f((
{041/\042—0/ 51\/52 eh
Y1 A\ Y2 oyVoy=0
F((@122 Nypye), 0 Ay, BV o)
(f(z122 Nyaya), @ Ay, BV o)
(f(z122) N f(y192), @' A, 'V o), (f kolinasyon)
= (P ) 0 F) Fm).a A BV o)
($1x2ﬂy1y2,a Av,B Vo)
(P,

1)

elde edilir.

e) P taban projektif diizleminde p noktasindan gecen dogrular f kolinasyonu altinda
invaryant olsun.
VL opigin f(L) = Lolsun. Y(L,a', 8') o (p, a, B) igin

FL.o,B) = (f(L),a,8) = (L,a', )
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f) p1 ve p, noktalar1 P projektif diizleminde f kolinasyonu altinda dogru-dogru
invaryant olsun.
e) sikkindan (p;, oy, B;) sezgisel fuzzy noktalarindan gecen her sezgisel fuzzy dogru

invaryanttir.
(M, e, B) = (p1, a1, B1) U (P2, a2, f2), 0 = oq A g, B = 1 V B2 olsun.

f(M7a7/8) = (M,Oé,/B)

(p1, a1, B1) ve (pa, ag, B2) sezgisel fuzzy noktalarndan gegmeyen bir (L,a’, 3') sezgisel
fuzzy dogrusu alinirsa,

(L,a', B) = (x1,ay, B) N (22, an, By), 0" = ) Ay, B = 5, V f, olmak iizere

(p1pa, a1 A ag, BV B2) N (2129, 0] A ay, By V By) = (g, A, 1) noktast alinirsa,

(Mo, B)N (Lo, 8) = (g, A\ p), A=aha,p=8Vp

(g, \, ) o (M, v, 5) ve (M, v, 3) invaryant oldugundan (g, A, ) dan gegen her sezgisel
fuzzy dogru invaryant olur.

(¢, \, ) o (L,oa,"), f kolinasyonu altinda (g, \, ) dan gecen her dogru invaryant

oldugundan
flay,ay, By) = (21,04, 8), f(x2, ap, 8y) = (w2, 03, B,) olur.

(L7a,175;) = (l‘l)allvﬁi) U ($2aal27ﬁé)
= (7122, 04/1 A 0/2751 v 5;)
]?([ﬁa/laﬂ;) = f (xlv&;aﬁ;>u<x27al27ﬁ;))

~—~

T1Ta, 0y A iy, BV By)
(f(z1m2), 00 A g, By V By)
(f(21) f(w2), 00 Aoy, BV By), (f kolinasyon)
= (2129, 00 Ay, By V By)
(
(

= f

(21
(21

Ty, allv 5;) U (3327 O/27 B;)
L,a), B,)

Ornek 7.3
N =mng,ny,...,ng

L; = ni,niy1,ni43 (mod 7)
n; o LZ
olmak tizere P = (N, D, o) bir Fano diizlemi olsun. Fano diizleminin noktalari arasinda

tammh f : N — N, f(n;) =n;1,i=0,1,...,6 (mod 7) kolinasyonunu goz oniine alalim.
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Taban diizlemi bu Fano diizlemi olan [P, \, n] sezgisel fuzzy Fano projektif diizlemindeki f
yardimiyla tamimlanan f : [P, X\, ] — [P, \, ] sezgisel fuzzy kolinasyonun sabit noktast

yoktur. Ciinkii f sezgisel fuzzy kolinasyonunun taniminda

f(ni, o, B) = (f(ni), e, B) = (nig1, 0, ), o, € (0,1],0<a;+b;,<1i=0,1, ..., 6

dir. Buradan goriildiigii gibi herhangi bir (n;, «, [3) sezgisel fuzzy noktasi kendisinden farki
bir sezgisel fuzzy noktaya gitmektedir.

Teorem 7.7 [P, \, u| sezgisel fuzzy projektif diizleminin taban projektif diizlemi
P = (N,D,o) olsun.

Taban projektif diizlemindeki [ kolinasyonu yardimiyla tammlanan [P, \, j1] deki sezgisel
fuzzy projektif diizleminin kolinasyonu f : [P, \, u| — [P, \, u] verilsin.

Taban projektif diizleminde f kolinasyonu altinda L dogrusu nokta-nokta invaryant ve L
lizerinde olmayan farkli iki nokta f altinda invaryant kaliyyorsa, o zaman

[P\ p] — [P, A\, u] sezgisel fuzzy birim kolinasyondur:

Ispat Taban projektif diizleminde tanimlanan bir f kolinasyonu bir L dogrusunu nokta-nokta
invaryant ve L lizerinde olmayan p ve ¢ noktalar1 da invaryant biraksin. O zaman Teorem 7.6
¢) sikkindan f(p, az, ba) = (p, as, bs) ve f(q, az,bs) = (q, az, by) dir.

Teorem 7.6 d) sikkindan f sezgisel fuzzy kolinasyonu her noktay1 invaryant birakir. Béylece,

f sezgisel fuzzy birim kolinasyondur.

Teorem 7.8 f sezgisel fuzzy kolinasyonu bir sezgisel fuzzy noktayr dogru-dogru invaryant
birakirsa bu noktadan ge¢meyen herhangi bir sezgisel fuzzy dogruyu nokta-nokta invaryant

birakir.

Ispat (p, o, B) , f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda dogru-dogru invaryant sezgisel fuzzy
nokta olsun.
(L,a',3") da (p, a, B) dan gegmeyen sezgisel fuzzy dogru olsun.

Durum 1: Varsayalim ki f(L,a’, 8') = (L, o', 3") olsun.

Taban diizleminde her x o L noktasi = px N L olarak verilsin.
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f(z,7,0) = (flprNL),7,0)
= (flpz) N f(L),v,0), (f,[P. A, p] de kolinasyon)
= (prNL,y,0)=(2,70)
Dolayistile (L, o, 3') sezgisel fuzzy dogrusu, nokta-nokta invaryanttir.
Durum 2: Varsayalm ki f(L,a’, ') # (L,a’, 8") olsun.
Bu kolinasyon altinda (p, o, ) dan gegmeyen (L,«’, ) da farkli bir (L', ", 8"),L # L’
dogrusuna doniigsiin.

Bu iki dogrunun ara kesit noktasi

(n,v,0) = (L,a,fYn(L,a".8"), v=a Aa',o=8 V3
= {(p,, 8), (n,7,0)) N f(L, 0, B)
(pn,a Ny, BV o) f(L,a, )
f(n,v,0) = flpn,aAv,BVo)Nf(La,5)
(f(pn),a Ay, BV o) N (f(L),a’,f)
(pn, Ay, BV o) N (f(L),a, )
= (mnf(L),aAyAa,BVaV )
(n.a',8), (y=a na',o=p5 Vg

elde edilir. Dolayist ile (L, a, 6') sezgisel fuzzy dogrusu, nokta-nokta invaryanttir.

7.3 Sezgisel Fuzzy Projektif Duizlemlerde Sezgisel Fuzzy

Merkezsel Kolinasyonlar

Bu boéliimde projektif diizlemlerde ve fuzzy projektif diizlemlerde tanimlanan merkezsel
kolinasyonlarin, sezgisel fuzzy projektif diizlemlerde karsilik gelen sezgisel fuzzy
merkezsel kolinasyon tanimi verilecektir ve bu kolinasyonlarin 6zellikleri ayrintili bigimde

incelenecektir.

Tanim 7.6 Taban diizlemi P = (N, D, o) projektif diizlemi olan sezgisel fuzzy projektif
diizlem [P, \, 1] olsun. [P, \, y] niin bir f sezgisel fuzzy kolinasyonu alinsin.

[P, \, 1] de bir (p, o, B) sezgisel fuzzy noktasindan gegen her sezgisel fuzzy dogru f sezgisel
fuzzy kolinasyonu altinda invaryant kaliyorsa, (p, o, ) ya f sezgisel fuzzy
kolinasyonunun merkezi denir. Bir merkeze sahip sezgisel fuzzy kolinasyon merkezsel

sezgisel fuzzy Kolinasyon olarak adlandiriliv. f sezgisel fuzzy kolinasyonunun invaryant
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sezgisel fuzzy noktalarinin olusturdugu sezgisel fuzzy dogruya f sezgisel fuzzy

kolinasyonunun ekseni denir. (M, «,3) merkezi ve (e,o8') eksenine sahip olan f
kolinasyonuna (M, o, ), (e, 8')) — merkezsel sezgisel fuzzy kolinasyon  denir.
Merkezsel kolinasyonda merkez eksen iizerinde ise f ye sezgisel fuzzy oteleme, merkez
eksen iizerinde degil ise [ ye sezgisel fuzzy homoloji denir. Ozel olarak sezgisel fuzzy
birim kolinasyon icin uzayda her sezgisel fuzzy nokta merkez ve her sezgisel fuzzy dogru da
eksen olarak diistiniilebilir. Bu yiizden sezgisel fuzzy birim kolinasyon hem sezgisel fuzzy

oteleme hem de sezgisel fuzzy homolojidir.

Bir f sezgisel fuzzy kolinasyon altinda merkezden gecen dogrular invaryant
oldugundan merkez, nokta ve goriintiisii sezgisel fuzzy dogrudastir. Fakat merkezden gecen

dogrularin iizerindeki noktalar birbiriyle yer degistirebilir.

Teorem 7.9 Sezgisel fuzzy Fano diizleminin her homolojisi bir birim kolinasyondur.

Ispat [P, \, j1] sezgisel fuzzy Fano diizleminin (M, o, ) merkezli, (e, o' ') eksenli sezgisel
fuzzy homolojisi f olsun. f sezgisel fuzzy homoloji oldugundan taban diizleminde merkez
eksen tlizerinde degildir.

Varsayalim ki f birimden farkli bir sezgisel fuzzy kolinasyon olsun. Merkez ve eksen
tizerindeki her nokta invaryanttir. Fano diizleminin biitiin noktalar1 merkezden gecen
sezgisel fuzzy dogrular iizerindedir. Dolayisiyla bu dogrularin hepsi eksenle kesistiginden
iki noktas1 invaryant kalir. Merkezden gecen bu dogrularin birini merkez, digeri de eksen
iizerindeki nokta oldugundan f altinda invaryanttir. Geriye M den gecen dogru iizerinde
goriintiisii belli olmayan bir nokta kalir. Bu da merkez nokta ve goriintlisii dogrudas
oldugundan kendisine doniismek zorundadir. Bu durumda o nokta da invaryant kalir.

Dolayisiyla her nokta invaryant kalir. f sezgisel fuzzy birim kolinasyondur.

Teorem 7.10 Sezgisel fuzzy Fano diizleminin birimden farkli bir tek sezgisel fuzzy merkesel

kolinasyonu vardur.

Ispat f, sezgisel fuzzy Fano diizleminin bir sezgisel fuzzy merkezsel kolinasyonu olsun.
Bir 6nceki teoremden f sezgisel fuzzy homoloji ise f birim sezgisel fuzzy kolinasyondur.
Varsayalim ki f sezgisel fuzzy 6teleme olsun.

Merkez eksen {lizerindedir. Merkez ve eksen iizerindeki noktalar invaryanttir. Eksen
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disindaki hehangi bir noktanin goriintiisii, kendisini merkezle birlestiren bir dogru {izerinde
olmak zorundadir. Merkez kendisine doniistiiglinden birbirine eslesen iki nokta
bulunmaktadir. Nokta kendisine déniisiirse f birim sezgisel fuzzy kolinasyon olur ya da
diger noktaya doniisiir ise birimden farkli bir tek merkezsel sezgisel fuzzy kolinasyon
vardir.

Sonu¢ Sezgisel fuzzy Fano diizleminin birimden farkli bir tek sezgisel fuzzy Otelemesi

vardir.

Teorem 7.11 Taban projektif diizleminde f : P = (N,D,o) — P = (N,D,o), M
merkezli kolinasyon olmak iizere f : [P\ u] — [P\ ] merkezsel sezgisel fuzzy
kolinasyonu verilsin.

a) Merkez, f merkezsel sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda invaryanttir.

b) Eksen, f merkezsel sezgisel fuzzy kolinasyonunun altinda invaryanttir.

Ispat  a) Merkezin tanimindan merkezden gegen sezgisel fuzzy dogrular invaryanttr.

(M, o, 8) = (L1, 01, B1) N (Lg, g, B2) = (L1 N Lo, 0y A g, By V B)

f(Ma,B) = (f(M),a,p)

= f(LiN Ly, a1 Aag, BV Bs)
(f(LiNLy),a1 A g, b1V PBa)
(f(L1) N f(L2),a,B), a =1 Nag, B= 1V s
= (LiNLy,a,p)
(M, a, )

b) Eksen tanimindan eksen tizerindeki her (p;, o;, 5;), i = 1, 2, ... nigin

f(p’bai)ﬁi) = (piaoéiaﬁi)) L= ]-7 2
e=piUpgve (e,o,f) = ((p1, ), (p2, @2))

J?(QO/,BI) = f(p1Up2, 00 A, B1V [(a)
= (f(p1Up2), a1 Ay, 51V B)

f, e eksenli merkezsel kolinasyon oldugundan,
fle,a,8) = (f(p1) U f(p2), a1 Ao, BrV Ba)

= (p1Up2, 00 Aag, BV [32)
= (e,a1 A, 1V fa)
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elde edilir.

Teorem 7.12 f, bir (M, o, 3) sezgisel fuzzy kolinasyon olsun. Eger f, merkezden gegmeyen
iki farkl sezgisel fuzzy dogruyu invaryant birakirsa f sezgisel fuzzy birim kolinasyondur:

Ispat (L, 1, 81) ve (La, ag, B2), [P, A, 1] de merkezden gecmeyen iki farkli invaryant
sezgisel fuzzy dogru olsun.

Teorem 7.1 b) sikkindan bu dogrularin arakesit noktasi f altinda invaryant kalir.

f altinda merkez invaryant oldugundan ve merkezden gecen her dogru invaryant
oldugundan (Li,«q,31) ve (Lg,as,B;) ile (M,«,) dan gecen her sezgisel fuzzy
dogrularinin arakesit noktas1 f altinda invaryanttir. Bdylece merkez (L;, a;, 3;) tizerindeki
her nokta invaryant oldugundan ve Teorem 7.7 den nokta-nokta invaryant kalan bir sezgisel
fuzzy dogru iizerinde olmayan iki sezgisel fuzzy nokta invaryant kaldigindan f sezgisel

fuzzy birim kolinasyondur.

Teorem 7.13 ZFP = (ZFN,IZFD, o) bir sezgisel fuzzy projektif diizlem olsun.

\u): PGV) = [0,1]
q - (ao,bo)
p = (a,b), pel\{g}
p = (azb), pe PG(V)\{L}

sezgisel fuzzy projektif diizlemi ve ag > a1 > as, bg < 1 < by, 0 < a; +b; < 1,7 =0,1,2
sartt altinda
f:(ZFN,IFD,o) — (ZFN,IFD,o) sezgisel fuzzy kolinasyonu verilsin.
f de bir e— ekseninden gegen, (M, ay, by) merkezli TF P sezgisel fuzzy projektif diizleminin
bir sezgisel fuzzy kolinasyonu olsun.

a) f kolinasyonunun merkezi M o L ve M oe iken (q, ag, by) sezgisel fuzzy nokta ise M
oe, f fuzzy kolinasyonunun ekseninin olmast icin a; = as olmahdir.

b) f kolinasyonu altinda merkezi M oL , M oe ve f(e) = e ise f sezgisel fuzzy
kolinasyonunun ekseninin olmasi i¢in (M, as, by) merkez olmalidur.

¢) M oL ve f(L) # L icin Ly N f(L)) = ny noktast verilsin. f sezgisel fuzzy

kolinasyonunun ekseninin olmast i¢in a, = ao olmalidir.

Ispat  a) f kolinasyonunun merkezi M o L ve M e iken (q, ag, by) sezgisel fuzzy
noktasi verilsin.

Durum 1 : (py, a1, b;) o (e, az, ba) ve (ps, as, by) o (e, as, by) noktalart alinsin.
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p1 = qpp N e olsun.

f(phal,bl) = f((qph a17b1) N (67a27b2)) = (qp1 N €,a2,b2) = (pl,a%bz)

Bu durumda a; = ay ve by = by esitligi saglamir ve (e, as,by), f sezgisel fuzzy
kolinasyonunun eksenidir.
Durum 2 : [ kolinasyonunun merkezi M o L, (M,ay,b1) ve M oL iken f(e) = e
dogrusunun f sezgisel fuzzy kolinasyonunun ekseni olmasi icin merkez (M, ay, b;) sezgisel
fuzzy noktasinin taban noktasindan farkli ve M o L dogrusunun taban dogrusu olmalidir.

b) f kolinasyonu altinda merkezi M oL, M @e ve f(e) = e olsun. x o e i¢in x noktasinin
tiyelik derecesi (a1, by) veya (az, be) olabilir. z = Mz Neigin f(x) = f(Mz) N f(e)
x noktast eger (a, by) tiyelik derecesine sahip ise

f(‘r7a17bl> - f((MI7a2,b2)m<€,CL2,b2))

f(Mz,as,bs) N f(e, as, by)
(MI', a2, b?) N (67 az, b2>
(MzNe, az,by)
esitliginden a; = ay ve by = by elde edilir.

x noktast eger (as, by) liyelik derecesine sahip ise

f(x7a27b2) == ((Mxva’Q’bQ) N (eua27 b2)
= (MznNe,az,by)

= (.T, a27b2)

elde edilir.
¢) M oL ve f(L) # Ligin Ly N f(L;) = ny noktas1 verilsin.
f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda, (ny, o, 3) sezgisel fuzzy noktasi invaryanttir.

ni1 = Mny N Ly noktas: f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda,

f(nl, a, 5) = f(Mnl, as, bg) N f(Ll, as, bg)
= (Mny,a2,b2) N (f(L1), as, bo)
(Mni N JF(Ll), ag, by)

Buradan o = a5 ve = by elde edilir.

f_(M, ap, bg) = (M, ap, bo)
f

<~ (e7a27 b2) = (Mn17a27b2)
(n17a27 b2) - (n17a2ab2)}
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f sezgisel fuzzy kolinasyonu altinda invaryant kalir.
z o Mny noktasi alinsin.
(z,, 8) o (Mnq,as,by) < a = ag, f = by olmalidir.

.f(x7a27b2) = f(MnlmL27a2>bQ)
(Mny,ag, b)) N (f(Lz2), az, ba)

= (Mnlﬂ( (LQ),CLQ,Z?Q)
(

xXr CLQ,bQ)

Bu durumda Mn; dogrusu e— eksen dogrusudur.
X o Mnl, (I, az, bl) = (M?’Ll N LQ, as, bg) 1g:1n

flz,a,b1) = f((Mny,a,b2) N (Ly), az,bs)
= f(Mnl,ag,bg) ﬂf_(LQ,CLQ,bQ)
= (Mm N ( (LQ), as, bQ)

Bu durumda a; = ay ve by = by elde edilir.
Sonu¢ ZFP = (ZFN,ZFD,o) bir sezgisel fuzzy projektif diizlem olsun.

) : PG(V) — [0,1] x [0,1]
q — (ao, bo)
p — (alvbl)v peL\{Q}

P —  (ag,b0), pePGV)\{L}
sezgisel fuzzy projektif diizlemi ve ag > a3 > a9, bp < by < by, 0 < a; +b; < 1,1 =0,1,2
sart1 altinda
f : (ZFN,ZFD,o) — (ZFN,IZFD,o) birimden farkli bir sezgisel fuzzy kolinasyonu

verilsin. Merkez noktasi var iken, eksenin var olabilmesi i¢in a; = as ve by = by dir.

Teorem 7.14 Taban projektif diizlemi P olan bir [P, \, | sezgisel fuzzy projektif diizlemi

(A p): PG(V) — [0,1] x[0,1]
q — (ao, bo)
- (abbl)a peL\{q}

p = (b)), pePGV)\{L}
ag > a1 > ao, by < by < by, 0 < a; +b; <1,1=0,1,2 biciminde tanimlansin.
f P — P bir (M,e)— merkezsel kolinasyon olsun. Bu déniisiim yardimiyla tanimlanan
f : (ZFN,ZFD,o) — (IFN,IZFD,o) sezgisel fuzzy kolinasyonu da merkezsel

kolinasyondur.
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Ispat P projektif diizleminde e eksen oldugundan f merkezsel kolinasyonu altinda
nokta-nokta invaryanttir. Teorem 7.6 c) sikkindan (e, 3') sezgisel fuzzy dogrusu da
[P, \, 1] de f altinda nokta-nokta invaryanttir. Bu yiizden (e, ' 8') sezgisel fuzzy dogrusu f
altinda eksendir.

Benzer bigimde M noktasi P taban projektif diizleminde merkez oldugundan dogru-dogru
invaryanttir. Teorem 7.6 e) sikkindan (M, «, 3) sezgisel fuzzy noktast da [P, ), u] de f
altinda dogru-dogru invaryant kalir. Boylece (M,«,[3) f altinda merkezdir. Buradan f
sezgisel fuzzy kolinasyonu M merkez noktali, e eksene sahip bir merkezsel sezgisel fuzzy
kolinasyondur.

Sonug P taban projektif diizleminde f merkezsel kolinasyonuna karsilik gelen [P, A, u] de

bir merkezsel sezgisel fuzzy kolinasyon vardir.

Teorem 7.15 Taban projektif diizlemi P olan bir [P, \, | sezgisel fuzzy projektif diizlemi

(A p): PG(V) — [0,1] x[0,1]
q — (ao,bo),
— (abbl)a peL\{q}

p = (ax,by), pePGV)\{L}
ag > a1 > ao, by < by < by, 0 < a; +b; <1,71=0,1,2 biciminde tanimlansin.
f P — P bir (M,e)— merkezsel kolinasyon olsun. Bu déniisiim yardimiyla tamimlanan f :
(ZFN,ZFD,0) = (ZFN,ZFD,o) sezgisel fuzzy kolinasyonunun merkezinin var olmasi

icin gerek ve yeter kosul ekseninin var olmasidur.

Ispat P taban projektif diizleminde f kolinasyonunun projektif geometrideki teorem (f in
merkezinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir ekseninin var olmasidir (Kaya, 2005) ) ve
Teorem 7.14 den f altinda merkez var ise merkezden gecen dogrular nokta-nokta invaryant
olacagindan f nin merkezi (M,«, ) olsun. O zaman M, P de f nin merkezidir. f de
merkezi var ise eksenide var oldugundan e dogrusu P de eksendir. Eksen iizerindeki her
nokta invaryant oldugundan Teorem 7.6 c) sikkindan [P, ), zz] de bir (e, o 5') sezgisel fuzzy
dogrusu nokta-nokta invaryant olacak sekilde vardir ve eksendir.

f nin ekseni (e,a'’) olsun. O zaman e P de f nin ekseni oldugundan ve projektif
geometride ekseni varsa merkezi de var oldugundan M noktast P de merkezdir. Merkezden
gecen her dogru invaryant oldugundan Teorem 7.6 e) sikkindan [P, A, | de bir (M, «, 3)

sezgisel fuzzy noktas1 dogru-dogru invaryant olacak sekilde vardir ve merkezdir.
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8. MATERYAL VE YONTEM

8.1 Materyal

Projektif diizlemlerde tanimli doniisiim, kolinasyon ve merkezsel kolinasyon kavramlari
kullanmilmistir. Fuzzy ve sezgisel fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen fuzzy ve sezgisel
fuzzy projektif diizlemlerdeki nokta, dogru, diizlem, iizerinde bulunma bagintilari

kullanilarak {izerinde taniml1 yeni doniisiimler elde edilmistir.

8.2 Yontem

Caligmadaki ilgili tanim ve teoremler, mevcut geometrik yapilar incelenerek olusturulmustur.



102

9. BULGULAR VE TARTISMA

3— boyutlu sezgisel fuzzy vektér uzayindan sezgisel fuzzy projektif diizlem
olusturuldu. Sezgisel fuzzy projektif diizlemde bulunan sezgisel fuzzy projektif nokta,
sezgisel fuzzy projektif dogru ve iizerinde bulunma bagintilar1 sezgisel fuzzy vektor

uzayindaki karsiliklarindan yararlanilarak tanimlandi.

Klasik projektif diizlemde var olan homomorfizm, izomorfizm, kolinasyonlar ve
merkezsel kolinasyonlarin fuzzy projektif diizlemlerdeki fuzzy karsiliklar: tanimlanmastir.
Bu tanimlanan dontigiimlerin 6zellikleri ve bunlarin invaryant biraktig1 bazi 6zelliklerin
klasik projektif diizlemdeki teorilerle benzerlik olusturdugu belirlenmistir. Ayrica bu
dontistimler altinda fuzzy projektif diizlemlerdeki, taban noktasinin ve taban dogrusunun
invaryant kalma sartlarina gore iiyelik dereceleri arasindaki iliskiler belirlenerek literatiire
sunulmustur. Literatiire kazandirilan bu fuzzy projektif diizlemlerdeki sonuglarin fuzzy
geometriden farkli olarak ait olma ve ait olmama iiyelik derecesine sahip olan sezgisel
fuzzy projektif diizlemlerde de tanimlar1 detayli bir sekilde verilmistir. Taban projektif
diizlemdeki tanimli doniisiimlere karsilik gelen sezgisel fuzzy projektif diizlemlerde
sezgisel fuzzy homomorfizm, sezgisel fuzzy izomorfizm, sezgisel fuzzy kolinasyon ve

sezgisel fuzzy merkezsel kolinasyon tanimlar1 olusturulmustur.

Fuzzy vektor uzayindan elde edilen fuzzy projektif diizlemlerdeki doniisiimlerde
elde edilen sonuglarin, sezgisel vektor uzaylarindan elde edilen sezgisel fuzzy projektif

diizlemlerde tanimlanan doniisiimlerin benzer 6zellikleri sagladig: goriildii.
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10. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak sezgisel vsezgisel fuzzy vektor uzayindan sezgisel fuzzy
projektif diizlem olusturuldu. Klasik projektif diizlemde tanimli olan bazi temel teoremlerin
sezgisel fuzzy projektif nokta ve sezgisel fuzzy projektif dogrular arasinda da gegerliligi
belirlendi.

Daha sonra fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen fuzzy projektif diizlemlerde, taban
projektif diizleminde tanimli olan homomorfizm, izomorfizm, kolinasyon, merkezsel
kolinasyonlar ve merkezsel kolinasyonlarin 06zel tipleri olan homoloji ve otelemeler
fuzzilestirildi. Taban diizlemindeki dontisiimlerin sagladig1 bazi 6zellikler ile karsilik gelen
Fuzzy projektif diizlemlerde tanimlanan fuzzy doniisiimlerin benzer 6zellikleri sagladigi
goriildii. Uyelik dereceleri arasindaki sartlara bagli olarak taban noktasi ve taban
dogrusunun tiizerinde bulunma durumlart karakterize edildi. Ayrica doniisiimler altinda
taban noktasinin ve taban dogrusunun invaryant kalma durumlarina gore tiyelik dereceleri
arasindaki iligkiler olusturuldu. Taban noktasi, taban dogrusu iizerinde kendisinden farkli
bir noktaya doniisiirse fuzzy kolinasyon altinda taban dogrusunun invaryant kalamayacagi
ispatlandi. Fuzzy Fano diizleminin her homolojisinin fuzzy birim kolinasyon oldugu ve
birimden farkli bir tek fuzzy kolinasyonu oldugu belirlendi. Fuzzy projektif diizlemlerde
tanimli merkezsel kolinasyon altinda merkez noktasi var iken eksenin var olabilmesi igin
diizlemin iki farkli {iyelik derecesine sahip oldugu belirlendi. Ayrica fuzzy projektif
diizlemlerde tanimlanan fuzzy kolinasyonun taban projektif diizlemindeki kolinasyonla

benzer 6zellikler sagladig gosterildi.

Fuzzy projektif diizlemlerde tanimlanan fuzzy doniisiimlere benzer olarak sezgisel
fuzzy vektor uzaylarindan elde edilen sezgisel fuzzy projektif diizlemlerdeki sezgisel fuzzy
dontistimler tanimlandi. Sonug¢ olarak fuzzy projektif diizlemlerde saglanan sartlarin ait
olma ve ait olmama iiyelik derecelerine sahip olan sezgisel fuzzy projektif diizlemlerde de
gecerli oldugu tespit edildi. Sezgisel fuzzy Fano diizleminin birimden farkl1 bir tek sezgisel

fuzzy otelemesi oldugu belirlendi.
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Bu tezde elde edilen sonuglar fuzzy projektif geometriye ve sezgisel fuzzy projektif
geometriye katki saglayacaktir. Daha yiiksek dereceli fuzzy ve sezgisel fuzzy projektif

uzaylarda dontistimler teorisine temel olusturacaktir.
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