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OZET

Bu doktora tezi, en kiiciik kareler iistel B-spline yontemini kullanarak RLW,
Burgers, AD ve Fisher denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini bulmaya odaklanan sekiz

boliimden olugmaktadir.

Girig boliimiinde, diferensiyel denklemlerin gesitli baglangig ve sinir kogullar altinda
analitik ¢oziimlere sahip olmasina ragmen, neden sayisal ¢oziimlerin gelistirildigi ve
spline fonksiyonlarinin tercih edildigi sorulari yanitlanarak tezin kapsami ve amaci

aciklanmigtar.

Tezin ikinci boltimiinde ¢oziilecek denklemlerin literatiir taramasi ve bunun igin
kullanilacak yontemler verilmistir. Ardindan soliton ve solitary dalgalar1 ile bu
dalgalarin kullanim alanlar1 hakkinda bilgi verilmigtir. Daha sonra agirlikhi rezidiiler
yontemi, spline fonksiyonlar ve iistel B-spline fonksiyonlar tanimlanmistir. Bu boliimiin

son kisminda RLW, Burgers, AD ve Fisher denklemleri tanimlanmigtir

Sonraki boliimlerde sirasiyla en kiigiik kareler iistel B-spline yontemi kullanilarak
RLW, Burgers, AD ve Fisher denklemlerinin sayisal ¢oziimleri elde edilmis ve test
problemleri kullanilarak ¢oziimlerin giivenilirligi kontrol edilmistir. Ayrica elde edilen

say1isal ¢oziim verileri tablolar ve gekiller aracihigiyla yorumlanmigtir.

Son iki boliimiinde ise ¢aligmada elde edilen veriler 6zetlenerek tartigilmig ve sonraki

aragtirmalar i¢in onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Kismi diferensiyel denklem, soliton, solitary dalga, iistel
B-spline, sonlu elemanlar yontemi, en kiiciik kareler yontemi, RLW denklemi, Burgers

denklemi, AD denklemi, Fisher denklemi.
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SUMMARY

This doctoral dissertation consists of eight chapters, focusing on the finding the
numerical solutions of RLW, Burgers’, AD and Fisher equations by using the least

squares exponential B-spline method.

In the introduction chapter, scope and purpose of the dissertation was explained
such as the questions why numerical solutions are developed and spline functions are
preferred answered, despite the fact that differential equations have analytical solutions

under various initial and boundary conditions.

In the second chapter of the dissertation, literature review of the equations to be
solved and the methods to be used for such was given. Next, information regarding
soliton and solitary waves and the usage areas of these waves was given. After that,
weighted residuals method, spline functions and exponential B-spline functions were
defined. In the last part of this chapter RLW, Burgers’, AD and Fisher equations were
defined.

Respectively in the following chapters, numerical solutions of RLW, Burgers’, AD
and Fisher equations were obtained by using least squares exponential B-spline method
and the reliability of the solutions were checked by using testing problems. In addition,

acquired numerical solution data was interpreted via tables and figures.

In the last two parts of the doctoral dissertation, the data obtained in the study

were summarized and discussed, and suggestions were made for the next researches.

Keywords: Partial differential equation, soliton, solitary wave, exponential
B-spline, finite element method, least squares method, RLW equation,

Burgers’equation, AD equation, Fisher equation.
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1. GIRIS VE AMAC

Aragtiran ve sorgulayan gozlerle cevremizde olup biten fiziksel (yer ¢ekimi, dalgalar,
elektro manyetik gibi) olaylar1 gozlemledigimizde bu olaylar hakkinda bir takim teorik
soylemler geligtirmemiz miimkiindiir fakat bu soylemlerin bilimsel bir deger ifade
edebilmesi i¢cin matematiksel modellemelere ve denklemlere doniistiiriilmesi gerekir. Bu
sayede test edilmeye ve dogrulanmaya veya reddedilmeye uygun hale gelirler. Ornegin
yer ¢ekimi, evrenin baglangicindan beri var olmasina karsin Newton onu denklemsel bir
kaliba sokana kadar bilim insanlarimin dikkatini cekmeyi bagaramamigtir. Benzer bir
sey J. Scott Russell tarafindan 1834 yilinda bilim insanlarinin dikkatine sunulmustur;
Solarity dalga. Herkesin bakip gectigi dalgalari, at sirtinda kilometrelerce takip
etmis, gozlemsel ve teorik svylemlerin yaninda bu dalgalara yonelik ilk matematiksel
formiilleri 1844 yilinda "Dalgalar iizerine raporlar" ismiyle yayimlamigtir (Russell,

1844). Boylelikle bilim insanlarinin dikkatini dalgalar tizerine gekmeyi bagarmigtir.

Bu fiziksel olaylar herkesin gozii 6niinde olmasina ragmen, sadece birilerinin (bilim
insanlarinin) matematiksel model olugturmaya yeltenmesi elbette tesadiif eseri degildir.
Cevremizde cereyan eden fiziksel olaylarin (genellikle ve ¢cogunlukla) temel matematik
bilgisiyle matematiksel olarak modellenmesi pek miimkiin degildir ¢iinkii bu olaylar
genellikle zamana ait bir degisken igereceginden ve zamanin siirekliliginden dolay1 anlik
degisimleri de igermesi i¢in adi veya kismi diferensiyel denklemler ve/veya bunlarmm
denklem sistemleri kullanilarak modellenmek zorundadir ki bu zorunluluk beraberinde
birtakim zorluklar getirmektedir. Bu zorluklardan bir tanesi ve bu caligmanin ana
konusu, yapilan bu matematiksel modellemede kullanilan diferensiyel denklemlerin
veya denklem sistemlerinin analitik ¢oziimlerinin oldukca karmasik ya da bulunmasinin
miimkiin olmadig1 durumlar olabilmesidir. Boyle durumlar icin analitik ¢6z{im aramak

yerine yaklagik ¢oziimler iireten sayisal yontemler tercih edilmektedir.

Bircok sayisal yontemden biri de sonlu elemanlar yontemidir. Bu yontemde
kullanilacak olan integral formlari, sayisal yontemle elde edilen yaklagim denklemiyle
orijinal denklem arasindaki sapma miktarini en aza indirgeyen, agirhikh rezidiiler
kullanilarak verilmektedir. Agirlikli rezidii kullanilan sonlu elemanlar yontemlerinin

bazilar1 kolokasyon, Galerkin, Petrov-Galerkin ve bu ¢alismada da kullanilacak olan en



kiigiik kareler yontemleridir. Bu ¢aligmada RLW, Burgers, AD ve Fisher denklemlerinin
say1sal ¢oziimleri iistel B-spline fonksiyonlar ile en kiigiik kareler yontemi kullanilarak

elde edilecektir.

Elle hesaplanabilmesi ve bilgisayar programlarinin kolay yapilmasi nedeniyle adi ve
kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde spline fonksiyonlar tercih edilir. Spline
fonksiyonlar diizgiin fonksiyonlardir, ayrica sonlu baza sahip olan sonlu boyutlu lineer
uzaylardir. Belirli derece ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon, ayni derece ve
diizgiinliikteki B-spline fonksiyonlarm bir lineer kombinasyonu ile gosterilebilir (De
Boor, 1978). Bu sebeple de B-spline fonksiyonlar spline fonksiyonlar igin birer taban
olustururlar. Bu ¢alismada kullanilan iistel B-spline fonksiyonlar, iistel spline fonksiyon

uzay1 ic¢in birer tabandir.

Maliyet ve islem zorlugu nedeniyle literatiirde iistel B-spline fonksiyonlar ile en
kiigiik kareler yontemi genellikle birlikte kullanilmamistir. Bu ¢aligmada, bu yontem,
RLW, Burgers, AD ve Fisher denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi ve daha
once caligilmig test problemlerine uygulamak icin kullanilmig ve elde edilen sonuclar

cgizelgeler ve gekiller yardimiyla yorumlanmigtir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Bu boéliimde 6nce, spline fonksiyonlar, iistel B-spline fonksiyonlar, RLW, Burgers,
AD ve Fisher denklemleri ile ilgili yapilan literatiir taramalar: verilecektir. Daha sonra
ise calismada kullanilacak olan yontem ve kavramlarin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bir

takim on bilgiler verilecektir.

Spline teorisi Schoenberg (1946) tarafindan literatiire kazandirilmadan ©nce
sayisal hesaplamalarda isaret fonksiyonu, adim fonksiyonu gibi pargali fonksiyonlar
kullanilmigtar. Bunun nedeni polinomlarin kullanilmasiyla ayni temel sebebe
dayanmaktadir, yiiksek igslem maliyetinden sakinmak. Fakat zamanla bilgisayar
teknolojisinin de ilerlemesiyle spline fonksiyonlara ragbet artmistir. Bu fonksiyonlar
once interpolasyon polinomlarinin yerini almig daha sonra ise bilgisayarda diizgiin ve
esnek gekiller ¢izmek igin bir ara¢ haline gelmistir. Daha sonralar1 gelisen sanayi ile
araglarin dig yiizeyleri i¢in yapilan modellemelerin esin kaynagi splinelar olmustur.
Bunlardan bir tanesi General Motors i¢in ¢aligan De Boor'un ¢aligmasidir (Birkhoff ve
De Boor, 1965). B-spline fonksiyonlarin De Boor (1978) tarafindan tanimlanmasiyla
birlikte bu fonksiyonlari baz alan trigonometrik B-spline (Koch, 1988) ve iistel B-spline
(McCartin, 1981) gibi birgok B-spline fonksiyon tanimi ortaya ¢ikmigtir.

Literatiire bakildiginda {iistel B-spline fonksiyonlarinin bir¢ok farkli alanda
kullamldiginm1 gérmek miimkiindiir. Ducros vd. (2009) iistel B-spline fonksiyonlar
baz alarak diffiiz optik tomografi iizerine ¢aligmislar ve zaman ¢oziimlii sinyaller icin
cok coziiniirliiklii yaklagima dayali yeni bir rekonstriiksiyon semasi olusturmuslardir.
Rao ve Kumar (2008) iistel B-spline fonksiyonlar1 kullanarak self-adjoint smir deger
problemini ¢ozmiiglerdir. ~ Mohammadi (2013) konveksiyon difiizyon denklemini,
Drichlet tipli sinir degerleri kullanarak kolokasyon yontemiyle ¢ozmek icin iistel
B-spline fonksiyonlar1 kullanmigtir. Mohammadi bu caligmasinda zaman ayrigtirmasi
icin Crank-Nicolson yontemini kullanmigtir. Ayrica yontemin kosulsuz kararliligimi
Von Neumann yontemiyle gostermigtir. Mohammadi (2015) yine zaman ayrigtirmasi
icin Crank-Nicolson yontemini kullanarak, genellestirilmis RLW denkleminin ¢oziimii

icin iistel B-spline kolokasyon yontemini kullanmugtir.  Ustel kiibik B-spline’lar



yardimiyla Dag ve Ersoy (2015) genellestirilmiy Burgers-Fisher denkleminin sayisal
¢oziimiinii aragtirmiglardir. Dag ve Ersoy bu galismalarinda zaman ayrigtirmasi igin
Crank-Nicolson yontemini kullanmiglardir. Fisher denkleminin sayisal ¢oziimii igin
Dag ve Ersoy (2016) iistel kiibik B-spline’lar kullanmiglar ve zaman parcalanmasi
icin Crank-Nicolson yontemini ¢nermiglerdir. Su dalgalar1 i¢in baz1 Boussinesq
sistemlerinin ¢oziimiinde Ersoy vd. (2016) iistel B-spline kolokasyon yonetimini
kullanmiglardir. Gorgiilii vd. (2017) zaman ayrigtirmasi i¢in Crank-Nicolson yéntemini
kullandiklari RLW denklemini c¢alismak igin iistel B-spline Galerkin yontemini
kullanmiglardir. Shukla ve Tamsir (2017) tistel kiibik B-spline’lar kullanarak 2D ve
3D konveksiyon-difiizyon denklemlerini caligmiglardir. Bu c¢alismada lineerlestirme
icin 4. mertebeden Runge-Kutta yontemi kullamilmigtir. Hepson vd.  (2020)
zaman ayrigtirmasi i¢cin Crank-Nicolson ve birinci mertebeden lineerlegtirme yontemini
kullanarak Gardner denkleminin sayisal coziimlerini iistel B-spline fonksiyonlar:

kullanarak elde etmiglerdir.

Ardigik dalgalarin  gelisimini modellemek icin RLW denklemini 6¢nerdigi
caligmasinda Peregrine (1966) bu denklemin sonlu farklar yontemi ile sayisal
¢oziimlerini de elde etmistir. Her ne kadar Korteweg-de Vries denklemi daha yaygin
olarak bilinse de bu denklemin sonsuz sayida korunum kuralina sahip olmasi gibi
baz1 dezavantajlar1 vardir. Benjamin ve arkadaslarinin RLW denklem ¢6ziimlerinin
kararli ve benzersiz oldugunu gostermesi RLW denklemlerine olan ilgiyi artirmigtir
¢linkii bu denklemin sadece ii¢ korunum kurali vardir (Benjamin vd., 1972; Olver,
1979). RLW denkleminin bazi baglangi¢ sartlar altinda 6zel analitik ¢oziimleri mevcut
olmakla birlikte literatiirde sayisal yontemler kullanilarak elde edilen coziimlerine
ait galismalar olduk¢a fazladir. Jain vd. (1993) RLW denkleminin sayisal ¢oziimii
icin kiibik spline kullanmiglardir. Gardner vd. (1995) kuadratik B-spline sonlu
elemanlar yontemini kullanarak RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii caligmiglardir.
Bu galigmada zaman ayrigtirmasi i¢in Crank-Nicolson yontemini kullanmiglardir. Dag
(2000) kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kullanarak en kiigiik kareler yontemiyle RLW
denkleminin ¢6ziimiinii cahsmstir. Dag ve Ozer (2001) kiibik B-spline en kiiciik kareler
yontemiyle RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii ¢aligmiglardir. Dag vd. (2004) kiibik

B-spline kolokasyon yontemiyle RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii ¢alismislardir.



Kutluay ve Esen (2006) RLW denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in sonlu farklar yontemini
kullanmiglardir.  Bu caligmada zaman ayrigtirmas: igin Crank-Nicolson yontemi
onerilmigtir. ~ Kuintik B-spline kolokasyon yontemiyle RLW denkleminin sayisal
¢oziimii, Saka vd. tarafindan gahsilmigtir (Saka vd., 2008). Bu caligmada zaman
ayrigtirmast i¢in Crank-Nicolson yontemi kullanilmigtir. RLW denkleminin sayisal
¢oziimii icin sektik ve septic B-spline kolokasyon yontemi (Saka vd., 2011) tarafindan
onerilmigtir. Irk (2012), zaman ayrigtirmasi igin Adams Moulton, konum ayrigtirmasi
i¢in ise kuintik B-spline sekil fonksiyonlarini kullanarak kolokasyon yontemiyle RLW
denklemini sayisal olarak ¢ozmiigtiir. Sun ve Wang (2017) Galerkin yontemiyle RLW
denkleminin sayisal ¢oziimii ve hata analizini ¢ahsmiglardir. Bayarassou vd. (2019)
RLW denklemlerinin ¢oziimii igin yiiksek dereceli konservatif dogrusallagtirilmig sonlu

fark semasi kullanmiglardir.

Burgers denkleminin en ¢ok bilinen hali viskoziteli Burgers denklemidir. Viskozite,
akigkanin etkilendigi kuvvetler altinda gekil degistirmeye gosterdigi direnctir ve kisaca
akmazlik olarak da tamimlanabilir.  Burgers kendi adini verdigi bu denklemin
Navier-Strokes denkleminin sadelesmis bir hali oldugunu gostermis ve denklemi
tiirbiilansin matematiksel modellemesi i¢in kullanmugtir (Burgers, 1939, 1948).
Sonralar1 ise Burgers denklemi gok dalgalari, gaz dinamigi gibi birgok fakli alanda
yapilan caligmalar i¢in matematiksel model olarak kullanilmigtir. Burgers denkleminin
denge durumu ¢oziimii ilk olarak (Bateman, 1915) ¢alismasinda verilmigtir. Hopf-Cole
doniisiimii yardimiyla Burgers denkleminin Fourier serisi cinsinden analitik ¢oziimleri
bulunabilir (Hopf, 1950; Cole,1951). Benton ve Platzman (1972) Burgers denkleminin
farkli baglangic degerlerini icin coziimlerini listeledikleri bir calisma yapmislardir.
Burgers denklemi alt denklemlere pargalanarak da (splitting) cahgilmigtir (Jain ve
Holla, 1978; Jain ve Raja, 1979; Jain. vd., 1992). Varoglu ve Finn agirlikh
rezidii formiilasyonu kullanarak, yiiksek hassasiyet ve kararlilik gosteren, bir sonlu
elemanlar yontemi ile Burgers denkleminin sayisal ¢oziimiinii ¢aligmiglardir (Varoglu
ve Finn, 1980). Nguyen ve Rynen (1982) Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii
icin en kiiciik kareler yontemine dayali dogrusal konum-zamanl bir sonlu elemanlar
yontemi kullanmiglardir. Ali vd. Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in B-spline

Galerkin ve B-spline kolokasyon yontemini kullamilmigtir (Ali vd., 1990, 1992). Raslan



(2003) kuadratik B-spline sonlu elemanlar kullanarak kolokasyon yontemiyle Burgers
denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmigtir. Kutluay vd. (2004) Burgers denkleminin
sayisal coziimii i¢in kuadratik B-spline sonlu elemanlar yontemini 6nermisler ve
yontemin kararliligim Fourier karalihk analizi ile gostermiglerdir. Dag vd. (2005)
bir boyutlu Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii icin kiibik B-spline sonlu elemanlar
yontemini kullanmiglardir. (Saka ve Dag, 2007) caligmasinda Burgers denkleminin
sayisal ¢oziimii icin kuartik B-spline kolokasyon yontemini onermislerdir.  Dag
vd. (2011) B-spline fonksiyonlar kullanarak Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii
icin Taylor-Galerkin ve Taylor kolokasyon yontemini kullanmiglardir. Korkmaz ve
Dag (2013) kiibik B-spline diferensiyel kuadratur yontemiyle Burgers denkleminin
¢oziimiinii ve yontemin kararliligini arastirmiglardir. Burgers denkleminin sayisal
¢oziimii igin Tamsir vd. (2016) iistel modifiye kiibik B-spline diferensiyel kuadratur
yontemini kullanmiglardir. Jiwari ve Saleh (2017) Burgers tipli denklemlerin ¢oziimii
i¢in modifiye trigonometrik kiibik B-spline fonksiyonlar iistiine kurulmus yeni bir sayisal
yontem calismiglardir. Bir ve iki boyutta Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii igin

Arora ve Joshi (2018) modifiye edilmis trigonometrik kiibik B-spline kullanmglardur.

Hareket halindeki akigkanin i¢inde bulunan bir maddenin, akigkan ile birlikte belirli
bir yonde, kiitle hareketi sonucu taginmasina adveksiyon denir. Difiizyon (yayimnim)
ise bir madde icindeki belirli bir tiirden hareketli parcaciklarin, derigimin yiiksek
oldugu yerden az oldugu yerlere dogru taginmasi olarak tanimlanabilir. Dolayisiyla AD
denklemi birgok fiziksel olayin 6zellikle de sivilarin (akigkanlarin) akiginin matematiksel
modellenmesinde kullanilmigtir (Roache, 1972; Spalding, 1972; Dehghan, 2004).
Chatwin ve Allen (1985) tuzlu sularin tath su akiferlerine sizmasi ve kirleticilerin nehir
ve derelere yayilmasinin matematiksel modellemesini AD denklemi ile yapmistir. Zlatev
vd. (1984) hava kirleticilerinin uzun mesafelere taginmasimi AD denklemi kullanarak
incelemiglerdir. AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in Pepper vd. (1979) kuasi Lagrange
kiibik spline yontemini kullanmiglardir. Gardner ve Dag (1994) AD denklemini
¢ozmek igin kiibik B-spline Galerkin yontemini kullanmiglardir. Dag vd. (2006) AD
denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in B-spline en kiiciik kareler yontemini kullanmiglardir.
Goh vd. (2012) kiibik B-spline kolokasyon yontemi kullanarak AD denkleminin

sayisal ¢oziimiinii aragtirmiglardir. Korkmaz ve Dag (2012) AD denkleminin sayisal



¢oziimii i¢in kiibik B-spline diferensiyel kuadratur yontemlerini ¢alismiglardir. AD
denkleminin sayisal ¢oziimleri genisletilmis kiibik B-spline kullanarak da elde edilmistir
(Irk vd., 2015; Gorgiilii vd., 2018). Hutomo vd. (2019) du-fort frankel yontemi
kullanarak degigken katsayili 2-d adveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal ¢oziimiinii

calismiglardir.

Modern istatistigin kurucularindan kabul edilen ve ANOVA’nin geligtiricisi olan
Ronald Aymler Fisher dogal se¢im prensibinin matematiksel bi¢imde ifade edilmesine
de biiyiik katki katki saglamigtir. Fisher ve Balmukand (1928) yayimladiklar: galismada
bir niifus i¢inde gen ¢okluluk dagilimlarinin hesaplanmasi icin difiizyon denklemlerini
kullanilmasini 6nermislerdir. Fisher 1937 yilinda avantajli genlerin ilerleme dalgasi
isimli bir ¢aligma yayimlamigtir (Fisher, 1937). Ablowitz ve Zeppetella belirli bir hiza
sahip dalgalar i¢in Fisher denkleminin ¢oziimiinti yapmuslardir (1937) Zhao ve Wei
(2003) Fisher denklemini ¢alismiglar ve elde ettikleri sonucu Fourier pseudo-spectral
metodu gibi baz1 yontemlerle kargilagtirmiglardir. Sahin vd. (2008) Fisher denkleminin
¢oziimii i¢in B-spline Galerkin yontemini kullanmiglardir. Dag vd. (2010) kuadratik
B-spline fonksiyonlarini kullanarak Galerkin yontemiyle Fisher denkleminin ¢oziimiinii
caligmuglardir. Dag ve Ersoy (2016) Fisher denkleminin sayisal ¢dziimii igin iistel kiibik
B-spline algoritmasini kullanmiglardir. Gorgiilii ve Dag (2017) iistel B-spline Galerkin

yontemiyle Fisher denkleminin sayisal ¢oziimii elde etmislerdir.

Dalga kavramindan ve dalgalarin simiflandirilmasindan baglanmak {izere, bu
boliimiin geri kalan kisminda, bu calismada kullanilacak olan bazi temel kavramlardan
bahsedilecektir.  Bu kavramlardan bazilar1 kullanildiklar1 boéliimde yeri geldikce
detaylandirilacaktir.  Verilecek temel kavramlarin uygulanacak sayisal yontemi
anlamaya ve ¢dziimii yorumlamaya yetecek seviyede olmasina dikkat edilmekle beraber
ana konuyu dagitmamasi icin miimkiin oldugunca gereksiz ayrinti icermemesine
dikkat edilmeye calisilmigtir. Sayisal ¢oziimii galhigilacak olan RLW, Burgers, AD
ve Fisher denklemleri solitary dalga coziimlerine sahip oldugu icin, soliton teorisi
ve solitary dalgalar hakkinda kisaca bilgi verilecektir. Ardindan lineer olmayan
olugsum denklemleri, sonlu farklar ve sonlu elemanlar yontemleri aciklanacaktir. Sonlu
farklar ve sonlu elemanlar yontemleri 6zetlendikten sonra, bu caligmada kullanilacak

olan en kiigiik kareler yontemini de igeren agirlikhi rezidiiler yonteminin ve spline



fonksiyonlarin tanimlari verilerek, tezde kullanilacak olan iistel B-spline interpolasyon
fonksiyonlar1 ve sayisal ¢oziimii aragtirilacak olan RLW, Burgers, AD ve Fisher
denklemleri tanitilacaktir. Son olarak da sayisal ¢oziimii aragtirilan RLW, Burgers,
AD ve Fisher denklemleri, iistel B-spline en kiiciik kareler yontemiyle ¢oziilecek ve test

problemlerine ait sonuclar verilecektir.
2.1. Dalga ve Dalgalarin Siniflandirilmasi

Dalga, bir fizik terimi olarak uzayda ve maddede yayilan ve enerjinin taginmasina
yol acan titresime denir. Dalga hareketi, cok az ya da hic¢ kiitle taginimi olmadan,
enerjiyi bir yerden bagka bir yere tagir. Dalgalar sabit konumda olusan titresimlerden
olusurlar ve zamanla nasil ilerledigini gosteren bir dalga denklemi ile tanimlanirlar. Bu

denklemin matematiksel tanimi dalga cesidine gore farklilik gosterir.

Iki cesit dalga vardir. Mekanik dalgalar bir ortam aracihigiyla yayilirlar ve deforme
edilirler. Mesela, ses dalgalar1 carpigan hava molekiilleri yolu ile yayilir. Hava
molekiilleri carpistiginda, molekiiller birbirleri boyunca si¢crarlar. Bu, molekiillerin

dalganin yoniinde yol almasini devam ettirir.

Dalgalarin ikinci gesidi elektromanyetik dalgalardir. Elektromanyetik dalgalar bir
ortama ihtiya¢ duymazlar. Bunun yerine yiiklii parcaciklar tarafindan, elektrik ve
manyetik alanlarin periyodik titresimlerinden meydana gelirler ve boylece boslukta
ilerlerler. Bu tip dalgalara ¢rnek olarak radyo dalgalari, mikrodalgalar, kizil6tesi iginlar,

goriiniir 151nlar, morstesi 1ginlar, gama igilar: ve x 1ginlar1 verilebilir.

Titresimin yoniine bagh olarak enine dalgalar veya boyuna dalgalar olusabilir.
Elektromanyetik dalgalarda oldugu gibi enerji transferinin yoniinde, yayilmaya dik
acilarda bir titresim olusursa enine dalgalar meydana gelir. Havada yayilan ses
dalgalarinda oldugu gibi titresimlerin yayilmanin yoniine paralel oldugu durumda ise
boyuna dalgalar meydana gelir. Su dalgalar1 ve deprem dalgalar (yiizey dalgalar) gibi

bazi mekanik dalgalar hem enine hem de boyuna dalgalardir.

Havada farklihiga sebep olan her seyin goriilmesi miimkiindiir. Ornegin ses
dalgalarinin ve hatta havanin kendisinin “Schlieren Flow Visualization” (Schlieren

Akig Gorsellegtirme) teknigi ile goriintiilenmesi miimkiindiir. Bu teknik yogunluk fark:



kullanarak geffaf maddelerin gozle goriilmesine imkén saglamaktadir. Ayrintihi bilgi

icin (Settles, 2001) incelenebilir.

Dalgaboyu (A)

F Y
L 3

Dalga yiilksekligl
(Giic)

B

Zaman

Bir tam devir
(Frekans = 1 saniyedeki devir sayisi)

Sekil 2.1. Basit bir dalga profili

Basit bir dalga profili Sekil 2.1’de gosterildigi gibidir. Dalganin yayilma hizi ortamin
ozelliklerine (ayrica dalganm sekline ve tipine) de baghdir. Ornegin, ses dalgalar:

havada 340 m/s, helyum iginde ise 1000 m/s ile seyahat ederler (Crawford, 1968).

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak da simiflandirilabilir. Duran (duragan)
dalgalar sabit pozisyonda kalan dalgalardir. Bu olay ortamin dalgaya zit yonde hareket
etmesi sonucunda meydana gelebilir ya da duragan bir ortamda zit yonlerde hareket
eden iki dalga arasindaki girisimin bir sonucu olarak ortaya cikabilir. Birbirine karsi
yayilan (esit genlik ve frekansa sahip) iki dalganin toplami, duran dalga olugturur.
Duran dalgalar genelde simirin dalganin daha fazla yayilmasini engellemesi, boylece
dalga yansimasina neden olmasi sonucunda ortaya cikar ve dolayisiyla birbirine kars

yayillan dalga olustururlar.

Ilerleyen dalgalar ise, bir noktadan diger bir noktaya madde tasimasi s6z konusu

olmaksizin enerjinin yayilmasi ile olusan dalgalardir.
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2.2. Soliton ve Solitary Dalgalar

Solitonlar i¢in kapsamli ve kesin bir tanim yapmak kolay degildir fakat asagidaki
ii¢ ozellige sahip lineer olmayan dalgalar olarak tanimlanabilirler (Drazin ve Johnson,

1989).
1. Kalic1 bir sekle sahiptirler.
2. Bir bolge ile sinirlandirilmiglardir.

3. Diger solitonlarla giiclii etkilesime girebilirler fakat kendi 6zelliklerini
kaybetmezler (Bkz. Sekil 2.3). Burada tek istisna durum faz kaymasidir (dopler
etkisi).

Ik 6zellik, solitary dalga sartidir. Solitary dalga ilk kez J. Scott Russell tarafindan
1834 yilinda Union Kanali'nda gozlemlenmistir. Russell bu dalgay1 "biiyiik doniisiim
dalgas1" olarak tanimlamigtir. Russell at sirtinda yaptigr meshur gozlemi sonrasinda,
elde ettigi bazi matematiksel bulgular1 "Dalgalar tizerine raporlar" ismiyle 1844
yilinda British Association’da paylagmigtir (Russell, 1844). Russell bu raporda
solitary dalgalar1 laboratuvarda deneyimlemek icin ne tiir ¢caligmalar yaptigindan da
bahsetmektedir. Sekil 2.2’de Russell'in bir su kanalinin sonuna bir agirlik birakarak

elde ettigi solitary dalga diyagrami verilmigtir.

[
——

Sekil 2.2. Russell'in solitary dalga iiretirken kullandig1 yontem

Russell bu raporunda bir solitary dalganin hizim yaklagik olarak

ve tam olarak

v= Vgl R (22)
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buldugunu agiklamigtir. Burada ¢ yercekimi ivmesi, i kanalin derinligini ve £ dalganin
yiiksekligini (amplitude) gostermektedir (Bkz. Sekil 2.4). (2.2) denkleminin en énemli
sonuglarindan biri yiiksek dalganin daha hizl hareket edecegidir (Bkz. Sekil 2.3).

@r=1;(b) t=t;>1,;(c) t=ty>1y; (d) t=1,>1,.

(a) (&)

—_— — -

M P il

(c) _— (d) —= —

e S Y o T

Sekil 2.3. Iki solitary dalganin girisimi

Boussinesq (1871) ve Lord Rayleigh (1876) yaptiklar1 ¢aligmalarda dalga hizi icin
Russell'lm verdigi formiilii elde ettiler. Ayrica dalga denkleminin, herhangi pozitif bir

a icin 7% = 4h?(h + k)/3a olmak iizere
z = ((x,t) = asech? B (v — vt)] (2.3)

oldugunu gostermiglerdir. Buradaki sec h? formunun kesin dogrulu igin k/h < 1

olmalidir.

’g —— h

- X

0

Sekil 2.4. Solitary dalgalar1 agiklamak icin kullanilan parametre ve degiskenler
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Boussinesq ve Lord Rayleigh ((x,t) igin (2.3) denklemini saglayacak sekilde
bir denklem yazamamiglardir. Bu son adim Korteweg ve de Vries tarafindan
tamamlanmigtir (Korteweg ve de Vries, 1895). Korteweg ve de Vries € ve o kiigiik

sayilar ve y dalganin iizerinde hareket ettigi koordinat olmak iizere

¢ 3 rg\Y2 (2 O aC 1 9%
a3 (7) (gfa“a*?’a—;@) 24

oldugunu gosterdiler. Denklemde
e ¢, keyfi parametreye;
e 0= %kzg’ — Tk/gp, dagilma parametresine;
e T, yiizey gerilimine;
e p, suyun yogunluguna;
kargilik gelmektedir ve genellikle 7" < % gpk? dir (Drazin ve Johnson, 1989).

1965 yilinda Zabusky ve Kruskal KdV denkleminin sonlu farklar yontemi
ile cozlimlerini aragtirirken, solitary dalgalarimin carpisma sonrasinda sekillerini
degistirmediklerini gozlemlemisler ve bu o6zelligin parcaciklarin  carpigsmasina
benzedigini bularak bu tip dalgalara soliton adim vermiglerdir (Zabusky ve Kruskal,
1965). Bu caligma, soliton teorisi tarihinde énemli bir déniim noktasi olmugtur. 1967
yilinda Gardner vd. tarafindan ters sagilma doéniisiim yontemi gelistirilerek, KdV

denkleminin soliton ¢oziimleri analitik olarak da verilmistir (Gardner vd., 1967).

Soliton ¢oziimleri hem analitik hem de sayisal olarak elde edildikten sonra, soliton
tizerindeki calismalar daha da hizlanmistir. Ilk kez bir su kanalinda gozlenen solitary
dalgas1 artik soliton olarak; akigkanlar mekanigi, temel parcaciklar fizigi, lazer fizigi,

siiper iletkenlik fizigi, biyofizik gibi bir¢ok fizik alanlarinda kullamilmaktadir (Gu, 1995).

Solitonlar ayrica uzun mesafelere yol alabildiginden, teorik olarak bir fiber
optikte normal dalga yerine kullanilacak olan solitonlar sayesinde, tasinan sinyalde
herhangi bir kayip olmaksizin, biiyiik miktardaki bilgi binlerce kilometre boyunca
taginabilecektir. Bu sebeple soliton, elektronik ve telekomiinikasyon alanlarinda

oldukca sik caligilmaktadir. Optik soliton ilk defa teorik olarak Hasegawa ve Tappert
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tarafindan gosterilmiy (Hasegawa ve Tappert, 1973) ve Mollenauer vd. tarafindan

deneysel olarak gozlenmistir (Mollenauer vd., 1980).

Solitonlar DNA ve proteinlerde de olusabilirler (Yakushevich, 2000; Davydov, 1991).
Son zamanlarda sinirbiliminde gelistirilmis olan model, néron sinyallerinin, solitonlar

bi¢iminde davramglar sergiledikleri sdylemektedir (Andersen vd., 2009).
2.3. Lineer Olmayan Olusum Denklemleri

Bagimsiz degiskenlerinden biri ¢ zamani olan kism tiirevli diferensiyel denklemlere
olusum denklemleri denilmektedir. Olusum denklemleri, K [u]; u ve u'nun = degiskenine

gore tiirevlerinin tanmiml fonksiyonu olmak iizere

formundadir. Eger K[u], u terimine gore lineer ise, bu tip denklemlere lineer olusum
denklemleri ve K [u], u terimine gore lineer degil ise, bu tip denklemlere lineer olmayan
olusum denklemleri denilmektedir. Bir teldeki titregsim veya 1s1 iletimini tanimlayan

denklemler lineer olusum denklemlerine ¢rnek olarak verilebilir.

Zamana bagli, bagimsiz degisken iceren lineer olmayan olusum denklemleri
yalnizca matematigin farkli alanlari i¢in degil, fizik, mekanik ve malzeme bilimi gibi
farkli bilim dallar1 icin de ortaya cikarilmistir. Kullamim alanlarmma ornek olarak,
akigkanlar mekanigindeki Navier-Strokes ve Euler denklemleri, 1s1 transferi ve biyolojik
bilimlerdeki lineer olmayan tepki-yayilim denklemleri, kuantum mekanigindeki lineer
olmayan Klein-Gordan denklemleri ve lineer olmayan Schrodinger denklemleri ve
malzeme bilimindeki polimerler, camlar ve bunlar gibi ikili alasimlarin faz gecisleri
iizerinde yapilan ¢aligmalarda kullanilan Cahn-Hilliard denklemleri verilebilir (Zheng,

2004).
2.3.1. Korunum kanunlar:

(2.5) lineer olmayan olusum denklemlerinin korunum kanunu

T+X, =0 (2.6)
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formundadir. Burada 7[u| ve X[u| swrasiyla, u ve u fonksiyonunun x degiskenine
gore tiirevlerini iceren korunumlu yogunluk ve ilgili akidir. 7; ve X, sirasiyla t ve

x degiskenlerine gore tam tiirevi ifade ederler ve zincir kuralindan

oT 0T
Ti= —U + — Uy + ...
ou 8ux (2 7)
p o 0X 0X -
"= o Uy B, Uge + - . .

seklinde elde edilir.

(2.6) denkleminin x degigkenine gore bir (A, B) araliginda integrali alindiginda
B B
DTde+ X[} = %/de +Xx5=0 (2.8)
A A
elde edilir. (B — A)’nin periyodun tam kat1 oldugu veya u(x,t)’nin x — Foo ve
(A,B) = (—00,00) iken sifira gittigi uygun periyodik smir kogullari altinda, (2.8)

esitliginden
B
4 / Tdr =0 (2.9)
A

ifadesi bulunur. Burada ¢ degigkenine gore integral alindiginda (2.10) hareket sabiti
elde edilir (Fordy, 1990; Doken, 2002).

B
/de = sabit (2.10)
A

2.4. Sonlu Farklar ve Sonlu Elemanlar Yontemleri

Miihendislik ve fen alanlarinda karsilagilan ve fiziksel olaylar1 modelleyen cogu
problemler adi diferensiyel denklemler, kismi tiirevli diferensiyel denklemler, adi
diferensiyel denklem sistemleri veya kismi tiirevli diferensiyel denklem sistemleri ile
ifade edilirler. Bu tip denklemlerin veya denklem sistemlerinin analitik ¢oziimlerinin
olmadigi, analitik c¢oziimlerin ¢ok karmasik oldugu veya baglangic ve sinir sartlarinin
esnetilmek istendigi durumlarda, bu denklemleri ¢6zebilmek icin sayisal yontemler

kullanilmaktadir. Sonlu farklar ve sonlu elemanlar yontemleri bu yontemlerden ikisidir.

Sonlu farklar yonteminde, iizerinde ¢aligilan tanim araligi birbirlerinden farkl olan

noktalar kiimesi ile yer degistirilirken, sonlu elemanlar yénteminde, tanim bolgesi sonlu
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elemanlar olarak adlandirilan alt tanim bolgelerine ayrilir. Ayrica sonlu elemanlar
yonteminde aranan ¢oziim fonksiyonu, her bir sonlu eleman iizerinde kendisi ve belirli
bir dereceye kadar tiirevleri siirekli olan interpolasyon polinomlari ile temsil edilir.
Dolayisiyla sonlu elemanlar ve sonlu farklar yontemleri arasinda birtakim farkhiliklar

vardir. Bu farklhiliklar agagida kisaca dzetlenmistir:

e Sonlu farklar yonteminde, diferensiyel denklemdeki tiirev degerleri igin bir
yaklagim yapilirken, sonlu elemanlar yonteminde ise diferensiyel denklemin

¢ozumil i¢in bir yaklagim yapilir.

e Cogu fiziksel problem, tiirevler ve diizensiz simirlar iceren simir kogullarina
sahiptir.  Bu tip problemlerin sonlu farklar yontemi ile ¢oziilmeleri zordur.
Ayrica sonlu farklar yontemi, problemin ¢oziim bolgesinin diizgiin geometrik
sekiller olmas1 durumunda iyi sonug vermesine karsilik, sonlu elemanlar yontemi
hem diizgiin hem de diizgiin olmayan karmagik geometrik bolgelerdeki ¢oziimlerde

iyi sonuclar vermektedir.
e Sonlu farklar yonteminin en 6nemli 6zelligi uygulanmasimin kolay olmasidir.

e Boliinme noktalar1 arasindaki bir deger igin, sonlu farklar yontemi ile bir
yaklagim yapilamazken, sonlu elemanlar yonteminde her bir alt araliga karsilik
interpolasyon polinomu tanimlandigindan, boliinme noktalar: arasindaki degerler

icin de bir yaklagim yapilabilir.

e Sonlu elemanlar yaklagimi, genelde sonlu farklar yaklagimindan daha iyidir. Fakat

bu durum probleme baghdir ve aksi 6rnekler bulunabilir.

e Sonlu farklar yéntemlerini elde etmek igin Taylor serileri yeterli olurken, sonlu

elemanlar yontemlerini elde etmek daha zor iglemler ve daha fazla bilgi gerektirir.

Asagida bu calismada kullanacagimiz sonlu elemanlar yonteminin temeli sayilan

agirlikh rezidiiler yontemi hakkinda birtakim bilgiler verilmigtir.
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2.4.1. Agirlikh rezidiiler yontemi
Lu—f=0 (2.11)

seklinde ifade edilen bir diferensiyel denklemde; L bir lineer diferensiyel operator, f
bilinen bir fonksiyon ve u aranan ¢tziim olsun. (2.11) diferensiyel denkleminin sayisal

¢oziimii igin agirlikh rezidii yontemi kullanildiginda, aranan wu(z,t) ifadesi yerine

u(z,t) =~ U(x,t) = Zaj¢j(x) (2.12)

formundaki U sonlu yaklagim serisi kullanilir.

(2.12) esitliginde verilen ¢;(x), j = 1,..., N analitik (deneme veya genigleme)
fonksiyonu, diferensiyel denklemin tanim bolgesi tizerinde tammmhdir ve a;, j = 1,..., N
bilinmeyen katsayilardir. Sonlu elemanlar yonteminde, ?; fonksiyonlar: problem
icin verilen tiim smir sartlarim saglayacak sekilde secilirler ama genelde diferensiyel

denklemi saglamazlar.

Agirlikh rezidiiler yontemi, U sayisal ¢oziimiiyle orijinal denklem arasindaki sapma

miktarini minimuma indirmeyi amaclar. Bu sapma 6lgiisii rezidii ile tanimlanir:
R=LU-f (2.13)

W; lineer bagimsiz agirhik fonksiyonlar: asagidaki integrasyonu minimize edecek
bi¢imde tanimlanmig olan 6zel fonksiyonlar olmak tizere (2.13) ile verilen rezidii ifadesi;

W; agirhik fonksiyonlar ile carpilarak €2 tamim bolgesi tizerindeki integrali alimirsa
Q

formunda N bilinmeyen N denklemden olugsan denklem sistemi elde edilir. Bu
sistemden a; bilinmeyenleri bulunarak (2.12) esitliginde yerine yazilirsa U sayisal

¢oziimiine ulagilir.
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Agagida farklh agirhk fonksiyonlar1 secilerek iiretilen ©nemli hesaplama

yontemlerinin birkagi verilmigtir (Kumar, 2008)

Agirhk fonksiyonu, W; Yoéntem
1 2,9 nin iginde
Wi(z) = Kolokasyon
0 2, nin diginda
OR -
Wi(z) = —— En kiiciik kareler
3aj
Wi(x) = a7 Moment yontemi
Wi(x) = ¢,(x) Galerkin
Wi(z) = U;(x) [# ¢;(z)] Petrov-Galerkin

2.5. Spline Fonksiyonlar

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagmak biiyiik kolayliklar saglasa
da bazi durumlarda biiyiik hatalara neden olabilir. Ayrica bu amag icin kullanilan
Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlarinin dereceleri, nokta sayisi ¢ogaldikca
artacagindan bu tiir polinomlarla yapilacak islemler zorlagir. Bu gibi durumlarda ardi
ardina gelen iki veri arasinda birinci, ikinci, iigiincii ya da daha yiiksek dereceden
fonksiyonlarla yaklagimin yapildig: spline interpolasyon yontemi 6nerilmektedir. Spline
interpolasyonu; tanimlanan aralik iizerinde, birbirlerini 6rtmeyen alt araliklarda, daha

kiigiik dereceden polinom bulma esasina dayanmaktadir.
Spline fonksiyonlar, asagidaki ozellikleri saglayan pargali polinom fonksiyonlardir:

e Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir (yeterince tiireve sahip).
e Spline fonksiyonlar, uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

e Spline fonksiyonlarin elle hesaplanmasi ve bilgisayar programlarimin yapilmasi

kolaydir.
e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyonlardir.

e Kiigiik dereceden spline fonksiyonlar ¢ok esnektir ve polinomlardaki gibi salinim

sergilemezler.
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B-spline fonksiyonlar spline fonksiyonlarin 6zel bir halidir. Farkl dereceden B-spline

fonksiyonlar vardir. Ornegin 0. dereceden B-spline fonksiyon

1, z,<z<uz
BY = ! (2.15)
0, diger durumlar

formunda tanimlanir. Burada

KT 9 < T 1< T < T <Ty< ... (2.16)

B-spline fonksiyonlarin olugturulacagi noktalarin bir kiimesidir. BY B-spline
fonksiyonun siireksiz oldugu agiktir. Diger yandan sicramanin olugtugu her noktada

lim BU( )=1= BY(x;)

Z*ﬁ’t

her i ve z; icin (2.17)
hm BO( ) 0= B?(.T’L+1)

Z‘—>1’

i+1 )
oldugundan B B-spline fonksiyon sagdan siireklidir. Yukaridaki verilen iki esitlikten

dolay1 da BY(x) B-spline fonksiyonun

Her ¢ ve x; igin, BY(z) > 0,

> 2.18
Her z icin, Z Bd(x) =1= B%(z;11) (2:18)
ozelliklerini sagladig1 ve sadece [x;, z;,1) araliginda deger aldig1 agiktir.
Yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlari ise
Bl = T BEl(g) 4 LT gy
Y Tk — X Titk+1 — Ti+l o (2.19)
F=1,2,... i=041,42 ...

indirgeme bagmtis1 yardimiyla tiiretilebilir. BF B-spline fonksiyon aymi nokta dizileri

icin taniml ve derecesi k olan spline fonksiyonlar icin tabandir. Ayrica derecesi k olan

ve (2.21) kullanilarak da elde edilebilir.
{ xm+z ) meri S €T

y T > T —00 <1 < 00

B-spline fonksiyon, (2.20)

(= Tpmai)t (2.20)

)0 = e (221)
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(2.21) ifadesi, z < z; ve & > T my1 oldugunda BF(z) = 0 durumunu saglar ve derecesi

k olan B-spline, k — 1 kez siirekli tiireve sahip olur (De Boor, 1978).
2.5.1. Ustel B-spline fonksiyonlar

[a, b] aralig
a=To<T1<...<aINy=0b (2.22)

diigiim noktalar1 kullanilarak h = ;11 — x;, 2 = 0,..., N — 1 esit uzunluklu /N sonlu

eleman ile ayrgtirilsin. ¢,, iistel B-spline fonksiyonlari, ¢oziim bolgesi [a, b] araligimin

disinda

T 3<T o<T_1<TyVveINy <ITNt1 <TN42 < TN43
olacak sekilde 6 ilave diigiim noktasi ile birlikte tanimlanmir.  Ustel B-spline
fonksiyonlarm bir kiimesi {¢_y,..., ¢y}, [a,b] arah@ {izerinde tammlanmg

fonksiyonlar icin bir tabandir ve ¢,, iistel B-spline fonksiyonlari, m = —1,0,..., N +1
icin agagidaki gibi tanimlanir (McCartin, 1981):

;

91 (Tmo—2x) ;2 € [Ty 2, Tm 1],
g2 (T — ) T E [Tm_1, Tm),
O () = q g2 (x — ) T E [T, Ty , (2.23)
91 (T = Trmy2) 5T € [Trmy1, Tmaal
\ 0 ;diger durumlar

Burada

z) = by |z — Lsinh(px)],
91(z) 2 » (pz) (2.24)
g2(x) = a1 + bz + 1’ + dyeP*

ve s = sinh(ph), ¢ = cosh(ph) olmak iizere
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phe

a1 =
Y7 phe—s’

h=t e 3552@] ’

p
by = —

e (1 —c)+s(e —1)

‘_‘{ (phe = s)(1 = ¢) }

C1 =

= e

1

olarak alimmigtir.
&, () baz fonksiyonu [z, o, T, 2] araliginda iki kez siirekli diferensellenebilirdir ve
bu aralik diginda ¢,,(z) baz fonksiyonu ve onun ilk iki tiirevi sifirdir. (2.23) bize her

bir 2., Zyme1] sonlu elemaninin dort iistel B-spline tarafindan értiildiigiinii ve yine her

bir tistel B-spline’nin dort sonlu elemani orttiigiinii gosterir.

(2.23)’den faydalanarak ' ve ”, x’e gorre sirasiyla birinci ve ikinci tiirevleri gostermek

tizere, ¢,,(z), ¢, (z) ve ¢ (x) fonksiyonlarmmn |x,, s, T,i2] araligindaki boliinme

noktalarindaki degerleri sirasiyla

¢m<l’m72) = 0 ($m72 - $m72) = 91(0) = by [0 - %sinh (0)}
= 0

qu(l’m_l) = gg(l‘m — I’m_l) = gg(h) =a; + blh + cleph + dleiph
_ phc ph c(c—1)+s> 1 l—c—l—s(l—e/’h)] 1 [c—l—i—s(l—e’ph)]
~ phc—s + 2 [(phc—s)(l—c)] + 4 [(phc—s)(l—c) + 4 | (phc—s)(1—c)
_ s—ph
 2(phc—s)

() = G2(Tm — Tm) = ¢2(0) = a1 + 1 + dy

_ phe + 1 |:e*”h(170)+s(e*f’hfl):| 1 [eph(cfl)Jrs(ethl)]
~ phc—s 4 (phc—s)(1—c) 4 (phc—s)(1—c)
= 1

Onl@ns1) = 9@t = Tmsz) = gi(=h) = by | ~h — Lsinh (~ph)|
— P _ 1
= it (et ds)
. s—ph



¢m (Im+2)

(bm (xm—Q)

¢'/rn<:cm71)

(b;n ($m+1)

¢;n ($m+2)

¢Z¢($m—2)

¢/rln (xm—l)

¢Z1(xm+1)

gblrgm ('Tm+2)
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91(Tmi2 = Tmia) = g1(0) = by |0 — L sinh (0)
0

—91(Tm—2 = )|z, ., = —41(0) = —b2 [1 — cosh (0)]
0

=95(tm = )|z, = —g5(h) = —b1 — pere?™ + pdre=?"
P [ c(c—1)4s2 i| P |:lfc+s(lfeph)i| . |:cfl+s(lfe_ph)i|
2 | ( 4

phc—s)(1—c) 4 | (phce—s)(1—c) (phc—s)(1—c)
plc=1)
2(phc—s)

/

95 (2 — Tm) |2, = 95 (0) = b1 + per — pdy

2 [ e ] + 4 [eiph(l—c)""s(eiph_l)} -2 [Eph(c—l)-i-s(ef’h—l)]
2 | (phc—s)(1—c) 4 (phc—s)(1—c) 4 (phc—s)(1—c)

)

9@ = Tmy2)la,0 = 91(—h) = ba [L — cosh (—ph)]
—2(ph’;s) [1 — cosh (—ph)]

p(1—c)
2(phc—s)

9@ = Tmi2)lams> = 91(0) = b2 [1 — cosh (0)]
0

9 (Tm—2 — @)|a,,_, = 9{(0) = —pby sinh (0)
0

95 (Tm = @) |e, .y = g5(h) = p? (Cleph + dleiph)

P2 [1—c+s(l—eph)—&-c—l—ﬁ—s(l—e*”h)]
7 (ohe—)(1—0)

p2s
2(phc—s)
95(2 = Tm) e, = 95(0) = p° (1 +dy)

P_2 |:e_ph(170)+5(€_ph*1)+6ph(C*l)+s(eph—1):|
4 (phc—s)(1—c)

—p2s
phc—s

(@ = Zmi2)le,n = g (=h) = —pby sinh (=ph)
pbys

p’s
2(phc—s)

gi’(x - Im+2)|acm+2 = gi’(O) = —pbg sinh (0)

0
(2.26)
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olarak elde edilir.

Boliinme noktalarindaki {istel B-spline degerleri Cizelge 2.1’de toplu olarak

gosterilmigtir.

Cizelge 2.1. Boliinme noktalarindaki iistel B-spline degerleri

Tm—2 Tm—1 T Tm41 Tm42
s—ph s—ph
¢m 0 2(phc—s) 1 2(phc—s) 0
! ple—1) p(1—c)
¢m 0 2(phc—s) 0 2(phc—s) 0
¢// 0 p3s _p%s p3s 0
m 2(phc—s) phc—s | 2(phc—s)

Tm, Tma1 sonlu elemanimi orten dort iistel B-spline fonksiyon ¢,, , (x), ¢,, (),
- m—1 m

Ot (T), Gpyo (2) ve bu fonksiyonlarn birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla

-1 () = g1(T — Tpmy1)
G () = gr—2,)
Prni1(®) = g2 (Tmi1 — 1)
Ormto (37) = 0 (xm - JL’)
rp1 () = g1 (x = Tpms1)

- 2(phpc—s) [1 —cosh (p(z — Tpm41))]

Om(@) = g5(x—2m)
— bl + pclep(z_$'m) _ pdle—p(ﬂﬁ—él?m)

i1 () = —gh (Tms1 — 7)

— — |:b1 + pclep($m+l_$) — pdle_p(zm+1_$)]

¢:n+2 () = —g(vm—2)
= 2(pgf_s) [1 — cosh (p (2, — x))]

¢/rlnfl (.CC) = gi’ (.% - merl)
_ —p? sinh[p(z—2pm+41)]
2(phc—s)
() = g5 (x—zp)

— P201 ep(acm—a:) T p2dle—p(xm—a})
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Omia() = g5 (Tmi — )

— pZClep(xm-Hf:E) + delefp(mmex)

o (@) = g (T — 2)
—p? sinh[p(zm, —x)]
2(phc—s)

(2.27)

olarak elde edilir.

[, Tms1] sonlu elemanini 6rten dort iistel B-spline fonksiyon ile bu fonksiyonlarin

birinci ve ikinci tiirevleri Cizelge 2.2’de toplu olarak gosterilmigtir.

Cizelge 2.2. [z,,, Tp11] sonlu elemanimi érten dort iistel B-spline fonksiyon

Kendisi I. Tiirevi
Pm—1 () | 1 (T — Tpnt1) sy 11— cosh (p (z — Tpi1))]

d)m+1 x) g2 (:Em+1 i :C) — |:b1 -+ pclep(xm+l_x) — pdle_p(mmﬂLl_x)]

(
)
(
(

P2 r) | g1 (m — ) Q(T;;_LS) [1 —cosh (p (zm — x))]

II. Tiirevi
—p? sinh[p(z—2m,
Om-1 (%) S
¢m ([L’) p2clep(wm_93) + dele—P(fEm—x)
Dy () p2clep(mm+1—$) + p2d1€—p(xm+1—x)
—p? inh Tm—T
D2 () %

Cizelge 2.2'de verilen ¢,,,_; (), ¢,,41 (z) Ve ¢,,,, () listel B-spline fonksiyonlarinin

ve onlarin birinci ve ikinci tiirevlerinin de [z, 2, 11] sonlu elemaninin ug noktalarindaki

degerleri
1 (Tm) = 91 (T — Tmy1) = g1(—h)
= sy |~h = Lsinh(—ph)]
_ s—ph
— 2(phc—s)
O—1 ($m+1) = 0 ($m+1 - $m+1) =0 (O>

= by [O—%sinh(())]
~ 0



¢m+1

g1 (Tpg1)

¢m+2

(xm)

(l'm)

¢m+2 (J:m—f—l )

/
¢m—1

(#m)

¢;n—1 (1)

¢m+1

(Tm)

¢;n+1 (Tpig1)

¢m+2

($m)
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g2 (xm—l-l - Im) = g2 (h)
ai + bih + cie’ + dyePh

s—ph
2(phc—s)

92 (Tmi1 — Tmi1) = g2 (0)
a; +c + d1

91 (Tm — Tmy1) = g1 (—h)
2(ph€:—s) |:_h - % sinh (_ph)]

s—ph
2(phc—s)

2(phpc—s) [1 — cosh (p (l’m - xm—i—l))]
_LQ(phc—s) [1 — cosh (—ph)]

p(1—c)
2(phc—s)

2(phpc_5) [1 —cosh (p (Tmi1 — Tmt1))]
_LQ(phc—s) [1 — cosh (0)]

0

— |:bl -+ pclep(merl_r’m) — pdle_P(l'm+1—-Tm)]
— (b1 + pere?h — pdie=")

p(c—1)
2(phc—s)

_ [bl + pclep($m+1—2m+1) _ pdle_P(xm+l_xm+l):|

— (b1 + pcy — pdy)
0

o5y L — cosh (p (2 — 2m))]
2(7}1—%) [1 — cosh (0)]

0



¢;n+2 (Tmt1)

D1 (Tm)

¢Z171 ($m+1)

qb;,nJrl (Zm)

¢;;z+1 (Tmt1)

(b;,rz+2 (Tm)

¢Z1+2 (Tm41)

olarak elde edilir.

Cizelge 2.1
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2(,0;0/)73) []‘ — cosh (,0 (l’m - xm—i—l))]
Q(l);—c”_s) [1 — cosh (—ph)]

plc—1)
2(phc—s)

—p? sinh[p(@m —Tm+1)]
2(phc—s)
—p? sinh(—ph)
2(phc—s)
p’s
2(phc—s)

—p? sinh[p(Zmi1—Tmi1)]
2(phc—s)
—p? sinh(0)
2(phc—s)

0

)02 c1 €P($m+1 —Tm) + p2d1 e_P(xm+1 —Tm)

pPereft + pAdie=rh

p’s
2(phc—s)

pQClep(xm-Fl_wm-Fl) + pzdle_p($’m+1_:cm+1)

prer + p?dy

.
phc—s
—p? sinh(p(em—2m))
2(phc—s)
—p? sinh(0)
2(phc—s)

0

—p? sinh[p(Tm —2m+1)]
2(phc—s)
—p? sinh(—ph)
T (2.28)
s
2(phc—s)

elde edilen bu degerler ile birlikte

[T, Tmy1] sonlu elemanim 6rten dort iistel B-spline fonksiyonun, sonlu elemaninin ug

noktalarindaki degerleri toplu olarak Cizelge 2.3’de gosterilmigtir.



Cizelge 2.3. Dort

iistel B-spline fonksiyonun u¢ noktalardaki degerleri

Tm, Tm+1
D ooy 0
- ) 0
o e 0
P, 1 2(;;5115)
O 0 ez,
O e =
i1 T, 1
i1 45 0
bt = -
B 0 T
- 0 i
Dot 0 2(p[;1,2cs—s)

Cizelge 2.3’deki degerlerler ile birlikte, [z, Z,,41] sonlu elemanini érten ardigik dort

Grn—1s Pms Prns1> Prmgo Ustel B-spline fonksiyon Sekil 2.5’de gosterilmistir.

Sekil 2.5. [x,,, Z;,11] sonlu elemanimi 6rten ardigik dort tistel B-spline fonksiyon
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u(z,t) fonksiyonunun sayisal ¢oziimii U(x, t), iistel B-spline fonksiyonlar: cinsinden

N+1

= Z &, () O (£) (2.29)

m=—1

toplamiyla bulunabilir. Ayrica [z,,, T,11] sonlu elemam Cizelge 2.2’de verilen dort
ardigik iistel B-spline fonksiyon tarafindan ortiildiigiinden u(x,t) fonksiyonunun bu

eleman tizerindeki sayisal ¢oziimii
Ulw,t)= 3 6;(2)8; (1) (2.30)

olarak alinabilir.( 2.30) ve Cizelge 2.3 degerleri kullanilarak U, U’ ve U” fonksiyonlarmin

[, Tm1] sonlu elemaninin ug noktalarindaki degerleri
U@m,t) = Un

= Y di(@m) (1)

j=m—1
= d)mfl ($m) 5771*1 + ¢m (xm) 5m + ¢m+1 (xm) (5m+l
+Omi2 (Tm) O

s—ph
= 2(phcpfs)6m 1+ 15 + phc s)(sm"'1

U(Tm+1, t) = Unn
= Gpo1 (Tma1) Ome1 + & (Trmgn) O + Pt 1 (Zpg1) O
+ G2 (Tmi1) Omto

= (f)hcphs 5 + 16m+1 + 2(phc s) 6m+2

Ulxm,t) = Ul

m—+2

= Y $Ea)d )

j=m-—1

= ¢fm—1 ("Em) Om—1 + ?b;n (Im) Om + ¢Im+1 (Im> Omt1
+¢;n+2 (xm) 5m+2

p(1—c) (c—1)
(phc s) 5m 1 +05 + 2(pphc s)5m+1

U/(l’m+17 t) = Ur/n+1
= qb;n—l (Tma1) Om—1 + (rb;n (Tm41) Om + ¢'lm+1 (Tims1) Omy1
0 (Tms1) Ompa

- 2(p,£fllc Cs O + 0041 + fp(chs Om-+2
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U'xpm,t) = U
m+2

= > & ()65 (1)
j=m—1

= Qb;;l—l (Im) m—1 1 ¢” (xm) Om + ¢m+1 ( m) Om+1
+¢m+2 ( m) m+2

= %(Ln*l + p7w 855 + 2(phc 2(phc—s) 6m+1

U (xm+1, t) = U7/7/1+1
= (,75;;_1 (Tm41) Om-1 + Qs;;z (Tims1) Om

(2.31)

olarak bulunur.

—p?s p2s
2(phc 5)5 + 5m+1 + 2(phc—s) 6m+2

phc s

U, U ve U" fonksiyonlarmm [z,,,z,1] sonlu elemanmin ug

noktalarindaki degerleri Cizelge 2.4’de toplu olarak gosterilmistir.

Cizelge 2.4. U, U’ ve U” fonksiyonlarimin ug noktalardaki degerleri

T Tm+1
U | simegyOm—1 + 10m + 505 0m 1 z(z;c’: Om + 10mi1 + 5o Ome2
U’ Qf’f,{bcf)s)ém L+ 06, + ’Jp,icll)émﬂ (phc s 6 + 08ms1 + pfwll S
u” %57”*1 + p77,c 585 + (phc s) Om-+1 (phc s) 5 + ;;w Ss(smﬂ + %%5771%

Yapacagimiz iglemlerde sonlu elemanlardan kurtulmak yani baz fonksiyonlarini

yerellestirmek icin 0 <7 <1,0<7 <1 ve At =¢"!

T = Ty + nh,

doniisiimleri kullanilmigtir.

— t" olmak iizere

t=1"+TAL (2.32)

Bu doniigtimler ve Cizelge 2.2. degerleri kullamildiginda

iistel B-spline fonksiyonlarimn [x,,, Z,,+1] sonlu elemani {izerinde yeniden diizenlenmis

halleri
¢m -1 (7] )

91 (Tm +nh — Timi1)

g1 (77 h)

by [nh h— Lsinh (p (nh - h))]
|

b |(n—=1)h — Lsinh (o (n— 1) b)|

(2.33)
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() = g2 (Tm +nh — )
= ai+binh+ ce + dyje= "

¢m+1(77) = 92 (Tmy1 — Tm —nh)
= g (h—nh) (2:35)
= a1+ b (1—n)h+ce!E=M" 4 g e=r-mh

Omia(n) = g1 (Tm — nh)
= g1 (=nh)
' (2.36)
= by [ nh — 2 smh pnh)}
= [ nh+ = Slnh pnh)]
olarak bulunur. Yerellestirilmig iistel B-spline fonksiyonlarim kisaca
D1 (1) g ((p=1)h),
h),
Om(n) ) g2(nh) 0<n<l (2.37)
Pt (1) g2 (h (1 =m)),
P2 (1) g1 (=nh)

olarak yazabiliriz.

Yerellestirilmis tistel B-spline fonksiyonlarinin ve bu fonksiyonlarmn birinci ve ikinci
tiirevlerinin 7 = 0 ve = 1 noktalarindaki (ug noktalardaki) degerleri, Cizelge 2.5'de

gosterilmigtir.
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Cizelge 2.5. Yerellestirilmig iistel B-spline fonksiyonlarin u¢ noktalardaki degerleri

n

0 1
By (1) oy 0
S 1 (1) = 0
oy (1) TS 0
Oy (1) 1 s
o, () 0 s
P (1) p% %
D1 (1) 2(,802—51;) 1
s (1) - 0
¢Z1+1 (n) % %iss
Prny2 (1) 0 Z(Z;—é)ﬁs)
¢;n+2 (n) 0 %
¢Z1+2 (1) 0 m;CL—S)

(2.37)’da verilen iistel B-spline fonksiyonlarini kullanarak [z,,, ,,,1] sonlu elemani

iizerinde yerellestirilmis koordinatlarda u(n, 7) fonksiyonunun sayisal ¢ziimii,

m+2
U, 7) =Y 6;(n)(6;+7A6;) (2:38)
j=m—1
bi¢iminde verilebilir. Burada 9,,-1,0m,0ms1 Ve O,42 zaman adimlarinin

baglangiclarinin diigiim parametreleri ve Ad,, 1, Ady,, Adyi1 ve Ady,io bir At zaman

adiminda diigiim parametrelerindeki artiglar1 gostermektedir.

2.6. Regularized Long-Wave (RLW) Denklemi, Baslangic ve Simr

Sartlar:

Bolium 3’de,
Up + Uy + EUUE — [Uggr = 0 (2.39)
formundaki lineer olmayan Regularized Long-Wave (RLW) denkleminin iistel B-spline
en kiiclik kareler yontemiyle sayisal ¢oziimii verilecektir. Bu denklemdeki € ve p reel

sabitler, z ve t indisleri ise tiirevleri gostermektedir.
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Klasik yiiksek dalga teorisi Rayleigh tarafindan yiiksek dalgalarin kiitle ve akig
giicii korunumu temelli olarak olusgturulmustur (Rayleigh, 1914). Peregrine ardigik
yiiksek dalgalarin geligimini (undular bore, Bkz. Sekil 2.6) modellemek i¢in RLW
denklemini (2.39) nermis ve RLW denkleminin sonlu farklar yontemiyle ilk ¢dziimiinii
yapmugtir (Peregrine, 1966). Daha sonralari ise Benjamin vd. RLW denkleminin dalga
¢oziimlerinin daha yaygin olarak bilinen Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin dalga

denklemi ¢oziimlerine benzerligini gostermislerdir (Benjamin vd.,1972).

S

Sekil 2.6. Ardigik dalgalar

Boliim 3’de (2.39) formundaki RLW denkleminin sayisal ¢oziimii aragtirihirken &

ve &, sabit sayilar olmak tizere

u(a’at) :gla u(b7t) :Ea
uz(a,t) =0, uz(b,t) =0, t >0 (2.40)
u(z,0) = f(z), a<zxz<b

siir ve baglangig kosullar kullamilacaktir. Burada f(z) fonksiyonu test problemlerine

bagli olarak daha sonra verilecektir.

(2.39) denkleminin sayisal ¢oziimii (2.30) ve yerel koordinatlarda (2.38) formunda
aranacaktir. U sayisal ¢oziimiin, iizerinde calisilacak olan sonlu elemaninin ug

noktalarindaki degerleri Cizelge 2.4 kullanilarak bulunacaktir.
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(Olver, 1979) RLW denkleminin sirasiyla kiitle, momentum ve enerjiye kargilik gelen

b

N
C = /udwz A:EZUW
m=0

a

b N
Cy = / [0 + p(uy)?] do ~ A Z (U 4+ 1(Up)m?] (2.41)
" m=0
b N
Cy = / (v + 3u2) do ~ Ax S (U3 +302)
m=0

a

ii¢ korunum kuralina sahip oldugunu gostermistir. Bu korunum kurallar1 ve analitik

¢oziim oldugunda L. ortalama hata normu

N
Ly=|h> |u; — U (2.42)
j=0
ile Lo, maksimum hata normu
Lo = llu— Ull,, = max/u; - U (2.43)
J

elde edecegimiz algoritmalarin dogrulugunu ¢6zecegimiz test problemleriyle test etmek

icin hesaplanacaktir.
2.7. Burgers Denklemi, Baslangi¢c ve Siir Sartlar:

Boliim 4’de,

U + ULy — Mgy = 0 (2.44)

formundaki Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii aragtirilirken

U(CL7 t) = 517 u(bv t) = 527
Uz(a,t) =0,  ug(b,t) =0, t>0 (2.45)
u(z,0) = f(z), a<z<b

sinir ve baglangic sartlar1 kullanilacaktir. Burada A > 0 kinematik viskozite

katsayisidir. f(z) fonksiyonu test problemlerine bagh olarak daha sonra verilecektir.

(2.44) denkleminin sayisal ¢oziimii (2.30) ve yerel koordinatlarda (2.38) formunda
aranacaktir. U sayisal ¢ozlimiin, iizerinde caligilacak olan sonlu elemaninin ug

noktalarindaki degerleri Cizelge 2.4 kullanilarak bulunacaktir.
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Bulunan sayisal degerlerle analitik ¢oztimii karsilagtirmak icin agirlagtirilmig ||el|

hata normu
N—1

el = & >

Jj=1

u

U
L0 e=ler, e €3 ....en )" (2.46)

J

olarak alinacaktir.
2.8. AD Denklemi, Basglangic ve Smir Sartlari

Boliim 5’de,

U + Uy — fUgpy = 0 (2.47)
formundaki AD denkleminin sayisal ¢ziimii arastirilirken

w(0,6) = Do (1), u(L,t) =By (1),
we(0,) =0,  wg(L,t) =0, ¢>0 (2.48)
u(z,0) = f(z), 0<z<L

sinir ve baglangi¢ sartlar1 kullanilacaktir. Burada aw, adveksiyon terimini, — i,
difiizyon terimini, o suyun sabit akig hizini, p sabit difiizyon katsayisini, L kanalin
uzunlugunu ve @ akig yoniindeki akiy1 gostermektedir.  f(x) fonksiyonu test

problemlerine bagh olarak daha sonra verilecektir.

(2.47) denkleminin sayisal ¢oziimii (2.30) ve yerel koordinatlarda (2.38) formunda
aranacaktir. U sayisal c¢ozlimiin, iizerinde caligilacak olan sonlu elemaninin ug

noktalarindaki degerleri Cizelge 2.4 kullanilarak bulunacaktir.

L+ ortalama hata normu

N
Ly=|h> |u; — U (2.49)
§=0
ile Lo, maksimum hata normu
Lo = |lu—"Ull,, = max|u; — Uj] (2.50)
J

elde edecegimiz algoritmalarin dogrulugunu ¢ézecegimiz test problemleriyle test etmek

i¢in hesaplanacaktir.
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2.9. Fisher Denklemi, Baslangic ve Simir Sartlari

Boliim 6’da,

U = Ay + Pu (1 — u) (2.51)

formundaki Fisher denkleminin sayisal ¢oziimii aragtirilirken

u(@,0) = f(z), a<z<b, (2.52)

w(a,t) =0, u(bt)=0 (2.53)
veya

w(a,t) =1, u(bt)=0 (2.54)

baglangic ve sinir sartlar1 kullanilacaktir. Burada A sifirdan farkl bir katsay: olmak
tizere, Au,, diftizyon terimini, § reel degerli bir parametreyi gostermektedir. f(x)

fonksiyonu test problemlerine bagh olarak daha sonra verilecektir.

(2.51) denkleminin sayisal ¢oziimii (2.30) ve yerel koordinatlarda (2.38) formunda
aranacaktir. U sayisal ¢ozlimiin, iizerinde caligilacak olan sonlu elemaninin ug

noktalarindaki degerleri Cizelge 2.4 kullanilarak bulunacaktir.

L, maksimum hata normu

Loo = |lu = U, = max |u; — Uj] (2.55)
J
L, ortalama hata normu
N
L2 = hz ”LLJ' - Uj’Q (256)
§=0

ile Rel bagil hata normu

N
> o)

N
> olurtf

elde edecegimiz algoritmalarin dogrulugunu ¢ézecegimiz test problemleriyle test etmek

Rel =

(2.57)

i¢in hesaplanacaktir.
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3. RLW DENKLEMININ USTEL B-SPLINE EN KUCUK KARELER
YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan RLW denkleminin iistel B-spline en kiiciik kareler
yontemi kullanilarak sayisal ¢oziimii arastirilmistir. Yontem uygulandiktan sonra,
elde edilen algoritmanin dogrulugu, ii¢ test problemi kullanilarak, korunum sabitleri,

grafikler ve analitik ¢oziim varsa hata normlar1 yardimiyla incelenmigtir.

3.1. RLW Denkleminin Sayisal Coziimii I¢in Ustel B-spline En Kiigiik

Kareler Yontemi

Bu kisimda RLW denkleminin {istel B-spline en kiiciik kareler yontemi kullanilarak
sayisal ¢oziimii elde edilmeye calisilacaktir. Zaman ve konum simirlarina gore integral
altinda (2.39) denklemi igin en kiiciik kareler yaklagimi

t b

5// (Uy + Uy + eUU, — pUppt)” dazdt = 0 (3.1)

0 a

denklemi ile verilir. dz,dt, Uy, U, ve Uy icin (2.32) doniigiimii yapildiginda

dr = Axdn, dt = Atdr

oU ot 1
V=~ U
g U _ gy 1
Tomoxr T TAx

Upt = (U)., = @@ :( ”"ﬁ)t (3:2)

ot on ox
t
1

B U Ag2 OT

or Ot

1 1
= U A A
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elde edilir. (3.2) ve yerel sinirlar, (3.1) denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde,
yontem

1

/ 1 1 1 1\
0

1 At At 1\?
00
1 1 2
5//((] +— +5U)U Ly ) dndr = 0
n A 2 Nt
00
1
5 / [ W a4 U dnar =0 (33)
0 0

halini alr. Burada U integrali basitlestirmek icin [, Zm1] sonlu elemamm {izerinde

t
= A (1 +eU ) ve = —ﬁ olarak almmigtir. (3.3), Leibniz integral

kurali (Abramowitz ve Stegun, 1972) kullanilarak

bir sabit, o =

11
/ / § (U + U, + BUyyr)? dndr = 0
0

11

/ / 2 (U, + aly + BUyyy) 6 (U + al, + BU,yr) didr = 0
0

0
11
// (U + aU, + BUy,r) 6 (Ur + aU, + Uy, ) dndr = 0 (3.4)

olarak yazildiginda en kiiciik kareler yontemi, agirlik fonksiyonu

m+2
W =" W;6; =0 U+ aly, + BUp,) (3.5)

j=m—1

olan bir Petrov-Galerkin yontemine donmiigiir. (2.38) kullamilarak U, U, ve U,

hesaplanirsa
m—+2
0 Y ¢ (n)(6;+TAG)
oU(n, ) j=m—1
Ur = or B or
(3.6)
m—+2
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(3.7)

(3.8)

m-+2

= ) ¢ () Ay,

j=m—1

elde edilir. (3.6), (3.7) ve (3.8) kullanildiginda agirlik fonksiyonu
W =6 (Ur + aUy + pUyyr)

m+2 m+2 m+2
=0 [Z ;N AS; +a Y &) (65 +TAG) +5 Y ¢ () A,
j=m—1 j=m—1 j=m—1

m—+2 m+2 m+2

= D gta 3 T Y &)

m-+2

= 3" 6, () +ad (n) 7+ B (n)] (3.9)

j=m—1

haline doniigiir. Burada agirlik fonksiyonu kisaca

w; = ¢; (n) + adl (n) T+ B! (n) i=m—1mm-+1,m+2 (3.10)

olarak yazilabilir. (3.11) denkleminde indis karigikligi olmamasi igin agirhk

fonksiyonunun indisi ¢ olarak alinmistir. (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.10) degerleri (3.4)
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denkleminde yerlerine yazilir ve denklem diizenlenirse

m+2 m+2 m+2
//[Z by ) A%+ Y () (64706 +B Y o (n) A

=m—1 j=m—1 j=m—1

[0 (n) + ag; (n) T + By (n)] dndr =0

m—+2

> // ¢;A; + ag) (0; + TAY;) + B AY]
J=m=17% 7
(¢; + agiT + B¢]) dndr = 0
m+2 11
Z //wiquAéj + B0 A6 + B NS + ad;0;0; + 5707 ¢ A6,
J=m=175 79

+0? 70050 + PTG NG + ard ¢ AS; + aTd ¢ A + Bad; ¢y
+BaT g Ad; + BaT g Ad;)dndr =0

m+2

S // (610, + B + B, + B016 + 0P, + ardnd; + ooy,

jmlo0

+BaTg;d; + ﬁongzﬁ}gb;') Ad; + (ongigb;- + aQTgb;gb;- + Baqb}gb;') &;] dndr =0

m—+42

2
> / ij + 36,65 + B + 8616 + -0 + S0+ 50,9

jml

2
+BZ6i9] + BL)0)) Ad; + (agbicb;- + S0+ 6a¢;¢§’) 6]} dn =0

+
[\

m

1
{/[mfw (66, + 6,00) + 2 ¢¢ 16 (dd! + 6,87) + 22 (g0

[
3

ba

; 2
1

+567) + B2 o] dn} Ad; + mZH {/ (a¢¢’-+a—2¢’-¢’~+ﬁa¢’¢” ]

Jre 7] J v} 2 ) J

j=m—1 0

(3.11)
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denklemi elde edilir. (3.11) denklemi bir matris formunda

(Be+B)") + %206 +8 (D + (09" + ab (B +(B)") + ﬁ%ﬂ NG

«

2 2

e
062 T

4 [aBe + 200+ ap () } 5 =0

(3.12)

olarak yazabilir. Burada T matrisin transpozunu gostermektedir ve m = 0,1, ..., N — 1

olmak tizere
0¢ = 05, 1, 05 0041, 00 4n) (3.13)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri
1 1
o= ay = oo,y B =By = o0 co=cg= [osmn
0 0

: 1
b s / ¢:djdn, B =Ej= / iy, FC=Ff = / o ¢fjdn,
0 0

t,j=m—1mm+1,m+4 2

(3.14)
olarak alinmigtir. A° eleman matrisinin elemanlari
1
A= A5 = [o0,dn
0
! 1 1 1 .
Jourtnadn [ourondn [0, 6uidn [0, 16,
0 0 0 0
1 1 1 1
[outusin [oubuin  [on0nadn [ 0,000
= O1 O1 01 01 (3.15)

O/¢m+1¢m1d77 O/¢m+1¢md77 O/¢m+1¢m+1d77 0/¢m+1¢m+2d77

1 1 1 1
/¢m+2¢mldn /¢m+2¢mdn /¢m+2¢m+ldn /¢m+2¢m+2dn
L 0 0 0 0

(2.37) ve Qizelge 2.5 yardimiyla hesaplanabilir. a;;, A° matrisinin . satir, j.

sutun elemanini gostermek iizere A matrisinin elemanlart MATLAB paket programi



kullanilarak

2 sin sinh(2hp) hp
2 cosh(h p)—p? <h3+2 e p)+hp3 4 8
an = - (2 sinh(h p)—2 hp cosh(h p))?
1 h 3h 4h
Q91 = 27e"P=27e>"P—9e*"P46 h
21 12hp<hp_e2hp+hpe2hp+1)2 ( p

—A W3 PP et 203 P e — AR PP e3P 4 15 hpeh?
+48hpe®"? +15hpe®"? + 6 hpe' P +9)

0y = 1 + (60¢h? — 60 e3hP — 15 ¢the
24hp<hp—€2hp+hp62hp+1)

—|—4h3p3 ehp _ 8h3p3 thp —|—4h3p3 €3hp + 6theh”

+60hpe?"? + 60 hpe*t? + 15)
12 h p—15 sinh(h p)+h3 p34-3 hp cosh(h p)

Qa =
LY 12hp (2 cosh(h p)2+2 h2 p2 cosh(h p)2—4 hp cosh(h p) sinh(hp)—?)
a1z = L 7 (27€M? — 27 3P — 9 thP
12 hp(hpfthPJrhpe”lerl)

+6hp—4h3p36hp+2h3p362hp—4h3p3€3hp
+15hp€hp+48hpe2hp—l—15hpe3hp+6hpe4hp+9)

— 4hp
A9y = L 2<4ehp—4e3hp—2967+2hp
hp(hp762hp+hp€2hp+l)
2hp 21hp . 3 3 il h3p3 h3p36hp h3p363hp
+e ( 2 h p ) 3 + 3 + 3

R3piethr h 3h 4h 29
—*P— +4dhpe'? +4hpe’"? +2hpe p—i-g)

asy = ! 7 (1P — 51 3hP — 42 ¢hP
12hp(hp762hp+hpe2hp+1)

+12hp+2h3p3 . 8h3p36hp+6h3p362hp
—8h3pP e3P 4 2 h3 pB ethP 4 8T hpeh? 4+ T2 hp e2h?
+8Thpe®h? £ 12 hp et 4 42)

gz = —1 2 (60e"P — 60 e3P — 15 ¢4hP
24hp(hp—62hp+hpe2hp+1)

+4h3pPe? —8h3p3 2P + A3 p3 e3P 4 60 hpe?
+60 hpe*h? + 60 hpe3hr + 15)
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a13 = ~1 7 (60"? — 60 3P — 15 eh?
24hp(hp—e2hp+hpe2hp+1)

+4h3pdelh? —8h3p3 2P + A3 p3 e3P 460 hpe?
+60hpe*? 4+ 60 hpedh? + 15)

(g3 = ! 7 (51e"P — 51 e3P — 42 ¢4hP
12hp(hpfe2hp+hpe2hp+1)

+12hp+2h3p® — 8h3 p3elP + 6 h3 p3 e2hP
—8h3p3e3P L 2p3 pdethP L 8T hpeh?
+72hpe*? 48T hpedhr + 12hpe4hp+42)

— 1
as3s = 13 hp (cosh(2 hp)+h2 p2+h? p? cosh(2hp)—2hp sinh(2hp)—1)

[48 sinh(h p) + STSH2RE) _ 631y 4 6 A3 p?
—4 h? p* cosh(hp) + 4 h3 p? cosh(2 hp)
—48 hp cosh(hp) — 24 hp cosh(2hp)]

Q43 = L 7 (27" — 27 3PP — g ethp
12hp(hp762hp+hp€2hp+l)

+6hp —4R3pde? + 2R3 pP 2P — 4 p3 3 e3hp
+15hpe? 4 48 hpe?"P +15hpe3hr

+6hpethr + 9)
s — 12 h p—15 sinh(h p)+h3 p3+3 h p cosh(h p)
14 12hp (2 cosh(h p)2+2 h2 p2 cosh(h p)2—4 hp cosh(h p) sinh(hp)—Q)
(s = 1 ; (60€h? — 60 3hP — 15 ¢4hr
24 hp (hp—ezhp—l-hpezhp—l—l)

+4h3p3€hp —8h3p3€2hp+4h3p363hp—|—60hp€hp
+60hpe? +60hpe®"? + 15

sy = 1 3 (276’”” —27e3hP —gethr
12hp (hp—thP—l—hpeth—l—l)

—|—6hp—4h3p3ehp+2h3p362hp—4h3p363hp
+15hpe? + 48 hpe?h? + 15hped? 6 hpet? +9

2 . sinh(2hp) hp
9 Cosh(hp)pr (hé+ 2 sinh(h p)+h‘47p3 5
daa = — (2 sinh(h p)—2 h p cosh(h p))?

olarak elde edilmigtir. Diger eleman matrislerinin elemanlar1 da benzer sekilde elde

edilebilir.
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(3.12) denklemi, tiim eleman matrislerinin

457 |95z i3 s 0 0 0

azp |dzztay |azzta;: Azytdy3 a4 0 0

Q37 |d32%dz; | A3zt dzatay |dzqtdazta;; TR U 0
A Quy | Agatds; | Aq3td3p1ds; | dggtazgtazstay |zgtdazta; Azgtd;z Q4

0 |4 Ayztdz; Auztdzztd;

0 |0 A7 Agzptdz

0 |0 0 Az;

(3.16)

bigiminde ifade edilen matrisleri cinsinden

(B+BT)+04—25(E+ET)+6(D+DT)} AS

«

A+a20+62F+
3 2

2
+ (aB + %C + @5ET) 5=0  (3.17)

olarak gosterilebilir. Burada & = [6_1, 8¢, ..., 0n, 0n+1] " tiim diigiim parametrelerinin
bir vektoriidiir ve

§=0" , A§=o"_gm (3.18)

bigiminde tanimlanabilir. (3.17) denklemi buna gore diizenlenirse

2

[A+%(B+BT) +%C+B(D+DT) +%(E+ET) +62F] (6" —o")

o2
+ (aB + 7C+ aﬂET) " =0
2
[A+%(B+BT) +%C+5(D+DT) +% (E+E") +52F] 5
2
= [A+%(BT—B) —%C+5(D+DT) +% (E—E") +52F] 5" (3.19)
(N 4 3)x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada « 'nin element
degeri
At ~ At
A — |
o = xg (1Fe0) = 5, (1<)

AL s — ph s — ph
N T

olarak hesaplanabilir.
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(3.19) denklemi, (2.40) simir kogulu ve Cizelge 2.4 birlikte kullanilarak

B ~ s—ph ph B
u(a,t)—U(azo)——2<phc_8)5 1+150+—( T 1 =&
2(phc — s
(5—1:(5_—ph)(€1—50)—(51 (320)
B s —ph ph B
u(b,t)—U(xN)——2(phC_ )(5]\[ 1+15N+—2( he — )5N+1—€2
2(phc —
INt1 = (p_;phs) (€5 —0n) — On—1 (3.21)

olacak sgekilde 0_; ve 0y elimine edilmig ve (N + 1) x (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine donitigtiiriilmiigtiir.
3.2. Baslangic Durumu

(3.19) denkleminde iterasyonu baglatmak igin baglangig diigiim noktalarindaki
baglangic parametre vektoriinin 00 = [591,68,...,5?\],5?\, +JT hesaplanmasi
gerekmektedir. Bunun igin ¢ = 0 zamaninda [zg,zy]| araligr igin (2.29) yaklagim
fonksiyonu yeniden diizenlenerek agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

=Y ¢, (z)0,

m=—1

(2.40) siir ve baglangic kogullar1 Cizelge 2.4 ile birlikte kullamldiginda

ug(a,0) = U'(xg)
_ 2@5}; >)5 L+ 000 + ”p;cll 5
=0
ug(b,0) = U’(xN)
= (phc s) 6N 1+ 05N + 2€pfwls)5N+1
=0
W(Tm,0) =U(zn)

— 5 Z;Chs (Sm 1 + 15 + ;;Chs 5m+1 = f(ajm)7 m = 0’ 17 ’N

(3.22)
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elde edilir. (3.22) kullanilarak

6%, 0
[ _p(—c) (e=1) 11 s0
2€phc—s) 0 2(pphc—s) 50 f(.%'[))
s—ph 1 s—ph 50
2(phc—s) 2(phc—s) 1
=1 (3.23)
s—ph s—ph 0
2(phf—s) 1 2(ph£—s) 5N—1
(1—c) (e—1) 0
L 2(pphcfs) 0 QI(Dphcfs)_ (SN f(xN)
One] | O

(N +3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (3.19) denkleminde iterasyona baglanir ve ¢ zamanina kadar iterasyon yapilir.
Bulunan §" ler (2.29) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonunun degeri hesaplanir.

(3.19) ve (3.23) denklem sistemlerinin ¢oziimii igin MATLAB paket programi

kullanilmigtir.
3.3. Test Problemleri

Bu kisimda, onceki kisimda tanimlanan RLW denkleminin sayisal ¢oziim

yonteminin giivenilirligini gorebilmek icin ii¢ test problem caligilmigtir.
3.3.1. Tek dalga ¢oziimii

RLW denkleminin tek dalga ¢oziimii i¢in baglangic kogulu olarak

u(z,0) = 3ésech’ [k (x — Xo)] (3.24)
1 .
kullanilmigtir. RLW denkleminin tek dalga analitik ¢oziimii £ = — Lv olmak
2V p(l+ec)
lzere
u(z,t) = 3ésech? [k (z — Xo — vt)] (3.25)

ile verilir (Peregrine, 1966). Bu ¢oziim, v = 1+¢&¢ hiziyla saga dogru ilerleyen 3¢ genlikli
bir dalgay1 gosterir. Tek dalga c¢oziimiiniin simiilasyonu bazi sayisal yontemler ile

herhangi bir problem olmaksizin ¢aligilmistir. Mevcut bazi ¢alismalarla ayni sonuclar
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elde edebilmek i¢in hesaplamalar, —40 < x < 60 ve 0 < ¢ < 20 araligi icinde e = pu =1,
1 >
Xo=0,k= 71 / % parametre degerleri ve £; = £, = 0 sinir kosullari ile yapilmigtar.
¢

Hesaplamalarda konum artimi A = 0, 125 ve At = 0, 1 alinmigtir.

t = 0 amndaki tek dalga ¢oziimii igin (2.41)’da verilen korunumlarin analitik

degerleri sirasiyla

_ 6¢ 1 1 6¢
C(1 - f(l T80k T 6120k+1) = &
CQ -

1262 (e200k_1)
5k (eso k+6120k+€200k+1)

+50 €*10% 200 €250 + 200 €320% + 125 €30% 4 330 £10F 4 125 £M0F
+200 8480k + 200 e520k + 50 6560k + 130 e6001»: + 35 6640k + 25 e680k
495720k | 5 o800k 4/Uf2 + 20uk2 eS80k 4 20/“{2 120k

—2Ouk2 160k 104/”172 200k 40Mk2 o240k _ 804 L2 o280k
—8O,uk;2 e320k | 34O,uk2 360k _ 6961 k2 400k 340/~6k72 o440k
—8O,uk2 480k _ 80uk;2 €520k 40Mk2 D60k | 1044 L2 o600k

—2O,uk2 e640k + 20/JJ]€2 e680k + 20uk2 e720!€ + 4uk2 6800k + 5)
1262 48y ke? (3.26)
~ +
k 5
3662 (€200 1)

Cs = T ETT T (4¢+ 25€30% + 251207 4 35 €160k 4130 £200%

. (25680k—|—256120k+356160k—|—1306200k

+50 6240k + 200 e280k + 200 6320k + 125 6360k + 330 e400Ic + 125 e440k

+200 *%0% 4200 €720% + 50 €790% + 130 50F - 35 010K 4 25 650K

+25 6720k + 56800k + 20 ée&)k + 2066120k + 4066160k + 10466200k

+40 ¢ €108 + 220 ¢ €20k 4 220 ¢ €30F 40 ¢ 30K 4 504 ¢ 100k 4 40 ¢ M0k
+220 ¢ 0% 4 220 ¢ €520F + 40 ¢ 50 + 104 ¢e50F 4 40 ¢ €¥10F 420 ¢ £050F

36¢2 N 14463
-k ok

olarak bulunur.

Alinan parametrelerle birlikte (3.26) kullamildiginda 3¢ = 0,09 genlikli tek dalga

¢oziimil i¢in korunum sabitlerinin analitik ve yaklagik analitik degerleri

Cy =2,1070468 , () ~ %é = 2,1094075

Cy=0,1273013 , (o 122 4 8k& _ () 1973017 (3.27)

Cs = 0,3888046 , (o 302 4 M2 _ g 3888060
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olarak hesaplanabilir.

0,09 genlikli tek dalga ¢oziimii icin program ¢t = 20 zamanina kadar caligtirilmisg,
elde edilen verilerle Ly ve L., hata normlari ile C, Cs ve C'3 korunum sabitlerinin sayisal
degerleri bulunarak Cizelge 3.1’de gosterilmistir. Korunum sabitlerinin bulunan sayisal
degerlerinin analitik degerlerle uyumlu oldugu goriilmiistiir. Cizelge 3.1’den t = 20
anindaki L., hata normunun, u(60,20) = 0,0004315117 analitik degeri ile aym oldugu
goriilmektedir. Bagka bir ifadeyle hata degeri, analitik degerle kullandigimz u(b, t) = 0

sinir kogulunun fark: ¢ikmigtar.

Cizelge 3.1. Tek dalga ¢oziimii i¢in hata normlar1 ve korunum sabitleri

Genlik = 0,09 —40 < x <60 h=0,125 At =0,1 p=0,2478
Zaman | Lo x 103 | L. x 10° (@ Cy Cs

0 0, 0000000 | 0,0000000 | 2,1070719 | 0,1273013 | 0, 3888047
4 0,4129635 | 0,2301939 | 2,1071027 | 0,1273012 | 0, 3888043
8 0,5124688 | 0,2213591 | 2,1069048 | 0,1273012 | 0, 3888044
12 0,5374903 | 0,2128817 | 2,1065605 | 0,1273013 | 0, 3888045
16 0, 5460296 | 0,2138706 | 2,1059379 | 0,1273015 | 0, 3888044
20 0,5683763 | 0,4315117 | 2,1046132 | 0,1273019 | 0, 3888032

Sekil 3.1’de t = 0, 4, 8, 12, 16 ve 20 zamanlarindaki 0,09 genlikli tek dalga
¢oziimiiniin grafigi, Sekil 3.2'de ise t = 0, 4, 8, 12, 16 ve 20 zamanlarindaki analitik
¢oziimle sayisal ¢coziim arasindaki fark grafigi cizilmigtir. Sekil 3.3’de ise Lo ve L, hata
normlarinin zamana gore degigimi ve t = 20 zamanindaki L., hata normunun grafigi

verilmigtir.
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Sekil 3.3. Hata normlarinin zamana gore degisimi ve ¢ = 20 anindaki L., hata normu

Sekil 3.2 grafigi incelendiginde [—40,60] olarak aliman konum araliginin ug
noktalarindaki hatanin, orta noktalardaki hatadan daha diisiik oldugu gozlemlenmistir.
Bu tip bir hata grafiginde secilen konum araliginin bir miktar genisletilmesi, hatanin
secilen simir kosulundan kaynakli olup olmadigini anlamamiza yardimci olacagindan
Konum araligi

konum araligi [—80,120] alinarak program tekrar caligtirilmigtir.

arttirildiginda elde edilen veriler Cizelge 3.2’de gosterilmistir.

Cizelge 3.2. Tek dalga ¢oziimii i¢in hata normlari ve korunum sabitleri

Genlik = 0,09 —80 < x <120 h=0,125 At=0,1 p=20,1956
Zaman | Lo x 10* | Lo x 10° o Cy Cs

0 0,0000000 | 0,0000000 | 2,1094050 | 0,1273017 | 0, 3888060
4 0,0524059 | 0,1183966 | 2,1094135 | 0,1273022 | 0,3888073
8 0,1045388 | 0,2389104 | 2,1094218 | 0,1273026 | 0, 3888087
12 0,1565309 | 0,3619470 | 2,1094301 | 0,1273030 | 0,3888101
16 0,2082941 | 0,4845822 | 2,1094385 | 0,1273035 | 0,3888114
20 0,2597400 | 0,6050277 | 2,1094468 | 0,1273039 | 0, 3888128

Sekil 3.4’de [—80, 120] konum aralig: igin ¢ = 0, 4, 8, 12, 16 ve 20 zamanlarindaki

analitik ¢oziimle sayisal ¢oziim arasindaki fark grafigi ¢izilmistir. Sekil 3.5’de ise ayni
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konum aralig1 i¢in sirasiyla Ly ve Lo, hata normlarinin zamana gore degisimi ve t = 20

zamanindaki L., hata normunun grafigi verilmistir.

a x 1|:F-E‘I T T T T T T T
=0
E‘ L _t:4
=8
4 | —t:12
‘ —t:‘lﬁ
L =20
z ,
=
N y/
_2 | \\ -
—E 1 1 1 1 1 ' 1 1 1
-80 60 <40 20 O 20 40 60 BO 100 120
X
Sekil 3.4. 3¢ = 0,09 genlikli dalga i¢in uw — U
-5 -6
3 =10 . . . 8 =10 .
—t=20, L

Sekil 3.5. Hata normlarinin zamana gore degisimi ve ¢ = 20 anindaki L., hata normu

(Cizelge 3.1 ve QCizelge 3.2 karsilagtinldiginda secilen

40 80 120

konum araliginin hata

tizerindeki etkisi net bir sekilde goriilmektedir. Ornegin, t+ = 20 zamanindaki L,

hata normu, konum arahig: [—40,60] segildiginde 0,4315117 x 1072 iken konum aralig

[—80, 120] olarak genisletildiginde 0,6050277 x 10~° olarak bulunmustur.
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Buradaki iyilesme, dalganin fiziksel simir kosullarinin  — Z4oo igin gecerli
olmasindandir. Yani dalganin fiziksel simir1 kosullart * — 400 i¢in u ve u, — 0
olmasini gerektirdiginden segilen konum araliginin genis olmasi u(a, t) = 0 ve u(b,t) = 0

secimiyle daha uyumlu hale gelmistir.

Aymni parametreler kullanildiginda 3¢ = 0, 3 genlikli tek dalga ¢oziimii i¢in korunum

sabitlerinin analitik ve yaklagik analitik degerleri
Cy = 3,9799266,

Cy = 0, 8104625,
Cy = 2, 5790074,

Oy = 8 = 3,9799497
Cy o 122 4 8k _ () 8104625

Cy o 362 4 M2 — 9 5790074

(3.28)

olarak hesaplanabilir.

Dalga genligi 3¢ = 0,3 alimarak program calistirilmig ve elde edilen veriler
kullanilarak L, ve L., hata normlar ile C;, Cs ve C3 korunum sabitlerinin sayisal
degerleri bulunarak Cizelge 3.3’de gosterilmistir. Korunum sabitlerinin bulunan sayisal

degerlerinin, analitik degerlerle uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Cizelge 3.3. Tek dalga ¢oziimii i¢in hata normlari ve korunum sabitleri

Genlik =0,3 —40<x <60 h=0,125 At =0,1 p= 10,2207
Zaman | Lo x 103 | L. x 10* 4 Cy Cs

0 0,0000000 | 0,0000000 | 3,9799271 | 0,8104625 | 2,5790074
4 0,0817346 | 0,2958270 | 3,9799671 | 0,8104507 | 2,5789685
8 0,1610046 | 0,5533908 | 3,9800024 | 0,8104388 | 2,5789292
12 0,2363195 | 0,7772297 | 3,9800367 | 0,8104268 | 2, 5788898
16 0,3069365 | 0,9762584 | 3,9800649 | 0,8104148 | 2,5788501
20 0,3728163 | 1,1562396 | 3,9800675 | 0,8104028 | 2,5788102

(Cizelge 3.3’de kullanilan parametreler kullanilarak elde edilen t = 0, 4, 8, 12, 16

ve 20 zamanlarindaki 0,3 genlikli tek dalga coziimiiniin grafigi Sekil 3.6’da, analitik
¢oziimle sayisal coziim arasindaki farki gosteren grafik ise Sekil 3.7’de c¢izilmistir.

Sekil 3.7 incelendiginde segilen zaman adimlari i¢in yiiksek hatanin tanim araliginin
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orta noktalar1 civarinda oldugu goriilmiigtiir. Bu parametreler i¢in Ly, ve L., hata
normlarinin zamana gore degigimi ve t = 20 zamanindaki L., hata normunun grafigi

ise Sekil 3.8’de verilmigtir.

0.3

0.25 T

0.27

0157

017

0.05 1

-0.05 ' ' ] '
-40 -20 0 20 40 G0

Sekil 3.6. Tek dalga simiilasyonu, 3¢ = 0,3

w1074
[0 —=d =8 =12 =16 =20

1.5

057

u=J

05T

15 ' ' : '
-40 20 0 20 40 60

Sekil 3.7. 3¢ = 0, 3 genlikli dalga icin u — U
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Sekil 3.8. Hata normlarinin zamana gore degisimi ve ¢ = 20 anindaki L., hata normu

(Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.3 incelendiginde —40 < z < 60 icin 3¢ = 0,3 genlikli

dalga i¢in elde edilen hata normlarinin, 3¢ = 0,09 genlikli dalga icin elde edilen hata

normlarindan daha kiiciik oldugu goriilmektedir.

hatalar1 Lo hatalarindan daha kii¢tik bulunmustur.

Ayrica her iki genlik i¢in de L.,

Konum artimindaki degisimin yonteme etkisi gormek icin 3¢ = 0, 3 genlikli dalgada

h =0,1ve h = 0,2 alinarak program tekrar ¢aligtirilmigtir. Elde edile edilen sonuglar

Cizelge 3.4 ve Cizelge 3.5’de verilmistir.

Cizelge 3.4. Tek dalga ¢oziimii i¢in hata normlari ve korunum sabitleri, h = 0, 1

Genlik =0,3 —40 <z <60 At=0,1 p=0,2657

Zaman | Lo x 10° | L. x 10% (& Cy Cs

0 0,0000000 | 0,0000000 | 3,9799270 | 0,8104625 | 2,5790074
4 0,0720208 | 0,2363964 | 3,9798463 | 0,8104472 | 2,5789571
8 0, 1418490 | 0,4415028 | 3,9797609 | 0,8104320 | 2,5789067
12 0,2083012 | 0,6225947 | 3,9796745 | 0,8104167 | 2,5788563
16 0,2706647 | 0,8212194 | 3,9795823 | 0,8104014 | 2, 5788059
20 0,3288263 | 1,0087855 | 3,9794645 | 0,8103862 | 2,5787555




Cizelge 3.5. Tek dalga ¢oziimii i¢in hata normlar1 ve korunum sabitleri, A = 0, 2

Genlik = 0,3 —40 <2 <60 At=0,1 p=0,09128
Zaman | Lo x 10° | L. x 10° Cy Cy Cy
0 0, 0000000 | 0,0000000 | 3,9799274 | 0,8104625 | 2,5790074
4 0,3176020 | 0,1323301 | 3,9801725 | 0,8103965 | 2, 5787897
8 0,6233364 | 0,2469759 | 3,9804104 | 0,8103291 | 2,5785670
12 0,9094259 | 0,3432695 | 3,9806446 | 0,8102603 | 2,5783399
16 1,1732804 | 0,4256847 | 3,9808702 | 0,8101905 | 2,5781092
20 1,4155480 | 0,4981182 | 3,9810681 | 0,8101197 | 2,5778756

3.3.2. Iki pozitif dalganin girigimi

Bu kisimda, k; = 3

u kisimda, kj = = | —————— ve
T 2 M (1 I 5éj)

u;(x,0) = 3¢;sech? [kj (x — x;)] , j=1,2 (3.29)
olmak tizere aym yonlii farkhi genlikli ve hizlar v; = 1 + £¢; olan iki ayrlmg tek
dalganin lineer toplami olarak verilen

u(z,0) = uy + ugy (3.30)

baglangic kosulu ile iki pozitif dalganin girisimi ¢aligilmigtir. Mevcut baz1 caligmalarla
ayni sonuclar: elde edebilmek icin iki farkli tanim ve zaman araligi ile iki farkh

parametre degerleri secilmistir.

Ik, iki dalga girisimi testi i¢in 0 < x < 120 konum ve 0 < ¢t < 30 zaman aralig
éA

k. =1 J

J 2 1 + "j

degerleri ve £, = &, = 0 sinr kosullar: segilmis ve konum artimi » = 0,3 ve zaman

icinde, e = p =1, x;1 = 15, ¢, = 1976, To = 35, o = %, parametre

artimi At = 0,1 alinmigtir.

Ikinci, iki dalga girisimi testi icinse 200 < x < 400 konum ve 0 < ¢ < 400 zaman

_ .1 1 /G
,1‘2—147, 02—1—0, k’j—§ 1—|—éj

parametre degerleri ve yine £; = £, = 0 sir kosgullar secilmis ve konum artimi h =

aralig1 icinde, ¢ = p = 1, x;1 = =177, ¢ = %’

0,12 ve zaman artimi At = 0,1 alinmistir.
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Iki dalganin girisimi problemi icin analitik ¢oziim olmadigindan korunum
sabitlerinin degisimi izlenmis ve p degeri korunum degerlerindeki degisimi en kiigiik

yapacak sekilde aranmigtir.

Ik, iki dalga testinde p = 0,04224 degeri kullamilarak program calistirilmistir.
Bu p degeri icin dalganin korunum sabitlerinin degisimi makul seviyede bulunmustur.
Elde edilen korunum sabitlerinin farkli zaman adimlarindaki degerleri Cizelge 3.6’da

gosterilmistir.

Cizelge 3.6. iki dalganin girisimi, korunum sabitleri

Genlikl = 2 Genlik2 =20 h=0,3 At=0,1 0<2 <120 p=0,4224 x 10"
Zaman & G, Cs

0 37,9165217 120, 5227680 744, 0812089

5 37,9577752 121, 5727033 749,5944412

10 37,8306176 122, 1887332 749, 5572727

15 37, 4830787 120, 5186987 733, 4245360

20 37, 2458287 119, 3146854 729, 8855744

25 37,2071904 119, 7371130 732,6421593

30 37,1939457 120, 3033935 735, 7701548

Yiiksek dalganin zaman iginde diger dalgay1 yakalayip girisimde bulunmasi ve sekil
bozulmasina ugramadan devam etmesi beklenmektedir (Bkz. Sekil 2.3). Cizelge 3.6
verileriyle ¢izilen Sekil 3.9 incelendiginde beklenti ile uyumlu olarak, hizh (yiiksek) olan

dalganin diger (yavag) dalgay1 yakaladig1, dalgayla birlestigi ve onu gectigi goriilmiistiir.
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Sekil 3.9. Iki dalganin girisimi p = 0,4224 x 107!

Sekil 3.9 incelendiginde dalgalarin girisim sonrasi eski yiiksekliklerine ¢ok yakin
degerler aldiklar1 goriilmektedir. Dalgalarin ¢ = 0 ve ¢ = 30 zaman adimlarindaki

genlikleri Cizelge 3.7’de verilmistir.

Cizelge 3.7. iki dalganin girisimi, genlik degisimi
h=0,3 At=0,1 p=0,4224 x 1071
Zaman | ¢; = 16/3 = 5,3333 | ¢, = 27/16 = 1,6875

0 5,3333748 1,6859844

30 9, 1498921 1, 7353808

Ikinci, iki dalga testinde p = 0,24 alinmistir. Iki dalga testi icin analitik coziim
olmadigindan korunum sabitlerinin degisimi izlenmigtir. Farkli zaman degerleri igin
korunum sabitlerinin kargilagtirmasi Cizelge 3.8’de verilmigtir. Ayrica elde edilen U
yaklagim fonksiyonun grafigi Sekil 3.10’da verilmistir. Sekil 3.10 incelendiginde hizh
olan dalganin yavag olan dalgay1 yakalayip gectigi ve ayrilma sonrasi her iki dalganin

da genliklerin ilk durumdaki hallerine dondiikleri goriilmiistiir.



Cizelge 3.8. Iki dalganin girisimi, korunum sabitlerinin degisimi
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Genlikl = % Genlik2 = % h=0,12 At=0,10 —200 <z <400 p=0,24
Zaman & Cy Cs
0 9, 8582453 3, 2447895 10, 7783294
40 9, 8593328 3, 2444415 10, 7768522
80 9, 8603120 3,2441251 10, 7754693
120 9,8613217 3,2439148 10, 7744193
160 9,8625784 3, 2439990 10, 7743730
200 9, 8643854 3, 2445458 10, 7760931
240 9,8661645 3,2451638 10, 7783503
280 9, 8673689 3,2453554 10, 7791032
320 9,8683514 3,2452074 10, 7784959
360 9, 8693589 3, 2449225 10, 7773087
400 9,8704164 3,2445971 10, 7759421
¥ 311.32
AT | t: 400
X -176.96 L: 0.598623
t0 . TR
U: 0.6001032 x2al0
06 <& 1 : t: 400
0.4 -
=
0.2
) 400
0=
=200

Sekil 3.10. Iki dalganin girisimi
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3.3.3. Ardisik dalgalarin gelisimi

Bu kisimda baslangi¢ kosulu

1 — X
u(z,0) = §U0 (1 — tanh - . 0) (3.31)

ve sinir kogullar:

& =Uo , &=0 (3.32)

kullanilarak ardigik dalgalarin geligimi testi yapilmigtir. Burada wu(x,0), t = 0
zamanindaki durgun su yiizeyinin tistiindeki suyun yiikseltisini gosterir. d ise durgun su
ve derin su arasindaki egimi temsil eder. Su seviyesindeki yiikseklik degigimi u(z,0),
r = Xy noktasina yerlestirilmistir. Boylece durgun su bolgenin saginda yer alir ve
u = 0 yiizeyinden Uj ilave yiikseltisinde suyun sahip oldugu akig soldan durgun suyun
icine dogru hareket eder. Sayisal yontemi uygulayabilmek igin fiziksel sinir kogullar:
r — 00 igin u — 0 ve x — —o0 igin u — Uy yapay sinir kosullar (3.32) ile degistirildi.
Elde edilecek sonuglarin meveut galigmalarla kargilagtirilabilmesi igin e = 1,5, u = 1/6,
Uy=0,1, Xg=0,a=-36,b=300, h =0,24, At = 0,1, d = 2 ve d = 5 parametre

degerleri kullanilmigtir.

Program d = 2 igin ¢t = 250 zamanina kadar cahstirilmig ve ¢ = 0, 50, 100, 150,
200, 250 zamanlarindaki dalga grafikleri Sekil 3.11’de gosterilmistir. Sekil 3.12’de ise
d =5 icin t = 0, 50, 100, 150, 200, 250 zamanlarindaki dalga grafikleri gosterilmistir.
Bu grafikler incelendiginde baglangic kosulunda yiiksek egim alindiginda daha fazla
ardigik dalga olustugu gozlenmistir. Yiiksek ve diisiik egimler i¢in en éndeki dalgalarin

biiytikliiklerinin ¢ arttik¢a birbirine daha fazla yaklagtiklar1 goriilmiistiir.
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0.25 ‘4“ (=100 =——=t=150 ———1=200 ~——1=250
0.2

0.15 5

0.1

/ﬁ—‘_““__‘—‘—'—-—-«—-_.__

=) =50 =100 =150 =200 =250

Sekil 3.12. Ardigik dalgalarin gelisimi d = 5, p = 0,09245

d = 2 ve d = 5 i¢in elde edilen korunum sabitlerinin degerleri sirasiyla Cizelge 3.9
ve Cizelge 3.10’da gosterilmistir. Ayrica her iki egim igin ¢ = 250 zamanindaki ardigik

ilk alt1 dalganin genlik ve tepe noktalarinin konum degerleri Cizelge 3.11’de verilmistir.



Cizelge 3.9. Ardigik dalgalar, d = 2

h=0,24 At=0,10 —36 <z <300 p=0,08014
Zaman C} C, Cs

0 3,6120000 | 0,3514778 1, 0882200

50 8,9879513 | 0,8995484 2,7870851
100 14, 3594842 | 1,4470838 4,4840833
150 19, 7331405 | 1,9956927 6, 1844693
200 25,1135227 | 2,5467108 8, 8926268
250 30,5046966 | 3,1015931 9,6133283

Cizelge 3.10. Ardigik dalgalar, d =5

h=0,24 At=0,10 —36 <z <300 p=0,09245
Zaman (& Cy Cs

0 3,6120001 | 0,3363111 1,0409701

50 8,9770162 | 0,8840639 2,7393687
100 14,3378503 | 1,4308033 4,4342933
150 19,7044608 | 1,9788543 6, 1330705
200 25,0858124 | 2,5304250 7,8428764
250 30,4878151 | 3,0871622 9,5691241

Cizelge 3.11. t = 250 aninda ardisik dalgalarin genlikleri

d=2 d=5
Konum Genlik Konum Genlik
Mk dalga 268,32 0,2125065 | 265,92 0,1963427
Ikinci dalga 255,84  0,1679065 | 254,16 0,1546061
Uctincii dalga 245,04 0,1423144 | 244,08 0,1297500
Dordiincti dalga | 235,20  0,1265685 | 234,72 0,1152646
Beginci dalga 226,32 0,1170733 | 226,08 0,1074784
Altinc dalga 217,68 0,1113581 | 217,68 0,1034798
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Korunum sabitlerinin zamana gore degisimleri analitik olarak asagidaki gibi

bulunmugtur (Olver, 1979).
“+oo
My =40 =4 [ Ude="Uy+ 5U5 =0,1075
oo
My, =42C, =24 [ [U?+p(U,)?] de=UZ+ %U$ = 0,011
+oo
My =40y =4 [ (U343U2)de =308 + (14 2¢) U + £U§ = 0,0341125

Korunum sabitlerinin degisimi d = 2 ve p = 0,08014 icin Cizelge 3.9’dan

Ml — 30,5046966—3,6120000 __ 07 1075708

250
M, — 3,10159312g873514778 = 0,0110005
M, — 9,613328?;;370882200 = 0,0341004

d =5 ve p=0,09245 igin korunum sabitlerinin degisimi Cizelge 3.10’dan

Ml _ 30,4878151—3,6120001 __ 0’ 1075033

250
M, — 3,08716222g8,3363111 = 0,0110034
My = 950124 LOI0OTOL - _ ) (1341126

olarak hesaplanmigtir.
3.3.4. Dalga olusumu

Bu kisimda Maxwell baslangic kosulu
u(z,0) = e (=1’ (3.33)

ve siir kosullar

£ =8 =0 (3.34)

kullanilarak RLW denkleminin sayisal c¢oziimleri degisik p degerleri icin elde edildi.
0 < x < 30 konum aralig: iizerinde, konum artimi A = 0,01 ve 0 < ¢t < 25 zaman

aralig1 i¢inde, zaman artimi1 At = 0,01 ve € = 1 olarak alinmigtir.

1= 0,04 ve p = 0,01 parametre degerleri i¢in bulunan yaklagim fonksiyonlarinin
t = 12 amindaki grafikleri sirasiyla Sekil 3.13 ve Sekil 3.14’de ¢izilmistir. Sekillerde
verilen ikinci grafiklerde dalgalarin salinimlarini daha iyi goérebilmek i¢in U eksen aralig

kiigiiltiilmiigtiir.



%1741
1.1 | ] 0.08 U: 0.06207429
0 9 x 2321 n | u ﬂ'ﬁ | |
: U: 1.096294
0.04
0.7t 1
- 0.02
0.5 12 0 &
0.3 x: 17.41 1 -0.02
U: 0.06207429 J i -0.04
017 T
_........\_,W. -0.06 x: 15.01

041 - ; 008 — U: -0.04742186
o %1501 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
U: -0.04742186 o

x

Sekil 3.13. Dalga olusumu, ¢ = 12, = 0,04

¥ 18.77
e ' " 0.15 U 0.1263735
115 x: 20.44 0.125 -
: U: 1.398943
0.9 ¥ 21.45 ]

U: 06040475 0.075%

= 0.65 - - 2047
0.4 € 18.77 oo | U: D.02421836 .]
U 0.1263735 :

0.15 [ 1 U
a1 -0.025 : ' : ' :

X 2017
0 5 10 15 20 25 30
o 0 Ay 0022183 §

Sekil 3.14. Dalga olusumu, t = 12, u = 0,01
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i = 0,04 ve p = 0,01 parametre degerleri icin elde edilen korunum sabitlerinin,

sayisal degerlerinin [0,12] zaman araligl i¢in bulunan degerleri Cizelge 3.12’de

verilmigtir.



Cizelge 3.12.Dalga olusumu, korunum sabitleri

h=0,01 At=0,01 0<z <30

1 P Zaman C Cs Cs
0,04 | 1,6930 0 1,7724539 | 1,3034467 | 4,7832691
3 1,7727219 | 1,3047847 | 4,7874577
6 1,7719704 | 1,3042841 | 4,7850170
9 1,7710767 | 1,3035599 | 4, 7819603
12 1,7701696 | 1,3028212 | 4, 7788803
0,01 | 1,5063 0 1,7724539 | 1,2658473 | 4, 7832691
3 1,7887847 | 1,2930126 | 4,9062747
6 1,7802160 | 1,2851855 | 4,8681121
0 | 1,7692244 | 1,2763945 | 4,8224915
12 1,7588868 | 1,2694285 | 4, 7848444

62

Sekil 3.13 ve Sekil 3.14 incelendiginde secilen ;o degerinin olusan tek dalganin ve

arkasinda olusturdugu diger dalgalarin yiiksekligine ve sayisina etki ettigi goriilmiistiir.
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4. BURGERS DENKLEMININ USTEL B-SPLINE EN KUCUK
KARELER YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan Burgers denkleminin iistel B-spline en kiiciik kareler
yontemi kullanilarak sayisal ¢oziimii arastirilmistir.  Yontem uygulandiktan sonra, elde
edilen algoritmanin dogrulugu, iig test problemi kullanilarak, agirlagtirilmis ||e||, hata

normu ve grafikler yardimiyla incelenmisgtir.

4.1. Burgers Denkleminin Sayisal C6ziimii Icin Ustel B-spline En Kiigiik

Kareler Yontemi

Bu kisimda Burgers denkleminin iistel B-spline en kiiciik kareler yontemiyle sayisal
¢oziimii elde edilmeye caligilacaktir. Zaman ve konum siirlarina gore integral altinda

(2.44) denklemi i¢in en kiiciik kareler yaklagim

t b
5// (U, + UU, — AUy, dzdt = 0 (4.1)
0 a

olarak yazlabilir. dx, dt, U;, U, ve U,, i¢in (2.32) doéniigiimii yapildiginda,

dr = Axdn, dt = Atdr

oU ot 1
V=ora =V
1
G Won 1
on Ox Ax
(4.2)
1
0(vs) oy
B an Ox
1
=Umr>
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elde edilir. (4.2) ve yerel sinirlar, (4.1) denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde,

yontem
11 2
1 1 1
0 0
12 At . At 2
5// (_t> <UT + EUU,] — /\EUW) AxAtdndr =0
0 0
/ At At A
o T
0 0
11
5 / / (U, + aU, — U,,)* dndr = 0 (4.3)
0 0

halini alir. Burada U integrali basitlestirmek i¢in [#,, Zn1] sonlu elemanim iizerinde
bir sabit, a = ﬁ—;[j , ve B = )\AA;Q olarak alinmugtir. (4.3), Leibniz integral kural

(Abramowitz ve Stegun, 1972) kullanilarak

11
//5 (U, + U, — U,,)* dndr = 0
0 0

1

1
/ / (U, + al, — BUy,) 6 (Us + ally — BUy,) dydr = 0
0 0
1

1

/ / (U, + U, — BU,,) 6 (U, + aU, — BU,,) dndr = 0 (4.4)
0

0
olarak yazildiginda en kiiciik kareler yontemi, agirlik fonksiyonlar:

m—+2
oW =Y W;d; =0(Us +al, — BU,,) (4.5)

j=m—1

olan bir Petrov-Galerkin yontemine doniigiir. (2.38) kullamlarak U, U, ve U,,

hesaplanirsa
m—+2
0 Y ¢ (n)(6;+TAG)
oU(n, ) j=m—1
Ur = or B or
(4.6)
m—+2
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(4.7)

(4.8)

m+2

0 Y &) (6 +7Ad)

j=m—1

or

m—+2

= ) ¢ () A,

j=m—1
elde edilir. (4.6),(4.7) ve (4.8) kullanildiginda agirlik fonksiyonu

SW = § (U, + al, — BU,,)

m+2 m+2 m+2
=5L§:¢MWA%+wv§:Q%MM%+TAQNW3§:¢§mN@+TA@)

m+§m_1 m+2 j:m_l m+2 o
= Y m+a D> gmT—=8 > &7
j=m—1 j=m—1 j=m—1
m—+2
= > [¢; () +ard; (n) = 7] (n)] (4.9)
j=m—1

haline doniigiir. Burada agirlik fonksiyonlar1 kisaca

w; = ¢; () +arg; (n) = Bréy (n) , i=m—1,mm+1,m+2 (4.10)

olarak yazilabilir. Indis karisikligi olmamasi icin agirhk fonksiyonlarimn indisi 4 olarak

alinmigtir. (4.6), (4.7), (4.8) ve (4.10) degerleri (4.4) denkleminde yerlerine yazilir ve
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denklem diizenlenirse

m+2 m+2 m+2
//[Z G0 +a > ¢ (0;+TAG) =B Y ¢ (6;+TAS)

=m—1 j=m—1 j=m—1

(¢, + ard; — 1)) dndr =0

3
+
N

1N

7 -1

11
// ¢ A0 —|—Oz¢ (0; +TAY;) — ﬁ¢”(5 +7'A(5)}
00

(¢ + ar¢; — Br¢7) dndr =0

N

+

b

3

1 1
//{ b5+ ar (i, + i) + PP, — Br (6 + 865
00

J 1

_aﬁT (¢Z¢;’ 4+ ¢;,¢j) +6272¢;/¢;/] A5j
+ (008} + a’rold — B, — aBr (6i] + 616) + BPr¢!6}] 6;} dndr = 0

[\

m+
=m—

1 2 P
J{[60,+ 5 @6+ 60) + ot - § 0t + )
Lo

J
/62

/8 /1
o gqﬁz ¢J:| Aéj

-3 (4ig +679)) +

2 2
+ {ozcbicb;- + %cbéab; — Beid; — O‘—f (di0] + ¢7d;) + %#’#’] @} dn =0

3
%)

_l’_

2

1 a2 6
/[M + = (¢:9] +¢¢)+g¢;¢;—§(¢i¢;’+¢;’¢j)
1\

2
=52 (ol + o) + G015 o} s,

V)

m—+

J

1
{/[a¢¢+ C 616, 0.0~ 2 (01 +¢¢)+%¢;’¢;’]dn}@0
1o

(4.11)
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denklemi elde edilir. (4.11) denklemi bir matris formunda

{Ae +5 (BB + %206 - g (D + (D7)
—O;—B (E + (EG)T) + %2}7] AS* (4.12)

e Oé2 e e CYB e e\T 62 e| ce
+[aB + 00— ppr - (B + () >+?F](S —0

olarak yazabilir. Burada T matrisin transpozunu gostermektedir ve m = 0,1, ..., N — 1

olmak iizere
0¢ = [05, 1, 650 O%rs O] (4.13)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri
1 1
w= = oo B =By= oo co=cg= [osm
0 0

: 1
e / ¢:d5dn, B =B = / ididy,  Fe=F5= / o]0l dn,
0 0 4

L,j=m—1mm+1m+2

(4.14)
olarak alinmistir. A° eleman matrisinin elemanlar:
1
a0 = A = [o0,dn
0
! 1 1 1 .
/¢m—1¢m—ldn /¢m—1¢mdn /¢m—1¢m+ldn /¢m—1¢m+2dn
0 0 0 0
1 1 1 1
[outusin [oubuin  [ononadn [ 0,000
= | 0o 0, 0 0 (4.15)

0/ Ot 16m_1d 0/ Ot 16l 0/ Ot 16msrdn 0/ Ores16mrath

1 1 1 1
/¢m+2 ¢m— 1 d77 /¢m+2 ¢mdn /¢m+2 ¢m+1 d77 /¢m+2 ¢m+2dn
L 0 0 0 0

(2.37) ve Cizelge 2.5 yardimiyla hesaplanabilir.
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(4.12) denklemi, tiim eleman matrislerinin

9y |9iz i3 ys 0 0 0

Az; |dzz*ay |dzzta;: Az a3 a4 0 0

Az |A32%dz; | dzztdzztay |dzqtazzta;; azgtdys a4 0
- Ay | Agatdzy | Auztazataz; |Aeetdzztdaztay |azqtdzztag TUE a4

0 |ds Aqztday; Auztdazztds

0 |0 Az Ay2tdz;

0 |0 0 Ae;

(4.16)
bi¢giminde ifade edilen matrisleri cinsinden
o i a? 6] T
A+§(B+B )+§C—§(D+D )
0‘35 (E+E") + 53 F] AS (4.17)
afs A
aB + % C /B’D—T(EJrE )+ 5 F|9=0
olarak gosterilebilir. Burada § = [0_1,0q, ..., dn,0 N+1]T tiim diigiim parametrelerinin
birer vektoriidiir ve
§=06" , Aj=o6"—0o" (4.18)
bigiminde tanimlanabilir. (4.17) denklemi buna gore diizenlenirse
2
[AJr%(BJrBT) +%C—§(D+DT) o5 (g4 B +53F] (57 — om)
2 2
+ aB+%C—ﬂD—%(E+ET) +%F} 5" =0
2 2
[A+%(B+BT) +%C—§(D+DT) —%(EjLET) +%F] g+l

:{AJF%(BT— )——C+6(D D") + 66(E+ET)—%2F}5”(4-19)

(N + 3)x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada « 'nin element

degeri
. At o
&, = A_xU
At s — ph s — ph
= — |=0—0n 14 O 00,
Az | 2(phc—s) ™! * * 2(phc —s) " + 00me2
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olarak hesaplanabilir.

(4.19) denklemi, (2.45) simir kogulu ve Cizelge 2.4 birlikte kullanilarak

u(a,t) = U(xo) = phcs5 1+ 100 + 507555 phcs 01 =2¢&

0y = M (&) — bo) — b
(4.20)
u(b, t) = U(IN) phc ) 5]\[ 1+ 10N + 2(phc 5)5N+1 52

ON41 = Shf;,f (s —0n) — On-1

olacak sekilde 0_; ve d 1 elimine edilmis ve (N + 1) X (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine doniistiiriilmiigtiir.
4.2. Baslangic Durumu

(4.19) denkleminde iterasyonu baglatmak i¢in baglangic diigiim noktalarindaki
baglangic parametre vektoriinin 00 = [531,(58,...,(5%,5% +1}T hesaplanmasi
gerekmektedir. Bunun igin ¢t = 0 zamanmnda [zg, zy]| araligl igin (2.29) yaklagim
fonksiyonu yeniden diizenlenerek asagidaki gibi yazilabilir:

N+1

0)= Y ()09, (4.21)

m=—1

(2.45) siir ve baglangic kogullar ile Cizelge 2.4 ile birlikte kullamldiginda

U (a,0) = U'(w0) = 32550 1 + 080 + 201 = 0

f{f}l 51+ 05 + zf(ﬁcls 51 =0

Up (b,0) = U'(ay) = #5508 1 + 00y + gt =0

2(phc—s) 2(phc—s)
(1—¢) c—1)
2(pphc s)(SN 1+ 00N + pphc ) oni1 =0

U(Im,O) - U(xm) - 287—%)5771 1+ 15 + phc s)5m+1 = f(*rm)7

(phc—s
m=0,1,..,. N
(4.22)
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elde edilir. (4.21) ve (4.22) kullamlarak

62, 0
[ (1—c) (c—1) 7 0
2€phc—s) 0 m 50 f(.%'())
2(phc—s) 2(phc—s) 1
s—ph s—ph 0
W L e ON-1
(1—c) (c—1) 0
- 2,(Dphcfs) 0 ZI(Dphcfs) | ON f(zn)
_5?\/+1_ 0

(4.23)
(N 4 3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (4.19) denkleminde iterasyona baglanir ve ¢ zamanina kadar iterasyon yapilir.
Bulunan §" ler (2.29) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonlarinin degerleri hesaplanir.

(4.19) ve (4.23) denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢gin MATLAB paket program

kullanilmigtar.
4.3. Test Problemleri

Bu kisimda, lineer olmayan Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in bir dnceki
kisimda tamimlanan sayisal yontemin giivenilirligi ii¢ test problemi ile gosterilmeye

caligilmigtir.
4.3.1. Problem(1)
(2.44) denkleminde simir kosulu olarak
w(0,t)= u(l,t)= 0, t>0 (4.24)
ve basglangic kosulu olarak

u(x,0) =sin(rx), 0<z<1 (4.25)
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alimacaktir. Problem(1) i¢in bir Fourier serisi (analitik) ¢oziimii Cole (1951) tarafindan

oo
Z jaje ™ Msin (jrx)

w(z,t) = 2mA—"_ (4.26)
ap + Z a eI ™M cos ()
j=1
olarak verilmistir. Burada Fourier katsayilar:
1 cos(mx) —1
ap = e 2w dx
0

cos (mx) — 1 (4.27)

1
a; = 2/e 2w cos (jmx)dzx, j=1,2,3,..
0
bicimindedir.

Problem(1) i¢in ilk hesaplamada 0 < x < 1, A = 1, At = 0,00001 olarak alinmig
program ¢t = 0’dan ¢t = 0, 1’e kadar caligtirilmis ve dort farkli konum artimi i¢in ¢ = 0, 1
zamanindaki ||e||; hata normlar1 hesaplanmigtir. Bulunan sayisal degerlerle analitik

degerlerin karsilastirilmas: Cizelge 4.1’de verilmistir.

Cizelge 4.1. Farkli konum artimlar: i¢in sayisal ¢coziimler

Sayisal Analitik
x hi=0,1| hy=0,05| hg=0,025| hy =0,0125
py =0,143 | p, =0,364 | p;=0,721 | p, =1,397
0,1 0,11001 0,10976 0, 10965 0,10958 | 0,10954
0,2 0,21037 0,20995 0,20988 0,20982 | 0,20979
0,3 0,29207 0,29182 0,29187 0,29186 | 0,29190
0,4 0, 34759 0,34757 0,34777 0,34782 | 0,34792
0,5 0,37092 0,37107 0,37135 0,37144 | 0,37158
0,6 0, 35843 0, 35859 0, 35885 0,35892 | 0,35905
0,7 0, 30966 0, 30969 0, 30983 0,30985 | 0,30991
0,8 0, 22806 0,22788 0,22788 0,22783 | 0,22782
0,9 0,12109 0, 12088 0, 12080 0,12073 | 0,12069
llel|1 0,00180 0,00107 0,00057 0,00029
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Problem(1) i¢in ikinci olarak konum araligi 0 < z < 1, zaman arahg1 0 < ¢t < 3, h =
0,0125 ve At = 0,0001 alinarak farkli A degerleri i¢in sayisal sonuclar elde edilmistir.

Bu sonuclar ii¢ farkli konum ve beg farkli zaman i¢in Cizelge 4.2’de verilmistir.

Ayrica Problem(1) igin konum araligt 0 < x < 1, zaman araligi 0 < t < 3,
A = 0,001, At = 0,075 ve zaman artimi A = 0,00625 alinarak farkli zamanlardaki
sayisal ¢oziim bulunmugtur. A < 0,01 igin analitik ¢dziimiin (sonsuz serilerin
yavag yakisamasidan dolay1) bagarisiz oldugunu biliyoruz. Bu yiizden A < 0,01
icin bulunan sayisal coziimler, analitik ¢oziimlerle karsilagtirilmamig fakat sayisal
yaklagimin, problemin gergek fiziksel davranigini modelledigini gostermek i¢in bulunan

degerler bir grafik olarak Sekil 4.1’de verilmistir.

1

t=0
0.9 -
0.8 =2
t=4
06T
D05F
0.4 f/ -
03Fr :
_,-"”Ff =
02 ’_'_,f’ “""-"""
0.1} , __ -
/ — | | | | . I I
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

X

Sekil 4.1. A = 0,001 viskozite degeri icin U



Cizelge 4.2. Farkl viskozite degerleri i¢in sayisal ¢oziimler
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)\1:1,0 )\2:0,1 )\3:0,01
x t Sayisal | Analitik Sayisal | Analitik Sayisal | Analitik
pp = 1,055 py = 1,006 ps = 0,878
0,25 0,4 0,01356 | 0,01357 0,30839 | 0,30889 0,34307 | 0,34191
0,6 0,00188 | 0,00189 0,24011 | 0,24074 0,27049 | 0,26896
0,8 0,00026 | 0,00026 0,19489 | 0,19568 0,22306 | 0,22148
1 0,00004 | 0,00004 0,16160 | 0,16256 0,18969 | 0,18819
3 0,00000 | 0,00000 0,02593 | 0,02720 0,07564 | 0,07511
0,50 | 0,4 0,01922 | 0,01924 0,56736 | 0,56963 0,65979 | 0,66071
0,6 0,00267 | 0,00267 0, 44493 | 0,44721 0,52872 | 0,52942
0,8 0,00037 | 0,00037 0,35681 | 0,35924 0,43882 | 0,43914
1 0,00005 | 0,00005 0,28927 | 0,29192 0,37440 | 0,37442
3 0,00000 | 0,00000 0,03823 | 0,04021 0,15052 | 0,15018
0,75 10,4 0,01362 | 0,01363 0,62630 | 0,62544 0,91454 | 0,91026
0,6 0,00189 | 0,00189 0,48611 | 0,48721 0,76810 | 0,76724
0,8 0,00026 | 0,00026 0,37173 | 0,37392 0,64745 | 0,64740
1 0,00004 | 0,00004 0,28474 | 0,28747 0,55599 | 0, 55605
3 0,00000 | 0,00000 0,02826 | 0,02977 0,22522 | 0,22481
4.3.2. Problem(2)
(2.44) denkleminde simir kosulu olarak
u(a,t) = u(b,t)= 0, t>0 (4.28)
ve baglangic kosulu olarak
u(z,0) =4z(l —z), 0<z<1 (4.29)
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alinacaktir. Problem(2) igin bir Fourier serisi (analitik) ¢oziim

o0

. 2. 2 . .
E jaje ™ Msin(jmr)
Jj=1

w(z,t) = 27\ — (4.30)

ap + g aje~ 7™M cos(jma)
i=1

olarak alinacaktir. Burada Fourier katsayilar

1 7222z — 3)
ag = /e 3N dx
0

a; = 2/6 3A cos(jmx)dx, j=1,2,3,...
bi¢imindedir.

Problem(2) igin konum araligi 0 < z < 1, zaman aralig1 0 < ¢ < 3, A = 0,001,
At = 0,0075 ve konum artimi h = 0,00625 alinarak farkli zamanlardaki sayisal ¢oziim
bulunmustur. Bu ¢oziimden elde edilen degerlerle Sekil 4.2 grafigi ¢izilmistir. Ayrica
konum araligi 0 < z < 1, zaman araligi 0 <t < 3, h = 0,0125 ve At = 0,0001 alinarak
farkli A degerleri i¢in sayisal sonuglar elde edilmistir. Bu sonugclar ii¢ farkli konum ve

beg farkli zaman ig¢in Cizelge 4.3’de verilmigtir.

0.9
0.8
0.7
0.6
2057
047
0.3}
0.2f
oar

0 0.1 02 03 04 o5 06 07y 08 09 1
X

Sekil 4.2. A\ = 0,001 viskozite degeri icin U



Cizelge 4.3. Farkli viskozite degerleri i¢in sayisal ¢oziimler

()

)\1:1,0 )\220,1 )\320,01
x t Sayisal | Analitik Sayisal | Analitik Sayisal | Analitik
pp = 1,055 py = 1,006 ps = 0,878
0,25 0,4 0,01400 | 0,01400 0,31695 | 0,31752 0,36347 | 0,36226
0,6 0,00194 | 0,00195 0,24548 | 0,24614 0,28372 | 0,28204
0,8 0,00027 | 0,00027 0,19876 | 0,19956 0,23220 | 0,23045
1 0,00004 | 0,00004 0,16463 | 0,16560 0,19633 | 0,19469
3 0,00000 | 0,00000 0,02647 | 0,02776 0,07669 | 0,07613
0,50 | 0,4 0,01984 | 0,01985 0,58215 | 0,58454 0,68282 | 0,68368
0,6 0,00275 | 0,00276 0,45562 | 0,45798 0,54760 | 0,54832
0,8 0,00038 | 0,00038 0,36491 | 0,36740 0,45340 | 0,45371
1 0,00005 | 0,00005 0,29566 | 0,29834 0,38570 | 0,38568
3 0,00000 | 0,00000 0,03906 | 0,04107 0,15256 | 0,15218
0,75 10,4 0,01406 | 0,01407 0,64641 | 0,64562 0,92568 | 0,92050
0,6 0,00195 | 0,00195 0,50150 | 0,50268 0,78433 | 0,78299
0,8 0,00027 | 0,00027 0,38308 | 0,38534 0,66297 | 0,66272
1 0,00004 | 0,00004 0,29306 | 0,29586 0,56936 | 0,56932
3 0,00000 | 0,00000 0,02890 | 0,03044 0,22820 | 0,22774
4.3.3. Problem(3)
(2.44) denkleminde simir kosulu olarak
u(a,t) = wu(bt)= 0, t>1 (4.32)
ve baglangic kosulu olarak ¢ = 1 zamani i¢in
u(z, 1) = " (4.33)

1
1+ eﬁ($274

)



76

1
alinacaktir. Problem(3) i¢in analitik ¢oziim to = e8\ olmak iizere

¢
z/ t>1

L+ ieﬁ (4.34)
to

olarak verilmigtir (Nguyen ve Reynen, 1982).

u(z,t) =

Problem(3) i¢in konum aralig1 [a,b] = [0, 8], zaman araligi 1 <t < 4,5, A = 0,5,
At = 0,0001 ve konum artimi h = 0,05 alinarak ii¢ farkli zamandaki sayisal ¢oziim
bulunmus ve bu degerler Cizelge.4.4’de verilmigtir. Bulunan sayisal degerler ve analitik
¢oziim arasinda tatmin edici bir uyum gozlenmistir. z = 5,5 degerinden sonra her iki

¢oziim cakistigr icin bu degerler Cizelge 4.4’de verilmemigtir.

Cizelge 4.4. \ = 0,5 viskozite degeri i¢in farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler

p:l t1:1,5 t2:3,0 t3:4,5

x | Saysal | Analitik | Sayisal | Analitik | Sayisal | Analitik
0,51 0,15399 | 0,15327 | 0,06467 | 0,06426 | 0,03825 | 0,03799
1,0 | 0,26636 | 0,26577 | 0,11942 | 0,11880 | 0,07230 | 0,07187
1,5 (0,30452 | 0,30412 | 0,15576 | 0,15509 | 0,09847 | 0,09793
2,01 0,26190 | 0,26142 | 0,16831 | 0,16762 | 0,11399 | 0,11339
2,510,17268 | 0,17217 | 0,15698 | 0,15630 | 0,11761 | 0,11698
3,0 ] 0,08838 | 0,08807 | 0,12802 | 0,12738 | 0,11010 | 0,10949
3,51 0,03593 | 0,03582 | 0,09185 | 0,09134 | 0,09425 | 0,09369
4,0 1 0,01189 | 0,01186 | 0,05833 | 0,05798 | 0,07409 | 0,07361
4,51 0,00325 | 0,00325 | 0,03305 | 0,03284 | 0,05367 | 0,05330
5,0 0,00074 | 0,00074 | 0,01684 | 0,01674 | 0,03597 | 0,03572
5,5 | 0,00014 | 0,00014 | 0,00776 | 0,00772 | 0,02240 | 0,02224

A = 0, 5 viskozite degeri i¢in elde edilen sayisal verilerle farkli ¢ zamanlar icin grafik

Sekil 4.3’de ¢izilmistir.
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Sekil 4.3. A = 0,5 viskozite degeri i¢in U

Problem(3) testinin farkli ve daha kiigiik bir A degerlerindeki sayisal ve analitik
¢oziimiinii resmetmek i¢in A = 0,005, h = 0,012 ve At = 0,05 parametre degeriyle
bulunan degerler Sekil 4.4’de gosterilmistir. ¢ = 1 zamamndaki sayisal ve analitik

¢oziim cok yakin oldugundan egriler birbirinden ayirt edilememektedir.

0.45

Sekil 4.4. \ = 0,005 viskozite degeri i¢in U ve u



78

Incelenen ii¢ test problemine gore, lineer olmayan Burgers denkleminin sayisal
¢oziimiinii elde etmek icin Onerdigimiz {istel B-spline en kiiciik kareler yonteminin

tatmin edici sonuglar verdigi soylenebilir.
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5. AD DENKLEMININ USTEL B-SPLINE EN KUCUK KARELER
YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, lineer AD denkleminin iistel B-spline en kiigiik kareler yoéntemi
kullanilarak sayisal ¢oziimii aragtirilmigtir. Yontem uygulandiktan sonra, elde edilen

algoritmanin dogrulugu, L, ve L., hata normlar1 ve grafikler yardimiyla incelenmistir.

5.1. AD Denkleminin Sayisal Coziimii icin Ustel B-spline En Kiigiik

Kareler Yontemi

Bu kisimda AD denkleminin iistel B-spline en kiiciik kareler yontemiyle sayisal
¢oziimii elde edilmeye caligilacaktir. Zaman ve konum sinirlarina gore integral altinda

(2.47) denklemi igin en kiigiik kareler yaklagimi

t b
(5// (U + aU, — /LUM)2 dxdt =0 (5.1)
0 a

olarak yazilabilir. dx, dt, U;, U, ve U,, i¢in (2.32) doéniigiimii yapildiginda,

dr = Axdn, dt = Atdr

oU Ot 1
V=%ra = U
g o1

on Ox Ax

(5.2)
Upe = (Uw):c
1
0(0:) oy
B an ox
1
=Umrz
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elde edilir. (5.2) ve yerel sinirlar, (5.1) denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde,

yontem
11 )
o Ui—i-Ui—UL AzAtdndr =0
AT Ay T YA v =
00
11
1) At At
5// (_t) <UT + QEUW — M@Unn) AxAtdndr =0
00
[ At At N\ A
x
(S// (UT +OZA—:CU77 _MA_ﬁUnn) A—tdﬁdT =0
00
11
5 / / (U, + cU, + dU,,)* dndr = 0 (5.3)
00
haline alir. Burada ¢ = a%, d = —,u% olarak alinmugtir. (5.3), Leibniz integral

kurali (Abramowitz ve Stegun, 1972) kullamlarak
11
//5 (Uy + U, + dU,,)? dndr = 0
0 0

1 1
/ / (U, + Uy + dUy,) 6 (Us + U, + dUyy) dndr = 0
00
1

[y

/ / (U, + Uy, + dU,,) 8 (Us + cU,, + dU,,) dndr = 0 (5.4)
00

olarak yazildiginda en kiiciik kareler yontemi, agirlik fonksiyonu

m—+2
W= > W;d; =06(Us + Uy, + dUy,) (5.5)

j=m—1

olan bir Petrov-Galerkin yontemine doniigiir. (2.38) kullamlarak U, U, ve U,,

hesaplanirsa
m-+2
0 Y &;(n) (85 +7AY)
oU (n, ) j=m—1
Ur = or B or
(5.6)
m—+2
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m—+2
0 ) &;(n)(6;+TAS)
g U7 j=m—1
K an an (5.7)
m-+2
= ) &) (6;+TAG)
j=m—1
m+2
0> ¢ (n) (6 +7AG))
U — % _ _J=m~l
m-+2
= > () (6 +TAS)
j=m—1

elde edilir. (5.6), (5.7) ve (5.8) kullanildiginda agirhik fonksiyonu
W =06 (Ur + cU, + dU,,)

m+2 m+2 m+2
=0 LZ 0; (M A8 +e Y () (6 +7AG) +d Y ¢ () (6; +TA)

m—i;m_l m+2 y m+2 b
= omtc D dmr+d > )T
j=m—1 j=m—1 j=m-—1
m—+2
= Y o)+ erdy () + dr e (n)] (5.9)
j=m—1

haline doniigiir. Burada agirlik fonksiyonlar: kisaca

w; = ¢; () +cr¢; () +drgi (n) , i=m—1,mm+1,m+2 (5.10)

olarak yazilabilir. Indis karigiklig1 olmamasi icin agirhik fonksiyonlarimin indisi ¢ olarak

alimmigtir. (5.6), (5.7), (5.8) ve (5.10) degerleri (5.4) denkleminde yerlerine yazilir ve
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denklem diizenlenirse

m+2 m+2 m-+2

1 1
// [Z ¢;A8; + ¢ Z ¢ (6, +TAG;) +d Z ¢ (8; + TAG;)
0o o Li=m-1 j=m-1 j=m—1

(¢; + T + dr¢}) dndT =0

+
[\

m

11
// ¢, A8, + ¢y (8; + TAG;) 4 dof (6; + TAG;)]
00

1

i —1

(¢; + e + drd!) dndT =0

m+2 1 1
So [ [ {160, + cr (66 + 616,) + 100, + dr (9,05 + 610)
j=m=17 7

+edr? (¢ + ¢ 0)) + d* ¢ 9] A
+ e + gy + A + cdr (8¢5 + ¢ ¢;) + T} ¢;] 0} dndr =0

[\

+

DY

3

1
/{[¢¢+ (6.6 + 656;) + 5 e+ 4 L (6 + o0y)
j=m—1

d d?
+5 (000 + ) + —¢’f¢’f] AS,

2
oot + Sots) + avd + 5 (olo) + 165) + G0l 8, ban =0

m—+2 1
Z {/ [¢¢+ (030 +¢<b)+ ¢¢+ (¢¢”+¢"¢)
1

j=m—

d
+58 ohef 4 005) + G ot an 85,

m—+2 1 9 p d2
0 30 A oot + et o+ 5 ot + oth) + ot | in o, =0
1
(5.11)
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denklemi elde edilir. (5.11) denklemi bir matris formunda,

c T c? d T
{Ae +3 (Be + (B9) ) + 306 +3 (De + (D) )
C?fl (E (Ee)T) + %QF] Ag* (5.12)
+ che + 62—208 +dD° + %d (E + (Ee)T) + %QF] 5 =0
olarak yazabilir. Burada ' matrisin transpozunu gostermektedir. m = 0,1,..., N — 1

olmak iizere

0° = [05, 1,

00, 051 O] (5.13)

eleman parametreleridir. Element matrisleri Cizelge 2.5’deki degerler kullanilarak

_ A, /cbcbdn . Be= B, /¢¢dn, . o=y /¢¢dn
_ D, / bidldy , E° =By / sty Fe / 8¢l

,j=m—1mm+1,m+42
(5.14)

olarak alinmistir. A° eleman matrisinin elemanlari

/¢¢d77

/¢m - /¢m il /¢m Gsa /¢m —

/ Drbmrl / Dbl / Drmsal / BrSmrath

= 01 01 01 01 (5-15)
/ b2l / 6o / O rdl / PR
0 0 0 0

1 1 1 1
/¢m+2¢m1dn /¢m+2¢mdn /¢m+2¢m+1dn /¢m+2¢m+2dn
L 0 0 0 0

(2.37) ve Cizelge 2.5 yardimiyla hesaplanabilir.
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(3.12) denklemi, tiim eleman matrislerinin

457 |95z i3 I 0 0 0

Az |dzztay |dz3ta;: gtz a4 0 0

Q37 |d32%dzy | A3z tazatay |dzqtdzgzta;; TR a4 0
A Qg | Agatds; | Agztdzptds; | deqtazstadsstay |azqatdsztar azqtd;3 a4

0 |4 Ayz3tdz; Au3tdz2td;

0 |0 A7 Azztay

0 |0 0 Az;

(5.16)

bigiminde ifade edilen matrisler cinsinden
c G d T
A+§(B+B )+§O+§(D+D )
d ik
+5 (B+E7) + gF} AS (5.17)

2 d d2
+ {c3+%0+dp+%(E+ET)+5F]5—o

olarak gosterilebilir. Burada § = [0_1, 00, ...,dn,0 NH]T tiim diigiim parametrelerinin
birer vektorii ve

§=6" , A§="" 5" (5.18)
bigiminde tanimlanabilir. (5.17) denklemi buna gore diizenlenirse

2 2
{AJrg(B+BT)+%C+%1(D+DT)+%Z(E+ET)+%F} (57 — 57)

2 d d2
+ cB+%C+dD+C—(E+ET)+3F} & =0

2
2 2
{A+§(B+BT)+%C+§(D+DT)+C§(E+ET)+%F}5"“

c ? d cd d?
=|A+-(B"-B)——C+-(D"=D) - —(E+E") - —F|d" (5.1
A5 (BT - B) - GO+ (07— D) - 5 (B4 ET) - G| (59

(N +3) x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. Burada ¢ = a£t,

d=—px,z At dir.
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(5.19) denklemi, (2.48) simir kogullar1 ve Cizelge 2.4 birlikte kullanilarak

u(0,t) = U(xg = 0) = —Soh 5 4160 + 2(phc 3)5 = g (t)

2(phc—s)
0oy = 22 [Py (t) — b0 — 0y
(5.20)
u(L,t) = Ulen = L) = 525081 + 108 + 50725080 = P (1)
Sngr = 229 (B (1) — n] — Snos

s—ph
olacak gekilde d_; ve 041 elimine edilmig ve (N + 1) x (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklemin sistemine doniigtiiriilmiistiir.
5.2. Baslangic Durumu

(5.19) denklem sisteminde iterasyonu baglatmak i¢in baglangic diigim
noktalarindaki baslangic parametre vektoriinin §° = [(5(11,58,...,(5?\,,5?\, +1]T
hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin ¢ = 0 zamamnda [0, L] araligi icin
(2.29) yaklagim fonksiyonu yeniden diizenlenerek agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

0)= Y o,(x)d, (5.21)

m=—1

(2.48) smir ve baglangig kogullart Cizelge 2.4 ile birlikte kullanildiginda
_ —0) = ~rd=9 1) ¢
ux(O 0) = U/<I0 = 0) = 2(pphc 3)5 1+ 0(50 + 2? o 5)5 =0

(1—c) (e=1) —
fphc 35 1+050+th¢ 351 0

up(L,0) = U'(wy = L) = 550N 1+ 00n + sftb0n 1 =0
fé}lw Cl On—1+00n + ppfwls dng1 =0
w(rm,0) =U(xy,) = 552 h 6m 1+ 10m + 557 h (5m+1 = f(x),

2(phc—s) 2(phc—s)
m=0,1,... N
(5.22)
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elde edilir. (5.22) kullanilarak

62, 0
[ (1—c) (c—1) 7 0
2€phc—s) 0 m 50 f(.%'())
2(phc—s) 2(phc—s) 1
s—ph s—ph 0
W L e ON-1
(1—c) (c—1) 0
- 2,(Dphcfs) 0 ZI(Dphcfs) | ON f(zn)
_5?\/+1_ 0

(5.23)
(N 4 3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (5.19) denkleminde iterasyona baglanir ve ¢ zamanina kadar iterasyon yapilir.
Bulunan §" ler (2.29) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonunun degerleri hesaplanir.

(5.19) ve (5.23) denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢gin MATLAB paket program

kullanilmigtar.
5.3. Test Problemleri

Bu kisimda, lineer olmayan AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in bir énceki kisimda

tanimlanan sayisal yontemin giivenilirligi {i¢ test problemi ile gosterilmeye caligilmigtir.
5.3.1. Problem(1): Son derece uzun bir kanalda adveksiyon (u = 0)
(2.47) denkleminde siir kogulu olarak
uw(0,t) =0 ve wu(L,t)=0 (5.24)
ve basglangic kosulu olarak
(z,t) =10 ! (z — 7 — at)? (5.25)
u(x,t) = 10exp 2p2x T—a« .
analitik ¢oztimiiniin ¢ = 0’daki degeri

u(z,0) = 10exp {—i (z — %)2] (5.26)
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kullanilacaktir. Bu analitik deger, standart sapmasi p ve ilk pik degerini z degerinde
10 birim yiikseklikle alan bir normal dagilim (Gauss dagiim) egrisidir. Bu test
probleminde 6nceki galigmalarla uyum olmasi i¢in p = 264 m ve x = 2000 m ve a = 0,5

m/sn alimmigtir.

Problem(1) igin hesaplamada kanalin uzunlugu 9000 m alinmig ve program ¢t = 9600
zamanina kadar farkli At ve h degerleri i¢in galigtirilmigtir. Hata normlarini en kiigiik

yapan p degerleriyle birlikte ¢ = 9600 anindaki sonucglar Cizelge 5.1’de verilmistir.

Cizelge 5.1. Sadece adveksiyon ile tagimim, ¢ = 9600

h| At p Lo L
500 | 50 | 2,69449 x 107° 31,106 | 6,893 x 107!
300 | 50 | 5,28487 x 107° 11,673 | 2,777 x 1071
200 | 50 | 9,27991 x 107° 1,358 | 3,982 x 1072
100 | 50 | 1,46562 x 1074 0,734 | 3,930 x 1072

50 | 50 | 2,07835 x 10~ 0,876 | 3,935 x 1072
25 | 25| 5,50561 x 1074 0,936 | 3,686 x 1072
10 | 10 | 3,13440 x 1073 0,205 | 7,014 x 1073

5 518,29718 x 1073 | 5,123 x 1072 | 1,754 x 1073

1| 1]6,53500x 1072 | 2,064 x 1073 | 7,502 x 10~°
0,5]0,5[1,65170 x 107! | 5,272 x 10™* | 2,230 x 10~°

Analitik degerler incelendiginde u fonksiyonunun ¢ = 9600 anindaki pik degerini
x = 6800 konumunda aldig1 yani tepe noktasinin 4,8 km ilerledigi goriilmiigtiir. ¢ =
9600 ve = = 6800 icin sayisal ve analitik pik degerleri bulunurken Cizelge 5.1’deki p

degerleri kullanilmig ve sonuclar Cizelge 5.2’de verilmistir.
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Cizelge 5.2. t = 9600 anmindaki pik degerleri, x = 6800

h| At p | iistel B-spline | Analitik lu— U]
200 | 50| 9,27991 x 1075 9,972 10 | 2,846 x 1072
100 | 50 | 1,46562 x 10~ 10, 028 10 | 2,811 x 102

50 | 50 | 2,07835 x 10~* 10,013 10 | 1,284 x 1072
25 | 25 | 5,50561 x 10~* 10,007 10 | 7,123 x 1073
25 | 25| 7,53200 x 10~* 9,999 10 | 1,233 x 1073

10 | 10 | 3,13440 x 1073 10,000 10 | 1,258 x 1074

5 51 8,29718 x 1073 10, 000 10 | 1,571 x 107°

1 1 |6,53500 x 1072 10,000 10 | 2,146 x 107°
0,5]0,5|1,65170 x 107! 10, 000 10 | 3,729 x 1076

(izelge 5.1’de en iyi hata normlar1 A = At = 0,5 i¢in bulunmasina ragmen, Cizelge
5.2 ye gore pik degeri igin en iyi deger h = At = 1 i¢in bulunmusgtur. Bunun nedeni
p degerlerinin Cizelge 5.1’deki Ly ve L., hata normalarini minumum yapacak sekilde
segilmesidir. |u — U| degerlerini daha iyi yapacak sekilde de p degerleri bulunabilir.
Buna érnek olmasi icin p = 7,532 x 10™* degeri kullamlarak h = At = 25 icin ikinci
bir sonug verilmigtir. U yaklagim fonksiyonun grafigi Sekil 5.1’de ¢izilmigtir.

(]
1 m n [ x: 6800
10 - I I\ - 3000 | | X: 4400 ::f;gg | 1t: 9600
9 %: 2000 | l t: 4800 : | U 10
g [ 1t: 2400 U: 10
t0 | U: 10
] u:10 | |U i
E —
o ]
T ﬁ /|
4 1
3 - F 11
2 B i Sy v
14 ! L}
el A A
0 "//-,..-4 —— _:——_
0

Sekil 5.1. Sadece adveksiyon ile tagimim, U
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Sekil 5.1 i¢in kullanilan parametre degerleri i¢in Ly ve Lo, hata normlarinin 0 < ¢ <
9600 araligindaki degisimi ve ¢ = 9600 anindaki L., hata normunun grafigi sirasiyla
Sekil 5.2’de verilmigtir. Bu degerler i¢in her iki hata normunun da zaman ilerledikce

arttigr goriilmiigtiir.

% -4 " 5
10 | il
L, n .
B L t: 9600 2 % 6662 |!: !‘|
; x Hata: 0.000569 Hata: 2.31e-05 || (|
I |
@ 15| L =960 ||‘| 1
% 3 m | | |
T Him |
2 s x: GBOO ‘, [
t: 9600 Hata: 1.134e-05 || |
1 Hata: 2.31e-05 | 0-° ." h I'.
0 x ] ; / \
0 2000 4000 ¢ 6000 8OO0 9600 g 2000 4000 . 6000 80009000

X

Sekil 5.2. Hata normlarinin degisimi ve ¢ = 9600 anindaki hata

5.3.2. Problem(2): Adveksiyon ve difiizyon ile taginim
Problem(2) i¢in (2.47) denkleminde simir kogsulu olarak
u(0,t) = u(9,t) = 0, (5.27)

ve baglangic kosulu olarak

u(z,t) =

1 exp [_M 7 (5.28)

VAt 1 [ (4t + 1)

analitik ¢oziimiiniin (Sankaranarayanan vd., 1998) ¢ = 0 daki degeri

oo | (x —7)°
u(z,0) = exp [ T ] : (5.29)

alimacaktir. Bu analitik deger, ¢ = 0 zamanindaki (ilk) pik degerini ¥ degerinde,

1
NZoEs|

= 1 birim yiikseklikle alan bir normal dagilim (Gauss dagilim) egrisidir.
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Bu test probleminde 6nceki ¢aligmalarla uyum olmasi i¢in ¥ = 1 m, = 0,005 m?/sn

ve a = 0,8 m/sn alinmgtir.

Hesaplamada konum araligi 0 < z < 9, zaman araligi 0 < ¢t < 5 ve At = 0,0125

alinarak farkli h degerleri i¢in sayisal sonuglar elde edilmistir. ¢ = 5 anindaki hata

normlar1 Cizelge 5.3’de verilmigtir.

Cizelge 5.3. Adveksiyon ve difiizyon ile tagimim

h p Ly L

0,2 |4,682x1072| 1,080 x 107! | 8,830 x 1072
0,111,595 x 1071 2,497 x 1073 | 3,771 x 1073
0,05 | 3,239 x 1071 | 4,230 x 107 | 6,905 x 1074
0,025 | 9,553 x 10~ | 6,656 x 10 | 8,193 x 10~

Bu problemde h = 0,025, At = 0,0125, = 0,005, o = 0,8 ve p = 9,553 x 1071
degerleri alinarak elde edilen U yaklagim fonksiyonun [0, 5] zaman arahgindaki grafigi

Sekil 5.3’de verilmistir.

Sekil 5.3. Adveksiyon ve difiizyon ile tagimim, U
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Lo hata normunun 0 < ¢ < 5 zaman araligindaki degisimi ve t = 5 anindaki grafigi

sirasiyla Sekil 5.4’de gosterilmistir.

x 1073 5 <107
8 r\\ L[ & . t=5, L_
| —_— L~< x:4.585 | 1 f
6l \ 6| Hats 0.0008193 [} |\
s | s Il |
@ =
I 4 L4 | i
t: 5 | l |
2 " Hata: 00008193 | 2 Ii ||
— .' '.,
0 L 5 J 0 s 4
- . 2t Hata: 0.0006656 °  © < o B g
Sekil 5.4. Hata normlarinin degisimi ve ¢ = 5 anindaki hata
5.3.3. Problem(3)
(2.47) denkleminde sinir kogulu olarak
w0,8) =1, u(L,)=0 , t>0 (5.30)
ve basglangic kosulu olarak
u(z,0) =0, 0<ux (5.31)

alimacaktir. Problem(3) i¢in analitik ¢6ziim, er fc(x) tamamlayici hata fonksiyonu

erfe(r) = %/e_tzdt (5.32)
olmak tizere
PN
u(z,t) = Eerfc <x\/_4% > +5e K Jerfc (x\/—z_; ) (5.33)

olarak verilmistir (Szymkiewicz, 1993). Test probleminde énceki galigmalarla uyum
olmasi i¢in kanal uzunlugu L = 100 m, difiizyon katsayisi z = 0,002 m?/sn ve akig hiz1

a = 0,8 m/sn alinmgtr.



Konum araligi 0 < z < 100, h = 1 degerleri ve farkli zaman artimlar: i¢in program

t = 3000 zamanina kadar caligtirilmistir.

verilmigtir.

Elde edilen hata normlar1 Cizelge 5.4’de

Cizelge 5.4. t = 3000 anindaki hata normlar:

At p L, Lo
60 [ 1,216 x 1072 | 1,315 x 1072 | 3,938 x 1073
30 [ 1,388 x 1072 | 2,034 x 1073 | 7,835 x 10~*
20 | 2,032 x 1072 | 2,436 x 1073 | 8,762 x 10~*
10 | 1,900 x 1072 | 4,712 x 107* | 1,448 x 1074

511,809 x 1072 | 7,662 x 107* | 2,831 x 10~

1]1,937x1072|7,722x107*]2,931 x 1074

(izelge 5.4’de verilen zaman artimlari ve p degerleri kullanilarak ¢

anindaki sayisal ve analitik coziim degerleri karsilagtirmali olarak Cizelge 5.5'de
verilmigtir. Analitik degerler Szymkiewicz (1993) tarafindan verilmistir fakat o degerler

kullanilmamis analitik degerler MATLAB kullanilarak yeniden hesaplanmustar.



Cizelge 5.5. t = 3000 anindaki sayisal ve analitik degerler, h =1
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Mesafe

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
100

Sayisal

At =60 At=30 At=20 At=10 At=5 At=1

1,000
1,002
1,002
1,001
0,999
0,994
0,985
0,967
0,938
0,892
0,826
0,739
0,635
0,520
0,404
0,297
0,205
0,134
0,082
0,047
0,026
0,013
0,007
0,003
0,001
0,001
0,000

1,000
1,000
1,000
0,999
0,996
0,991
0,981
0,964
0,934
0,888
0,823
0,738
0,636
0,523
0,408
0,300
0,208
0,134
0,081
0,046
0,024
0,012
0,005
0,002
0,001
0,000
0,000

1,000
1,000
1,000
0,999
0,997
0,992
0,982
0,964
0,935
0,889
0,824
0,738
0,636
0,522
0,408
0,300
0,208
0,136
0,083
0,047
0,025
0,013
0,006
0,003
0,001
0,000
0,000

1,000
1,000
1,000
0,999
0,996
0,992
0,982
0,964
0,934
0,889
0,823
0,738
0,636
0,523
0,408
0,301
0,208
0,135
0,082
0,046
0,024
0,012
0,005
0,002
0,001
0,000
0,000

1,000
1,000
1,000
0,999
0,996
0,991
0,982
0,964
0,934
0,888
0,823
0,738
0,636
0,523
0,408
0,301
0,208
0,135
0,082
0,046
0,024
0,012
0,005
0,002
0,001
0,000
0,000

1,000
1,000
0,999
0,998
0,996
0,991
0,982
0,964
0,934
0,888
0,823
0,738
0,636
0,523
0,408
0,301
0,208
0,135
0,082
0,046
0,024
0,012
0,005
0,002
0,001
0,000
0,000

Analitik

1,000
1,000
0,999
0,999
0,996
0,991
0,982
0,964
0,934
0,889
0,823
0,738
0,636
0,523
0,408
0,301
0,208
0,135
0,082
0,046
0,024
0,012
0,005
0,002
0,001
0,000
0,000
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(izelge 5.5’de goriildiigii gibi At < 60 icin sayisal ¢oziim, analitik ¢oziimle ¢ok yakin
degerler almaktadir. At = 10 igin elde edilen yaklagim degerleriyle, analitik degerler

Sekil 5.5’de grafik iizerinde gosterilmistir.

Uve u

60 70 80 80 100

Sekil 5.5. At = 10 igin ¢esitli zamanlardaki U ve u

Ly ve Lo, hata normlarmin 0 < ¢t < 3000 zaman araligindaki degisimi ve ¢t =
3000 zamanindaki L., hata normunun 0 < x < 100 konum araligindaki degisimi Sekil

5.6’da verilmigtir. Sekil 5.6’dan da goriildiigii gibi hata normlar1 zaman ilerledikce

kiictilmektedir.
e
0.15 N 1.5 L
2 ||| x: 30
Lo Hata: 0.0001448
0.1 1 |
3 o /
x T
0.05 0.5 / —1=3000, L
\\ t: 3000 | I
" Hata: 0.0001448 /
—l
20 40 60 80 100

0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 O
X
t

Sekil 5.6. Hata normlarinin degigimi ve ¢ = 3000 anindaki hata
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6. FISHER DENKLEMININ USTEL B-SPLINE EN KUCUK KARELER
YONTEMIYLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, lineer olmayan Fisher denkleminin iistel B-spline en kiigiik kareler
yontemi kullanilarak sayisal ¢coziimii aragtirilmigtir. Yontem uygulandiktan sonra, elde
edilen algoritmanin dogrulugu, iki test problemi kullanilarak, grafikler ve hata normlar

yardimiyla incelenmistir.

6.1. Fisher Denkleminin Sayisal Céziimii I¢in Ustel B-spline En Kiigiik

Kareler Yontemi

Bu kisimda Fisher denkleminin tistel B-spline en kiiciik kareler yontemi kullanilarak
sayisal ¢oziimii elde edilmeye calisilacaktir. Zaman ve konum simirlarina gore integral

altinda (2.51) denklemi igin en kiiciik kareler yaklagimi

50// U —aUy, — U (1 —U)|"dedt =0 (6.1)

denklemi ile verilir. dz,dt,U; ve Uy, i¢in (2.32) doniigiimii yapildiginda

dr = Axdn, dt = Atdr

oU ot 1
V=arar ~ U
8< 1 > (6.2)
"Azx ) On
Ve =002 = =5 50
1
=Umrs



elde edilir.
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(6.2) ve yerel simirlar, (6.1) denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde,

yontem
11 1 m+2 2
5// (UTE ””A S — ( > 6, () (9; +7A5j)) U AzAtdndr =0
0 0 j=m—1
(1) At (K 1
5// <_t> U- O‘UWE — AtpU ( Z ¢; (n) (0; + TAéj)) AxAtdndr =0
00 j=m-1 .
11 Ar 2 42
00 j=m-—1 -
L m+2 72
5// U, — Uy — ( S 6 (0) (5 +7A5j)> dndr = 0
00 j=m—1 .
(6.3)

halini alir. Burada U integrali basitlestirmek i¢in [z,,, Zp1] sonlu elemanin iizerinde

. . t
bir sabit, ¢ = am

(Abramowitz ve Stegun, 1972) kullanilarak

ve pu = BALU olarak almmustir.

(6.3), Leibniz integral kural

2

AR m+2
//5 U u( S 6 () <5j+TA5j)> dndr = 0
00 j=m-—1
L m+2
//2 Ur —eUpy — 1 ( Z ¢; (n) (65 + TA(SJ))
00 j=m—1
m—+2
J |U aUm,—,u< Z & )(5j+TA5j)> dndr =0
j=m—1
1 m+2
// Ur —Upy — 1t ( Z ¢;(n) (65 + TA5J)>
0 0 J=m-—1
m+2
0 |\U: — €Uy, — 1 ( Z ¢; (1) (05 + TA5]'>> dndr =0 (6.4)
j=m—1
olarak yazildiginda en kiiciik kareler yontemi, agirlik fonksiyonu
m+2 m+2
oW =Y W;d;=0|U, — Uy — po ( > o) (65 + TAaj)> (6.5)
j=m—1 j=m—1
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olan bir Petrov-Galerkin yontemine doniigiir. (2.38) kullamlarak U ve U, hesaplanirsa

m+2

0 Y &;(n)(0;+TAG)
oU(n, 1) j=m—1
Ur = or B or
(6.6)
m—+2
= Z ¢j () Ad;
j=m—1
m—+2
0 ) &;(n)(6;+TAS)
I oU(n,7)  j=m-1
oo an
m—+2
= ) & (n)(6;+TAG)
j=m—1
m-+2
0 Y ¢ (n)(0;+TAG)
U — 8Un _ j=m-1
m o - o
1 1 (6.7)
m—+2
= D ¢ () (6;+TAS)
j=m—1
elde edilir. (6.6) ve (6.7) kullanildiginda agirhik fonksiyonu
B m-+2
W =6|U; —eUy, — < Z ¢; (n) (6; + TA(Sj)>
L j=m—1
m+2 m+2 m+2
=01 > ¢ mAs;—e > ¢ (n)(0;+TAG) —p ( PORAGOICE: TA5J)>
Lj=m—1 j=m—1 Jj=m-—1
m+2 m+2 m+2
= > b —er D> ) —pr > 60
j=m—1 j=m—1 j=m—1
m—+2
= > [ —pm)e;(n) —eref (n)] (6.8)
j=m—1
haline doniigiir. Burada agirlik fonksiyonu kisaca
w; = (1 — pr) d; — e i=m—1,mm+1m+2 (6.9)
olarak yazilabilir. (6.10) denkleminde indis karigikligi olmamasi icin agirhik

fonksiyonunun indisi ¢ olarak alinmigtir. (6.6), (6.7) ve (6.9) degerleri (6.4) denkleminde
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yerlerine yazilir ve denklem diizenlenirse

//LZ b, (A —2 3 6 () (6 + TAS,) — <Z ¢j(n)(5j+m5j)>

=m—1 j=m—1 =m—1

(1= p7) 6; (n) — e ()] dndr =0

m-+2

Z // (0,005 — e (6; + TAS;) — pod; (5; + TAS;)]
j=m=17% 9
(1 = p7) ¢ — e7¢;] dndr = 0
m+2 1
3 // [(1— o) b A8 — (1 — o) el6; — (1 — pr) erdhi! A,
j=m—17% 79

= (1= ) ni ;05 — (1 — u) p7 i A0; — €766, 005 + 7660,
T2 Q] A + epTd ;05 + epT* ¢ d;A85] dndr =0

1

[\

m-+ L
>, [ [ Ua-nm60, - 1= ur)erod) - (- ur)uros, - erols,
j=m—1 0

0
—|—5272¢;'¢;»' + 5u72gbg’¢j) Adj+

(= (1= pur)edi@] — (1 — pr) o + 276 df + eprdp;) ;] dndr = 0

m+2

Z // 1—,u7') qbgb —(1—#7’)57-¢¢ +(5M7— —€T>¢"¢ + 27 2¢//¢//)

]mloo

+ (_ (1 - /“') M¢i¢j - (1 - l“') €¢i¢;’, + 8/”—925;/@25]‘ + 527(/5;,(?5;',) 53’} dndt =0

5 J1(ne ) (- 8) et (3= Dot ) s

j=m—1 0

+ (— (1-5) noi, — (1= %) couoy + S oo, + §¢;’¢;') 63} dn =0
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m+2 I 2 1
> /((1—u+%>¢i¢j—(5— ) coid + (5 = 5) o + ¢”¢”)dn AJ;
0

o m+2 I
> (— (1=5) nsio; = (1=5) 0.6 + Sol0, + ¢”¢”) dn | 6;=0
j=m—1 |

(6.10)
denklemi elde edilir. (6.10) denklemi bir matris formunda
Pt Y g (Lo ey (w e)GﬂT+iC€A$
#T3 273 3 2 3
_ e . H e E_,u e\T 5_2 el ge
+[ (1 2) Ac — (1 2)53 + 2 (BY) +»20}5 —0  (6.11)

olarak yazabilir. Burada T matrisin transpozunu gostermektedir ve m = 0,1, ..., N — 1

olmak iizere

-1 Ym>

0 = [06 1, 0% 850t 0 in] (6.12)

eleman parametreleridir. Eleman matrisleri

! 1
0 0

Ce:C’fj:/@b}’dn, i,j=m—1,mm+1,m+2

(6.13)

olarak alinmistir. A° eleman matrisinin elemanlar:

/¢>¢>dn

/¢m - /¢m il /¢m Gsa /¢m "

/ Drbmrdl / Dbl / Drmsal / BrSmrathn

= 01 01 01 01 (6-14)
/ Ol / 6o / P / P
0 0 0 0

1 1 1 1
/¢m+2¢m1dn /¢m+2¢mdn /¢m+2¢m+1dn /¢m+2¢m+2dn
0 0 0 0

(2.37) ve Cizelge 2.5 yardimiyla hesaplanabilir.
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(6.11) denklemi, tiim eleman matrislerinin

457 |95z i3 I 0 0 0

Az |dzztay |dz3ta;: gtz a4 0 0

Q37 |d32%dzy | A3z tazatay |dzqtdzgzta;; TR a4 0
A Qg | Agatds; | Agztdzptds; | deqtazstadsstay |azqatdsztar azqtd;3 a4

0 |4 Ayz3tdz; Au3tdz2td;

0 |0 A7 Azztay

0 |0 0 Az;

(6.15;

bigiminde ifade edilen matrisleri cinsinden

2 2
_ M 4 (L_# K _&\pgr, <
{(1 u+3)A (2 3) B+<3 2)3 +3C]A5

[0 (=g ns FarSelszo

olarak gosterilebilir. Burada 6§ = [6_1, 80, ..., 0n, 0n+1]  tiim diigiim parametrelerinin
bir vektoriidiir ve

§=0" , A§=o"_gm (6.17)

bigiminde tanimlanabilir. (6.16) denklemi buna gore diizenlenirse

(
[(1—u+ ) G——) (%—5)3T+ C} (671 — 5"

+[ (1 H),m (1—§>58+€2“BT+ 0}5"_0

H L p 1 T e? n+1
1— —|A-|-—-%)eB—-¢|(-—=|B
(oee5)a-(og)melag)omesels

2

B LRI P P

(N 4 3) x (N + 3) boyutlu bir matris denklem sistemi elde edilir. x 'niin element degeri

e, = BAWU = BAL(1—U,)

B s — ph — ph
= (At {1 — (—Z(phc — S)ém 1+ 16, + —Q(phc )5m+1)] (6.19)

olarak hesaplanabilir.
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(6.18) denklemi, segilen test problemlerine uygun olarak (2.53) veya (2.54) sinir
kogulu ve Cizelge 2.4 birlikte kullanilarak

_ s—ph s — ph
(a,t) = Ul(zo) = 2phe —5) 3)5_1 + 109 + 2(phe — 5) 01
2(phc — s
o1 = (Z——ph) [U(zo) — do] — 01 (6.20)
— __s=rh _s—ph
u(b,t) = U(ZL‘N) = 2(,0hc— S)5N_1 + 1on + Q(phc — S)5N+1
2(phc — s
Nyl = (sp——ph> U(zn) — On] — On—1 (6.21)

olacak gekilde 0_; ve d 41 elimine edilmis ve (N + 1) x (N + 1) boyutlu, 7 bant matris

denklem sistemine dontistiiriilmiigtiir.
6.2. Baslangic Durumu

(6.18) denkleminde iterasyonu baglatmak igin baglangi¢ diigiim noktalarindaki
baslangic parametre vektoriinin §° = [531,58,...,5 5% +JT hesaplanmasi
gerekmektedir. Bunun i¢in ¢t = 0 zamaninda [zg, x| araligl i¢in (2.29) yaklagim
fonksiyonu yeniden diizenlenerek agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

= > b ()0

m=—1

§° baglangic degerlerini elde etmek icin asagidaki baslangic kosullar: kullanilmstar.

uz(a,0) = U'(zo)
_ 26()}11_ >)5 L+ 000 + ppfwll 5
=0
uz(b,0) = U’(xN)
_ (phc L 5N 1+ 00n + 2§’p;cls)5N+1
=0
W(Tm,0) =U(zn)

— 3 Z;Chs (Sm 1 + 15 + Z;Chs 5m+1 —= f(ajm)7 m = 0’ 17 ’N

(6.22)



102

(6.22) kullanilarak

6%, 0
Sty 0 it 5 f(x0)
el S ey 0
| =1 (6.23)
oy 1 oapnty | |9
I e - o)
%] | 0

(N +3) x (N + 3) boyutlu matris denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
goziilerek (6.18) denkleminde iterasyona baglanir ve ¢ zamanina kadar iterasyon yapilir.
Bulunan §" ler (2.29) ifadesinde yerine yazilarak her zaman adiminda yaklagim

fonksiyonunun degeri hesaplanir.

(6.18) ve (6.23) denklem sistemlerinin ¢oziimii igin MATLAB paket programi

kullanilmigtir.
6.3. Test Problemleri

Bu kisimda, onceki kisimda tanimlanan Fisher denkleminin sayisal ¢6ziim

yonteminin giivenilirligini gorebilmek igin ti¢ test problemi ¢aligilmigtir.
6.3.1. Problem(1): Giiglii reaksiyon
Ablowitz ve Zepetella (1979) Fisher denkleminin 6zel bir ¢dziimiinii
u(z,t) = [1 + e\/’g_/(ix_(w/ﬁ)t} _2 (6.24)

olarak verilmigtir. Bu ¢oziim ¢ = 5./(/6 sabit hizla hareket eden bir bir dalga

¢oziimiidiir. [ parametresi biiyiidiikce bu dalga sok dalgasina doniisiir.
Sayisal ¢oziim icin baslangic kosulu, analitik ¢oziimde ¢ = 0 yazilarak
—2
u(z,0) = (1 +eV 6/633) (6.25)

olarak ve simnir kosulu (2.54)

u(a,t) =1, u(b,t) =0
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olarak almmigtir. Mevcut bazi calismalarla aymi sonuglari elde edebilmek igin
hesaplamalar, —0,2 < 2 < 0,8 ve 0 < ¢t < 0,007 araligi icinde A = 0,1 ve At = 0,0001

parametre degerleri kullanilarak yapilmistir.

Problem(1) i¢in zaman araligr 0 < ¢ < 0,007 ve konum artimi h = 1/40 ve =
2x10% almarak farkli zamanlardaki sayisal ¢oziim bulunmustur. Bu ¢oziimden elde

edilen degerlerle Sekil 6.1 grafigi ¢izilmistir.

Sekil 6.1. p =1, h =1/40 ve 3 = 2x10% igin U

Problem(1) testini daha biiyiik bir S degerlerindeki sayisal ¢oziimiinii resmetmek
ve sok dalga egilimini daha iyi gozlemlemek igin 3 = 10* ve h = 1/120 parametre
degeriyle bulunan degerler Sekil 6.2’de gosterilmigtir.



104

,1
0.8
0.6
|
t=0
0.4 t=0.0005
t=0.001
1=0.0015
0.2 t=0.002
— t=0.0025
—=0.003
t=0.0035
1]
0.2 -0.1 048

Sekil 6.2. p=1, h =1/120 ve 8 = 10* i¢in U

At = 5x107% almarak h = 1/64, h = 1/120 degeri i¢in elde edilen L., hata

normlarinin grafikleri sirasiyla Sekil 6.3 ve Sekil 6.4’de ¢izilmistir.

'D_1 T T T T T
t=0 f A
0.09 t=0.0005 ] ;\
-t=0.001 [ ] [ | ]
i |
0.08 t=0.0015 / B
0.07 t=0.002 f —
t = 0.0025 g )
&g t=0.003 [
W e |
_fo0.05 t =0.0035 | f |I
0.04 |
i |
0.03 f '| '.
0.02 /I
! 1
0.01 | _/ \
0 : = LN
02 -01 0 0.1 D2 03 04 05 06 07 08
X

ekil 6.3. p=1, h=1/64 ve 3 = 10* icin L
S p G
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0.055 -
t=0
0.05 L =0.0005
0.045 t=0.001
t=00015
L t=0002 |
0.035 t=00025 |
9 DD3 t :'DDDB I|I
) t=0.0035 |
0.025 f
0.02 f
0.015 /
0.01 J
iy
0.005 /
" L
0.2 0.1

ekil 6.4. p=1, h =1/120 ve 8 = 10* i¢in Lo
S p ¢

A=1,5=10% —0,2 < x <0,8 ve At = 5x107% parametre degerleri kullanlarak

Problem(1) igin farkh zamanlara ait L., maksimum hata normu ve L, ortalama hata

normu hesaplanmis elde edilen degerler Cizelge 6.1’de verilmigtir.

Cizelge 6.1. Farkli zamanlar i¢in L., ve Ly hata normlari

h | Hata | ¢=0,0005| ¢=0,0015| ¢=0,0025| t=0,0035

1/64
(p=1)| Lo |8313x1072 9,513 x 1072 | 9,700 x 1072 | 9,770 x 1072
Ly | 2,116 x 1072 | 2,437 x 1072 | 2,481 x 1072 | 2,496 x 1072
(p=0,0219) | Lo | 7,820 x 1072 | 7,045 x 1072 | 5,359 x 1072 | 3,828 x 1072
Ly [ 1,997 x 1072 | 1,787 x 1072 | 1,351 x 1072 | 1,168 x 102

1/150
(p=1)| Ls | 3,397 x 1072 | 3,877 x 1072 | 3,937 x 1072 | 3,957 x 1072
Ly | 8,407 x 1073 [ 9,653 x 1073 | 9,823 x 1073 | 9,884 x 1073
(p=0,00311) | Ly | 3,242 x 1072 2,913 x 1072 | 2,197 x 1072 | 1,653 x 102
Ly [ 7,938 x 1073 | 7,085 x 1073 | 5,432 x 1073 | 4,825 x 1073




6.3.2. Problem(2): Baslangig titresim profili
(2.51) denkleminde simir kogulu olarak (2.53)
u(a,t) = wu(bt)= 0

ve baglangic kosulu olarak

u(z,0) = sech?(10z)

alinacaktir.
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(6.26)

(6.27)

Problem(2) i¢in konum aralig: [a, b] = [—50, 50], zaman aralig1 0 < ¢ < 40, A =0, 1,
g =1, At = 0,05 ve konum artim h = 0,025 alinnugtir. Sekil 6.5°de [a,b] = [-2,2]

araligi ve [0, 0,5] zaman arahg kullamlmigtir.

4
t=0
0.9} t=0.1
t=02
08r t=0.3
t=04
0.7 t=05
0.6
= 0.5
04r
0.3
0.2r
o1r
5 | . : |
-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15
X

Sekil 6.5. Baglangi¢ anina yakin zamanlar i¢in ¢oziimler

Sekil 6.6’da [a, b] = [—6, 6] konum araligi ve [0, 5] zaman araligi kullamlmigtir.



09r
0.8r
07r
0.6
2057
04r
03r
02r

01r

Sekil 6.6. Kisa zaman aralig: i¢in U
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Sekil 6.7°de [a, b] = [—50, 50] konum aralig1 ve [0,40] zaman araligi kullanilmigtir.

1

09

08r

0.7 f

06

2 05F

0ar

0ar

02

o1r

mEun))

LA

\.

- -
mowon omm
=

= = O

4]

t=20

n
(3]
o

L=30
L=35
t=40

0

=50 45 40 -35 -30 =25 -20 <15 10 5 0O 5

Sekil 6.7. Uzun zaman araligi i¢in U

10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Problem(2) igin verilen bir analitik ¢oziim olmadigindan elde edilen sayisal degerleri

kontrol etmek icin Rel bagil hata normu kullamilmigtir. A = 0,1, § = 1, At = 0,05,

konum aralig [—50, 50] ve konum artimi » = 0,025 alinarak baz farkli zaman degerleri

icin elde edilen Rel bagil hata degerleri Cizelge 6.2’de verilmistir.

Cizelge 6.2. Farkli zamanlara icin Rel hata normu

p=1

t=5

t=10

t=15

t =20

t =40

Rel

1,385 x 1072

7,859 x 1073

6,053 x 1073

5,089 x 1073

3,434 x 1073

Incelenen iki test problemine gore, Fisher denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek

i¢in 6nerdigimiz iistel B-spline en kiigiik kareler yonteminin tatmin edici sonuclar verdigi

soylenebilir.
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7. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde {istel B-spline en kiigiik kareler yontemi kullanilarak sayisal ¢oziimleri
aragtirilan RLW, Burgers, AD ve Fisher denklemlerine uygulanan yontem ile elde
edilen ¢oziimler anlatilmistir. Ayrica sayisal ¢oziimlerle analitik ¢oziimleri bilinen test

problemlerinin karsilagtirilmasindan elde edilen bulgular tartigilmigtir.

Bu caligmada iistel B-spline en kiigiik kareler yontemi ile RLW, Burgers, AD
ve Fisher denklemlerinin sayisal ¢oziimleri iizerinde caligilmigtir. Sayisal ¢oziim
aragtirihirken, kullanilan yontemden dolay1 zaman parcalanmasina ihtiyag olmamigtir.
Dolayisiyla sadece konum ayrigstirmasi yapilmistir. Konum ayrigtirmasi iginse {istel
B-spline (kiibik B-spline ile ayni spline &zelliklerine sahip) fonksiyonlar kullanilmigtir.
Islemlerde sonlu elemanlarla ugrasmamak ve en kiiciik kareler yonteminde kolaylik
saglamasi icin yerellestirme iglemi yapilmigtir. Yontemden elde edilecek sayisal
sonuclar1 iyilestirmesi beklenen i¢ iterasyon kullanildiginda elde edilen degerlerin
test problemleri icin kayda deger bir etkisi olmadigl goriildiigiinden ic iterasyon

uygulanmamigtir.

(Caligmada kullanilan iistel B-spline fonksiyonlarinin ¢ift fonksiyon olmasi nedeniyle
p degerinin sifirdan biiyiik degerleri en iyi sayisal ¢oziim igin arasgtirilmistir. En
iyi p degerini belirlemek igin bir yontem verilmemis oldugundan test probleminde
kabul edilebilir hata seviyesine uygun olacak gsekilde p taramasi yapilmigtir.
Denklem sistemlerinin ¢oziimii ve p taramalart MATLAB paket programi kullanilarak

yapilmigtir.

RLW denkleminin sayisal ¢coziimiiyle elde edilen veriler sirasiyla Tek dalga ¢oziimii,
Iki pozitif dalganin girisimi, Ardisik dalgalarin gelisimi ve Dalga olusumu bagliklariyla
incelenmigtir.  Tek dalga ¢oztimii i¢in kullamlan test probleminde genlik 0,09
secildiginde elde edilen ¢oziimiin hata grafigi Sekil 3.2 ve 3.3’de cizildiginde hatanin
[—40, 60] olarak segilen konum araliinin ug noktalarinda oldugu fark edilmis ve bu
hatay1 gidermek i¢in konum araligi genigletilmistir. Bu islem sonucunda elde edilen
veriler Cizelge 3.2, Sekil 3.4 ve 3.5 incelendiginde u¢ noktalardaki hatalarla birlikte hata
normlarinin da kayda deger bir bigimde kiigiildiigii goriilmiigtiir. Genlik 0, 3 segildiginde
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ise hata, konum araliginin ortasinda kaldigindan iyilegtirme iglemi sadece en iyi p degeri

aranarak yapilmigtir.

Iki pozitif dalganin girisimi icin secilen test probleminin, analitik c¢oztimii
olmadigindan, korunum sabitlerinin degigimleri iki farkli konum ve zaman aralig: igin
izlenmigtir. Her iki aralik icinde elde edilen sonuglar kabul edilebilir bulunmusgtur.
Ayrica iki pozitif dalganin girigiminde olmasim bekledigimiz gibi hizh (yiiksek genlikli)
dalganin yavag (diisiik genlikli) olan dalgay1 yakaladigi, gegtigi ve girigim sonrasi her
iki dalganin da eski genliklerine ¢ok yakin degerlere ulagtiklar: Sekil 3.9 ve Sekil 3.10’da

rahatca goriilmiigtiir.

Ardigik dalgalarin gelisimi testinde secilen iki farkli egim igin olusan ardisik
dalgalarin grafikleri Sekil 3.11 ve 3.12’de verilmistir. Bu grafiklerde baslangic kogulunda
yiiksek egim alindiginda daha fazla ardigik dalga olustugu gozlemlenmistir. Ayrica her
iki egim degeri icin de en 6ndeki dalgalarin biiyiikliiklerinin ¢ arttikca birbirine daha

fazla yaklastig1 goriilmiigtiir.

Dalga olugumu testinde Maxwell baglangic kosulu kullanmilmigtir. Burada olusan
tek dalganin ve arkasindaki salinim dalgalarinin boylarinin ve yiiksekliklerinin secilen

1 degerine bagh oldugu goriilmiistiir.

Burgers denkleminin elde edilen sayisal ¢oziimii {i¢ test problemi ile kontrol
edilmigtir. Burgers denkleminin sayisal ¢oziimleri bilinmesine ragmen diisiik viskoziteli
durumlarda sonsuz serilerin yavas yakinsamasindan dolay:1 analitik ¢oziimlere ulagmak
zorlasmaktadir. Ozellikle bu durum icin sayisal yontemler daha hizli sonug vermektedir.
Diigiik viskoziteli denklemlerin sayisal ¢oziimleri grafikler yardimla yorumlanmigtir.
Sekil 4.1 ve 4.2 incelendiginde viskozite katsayisimin diismesiyle dalga grafiginin
beklenildigi gibi sok dalga egiliminde oldugu goriilmiistiir. Ayrica her ii¢ test sonuclar
incelendiginde sayisal ¢oziimlerin analitik coziimlerle ve fiziksel beklentilerle uyum

igerisinde oldugu goriilmiigtiir.

AD denklemi i¢in bulunan sayisal ¢oziim, sadece adveksiyon hareketi igeren bir
test problemi ve hem adveksiyon hem de difiizyon hareketi iceren iki test problemi
ile kontrol edilmistir. Test problemlerinden hata normlarimin diigiik konum ve zaman

degisimleri icin elde edildigi goriilmiistiir.
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Fisher denklemi iki test problemi ile calisilmis ve elde edilen sayisal ¢oziim, analitik
¢oziime sahip ilk test problemi icin L., ve L, hata normlar1 hesaplanarak kontrol

edilmigtir. Cahgilan ikinci test problemi iginse Rel (bagil hata) normu hesaplanmigtir.
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8. SONUC VE ONERILER

RLW, Burgers, AD ve Fisher denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinin aragtirildigi bu
calismada iistel B-spline en kiiciik kareler yontemi kullanilmigtir. Yontemin ve yapilan
islemlerin daha rahat anlagilabilmesi i¢in ¢alismaya ait 6n bilgiler ve temel kavramlar

birinci ve ikinci boliimde aciklanmigtir.

Konum ayrigtirmasi1 igin {iistel B-spline fonksiyonlar1 kullamilmistir.  Konum
ayrigtirmasi i¢in secilen iistel B-spline fonksiyonlarinin igerdigi p parametresi her ne
kadar onceden belirlenen hata araligi igin istenilen hassasiyette taranabilse de bu
islemin ekstra iglem maliyetine sebep oldugu goriilmiistiir. Dolayisiyla iistel B-spline en
kiiciik kareler yontemi teorik olarak uygulanmasi basit fakat pratikte islem maliyeti olan
bir yontemdir. Ayrica bu ¢aligmada kullanilan yontemden dolay1 zaman ayrigtirmasina

gerek kalmamigtir.

Ik olarak RLW denkleminin sayisal coziimii icin iistel B-spline en kiiciik kareler
yontemi kullanilmig ve elde edilen sonuclar dort test problemi ile kontrol edilmistir.
Test problemlerinde elde edilen veriler var olan analitik ¢oziimlerle karsilagtirilmis,
sonuglar ¢izelgeler ve sekiller yardimiyla kargilagtirilmigtir. Sonuglarin kabul edilebilir

oldugu goriilmiistiir.

Burgers denkleminin analitik ¢oziimleri olmasina kargin diigiik viskozite katsayili
denklemlerde analitik ¢oziim bulmak (serilerin yavag yakinsamasindan dolay)
zorlagmaktadir. Dolayisiyla 6zellikle diigiik viskoziteli denklemlerin ¢oziimii i¢in sayisal
yontemler kullanmak ¢oziim islemlerini kolaylagtirmaktadir. Kullanilan yontem ile
diisiik viskoziteli testler de yapilmig ve sonuclarin 6nceki ¢aligmalarla uyumlu oldugu
goriilmiigtiir. Ayrica elde edilen verilerle ¢izilen grafiklerde sok dalgasi benzer hareketler

acikca goriilmiigtiir.

AD denkleminin sayisal ¢oziimleri arastirilirken taginmanin sadece adveksiyonla
yapildig1 bir test problemi, hem adveksiyon hem de difiizyon ile yapildigi iki test
problemi calisilmistir. Ug test problemi icin de oldukca iyi sonuclar elde edilmistir.
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Fisher denkleminin sayisal ¢oziimiinii kontrol etmek icin kullanilan iki test problemi

de yapilmig 6nceki ¢aligmalar ile uyumlu sonuglar vermistir.

Sonug olarak sayisal ¢oziimleri aragtirilan RLW, Burgers, AD ve Fisher denklemleri
uygulanan yontemle bagarili bir gekilde coziilmiigtiir. Bu sonug kullanilan yontemin
diger denklemlerin ¢oziimleri i¢in de kullanilabilecegini gostermistir. Yapilacak sonraki
calismalarda iistel B-spline yerine daha yiiksek dereceden B-spline fonksiyonlar:

kullanilabilir ayrica sayisal ¢oziimlerin yani sira kararhilik testleri de uygulanabilir.



114

KAYNAKLAR DizZiNi

Ablowitz, M.J., Zeppetella, A., 1979, Explicit solutions of Fisher’s equation for a special
wave speed, Bulletin of Mathematical Biology, 41, p.835-840.

Abramowitz, M., Stegun, I.A., 1964, Handbook of mathematical functions: With

formulas, graphs, and mathematical tables, Courier Corporation, p.1046.

Ali, A.H.A., Gardner, L.R.T., Gardner, G.A., 1990, A Galerkin approach to
the solution of Burgers’ equation, Mathematics Preprint, No.90.04.

Ali, A H.A., Gardner, G.A., Gardner, L.R.T., 1992, A collocation solution for Burgers’
equation using cubic B-spline finite elements, Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, 100, p.325-337.

Andersen, S.S.L., Jackson, A.D., Heimburg, T., 2009, Towards a thermodynamic
theory of nerve pulse propagation, Progress in Neurobiology, 88, p.104-113.

Arora, G., Joshi, V., 2018. A computational approach using modified trigonometric
cubic B-spline for numerical solution of Burgers’ equation in one and two

dimensions. Alexandria Engineering Journal 57, p.1087-1098.

Bateman, H., 1915, Some recent researches on the motion of fluids, Monthly

Weather Review, 43, p.163-170.

Bayarassou, K., Rouatbi, A., Omrani, K., 2019. Uniform error estimates of fourth-order
conservative linearized difference scheme for a mathematical model for long

wave. International Journal of Computer Mathematics 0, p.1-26.

Benjamin, T.B., Bona, J.L., Mahony, J.J., 1972, Model equations for long waves in
nonlinear dispersive systems, Phil. Trans. R. Soc. Lond. A, 272, p.47-78.

Benton, E.R., Platzman, G.W., 1972, A table of solutions of the one-dimensional

Burgers equation, Quarterly of Applied Mathematics, 30, p.195-212.



115

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Birkhoff, G., De Boor, C., 1965, Piecewise polynomial interpolation and approximation,

Proc. General Motors Symposium of 1964, Elsevier, p.164-190.

Boussinesq, J., 1871, Théorie de I'intumescence liquide appelée onde solitaire ou de
translation, se propageant dans un canal rectangulaire, Comptes Rendus de

I’Academie des Sciences, 72, p.755-759.

Burgers, J.M., 1939, Mathematical examples illustrating relations occurring in the
theory of turbulent fluid motion, Trans. Royal Netherlands Academy of Arts
and Sciences, 17, p.1-53.

Burgers, J.M., 1948, A mathematical model illustrating the theory of turbulence,
in: Von Mises, R., Von Karmén, T. (Eds.), Advances in Applied Mechanics,
Elsevier, 1, p.171-199.

Chatwin, P.C., Allen, C.M., 1985, Mathematical models of dispersion in rivers and
estuaries, Annual Review of Fluid Mechanics, 17, p.119-149.

Cole, J.D., 1951, On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics,

Quarterly of Applied Mathematics, 9, p.225-236.
Crawford, F.S., 1968, Waves, McGraw-Hill, p.634.

Dag, 1., 2000, Least-squares quadratic B-spline finite element method for the regularised
long wave equation, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,

182, p.205-215.

Dag, 1., Naci Ozer, M., 2001, Approximation of the RLW equation by the least square
cubic B-spline finite element method, Applied Mathematical Modelling, 25,
p.221-231.

Dag, 1., Saka, B., Irk, D., 2004, Application of cubic B-splines for numerical solution
of the RLW equation, Applied Mathematics and Computation, 159, p.373-389.



116

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Dag, 1., Irk, D., Saka, B., 2005, A numerical solution of the Burgers’ equation using
cubic B-splines, Applied Mathematics and Computation, 163, p.199-211.

Dag, 1., Irk, D., Tombul, M., 2006, Least-squares finite element method for the
advection—diffusion equation, Applied Mathematics and Computation, 173,

p.554-565.

Dag, I., Sahin, A., Korkmaz, A., 2010, Numerical investigation of the solution of
fisher’s equation via the b-spline galerkin method, Numerical Methods for

Partial Differential Equations, 26, p.1483-1503.

Dag, 1., Camwvar, A., Sahin, A., 2011, Taylor—Galerkin and Taylor-collocation
methods for the numerical solutions of Burgers’ equation using B-splines,
Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 16,

P-2696-2708.

Dag, 1., Ersoy, O., 2015, Numerical solution of generalized Burgers-Fisher equation
by exponential cubic B-spline collocation method, AIP Conference

Proceedings, 1648, p.370008.

Dag, 1., Ersoy, O., 2016, The exponential cubic B-spline algorithm for Fisher equation,
Chaos, Solitons & Fractals, 86, p.101-106.

Davydov, A.S., 1991, Solitons in molecular systems, Springer Netherlands, p.438.
De Boor, C., 1978, A practical guide to splines, Springer-Verlag, p.392.

Dehghan, M., 2004, Weighted finite difference techniques for the one-dimensional
advection—diffusion equation, Applied Mathematics and Computation, 147,

p-307-319.

Doken, F.T., 2002, Integrallenebilirlik ve pertiirbasyon teori, Doktora Tezi, Eskigehir

Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 63 s.



117

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Drazin, P.G., Johnson, R.S., 1989, Solitons: An introduction, Cambridge University
Press, p.226.

Ducros, N., Silva, A.D., Dinten, J.M., Seelamantula, C.S., Unser, M.,
Peyrin, F., 2009, Time resolved fluorescence diffuse optical tomography
using multi-resolution exponential B-splines, Presented at the 2009 IEEE
International Symposium on Biomedical Imaging: From Nano to Macro,

p.157-160.

Ersoy, O., Korkmaz, A., Dag, 1., 2016, Exponential B-Splines for numerical solutions
to some Boussinesq systems for water waves, Mediterranean Journal of

Mathematics, 13, p.4975-4994.

Fisher, R.A., Balmukand, B., 1928, The estimation of linkage from the offspring of
selfed heterozygotes, Journal of Genetics, 20, p.79-92.

Fisher, R.A., 1937, The Wave of Advance of Advantageous Genes., Annals of Eugenics,
7, p-355-369.

Fordy, A.P., 1990, Soliton theory: A survey of results, Manchester University Press,
p.472.

Gardner, C.S., Greene, J.M., Kruskal, M.D., Miura, R.M., 1967, Method for solving
the Korteweg-deVries equation, Physical Review Letters, 19, p.1095-1097.

Gardner, L.R.T., Dag, 1., 1994, A numerical solution of the advection-diffusion equation
using B-spline finite element, Proceedings International AMSE Conference,

Systems Analysis, Control & Design, p.109-116.

Gardner, L.R.T., Gardner, G.A., Dag, 1., 1995, A B-spline finite element method for
the regularized long wave equation, Communications in Numerical Methods

in Engineering, 11, p.59-68.



118

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Goh, J., Abd. Majid, A., Ismail, A.ILM., 2012, Cubic B-Spline collocation method for
one-dimensional heat and advection-diffusion equations, Journal of Applied

Mathematics, Vol.2012, Article ID 458701, 8 p.

Gorgiilii, M.Z., Dag, 1., Irk, D., 2017, Simulations of solitary waves of RLW equation
by exponential B-spline Galerkin method, simulations of solitary waves of
RLW equation by exponential B-spline Galerkin method, Chinese Physics
B, 26, p.80202-080202.

Gorgiilii, M.Z., Dag, 1., 2018, Exponential B-splines Galerkin Method for the Numerical
Solution of the Fisher’s Equation, Iranian Journal of Science and Technology,

Transactions A: Science, 42, p.2189-2198.

Gorgiilii, M.Z., Dag, 1., 2018, Exponential B-splines Galerkin Method for the Numerical
Solution of the Fisher’s Equation, Iranian Journal of Science and Technology,

Transactions A: Science, 42, p.2189-2198.

Gorgiilii, M.Z., Dag, 1., Dogan, S., Irk, D., 2018, A numerical solution of the
advection-diffusion equation by using extended cubic B-spline functions,

AnadoluUniversitesi Bilim Ve Teknoloji Dergisi A - Uygulamali Bilimler ve
Miihendislik, s.1-1.

Gu, C., 1995, Soliton theory and its applications, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg,
p-415.

Hasegawa, A., Tappert, F., 1973, Transmission of stationary nonlinear optical pulses
in dispersive dielectric fibers. 1. Anomalous dispersion, Applied Physics

Letters, 23, p.142-144.

Hepson, O.E., Korkmaz, A., Dag, 1., 2020. Exponential B-spline collocation solutions
to the Gardner equation. International Journal of Computer Mathematics 97,

p-837-850.



119

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Hopf, E., 1950, The partial differential equation u; + wu, = p,,, Communications

on Pure and Applied Mathematics, 3, p.201-230.

Hutomo, G.D., Kusuma, J., Ribal, A., Mahie, A.G., Aris, N.; 2019. Numerical
solution of 2-d advection-diffusion equation with variable coefficient using

du-fort frankel method. J. Phys.: Conf. Ser. 1180, p.012009.

Irk, D., 2012, Solitary wave solutions for the regularized long-wave equation, Physics

of Wave Phenomena, 20, p.174-183.

Irk, D., Dag, 1., Tombul, M., 2015, Extended cubic B-spline solution of the
advection-diffusion equation, KSCE Journal of Civil Engineering, 19,

p.929-934.

Jain, P.C., Holla, D.N., 1978, Numerical solutions of coupled Burgers’ equation,
International Journal of Non-Linear Mechanics, 13, p.213-222.

Jain, P.C.,; Raja, M., 1979, Splitting-up technique for Burgers’ equations, Indian
Journal of Pure and Applied Mathematics, 10, p.1543-1551.

Jain, P.C., Shankar, R., Singh, T.V., 1992, Cubic spline technique for solution
of Burgers’ equation with a semi-linear boundary condition, Communications

in Applied Numerical Methods, 8, p.235-242.

Jain, P.C., Shankar, R., Singh, T.V., 1993, Numerical solution of regularized long-wave

equation, Communications in Numerical Methods in Engineering, 9, p.579-586.

Jiwari, R., Alshomrani, A.S., 2017, A new algorithm based on modified trigonometric
cubic B-splines functions for nonlinear Burgers’-type equations, International

Journal of Numerical Methods for Heat & Fluid Flow, 27, p.1638-1661.

Koch, P.E., 1988, Multivariate trigonometric B-splines, Journal of Approximation

Theory, 54, p.162-168.



120

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Korkmaz, A., Dag, 1., 2012, Cubic B-spline differential quadrature methods for the
advection-diffusion equation, International Journal of Numerical Methods for

Heat & Fluid Flow, 22, p.1021-1036.

Korkmaz, A., Dag, I., 2013, Cubic B-spline differential quadrature methods and

stability for Burgers’ equation, Engineering Computations, 30, p.320-344.

Korteweg, D.J., De Vries, G., 1895, XLI. On the change of form of long waves
advancing in a rectangular canal, and on a new type of long stationary waves,
The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal
of Science, 39, p.422-443.

Kumar, R., Dennis, B.H., 2008, A least-squares/Galerkin finite element method

for incompressible Navier-Stokes equations, 525-535.

Kutluay, S., Esen, A., 2006, A finite difference solution of the regularized long-wave
equation, Research article, Mathematical Problems in Engineering, Vol.2006,

Article ID 85743, 14 p.

Kutluay, S., Esen, A., Dag, 1., 2004, Numerical solutions of the Burgers’ equation
by the least-squares quadratic B-spline finite element method, Journal of

Computational and Applied Mathematics, 167, p.21-33.

McCartin, B.J., 1981, Theory, computation, and application of exponential splines,

New York: Courant Institute of Mathematical Sciences, p.311.

Mohammadi, R., 2013, Exponential B-Spline solution of convection-diffusion equations,

Applied Mathematics, 04, p.933-944.

Mohammadi, R., 2015, Exponential B-spline collocation method for numerical solution
of the generalized regularized long wave equation, Chinese Physics B, 24,

p.050206.



121

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Mollenauer, L.F., Stolen, R.H., Gordon, J.P., 1980, Experimental observation
of picosecond pulse narrowing and solitons in optical fibers, Physical Review

Letters, 45, p.1095-1098.

Nguyen, H., Reynen, J., 1982, A space-time finite element approach to Burgers’
equation, in: Taylor, C., Hinton, E., Owen, D.R.J., Onate, E. (Eds.), Numerical
Methods for Non-Linear Problems, Pineridge Publisher, p.718-728.

Olver, P.J., 1979, Euler operators and conservation laws of the BBM equation,
Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 85,
p-143-160.

Pepper, D.W., Kern, C.D., Long, P.E., 1979, Modeling the dispersion
of atmospheric pollution wusing cubic splines and chapeau functions,

Atmospheric Environment (1967), 13, p.223-237.

Peregrine, D.H., 1966, Calculations of the development of an undular bore, Journal

of Fluid Mechanics, 25, p.321-330.

Rao, S.C.S., Kumar, M., 2008, Exponential B-spline collocation method
for self-adjoint singularly perturbed boundary value problems, Applied
Numerical Mathematics, 58, p.1572—-1581.

Raslan, K.R., 2003, A collocation solution for Burgers equation using quadratic
B-Spline finite elements, International Journal of Computer Mathematics, 80,

p.931-938.

Rayleigh, Lord, 1876, On waves, The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical
Magazine and Journal of Science, Series 5, 1(4), p.257-279.

Rayleigh, Lord, 1914, On the theory of long waves and bores, Proceedings
of the Royal Society of London A, 90, p.324-328.

Roache, P.J., 1972, Computational fluid dynamics, Hermosa, p.446.



122

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Russell, J.S., 1844, Report on waves, 14th Meeting of the British Association
for the Advancement of Science, p.311-390.

Saka, B., Dag, I., 2007, Quartic B-spline collocation method to the numerical
solutions of the Burgers’ equation, Chaos, Solitons and Fractals, 32,

p-1125-1137.

Saka, B., Dag, 1., Irk, D., 2008, Quintic B-spline collocation method for numerical
solutions of the RLW equation, The ANZIAM Journal, 49, p.389-410.

Saka, B., Sahin, A., Dag, 1., 2011, B-spline collocation algorithms for numerical
solution of the RLW equation, Numerical Methods for Partial Differential
Equations, 27, p.581-607.

Sankaranarayanan, S., Shankar, N.J., Cheong, H.F., 1998, Three-dimensional finite
difference model for transport of conservative pollutants, Ocean Engineering,

25, p.425-442.

Schoenberg, 1.J., 1946, Contributions to the problem of approximation of equidistant
data by analytic functions. @ Part A. On the problem of smoothing
or graduation. A first class of analytic approximation formulae, Quarterly

of Applied Mathematics, 4, p.45-99.

Settles, G.S., 2001, Schlieren and Shadowgraph techniques: Visualizing phenomena

in transparent media, Springer Science & Business Media, p.376.

Shukla, H.S., Tamsir, M., 2017, An exponential cubic B-spline algorithm
for  multi-dimensional  convection-diffusion  equations, Alexandria

Engineering Journal, doi:10.1016/j.a¢j.2017.04.011 (inpress).

Spalding, D.B., 1972, A novel finite difference formulation for differential expressions
involving both first and second derivatives, International Journal for Numerical

Methods in Engineering, 4, p.551-559.



123

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Sun, F., Wang, J., 2017, Interpolating element-free Galerkin method for
the regularized long wave equation and its error analysis, Applied Mathematics

and Computation, 315, p.54—69.

Szymkiewicz, R., 1993, Solution of the advection—diffusion equation using
the splinefunction and finite elements, Communications in Numerical Methods

in Engineering, 9, p.197-206.

Sahin, A., Dag, 1., Saka, B., 2008, A B-spline algorithm for the numerical solution of
Fisher’s equation, Kybernetes, 37, p.326-342.

Tamsir, M., Srivastava, V.K., Jiwari, R., 2016, An algorithm based on exponential
modified cubic B-spline differential quadrature method for nonlinear Burgers’

equation, Applied Mathematics and Computation, 290, p.111-124.

Varoglu, E., Finn, W.D.L., 1980, Space-time finite elements incorporating
characteristics for the burgers’ equation, International Journal for Numerical

Methods in Engineering, 16, p.171-184.

Yakushevich, L., 2000, DNA as a nonlinear dynamical system, Macromolecular

Symposia, 160, p.61-68.

Zabusky, N.J., Kruskal, M.D., 1965, Interaction of “solitons” in a collisionless plasma

and the recurrence of initial states, Physical Review Letters, 15, p.240-243.

Zhao, S., Wei, G., 2003, Comparison of the Discrete Singular Convolution and Three
Other Numerical Schemes for Solving Fisher’s Equation, SIAM Journal on

Scientific Computing, 25, p.127-147.

Zheng, S., 2004, Nonlinear evolution equations, Chemical Rubber Company Press,

p-302.



124

KAYNAKLAR DIiZINi (devam)

Zlatev, 7., Berkowicz, R., Prahm, L.P., 1984, Implementation of a variable stepsize
variable formula method in the time-integration part of a code for treatment
of long-range transport of air pollutants, Journal of Computational Physics,

55, p.278-301.



Adi Soyadz:
Uyrugu:

Dogum Yeri - Tarihi:

Adresi:

E-posta Adresi:
Egitim Bilgileri:

Is Deneyimi:

OZGECMIS

Sedat Ulker

T.C.

Alaca - 01.10.1980

Eskisehir Osmangazi Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi,
Matematik-Bilgisayar Boliimii, 26480 ESKISEHIR
cebir98@gmail.com

Doktora:

Eskisehir Osmangazi Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali (2012-2018)
Yiiksek Lisans:

Sakarya Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Cebir Bilim Dali (2010-2012)

Lisans:

Marmara Universitesi

Atatiirk Egitim Fakiiltesi

Matematik Boliimii (1998-2003).

Matematik Ogretmeni, Istanbul, Sakarya

Hitit Universitesi, Osmancik Meslek Yiiksek Okulu,
Ogretim Gorevlisi

Matematik Ogretmeni, Hakkari, Isparta

Milli Egitim Bakanlhig:





