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ÖZET

Dört bölümden olu an bu çal mada, birer metrik geometri modeli olan taksi,

maksimum, Çin dama ve alfa düzlemlerinin uzakl kla ilgili baz  özellikleri incelenmi

ve bu düzlemler geni  bir metrik-ailesi kullan larak genelle tirilmi tir.

Birinci bölümde, geometrideki aksiyomatik sistemlerle ilgili temel bilgiler

verilmi ; taksi, maksimum, Çin dama ve alfa düzlemleri bu sistemlerle ili kilendirilerek

saca tan lm r.

kinci bölümde, düzlemde iki kenar uzunlu u verilen bir dik üçgenin üçüncü

kenar n uzunlu unu bulmak için kullan lan Pisagor Teoreminin bu düzlemlerdeki

benzerleri verilmi tir.

Üçüncü bölümde, Öklid düzleminde bilinen düzgün çokgen kavram  taksi,

maksimum, Çin dama ve alfa düzlemleri için tan mlanm  ve bu türden tüm çokgenlerin

varl  ara lm r. Böylece, bir çokgen için düzgünlük kavram  taksi, maksimum,

Çin dama ve alfa düzgünlük kavramlar yla zenginle tirilmi tir.

Son bölümde, önce düzlemde taksi, maksimum, Çin dama ve alfa metriklerini

içeren geni  bir metrik-ailesi (m metri i) tan lm  ve bu metrik-ailesinin her bir

üyesiyle birlikte dü ünülen düzlem-ailesinin (m düzleminin) Öklidyen düzlem geometri

aksiyomlar  sa lay p sa lamad  incelenmi tir. Daha sonra, düzlemin bu yeni

tan mlanan uzakl kla ilgili özellikleri incelenmi tir. Son olarak, düzlemde tan mlanan

yeni metri in n boyutlu uzaydaki formu verilmi tir.

Anahtar Kelimeler: Taksi düzlem, Maksimum düzlem, Çin dama düzlem, Alfa

düzlem, m düzlem, Öklidyen düzlem, Düzlem geometri, Metrik geometri, zometri.
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SUMMARY

In this dissertation that consists of four chapters, the taxicab, maximum, Chinese

checker and alpha planes are studied, as being models of metric geometry. Mainly,

some properties  pertaining  to  the  related  distances  of  these  planes  are  given,  and  then

these planes are generalized constructing a plane-family with a wide metric-family.

In  the  first  chapter,  basic  knowledges  on  axiomatic  systems  of  geometry  are

presented, and then the taxicab, maximum, Chinese checker and alpha planes are shortly

introduced relating the stated axiomatic systems.

In the second chapter, the taxicab, maximum, Chinese checker and alpha

versions of well-known Pythagorean Theorem are given, which state equations that

relate the distances between pairs of vertices of a right triangle in the taxicab,

maximum, Chinese checker and alpha planes.

In the third chapter, the notion of regular polygon is defined for the taxicab,

maximum, Chinese checker and alpha planes, so that the concept of regularity of a

polygon is expanded and new questions about them are rised. Then existence of new

kind of regular polygons are investigated.

In the last chapter, the taxicab, maximum, Chinese checker and alpha planes are

generalized by constructing a plane-family (m plane)  with  a  wide  metric-family  (m

metric) which includes the taxicab, maximum, Chinese checker and alpha metrics as

special cases. Next, it is determined if the plane with m metric satisfies the axioms of

Euclidean plane geometry or not, and then some propeties of m plane pertaining to the

distance are given. Finally, n dimensional form of the m metric is given.

Keywords: Taxicab plane, Maximum plane, Chinese checker plane, Alpha plane, m

plane, Euclidean plane, Plane geometry, Metric geometry, Isometry.
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BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezi di¼ger kaynaklara başvurmadan anlaş¬l¬r k¬lmak için, üzerinde

çal¬̧s¬lacak olan taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemleri k¬saca tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Ancak daha öncesinde, bu düzlemleri ili̧skilendirece¼gimiz aksiyomatik sistemlerle

ilgili temel bilgiler verilmi̧stir. Buradaki amaç, bu düzlemlerin hangi geometrik yap¬

ya da yap¬lara uygun oldu¼gunu belirlemektir. Böylece hem bu düzlemler sa¼glam

bir zemine oturtulmuş, hem de onlar¬ele al¬̧s biçimimiz aç¬k bir şekilde belirtilmi̧s

olacakt¬r. Bölüm 4�te; taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemlerini özel haller

olarak içeren genel bir düzlem-ailesi verilmi̧s ve bu ailenin Öklidyen geometri aksi-

yomlar¬n¬sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬belirlenmi̧stir. Bu sebeple, bahsi geçen düzlemlerle

ilgili verilen özellikler bu bölüm içinde ispat edilmemi̧s, ancak Bölüm 4�te verilen

baz¬özelliklerin özel hallerine i̧saret edilmi̧stir.
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1.1 Aksiyomatik Sistemler ve Modeller

Matematikte bir aksiyomatik sistem, genel olarak tan¬ms¬z terimler ve aksiyomlar-

dan oluşur. Burada, tan¬ms¬z terimler -henüz belirlenmemi̧s- nesne-lere ve bu nes-

neler aras¬ndaki -henüz belirlenmemi̧s- ilişki lere, aksiyomlar da bu nesne ve ili̧skilerle

ilgili yarg¬lara i̧saret eder. Aksiyomlar¬n belirtti¼gi yarg¬lar ispatlanmazlar; ancak

do¼gru kabul edilir ve bu yarg¬lardan, mant¬k kurallar¬kullan¬larak yeni yarg¬lar elde

edilebilir. Bu noktada, bir aksiyomatik sistemin aksiyomlar¬n¬n baz¬özelliklere sahip

olmas¬beklenir: Tan¬ms¬z terimlerle ilgili her yarg¬n¬n ya kendisi ya da de¼gil i ak-

siyomlardan elde edilebilmelidir. Aksiyomlar birbiriyle çeli̧smemelidir (aksiyomlar

kullan¬larak bir yarg¬n¬n hem kendisi hem de de¼gili elde edilememelidir). Herhangi

bir aksiyom, di¼ger aksiyomlardan elde edilememelidir. Bu özelliklere s¬ras¬yla taml¬k,

tutarl¬l¬k ve ba¼g¬ms¬z l¬k özelli¼gi denir; bu özellikleri sa¼glayan bir aksiyomatik sisteme

de s¬ras¬yla tam, tutarl¬ve ba¼g¬ms¬z denir. Aksiyomatik sistemlerde tan¬ms¬z terim-

ler ve aksiyomlar¬n yan¬nda baz¬ tan¬mlar da bulunabilir. Ancak, bunlar sadece

ifadeleri k¬saltmak için kullan¬l¬r ve baz¬ özelliklere sahip nesneleri veya ili̧skileri

belirler. (Bkz: [10], [38], [45].)

Aksiyomatik sistemin tan¬ms¬z terimleri yorumlanabilir; yani, tan¬ms¬z terimlere

belirli anlamlar yüklenebilir. Böylece, aksiyomlar ve bu aksiyomlardan elde edilen

yarg¬lar, do¼gru ya da yanl¬̧s olabilen önermelere dönüşürler. Aç¬kça, e¼ger bir yorum

için aksiyomatik sistemin tüm aksiyomlar¬do¼gru ise, bu aksiyom sisteminden elde

edilen önermeler de do¼gru olacakt¬r. Böyle bir yoruma aksiyomatik sistemin bir

model i denir. Bununla birlikte, ayn¬yorum farkl¬aksiyomatik sistemler için model

olabilir. Örne¼gin Öklid düzlemi, -kimi yanlar¬ortak, hatta birinin baz¬aksiyomlar¬

bir di¼gerinin teoremleri olsa da- [7], [31], [42], [63], [66] ve [67]�te verilen Öklidyen

düzlem geometri aksiyom sistemlerinin bir modelidir. Ancak tez içinde Öklidyen

düzlem, [40]�de verilen ve "metrik yaklaş¬m" ürünü olan aksiyomatik sistemin bir

modeli olarak göz önüne al¬nacakt¬r.

Bu tezde, üzerinde çal¬̧s¬lacak olan düzlemler -yani taksi, maksimum, Çin dama,

� ve m-düzlemleri-, metrik geometri olarak bilinen bir aksiyomatik sistemin mo-

delleri olarak göz önüne al¬nm¬̧st¬r. Bununla beraber, bu düzlemler Öklid aç¬ölçme
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fonksiyonuyla birlikte aç¬ölçer (protractor) geometrinin de modelleri olacakt¬r. An-

cak, bu düzlemler Öklidyen geometri aksiyomlar¬n¬n hepsini birden sa¼glamad¬¼g¬ndan

Öklid-d¬̧s¬geometri s¬n¬f¬nda yer alacakt¬r.

Aşa¼g¬da, Öklidyen geometrinin aksiyomlar¬na geni̧sleyen bir dizi aksiyomatik sis-

tem; [45], [22] ve [40] dikkate al¬narak haz¬rlanm¬̧st¬r. Verilen aksiyomatik sistemlerin

örnek modelleri, sa¼glamalar¬yla birlikte [45]�ten görülebilir. Burada, sadece tan¬m-

lara ve baz¬modellere i̧saret edilmi̧stir.

Tan¬m 1.1.1 P; elemanlar¬noktalar olan bir küme; L de, P nin boş küme olmayan

alt kümelerinden oluşan ve elemanlar¬do¼grular olan bir küme olmak üzere, aşa¼g¬-

daki iki aksiyomu sa¼glayan matematiksel sisteme soyut geometri denir ve [P;L] ile

gösterilir.

(i) P deki her farkl¬iki noktadan geçen bir do¼gru vard¬r.

(ii) Her do¼gru en az iki noktaya sahiptir1.

Örnek 1.1.1 Noktalar kümesi P = R2 = f(x; y) : x; y 2 Rg olsun. Do¼grular kümesi

L de; a, b ve m sabit birer reel say¬ olmak üzere, tüm dikey do¼gru denen la =

f(x; y) 2 R2 : x = ag ve dikey olmayan do¼gru denen lm;b = f(x; y) 2 R2 : y = mx+ bg

kümelerinin birleşimi olan LE kümesi olsun. Son olarak üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬

"�" da, (x; y) � la , x = a ve (x; y) � lm;b , y = mx+ b şeklinde tan¬mlans¬n. Buna

göre, [R2; LE] sistemi bir soyut geometri modelidir. Bu model kartezyen düzlem

olarak bilinir. Kartezyen düzlemde A ve B noktalar¬ndan geçen do¼gru AB veya
 !
AB

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.2 Aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼glayan [P;L] soyut geometrisine konum (in-

cidence) geometrisi denir.

(i) P deki her farkl¬iki nokta bir tek do¼gru üzerindedir.

(ii) Do¼grudaş olmayan üç nokta vard¬r.

Örnek 1.1.2 Kartezyen düzlem [R2; LE], bir konum geometri modelidir. [45]�ten

birçok konum geometri modeli görülebilir.
1 Bu sistemde nokta, do¼gru ve üzerinde olma tan¬mlanmam¬̧s terimlerdir. Ancak, do¼gru-

lar tan¬m gere¼gi noktalardan oluştu¼gu için "eleman olma" ba¼g¬nt¬s¬, "üzerinde olma" ba¼g¬n-
t¬s¬n¬karş¬layabilir. Bununla beraber, böyle bir k¬s¬tlama zorunlu de¼gildir.
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Tan¬m 1.1.3 X boş olmayan bir küme olmak üzere, d : X � X ! R fonksiyonu

aşa¼g¬daki (i) ve (ii) koşullar¬n¬sa¼glarsa, d ye X kümesi üzerinde bir uzakl¬k fonksi-

yonu denir. E¼ger üç koşulu da sa¼glarsa, d ye X kümesi üzerinde bir metriktir denir.

(i) Her P;Q 2 X için d (P;Q) � 0 ve d (P;Q) = 0, P = Q dir:

(ii) Her P;Q 2 X için d (P;Q) = d (Q;P ) dir:

(iii) Her P;Q;R 2 X için; d (P;Q) � d (P;R) + d (R;Q) dir:2

Örnek 1.1.3 Düzlemde (R2 de) Öklid (veya Öklidyen) uzakl¬k fonksiyonu, P =

(x1; y1) ve Q = (x2; y2) iki nokta olmak üzere, dE : R2 � R2 ! R; dE(P;Q) =

[(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2]1=2 şeklinde tan¬ml¬d¬r ve dE, R2 üzerinde bir metrik belirtir.

Tan¬m 1.1.4 l; [P;L] konum geometrisinin bir do¼grusu, d de P üzerinde bir uzakl¬k

fonksiyonu olmak üzere, aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan f : l ! R fonksiyonuna l için

cetveldir denir.

(i) f fonksiyonu bire-bir ve örtendir.

(ii) l üzerindeki her P ve Q noktalar¬için jf (P )� f (Q)j = d (P;Q) dir:

Burada, (ii) ş¬kk¬ndaki eşitli¼ge cetvel denklemi, f (P ) ye de P nin f ye ba¼gl¬koordi-

nat¬denir.

Tan¬m 1.1.5 [P;L] bir konum geometri ve d, P üzerinde bir uzakl¬k fonksiyonu ol-

mak üzere, her l 2 L do¼grusu cetvele sahipse, d ile birlikte [P;L] konum geometrisine

metrik geometri denir ve [P;L; d] ile gösterilir.

Örnek 1.1.4 [R2; LE] konum geometrisi için dE uzakl¬k fonksiyonu göz önüne al¬n¬rsa,

f1 : la ! R, f1(a; y) = y fonksiyonu dikey do¼grular için, f2 : lm;b ! R, f2(x; y) =

x
p
1 +m2 fonksiyonu da dikey olmayan do¼grular için cetveldir. Böylece [R2; LE; dE]

sistemi bir metrik geometri modelidir. Birçok metrik geometri modeli yine [45]�ten

bulunabilir.

Tan¬m 1.1.6 A;B ve C, [P;L; d] metrik geometrisi içinde üç farkl¬nokta olmak

üzere, e¼ger bu noktalar ayn¬do¼gru üzerinde ve d(A;B) + d(B;C) = d(A;C) ise, B

2 (i) özelli¼ginin ilk k¬sm¬, d fonksiyonunun de¼ger kümesi [0;1) şeklinde tan¬mlanarak de-
vre d¬̧s¬b¬rak¬labilir. Ayr¬ca, bu k¬s¬m (ii) ve (iii) özelliklerinin do¼grudan sonucu oldu¼gun-
dan, yaln¬zca metrik tan¬mlan¬rken verilmeyebilir.



5

noktas¬A ve C noktalar¬aras¬ndad¬r denir ve bu durum A-B-C ile gösterilir. A

ve B farkl¬ iki nokta olmak üzere, fX 2 P : X = A veya X = B veya A-X-Bg

kümesine AB do¼gru parças¬denir ve AB veya [AB] şeklinde gösterilir. AB ve CD

iki do¼gru parças¬olmak üzere, e¼ger d(A;B) = d(C;D) ise AB ve CD do¼gru parçalar¬

eştir denir. Ayr¬ca AB [ fX 2 P : A-B-Xg kümesine AB ¬̧s¬n¬, A noktas¬na da AB

¬̧s¬n¬n¬n başlang¬ç noktas¬denir. AB ¬̧s¬n¬, [AB şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.7 [P;L; d] bir metrik geometri ve S � P olsun. E¼ger S içindeki her farkl¬

P ve Q noktalar¬için PQ � S ise, S kümesine konvekstir denir.

Tan¬m 1.1.8 Bir [P;L; d] metrik geometrisinde, verilen her l 2 L do¼grusu için P

nin aşa¼g¬daki üç koşulu sa¼glayan H1 ve H2 gibi iki alt kümesi varsa, [P;L; d] sistemi

düzlem ay¬rma aksiyomunu sa¼glar denir. Bu durumda, H1 ve H2 kümelerinin her

birine bir yar¬düzlem, l do¼grusuna da bu yar¬düzlemlerin kenar¬denir.

(i) H1 ve H2 konvekstir.

(ii) H1 [H2 = P� l (P den l nin ç¬kar¬lmas¬yla elde edilen küme).

(iii) A 2 H1 ve B 2 H2 ise, AB \ l 6= ? dir.

Tan¬m 1.1.9 Düzlem ay¬rma aksiyomunu sa¼glayan bir metrik geometriye Pasch

geometri denir.

Örnek 1.1.5 [R2; LE; dE] sistemi bir Pasch geometri modelidir.

Tan¬m 1.1.10 Başlang¬ç noktalar¬ortak farkl¬iki ¬̧s¬n¬n birleşim kümesine aç¬denir;

AB ve BC ¬̧s¬nlar¬n¬n oluşturdu¼gu aç¬ya ABC aç¬s¬denir ve \ABC şeklinde göste-
rilir. Bir [P;L; d] Pasch geometrisinde, A tüm aç¬lar¬n kümesi olmak üzere, aşa¼g¬daki

dört koşulu sa¼glayan m : A ! R fonksiyonuna aç¬ölçme fonksiyonu denir:

(i) E¼ger \ABC 2 A ise, 0 < m(\ABC) < 180 dir.
(ii) H yar¬düzleminin kenar¬üzerinde bir AB ¬̧s¬n¬ve 0 ile 180 aras¬nda herhangi

bir r reel say¬s¬verilsin. Bu durumda P 2 H olmak üzere m(\PAB) = r olacak

şekilde bir tek AP ¬̧s¬n¬vard¬r.

(iii) E¼ger D noktas¬\ABC n¬n iç bölgesinde ise, m\ABD+m\DBC = m\ABC
dir.
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(iv) E¼ger A-B-C ve D =2 AC ise, m\ABD +m\DBC = 180 dir:

Örnek 1.1.6 [R2; LE; dE] sisteminde aç¬ölçme fonksiyonu

mE(\ABC) =
�
180
�

�
cos�1

�
hA�B;C�Bi
kA�BkkC�Bk

�
şeklinde tan¬mlan¬r (Ayn¬aç¬ölçme fonksi-

yonunu belirten başka bir tan¬mlama için bkz: [64]).

Tan¬m 1.1.11 [P;L; d] Pasch geometrisine bu geometri üzerinde tan¬ml¬bir m aç¬

ölçme fonksiyonuyla birlikte aç¬ölçer (protractor) geometri denir ve [P;L; d;m] ile

gösterilir.

Örnek 1.1.7 [R2; LE; dE;mE] sistemi bir aç¬ölçer geometri modelidir. [51] ve [8]�de

incelenen Moulton ve Moise düzlemleri de birer aç¬ölçer geometri modelidir.

Tan¬m 1.1.12 [P;L; d;m] aç¬ölçer geometrisinde, e¼ger m(\ABC) = m(\DEF ) ise
ABC ve DEF aç¬lar¬eştir denir. Ayr¬ca, iki üçgenin köşe noktalar¬aras¬nda bire-

bir bir eşleme verildi¼ginde, e¼ger birinci üçgenin kenarlar¬ve bu kenarlar aras¬ndaki

aç¬lar¬, ikinci üçgenin kaŗs¬l¬k gelen kenarlar¬na ve bu kenarlar aras¬ndaki aç¬lar¬na

eş ise bu iki üçgen eştir denir.

Tan¬m 1.1.13 [P;L; d;m] aç¬ölçer geometrisinde, iki üçgenin köşe noktalar¬aras¬nda

bire-bir bir eşleme verilsin. E¼ger birinci üçgenin iki kenar¬ve bu kenarlar aras¬ndaki

aç¬, ikinci üçgenin kaŗs¬l¬k gelen kenarlar¬na ve aç¬s¬na eş iken bu üçgenler de eş ise,

[P;L; d;m] sistemi kenar-aç¬-kenar (KAK ) aksiyomunu sa¼gl¬yor denir.

Tan¬m 1.1.14 KAK aksiyomunu sa¼glayan aç¬ölçer geometriye mutlak (absolute,

neutral) geometri denir.

Örnek 1.1.8 [R2; LE; dE;mE] sistemi bir mutlak geometri modelidir. Bölüm 4�te

taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemlerinin Öklid aç¬ölçme fonksiyonuyla bir-

likte birer aç¬ölçer geometri modeli olduklar¬gösterilmi̧stir. Bununla birlikte, bu

düzlemler KAK aksiyomunu sa¼glamad¬¼g¬ndan, mutlak geometri modeli de¼gildirler.

Tan¬m 1.1.15 Bir [P;L] konum geometrisinde l1 ve l2 iki do¼gru olmak üzere, e¼ger

l1 \ l2 = ? ise, l1 ve l2 do¼grular¬paraleldir denir.
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Tan¬m 1.1.16 Bir [P;L] konum geometrisinde l do¼grusu ve bu do¼gru d¬̧s¬nda bir P

noktas¬verildi¼ginde, P noktas¬ndan geçen ve l do¼grusuna paralel olan bir tek do¼gru

varsa, [P;L] sistemi paralellik aksiyomunu sa¼gl¬yor denir.

Tan¬m 1.1.17 Paralellik aksiyomunu sa¼glayan mutlak geometriye Öklidyen düzlem

geometri denir. Daha aç¬k olarak, P; elemanlar¬noktalar olan bir küme; L, P nin boş

olmayan alt kümelerinden oluşan ve elemanlar¬do¼grular olan küme; d, P üzerinde

tan¬ml¬uzakl¬k fonksiyonu ve m de [P;L; d] üzerinde tan¬ml¬bir aç¬ölçme fonksi-

yonu olmak üzere, aşa¼g¬daki onüç aksiyomu sa¼glayan [P;L; d;m] sistemine Öklidyen

düzlem geometri denir:

[E1] Farkl¬iki noktay¬içeren bir tek do¼gru vard¬r.

[E2] Her do¼gru en az iki nokta, P kümesi de do¼grusal olmayan üç nokta içerir.

[E3] Her s¬ral¬ (A;B) nokta çifti için d, negatif olmayan bir d (A;B) say¬s¬n¬

belirtir. Ayr¬ca d (A;B) = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul A = B olmas¬d¬r.

[E4] Her A ve B noktalar¬için d (A;B) = d (B;A) dir.

[E5] Her A, B ve C noktalar¬için d (A;B) + d (B;C) � d (A;C) dir.

[E6] Verilen her l do¼grusu için bir fl : l ! R fonksiyonu vard¬r öyleki tüm A;B

noktalar¬için jfl (A)� fl (B)j = d (A;B) dir:

[E7] Verilen her l do¼grusu için P nin aşa¼g¬daki üç koşulu sa¼glayan H1 ve H2 gibi

iki alt kümesi vard¬r:

(i) H1 ve H2 konvekstir.

(ii) H1 [H2 = P� l dir.

(ii) A 2 H1 ve B 2 H2 ise AB \ l 6= ? dir.

[E8] m; her bir aç¬için 0 ile 180 aras¬nda de¼gi̧sen bir reel say¬ile belirtilir.

[E9]H yar¬düzleminin kenar¬üzerinde birAB ¬̧s¬n¬ve 0 ile 180 aras¬nda herhangi

bir r reel say¬s¬verilsin. Bu durumda P 2 H olmak üzere m(\PAB) = r olacak

şekilde bir tek AP ¬̧s¬n¬vard¬r.

[E10] E¼ger D noktas¬\ABC nin iç bölgesinde ise, m\ABD + m\DBC =

m\ABC dir.
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[E11] E¼ger B; A ile C aras¬nda ve D =2 AC ise, m\ABD+m\DBC = 180 dir:

[E12] ·Iki üçgenin köşe noktalar¬aras¬nda bire-bir bir eşleme verilsin. E¼ger birinci

üçgenin iki kenar¬ve aralar¬ndaki aç¬, ikinci üçgenin kaŗs¬l¬k gelen kenarlar¬na ve

aç¬ya eş ise bu üçgenler eştir.

[E13] l do¼grusu d¬̧s¬nda bir P noktas¬verilsin. Bu durumda P noktas¬ndan geçen

ve l do¼grusuna paralel olan bir tek do¼gru vard¬r.

Örnek 1.1.9 [R2; LE; dE;mE] sistemi bir Öklidyen geometri modelidir. Bu model

Öklidyen (analitik) düzlem veya Öklid düzlemi olarak bilinir. [30], [43] ve [50]�de

farkl¬Öklidyen geometri modelleri verilmi̧stir. Ancak tüm Öklidyen geometri model-

leri birbirine izomorftur.
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1.2 Taksi, Maksimum, Çin dama ve �-Düzlemleri

Taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemleri Öklidyen analitik düzlemle hemen

hemen ayn¬yap¬ya sahiptir. Şöyle ki, bu düzlemlerdeki nokta ve do¼grular Öklidyen

analitik düzlemin nokta ve do¼grular¬yla ayn¬d¬r. Aç¬lar da ayn¬yolla ölçülür. Fakat

uzakl¬k fonksiyonlar¬ farkl¬d¬r. Aşa¼g¬da, bu düzlemler daha önce bahsedilen aksi-

yomatik sistemlerle ili̧skilendirilmi̧stir:

A = (x1; y1) ve B = (x2; y2), R2 de iki nokta ve � 2 [0; �=2) olmak üzere;

R2 � R2 ! [0;1) tan¬ml¬

dT (A;B) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j ;

dM(A;B) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg ;

dC(A;B) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg+ (
p
2� 1)min fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg ;

d�(A;B) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg+ (sec�� tan�)minfjx1 � x2j ; jy1 � y2jg

fonksiyonlar¬na, s¬ras¬yla taksi, maksimum, Çin dama ve �-uzakl¬k fonksiyonlar¬;

dT (A;B), dM(A;B), dC(A;B) ve d�(A;B) negatif olmayan reel say¬lar¬na da s¬ras¬yla,

A veB noktalar¬aras¬ndaki taksi,maksimum, Çin dama ve �-uzakl¬k denir. Yukar¬da

verilen uzakl¬k fonksiyonlar¬R2 de birer metrik belirtir (Bkz: Teorem 4.1.1, Uyar¬

4.1.1 ve Uyar¬4.1.2). Bununla birlikte, Teorem 4.2.1�in bir sonucu olarak, [R2; LE]

konum geometrisinde bu uzakl¬k fonksiyonlar¬s¬ras¬yla göz önüne al¬n¬rsa,

(1) f1 : la ! R; f1(a; y) = y fonksiyonu dikey do¼grular için, f2 : lm;b ! R;

f2(x; y) = x(1 + jmj) fonksiyonu da dikey olmayan do¼grular için cetveldir.

(2) f1 : la ! R; f1(a; y) = y fonksiyonu dikey do¼grular için, f3 : lm;b ! R;

f2(x; y) = x(max f1; jmjg) fonksiyonu da dikey olmayan do¼grular için cetveldir.

(3) f1 : la ! R; f1(a; y) = y fonksiyonu dikey do¼grular için, f4 : lm;b ! R;

f2(x; y) = x(max f1; jmjg + (
p
2 � 1)min f1; jmjg) fonksiyonu da dikey olmayan

do¼grular için cetveldir.

(4) f1 : la ! R; f(a; y) = y fonksiyonu dikey do¼grular için, f5 : lm;b ! R;

f2(x; y) = x(max f1; jmjg+(sec��tan�)min f1; jmjg) fonksiyonu da dikey olmayan

do¼grular için cetveldir.
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Buna göre; [R2; LE; dT ], [R2; LE; dM ], [R2; LE; dC ], [R2; LE; d�] sistemleri birer

metrik geometri modelidir ve s¬ras¬yla taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemi

olarak bilinir. Bu sistemler düzlem ay¬rma aksiyomunu da sa¼glar. Böylece, Ök-

lid aç¬ölçme aksiyomuyla birlikte aç¬ölçer geometri modelleri olan [R2; LE; dT ;mE],

[R2; LE; dM ;mE], [R2; LE; dC ;mE], [R2; LE; d�;mE] sistemleri elde edilir. Bu tez

içinde taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemleri, s¬ras¬yla [R2; LE; dT ;mE],

[R2; LE; dM ;mE], [R2; LE; dC ;mE] ve [R2; LE; d�;mE] sistemlerine i̧saret edecek ve

s¬ras¬yla R2T , R2M , R2C ve R2� ile gösterilecektir. Aşa¼g¬da, k¬saca bu düzlemlerden

bahsedilmi̧stir.

Taksi metri¼gi, Minkowski taraf¬ndan verilen, d(A;B)=(jx1�x2jp + jy1�y2jp)1=p

metri¼ginin p = 1 için özel halidir (Bkz: [46]). Ancak taksi düzlem, ilk olarak Menger

taraf¬ndan sunulmuş, Krause taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir (Bkz: [44], [40]). Bugüne

kadar taksi düzlem üzerine birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r (Bunlardan baz¬lar¬için bkz:

[1], [2], [3], [11], [12], [17], [23], [33], [34], [35], [39], [41], [47], [48], [49], [52], [54],

[55], [56], [58]). Taksi düzlemde çemberler kenarlar¬�1 e¼gimli bilinen Öklidyen

karelerdir; Şekil 1.2.1�de taksi birim çember -yani, f(x; y) 2 R2 : jxj + jyj = 1g

kümesi- çizilmi̧stir. Şekil 1.2.2�de taksi düzleminde A ve B noktalar¬aras¬ndaki baz¬

en k¬sa yollar gösterilmi̧stir.

Şekil 1.2.1 Şekil 1.2.2

Maksimummetri¼gi, yine Minkowski�nin verdi¼gi d(A;B) = (jx1 � x2jp+jy1 � y2jp)1=p

meti¼ginin p!1 iken limitidir (Bkz: [46]). Salihova, maksimum düzlem geometrinin

uzunlukla ilgili baz¬özelliklerini [53]�te incelemi̧stir. Konu üzerine yap¬lm¬̧s çal¬̧s-

malar çok azd¬r. Bu düzlemin de çemberleri karedir; Şekil 1.2.3�te maksimum birim
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çember -yani, f(x; y) 2 R2 : maxfjxj ; jyjg = 1g kümesi- çizilmi̧stir. Şekil 1.2.4�te

maksimum düzleminde A ve B noktalar¬aras¬ndaki baz¬en k¬sa yollar gösterilmi̧stir.

Şekil 1.2.3 Şekil 1.2.4

Krause [40]�ta, analitik düzlemde Çin dama oyunundaki (Bkz: [68]) damalar¬n

hareketlerini en k¬sa yol kabul eden uzakl¬k fonksiyonunu sormuştur. Bunun üze-

rine, Çin dama metri¼gi Chen taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir (Bkz: [9]). Bu konu üzerinde

de birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r (Bunlardan baz¬lar¬için bkz: [4], [5], [27], [28], [36],

[59], [60], [61], [62]). Çin dama düzleminde çemberler, en uzun köşegenlerinden biri x

ya da y eksenine paralel olan bilinen Öklidyen düzgün sekizgendir; Şekil 1.2.5�te Çin

dama birim çember -yani, f(x; y) 2 R2 : maxfjxj ; jyjg+ (
p
2� 1)minfjxj ; jyjg = 1g

kümesi- çizilmi̧stir. Şekil 1.2.6�da Çin dama düzleminde A ve B noktalar¬aras¬ndaki

baz¬en k¬sa yollar gösterilmi̧stir.

Şekil 1.2.5 Şekil 1.2.6

�-metri¼gi (veya -"alfa"n¬n bir de¼gi̧sken oldu¼gunu unutmamak kayd¬yla- alfa met-

ri¼gi), taksi ve Çin dama metriklerini de kapsayan bir metrik ailesi olarak Tian

taraf¬ndan sunulmuştur (Bkz: [57]). Ancak, bu çal¬̧smada �, [0; �=4) aral¬¼g¬na k¬s¬t-
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lanm¬̧st¬r. Teorem 4.1.1�den anlaş¬laca¼g¬üzere, � n¬n [0; �=2) aras¬nda olmas¬du-

rumunda d� n¬n metrik özelli¼gi bozulmaz (Ayr¬ca bkz: [18]). Bu konu çok yeni

olmakla beraber, literatürde ilgili çal¬̧smalara rastlanmaktad¬r (Bkz: [24], [25], [26]).

�-düzleminde çemberler özel sekizgenlerdir; Şekil 1.2.7�de � birim çember -yani,

f(x; y) 2 R2 : maxfjxj ; jyjg + (sec� � tan�)minfjxj ; jyjg = 1g kümesi- baz¬özel

de¼gerler için gösterilmi̧stir. Ayr¬ca Şekil 1.2.8�de �-düzleminde A ve B noktalar¬

aras¬ndaki baz¬en k¬sa yollar gösterilmi̧stir.

Şekil 1.2.7 Şekil 1.2.8 (a)

Şekil 1.2.8 (b) Şekil 1.2.8 (c)



BÖLÜM 2

P·ISAGOR TEOREM·I

Bilindi¼gi gibi, Pisagor teoremi Öklid düzlemindeki dik üçgenlerin kenar uzun-

luklar¬aras¬ndaki bir ba¼g¬nt¬y¬ifade eder: Verilen bir ABC üçgeninde A aç¬s¬dik

ise, dE(B;C) = a, dE(A;C) = b ve dE(A;B) = c olmak üzere, a2 = b2 + c2

dir. Ayr¬ca, Pisagor teoreminin kaŗs¬t¬da Öklid düzlemindeki üçgenlerin iyi bili-

nen bir özelli¼gidir: Verilen bir ABC üçgeninde, dE(B;C) = a, dE(A;C) = b ve

dE(A;B) = c olmak üzere, a2 = b2 + c2 ise, A aç¬s¬diktir. Bu bölümde, Öklid

düzlem geometrisinde iyi bilinen Pisagor Teoreminin taksi, maksimum, Çin dama

ve �-düzlemlerindeki benzerleri -yani, bu düzlemlerde Pisagor teoreminin i̧slevini

görebilecek teoremler- verilmi̧stir. Bununla birlikte, verilen benzerlerin kaŗs¬tlar¬n¬n

do¼gru olmad¬¼g¬birer örnekle gösterilmi̧s ve her bir düzlem için, Öklid düzlemindeki

kaŗs¬t teoremin i̧slevini görebilecek bir teorem verilmi̧stir.

Bu bölümde, altbölümler kendi içinde yeterli olabilsin diye baz¬ tekrarlardan

kaç¬n¬lmam¬̧st¬r. Böylece, her bir altbölüm birbirinden ba¼g¬ms¬z olarak tek baş¬na

incelenebilir.
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2.1 Pisagor Teoreminin Taksi Benzerleri

Pisagor teoreminin bir taksi benzeri, taksi düzlemde A aç¬s¬dik olan bir ABC

üçgeni için dT (B;C) = a, dT (A;C) = b ve dT (A;B) = c uzunluklar¬ aras¬ndaki

bir ba¼g¬nt¬y¬ifade etmelidir. Pisagor teoreminin iki farkl¬taksi benzeri [35]�te ve-

rilmi̧stir. Ancak verilen benzerler a, b ve c taksi uzunluklar¬na ek olarak iki paramet-

re içermektedir. Burada, dik üçgenin taksi kenar uzunluklar¬na ek olarak yaln¬zca bir

parametre içeren iki kaŗs¬l¬k verilmi̧stir (Bkz: [13]). Böylece, taksi Pisagor teoremi

daha sade ve kullan¬̧sl¬hale getirilmi̧stir.

Kartezyen koordinat düzleminde iki nokta aras¬ndaki Öklid ve taksi uzakl¬klar¬n¬

birbirine dönüştürmeye yarayan bir ba¼g¬nt¬ veren ve bu ba¼g¬nt¬n¬n bir özelli¼gini

belirten aşa¼g¬daki iki yard¬mc¬teorem, tart¬̧smam¬z içinde önemli bir role sahiptir.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.1 A ve B, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru

üzerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise,

�(m) = (1 +m2)1=2�(1 + jmj) olmak üzere,

dE(A;B) = �(m)dT (A;B) (2.1.1)

dir. A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise, dE(A;B) = dT (A;B)

dir.

·Ispat: A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) kartezyen koordinat düzleminde iki nokta

olsun. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde de¼gilse, x1 6= x2 ve m = (y2 �

y1)�(x2 � x1) dir. O halde, aç¬kça, dE(A;B) = jx2 � x1j (1 +m2)1=2 ve dT (A;B) =

jx2 � x1j (1 + jmj) dir. Bu iki eşitlik taraf tarafa oranlan¬rsa kolayca (2.1.1) eşitli¼gi

elde edilir. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde ise, x1 = x2 dir. Bu durumda

dE(A;B) = jy2 � y1j ve dT (A;B) = jy2 � y1j olur. Böylece dE(A;B) = dT (A;B)

elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.2 E¼ger m s¬f¬rdan farkl¬bir reel say¬ve m0 = �1=m ise,

�(m) = �(m0) (2.1.2)

dir.
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·Ispat: E¼ger m 2 R-f0g ise, m0 = (�1=m) 2 R-f0g dir. Buna göre,

�(m0) =
�
1 + (m0)2

�1=2�(1 + jm0j) =
�
1 + (�1=m)2

�1=2�(1 + j�1=mj)
=

�
1 +m2

m2

�1=2
�
�
1 + jmj
jmj

�
=
�
1 +m2

�1=2�(1 + jmj) = �(m)
bulunur.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçeABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri

saat yönünün tersine har�endirilmi̧s, A aç¬s¬dik olan bir üçgeni gösterecek ve -daha

önce tan¬mland¬¼g¬gibi- bu üçgenin kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬dE(B;C) = a,

dE(A;C) = b ve dE(A;B) = c; taksi uzunluklar¬da dT (B;C) = a, dT (A;C) = b ve

dT (A;B) = c olarak al¬nacakt¬r.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬ teorem, genelde b ve c Öklidyen uzunluklar¬ ile b ve c

taksi uzunluklar¬birbirinden farkl¬oldu¼gu halde, bunlar¬n kaŗs¬l¬kl¬oranlar¬n¬n eşit

oldu¼gunu gösterir.

Yard¬mc¬Teorem 2.1.3 ABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönü-

nün tersine har�endirilmiş, A aç¬s¬dik olan bir üçgen ve dE(A;C) = b, dE(A;B) =

c, dT (A;C) = b ve dT (A;B) = c ise, b=c = b=c dir.

·Ispat: E¼ger ABC üçgeninin AB ve AC kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel

ise, b = b ve c = c olaca¼g¬aç¬kt¬r. Böylece bu iki oran birbirine eşittir. ABC

üçgeninin dik kenarlar¬ndan biri koordinat eksenlerine paralel olmas¬n. Bu durumda

di¼ger dik kenar da koordinat eksenlerine paralel de¼gildir. Ancak kenarlar birbirine

dik oldu¼gundan, e¼ger AB do¼grusunun e¼gimi m ise, AC do¼grusunun e¼gimi �1=m dir.

Buradam0 = �1=m denirse, (2.1.1) eşitli¼ginden, c = �(m)c ve b =�(m0)b eşitlikleri

elde edilir. Fakat bu durumda (2.1.2) eşitli¼gi, b=c = b=c eşitli¼gini gerektirir.

Bu gerçekler yard¬m¬yla aşa¼g¬da, verilen bir dik üçgenin taksi kenar uzunluk-

lar¬aras¬nda, bu uzunluklar hariç yaln¬zca bir parametreye -daha aç¬k olarak, dik

kenarlardan birinin e¼gimine ya da hipotenüsün e¼gimine- ba¼gl¬ bir ba¼g¬nt¬ oldu¼gu

gösterilmi̧stir. Bununla birlikte, e¼ger dik kenarlardan biri ya da hipotenüs koordi-

nat eksenlerinden birine paralel ise, dik üçgenin taksi kenar uzunluklar¬aras¬nda bu

uzunluklardan başka hiçbir parametreye ba¼gl¬olmayan bir ba¼g¬nt¬söz konusudur.
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Teorem 2.1.4 (i) E¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel

ise,

a = b+ c; (2.1.3)

(ii) e¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil, hipotenüsü

de (yani BC kenar¬) dikey de¼gil ise, dik kenarlardan birinin e¼gimi m olmak üzere,

(1 + jmj)a = jbm+ cj+ jcm� bj (2.1.4)

dir.

·Ispat: (i) Bu eşitlik, taksi uzakl¬k tan¬m¬ndan aşikard¬r.

(ii) CBA aç¬s¬� ile gösterilsin. ABC üçgeninin saat yönünün tersine har�endirilme-

siyle � n¬n pozitif ve dar olaca¼g¬na dikkat ediniz (Bkz: Şekil 2.1.1).

Şekil 2.1.1

AB kenar¬n¬n e¼gimi m, BC kenar¬n¬n e¼gimi de m1 olsun. Buna göre, AC kenar¬n¬n

e¼gimi �1=m = m0 olur ve tan � = (m � m1)�(1 + mm1) eşitli¼gi elde edilir (Bu

son eşitlik, iki aç¬n¬n farklar¬n¬n tanjant¬formülünden kolayca elde edilir). Ayr¬ca

Yard¬mc¬Teorem 2.1.3 gere¼gince tan � = b=c = b=c dir O halde,

b=c = (m�m1)�(1 +mm1) (2.1.5)

dir. Bu eşitlikten m1 çekilirse, m 6= �c=b olmak üzere,

m1 = (cm� b)�(bm+ c) (2.1.6)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi (2.1.1) eşitli¼gi, a2 = b2+c2 eşitli¼gine uygulan¬r ve Yard¬mc¬

Teorem 2.1.2 kullan¬l¬rsa

[�(m1)]
2a2 = [�(m)]2(b2 + c2) (2.1.7)
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eşitli¼gi elde edilir ki bu eşitlikten de kolayca

(1 + jmj)2a2 = [(1 + jm1j)2�(1 +m2
1)](1 +m

2)(b2 + c2) (2.1.8)

eşitli¼gi elde edilir. (2.1.6) eşitli¼gindeki m1, (2.1.8) eşitli¼ginde yerine konursa bu

denklemin sa¼g taraf¬ (jbm+ cj + jcm� bj)2 şeklinde k¬salt¬labilir. Son olarak, her

iki taraf¬n kare kökü al¬n¬p gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (2.1.4) eşitli¼gi elde edilir.

E¼ger AC kenar¬n¬n e¼gimi m olarak al¬n¬rsa, AC kenar¬n¬n e¼gimi m0 = �1=m olur

ve ispat¬m¬z (2.1.4) eşitli¼ginde m yerine m0 konularak elde edilen (2.1.40) eşitli¼gini

verir. Fakat (2.1.40) eşitli¼gi jmj ile çarp¬l¬rsa (2.1.4) eşitli¼gi elde edilir. Böylece, m

dik kenarlardan hangisinin e¼gimi olursa olsun, (2.1.4) eşitli¼gi do¼grudur.

Sonuç 2.1.5 E¼ger BC kenar¬, yani ABC üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksen-

lerinden birine paralel ise,

a = (b2 + c2)�(b+ c) (2.1.9)

dir. Buna ek olarak, e¼ger b = c ise, a = b = c dir.

·Ispat: ABC üçgeninin BC kenar¬koordinat eksenlerinden birine paralel olsun

(Bkz: Şekil 2.1.2). Bu durumda (2.1.9) eşitli¼gi, (2.1.7) eşitli¼ginin bir sonucu olarak

elde edilir. Şöyle ki, e¼ger BC kenar¬ x-eksenine paralel ise, m1 = 0 ve böylece

�(m1) = 1; e¼ger BC kenar¬y-eksenine paralel ise, m1 ! 1 ve böylece �(m1) ! 1

dir. Her iki durum için de (2.1.7) eşitli¼gi, AB kenar¬n¬n e¼gimi m olmak üzere,

a2 = [�(m)]2(b2 + c2) haline gelir.

Şekil 2.1.2

Benzer üçgenler ve Yard¬mc¬Teorem 2.1.3�ten, BC yatay iken jmj = jAD=BDj =

jAC=ABj = b=c; BC dikey iken jmj = c=b elde edilir. Böylece, e¼ger BC yatay ise,

a2 = [(1+(b=c)2)1=2�(1+b=c)]2(b2+c2); e¼ger BC dikey ise, a2 = [(1+(c=b)2)1=2�(1+
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c=b)]2(b2 + c2) bulunur. Bu iki eşitlik de, gerekli i̧slemler yap¬larak (2.1.9) eşitli¼gine

denk olan a2 = (b2 + c2)2�(b+ c)2 eşitli¼gine indirgenir.

E¼ger, ek olarak b = c ise, (2.1.9) eşitli¼gi a = b ye indirgenir; ancak bu durumda,

ABC ikizkenar taksi üçgen oldu¼gu için, a = b = c elde edilir.

Bir sonraki sonuç da Pisagor teoreminin bir taksi benzeridir ve dik kenarlar¬n

birinin e¼gimi yerine hipotenüsün e¼gimini parametre olarak içerir.

Sonuç 2.1.6 E¼ger ABC üçgeninin hiçbir kenar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil

ise, BC kenar¬n¬n, yani hipotenüsün e¼gimi m1 olmak üzere,

a�(1 + jm1j) = (b2 + c2)�(jbm1 � cj+ jcm1 + bj) (2.1.10)

dir.

·Ispat: AB kenar¬n¬n e¼gimi m ise, (2.1.5) eşitli¼ginden

m = (b+ cm1)�(c� bm1) (2.1.11)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikteki m nin eşitini, (2.1.4) eşitli¼ginde m yerine yaz¬p

gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (2.1.10) eşitli¼gi bulunur.

Uyar¬2.1.1 AB kenar¬x-eksenine paralel, yani m = 0 iken, Teorem 2.1.4�ün is-

pat¬ndaki (2.1.4) eşitli¼ginin elde edili̧si geçerli oldu¼gundan (2.1.4) eşitli¼ginin, (2.1.3)

eşitli¼gine indirgenece¼gine dikkat ediniz. Benzer şekilde, BC kenar¬x-eksenine paralel,

yani m1 = 0 iken, (2.1.10) eşitli¼gi de (2.1.9) eşitli¼gine indirgenir. Buna ek olarak,

(2.1.3) ve (2.1.9) eşitlikleri, s¬ras¬yla AB veya BC kenarlar¬ dikey iken, (2.1.4)

eşitli¼ginin m ! 1 ve (2.1.10) eşitli¼ginin m1 ! 1 iken limitleridir. Bunu görmek

için, önce (2.1.4) ve (2.1.9) eşitliklerinin (2.1.8) eşitli¼ginden elde edildi¼gine; m!1

iken �(m) ! 1 ve m1 ! c=b ((2.1.6) eşitli¼gine bak¬n¬z); m1 ! 1 iken �(m1) ! 1

ve m ! �c=b ((2.1.11) eşitli¼gine bak¬n¬z) oldu¼guna dikkat ediniz. Böylece (2.1.8)

eşitli¼gi, m!1 iken (2.1.3) eşitli¼gine; m1 !1 iken de (2.1.9) eşitli¼gine indirgenir.

�
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Uyar¬2.1.2 E¼ger A aç¬s¬dik olan ABC üçgeni saat yönünde har�endirilirse b ve c

nin rolleri de¼gi̧sir. Böylece (2.1.4) eşitli¼gi (1 + jmj)a = jcm+ bj + jbm� cj şekline,

(2.1.10) eşitli¼gi de a�(1+ jm1j) = (b2+ c2)�(jcm1 � bj+ jbm1 + cj) şekline gelir. �

Aşa¼g¬da, Teorem 2.1.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.1.6�n¬n kaŗs¬t¬n¬n do¼gru

olmad¬¼g¬n¬-yani, taksi düzleminde (2.1.4) ya da (2.1.10) eşitli¼gini sa¼glayan fakat hiç

dik aç¬s¬olmayan ABC üçgenlerinin var oldu¼gunu- gösteren bir örnek verilmi̧stir.

Verilen örnek, içinde dört farkl¬taksi çemberi bulunan Şekil 2.1.3�e i̧saret etmektedir.

Bilindi¼gi gibi, A merkezli ve r yar¬çapl¬taksi çemberi, A noktas¬na taksi uzakl¬¼g¬r

olan tüm noktalar¬n kümesidir. Bu noktalar¬n geometrik yeri, kenarlar¬n¬n e¼gimi �1

ve köşegenlerinin uzunlu¼gu 2r olan A (a¼g¬rl¬k) merkezli karedir. Ayr¬ca, Öklidyen

çemberlerde oldu¼gu gibi, A merkezi ve bu merkeze r taksi uzakl¬¼g¬ndaki bir nokta

bu çemberi tamamen belirler.

Örnek 2.1.1 ABC, BC kenar¬x-eksenine paralel ve A köşesi, BC çapl¬taksi çem-

berinin iç bölgesinde kalan, köşeleri saat yönünün tersine har�endirilmi̧s bir üçgen

ve dT (B;C) = a, dT (A;C) = b, dT (A;B) = c olsun (Bkz: Şekil 2.1.3). Bu durumda

A aç¬s¬n¬n geni̧s oldu¼gu aç¬kt¬r. C1 ve C2, merkezleri s¬ras¬yla B ve C noktalar¬olan

ve ayn¬a yar¬çap uzunlu¼guna sahip iki taksi çemberini; m ve m0 de s¬ras¬yla AB

ve AC do¼grular¬n¬n e¼gimlerini göstersin. C1 üzerinde, BAC 0 aç¬s¬dik olacak şekilde

bir C 0 noktas¬ve C2 üzerinde, CAB0 aç¬s¬dik olacak şekilde bir B0 noktas¬, Şekil

2.1.3�deki gibi al¬ns¬n.

Şekil 2.1.3
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B0 noktas¬, hem C2 taksi çemberi hem de A merkezli c yar¬çapl¬taksi çemberi (C3

çemberi) üzerinde oldu¼gu için dT (C;B0) = a ve dT (A;B0) = c dir. Benzer şekilde,

C 0 noktas¬, hem C1 taksi çemberi hem de A merkezli b yar¬çapl¬taksi çemberi (C4

çemberi) üzerinde oldu¼gu için dT (B;C 0) = a ve dT (A;C 0) = b dir. O halde ABC 0 ve

AB0C dik üçgenlerine Teorem 2.1.4 uygulan¬rsa, hiç dik aç¬s¬olmayan ABC üçgeni

için de geçerli olan

(1 + jmj)a = jcm� bj+ jbm+ cj ve (1 + jm0j)a = jcm0 � bj+ jbm0 + cj

eşitlikleri elde edilir. Böylece Teorem 2.1.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.1.6�n¬n

kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬gösterilmi̧s olur. �

Aşa¼g¬daki teorem, taksi düzlemindeki bir üçgenin bir dik aç¬ya sahip olabilmesi

için gerek ve yeter bir koşul ifade eder. Yeterli koşul, asl¬nda Pisagor teoreminin

kaŗs¬t¬n¬n başka bir ifadesidir.

Teorem 2.1.7 ABC, taksi düzlemde kenar uzunluklar¬dT (B;C) = a, dT (A;C) = b

ve dT (A;B) = c olan bir üçgen olsun; m1, m ve m0 de s¬ras¬yla BC, AB ve AC

kenarlar¬n¬n e¼gimlerini göstersin. Buna göre, A aç¬s¬n¬n dik olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, �(x) = (1 + x2)�(1 + jxj)2 olmak üzere,

�(m1)a
2 = �(m)(b2 + c2) = �(m0)(b2 + c2) (2.1.12)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: E¼ger (2.1.12) eşitli¼gi geçerli ise, �(m) = �(m0) ve

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m)c2 = �(m0)b2 + �(m0)c2

dir. O halde,

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m0)c2 (2.1.13)

dir. (2.1.1) eşitli¼gini (2.1.13) eşitli¼gine uygulayarak a = dE(B;C), b = dE(A;C) ve

c = dE(A;B) olmak üzere a2 = b2+ c2 elde edilir. Pisagor teoreminin kaŗs¬t¬do¼gru

oldu¼gu için A aç¬s¬diktir.

Şimdi, tersine A aç¬s¬n¬n dik aç¬oldu¼gunu kabul edelim. O haldem0 = �1=m dir.

Böylece Yard¬mc¬Teorem 2.1.2�den �(m) = �(m0) elde edilir. Bu durumda (2.1.12)

eşitli¼gi, Teorem 2.1.4�ün ispat¬ndaki (2.1.7) eşitli¼ginin do¼grudan bir sonucudur.
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2.2 Pisagor Teoreminin Maksimum Benzerleri

Pisagor teoreminin bir maksimum benzeri, maksimum düzleminde A aç¬s¬dik

olan bir ABC üçgeni için dM(B;C) = a, dM(A;C) = b ve dM(A;B) = c uzunluklar¬

aras¬ndaki bir ba¼g¬nt¬y¬ifade etmelidir. Pisagor teoreminin iki farkl¬maksimum ben-

zeri [53]�de verilmi̧stir. Ancak verilen benzerler a, b ve c maksimum uzunluklar¬na

ek olarak iki parametre içermektedir. Burada, dik üçgenin maksimum kenar uzun-

luklar¬na ek olarak yaln¬zca bir parametre içeren iki kaŗs¬l¬k verilmi̧stir. Böylece,

daha önce verilen benzerler kullan¬̧sl¬ve sade hale getirilmi̧stir.

Kartezyen koordinat düzleminde iki nokta aras¬ndaki Öklid ve maksimum uzak-

l¬klar¬n¬birbirine dönüştürmeye yarayan bir ba¼g¬nt¬veren ve bu ba¼g¬nt¬n¬n bir özel-

li¼gini belirten aşa¼g¬daki iki yard¬mc¬teorem, konu içinde önemli bir role sahiptir.

Yard¬mc¬Teorem 2.2.1 A ve B, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru

üzerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise,

�(m) = (1 +m2)1=2�maxf1; jmjg olmak üzere,

dE(A;B) = �(m)dM(A;B) (2.2.1)

dir. A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise, dE(A;B) = dM(A;B)

dir.

·Ispat: A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) kartezyen koordinat düzleminde iki nokta

olsun. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde de¼gilse, x1 6= x2 ve m = (y2 �

y1)�(x2�x1) dir. Buradan kolayca dE(A;B) = jx2 � x1j (1+m2)1=2 ve dM(A;B) =

jx2 � x1j (maxf1; jmjg) eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitlik taraf tarafa oranlan¬rsa

(2.2.1) eşitli¼gi bulunur. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde ise, x1 = x2 dir. Bu

durumda dE(A;B) = jy2 � y1j ve dM(A;B) = jy2 � y1j olur. Böylece dE(A;B) =

dM(A;B) eşitli¼gi elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 2.2.2 E¼ger m s¬f¬rdan farkl¬bir reel say¬ve m0 = �1=m ise,

�(m) = �(m0) (2.2.2)

dir.
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·Ispat: E¼ger m 2 R-f0g ise, m0 = (�1=m) 2 R-f0g dir. Buna göre,

�(m0) =
�
1 + (m0)2

�1=2�maxf1; jm0jg =
�
1 + (�1=m)2

�1=2�maxf1; j�1=mjg
=

�
1 +m2

m2

�1=2
�
�
maxf1; jmjg
jmj

�
=
�
1 +m2

�1=2�maxf1; jmjg = �(m)
bulunur.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçeABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri

saat yönünün tersine har�endirilmi̧s, A aç¬s¬dik olan bir üçgeni gösterecek ve -daha

önce tan¬mland¬¼g¬gibi- bu üçgenin kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬dE(B;C) =

a, dE(A;C) = b ve dE(A;B) = c, maksimum uzunluklar¬ da dM(B;C) = a,

dM(A;C) = b ve dM(A;B) = c olarak al¬nacakt¬r.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem, genelde b ve c Öklidyen uzunluklar¬ile b ve c maksi-

mum uzunluklar¬birbirinden farkl¬oldu¼gu halde bunlar¬n kaŗs¬l¬kl¬oranlar¬n¬n eşit

oldu¼gunu ifade eder:

Yard¬mc¬Teorem 2.2.3 ABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönü-

nün tersine har�endirilmiş, A aç¬s¬dik olan bir üçgen ve dE(A;C) = b, dE(A;B) =

c, dM(A;C) = b ve dM(A;B) = c ise, b=c = b=c dir.

·Ispat: E¼ger ABC üçgeninin AB ve AC kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel

ise, b = b ve c = c olaca¼g¬aç¬kt¬r. Böylece bu iki oran birbirine eşittir. ABC

üçgeninin dik kenarlar¬ndan biri koordinat eksenlerine paralel olmas¬n. Bu durumda

di¼ger dik kenar da koordinat eksenlerine paralel de¼gildir. Ancak kenarlar birbirine

dik oldu¼gundan, e¼ger AB do¼grusunun e¼gimi m ise, AC do¼grusunun e¼gimi �1=m dir.

Buradam0 = �1=m denirse, (2.2.1) eşitli¼ginden, c = �(m)c ve b =�(m0)b eşitlikleri

elde edilir. Fakat bu durumda (2.2.2) eşitli¼gi, b=c = b=c eşitli¼gini gerektirir.

Bu gerçekler yard¬m¬yla aşa¼g¬da, verilen bir dik üçgenin maksimum kenar uzun-

luklar¬aras¬nda, bu uzunluklar hariç yaln¬zca bir parametreye -daha aç¬k olarak,

dik kenarlardan birinin e¼gimine ya da hipotenüsün e¼gimine- ba¼gl¬bir ba¼g¬nt¬oldu¼gu

gösterilmi̧stir. Bununla birlikte e¼ger dik kenarlardan biri ya da hipotenüs koordinat

eksenlerinden birine paralel ise, dik üçgenin maksimum kenar uzunluklar¬aras¬nda

bu uzunluklardan başka hiçbir parametreye ba¼gl¬olmayan bir ba¼g¬nt¬söz konusudur.
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Teorem 2.2.4 (i) E¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel

ise,

a = maxfb; cg; (2.2.3)

(ii) e¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil, hipotenüsü

de (yani BC kenar¬) dikey de¼gil ise, dik kenarlardan birinin e¼gimi m olmak üzere,

(maxf1; jmjg)a = maxfjbm+ cj ; jcm� bjg (2.2.4)

dir.

·Ispat: (i) Bu eşitlik maksimum uzakl¬k tan¬m¬ndan aç¬kt¬r.

(ii) CBA aç¬s¬� ile gösterilsin. ABC üçgeninin saat yönünün tersine har�endirilme-

siyle � n¬n pozitif ve dar olaca¼g¬na dikkat ediniz (Bkz: Şekil 2.2.1).

Şekil 2.2.1

AB kenar¬n¬n e¼gimi m, BC kenar¬n¬n e¼gimi de m1 olsun. Buna göre, AC kenar¬n¬n

e¼gimi �1=m = m0 olur ve tan � = (m � m1)�(1 + mm1) eşitli¼gi elde edilir (Bu

son eşitlik, iki aç¬n¬n farklar¬n¬n tanjant¬formülünden kolayca elde edilir). Ayr¬ca

Yard¬mc¬Teorem 2.2.3 gere¼gince tan � = b=c = b=c dir. O halde,

b=c = (m�m1)�(1 +mm1) (2.2.5)

dir. Bu eşitlikten m1 çekilirse, m 6= �c=b olmak üzere,

m1 = (cm� b)�(bm+ c) (2.2.6)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi (2.2.1) eşitli¼gi, a2 = b2+c2 eşitli¼gine uygulan¬r ve Yard¬mc¬

Teorem 2.2.2 kullan¬l¬rsa

[�(m1)]
2a2 = [�(m)]2(b2 + c2) (2.2.7)
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eşitli¼gi elde edilir ki bu eşitlikten de kolayca

(maxf1; jmjg)2a2 = [(maxf1; jm1jg)2�(1 +m2
1)](1 +m

2)(b2 + c2) (2.2.8)

eşitli¼gi elde edilir. (2.2.6) eşitli¼gindekim1, (2.2.8) eşitli¼ginde yerine konursa bu denk-

lemin sa¼g taraf¬(maxfjbm+ cj ; jcm� bjg)2 şeklinde k¬salt¬labilir. Son olarak, her

iki taraf¬n kare kökü al¬n¬p gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (2.2.4) eşitli¼gi elde edilir.

E¼ger AC kenar¬n¬n e¼gimi m olarak al¬n¬rsa, AC kenar¬n¬n e¼gimi m0 = �1=m olur

ve ispat¬m¬z (2.2.4) eşitli¼ginde m yerine m0 konularak elde edilen (2.2.40) eşitli¼gini

verir. Fakat (2.2.40) eşitli¼gi jmj ile çarp¬l¬rsa (2.2.4) eşitli¼gi elde edilir. Böylece, m

dik kenarlardan hangisinin e¼gimi olursa olsun, (2.2.4) eşitli¼gi do¼grudur.

Sonuç 2.2.5 E¼ger BC kenar¬, yani ABC üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksen-

lerinden birine paralel ise,

a = (b2 + c2)�maxfb; cg (2.2.9)

dir.

·Ispat: ABC üçgeninin BC kenar¬koordinat eksenlerinden birine paralel olsun

(Bkz: Şekil 2.2.2). Bu durumda (2.2.9) eşitli¼gi, (2.2.7) eşitli¼ginin bir sonucu olarak

elde edilir. Şöyle ki, e¼ger BC kenar¬ x-eksenine paralel ise, m1 = 0 ve böylece

�(m1) = 1; e¼ger BC kenar¬y-eksenine paralel ise, m1 ! 1 ve böylece �(m1) ! 1

dir. Her iki durum için de (2.2.7) eşitli¼gi, AB kenar¬n¬n e¼gimi m olmak üzere,

a2 = [�(m)]2(b2 + c2) haline gelir.

Şekil 2.2.2

Benzer üçgenler ve Yard¬mc¬Teorem 2.2.3 ten, BC yatay iken jmj = jAD=BDj =

jAC=ABj = b=c; BC dikey iken jmj = c=b elde edilir. Böylece, e¼ger BC yatay
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ise, a2 = [(1 + (b=c)2)1=2�maxf1; b=cg]2(b2 + c2); e¼ger BC dikey ise, a2 = [(1 +

(c=b)2)1=2�maxf1; b=cg]2(b2+c2) bulunur. Bu iki eşitlik de, gerekli i̧slemler yap¬larak

(2.2.9) eşitli¼gine denk olan a2 = (b2 + c2)2�(maxfb; cg)2 eşitli¼gine indirgenir.

Bir sonraki sonuç da Pisagor teoreminin bir maksimum benzeridir ve dik ke-

narlar¬n birinin e¼gimi yerine hipotenüsün e¼gimini parametre olarak içerir.

Sonuç 2.2.6 E¼ger ABC üçgeninin hiçbir kenar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil

ise, BC kenar¬n¬n, yani hipotenüsün e¼gimi m1 olmak üzere,

a�maxf1; jm1jg = (b2 + c2)�maxfjbm1 � cj ; jcm1 + bjg (2.2.10)

dir.

·Ispat: AB kenar¬n¬n e¼gimi m ise, (2.2.5) eşitli¼ginden

m = (b+ cm1)�(c� bm1) (2.2.11)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikteki m nin eşitini, (2.2.4) eşitli¼ginde m yerine yaz¬p

gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (2.2.10) eşitli¼gi bulunur.

Uyar¬2.2.1AB kenar¬x-eksenine paralel, yanim = 0 iken, Teorem 2.2.4�ün ispat¬n-

daki (2.2.4) eşitli¼ginin elde edili̧si geçerli oldu¼gundan (2.2.4) eşitli¼gi, (2.2.3) eşitli¼gine

indirgenece¼gine dikkat ediniz. Benzer şekilde, BC kenar¬x-eksenine paralel, yani

m1 = 0 iken, (2.2.10) eşitli¼gi de (2.2.9) eşitli¼gine indirgenir. Buna ek olarak, (2.2.3)

ve (2.2.9) eşitlikleri, s¬ras¬yla AB veya BC kenarlar¬dikey iken, (2.2.4) eşitli¼ginin

m ! 1 ve (2.2.10) eşitli¼ginin m1 ! 1 iken limitleridir. Bunu görmek için, önce

(2.2.4) ve (2.2.9) eşitliklerinin (2.2.8) eşitli¼ginden elde edildi¼gine; m ! 1 iken

�(m) ! 1 ve m1 ! c=b ((2.2.6) eşitli¼gine bak¬n¬z); m1 ! 1 iken �(m1) ! 1

ve m ! �c=b ((2.2.11) eşitli¼gine bak¬n¬z) oldu¼guna dikkat ediniz. Böylece (2.2.8)

eşitli¼gi, m!1 iken (2.2.3) eşitli¼gine; m1 !1 iken de (2.2.9) eşitli¼gine indirgenir.

�

Uyar¬2.2.2 E¼ger A aç¬s¬dik olan ABC üçgeni saat yönünde har�endirilirse b ve c

nin rolleri de¼gi̧sir. Böylece (2.2.4) eşitli¼gi (maxf1; jmjg)a = maxfjbm� cj ; jcm+ bjg
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şekline, (2.2.10) eşitli¼gi de a�maxf1; jm1jg = (b2+ c2)�maxfjbm1 + cj ; jcm1 � bjg

şekline gelir. �

Aşa¼g¬da, Teorem 2.2.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.2.6�n¬n kaŗs¬t¬n¬n do¼gru

olmad¬¼g¬n¬ -yani, maksimum düzleminde (2.2.4) ya da (2.2.10) eşitli¼gini sa¼glayan

fakat hiç dik aç¬s¬ olmayan ABC üçgenlerinin var oldu¼gunu- gösteren bir örnek

verilmi̧stir. Verilen örnek, içinde üç farkl¬maksimum çemberi bulunan Şekil 2.2.3�e

i̧saret etmektedir. Bilindi¼gi gibi, A merkezli ve r yar¬çapl¬ maksimum çemberi,

A noktas¬na maksimum uzakl¬¼g¬r olan tüm noktalar¬n kümesidir. Bu noktalar¬n

geometrik yeri, kenarlar¬eksenlere paralel ve uzunluklar¬2r olan A merkezli karedir.

Ayr¬ca, Öklidyen çemberlerde oldu¼gu gibi, A merkezi ve bu merkeze r maksimum

uzakl¬¼g¬ndaki bir nokta bu çemberi tamamen belirler.

Örnek 2.2.1 ABC, BC kenar¬x-eksenine paralel ve A aç¬s¬geni̧s olan, köşeleri

saat yönünün tersine har�endirilmi̧s bir üçgen ve dM(B;C) = a, dM(A;C) = b,

dM(A;B) = c olsun (Bkz: Şekil 2.2.3). C1 ve C2, merkezleri s¬ras¬yla B ve C

noktalar¬olan ve ayn¬a yar¬çap uzunlu¼guna sahip iki maksimum çemberini; m de

AB do¼grusunun e¼gimini göstersin. C1 üzerinde, AB?AC 0 olacak şekilde bir C 0

noktas¬Şekil 2.2.3�teki gibi al¬ns¬n.

Şekil 2.2.3

C 0 noktas¬, hem C1 maksimum çemberi hem de A merkezli b yar¬çapl¬maksimum

çemberi (C3 çemberi) üzerinde oldu¼gu için dM(B;C 0) = a ve dM(A;C 0) = b dir. O

halde, ABC 0 dik üçgenine Teorem 2.2.4 uygulan¬rsa, hiç dik aç¬s¬olmayan ABC
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üçgeni için de geçerli olan

(maxf1; jmjg)a = maxfjbm+ cj ; jcm� bjg

eşitli¼gi elde edilir. Böylece Teorem 2.2.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.2.6�n¬n

kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬gösterilmi̧s olur. �

Aşa¼g¬daki teorem, maksimum düzlemindeki bir üçgenin bir dik aç¬ya sahip ola-

bilmesi için gerek ve yeter bir koşul ifade eder. Yeterli koşul, asl¬nda Pisagor teo-

reminin kaŗs¬t¬n¬n başka bir ifadesidir.

Teorem 2.2.7 ABC, maksimum düzleminde kenar uzunluklar¬ dM(B;C) = a,

dM(A;C) = b ve dM(A;B) = c olan bir üçgen olsun; m1, m ve m0 de s¬ras¬yla

BC, AB ve AC kenarlar¬n¬n e¼gimlerini göstersin. Buna göre, A aç¬s¬n¬n dik olmas¬

için gerek ve yeter koşul, �(x) = (1 + x2)�(maxf1; jxjg)2 olmak üzere,

�(m1)a
2 = �(m)(b2 + c2) = �(m0)(b2 + c2) (2.2.12)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: E¼ger (2.2.12) eşitli¼gi geçerli ise, �(m) = �(m0) ve

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m)c2 = �(m0)b2 + �(m0)c2

dir. O halde,

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m0)c2 (2.2.13)

dir. (2.2.1) eşitli¼gini (2.2.13) eşitli¼gine uygulayarak a = dE(B;C), b = dE(A;C) ve

c = dE(A;B) olmak üzere a2 = b2+ c2 elde edilir. Pisagor teoreminin kaŗs¬t¬do¼gru

oldu¼gu için A aç¬s¬diktir.

Şimdi, tersine A aç¬s¬n¬n dik aç¬oldu¼gunu kabul edelim. O halde m0 = �1=m

dir. Böylece Yard¬mc¬Teorem 2.2.2�den �(m) = �(m0) dir. Bu durumda (2.2.12)

eşitli¼gi, Teorem 2.2.4�ün ispat¬ndaki (2.2.7) eşitli¼ginin do¼grudan bir sonucudur.
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2.3 Pisagor Teoreminin Çin Dama Benzerleri

Pisagor teoreminin bir Çin dama benzeri, Çin dama düzleminde A aç¬s¬dik olan

bir ABC üçgeni için dC(B;C) = a, dC(A;C) = b ve dC(A;B) = c uzunluklar¬

aras¬ndaki bir ba¼g¬nt¬y¬ifade etmelidir. Pisagor teoreminin iki farkl¬Çin dama ben-

zeri [27]�de verilmi̧stir. Ancak verilen benzerler a, b ve c Çin dama uzunluklar¬na

ek olarak iki parametre içermektedir. Burada, dik üçgenin Çin dama kenar uzun-

luklar¬na ek olarak yaln¬zca bir parametre içeren iki kaŗs¬l¬k verilmi̧stir (Bkz: [16]).

Böylece, daha önce verilen benzerler kullan¬̧sl¬ve sade hale getirilmi̧stir.

Kartezyen koordinat düzleminde iki nokta aras¬ndaki Öklid ve Çin dama uzakl¬k-

lar¬n¬birbirine dönüştürmeye yarayan bir ba¼g¬nt¬veren ve bu ba¼g¬nt¬n¬n bir özelli¼gini

belirten aşa¼g¬daki iki yard¬mc¬teorem, tart¬̧smam¬z içinde önemli bir role sahiptir.

Yard¬mc¬Teorem 2.3.1 A ve B, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru

üzerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise,

�(m) = (1 +m2)1=2�(maxf1; jmjg+ (
p
2� 1)minf1; jmjg) olmak üzere,

dE(A;B) = �(m)dC(A;B) (2.3.1)

dir. A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise, dE(A;B) = dC(A;B)

dir.

·Ispat: A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) kartezyen koordinat düzleminde iki nokta

olsun. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde de¼gilse, x1 6= x2 ve m = (y2 �

y1)�(x2�x1) dir. Buradan kolayca dE(A;B) = jx2 � x1j (1+m2)1=2 ve dC(A;B) =

jx2 � x1j (maxf1; jmjg + (
p
2 � 1)minf1; jmjg) eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitlik

taraf tarafa oranlan¬rsa (2.3.1) eşitli¼gi bulunur. E¼gerA veB dikey bir do¼gru üzerinde

ise, x1 = x2 dir. Bu durumda dE(A;B) = jy2 � y1j ve dC(A;B) = jy2 � y1j olur.

Böylece dE(A;B) = dC(A;B) elde edilir.

Yard¬mc¬Teorem 2.3.2 E¼ger m s¬f¬rdan farkl¬bir reel say¬ve m0 = �1=m ise,

�(m) = �(m0) (2.3.2)

dir.
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·Ispat: E¼ger m 2 R-f0g ise, m0 = (�1=m) 2 R-f0g dir. Buna göre,

�(m0) =
�
1 + (m0)2

�1=2�(maxf1; jm0jg+ (
p
2� 1)minf1; jm0jg)

=
�
1 + (�1=m)2

�1=2�(maxf1; j�1=mjg+ (p2� 1)minf1; j�1=mjg)
=

�
1 +m2

m2

�1=2
�

 
maxf1; jmjg+ (

p
2� 1)minf1; jmjg
jmj

!
=

�
1 +m2

�1=2�(maxf1; jmjg+ (p2� 1)minf1; jmjg) = �(m)
bulunur.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçeABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri

saat yönünün tersine har�endirilmi̧s, A aç¬s¬dik olan bir üçgeni gösterecek ve -daha

önce tan¬mland¬¼g¬gibi- bu üçgenin kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬dE(B;C) = a,

dE(A;C) = b ve dE(A;B) = c, Çin dama uzunluklar¬da dC(B;C) = a, dC(A;C) =

b ve dC(A;B) = c olarak al¬nacakt¬r.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem, genelde b ve c Öklidyen uzunluklar¬ile b ve c Çin

dama uzunluklar¬birbirinden farkl¬oldu¼gu halde bunlar¬n kaŗs¬l¬kl¬oranlar¬n¬n eşit

oldu¼gunu ifade eder:

Yard¬mc¬Teorem 2.3.3 ABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönü-

nün tersine har�endirilmiş, A aç¬s¬dik olan bir üçgen ve dE(A;C) = b, dE(A;B) =

c, dC(A;C) = b ve dC(A;B) = c ise, b=c = b=c dir.

·Ispat: E¼ger ABC üçgeninin AB ve AC kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel

ise, b = b ve c = c olaca¼g¬aç¬kt¬r. Böylece bu iki oran birbirine eşittir. ABC

üçgeninin dik kenarlar¬ndan biri koordinat eksenlerine paralel olmas¬n. Bu durumda

di¼ger dik kenar da koordinat eksenlerine paralel de¼gildir. Ancak kenarlar birbirine

dik oldu¼gundan, e¼ger AB do¼grusunun e¼gimi m ise, AC do¼grusunun e¼gimi �1=m dir.

Buradam0 = �1=m denirse, (2.3.1) eşitli¼ginden, c = �(m)c ve b =�(m0)b eşitlikleri

elde edilir. Fakat bu durumda (2.3.2) eşitli¼gi, b=c = b=c eşitli¼gini gerektirir.

Bu gerçekler yard¬m¬yla aşa¼g¬da, verilen bir dik üçgenin Çin dama kenar uzun-

luklar¬aras¬nda, bu uzunluklar hariç yaln¬zca bir parametreye -daha aç¬k olarak,

dik kenarlardan birinin e¼gimine ya da hipotenüsün e¼gimine- ba¼gl¬bir ba¼g¬nt¬oldu¼gu
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gösterilmi̧stir. Bununla birlikte e¼ger dik kenarlardan biri ya da hipotenüs koordinat

eksenlerinden birine paralel ise, dik üçgenin Çin dama kenar uzunluklar¬aras¬nda bu

uzunluklardan başka hiçbir parametreye ba¼gl¬olmayan bir ba¼g¬nt¬söz konusudur.

Teorem 2.3.4 (i) ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel ise,

a = maxfb; cg+ (
p
2� 1)minfb; cg; (2.3.3)

(ii) e¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil, hipotenüsü

de (yani BC kenar¬) dikey de¼gil ise, dik kenarlardan birinin e¼gimi m olmak üzere,

(maxf1; jmjg+ (
p
2� 1)minf1; jmjg)a =maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+

(
p
2� 1)minfjbm+ cj ; jcm� bjg (2.3.4)

dir.

·Ispat: (i) Bu eşitlik Çin dama uzakl¬k tan¬m¬ndan aşikard¬r.

(ii) CBA aç¬s¬� ile gösterilsin. ABC üçgeninin saat yönünün tersine har�endirilme-

siyle � n¬n pozitif ve dar olaca¼g¬na dikkat ediniz (Bkz: Şekil 2.3.1).

Şekil 2.3.1

AB kenar¬n¬n e¼gimi m, BC kenar¬n¬n e¼gimi de m1 olsun. Buna göre, AC kenar¬n¬n

e¼gimi �1=m = m0 olur ve tan � = (m � m1)�(1 + mm1) eşitli¼gi elde edilir (Bu

son eşitlik, iki aç¬n¬n farklar¬n¬n tanjant¬formülünden kolayca elde edilir). Ayr¬ca

Yard¬mc¬Teorem 2.3.3 gere¼gince tan � = b=c = b=c dir. O halde,

b=c = (m�m1)�(1 +mm1) (2.3.5)

dir. Bu eşitlikten m1 çekilirse, m 6= �c=b olmak üzere,

m1 = (cm� b)�(bm+ c) (2.3.6)



31

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi (2.3.1) eşitli¼gi, a2 = b2+c2 eşitli¼gine uygulan¬r ve Yard¬mc¬

Teorem 2.3.2 kullan¬l¬rsa

[�(m1)]
2a2 = [�(m)]2(b2 + c2) (2.3.7)

eşitli¼gi elde edilir ki bu eşitlikten de kolayca

(maxf1; jmjg+ (
p
2� 1)minf1; jmjg)2a2 =

[(maxf1; jm1jg+ (
p
2� 1)minf1; jm1jg)2�(1 +m2

1)](1 +m
2)(b2 + c2) (2.3.8)

eşitli¼gi elde edilir. (2.3.6) eşitli¼gindekim1, (2.3.8) eşitli¼ginde yerine konursa bu denk-

lemin sa¼g taraf¬(maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+ (
p
2� 1)minfjbm+ cj ; jcm� bjg)2 şek-

linde k¬salt¬labilir. Son olarak, her iki taraf¬n kare kökü al¬n¬p gerekli sadeleştirmeler

yap¬l¬rsa (2.3.4) eşitli¼gi elde edilir. E¼ger AC kenar¬n¬n e¼gimi m olarak al¬n¬rsa, AC

kenar¬n¬n e¼gimi m0 = �1=m olur ve ispat¬m¬z (2.3.4) eşitli¼ginde m yerine m0 konu-

larak elde edilen (2.3.40) eşitli¼gini verir. Fakat (2.3.40) eşitli¼gi jmj ile çarp¬l¬rsa (2.3.4)

eşitli¼gi elde edilir. Böylece, m dik kenarlardan hangisinin e¼gimi olursa olsun, (2.3.4)

eşitli¼gi do¼grudur.

Sonuç 2.3.5 E¼ger BC kenar¬, yani ABC üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksen-

lerinden birine paralel ise,

a = (b2 + c2)�(maxfb; cg+ (
p
2� 1)minfb; cg) (2.3.9)

dir.

·Ispat: ABC üçgeninin BC kenar¬koordinat eksenlerinden birine paralel olsun

(Bkz: Şekil 2.3.2). Bu durumda (2.3.9) eşitli¼gi, (2.3.7) eşitli¼ginin bir sonucu olarak

elde edilir. Şöyle ki, e¼ger BC kenar¬ x-eksenine paralel ise, m1 = 0 ve böylece

�(m1) = 1; e¼ger BC kenar¬y-eksenine paralel ise, m1 ! 1 ve böylece �(m1) ! 1

dir. Her iki durum için de (2.3.7) eşitli¼gi, AB kenar¬n¬n e¼gimi m olmak üzere,

a2 = [�(m)]2(b2 + c2) haline gelir.
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Şekil 2.3.2

Benzer üçgenler ve Yard¬mc¬Teorem 2.3.3�ten, BC yatay iken jmj = jAD=BDj =

jAC=ABj = b=c; BC dikey iken jmj = c=b elde edilir. Böylece, e¼ger BC yatay

ise, a2 = [(1 + (b=c)2)1=2�(maxf1; b=cg+ (
p
2� 1)minf1; b=cg)]2(b2 + c2); e¼ger BC

dikey ise, a2 = [(1 + (c=b)2)1=2�(maxf1; b=cg + (
p
2 � 1)minf1; b=cg)]2(b2 + c2)

bulunur. Bu iki eşitlik de, gerekli i̧slemler yap¬larak (2.3.9) eşitli¼gine denk olan

a2 = (b2 + c2)2�(maxfb; cg+ (
p
2� 1)minfb; cg)2 eşitli¼gine indirgenir.

Bir sonraki sonuç da Pisagor teoreminin bir Çin dama benzeridir ve dik kenarlar¬n

birinin e¼gimi yerine hipotenüsün e¼gimini parametre olarak içerir.

Sonuç 2.3.6 E¼ger ABC üçgeninin hiçbir kenar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil

ise, BC kenar¬n¬n, yani hipotenüsün e¼gimi m1 olmak üzere,

a�(maxf1; jm1jg+ (
p
2� 1)minf1; jm1jg) = (b2 + c2)�

(maxfjbm1 � cj ; jcm1 + bjg+ (
p
2� 1)minfjbm1 � cj ; jcm1 + bjg) (2.3.10)

dir.

·Ispat: AB kenar¬n¬n e¼gimi m ise, (2.3.5) eşitli¼ginden

m = (b+ cm1)�(c� bm1) (2.3.11)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikteki m nin eşitini, (2.3.4) eşitli¼ginde m yerine yaz¬p

gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (2.3.10) eşitli¼gi bulunur.

Uyar¬2.3.1AB kenar¬x-eksenine paralel, yanim = 0 iken, Teorem 2.3.4�ün ispat¬n-

daki (2.3.4) eşitli¼ginin elde edili̧si geçerli oldu¼gundan (2.3.4) eşitli¼gi, (2.3.3) eşitli¼gine

indirgenece¼gine dikkat ediniz. Benzer şekilde, BC kenar¬x-eksenine paralel, yani

m1 = 0 iken, (2.3.10) eşitli¼gi de (2.3.9) eşitli¼gine indirgenir. Buna ek olarak, (2.3.3)
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ve (2.3.9) eşitlikleri, s¬ras¬yla AB veya BC kenarlar¬dikey iken, (2.3.4) eşitli¼ginin

m ! 1 ve (2.3.10) eşitli¼ginin m1 ! 1 iken limitleridir. Bunu görmek için, önce

(2.3.4) ve (2.3.9) eşitliklerinin (2.3.8) eşitli¼ginden elde edildi¼gine; m ! 1 iken

�(m) ! 1 ve m1 ! c=b ((2.3.6) eşitli¼gine bak¬n¬z); m1 ! 1 iken �(m1) ! 1

ve m ! �c=b ((2.3.11) eşitli¼gine bak¬n¬z) oldu¼guna dikkat ediniz. Böylece (2.3.8)

eşitli¼gi, m!1 iken (2.3.3) eşitli¼gine; m1 !1 iken de (2.3.9) eşitli¼gine indirgenir.

�

Uyar¬2.3.2 E¼ger A aç¬s¬dik olan ABC üçgeni saat yönünde har�endirilirse b ve c

nin rolleri de¼gi̧sir. Böylece (2.3.4) eşitli¼gi

(maxf1; jmjg+ (
p
2� 1)minf1; jmjg)a =maxfjbm� cj ; jcm+ bjg+

(
p
2� 1)minfjbm� cj ; jcm+ bjg

şekline, (2.3.10) eşitli¼gi de

a�(maxf1; jm1jg+ (
p
2� 1)minf1; jm1jg) = (b2 + c2)�

(maxfjbm1 + cj ; jcm1 � bjg+ (
p
2� 1)minfjbm1 + cj ; jcm1 � bjg)

şekline gelir. �

Aşa¼g¬da, Teorem 2.3.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.3.6�n¬n kaŗs¬t¬n¬n do¼gru

olmad¬¼g¬n¬-yani, Çin dama düzleminde (2.3.4) ya da (2.3.10) eşitli¼gini sa¼glayan fakat

hiç dik aç¬s¬olmayan ABC üçgenlerinin var oldu¼gunu- gösteren bir örnek verilmi̧stir.

Verilen örnek, içinde üç farkl¬Çin dama çemberi bulunan Şekil 2.3.3�e i̧saret etmek-

tedir. Bilindi¼gi gibi, A merkezli ve r yar¬çapl¬Çin dama çemberi, A noktas¬na Çin

dama uzakl¬¼g¬r olan tüm noktalar¬n kümesidir. Bu noktalar¬n geometrik yeri, ke-

narlar¬n¬n e¼gimi �(
p
2� 1) ve merkezden geçen köşegenlerinin uzunlu¼gu 2r olan A

merkezli (Öklidyen) düzgün sekizgendir. Ayr¬ca, Öklidyen çemberlerde oldu¼gu gibi,

A merkezi ve bu merkeze r Çin dama uzakl¬¼g¬ndaki bir nokta bu çemberi tamamen

belirler.

Örnek 2.3.1 ABC, BC kenar¬x-eksenine paralel ve A aç¬s¬geni̧s olan, köşeleri

saat yönünün tersine har�endirilmi̧s bir üçgen ve dC(B;C) = a, dC(A;C) = b,
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dC(A;B) = c olsun (Bkz: Şekil 2.3.3). C1 ve C2, merkezleri s¬ras¬yla B ve C

noktalar¬olan ve ayn¬a yar¬çap uzunlu¼guna sahip iki Çin dama çemberini; m de

AB do¼grusunun e¼gimini göstersin. C1 üzerinde, AB?AC 0 olacak şekilde bir C 0

noktas¬Şekil 2.3.3�teki gibi al¬ns¬n.

Şekil 2.3.3

C 0 noktas¬, hem C1 Çin dama çemberi hem de A merkezli b yar¬çapl¬Çin dama

çemberi (C3 çemberi) üzerinde oldu¼gu için dC(B;C 0) = a ve dC(A;C 0) = b dir. O

halde, ABC 0 dik üçgenine Teorem 2.3.4 uygulan¬rsa, hiç dik aç¬s¬olmayan ABC

üçgeni için de geçerli olan

(maxf1; jmjg+ (
p
2� 1)minf1; jmjg)a =maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+

(
p
2� 1)minfjbm+ cj ; jcm� bjg

eşitli¼gi elde edilir. Böylece Teorem 2.3.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.3.6�n¬n

kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬gösterilmi̧s olur. �

Aşa¼g¬daki teorem, Çin dama düzlemindeki bir üçgenin bir dik aç¬ya sahip ola-

bilmesi için gerek ve yeter bir koşul ifade eder. Yeterli koşul, asl¬nda Pisagor teo-

reminin kaŗs¬t¬n¬n başka bir ifadesidir.

Teorem 2.3.7 ABC, Çin dama düzleminde kenar uzunluklar¬ dC(B;C) = a,

dC(A;C) = b ve dC(A;B) = c olan bir üçgen olsun; m1, m ve m0 de s¬ras¬yla

BC, AB ve AC kenarlar¬n¬n e¼gimlerini göstersin. Buna göre, A aç¬s¬n¬n dik olmas¬

için gerek ve yeter koşul, �(x) = (1 + x2)�(maxf1; jxjg + (
p
2 � 1)minf1; jxjg)2
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olmak üzere,

�(m1)a
2 = �(m)(b2 + c2) = �(m0)(b2 + c2) (2.3.12)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: E¼ger (2.3.12) eşitli¼gi geçerli ise, �(m) = �(m0) ve

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m)c2 = �(m0)b2 + �(m0)c2

dir. O halde,

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m0)c2

dir. (2.3.1) eşitli¼gini (2.3.13) eşitli¼gine uygulayarak a = dE(B;C), b = dE(A;C) ve

c = dE(A;B) olmak üzere a2 = b2+ c2 elde edilir. Pisagor teoreminin kaŗs¬t¬do¼gru

oldu¼gu için A aç¬s¬diktir.

Şimdi, tersine A aç¬s¬n¬n dik aç¬oldu¼gunu kabul edelim. O halde m0 = �1=m

dir. Böylece Yard¬mc¬Teorem 2.3.2�den �(m) = �(m0) dir. Bu durumda (2.3.12)

eşitli¼gi, Teorem 2.3.4�ün ispat¬ndaki (2.3.7) eşitli¼ginin do¼grudan bir sonucudur.
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2.4 Pisagor Teoreminin Alfa Benzerleri

Pisagor teoreminin bir alfa benzeri, alfa düzleminde A aç¬s¬dik olan bir ABC

üçgeni için d�(B;C) = a, d�(A;C) = b ve d�(A;B) = c uzunluklar¬ aras¬ndaki

bir ba¼g¬nt¬y¬ ifade etmelidir. Pisagor teoreminin iki farkl¬alfa benzeri [24]�te ve-

rilmi̧stir. Ancak verilen benzerler a, b ve c alfa uzunluklar¬na ek olarak iki parametre

içermektedir. Bu k¬s¬mda, dik üçgenin alfa kenar uzunluklar¬na ek olarak yaln¬zca

bir parametre içeren iki kaŗs¬l¬k verilmi̧stir (Bkz: [20]). Böylece, daha önce verilen

benzerler kullan¬̧sl¬ve sade hale getirilmi̧stir. Burada şunu belirtmekte fayda vard¬r:

� genel olarak bir parametredir; ancak �-düzlemi içinde, � veya sadece � ya ba¼gl¬

ifadeler parametre de¼gildir. Çünkü, � belirlendi¼ginde bu ifadeler yaln¬zca bir reel

say¬olacakt¬r. Konu içinde k¬sal¬¼g¬sa¼glamak için böyle bir ifade olan (sec�� tan�)

ifadesi yerine �(�) ifadesi kullan¬lm¬̧st¬r.

Kartezyen koordinat düzleminde iki nokta aras¬ndaki Öklid ve alfa uzakl¬klar¬n¬

birbirine dönüştürmeye yarayan bir ba¼g¬nt¬ veren ve bu ba¼g¬nt¬n¬n bir özelli¼gini

belirten aşa¼g¬daki iki yard¬mc¬teorem, tart¬̧smam¬z içinde önemli bir role sahiptir.

Yard¬mc¬Teorem 2.4.1 A ve B, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru

üzerinde bulunmayan iki nokta, m de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise,

�(m) = (1 +m2)1=2�(maxf1; jmjg+ �(�)minf1; jmjg) olmak üzere,

dE(A;B) = �(m)d�(A;B) (2.4.1)

dir. A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise, dE(A;B) = d�(A;B)

dir.

·Ispat: A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) kartezyen koordinat düzleminde iki nokta

olsun. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde de¼gilse, x1 6= x2 ve m = (y2 �

y1)�(x2� x1) dir. Buradan kolayca dE(A;B) = jx2 � x1j (1+m2)1=2 ve d�(A;B) =

jx2 � x1j (maxf1; jmjg + �(�)minf1; jmjg) eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitlik taraf

tarafa oranlan¬rsa (2.4.1) eşitli¼gi bulunur. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde

ise, x1 = x2 dir. Bu durumda dE(A;B) = jy2 � y1j ve d�(A;B) = jy2 � y1j olur.

Böylece dE(A;B) = d�(A;B) elde edilir.
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Yard¬mc¬Teorem 2.4.2 E¼ger m s¬f¬rdan farkl¬bir reel say¬ve m0 = �1=m ise,

�(m) = �(m0) (2.4.2)

dir.

·Ispat: E¼ger m 2 R-f0g ise, m0 = (�1=m) 2 R-f0g dir. Buna göre,

�(m0) =
�
1 + (m0)2

�1=2�(maxf1; jm0jg+ �(�)minf1; jm0jg)

=
�
1 + (�1=m)2

�1=2�(maxf1; j�1=mjg+ �(�)minf1; j�1=mjg)
=

�
1 +m2

m2

�1=2
�
�
maxf1; jmjg+ �(�)minf1; jmjg

jmj

�
=

�
1 +m2

�1=2�(maxf1; jmjg+ �(�)minf1; jmjg) = �(m)
bulunur.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçeABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri

saat yönünün tersine har�endirilmi̧s, A aç¬s¬dik olan bir üçgeni gösterecek ve -daha

önce tan¬mland¬¼g¬gibi- bu üçgenin kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬dE(B;C) = a,

dE(A;C) = b ve dE(A;B) = c, alfa uzunluklar¬da d�(B;C) = a, d�(A;C) = b ve

d�(A;B) = c olarak al¬nacakt¬r.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬ teorem, genelde b ve c Öklidyen uzunluklar¬ ile b ve c

alfa uzunluklar¬birbirinden farkl¬oldu¼gu halde bunlar¬n kaŗs¬l¬kl¬oranlar¬n¬n eşit

oldu¼gunu gösterir.

Yard¬mc¬Teorem 2.4.3 ABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönü-

nün tersine har�endirilmiş, A aç¬s¬dik olan bir üçgen ve dE(A;C) = b, dE(A;B) =

c, d�(A;C) = b ve d�(A;B) = c ise, b=c = b=c dir.

·Ispat: E¼ger ABC üçgeninin AB ve CD kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel

ise, b = b ve c = c olaca¼g¬aç¬kt¬r. Böylece bu iki oran birbirine eşittir. ABC

üçgeninin dik kenarlar¬ndan biri koordinat eksenlerine paralel olmas¬n. Bu durumda

di¼ger dik kenar da koordinat eksenlerine paralel de¼gildir. Ancak kenarlar birbirine

dik oldu¼gundan, e¼ger AB do¼grusunun e¼gimi m ise, AC do¼grusunun e¼gimi �1=m dir.
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Buradam0 = �1=m denirse, (2.4.1) eşitli¼ginden, c = �(m)c ve b =�(m0)b eşitlikleri

elde edilir. Fakat bu durumda (2.4.2) eşitli¼gi, b=c = b=c eşitli¼gini gerektirir.

Bu gerçekler yard¬m¬yla aşa¼g¬da, verilen bir dik üçgenin alfa kenar uzunluk-

lar¬aras¬nda, bu uzunluklar hariç yaln¬zca bir parametreye -daha aç¬k olarak, dik

kenarlardan birinin e¼gimine ya da hipotenüsün e¼gimine- ba¼gl¬ bir ba¼g¬nt¬ oldu¼gu

gösterilmi̧stir. Bununla birlikte, e¼ger dik kenarlardan biri ya da hipotenüs koordi-

nat eksenlerinden birine paralel ise, dik üçgenin alfa kenar uzunluklar¬aras¬nda bu

uzunluklardan başka hiçbir parametreye ba¼gl¬olmayan bir ba¼g¬nt¬söz konusudur.

Teorem 2.4.4 (i) ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel ise,

a = maxfb; cg+ �(�)minfb; cg; (2.4.3)

(ii) e¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil, hipotenüsü

de (yani BC kenar¬) dikey de¼gil ise, dik kenarlardan birinin e¼gimi m olmak üzere,

(maxf1; jmjg+ �(�)minf1; jmjg)a =maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+

�(�)minfjbm+ cj ; jcm� bjg: (2.4.4)

dir.

·Ispat: (i) Bu eşitlik alfa uzakl¬k tan¬m¬ndan aşikard¬r.

(ii) CBA aç¬s¬� ile gösterilsin. ABC üçgeninin saat yönünün tersine har�endirilme-

siyle � n¬n pozitif ve dar olaca¼g¬na dikkat ediniz (Bkz: Şekil 2.4.1).

Şekil 2.4.1

AB kenar¬n¬n e¼gimi m, BC kenar¬n¬n e¼gimi de m1 olsun. Buna göre, AC kenar¬n¬n

e¼gimi �1=m = m0 olur ve tan � = (m � m1)�(1 + mm1) eşitli¼gi elde edilir (Bu
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son eşitlik, iki aç¬n¬n farklar¬n¬n tanjant¬formülünden kolayca elde edilir). Ayr¬ca

Yard¬mc¬Teorem 2.4.3 gere¼gince tan � = b=c = b=c dir. O halde,

b=c = (m�m1)�(1 +mm1) (2.4.5)

dir. Bu eşitlikten m1 çekilirse, m 6= �c=b olmak üzere,

m1 = (cm� b)�(bm+ c) (2.4.6)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi (2.4.1) eşitli¼gi, a2 = b2+c2 eşitli¼gine uygulan¬r ve Yard¬mc¬

Teorem 2.4.2 kullan¬l¬rsa

[�(m1)]
2a2 = [�(m)]2(b2 + c2) (2.4.7)

eşitli¼gi elde edilir ki bu eşitlikten de kolayca

(maxf1; jmjg+ �(�)minf1; jmjg)2a2 =

[(maxf1; jm1jg+ �(�)minf1; jm1jg)2�(1 +m2
1)](1 +m

2)(b2 + c2) (2.4.8)

eşitli¼gi elde edilir. (2.4.6) eşitli¼gindekim1, (2.4.8) eşitli¼ginde yerine konursa bu denk-

lemin sa¼g taraf¬(maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+ �(�)minfjbm+ cj ; jcm� bjg)2 şeklinde

k¬salt¬labilir. Son olarak, her iki taraf¬n kare kökü al¬n¬p gerekli sadeleştirme- ler

yap¬l¬rsa (2.4.4) eşitli¼gi elde edilir. E¼ger AC kenar¬n¬n e¼gimi m olarak al¬n¬rsa,

AC kenar¬n¬n e¼gimi m0 = �1=m olur ve ispat¬m¬z (2.4.4) eşitli¼ginde m yerine m0

konularak elde edilen (2.4.40) eşitli¼gini verir. Fakat (2.4.40) eşitli¼gi jmj ile çarp¬l¬rsa

(2.4.4) eşitli¼gi elde edilir. Böylece, m dik kenarlardan hangisinin e¼gimi olursa olsun,

(2.4.4) eşitli¼gi do¼grudur.

Sonuç 2.4.5 E¼ger BC kenar¬, yani ABC üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksen-

lerinden birine paralel ise,

a = (b2 + c2)�(maxfb; cg+ �(�)minfb; cg) (2.4.9)

dir.

·Ispat: ABC üçgeninin BC kenar¬koordinat eksenlerinden birine paralel olsun

(Bkz: Şekil 2.4.2). Bu durumda (2.4.9) eşitli¼gi, (2.4.7) eşitli¼ginin bir sonucu olarak
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elde edilir. Şöyle ki, e¼ger BC kenar¬ x-eksenine paralel ise, m1 = 0 ve böylece

�(m1) = 1; e¼ger BC kenar¬y-eksenine paralel ise, m1 ! 1 ve böylece �(m1) ! 1

dir. Her iki durum için de (2.4.7) eşitli¼gi, AB kenar¬n¬n e¼gimi m olmak üzere,

a2 = [�(m)]2(b2 + c2) haline gelir.

Şekil 2.4.2

Benzer üçgenler ve Yard¬mc¬Teorem 2.4.3 ten, BC yatay iken jmj = jAD=BDj =

jAC=ABj = b=c; BC dikey iken jmj = c=b elde edilir. Böylece, e¼ger BC yatay

ise, a2 = [(1 + (b=c)2)1=2�(maxf1; b=cg + �(�)minf1; b=cg)]2(b2 + c2); e¼ger BC

dikey ise, a2 = [(1 + (c=b)2)1=2�(maxf1; b=cg + �(�)minf1; b=cg)]2(b2 + c2) bu-

lunur. Bu iki eşitlik de, gerekli i̧slemler yap¬larak (2.4.9) eşitli¼gine denk olan a2 =

(b2 + c2)2�(maxfb; cg+ �(�)minfb; cg)2 eşitli¼gine indirgenir.

Bir sonraki sonuç da Pisagor teoreminin bir alfa benzeridir ve dik kenarlar¬n

birinin e¼gimi yerine hipotenüsün e¼gimini parametre olarak içerir.

Sonuç 2.4.6 E¼ger ABC üçgeninin hiçbir kenar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil

ise, BC kenar¬n¬n, yani hipotenüsün e¼gimi m1 olmak üzere,

a�(maxf1; jm1jg+ �(�)minf1; jm1jg) = (b2 + c2)�

(maxfjbm1 � cj ; jcm1 + bjg+ �(�)minfjbm1 � cj ; jcm1 + bjg) (2.4.10)

dir.

·Ispat: AB kenar¬n¬n e¼gimi m ise, (2.4.5) eşitli¼ginden

m = (b+ cm1)�(c� bm1) (2.4.11)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikteki m nin eşitini, (2.4.4) eşitli¼ginde m yerine yaz¬p

gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (2.4.10) eşitli¼gi bulunur.
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Uyar¬2.4.1AB kenar¬x-eksenine paralel, yanim = 0 iken, Teorem 2.4.4�ün ispat¬n-

daki (2.4.4) eşitli¼ginin elde edili̧si geçerli oldu¼gundan (2.4.4) eşitli¼gi, (2.4.3) eşitli¼gine

indirgenece¼gine dikkat ediniz. Benzer şekilde, BC kenar¬x-eksenine paralel, yani

m1 = 0 iken, (2.4.10) eşitli¼gi de (2.4.9) eşitli¼gine indirgenir. Buna ek olarak, (2.4.3)

ve (2.4.9) eşitlikleri, s¬ras¬yla AB veya BC kenarlar¬dikey iken, (2.4.4) eşitli¼ginin

m ! 1 ve (2.4.10) eşitli¼ginin m1 ! 1 iken limitleridir. Bunu görmek için, önce

(2.4.4) ve (2.4.9) eşitliklerinin (2.4.8) eşitli¼ginden elde edildi¼gine; m ! 1 iken

�(m) ! 1 ve m1 ! c=b ((2.4.6) eşitli¼gine bak¬n¬z); m1 ! 1 iken �(m1) ! 1

ve m ! �c=b ((2.4.11) eşitli¼gine bak¬n¬z) oldu¼guna dikkat ediniz. Böylece (2.4.8)

eşitli¼gi, m!1 iken (2.4.3) eşitli¼gine; m1 !1 iken de (2.4.9) eşitli¼gine indirgenir.

�

Uyar¬2.4.2 E¼ger A aç¬s¬dik olan ABC üçgeni saat yönünde har�endirilirse b ve c

nin rolleri de¼gi̧sir. Böylece (2.4.4) eşitli¼gi

(maxf1; jmjg+ �(�)minf1; jmjg)a =maxfjbm� cj ; jcm+ bjg+

�(�)minfjbm� cj ; jcm+ bjg

şekline, (2.4.10) eşitli¼gi de

a�(maxf1; jm1jg+ �(�)minf1; jm1jg) = (b2 + c2)�

(maxfjbm1 + cj ; jcm1 � bjg+ �(�)minfjbm1 + cj ; jcm1 � bjg)

şekline gelir. �

Aşa¼g¬da, Teorem 2.4.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.4.6�n¬n kaŗs¬t¬n¬n do¼gru

olmad¬¼g¬n¬-yani, alfa düzleminde (2.4.4) ya da (2.4.10) eşitli¼gini sa¼glayan fakat hiç

dik aç¬s¬olmayan ABC üçgenlerinin var oldu¼gunu- gösteren bir örnek verilmi̧stir.

Verilen örnek, içinde iki farkl¬alfa çemberi bulunan Şekil 2.4.3�e i̧saret etmektedir.

Bilindi¼gi gibi, A merkezli ve r yar¬çapl¬alfa çemberi, A noktas¬na alfa uzakl¬¼g¬ r

olan tüm noktalar¬n kümesidir. Bu noktalar¬n geometrik yeri, e¼ger A noktas¬orijin

ve r = 1 ise, k = [1 + �(�)] olmak üzere, köşeleri A1 = (1; 0), A2 = (1=k; 1=k),

A3 = (0; 1), A4 = (�1=k; 1=k), A5 = (�1; 0), A6 = (�1=k;�1=k), A7 = (0;�1) ve
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A8 = (1=k;�1=k) olanO (a¼g¬rl¬k) merkezli bir sekizgendir (Bkz: Şekil 2.4.3). Ayr¬ca,

Öklidyen çemberlerde oldu¼gu gibi, A merkezi ve bu merkeze r alfa uzakl¬¼g¬ndaki bir

nokta bu çemberi tamamen belirler.

Şekil 2.4.3

Örnek 2.4.1 ABC, AB kenar¬x-eksenine paralel ve A aç¬s¬dik olan, köşeleri saat

yönünün tersine har�endirilmi̧s bir üçgen ve b > c olmak üzere, d�(B;C) = a,

d�(A;C) = b, d�(A;B) = c olsun. C1, merkezi B noktas¬ve yar¬çap¬b olan alfa

çemberi olsun ve CD, bu çemberin, DAB aç¬s¬geni̧s olacak şekilde bir kenar¬olsun.

Son olarak, C 0, CD do¼grusu ile B noktas¬ndan geçip DA do¼grusuna paralel olan

do¼grunun kesi̧sim noktas¬ olsun (Bkz: Şekil 2.4.4). Şimdi, merkezi B noktas¬ve

yar¬çap¬d�(B;C 0) olan C2 alfa çemberini çizersek, aç¬kça C 0 noktas¬C2 çemberinin

bir köşesi olur ve C noktas¬da C2 çemberi üzerinde olur (Bkz: Şekil 2.4.4).

Şekil 2.4.4

Bu durumda C noktas¬, hem C1 hem de C2 alfa çemberi üzerinde oldu¼gu için

d�(B;C
0) = a ve d�(A;C 0) = b dir. O halde, ABC dik üçgenine Teorem 2.4.4
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uygulan¬rsa, hiç dik aç¬s¬olmayan ABC 0 üçgeni için de geçerli olan

(maxf1; jmjg+ (
p
2� 1)minf1; jmjg)a =maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+

�(�)minfjbm+ cj ; jcm� bjg

eşitli¼gi elde edilir. Böylece Teorem 2.4.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 2.4.6�n¬n

kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬gösterilmi̧s olur. Burada Şekil 2.4.4�ün � = �=4 durumuda

çizildi¼gini, ancak verilen örne¼gin tüm durumlar¬kapsad¬¼g¬n¬belirtelim. �

Aşa¼g¬daki teorem, alfa düzlemindeki bir üçgenin bir dik aç¬ya sahip olabilmesi

için gerek ve yeter bir koşul ifade eder. Yeterli koşul, asl¬nda Pisagor teoreminin

kaŗs¬t¬n¬n başka bir ifadesidir.

Teorem 2.4.7 ABC, alfa düzleminde kenar uzunluklar¬d�(B;C) = a, d�(A;C) =

b ve d�(A;B) = c olan bir üçgen olsun; m1, m ve m0 de s¬ras¬yla BC, AB ve AC

kenarlar¬n¬n e¼gimlerini göstersin. Buna göre, A aç¬s¬n¬n dik olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, �(x) = (1 + x2)�(maxf1; jxjg+ �(�)minf1; jxjg)2 olmak üzere,

�(m1)a
2 = �(m)(b2 + c2) = �(m0)(b2 + c2) (2.4.12)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: E¼ger (2.4.12) eşitli¼gi geçerli ise, �(m) = �(m0) ve

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m)c2 = �(m0)b2 + �(m0)c2

dir. O halde,

�(m1)a
2 = �(m)b2 + �(m0)c2 (2.4.13)

dir. (2.4.1) eşitli¼gini (2.4.13) eşitli¼gine uygulayarak a = dE(B;C), b = dE(A;C) ve

c = dE(A;B) olmak üzere a2 = b2+ c2 elde edilir. Pisagor teoreminin kaŗs¬t¬do¼gru

oldu¼gu için A aç¬s¬diktir.

Şimdi, tersine A aç¬s¬n¬n dik aç¬oldu¼gunu kabul edelim. O halde m0 = �1=m

dir. Böylece Yard¬mc¬Teorem 2.4.2�den �(m) = �(m0) dir. Bu durumda (2.4.12)

eşitli¼gi, Teorem 2.4.4�ün ispat¬ndaki (2.4.7) eşitli¼ginin do¼grudan bir sonucudur.
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Uyar¬2.4.3 Bilindi¼gi gibi, � metri¼gi, taksi ve Çin dama metriklerinin bir genelleme-

sidir. Bu sebeple, bu k¬s¬mda verilen Pisagor teoreminin � benzerleri, Pisagor teo-

reminin taksi ve Çin dama benzerlerini kapsamaktad¬r. Şöyle ki, (2.4.3), (2.4.4),

(2.4.9) ve (2.4.10) eşitlikleri � = 0 için s¬ras¬yla (2.1.3), (2.1.4), (2.1.9) ve (2.1.10)

eşitliklerini; � = �=4 için de s¬ras¬yla (2.3.3), (2.3.4), (2.3.9) ve (2.3.10) eşitliklerini

verir. Bununla beraber, her ne kadar �(�) ifadesini s¬f¬r yapan bir � say¬s¬bulun-

masa da -veya �(�) 2 (0; 1] olsa da- �(�) 2 [0; 1] olacak şekilde �(�) tan¬mlanabilir.

Örne¼gin, do¼grudan � 2 [0; 1] olmak üzere �(�) = � şeklinde tan¬mlanabilir; veya

a ve b, 0 � b � a 6= 0 özelli¼gindeki reel say¬lar olmak üzere �(�) = b=a olarak

al¬nabilir. Bu durumda elde edilecek fonksiyon yine bir metrik belirtir (Bu metri¼gin

daha genel hali için Altbölüm 4.1�e bak¬n¬z). Böylece �(�) = 0 durumu için (2.4.3),

(2.4.4), (2.4.9) ve (2.4.10) eşitlikleri, s¬ras¬yla (2.2.3), (2.2.4), (2.2.9) ve (2.2.10)

eşitliklerini verir. �



BÖLÜM 3

DÜZGÜN ÇOKGENLER

Taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemlerinde çokgen kavram¬, Öklid düzle-

minde oldu¼gu gibi tan¬mlan¬r: Do¼gru parçalar¬ sadece uç noktalar¬nda kesi̧smek,

her uç noktas¬tam olarak iki do¼gru parças¬na ait olmak ve ortak bir uç noktas¬na

sahip iki do¼gru parças¬ do¼grudaş olmamak üzere, ayn¬ düzlemde bulunan üç ya

da daha çok do¼gru parças¬n¬n birleşimine çokgen denir. Kenar say¬s¬n (n > 3,

n 2 N) olan çokgene k¬saca n-gen denir. Bu bölümde, Öklid düzleminde bilinen

düzgün çokgen kavram¬n¬n taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemlerindeki ben-

zerleri incelenmi̧stir. Bilindi¼gi gibi, Öklid düzleminde kenar uzunluklar¬ eşit olan

çokgenlere eşkenarl¬çokgen, iç aç¬lar¬n¬n ölçüleri eşit olan çokgenlere eşaç¬l¬çokgen,

hem eşkenarl¬hem de eşaç¬l¬olan çokgenlere de düzgün çokgen denir. Bu kavram-

lar¬n taksi, maksimum, Çin dama ve � benzerleri de benzer şekilde tan¬mlanabilir.

Bununla birlikte, bahsi geçen metrik geometrilerde ayn¬aç¬ölçme fonksiyonunu kul-

land¬¼g¬m¬zdan eşaç¬l¬ çokgen kavram¬yeni bir kavram de¼gildir. Ancak bu metrik

geometrilerin uzakl¬k fonksiyonlar¬Öklid uzakl¬k fonksiyonundan farkl¬oldu¼gu için,

eşkenarl¬çokgen kavram¬, dolay¬s¬yla da düzgün çokgen kavram¬yeni kavramlard¬r.

Konu içinde Öklid düzlemindeki düzgün çokgenlerin taksi, maksimum, Çin dama ve

� düzgün olup olmad¬klar¬belirlenmi̧s ve taksi, maksimum, Çin dama ve � düzgün

çokgenlerinin varl¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Bölüm 2�ye benzer olarak, bu bölümde de altbölümler kendi içinde yeterli ola-

bilsin diye baz¬tekrarlardan kaç¬n¬lmam¬̧st¬r. Böylece, her bir altbölüm birbirinden

ba¼g¬ms¬z olarak tek baş¬na incelenebilir.
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3.1 Taksi Düzgün Çokgenler

Çokgenler için verilen aşa¼g¬daki tan¬mlar, Öklid düzlemindeki tan¬mlarda Öklid

uzakl¬¼g¬yerine taksi uzakl¬¼g¬kullan¬larak verilmi̧stir:

Tan¬m 3.1.1 Düzlemde taksi kenar uzunluklar¬eşit olan çokgenlere taksi eşkenarl¬

çokgen denir.

Tan¬m 3.1.2 Düzlemde iç aç¬lar¬n¬n ölçüleri eşit olan çokgenlere taksi eşaç¬l¬çokgen

denir.

Tan¬m 3.1.3 Düzlemde hem taksi eşkenarl¬hem de taksi eşaç¬l¬çokgenlere taksi

düzgün çokgen denir.

Düzlemdeki Öklidyen düzgün çokgenlerin taksi düzgünlü¼günü incelemeden önce,

iki yard¬mc¬teorem ve bunlar¬takibeden bir teorem ve bir sonuç verilmi̧stir. Bu teo-

rem ve sonuç, Öklidyen düzgün çokgenleri incelerken s¬kça kullan¬lacakt¬r. Koordi-

nat düzleminde iki nokta aras¬ndaki Öklid ve taksi uzakl¬klar¬n¬birbirine dönüştürme-

ye yarayan aşa¼g¬daki özellik Yard¬mc¬Teorem 2.1.1�den bilinmektedir:

A veB, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru üzerinde bulunmayan iki

nokta,m de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise, �(m) = (1+m2)1=2�(1+jmj)

olmak üzere,

dE(A;B) = �(m)dT (A;B) (3.1.1)

dir. A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise, dE(A;B) = dT (A;B)

dir.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem, verece¼gimiz teoremin ispat¬n¬k¬salt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3.1.1 E¼ger m1;m2 2 R-f0g ise, �(m1) = �(m2) olmas¬ için

gerek ve yeter koşul, jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1 olmas¬d¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki, m1;m2 2 R-f0g olsun. E¼ger �(m1) = �(m2) ise, (1 +

m2
1)(1 + jm2j)2 = (1 + m2

2)(1 + jm1j)2 olaca¼g¬ aç¬kt¬r. Buradan kolayca (jm1j �

jm2j)(jm1m2j�1) = 0 eşitli¼gi elde edilir. Sonuç olarak, jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1

bulunur. Şimdi de kaŗs¬t olarak, jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1 oldu¼gunu kabul
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edelim. E¼ger jm1j = jm2j ise, �(m1) = �(m2) olaca¼g¬aç¬kt¬r. E¼ger jm1m2j = 1 ise,

m1 = 1= jm2j veya m1 = �1= jm2j dir. Her iki durumda da do¼grudan bir hesapla

�(m1) = �(m2) eşitli¼gi kolayca görülebilir.

Aşa¼g¬daki teorem, Öklid uzunluklar¬eşit olan iki do¼gru parças¬n¬n taksi uzun-

luklar¬n¬n da eşit olmas¬için gerek ve yeter koşulu verir:

Teorem 3.1.2 A, B, C ve D, düzlemde dört nokta ve A 6= B, C 6= D, dE(A;B) =

dE(C;D) olsun, m1 ve m2 de s¬ras¬yla AB ve CD do¼grular¬n¬n e¼gimlerini göstersin.

(i) E¼ger m1;m2 2 R-f0g ise, dT (A;B) = dT (C;D) olmas¬için gerek ve yeter koşul,

jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1 olmas¬d¬r.

(ii) E¼ger m1 = 0 veya m1 !1 ise, dT (A;B) = dT (C;D) olmas¬için gerek ve yeter

koşul, m2 = 0 veya m2 !1 olmas¬d¬r.

(iii) E¼ger m2 = 0 veya m2 ! 1 ise, dT (A;B) = dT (C;D) olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, m1 = 0 veya m1 !1 olmas¬d¬r.

·Ispat: (i) Bu ifade, (3.1.1) eşitli¼gi ve Yard¬mc¬Teorem 3.1.2�den aç¬kt¬r.

(ii) E¼germ1 = 0 veyam1 !1 ise, Yard¬mc¬Teorem 2.1.1�den dE(A;B) = dT (A;B)

dir. O halde, dT (A;B) = dT (C;D) olmas¬için gerek ve yeter koşul, �(m2) = 1 ol-

mas¬d¬r. Aç¬kça, �(m2) = 1, m2 = 0 veya m2 !1 dir.

(iii) E¼ger m2 = 0 veya m2 ! 1 ise, Yard¬mc¬ Teorem 2.1.1�den dE(C;D) =

dT (C;D) dir. O halde, dT (A;B) = dT (C;D) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

�(m1) = 1 olmas¬d¬r. Aç¬kça, �(m1) = 1, m1 = 0 veya m1 !1 dir.

Aşa¼g¬daki sonuç, Öklidyen düzgün çokgenlerin taksi düzgünlü¼günü incelemede

çok kullan¬̧sl¬d¬r:

Sonuç 3.1.3 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve dE(A;B) =

dE(B;C) olsun. O halde, dT (A;B) = dT (B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

ABC aç¬s¬n¬n ölçüsünün �=2 radyana eşit olmas¬veya A ve C noktalar¬n¬n, B nok-

tas¬ndan geçen ve x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir

do¼gruya göre simetrik olmas¬d¬r.
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·Ispat: A, B ve C, düzlemde dE(A;B) = dE(B;C) özelli¼ginde do¼grudaş olmayan

üç nokta, m1 ve m2 de s¬ras¬yla AB ve BC do¼grular¬n¬n e¼gimleri olsun. Buna

göre, m1 ve m2 birbirinden farkl¬d¬r. O halde, Teorem 3.1.3 gere¼gince, dT (A;B) =

dT (B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul, m1;m2 2 R-f0g ve m1 = �m2 veya

jm1m2j = 1; m1 = 0 ve m2 ! 1; veya m2 = 0 ve m1 ! 1 olmas¬d¬r. Ek olarak,

dE(A;B) = dE(B;C) oldu¼gundan A ve C noktalar¬, B noktas¬ndan geçip x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetriktir.

Bununla birlikte, aşa¼g¬daki iyi bilinen üç özellik de geçerlidir:

(i) AB veBC do¼grular¬n¬n birbirine dik olmas¬için gerek ve yeter koşul,m1m2 = �1;

m1 = 0 ve m2 !1; veya m2 = 0 ve m1 !1 olmas¬d¬r.

(ii) AB ve BC do¼grular¬n¬n, B noktas¬ndan geçip x = 0 ve y = 0 do¼grular¬n-

dan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬için gerek ve yeter koşul,

jm1j = jm2j ve m1 6= m2 (yani, m1;m2 2 R-f0g ve m1 = �m2) olmas¬d¬r.

(iii) AB ve BC do¼grular¬n¬n, B noktas¬ndan geçip y = x ve y = �x do¼grular¬n-

dan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬için gerek ve yeter koşul,

m1m2 = 1 ve m1 6= m2; m1 = 0 ve m2 !1; veya m2 = 0 ve m1 !1 olmas¬d¬r.

O halde, dT (A;B) = dT (B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul, ABC aç¬s¬n¬n

ölçüsünün �=2 radyana eşit olmas¬veya AB ve BC do¼grular¬n¬n, B noktas¬ndan

geçip x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya

göre simetrik olmas¬d¬r.

Uyar¬ 3.1.1 Dikkat edilirse Teorem 3.1.3, taksi geometrinin Öklidyen izometri-

lerine i̧saret eder. Daha aç¬k olarak, ötelemelerin, bir nokta etraf¬nda �=2, � ve

3�=2 radyanl¬k dönmelerin ve x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine

paralel olan do¼grulara göre yans¬malar¬n taksi uzakl¬klar¬ de¼gi̧stirmedi¼gine i̧saret

eder. Bölüm 4�te taksi izometrilerin yaln¬zca bu dönüşümlerden ibaret oldu¼gunu

görece¼giz (Ayr¬ca bkz: [54]). �
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3.1.1 Öklidyen Düzgün Çokgenlerin Taksi Düzgünlü¼gü

Her Öklidyen düzgün çokgen ayn¬ zamanda taksi eşaç¬l¬ oldu¼gundan, bir Ök-

lidyen düzgün çokgenin, ancak ve ancak taksi eşkenarl¬ ise taksi düzgün olaca¼g¬

aşikard¬r. Bu yüzden Öklidyen düzgün çokgenlerin taksi düzgünlü¼günü incelemek

için taksi eşkenarl¬ olup olmad¬¼g¬n¬ belirlemek yeterlidir. Bunu yaparken yarar-

lanaca¼g¬m¬z kavramlar şöyledir:

Bilindi¼gi gibi, her Öklidyen düzgün çokgenin köşelerinden geçen bir Öklidyen

çember (çevrel çember) vard¬r ve her çemberin içine, köşeleri çemberin üzerinde ola-

cak şekilde Öklidyen düzgün çokgen yerleştirilebilir. Bir Öklidyen düzgün çokgenin

çevrel çemberinin merkezine bu Öklidyen düzgün çokgenin merkez i denir. E¼ger bir

Öklidyen düzgün çokgen bir l do¼grusuna göre simetrikse bu do¼gruya çokgenin simetri

ekseni denir. Ek olarak, e¼ger bu simetri ekseni çokgenin bir köşesinden geçiyorsa bu

simetri eksenine de köşesel simetri ekseni denir. Her simetri ekseninin, ait oldu¼gu

Öklidyen düzgün çokgenin merkezinden geçti¼gi iyi bilinen bir özelliktir.

Aşa¼g¬daki inceleme taksi düzgün olan ve olmayan Öklidyen düzgün çokgenleri

tam olarak belirler. Bu inceleme sonunda taksi düzgün olan Öklidyen düzgün çok-

genlerin sadece kare ve özel bir düzgün sekizgenden ibaret oldu¼gu görülmüştür.

Önerme 3.1.4 Hiçbir Öklidyen düzgün üçgen (eşkenar üçgen) taksi düzgün de¼gildir.

·Ispat: Bir Öklidyen düzgün üçgenin ard¬̧s¬k herhangi iki kenar¬n¬n ayn¬Öklidyen

uzunlu¼ga sahip oldu¼gu, ancak ard¬̧s¬k herhangi iki kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsünün

�=2 radyan olmad¬¼g¬ aç¬kt¬r. O halde, Sonuç 3.1.4 gere¼gince, Öklidyen düzgün

üçgenin taksi düzgün olmas¬ için, her ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n x = 0, y = 0, y = x,

y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬gerekir.

Bir Öklidyen düzgün üçgenin ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu (veya simetri

eksenlerinden birinin bu do¼grulardan birine paralel oldu¼gunu) kabul edelim. Şekil

3.1.1 ve Şekil 3.1.2 bu özellikteki tüm üçgenleri temsil eder. Her Öklidyen düzgün
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Şekil 3.1.1 Şekil 3.1.2

üçgenin üç tane köşesel simetri ekseni vard¬r. Bu simetri eksenlerinden biri x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel oldu¼gunda di¼ger ikisininin bu

do¼grulardan hiçbirine paralel olmayaca¼g¬basit bir hesaplamayla gösterilebilir. O

halde, Şekil 3.1.1 ve Şekil 3.1.2�deki üçgenler taksi düzgün de¼gildir. Sonuç olarak,

hiçbir Öklidyen düzgün üçgen taksi düzgün de¼gildir.

Sonuç 3.1.5 Hiçbir Öklidyen düzgün alt¬gen taksi düzgün de¼gildir.

·Ispat: Her Öklidyen düzgün alt¬genin, köşesel simetri ekseleriyle alt¬tane Ök-

lidyen düzgün üçgene ayr¬laca¼g¬aç¬kt¬r. Teorem 3.1.3 gere¼gince, Öklidyen düzgün

alt¬genin ve Öklidyen düzgün üçgenlerin paralel olan kenarlar¬n¬n taksi uzunluklar¬

eşittir. Ancak, hiçbir Öklidyen düzgün üçgen taksi eşkenarl¬olmad¬¼g¬ndan Öklidyen

düzgün alt¬gen de taksi eşkenarl¬de¼gildir. O halde, hiçbir Öklidyen düzgün alt¬gen

taksi düzgün de¼gildir.

Şekil 3.1.3

Önerme 3.1.6 Her Öklidyen düzgün dörtgen (Öklidyen kare) taksi düzgündür.

·Ispat: Öklidyen karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahip

ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan (Bkz: Şekil

3.1.4), Sonuç 3.1.4 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬taksi uzunlu¼ga sahiptir.

O halde, her Öklidyen kare taksi düzgündür.
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Şekil 3.1.4

Önerme 3.1.7 Köşesel simetri eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan her Öklidyen düzgün sekizgen taksi düzgündür.

·Ispat: Her Öklidyen düzgün sekizgenin tam olarak dört tane köşesel simetri

ekseni oldu¼gu ve iki köşesel simetri ekseni aras¬ndaki aç¬n¬n �=4 radyan¬n kat¬oldu¼gu

aç¬kt¬r. Bir Öklidyen düzgün sekizgenin köşesel simetri eksenlerinden biri x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel ise, bu eksenle aras¬ndaki aç¬�=4

radyan¬n kat¬olan do¼grular yine x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine

paralel olaca¼g¬ndan, di¼ger köşesel simetri eksenleri de x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grulardan birine paraleldir (Bkz: Şekil 3.1.5). Bu durumda, Öklidyen düzgün

sekizgenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

birine paralel olan bir do¼gruya göre simetriktir. Sonuç 3.1.4 gere¼gince herhangi

ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬taksi uzunlu¼ga sahiptir. O halde, köşesel simetri eksenlerinden

biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan her Öklidyen

düzgün sekizgen taksi düzgündür.

Şekil 3.1.5

Teorem 3.1.8 Önerme 3.1.7 ve Önerme 3.1.8�de belirtilen Öklidyen düzgün çok-

genlerin d¬̧s¬nda hiçbir Öklidyen düzgün çokgen taksi düzgün de¼gildir.
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·Ispat: ·Ispat¬Öklidyen düzgün (2n � 1)-genler ve Öklidyen düzgün 2n-genler

için ayr¬ayr¬ele alal¬m:

(i) Öklidyen düzgün (2n � 1)-genler: Önerme 3.1.5�te n = 2 durumu ispatland¬.

Şimdi, n > 2 durumunu göz önüne alal¬m. Öklidyen düzgün (2n� 1)-genin köşesel

simetri ekseni say¬s¬n¬n (2n � 1) oldu¼gu aç¬kt¬r ve n > 2 iken (2n � 1) � 5. O

halde, Öklidyen düzgün (2n� 1)-genin en az bir köşesel simetri ekseni x = 0, y = 0,

y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel de¼gildir. Bu da, en az bir ard¬̧s¬k iki

kenar¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel olmayan bir

do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca Öklidyen düzgün (2n � 1)-genin

ard¬̧s¬k iki kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü de �=2 radyan de¼gildir. Sonuç 3.1.4�ün

kaŗs¬t tersi gere¼gince, bu ard¬̧s¬k iki kenar¬n taksi uzunluklar¬eşit de¼gildir. O halde,

hiçbir Öklidyen düzgün (2n� 1)-gen taksi düzgün de¼gildir.

(ii) Öklidyen düzgün 2n-genler: Önerme 3.1.7�de n = 2 durumu, Sonuç 3.1.6�da da

n = 3 durumu ispatland¬. Önerme 3.1.8�deki Öklidyen düzgün çokgenleri d¬̧sarda

b¬rakmak için, n = 4 durumunda köşesel simetri eksenleri x = 0, y = 0, y = x,

y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel olmayan bir Öklidyen düzgün sekizgeni

göz önüne alal¬m. Böyle bir Öklidyen sekizgenin taksi düzgün olmayaca¼g¬, Sonuç

3.1.4�ün kaŗs¬t tersi gere¼gi aç¬kt¬r. Son olarak n > 4 durumunu dikkate alal¬m:

Aç¬kça, bir Öklidyen düzgün 2n-genin köşesel simetri ekseni say¬s¬n dir. Buna göre,

n > 4 oldu¼gundan Öklidyen düzgün 2n-genin en az bir köşesel simetri ekseni x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel de¼gildir. Bu da, en az bir

ard¬̧s¬k iki kenar¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel

olmayan bir do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca n > 4 oldu¼gunda,

Öklidyen düzgün 2n-genin ard¬̧s¬k iki kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü de �=2 radyan

de¼gildir. Sonuç 3.1.4�ün kaŗs¬t tersi gere¼gince, bu ard¬̧s¬k iki kenar¬n taksi uzunluklar¬

eşit de¼gildir. O halde, n > 4 için hiçbir Öklidyen düzgün 2n-gen taksi düzgün

de¼gildir. ·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.
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3.1.2 Taksi düzgün 2n-genlerin Varl¬¼g¬ve Öklidyen Düzgünlü¼gü

Buraya kadar hangi Öklidyen düzgün çokgenlerin ayn¬zamanda taksi düzgün,

hangilerinin taksi düzgün olmad¬¼g¬n¬gördük. Bununla birlikte baz¬ taksi düzgün

çokgenlerin varl¬¼g¬hakk¬nda da bilgi edindik. Ancak taksi düzgün çokgenlerin varl¬¼g¬

hakk¬nda henüz genel bilgilere sahip de¼giliz. Aşa¼g¬daki teorem taksi düzgün 2n-

genlerin var oldu¼gunu taksi çemberler yard¬m¬yla göstermektedir:

Teorem 3.1.9 Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬ kenar kabul eden birbirine eş

iki farkl¬taksi düzgün 2n-gen vard¬r.

·Ispat: Bilindi¼gi gibi, bir Öklidyen düzgün 2n-genin her bir iç aç¬s¬n¬n ölçüsü

�(n � 1)=n radyand¬r. Şimdi düzlemde verilen herhangi bir A1A2 do¼gru parças¬n¬

göz önüne alal¬m. Aç¬kça, her birinin uzunlu¼gu dT (A1; A2) ve ard¬̧s¬k ikisi aras¬ndaki

aç¬n¬n ölçüsü �(n�1)=n olan AiAi+1, 2 � i � n, do¼gru parçalar¬, yar¬çap¬dT (A1; A2)

ve merkezi Ai olan taksi çemberleri yard¬m¬yla kolayca çizilebilir (Bkz: Şekil 3.1.6).

Şekil 3.1.6

Bu durumda ]A2A1An+1 + ]AnAn+1A1 = �(n � 1)=n oldu¼gu kolayca görülebilir.

Çizilen do¼gru parçalar¬na ek olarak, e¼ger AiAi+1 do¼gru parçalar¬n¬n, A1An+1 do¼gru

parças¬n¬n orta noktas¬na göre simetrikleri olan A0iA
0
i+1, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬n¬

çizersek, bir 2n-gen elde edilir (Bkz: Şekil 3.1.7). Bir noktaya göre simetri (veya bir

nokta etraf¬nda � radyan dönme) taksi uzakl¬klar¬ve aç¬ölçülerini de¼gi̧stirmedi¼gin-

den 1 � i � n için dT (Ai; Ai+1) = dT (A0i; A0i+1) = dT (A1; A2), ve 2 � i � n için
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Şekil 3.1.7 Şekil 3.1.8

]Ai = ]A0i = �(n � 1)=n dir. O halde, çizilen 2n-gen taksi düzgündür. Ben-

zer prosedür, A1A2 do¼grusunun di¼ger taraf¬nda da uygulanabilir ve ilk elde edilen

2n-genden farkl¬ fakat yine taksi düzgün olan bir 2n-gen elde edilir (Bkz: Şekil

3.1.8). Ancak bu iki taksi düzgün 2n-gen, A1A2 do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬na

göre simetrik, dolay¬s¬yla da eştir.

Herhangi bir taksi düzgün 2n-gende kaŗs¬l¬kl¬köşeleri birleştiren n tane do¼gru

parças¬ vard¬r (Şekil 3.1.7 ve Şekil 3.1.8�de AiA0i, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬).

Çokgenin eksenleri diyece¼gimiz bu do¼gru parçalar¬n¬n noktadaş oldu¼gu aç¬kt¬r.

Aşa¼g¬daki örnek, Teorem 3.1.10�un ispat¬nda verilen prosedürün bir uygula-

mas¬d¬r:

Örnek 3.1.1 Aşa¼g¬daki Şekil 3.1.9, Şekil 3.1.10 ve Şekil 3.1.11�de s¬ras¬yla, verilen

bir AB do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden taksi düzgün dörtgen (taksi kare), taksi

düzgün alt¬gen ve taksi düzgün sekizgenin çizimleri gösterilmi̧stir.

Şekil 3.1.9 Şekil 3.1.10 Şekil 3.1.11
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Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden taksi düzgün 2n-genler, Teo-

rem 3.1.10�un ispat¬nda verilen prosedür yard¬m¬yla kolayca elde edilebilir. �

Önerme 3.1.7�de her Öklidyen karenin taksi düzgün, yani taksi kare oldu¼gu gös-

terilmi̧stir. Önerme 3.1.13 gere¼gince de her taksi karenin Öklidyen düzgün, yani

Öklidyen kare oldu¼gu gösterilecektir. Aşa¼g¬daki teorem Teorem 3.1.3�ün başka bir

ifadesidir:

Teorem 3.1.10 A, B, C ve D, düzlemde dört nokta ve A 6= B, C 6= D, dT (A;B) =

dT (C;D) olsun, m1 ve m2 de s¬ras¬yla AB ve CD do¼grular¬n¬n e¼gimlerini göstersin.

(i) E¼ger m1;m2 2 R-f0g ise, dE(A;B) = dE(C;D) olmas¬için gerek ve yeter koşul,

jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1 olmas¬d¬r.

(ii) E¼ger m1 = 0 veya m1 !1 ise, dE(A;B) = dE(C;D) olmas¬için gerek ve yeter

koşul, m2 = 0 veya m2 !1 olmas¬d¬r.

(iii) E¼ger m2 = 0 veya m2 ! 1 ise, dE(A;B) = dE(C;D) olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, m1 = 0 veya m1 !1 olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki sonuç, Teorem 3.1.11�in do¼grudan bir sonucu olmakla beraber, Sonuç

3.1.4�ün de başka bir ifadesidir:

Sonuç 3.1.11 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve dE(A;B) =

dE(B;C) olsun. O halde, dT (A;B) = dT (B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

ABC aç¬s¬n¬n ölçüsünün �=2 radyan olmas¬veya A ve C noktalar¬n¬n, B noktas¬n-

dan geçen ve x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir

do¼gruya göre simetrik olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki inceleme Öklidyen düzgün olan veya olmayan taksi düzgün çokgen-

leri tam olarak belirler. Bu inceleme sonunda, Öklidyen düzgün olan taksi düzgün

çokgenlerin yaln¬zca kare ve özel bir düzgün sekizgenden ibaret oldu¼gu görülmüştür.

Önerme 3.1.12 Her taksi kare Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Taksi karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬taksi uzunlu¼ga sahip ve

ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan, Sonuç 3.1.12



56

gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O halde, her

taksi kare Öklidyen düzgündür.

Bir sonraki önermeyi ispatlamak için yeni bir kavram kullanaca¼g¬z: Eşaç¬l¬bir

2n-genin alterne (birer kenar arayla ard¬̧s¬k) kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşit

ise bu çokgene eşaç¬l¬ yar¬-düzgün çokgen denir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin

köşelerinden geçen bir Öklidyen çevrel çember daima vard¬r (Bkz: [65]).

Önerme 3.1.13 Eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

birine paralel olan her taksi düzgün sekizgen Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Her taksi düzgün sekizgende kenarlar eşit taksi uzunlukta ve alterne ke-

narlar aras¬ndaki aç¬lar¬n ölçüleri �=2 radyan oldu¼gundan, Sonuç 3.1.12 gere¼gince,

alterne kenarlar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O halde her taksi düzgün sekiz-

gen bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgendir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin ard¬̧s¬k iki

kenar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşitse bu çokgenin Öklidyen düzgün olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Şimdi, eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine, diyelim

ki y = 0 do¼grusuna, paralel olan bir A1A2:::A8 taksi düzgün sekizgenini göz önüne

alal¬m. Bu durumda A1; A2; :::; A8 noktalar¬ndan geçen A1A5 çapl¬ bir Öklidyen

çember vard¬r. A1 merkezli ve dT (A1; A2) yar¬çapl¬taksi çember, Öklidyen çemberi

A2 ve A8 noktalar¬nda kesece¼gi aç¬kt¬r (Bkz: Şekil 3.1.12).

Şekil 3.1.12

Bu Öklidyen ve taksi çemberlerin ikisi de A1A5 do¼grusuna göre simetrik oldu¼gundan

kesi̧simleri de A1A5 do¼grusuna göre simetriktir. Sonuç 3.1.12 gere¼gince, ard¬̧s¬k olan

A1A2 ve A1A8 kenarlar¬ayn¬Öklidyen uzulu¼ga sahiptir. O halde, eksenlerinden biri
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y = 0 do¼grusuna paralel olan her taksi düzgün sekizgen Öklidyen düzgündür. Di¼ger

durumlar da benzer olarak yap¬l¬r.

Teorem 3.1.14 Önerme 3.1.13 ve Önerme 3.1.14�te belirtilen taksi düzgün çokgelerin

d¬̧s¬nda hiçbir taksi düzgün çokgen Öklidyen düzgün de¼gildir.

·Ispat: Öklidyen düzgün olan, Önerme 3.1.13 ve Önerme 3.1.14�te belirtilen taksi

düzgün çokgelerin d¬̧s¬nda bir taksi düzgün çokgenin var oldu¼gunu kabul edelim.

Buna göre, taksi düzgün olan, Önerme 3.1.7 ve Önerme 3.1.8�de belirtilen Öklidyen

düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda bir Öklidyen düzgün çokgen vard¬r. Ancak bu, Teorem

3.1.9 ile çeli̧sir. O halde, Önerme 3.1.13 ve Önerme 3.1.14�te belirtilen taksi düzgün

çokgelerin d¬̧s¬nda hiçbir taksi düzgün çokgen Öklidyen düzgün de¼gildir.

Sonuç olarak, taksi ve Öklidyen kareler daima ayn¬ şekle sahiptir ve kare bu

özellikteki tek çokgendir.

3.1.3 Taksi Düzgün (2n-1)-genlerin Yoklu¼gu Üzerine

Aşa¼g¬daki önerme taksi düzgün üçgenlerin var olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Önerme 3.1.15 Hiçbir taksi düzgün üçgen yoktur.

·Ispat: Her taksi eşaç¬l¬üçgen ayn¬zamanda Öklidyen düzgün üçgendir. Önerme

3.1.5 gere¼gince hiçbir Öklidyen düzgün üçgen taksi düzgün olmad¬¼g¬ndan, hiçbir

taksi eşaç¬l¬ üçgen de taksi düzgün de¼gildir. O halde hiçbir taksi düzgün üçgen

yoktur.

Taksi düzgün beşgen, dokuzgen ve onbeşgenin var olmad¬klar¬, C.a.R (Compass

and Ruler ; Bkz: [69]) adl¬bir bilgisayar program¬yard¬m¬yla görülmektedir. Ancak,

n � 3 için taksi düzgün (2n � 1)-genlerin varl¬¼g¬ya da yoklu¼gu üzerine bir önerme

ispatlanamam¬̧st¬r. Sonuç olarak, "taksi düzgün (2n � 1)-gen var m¬d¬r?" sorusu

cevap bekleyen bir aç¬k problemdir (Bkz: [14]).
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3.2 Maksimum Düzgün Çokgenler

Çokgenler için verilen aşa¼g¬daki tan¬mlar, Öklid düzlemindeki tan¬mlarda Öklid

uzakl¬¼g¬yerine maksimum uzakl¬¼g¬kullan¬larak verilmi̧stir:

Tan¬m 3.2.1 Düzlemde maksimum kenar uzunluklar¬eşit olan çokgenlere maksi-

mum eşkenarl¬ çokgen denir.

Tan¬m 3.2.2 Düzlemde iç aç¬lar¬n¬n ölçüleri eşit olan çokgenlere maksimum eşaç¬l¬

çokgen denir.

Tan¬m 3.2.3 Düzlemde hem maksimum eşkenarl¬hem de maksimum eşaç¬l¬çok-

genlere maksimum düzgün çokgen denir.

Düzlemdeki Öklidyen düzgün çokgenlerin maksimum düzgünlü¼günü incelemeden

önce, iki yard¬mc¬teorem ve bunlar¬takibeden bir teorem ve bir sonuç verilmi̧stir.

Bu teorem ve sonuç, Öklidyen düzgün çokgenleri incelerken s¬kça kullan¬lacakt¬r.

Koordinat düzleminde iki nokta aras¬ndaki Öklid ve taksi uzakl¬klar¬n¬birbirine

dönüştürmeye yarayan aşa¼g¬daki özellik Yard¬mc¬Teorem 2.1.1�den bilinmektedir:

A veB, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru üzerinde bulunmayan iki

nokta,m de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise, �(m) = (1+m2)1=2�maxf1; jmjg

olmak üzere,

dE(A;B) = �(m)dM(A;B) (3.2.1)

dir. A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise, dE(A;B) = dM(A;B)

dir.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem, verece¼gimiz teoremin ispat¬n¬k¬saltacakt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3.2.1 E¼ger m1;m2 2 R-f0g ise, �(m1) = �(m2) olmas¬ için

gerek ve yeter koşul, jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1 olmas¬d¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki, m1;m2 2 R-f0g için �(m1) = �(m2) olsun. E¼ger m1 � 1

ve m2 � 1, veya m1 � 1 ve m2 � 1 ise, m2
1 = m

2
2 ve böylece jm1j = jm2j elde edilir.

E¼ger m1 � 1 ve m2 � 1, veya m1 � 1 ve m2 � 1 ise, m2
1m

2
2 = 1 ve böylece
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jm1m2j = 1 elde edilr. Şimdi de kaŗs¬t olarak, m1;m2 2 R-f0g için jm1j = jm2j

veya jm1m2j = 1 oldu¼gunu kabul edelim. E¼ger jm1j = jm2j ise, �(m1) = �(m2)

olaca¼g¬aç¬kt¬r. E¼ger jm1m2j = 1 ise, m1 = 1= jm2j veya m1 = �1= jm2j dir. Her iki

durumda da do¼grudan bir hesapla �(m1) = �(m2) oldu¼gu kolayca görülebilir.

Aşa¼g¬daki teorem Öklid uzunluklar¬ eşit olan iki do¼gru parças¬n¬n maksimum

uzunluklar¬n¬n da eşit olmas¬için gerek ve yeter koşulu verir:

Teorem 3.2.2 A, B, C ve D, düzlemde dört nokta ve A 6= B, C 6= D, dE(A;B) =

dE(C;D) olsun, m1 ve m2 de s¬ras¬yla AB ve CD do¼grular¬n¬n e¼gimlerini göstersin.

(i) E¼ger m1;m2 2 R-f0g ise, dM(A;B) = dM(C;D) olmas¬için gerek ve yeter koşul,

jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1 olmas¬d¬r.

(ii) E¼ger m1 = 0 veya m1 ! 1 ise, dM(A;B) = dM(C;D) olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, m2 = 0 veya m2 !1 olmas¬d¬r.

(iii) E¼ger m2 = 0 veya m2 ! 1 ise, dM(A;B) = dM(C;D) olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, m1 = 0 veya m1 !1 olmas¬d¬r.

·Ispat: (i) Bu ifade, (3.2.1) eşitli¼gi ve Yard¬mc¬Teorem 3.2.2�den aç¬kt¬r.

(ii) E¼ger m1 = 0 veya m1 ! 1 ise, Yard¬mc¬ Teorem 2.1.1�den dE(A;B) =

dM(A;B). O halde, dM(A;B) = dM(C;D) olmas¬için gerek ve yeter koşul, �(m2) =

1 olmas¬d¬r. Aç¬kça, �(m2) = 1, m2 = 0 veya m2 !1 dir.

(iii) E¼ger m2 = 0 veya m2 ! 1 ise, Yard¬mc¬ Teorem 2.1.1�den dE(C;D) =

dM(C;D). O halde, dM(A;B) = dM(C;D) olmas¬için gerek ve yeter koşul, �(m1) =

1 olmas¬d¬r. Aç¬kça, �(m1) = 1, m1 = 0 veya m1 !1 dir

Aşa¼g¬daki sonuç, Öklidyen düzgün çokgenlerin maksimum düzgünlü¼günü in-

celemede çok kullan¬̧sl¬olacakt¬r:

Sonuç 3.2.3 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve dE(A;B) =

dE(B;C) olsun. O halde, dM(A;B) = dM(B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

ABC aç¬s¬n¬n ölçüsünün �=2 radyan olmas¬veya A ve C noktalar¬n¬n, B noktas¬n-

dan geçen ve x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir

do¼gruya göre simetrik olmas¬d¬r.
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·Ispat: A, B ve C, düzlemde dE(A;B) = dE(B;C) özelli¼ginde do¼grudaş olmayan

üç nokta, m1 ve m2 de s¬ras¬yla AB ve BC do¼grular¬n¬n e¼gimleri olsun. Buna

göre, m1 ve m2 birbirinden farkl¬d¬r. O halde, Teorem 3.2.3 gere¼gince, dM(A;B) =

dM(B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul, m1;m2 2 R-f0g ve m1 = �m2 veya

jm1m2j = 1; m1 = 0 ve m2 ! 1; veya m2 = 0 ve m1 ! 1 olmas¬d¬r. Ek olarak,

dE(A;B) = dE(B;C) oldu¼gundan A ve C noktalar¬, B noktas¬ndan geçip x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetriktir.

Bununla birlikte, aşa¼g¬daki iyi bilinen üç özellik de geçerlidir:

(i) AB veBC do¼grular¬n¬n birbirine dik olmas¬için gerek ve yeter koşul,m1m2 = �1;

m1 = 0 ve m2 !1; veya m2 = 0 ve m1 !1 olmas¬d¬r.

(ii) AB ve BC do¼grular¬n¬n, B noktas¬ndan geçip x = 0 ve y = 0 do¼grular¬ndan

birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬için gerek ve yeter koşul, jm1j =

jm2j ve m1 6= m2 (yani, m1;m2 2 R-f0g ve m1 = �m2) olmas¬d¬r.

(iii) AB ve BC do¼grular¬n¬n, B noktas¬ndan geçip y = x ve y = �x do¼grular¬ndan

birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬için gerek ve yeter koşul,m1m2 =

1 ve m1 6= m2; m1 = 0 ve m2 !1; veya m2 = 0 ve m1 !1 olmas¬d¬r.

O halde, dM(A;B) = dM(B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul, ABC aç¬s¬n¬n

ölçüsünün �=2 radyan olmas¬veya AB ve BC do¼grular¬n¬n, B noktas¬ndan geçip

x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre

simetrik olmas¬d¬r.

Uyar¬3.2.1Dikkat edilirse Teorem 3.2.3, maksimum geometrinin Öklidyen izometri-

lerine i̧saret eder. Daha aç¬k olarak, ötelemelerin, bir nokta etraf¬nda �=2, � ve 3�=2

radyanl¬k dönmelerin ve x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel

olan do¼grulara göre yans¬malar¬n maksimum uzakl¬klar¬de¼gi̧stirmedi¼gine i̧saret eder.

Bölüm 4�te maksimum izometrilerin yaln¬zca bu dönüşümlerden ibaret oldu¼gunu

görece¼giz (Ayr¬ca bkz: [53]). �
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3.2.1 Öklidyen Düzgün ÇokgenlerinMaksimumDüzgünlü¼gü

Her Öklidyen düzgün çokgen ayn¬zamanda maksimum eşaç¬l¬oldu¼gundan, bir

Öklidyen düzgün çokgenin ancak ve ancak maksimum eşkenarl¬ise maksimum düzgün

olaca¼g¬aşikard¬r. Bu yüzden Öklidyen düzgün çokgenlerin maksimum düzgünlü¼günü

incelemek için maksimum eşkenarl¬olup olmad¬¼g¬n¬belirlemek yeterlidir. Bunu ya-

parken yararlanaca¼g¬m¬z kavramlar şöyledir:

Bilindi¼gi gibi her Öklidyen düzgün çokgenin köşelerinden geçen bir Öklidyen

çember (çevrel çember) vard¬r ve her çemberin içine, köşeleri çemberin üzerinde ola-

cak şekilde Öklidyen düzgün çokgen yerleştirilebilir. Bir Öklidyen düzgün çokgenin

çevrel çemberinin merkezine bu Öklidyen düzgün çokgenin merkez i denir. E¼ger bir

Öklidyen düzgün çokgen bir l do¼grusuna göre simetrikse bu do¼gruya çokgenin simetri

ekseni denir. Ek olarak, e¼ger bu simetri ekseni çokgenin bir köşesinden geçiyorsa bu

simetri eksenine de köşesel simetri ekseni denir. Her simetri ekseninin, ait oldu¼gu

Öklidyen düzgün çokgenin merkezinden geçti¼gi iyi bilinen bir özelliktir.

Aşa¼g¬daki inceleme maksimum düzgün olan ve olmayan Öklidyen düzgün çok-

genleri tam olarak belirler. Bu inceleme sonunda maksimum düzgün olan Öklidyen

düzgün çokgenlerin kare ve özel düzgün sekizgenlerden ibaret oldu¼gunu görece¼giz.

Önerme 3.2.4 Hiçbir Öklidyen düzgün üçgen (eşkenar üçgen) maksimum düzgün

de¼gildir.

·Ispat: Öklidyen düzgün üçgenin ard¬̧s¬k herhangi iki kenar¬ayn¬Öklidyen uzun-

lu¼ga sahip oldu¼gundan, ancak ard¬̧s¬k herhangi iki kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü

�=2 radyan olmad¬¼g¬ndan, Sonuç 3.1.4 gere¼gince, Öklidyen düzgün üçgenin maksi-

mum düzgün olabilmesi için her ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬gerekti¼gi aç¬kt¬r.

Bir Öklidyen düzgün üçgenin ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu (veya simetri

eksenlerinden birinin bu do¼grulardan birine paralel oldu¼gunu) kabul edelim. Şekil

3.2.1 ve Şekil 3.2.2 bu özellikteki tüm üçgenleri temsil eder. Her Öklidyen düzgün
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Şekil 3.2.1 Şekil 3.2.2

üçgenin üç tane köşesel simetri ekseni vard¬r. Bu simetri eksenlerinden biri x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel oldu¼gunda di¼ger ikisininin bu

do¼grulardan hiçbirine paralel olmayaca¼g¬basit bir hesaplamayla gösterilebilir. O

halde, Şekil 3.2.1 ve Şekil 3.2.2�deki üçgenler maksimum düzgün de¼gildir. Sonuç

olarak, hiçbir Öklidyen düzgün üçgen maksimum düzgün de¼gildir.

Sonuç 3.2.5 Hiçbir Öklidyen düzgün alt¬gen maksimum düzgün de¼gildir.

·Ispat: Her Öklidyen düzgün alt¬genin, köşesel simetri ekseleriyle alt¬tane Ök-

lidyen düzgün üçgene ayr¬laca¼g¬aç¬kt¬r. Teorem 3.2.3 gere¼gince, Öklidyen düzgün al-

t¬genin ve Öklidyen düzgün üçgenlerin paralel olan kenarlar¬n¬n maksimum uzunluk-

lar¬eşittir. Ancak, hiçbir Öklidyen düzgün üçgen maksimum eşkenarl¬olmad¬¼g¬ndan

Öklidyen düzgün alt¬gen de maksimum eşkenarl¬de¼gildir. O halde, hiçbir Öklidyen

düzgün alt¬gen maksimum düzgün de¼gildir.

Şekil 3.2.3

Önerme 3.2.6 Her Öklidyen düzgün dörtgen (Öklidyen kare) maksimum düzgündür.

·Ispat: Öklidyen karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahip

ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan (Bkz: Şekil

3.2.4), Sonuç 3.2.4 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬maksimum uzunlu¼ga

sahiptir. O halde, her Öklidyen kare maksimum düzgündür.
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Şekil 3.2.4

Önerme 3.2.7 Köşesel simetri eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan her Öklidyen düzgün sekizgen maksimum düzgündür.

·Ispat: Her Öklidyen düzgün sekizgenin tam olarak dört tane köşesel simetri

ekseni oldu¼gu ve iki köşesel simetri ekseni aras¬ndaki aç¬n¬n �=4 radyan¬n kat¬oldu¼gu

aç¬kt¬r. Buna göre, bir Öklidyen düzgün sekizgenin köşesel simetri eksenlerinden

biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel ise, bu eksenle

aras¬ndaki aç¬�=4 radyan¬n kat¬olan do¼grular yine x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel oldu¼gundan, di¼ger köşesel simetri eksenleri de x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grulardan birine paraleldir (Bkz: Şekil 3.2.5). Bu durumda,

Öklidyen düzgün sekizgenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetriktir. Sonuç 3.2.4 gere¼gince

herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬maksimum uzunlu¼ga sahiptir. O halde, köşesel simetri

eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan

her Öklidyen düzgün sekizgen maksimum düzgündür.

Şekil 3.2.5

Teorem 3.2.8 Önerme 3.2.7 ve Önerme 3.2.8�de belirtilen Öklidyen düzgün çok-

genlerin d¬̧s¬nda hiçbir Öklidyen düzgün çokgen maksimum düzgün de¼gildir.
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·Ispat: ·Ispat¬Öklidyen düzgün (2n � 1)-genler ve Öklidyen düzgün 2n-genler

için ayr¬ayr¬ele alal¬m:

(i) Öklidyen düzgün (2n � 1)-genler: Önerme 3.2.5�te n = 2 durumu ispatland¬.

Şimdi, n > 2 durumunu göz önüne alal¬m. Öklidyen düzgün (2n� 1)-genin köşesel

simetri ekseni say¬s¬n¬n (2n� 1) oldu¼gu aç¬kt¬r ve n > 2 iken (2n� 1) � 5. O halde,

Öklidyen düzgün (2n� 1)-genin en az bir köşesel simetri ekseni x = 0, y = 0, y = x,

y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel de¼gildir. Bu da, en az bir ard¬̧s¬k iki kenar¬n

x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel olmayan bir do¼gruya

göre simetrik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca Öklidyen düzgün (2n� 1)-genin ard¬̧s¬k iki

kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü de �=2 radyan de¼gildir. Sonuç 3.2.4�ün kaŗs¬t tersi

gere¼gince, bu ard¬̧s¬k iki kenar¬n maksimum uzunluklar¬eşit de¼gildir. O halde, hiçbir

Öklidyen düzgün (2n� 1)-gen maksimum düzgün de¼gildir.

(ii) Öklidyen düzgün 2n-genler: Önerme 3.2.7�de n = 2 durumu, Sonuç 3.2.6�da da

n = 3 durumu ispatland¬. Önerme 3.2.8�deki Öklidyen düzgün çokgenleri d¬̧sarda

b¬rakmak için, n = 4 durumunda köşesel simetri eksenleri x = 0, y = 0, y = x,

y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel olmayan bir Öklidyen düzgün sekizgeni

göz önüne alal¬m. Böyle bir Öklidyen sekizgenin maksimum düzgün olmayaca¼g¬,

Sonuç 3.2.4�ün kaŗs¬t tersi gere¼gi aç¬kt¬r. Son olarak n > 4 durumunu dikkate

alal¬m: Aç¬kça, bir Öklidyen düzgün 2n-genin köşesel simetri ekseni say¬s¬n dir.

Buna göre, n > 4 oldu¼gundan Öklidyen düzgün 2n-genin en az bir köşesel simetri

ekseni x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel de¼gildir. Bu

da, en az bir ard¬̧s¬k iki kenar¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

hiçbirine paralel olmayan bir do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca n > 4

oldu¼gunda, Öklidyen düzgün 2n-genin ard¬̧s¬k iki kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü de

�=2 radyan de¼gildir. Sonuç 3.2.4�ün kaŗs¬t tersi gere¼gince, bu ard¬̧s¬k iki kenar¬n

maksimum uzunluklar¬eşit de¼gildir. O halde, n > 4 için hiçbir Öklidyen düzgün

2n-gen maksimum düzgün de¼gildir. ·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.
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3.2.2 Maksimum düzgün 2n-genlerin Varl¬¼g¬

ve Öklidyen Düzgünlü¼gü

Buraya kadar hangi Öklidyen düzgün çokgenlerin ayn¬zamanda maksimum düz-

gün, hangilerinin maksimum düzgün olmad¬¼g¬n¬gördük. Bununla birlikte, baz¬mak-

simum düzgün çokgenlerin varl¬¼g¬ hakk¬nda da bilgi edindik. Ancak maksimum

düzgün çokgenlerin varl¬¼g¬hakk¬nda henüz genel bilgilere sahip de¼giliz. Aşa¼g¬daki

teoremmaksimum düzgün 2n-genlerin var oldu¼gunumaksimum çemberler yard¬m¬yla

göstermektedir:

Teorem 3.2.9 Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬ kenar kabul eden birbirine eş

iki farkl¬maksimum düzgün 2n-gen vard¬r.

·Ispat: Bilindi¼gi gibi, bir Öklidyen düzgün 2n-genin her bir iç aç¬s¬n¬n ölçüsü

�(n � 1)=n radyand¬r. Şimdi düzlemde verilen herhangi bir A1A2 do¼gru parças¬n¬

göz önüne alal¬m. Aç¬kça, her birinin uzunlu¼gu dM(A1; A2) ve ard¬̧s¬k ikisi aras¬ndaki

aç¬n¬n ölçüsü �(n�1)=n olanAiAi+1, 2 � i � n, do¼gru parçalar¬, yar¬çap¬dM(A1; A2)

ve merkezi Ai olan maksimum çemberleri yard¬m¬yla kolayca çizilebilir (Şekil 3.2.6).

Şekil 3.2.6

Bu durumda ]A2A1An+1 + ]AnAn+1A1 = �(n � 1)=n oldu¼gu kolayca görülebilir.

Çizilen do¼gru parçalar¬na ek olarak, e¼ger AiAi+1 do¼gru parçalar¬n¬n, A1An+1 do¼gru

parças¬n¬n orta noktas¬na göre simetrikleri olan A0iA
0
i+1, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬n¬

çizersek, bir 2n-gen elde edilir (Bkz: Şekil 3.2.7). Bir noktaya göre simetri (veya bir
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Şekil 3.2.7 Şekil 3.2.8

nokta etraf¬nda � radyan dönme) maksimum uzakl¬klar¬ve aç¬ölçülerini de¼gi̧stirme-

di¼ginden 1 � i � n için dM(Ai; Ai+1) = dM(A0i; A0i+1) = dM(A1; A2), ve 2 � i � n

için]Ai = ]A0i = �(n�1)=n. O halde, çizilen 2n-gen maksimum düzgündür. Benzer
prosedür, A1A2 do¼grusunun di¼ger taraf¬nda da uygulanabilir ve ilk elde edilen 2n-

genden farkl¬fakat yine maksimum düzgün olan bir 2n-gen elde edilir (Bkz: 3.2.8).

Ancak bu iki maksimum düzgün 2n-gen, A1A2 do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬na göre

simetrik, dolay¬s¬yla da eştir.

Herhangi bir maksimum düzgün 2n-gende kaŗs¬l¬kl¬ köşeleri birleştiren n tane

do¼gru parças¬vard¬r (Şekil 3.2.7 ve Şekil 3.2.8�de AiA0i, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬).

Çokgenin eksenleri diyece¼gimiz bu do¼gru parçalar¬n¬n noktadaş oldu¼gu aç¬kt¬r.

Aşa¼g¬daki örnek, Teorem 3.2.10�un ispat¬ndaki prosedürün bir uygulamas¬d¬r:

Örnek 3.2.1 Aşa¼g¬daki Şekil 3.2.9, Şekil 3.2.10 ve Şekil 3.2.11�de s¬ras¬yla, verilen

bir A1A2 do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden maksimum düzgün dörtgen (maksimum

kare), düzgün alt¬gen ve düzgün sekizgenin çizimleri gösterilmi̧stir.

Şekil 3.2.9 Şekil 3.2.10 Şekil 3.2.11
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Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden maksimum düzgün 2n-genler,

Teorem 3.2.10�un ispat¬nda verilen prosedür yard¬m¬yla kolayca elde edilebilir. �

Önerme 3.2.7�den her Öklidyen karenin maksimum düzgün, yani maksimum kare

oldu¼gunu biliyoruz. Önerme 3.2.13 gere¼gince de her maksimum karenin Öklidyen

düzgün, yani Öklidyen kare oldu¼gunu görece¼giz. Aşa¼g¬daki teorem Teorem 3.2.3�ün

başka bir ifadesidir:

Teorem 3.2.10 A, B, C ve D, düzlemde dört nokta ve A 6= B, C 6= D, dM(A;B) =

dM(C;D) olsun, m1 ve m2 de s¬ras¬yla AB ve CD do¼grular¬n¬n e¼gimlerini göstersin.

(i) E¼ger m1;m2 2 R-f0g ise, dE(A;B) = dE(C;D) olmas¬için gerek ve yeter koşul,

jm1j = jm2j veya jm1m2j = 1 olmas¬d¬r.

(ii) E¼ger m1 = 0 veya m1 !1 ise, dE(A;B) = dE(C;D) olmas¬için gerek ve yeter

koşul, m2 = 0 veya m2 !1 olmas¬d¬r.

(iii) E¼ger m2 = 0 veya m2 ! 1 ise, dE(A;B) = dE(C;D) olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, m1 = 0 veya m1 !1 olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki sonuç, Teorem 3.2.11�in do¼grudan bir sonucu olmakla beraber, Sonuç

3.2.4�ün de başka bir ifadesidir:

Sonuç 3.2.11 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve dE(A;B) =

dE(B;C) olsun. O halde, dM(A;B) = dM(B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

ABC aç¬s¬n¬n ölçüsünün �=2 radyan olmas¬veya A ve C noktalar¬n¬n, B noktas¬n-

dan geçen ve x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir

do¼gruya göre simetrik olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki inceleme Öklidyen düzgün olan ve olmayan maksimum düzgün çok-

genleri tam olarak belirler. Bu inceleme sonunda Öklidyen düzgün olan maksi-

mum düzgün çokgenlerin yaln¬zca kare ve özel düzgün sekizgenlerden ibaret oldu¼gu

görülmüştür.

Önerme 3.2.12 Her maksimum kare Öklidyen düzgündür.
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·Ispat: Maksimum karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬maksimum uzunlu¼ga

sahip ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan, Sonuç

3.2.12 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O

halde, her maksimum kare Öklidyen düzgündür.

Bir sonraki önermeyi ispatlamak için yeni bir kavram kullanaca¼g¬z: Eşaç¬l¬bir

2n-genin alterne (birer kenar arayla ard¬̧s¬k) kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşit

ise bu çokgene eşaç¬l¬ yar¬-düzgün çokgen denir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin

köşelerinden geçen daima bir Öklidyen çevrel çember vard¬r (Bkz: [65]).

Önerme 3.2.13 Eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

birine paralel olan her maksimum düzgün sekizgen Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Her maksimum düzgün sekizgende kenarlar eşit maksimum uzunlukta ve

alterne kenarlar aras¬ndaki aç¬lar¬n ölçüleri �=2 radyan oldu¼gundan, Sonuç 3.2.12

gere¼gince, alterne kenarlar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O halde her maksimum

düzgün sekizgen bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgendir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin

ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşitse bu çokgenin Öklidyen düzgün ola-

ca¼g¬aç¬kt¬r. Şimdi, eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

birine, diyelim ki y = 0 do¼grusuna, paralel olan bir A1A2:::A8 maksimum düzgün

sekizgenini göz önüne alal¬m. Bu durumda A1; A2; :::; A8 noktalar¬ndan geçen A1A5

çapl¬bir Öklidyen çember vard¬r. A1 merkezli ve dM(A1; A2) yar¬çapl¬maksimum

çember, Öklidyen çemberi A2 ve A8 noktalar¬nda kesece¼gi aç¬kt¬r (Bkz: Şekil 3.2.12).

Şekil 3.2.12

Bu Öklidyen ve maksimum çemberlerin ikisi deA1A5 do¼grusuna göre simetrik oldu¼gun-

dan kesi̧simleri de A1A5 do¼grusuna göre simetriktir. Sonuç 3.2.12 gere¼gince, ard¬̧s¬k
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olan A1A2 ve A1A8 kenarlar¬ ayn¬ Öklidyen uzulu¼ga sahiptir. O halde, eksen-

lerinden biri y = 0 do¼grusuna paralel olan her maksimum düzgün sekizgen Öklidyen

düzgündür. Di¼ger durumlar da benzer olarak yap¬l¬r.

Teorem 3.2.14 Önerme 3.2.13 ve Önerme 3.2.14�te belirtilen maksimum düzgün

çokgelerin d¬̧s¬nda hiçbir maksimum düzgün çokgen Öklidyen düzgün de¼gildir.

·Ispat: Öklidyen düzgün olan, Önerme 3.2.13 ve Önerme 3.2.14�te belirtilen

maksimum düzgün çokgelerin d¬̧s¬nda bir maksimum düzgün çokgenin var oldu¼gunu

kabul edelim. Buna göre, maksimum düzgün olan, Önerme 3.2.7 ve Önerme 3.2.8�de

bilirtilen Öklidyen düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda bir Öklidyen düzgün çokgen vard¬r.

Ancak bu, Teorem 3.2.9 ile çeli̧sir. O halde, Önerme 3.2.13 ve Önerme 3.2.14�te

belirtilen maksimum düzgün çokgelerin d¬̧s¬nda hiçbir maksimum düzgün çokgen

Öklidyen düzgün de¼gildir.

Sonuç olarak, maksimum ve Öklidyen kareler daima ayn¬şekle sahiptir ve kare

bu özellikteki tek çokgendir.

3.2.3 Maksimum Düzgün (2n-1)-genlerin Yoklu¼gu Üzerine

Aşa¼g¬daki önerme maksimum düzgün üçgenlerin var olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Önerme 3.2.15 Hiçbir maksimum düzgün üçgen yoktur.

·Ispat: Her maksimum eşaç¬l¬üçgen ayn¬zamanda Öklidyen düzgün üçgendir.

Önerme 3.2.5 gere¼gince hiçbir Öklidyen düzgün üçgen maksimum düzgün olmad¬¼g¬n-

dan, hiçbir maksimum eşaç¬l¬üçgen de maksimum düzgün de¼gildir. O halde hiçbir

maksimum düzgün üçgen yoktur.

Maksimum düzgün beşgen, dokuzgen ve onbeşgenin var olmad¬klar¬, C.a.R (Com-

pass and Ruler ; Bkz: [69]) adl¬bir bilgisayar program¬yard¬m¬yla görülmektedir.

Ancak, n � 3 için maksimum düzgün (2n�1)-genlerin varl¬¼g¬ya da yoklu¼gu üzerine

bir önerme ispatlanamam¬̧st¬r. Sonuç olarak, "maksimum düzgün (2n � 1)-gen var

m¬d¬r?" sorusu cevap bekleyen bir aç¬k problemdir (Bkz: [19]).
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3.3 Çin Dama Düzgün Çokgenler

Çokgenler için verilen aşa¼g¬daki tan¬mlar, Öklid düzlemindeki tan¬mlarda Öklid

uzakl¬¼g¬yerine Çin dama uzakl¬¼g¬kullan¬larak verilmi̧stir:

Tan¬m 3.3.1 Düzlemde Çin dama kenar uzunluklar¬eşit olan çokgenlere Çin dama

eşkenarl¬ çokgen denir.

Tan¬m 3.3.2 Düzlemde iç aç¬lar¬n¬n ölçüleri eşit olan çokgenlere Çin dama eşaç¬l¬

çokgen denir.

Tan¬m 3.3.3Düzlemde hem Çin dama eşkenarl¬hem de Çin dama eşaç¬l¬çokgenlere

Çin dama düzgün çokgen denir.

Düzlemdeki Öklidyen düzgün çokgenlerin Çin dama düzgünlü¼günü incelemeden

önce tart¬̧smam¬z içinde önemli bir role sahip olan bir teorem ve bu teoremin bir

sonucunu verece¼giz. Aşa¼gdaki teoremi ispats¬z olarak veriyoruz (Bkz: [36]).

Teorem 3.3.1 (i) Düzlemde bir nokta etraf¬nda � radyanl¬k dönmenin iki nokta

aras¬ndaki Çin dama uzakl¬¼g¬n¬de¼giştirmemesi için gerek ve yeter koşul, � 2 f t�4 +

2k� : 0 � t � 7; t; k 2 Zg olmas¬d¬r.

(ii) Düzlemde ax + by + c = 0 do¼grusuna göre yans¬man¬n iki nokta aras¬ndaki

Çin dama uzakl¬¼g¬n¬de¼giştirmemesi için gerek ve yeter koşul, ab 2 f0;�1;�(
p
2 �

1);�(
p
2 + 1)g ya da b = 0 olmas¬d¬r.

·Ifadeleri k¬saltmak için x = 0 , y = 0, y = x, y = �x, y = (
p
2 � 1)x, y =

�(
p
2�1)x, y = (

p
2+1)x ve y = �(

p
2+1)x do¼grular¬n¬n oluşturdu¼gu kümeyi S ile

gösterelim. Buna göre, aşa¼g¬daki önerme, Teorem 3.3.1�in do¼grudan bir sonucudur:

Sonuç 3.3.2 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve dE(A;B) =

dE(B;C) olsun. O halde, dC(A;B) = dC(B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

ABC aç¬s¬n¬n ölçüsünün �=4, �=2 ya da 3�=4 radyan olmas¬veya A ve C nokta-

lar¬n¬n, B noktas¬ndan geçen ve S kümesindeki do¼grulardan birine paralel olan bir

do¼gruya göre simetrik olmas¬d¬r.

Sonuç 3.3.2, Öklidyen düzgün çokgenlerin Çin dama düzgünlü¼günü incelemede

çok kullan¬̧sl¬olacakt¬r.
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3.3.1 Öklidyen Düzgün Çokgenlerin Çin Dama Düzgünlü¼gü

Her Öklidyen düzgün çokgen ayn¬zamanda Çin dama eşaç¬l¬oldu¼gundan, bir

Öklidyen düzgün çokgenin ancak ve ancak Çin dama eşkenarl¬ise Çin dama düzgün

olaca¼g¬aşikard¬r. Bu yüzden Öklidyen düzgün çokgenlerin Çin dama düzgünlü¼günü

incelemek için Çin dama eşkenarl¬olup olmad¬¼g¬n¬belirlemek yeterlidir. Bunu ya-

parken yararlanaca¼g¬m¬z kavramlar şöyledir:

Bilindi¼gi gibi her Öklidyen düzgün çokgenin köşelerinden geçen bir Öklidyen

çember (çevrel çember) vard¬r ve her çemberin içine, köşeleri çemberin üzerinde ola-

cak şekilde Öklidyen düzgün çokgen yerleştirilebilir. Bir Öklidyen düzgün çokgenin

çevrel çemberinin merkezine bu Öklidyen düzgün çokgenin merkez i denir. E¼ger bir

Öklidyen düzgün çokgen bir l do¼grusuna göre simetrikse bu do¼gruya çokgenin simetri

ekseni denir. Ek olarak, e¼ger bu simetri ekseni çokgenin bir köşesinden geçiyorsa bu

simetri eksenine de köşesel simetri ekseni denir. Her simetri ekseninin, ait oldu¼gu

Öklidyen düzgün çokgenin merkezinden geçti¼gi iyi bilinen bir özelliktir.

Aşa¼g¬daki inceleme Çin dama düzgün olan ve olmayan Öklidyen düzgün çok-

genleri tam olarak belirler. Bu inceleme sonunda Çin dama düzgün olan Ök-

lidyen düzgün çokgenlerin kare, düzgün sekizgen ve özel düzgün 16-genlerden ibaret

oldu¼gunu görece¼giz.

Önerme 3.3.3 Her Öklidyen düzgün dörtgen (Öklidyen kare) Çin dama düzgündür.

·Ispat: Öklidyen karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahip

ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan (Bkz: Şekil

3.3.1), Sonuç 3.3.2 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬Çin dama uzunlu¼ga

sahiptir. O halde, her Öklidyen kare Çin dama düzgündür.

Şekil 3.3.1
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Önerme 3.3.4 Her Öklidyen düzgün sekizgen Çin dama düzgündür.

·Ispat: Öklidyen düzgün sekizgenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ ayn¬Öklidyen

uzunlu¼ga sahip ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü 3�=4 radyan oldu¼gun-

dan (Bkz: Şekil 3.3.2), Sonuç 3.3.2 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬Çin

dama uzunlu¼ga sahiptir. O halde, her Öklidyen düzgün sekizgen Çin dama düzgün-

dür.

Şekil 3.3.2

Önerme 3.3.5 Köşesel simetri eksenlerinden biri S kümesindeki do¼grulardan birine

paralel olan her Öklidyen düzgün 16-gen Çin dama düzgündür.

·Ispat: Her Öklidyen düzgün16-genin tam olarak sekiz tane köşesel simetri ek-

seni oldu¼gu ve iki köşesel simetri ekseni aras¬ndaki aç¬n¬n �=8 radyan¬n kat¬oldu¼gu

aç¬kt¬r. Buna göre, bir Öklidyen düzgün 16-genin köşesel simetri eksenlerinden

biri S kümesindeki do¼grulardan birine paralel ise, bu eksenle aras¬ndaki aç¬ �=8

radyan¬n kat¬ olan tüm do¼grular yine S kümesindeki do¼grular oldu¼gundan, di¼ger

köşesel simetri eksenleri de S kümesindeki do¼grulardan birine paraleldir (Şekil 3.3.3).

Şekil 3.3.3

Bu durumda, Öklidyen düzgün 16-genin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬S kümesindeki

do¼grulardan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetriktir. Sonuç 3.3.2 gere¼gince
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herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬ Çin dama uzunlu¼ga sahiptir. O halde, köşesel

simetri eksenlerinden biri S kümesindeki do¼grulardan birine paralel olan her Ök-

lidyen düzgün 16-gen Çin dama düzgündür.

Teorem 3.3.6 Önerme 3.3.3, Önerme 3.3.4 ve Önerme 3.3.5�te belirtilen Öklidyen

düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda hiçbir Öklidyen düzgün çokgen Çin dama düzgün de¼gildir.

·Ispat: Önce n 6= 4, n 6= 8, ve n 6= 16 için bir Öklidyen düzgün n-geni göz önüne

alal¬m. Bu Öklidyen düzgün n-genin iç aç¬lar¬n¬n ölçüleri �(n � 2)=n radyan olup

bu ölçü �=4, �=2 veya 3�=4 radyana eşit de¼gildir. O halde, bu Öklidyen düzgün

n-genin Çin dama düzgün olmas¬için, Sonuç 3.3.2 gere¼gince her bir köşesel simetri

ekseninin S kümesindeki bir do¼gruya paralel olmas¬gerekir. Bu durum"da iki köşe-

sel simetri ekseni aras¬ndaki aç¬�=8 radyan¬n kat¬olmal¬d¬r. Ancak bir Öklidyen

düzgün n-genin iki köşesel simetri ekseni aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü 2�=n radyan¬n

kat¬ olup n � 3, n 6= 4, n 6= 8, ve n 6= 16 için 2�=n nin katlar¬ �=8 in kat¬

de¼gildir. O halde, bu Öklidyen düzgün n-gen Çin dama düzgün de¼gildir. Şimdi de

köşesel simetri eksenlerinden biri S kümesindeki hiçbir do¼gruya paralel olmayan bir

Öklidyen düzgün 16-geni göz önüne alal¬m. Böyle bir Öklidyen düzgün 16-genin

ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsün �=4, �=2 veya 3�=4 radyana eşit ol-

mayaca¼g¬ve hiçbir köşesel simetri ekseninin S kümesindeki hiçbir do¼gruya paralel

olmayaca¼g¬ aşikard¬r. Sonuç 3.3.2�nin kaŗs¬t tersi gere¼gince bu Öklidyen düzgün

16-gen Çin dama düzgün de¼gildir. ·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.

3.3.2 Çin Dama düzgün 2n-genlerin Varl¬¼g¬

ve Öklidyen Düzgünlü¼gü

Buraya kadar hangi Öklidyen düzgün çokgenlerin ayn¬zamanda Çin dama düzgün,

hangilerinin Çin dama düzgün olmad¬¼g¬n¬gördük. Bununla birlikte baz¬Çin dama

düzgün çokgenlerin varl¬¼g¬hakk¬nda da bilgi edindik. Ancak Çin dama düzgün çok-

genlerin varl¬¼g¬hakk¬nda henüz genel bilgilere sahip de¼giliz. Aşa¼g¬daki teorem Çin

dama düzgün 2n-genlerin var oldu¼gunu, Çin dama çemberler yard¬m¬yla göstermek-

tedir:
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Teorem 3.3.7 Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬ kenar kabul eden birbirine eş

iki farkl¬Çin dama düzgün 2n-gen vard¬r.

·Ispat: Bilindi¼gi gibi, bir Öklidyen düzgün 2n-genin her bir iç aç¬s¬n¬n ölçüsü

�(n � 1)=n radyand¬r. Şimdi düzlemde verilen herhangi bir A1A2 do¼gru parças¬n¬

göz önüne alal¬m. Aç¬kça, her birinin uzunlu¼gu dC(A1; A2) ve ard¬̧s¬k ikisi aras¬ndaki

aç¬n¬n ölçüsü �(n�1)=n olan AiAi+1, 2 � i � n, do¼gru parçalar¬, yar¬çap¬dC(A1; A2)

ve merkezi Ai olan Çin dama çemberleri yard¬m¬yla kolayca çizilebilir (Şekil 3.3.4).

Şekil 3.3.4

Bu durumda ]A2A1An+1+]AnAn+1A1 = �(n�1)=n oldu¼gu da kolayca görülebilir.
Çizilen do¼gru parçalar¬na ek olarak, e¼ger AiAi+1 do¼gru parçalar¬n¬n, A1An+1 do¼gru

parças¬n¬n orta noktas¬na göre simetrikleri olan A0iA
0
i+1, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬

çizilirse, bir 2n-gen elde edilir (Bkz: Şekil 3.2.5). Bir noktaya göre simetri (veya bir

Şekil 3.3.5 Şekil 3.3.6
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nokta etraf¬nda � radyan dönme) Çin dama uzakl¬klar¬ve aç¬ölçülerini de¼gi̧stirme-

di¼ginden 1 � i � n için dC(Ai; Ai+1) = dC(A0i; A0i+1) = dC(A1; A2), ve 2 � i � n için

]Ai = ]A0i = �(n � 1)=n. O halde, çizilen 2n-gen Çin dama düzgündür. Benzer

prosedür, A1A2 do¼grusunun di¼ger taraf¬nda da uygulanabilir ve ilk elde edilen 2n-

genden farkl¬ fakat yine Çin dama düzgün olan bir 2n-gen elde edilir (Bkz: Şekil

3.3.6). Ancak bu iki Çin dama düzgün 2n-gen, A1A2 do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬na

göre simetrik, dolay¬s¬yla da eştir.

Herhangi bir Çin dama düzgün 2n-gende kaŗs¬l¬kl¬ köşeleri birleştiren n tane

do¼gru parças¬vard¬r (Şekil 3.3.5 ve Şekil 3.3.6 de AiA0i, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬).

Çokgenin eksenleri diyece¼gimiz bu do¼gru parçalar¬n¬n noktadaş oldu¼gu aç¬kt¬r.

Aşa¼g¬daki örnek, Teorem 3.3.7�nin ispat¬nda verilen prosedürün bir uygulamas¬d¬r:

Örnek 3.3.1 Aşa¼g¬daki Şekil 3.3.7, Şekil 3.3.8 ve Şekil 3.3.9�da s¬ras¬yla, verilen bir

A1A2 do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden Çin dama düzgün dörtgen (Çin dama kare),

Çin dama düzgün alt¬gen ve Çin dama düzgün sekizgenin çizimleri gösterilmi̧stir.

Şekil 3.3.7 Şekil 3.3.8 Şekil 3.3.9

Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden Çin dama düzgün 2n-genler,

Teorem 3.3.7�nin ispat¬nda verilen prosedür yard¬m¬yla kolayca elde edilebilir. �

Önerme 3.3.3 ve Önerme 3.3.4�ten her Öklidyen karenin ve Öklidyen düzgün

sekizgenin Çin dama düzgün oldu¼gunu biliyoruz. Önerme 3.3.9 ve Önerme 3.3.10

gere¼gince de her Çin dama karenin ve Çin dama düzgün sekizgenin Öklidyen düzgün

oldu¼gunu görece¼giz. Aşa¼g¬daki önerme, Sonuç 3.3.2�nin başka bir ifadesidir:
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Sonuç 3.3.8 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve dC(A;B) =

dC(B;C) olsun. O halde, dE(A;B) = dE(B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul

ABC aç¬s¬n¬n ölçüsünün �=4, �=2 ya da 3�=4 radyan olmas¬veya A ve C nokta-

lar¬n¬n, B noktas¬ndan geçen ve S kümesindeki do¼grulardan birine paralel olan bir

do¼gruya göre simetrik olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki inceleme Öklidyen düzgün olan ve olmayan Çin dama düzgün çok-

genleri tam olarak belirler. Bu inceleme sonunda Öklidyen düzgün olan Çin dama

düzgün çokgenlerin yaln¬zca Çin dama kare, Çin dama düzgün sekizgen ve özel Çin

dama düzgün 16-genlerden ibaret oldu¼gunu görece¼giz.

Önerme 3.3.9 Her Çin dama düzgün kare Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Çin dama karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬Çin dama uzunlu¼ga

sahip ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan, Sonuç

3.3.8 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O halde,

her Çin dama düzgün kare Öklidyen düzgündür.

Önerme 3.3.10 Her Çin dama düzgün sekizgen Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Çin dama düzgün sekizgenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬Çin dama

uzunlu¼ga sahip ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü 3�=4 radyan oldu¼gun-

dan, Sonuç 3.3.8 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahip-

tir. O halde, her Çin dama düzgün sekizgen Öklidyen düzgündür.

Bir sonraki önermeyi ispatlamak için yeni bir kavram kullanaca¼g¬z: Eşaç¬l¬bir

2n-genin alterne (birer kenar arayla ard¬̧s¬k) kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşit

ise bu çokgene eşaç¬l¬ yar¬-düzgün çokgen denir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin

köşelerinden geçen daima bir Öklidyen çevrel çember vard¬r (Bkz: [65]).

Önerme 3.3.11 Eksenlerinden biri S kümesindeki do¼grulardan birine paralel olan

her Çin dama düzgün 16-gen Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Her Çin dama düzgün 16-gende kenarlar eşit Çin dama uzunlukta ve

alterne kenarlar aras¬ndaki aç¬lar¬n ölçüleri 3�=4 radyan oldu¼gundan, Sonuç 3.3.8
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gere¼gince, alterne kenarlar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O halde her Çin dama

düzgün 16-gen bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgendir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin

ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşitse bu çokgenin Öklidyen düzgün ola-

ca¼g¬ aç¬kt¬r. Şimdi, eksenlerinden biri S kümesindeki do¼grulardan birine, diye-

lim ki y = 0 do¼grusuna, paralel olan bir A1A2:::A16 Çin dama düzgün 16-genini

göz önüne alal¬m. Bu durumda A1; A2; :::; A16 noktalar¬ndan geçen A1A9 çapl¬

bir Öklidyen çember vard¬r. A1 merkezli ve dC(A1; A2) yar¬çapl¬Çin dama çem-

beri, Öklidyen çemberi A2 ve A16 noktalar¬nda kesece¼gi aç¬kt¬r (Bkz: Şekil 3.3.10).

Şekil 3.3.10

Bu Öklidyen ve Çin dama çemberlerinin ikisi de A1A9 do¼grusuna göre simetrik

oldu¼gundan kesi̧simleri de A1A9 do¼grusuna göre simetriktir. Sonuç 3.3.8 gere¼gince,

ard¬̧s¬k olan A1A2 ve A1A16 kenarlar¬ayn¬Öklidyen uzulu¼ga sahiptir. O halde, ek-

senlerinden biri y = 0 do¼grusuna paralel olan her Çin dama düzgün 16-gen Öklidyen

düzgündür. Di¼ger durumlar da benzer olarak yap¬l¬r.

Teorem 3.3.12 Önerme 3.3.9, Önerme 3.3.10 ve Önerme 3.3.11�de belirtilen Çin

dama düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda hiçbir Çin dama düzgün çokgen Öklidyen düzgün

de¼gildir.

·Ispat: Öklidyen düzgün olan, Önerme 3.3.9, Önerme 3.3.10 ve Önerme 3.3.11�de

belirtilen Çin dama düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda bir Çin dama düzgün çokgenin var

oldu¼gunu kabul edelim. Buna göre, Çin dama düzgün olan, Önerme 3.3.3, Önerme

3.3.4 ve Önerme 3.3.5�te belirtilen Öklidyen düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda bir Öklidyen
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düzgün çokgen vard¬r. Ancak bu, Teorem 3.3.6 ile çeli̧sir. O halde, Önerme 3.3.9,

Önerme 3.3.10 ve Önerme 3.3.11�de belirtilen Çin dama düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda

hiçbir Çin dama düzgün çokgen Öklidyen düzgün de¼gildir.

Sonuç olarak, Çin dama ve Öklidyen kare ve düzgün sekizgenler daima ayn¬şekle

sahiptir ve bu özelli¼ge sahip düzgün çokgenler yan¬zca kare ve düzgün sekizgendir.

3.3.3 Çin Dama Düzgün (2n-1)-genlerin Yoklu¼gu Üzerine

Aşa¼g¬daki önerme Çin dama düzgün üçgenlerin var olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Önerme 3.3.13 Hiçbir Çin dama düzgün üçgen yoktur.

·Ispat: Her Çin dama eşaç¬l¬üçgen ayn¬zamanda Öklidyen düzgün üçgendir.

Teorem 3.3.6 gere¼gince hiçbir Öklidyen düzgün üçgen Çin dama düzgün olmad¬¼g¬n-

dan, hiçbir Çin dama eşaç¬l¬üçgen de Çin dama düzgün de¼gildir. O halde hiçbir

Çin dama düzgün üçgen yoktur.

Çin dama düzgün beşgen, dokuzgen ve onbeşgenin var olmad¬klar¬, C.a.R (Com-

pass and Ruler ; Bkz: [69]) adl¬bir bilgisayar program¬yard¬m¬yla görülmektedir.

Ancak, n � 3 için Çin dama düzgün (2n� 1)-genlerin varl¬¼g¬ya da yoklu¼gu üzerine

bir önerme ispatlanamam¬̧st¬r. Sonuç olarak, "Çin dama düzgün (2n � 1)-gen var

m¬d¬r?" sorusu cevap bekleyen bir aç¬k problemdir (Bkz: [15]).
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3.4 Alfa Düzgün Çokgenler

Çokgenler için verilen aşa¼g¬daki tan¬mlar, Öklid düzlemindeki tan¬mlarda Öklid

uzakl¬¼g¬yerine alfa uzakl¬¼g¬kullan¬larak verilmi̧stir:

Tan¬m 3.4.1 Düzlemde alfa kenar uzunluklar¬eşit olan çokgenlere alfa eşkenarl¬

çokgen denir.

Tan¬m 3.4.2 Düzlemde iç aç¬lar¬n¬n ölçüleri eşit olan çokgenlere alfa eşaç¬l¬çokgen

denir.

Tan¬m 3.4.3 Düzlemde hem alfa eşkenarl¬hem de alfa eşaç¬l¬çokgenlere alfa düzgün

çokgen denir.

Çin dama düzgün çokgenleri, � = �=4 durumu için alfa düzgün çokgenler olarak

düşünülebilece¼ginden, bu k¬s¬mda � 6= �=4 durumu için alfa düzgün çokgenleri in-

celeyece¼giz. Düzlemdeki Öklidyen düzgün çokgenlerin alfa düzgünlü¼günü inceleme-

den önce tart¬̧smam¬z içinde önemli bir role sahip olan bir teorem ve bu teoremin

bir sonucunu verece¼giz. Aşa¼gdaki teorem, Önerme 4.4.1 ve Önerme 4.4.2�nin özel

bir halidir.

Teorem 3.4.1 (i) Düzlemde bir nokta etraf¬nda � radyanl¬k dönmenin iki nokta

aras¬ndaki � (� 6= �=4) uzakl¬¼g¬de¼giştirmemesi için gerek ve yeter koşul, � 2 f t�2 +

2k� : 0 � t � 3; t; k 2 Zg olmas¬d¬r.

(ii) Düzlemde ax + by + c = 0 do¼grusuna göre yans¬man¬n iki nokta aras¬ndaki �

(� 6= �=4) uzakl¬¼g¬ de¼giştirmemesi için gerek ve yeter koşul, a
b
2 f�1; 0; 1g ya da

b = 0 olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki önerme Teorem 3.4.1�in do¼grudan bir sonucudur:

Sonuç 3.4.2 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve dE(A;B) =

dE(B;C) olsun. O halde, d�(A;B) = d�(B;C) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

ABC aç¬s¬n¬n ölçüsünün �=4, �=2 ya da 3�=4 radyan olmas¬veya A ve C nokta-

lar¬n¬n, B noktas¬ndan geçen ve x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine

paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬d¬r. (� 6= �=4)
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Sonuç 3.4.2, Öklidyen düzgün çokgenlerin alfa düzgünlü¼günü incelemede çok

kullan¬̧sl¬olacakt¬r.

3.4.1 Öklidyen Düzgün Çokgenlerin Alfa Düzgünlü¼gü

Her Öklidyen düzgün çokgen ayn¬zamanda alfa eşaç¬l¬oldu¼gundan, bir Öklidyen

düzgün çokgenin ancak ve ancak alfa eşkenarl¬ise alfa düzgün olaca¼g¬aşikard¬r. Bu

yüzden Öklidyen düzgün çokgenlerin alfa düzgünlü¼günü incelemek için alfa eşkenarl¬

olup olmad¬¼g¬n¬belirlemek yeterlidir. Bunu yaparken yararlanaca¼g¬m¬z kavramlar

şöyledir:

Bilindi¼gi gibi her Öklidyen düzgün çokgenin köşelerinden geçen bir Öklidyen

çember (çevrel çember) vard¬r ve her çemberin içine, köşeleri çemberin üzerinde ola-

cak şekilde Öklidyen düzgün çokgen yerleştirilebilir. Bir Öklidyen düzgün çokgenin

çevrel çemberinin merkezine bu Öklidyen düzgün çokgenin merkez i denir. E¼ger bir

Öklidyen düzgün çokgen bir l do¼grusuna göre simetrikse bu do¼gruya çokgenin simetri

ekseni denir. Ek olarak, e¼ger bu simetri ekseni çokgenin bir köşesinden geçiyorsa bu

simetri eksenine de köşesel simetri ekseni denir. Her simetri ekseninin, ait oldu¼gu

Öklidyen düzgün çokgenin merkezinden geçti¼gi iyi bilinen bir özelliktir.

Aşa¼g¬daki inceleme alfa düzgün olan ve olmayan Öklidyen düzgün çokgenleri tam

olarak belirler. Bu inceleme sonunda alfa düzgün olan Öklidyen düzgün çokgenlerin

kare ve özel düzgün sekizgenlerden ibaret oldu¼gunu görece¼giz.

Önerme 3.4.3 Hiçbir Öklidyen düzgün üçgen (eşkenar üçgen) alfa düzgün de¼gildir.

·Ispat: Bir Öklidyen düzgün üçgenin ard¬̧s¬k herhangi iki kenar¬ayn¬Öklidyen

uzunlu¼ga sahip, ancak ard¬̧s¬k herhangi iki kenar¬ aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü �=2

radyan olmad¬¼g¬ndan, Sonuç 3.4.2 gere¼gince, bu Öklidyen düzgün üçgenin alfa düzgün

olabilmesi için her ard¬̧s¬k iki kenar¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik olmas¬gerekti¼gi aç¬kt¬r. Bir Öklidyen

düzgün üçgenin ard¬̧s¬k iki kenar¬n¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

birine paralel olan bir do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu (veya simetri eksenlerinden

birinin bu do¼grulardan birine paralel oldu¼gunu) kabul edelim. Şekil 3.4.1 ve Şekil
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3.4.2 bu özellikteki tüm üçgenleri temsil eder. Her Öklidyen düzgün üçgenin üç

tane köşesel simetri ekseni vard¬r. Bu simetri eksenlerinden biri x = 0, y = 0,

y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel oldu¼gunda di¼ger ikisininin bu do¼gru-

lardan hiçbirine paralel olmayaca¼g¬basit bir hesaplamayla gösterilebilir. O halde,

Şekil 3.4.1 ve Şekil 3.4.2 deki üçgenler alfa düzgün de¼gildir. Sonuç olarak, hiçbir

Öklidyen düzgün üçgen alfa düzgün de¼gildir.

Şekil 3.4.1 Şekil 3.4.2

Sonuç 3.4.4 Hiçbir Öklidyen düzgün alt¬gen alfa düzgün de¼gildir.

·Ispat: Her Öklidyen düzgün alt¬genin, köşesel simetri ekseleriyle alt¬tane Ök-

lidyen düzgün üçgene ayr¬laca¼g¬ve Öklidyen düzgün alt¬gen ve Öklidyen düzgün

üçgenlerin paralel olan kenarlar¬n¬n alfa uzunluklar¬n¬n eşit olaca¼g¬ aç¬kt¬r (Bkz:

Şekil 3.4.3). Ancak, hiçbir Öklidyen düzgün üçgen alfa eşkenarl¬olmad¬¼g¬ndan Ök-

lidyen düzgün alt¬gen de alfa eşkenarl¬de¼gildir. O halde, hiçbir Öklidyen düzgün

alt¬gen alfa düzgün de¼gildir.

Şekil 3.4.3

Önerme 3.4.5 Her Öklidyen düzgün dörtgen (Öklidyen kare) alfa düzgündür.

·Ispat: Öklidyen karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahip

ve ard¬̧s¬k iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan (Bkz: Şekil

3.4.4), Sonuç 3.4.2 gere¼gince, herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬alfa uzunlu¼ga sahiptir.

O halde, her Öklidyen kare alfa düzgündür.
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Şekil 3.4.4

Önerme 3.4.6 Köşesel simetri eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan her Öklidyen düzgün sekizgen alfa düzgündür.

·Ispat: Her Öklidyen düzgün sekizgenin tam olarak dört tane köşesel simetri

ekseni oldu¼gu ve iki köşesel simetri ekseni aras¬ndaki aç¬n¬n �=4 radyan¬n kat¬oldu¼gu

aç¬kt¬r. Buna göre, bir Öklidyen düzgün sekizgenin köşesel simetri eksenlerinden

biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel ise, bu eksenle

aras¬ndaki aç¬�=4 radyan¬n kat¬olan do¼grular yine x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel oldu¼gundan, di¼ger köşesel simetri eksenleri de x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grulardan birine paraleldir (Bkz: Şekil 3.4.5). Bu durumda,

Öklidyen düzgün sekizgenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬x = 0, y = 0, y = x, y = �x

do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetriktir. Sonuç 3.4.2 gere¼gince

herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬ alfa uzunlu¼ga sahiptir. O halde, köşesel simetri

eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan

her Öklidyen düzgün sekizgen alfa düzgündür.

Şekil 3.4.5

Teorem 3.4.7 Önerme 3.4.5 ve Önerme 3.4.6�da belirtilen Öklidyen düzgün çok-

genlerin d¬̧s¬nda hiçbir Öklidyen düzgün çokgen alfa düzgün de¼gildir.
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·Ispat: ·Ispat¬Öklidyen düzgün (2n � 1)-genler ve Öklidyen düzgün 2n-genler

için ayr¬ayr¬yap¬yoruz:

(i) Öklidyen düzgün (2n � 1)-genler: Önerme 3.4.3�te n = 2 durumu ispatland¬.

Şimdi, n > 2 durumunu göz önüne alal¬m. Öklidyen düzgün (2n� 1)-genin köşesel

simetri ekseni say¬s¬n¬n (2n � 1) oldu¼gu aç¬kt¬r ve n > 2 iken (2n � 1) � 5. O

halde, Öklidyen düzgün (2n� 1)-genin en az bir köşesel simetri ekseni x = 0, y = 0,

y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel de¼gildir. Bu da, en az bir ard¬̧s¬k iki

kenar¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel olmayan bir

do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca Öklidyen düzgün (2n � 1)-genin

ard¬̧s¬k iki kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü de �=2 radyan de¼gildir. Sonuç 3.4.2�nin

kaŗs¬t tersi gere¼gince, bu ard¬̧s¬k iki kenar¬n alfa uzunluklar¬eşit de¼gildir. O halde,

hiçbir Öklidyen (2n� 1)-gen alfa düzgün de¼gildir.

(ii) Öklidyen düzgün 2n-genler: n = 2 durumu Önerme 3.4.5 e dahildir. n = 3

durumu da Sonuç 3.4.4�de ispatland¬. Önerme 3.4.6�daki Öklidyen düzgün çokgenleri

d¬̧sarda b¬rakmak için, n = 4 durumunda köşesel simetri eksenleri x = 0, y = 0, y =

x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel olmayan bir Öklidyen düzgün sekizgeni

göz önüne alal¬m. Böyle bir Öklidyen sekizgenin alfa düzgün olmayaca¼g¬, Sonuç

3.4.2�nin kaŗs¬t tersi gere¼gi aç¬kt¬r. Son olarak n > 4 durumunu dikkate alal¬m:

Aç¬kça, bir Öklidyen düzgün 2n-genin köşesel simetri ekseni say¬s¬n dir. Buna göre,

n > 4 oldu¼gundan Öklidyen düzgün 2n-genin en az bir köşesel simetri ekseni x = 0,

y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel de¼gildir. Bu da, en az bir

ard¬̧s¬k iki kenar¬n x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan hiçbirine paralel

olmayan bir do¼gruya göre simetrik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca n > 4 oldu¼gunda,

Öklidyen düzgün 2n-genin ard¬̧s¬k iki kenar¬aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü de �=2 radyan

de¼gildir. Sonuç 3.4.2�nin kaŗs¬t tersi gere¼gince, bu ard¬̧s¬k iki kenar¬n alfa uzunluklar¬

eşit de¼gildir. O halde, n > 4 için hiçbir Öklidyen düzgün 2n-gen alfa düzgün de¼gildir.

·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.
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3.4.2 Alfa düzgün 2n-genlerin Varl¬¼g¬

ve Öklidyen Düzgünlü¼gü

Buraya kadar hangi Öklidyen düzgün çokgenlerin ayn¬ zamanda alfa düzgün,

hangilerinin alfa düzgün olmad¬¼g¬n¬ gördük. Bununla birlikte, baz¬ alfa düzgün

çokgenlerin varl¬¼g¬hakk¬nda da bilgi edindik. Ancak alfa düzgün çokgenlerin varl¬¼g¬

hakk¬nda henüz genel bilgilere sahip de¼giliz. Aşa¼g¬daki teorem alfa düzgün 2n-

genlerin var oldu¼gunu alfa çemberler yard¬m¬yla göstermektedir:

Teorem 3.4.8 Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬ kenar kabul eden birbirine eş

iki farkl¬alfa düzgün 2n-gen vard¬r.

·Ispat: Bilindi¼gi gibi, bir Öklidyen düzgün 2n-genin her bir iç aç¬s¬n¬n ölçüsü

�(n � 1)=n radyand¬r. Şimdi düzlemde verilen herhangi bir A1A2 do¼gru parças¬n¬

göz önüne alal¬m. Aç¬kça, her birinin uzunlu¼gu d�(A1; A2) ve ard¬̧s¬k ikisi aras¬ndaki

aç¬n¬n ölçüsü �(n�1)=n olan AiAi+1, 2 � i � n, do¼gru parçalar¬, yar¬çap¬d�(A1; A2)

ve merkezi Ai olan alfa çemberleri yard¬m¬yla kolayca çizilebilir (Bkz: Şekil 3.4.6).

Şekil 3.4.6

Bu durumda ]A2A1An+1 + ]AnAn+1A1 = �(n � 1)=n oldu¼gu kolayca görülebilir.

Çizilen do¼gru parçalar¬na ek olarak, e¼ger AiAi+1 do¼gru parçalar¬n¬n, A1An+1 do¼gru

parças¬n¬n orta noktas¬na göre simetrikleri olan A0iA
0
i+1, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬n¬

çizersek, bir 2n-gen elde edilir (Bkz: Şekil 3.4.7). Bir noktaya göre simetri (veya bir



85

Şekil 3.4.7 Şekil 3.4.8

nokta etraf¬nda � radyan dönme) alfa uzakl¬klar¬ve aç¬ölçülerini de¼gi̧stirmedi¼ginden

1 � i � n için d�(Ai; Ai+1) = d�(A
0
i; A

0
i+1) = d�(A1; A2), ve 2 � i � n için

]Ai = ]A0i = �(n�1)=n. O halde, çizilen 2n-gen alfa düzgündür. Benzer prosedür,
A1A2 do¼grusunun di¼ger taraf¬nda da uygulanabilir ve ilk elde edilen 2n-genden farkl¬

fakat yine alfa düzgün olan bir 2n-gen elde edilir (Bkz: Şekil 3.4.8). Ancak bu iki

alfa düzgün 2n-gen, A1A2 do¼gru parças¬n¬n orta noktas¬na göre simetrik, dolay¬s¬yla

da eştir.

Herhangi bir alfa düzgün 2n-gende kaŗs¬l¬kl¬ köşeleri birleştiren n tane do¼gru

parças¬ vard¬r (Şekil 3.4.7 ve Şekil 3.4.8�de AiA0i, 1 � i � n, do¼gru parçalar¬).

Çokgenin eksenleri diyece¼gimiz bu do¼gru parçalar¬n¬n noktadaş oldu¼gu aç¬kt¬r.

Aşa¼g¬daki örnek, Teorem 3.4.8�in ispat¬nda verilen prosedürün bir uygulamas¬d¬r:

Örnek 3.4.1 Aşa¼g¬daki Şekil 3.4.9, Şekil 3.4.10 ve Şekil 3.4.11�de s¬ras¬yla, verilen

bir A1A2 do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden alfa düzgün dörtgen (alfa kare), alfa

düzgün alt¬gen ve alfa düzgün sekizgenin çizimleri gösterilmi̧stir.
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Şekil 3.4.9 Şekil 3.4.10 Şekil 3.4.11

Verilen herhangi bir do¼gru parças¬n¬kenar kabul eden alfa düzgün 2n-genler, Teorem

3.4.8 in ispat¬nda verilen prosedür yard¬m¬yla kolayca elde edilebilir. �

Önerme 3.4.5�ten her Öklidyen karenin alfa düzgün, yani alfa kare oldu¼gunu bili-

yoruz. Önerme 3.4.13 gere¼gince de her alfa karenin Öklidyen düzgün, yani Öklidyen

kare oldu¼gunu görece¼giz. Aşa¼g¬daki önerme, Sonuç 3.4.2�nin başka bir ifadesidir:

Sonuç 3.4.9 A, B ve C, düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta ve d�(A;B) =

d�(B;C) olsun. O halde, dE(A;B) = dE(B;C) ancak ve ancak ABC aç¬s¬n¬n ölçüsü

�=2 radyand¬r veya A ve C noktalar¬, B noktas¬ndan geçen ve x = 0, y = 0, y = x,

y = �x do¼grular¬ndan birine paralel olan bir do¼gruya göre simetriktir.

Aşa¼g¬daki inceleme Öklidyen düzgün olan ve olmayan alfa düzgün çokgenleri tam

olarak belirler. Bu inceleme sonunda Öklidyen düzgün olan alfa düzgün çokgenlerin

yaln¬zca kare ve özel düzgün sekizgenlerden ibaret oldu¼gunu görece¼giz.

Önerme 3.4.10 Her alfa kare Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Alfa karenin herhangi ard¬̧s¬k iki kenar¬ayn¬alfa uzunlu¼ga sahip ve ard¬̧s¬k

iki kenar aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsüsü �=2 radyan oldu¼gundan, Sonuç 3.4.9 gere¼gince,

herhangi ard¬̧s¬k iki kenar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O halde, her alfa kare

Öklidyen düzgündür.

Bir sonraki önermeyi ispatlamak için yeni bir kavram kullanaca¼g¬z: Eşaç¬l¬bir

2n-genin alterne (birer kenar arayla ard¬̧s¬k) kenarlar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşit
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ise bu çokgene eşaç¬l¬ yar¬-düzgün çokgen denir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin

köşelerinden geçen daima bir Öklidyen çevrel çember vard¬r (Bkz: [65]).

Önerme 3.4.11 Eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan

birine paralel olan her alfa düzgün sekizgen Öklidyen düzgündür.

·Ispat: Her alfa düzgün sekizgende kenarlar eşit alfa uzunlukta ve alterne ke-

narlar aras¬ndaki aç¬lar¬n ölçüleri �=2 radyan oldu¼gundan, Sonuç 3.4.9 gere¼gince,

alterne kenarlar ayn¬Öklidyen uzunlu¼ga sahiptir. O halde her alfa düzgün sekiz-

gen bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgendir. Bir eşaç¬l¬yar¬-düzgün çokgenin ard¬̧s¬k iki

kenar¬n¬n Öklidyen uzunluklar¬eşitse bu çokgenin Öklidyen düzgün olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Şimdi, eksenlerinden biri x = 0, y = 0, y = x, y = �x do¼grular¬ndan birine, diyelim

ki y = 0 do¼grusuna, paralel olan bir A1A2:::A8 alfa düzgün sekizgenini göz önüne

alal¬m. Bu durumda A1; A2; :::; A8 noktalar¬ndan geçen A1A5 çapl¬ bir Öklidyen

çember vard¬r. A1 merkezli ve d�(A1; A2) yar¬çapl¬alfa çember, Öklidyen çemberi

A2 ve A8 noktalar¬nda kesece¼gi aç¬kt¬r (Bkz: Şekil 3.4.12).

Şekil 3.4.12

Bu Öklidyen ve alfa çemberlerin ikisi de A1A5 do¼grusuna göre simetrik oldu¼gundan

kesi̧simleri de A1A5 do¼grusuna göre simetriktir. Sonuç 3.4.9 gere¼gince, ard¬̧s¬k olan

A1A2 ve A1A8 kenarlar¬ayn¬Öklidyen uzulu¼ga sahiptir. O halde, eksenlerinden biri

y = 0 do¼grusuna paralel olan her alfa düzgün sekizgen Öklidyen düzgündür. Di¼ger

durumlar da benzer olarak yap¬l¬r.

Teorem 3.4.12 Önerme 3.4.10 ve Önerme 3.4.11�de belirtilen alfa düzgün çokgelerin

d¬̧s¬nda hiçbir alfa düzgün çokgen Öklidyen düzgün de¼gildir.
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·Ispat: Öklidyen düzgün olan, Önerme 3.4.10 ve Önerme 3.4.11�de belirtilen

alfa düzgün çokgelerin d¬̧s¬nda bir alfa düzgün çokgenin var oldu¼gunu kabul edelim.

Buna göre, alfa düzgün olan, Önerme 3.4.5 ve Önerme 3.4.6�da bilirtilen Öklidyen

düzgün çokgenlerin d¬̧s¬nda bir Öklidyen düzgün çokgen vard¬r. Ancak bu, Teorem

3.4.7 ile çeli̧sir. O halde, Önerme 3.4.10 ve Önerme 3.4.11�de belirtilen alfa düzgün

çokgelerin d¬̧s¬nda hiçbir alfa düzgün çokgen Öklidyen düzgün de¼gildir.

Sonuç olarak, alfa ve Öklidyen kareler daima ayn¬şekle sahiptir ve kare bu özel-

likteki tek çokgendir.

3.4.3 Alfa Düzgün (2n-1)-genlerin Yoklu¼gu Üzerine

Aşa¼g¬daki önerme alfa düzgün üçgenlerin var olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Önerme 3.4.13 Hiçbir alfa düzgün üçgen yoktur.

·Ispat: Her alfa eşaç¬l¬üçgen ayn¬zamanda Öklidyen düzgün üçgendir. Önerme

3.4.3 gere¼gince hiçbir Öklidyen düzgün üçgen alfa düzgün olmad¬¼g¬ndan, hiçbir alfa

eşaç¬l¬üçgen de alfa düzgün de¼gildir. O halde hiçbir alfa düzgün üçgen yoktur.

Burada, n � 3 için alfa düzgün (2n � 1)-genlerin varl¬¼g¬ya da yoklu¼gu üzerine

bir önerme ispatlanamam¬̧st¬r. Sonuç olarak, "alfa düzgün (2n� 1)-gen var m¬d¬r?"

sorusu cevap bekleyen bir aç¬k problemdir.



BÖLÜM 4

TAKS·I, MAKS·IMUM, Ç·IN DAMA

ve ALFA DÜZLEMLER·IN·IN B·IR

GENELLEŞT·IR·ILMES·I

Bu bölümde önce, düzlemde taksi, maksimum, Çin dama ve � metriklerini

içeren yeni bir metrik-ailesi (m-metri¼gi) verilecek ve bu metrik-ailesiyle oluşturula-

cak düzlem-ailesinin (yani m-düzleminin) Öklidyen düzlem geometri aksiyomlar¬n¬

sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬gösterilecektir. Daha sonra, m-düzlemin baz¬özellikleri ince-

lenecek ve son olarak, m-metri¼ginin üç ve daha genel olarak n boyuttaki formlar¬

verilecektir. Bununla birlikte, çal¬̧smalar¬m¬z genel olarak düzlem geometri üzerine

olacakt¬r.

Burada, başl¬kta belirtilen "genelleştirme" ifadesini biraz açmakta fayda vard¬r:

Konu içinde m-düzlemi için verilen bir özellik, aç¬kça bu düzlem-ailesinin her bir

üyesi için de sa¼glanacakt¬r. Başka bir ifadeyle, m-düzlem için bir özellik vermek, bu

düzlem-ailesinin her bir üyesi için bir özellik vermek demektir. Son bahsedilen özellik

ise, m-düzlem için verilen bir özelli¼gin sadece özel bir durumudur. Bu bak¬̧s aç¬s¬,

m-düzlem geometriye bölüm başl¬¼g¬nda belirtilen �genel olma�özelli¼gini kazand¬r¬r.
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4.1 Düzlemde m-Metri¼gi ve Geometrik Yorumu

Aşa¼g¬daki tan¬mda düzlemde iki nokta aras¬nda yeni bir uzakl¬k tan¬mlanm¬̧st¬r:

m uzakl¬k. Bu tan¬m içinde verilen dm fonksiyonunun düzlemde bir uzakl¬k ölçme

fonksiyonu oldu¼gu, yani bu fonksiyonun, (1) "Her A;B 2 R2 için dm(A;B) � 0;

dm(A;B) = 0 , A = B" ve (2) "Her A;B 2 R2 için dm(A;B) = dm(B;A)"

özeliklerini sa¼glad¬¼g¬; hatta bunlara ek olarak (3) (üçgen eşitsizli¼gi) "Her A;B;C 2

R2 için dm(A;B) � dm(A;C) + dm(C;B)" özelli¼gini de sa¼glayarak bir metrik ailesi

belirtti¼gi Teorem 4.1.1�de ispatlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.1.1 A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) düzlemde iki nokta;. u, v ve m de,

u � v � 0 6= u özelli¼gindeki reel say¬lar olsun. Buna göre,

�AB = maxfj(x1 � x2) +m(y1 � y2)j ; jm(x1 � x2)� (y1 � y2)jg ve

�AB = minfj(x1 � x2) +m(y1 � y2)j ; jm(x1 � x2)� (y1 � y2)jg olmak üzere,

dm(A;B) = (u�AB + v�AB)�
p
1 +m2 (4.1.1)

eşitli¼giyle tan¬mlanm¬̧s dm : R2 � R2 ! [0;1) fonksiyonuna m uzakl¬k fonksiyonu,

dm(A;B) de¼gerine de A ve B noktalar¬aras¬ndaki m-uzakl¬k denir.

Uyar¬4.1.1 Aç¬kça, Tan¬m 4.1.1�de u, v ve m de¼gerlerine ba¼gl¬olan sonsuz farkl¬

uzakl¬k fonksiyonu vard¬r. Dikkat edilirse "A ve B noktalar¬aras¬ndaki m-uzakl¬k"

Tan¬m 4.1.1�de verilen haliyle asl¬nda iyi-tan¬ml¬de¼gildir. Çünkü A ve B noktalar¬

aras¬ndaki m-uzakl¬k, m de¼gerine oldu¼gu gibi, u ve v de¼gerlerine göre de de¼gi̧smek-

tedir. m-uzakl¬k kavram¬n¬iyi-tan¬ml¬k¬lmak için "m-uzakl¬k" ifadesinde ve "dm"

gösteriminde u ve v parametrelerine de yer verilmelidir. Bunu yapmak oldukça ko-

layd¬r; örne¼gin bahsi geçen ifade ve gösterimdem yerinem(u; v) kullan¬labilir. Fakat

k¬sal¬¼g¬sa¼gmak için, ifade ve gösterimleri ayn¬b¬rak¬p u ve v de¼gerlerini aksi ifade

edilmedikçe önceden belirlenmi̧s ve sabitlenmi̧s kabul ediyoruz. �

Aşa¼g¬daki teorem dm fonksiyonunun R2 üzerinde bir metrik oldu¼gunu gösterir.

Teorem 4.1.1 Tan¬m 4.1.1�de verilen dm fonksiyonu bir metriktir.
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·Ispat: Yap¬lmas¬gereken dm nin metrik olma özelliklerine sahip oldu¼gunu göster-

mektir. Aç¬kça u > 0, v � 0, �AB � 0, �AB � 0 ve
p
1 +m2 � 0 oldu¼gundan

dm(A;B) � 0 dir. Ayr¬ca dm nin, "dm(A;B) = 0 , A = B" özelli¼ginin sa¼glad¬¼g¬

aç¬kt¬r. Böylece, dm metrik olma özelliklerinden birincisini sa¼glar. Bununla birlikte,

"Düzlemdeki her A ve B noktas¬için dm(A;B) = dm(B;A) dir" önermesinin do¼gru

oldu¼gu da aşikard¬r. O halde, dm metrik olma özelliklerinden ikincisine de sahiptir.

Son olarak, dm nin metrik olma özelliklerinden üçüncüsünü -yani üçgen eşitsizli¼gini-

sa¼glad¬¼g¬ gösterilmelidir. Bunun için düzlemde A = (x1; y1), B = (x2; y2) ve

C = (x3; y3) noktalar¬n¬göz önüne alal¬m.

·Ifadeleri k¬saltmak amac¬yla u0 = u�
p
1+m2, v0 = v�

p
1+m2 ve i; j 2 f1; 2; 3g,

i 6= j olmak üzere ui+j�2 = j(xi�xj) +m(yi� yj)j ve vi+j�2 = jm(xi�xj)� (yi� yj)j

olsun. Böylece dm(A;B) = u0maxfu1; v1g+v0minfu1; v1g, dm(A;C) = u0maxfu2; v2g

+ v0minfu2; v2g ve dm(C;B) = u0maxfu3; v3g+ v0minfu3; v3g olacakt¬r. Aç¬kça,

j(x1 � x2) +m(y1 � y2)j � j(x1 � x3) +m(y1 � y3)j+ j(x3 � x2) +m(y3 � y2)j ve

jm(x1 � x2)� (y1 � y2)j � jm(x1 � x3)� (y1 � y3)j+ jm(x3 � x2)� (y3 � y2)j, yani

u1 � u2 + u3 ve v1 � v2 + v3 oldu¼gundan kolayca

dm(A;B) � u0maxfu2 + u3; v2 + v3g+ v0minfu2 + u3; v2 + v3g (4.1.2)

eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlik kullan¬larak, aşa¼g¬daki olas¬dört durumdan dm

nin üçgen eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬kolayca görülebilir:

Durum I: E¼ger u2 � v2 ve u3 � v3 ise, (u2 + u3) � (v2 + v3) ve böylece

dm(A;B) � u0 (u2 + u3) + v0 (v2 + v3) = dm(A;C) + dm(C;B).

Durum II: E¼ger u2 � v2 ve u3 � v3 ise, benzer olarak (u2 + u3) � (v2 + v3) ve

böylece dm(A;B) � u0 (v2 + v3) + v0 (u2 + u3) = dm(A;C) + dm(C;B) dir.

Durum III: E¼ger u2 � v2 ve u3 � v3 ise, iki altdurum söz konusudur:

i) (u2+u3) � (v2+v3) : Aç¬kça, u0 � v0 ve u3 � v3 oldu¼gundan (u0�v0)(u3�v3) � 0

dir. O halde u0(u3 � v3 + u2 � u2) + v0(v3 � u3 + v2 � v2) � 0 dir. Buradan

u0(u2+u3)+v
0(v2+v3) � (u0u2+v0v2)+(u0v3+v0u3) elde edilir. Böylece dm(A;B) �

dm(A;C) + dm(C;B) elde edilir.

ii) (u2+u3) � (v2+v3) : Aç¬kça, u0 � v0 ve u2 � v2 oldu¼gundan (u0�v0)(v2�u2) � 0



92

dir. O halde u0(v2 � u2 + v3 � v3) + v0(u2 � v2 + u3 � u3) � 0 dir. Buradan

u0(v2+v3)+v
0(u2+u3) � (u0u2+v0v2)+(u0v3+v0u3) elde edilir. Böylece dm(A;B) �

dm(A;C) + dm(C;B) elde edilir.

Durum IV: E¼ger u2 � v2 ve u3 � v3 ise, yine iki altdurum söz konusudur:

i) (u2+u3) � (v2+v3) : Aç¬kça, a0 � b0 ve u2 � v2 oldu¼gundan (u0�v0)(u2�v2) � 0

dir. O halde u0(u2 � v2 + u3 � u3) + v0(v2 � u2 + v3 � v3) � 0 dir. Buradan

u0(u3+u2)+v
0(v3+v2) � (u0u3+v0v3)+(u0v2+v0u2) elde edilir. Böylece dm(A;B) �

dm(A;C) + dm(C;B) elde edilir.

ii) (u2+u3) � (v2+v3) : Aç¬kça, u0 � v0 ve u3 � v3 oldu¼gundan (u0�v0)(v3�u3) � 0

dir. O halde u0(v3 � u3 + v2 � v2) + v0(u3 � v3 + u2 � u2) � 0 dir. Buradan

u0(v2+v3)+v
0(u2+u3) � (u0u3+v0v3)+(u0v2+v0u2) elde edilir. Böylece dm(A;B) �

dm(A;C) + dm(C;B) elde edilir.

Aşa¼g¬da, düzlemde iki nokta aras¬ndaki m-uzakl¬¼g¬başka bir yaklaş¬mla ele al¬n-

maktad¬r. Asl¬nda bu yaklaş¬m, iki nokta aras¬ndaki m-uzakl¬¼g¬n geometrik anlam¬

olarak düşünülebilece¼gi gibi, m-uzakl¬k �krinin de ç¬k¬̧s noktas¬d¬r.

A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) kartezyen düzlemde iki nokta, lA ve lB de s¬ras¬yla

A ve B noktalar¬ndan geçen ve e¼gimleri yine s¬ras¬yla m ve �1=m olan do¼grular

olsun (burada, k¬sal¬¼g¬sa¼glamak için y-eksenine paralel olan do¼grular¬n e¼gimlerini

1 ile gösterecek ve m = 0, k 2 R-f0g iken k
m
! 1 kabul edece¼giz). A noktas¬n¬n

lB do¼grusuna olan Öklidyen uzakl¬¼g¬dE(A; lB) = j(x1�x2)+m(y1�y2)j�
p
1 +m2

ve B noktas¬n¬n lA noktas¬na uzakl¬¼g¬dE(B; lA) = jm(x1�x2)�(y1�y2)j�
p
1 +m2

oldu¼gu için, A ve B noktalar¬aras¬ndaki m-uzakl¬¼g¬n

dm(A;B) = umax fdE(A; lB); dE(B; lA)g+ vmin fdE(A; lB); dE(B; lA)g (4.1.3)

eşitli¼giyle verilebilece¼gi aşikard¬r. Bu gerçe¼ge göre, A ve B noktalar¬aras¬ndaki m-

uzakl¬k, A dan B ye her biri m, �1=m, [m(u2 � v2) + 2uv]�[(u2 � v2) � 2uvm]

veya [m(u2 � v2)� 2uv]�[(u2 � v2) + 2uvm] e¼gimli do¼grulardan birine paralel olan

do¼gru parçalar¬n¬n oluşturdu¼gu en k¬sa yolun Öklidyen uzunlu¼gunun u kat¬d¬r. Genel

olarak A ve B noktalar¬aras¬nda sonsuz farkl¬en k¬sa yol vard¬r. Bunlardan Şekil

4.1.1�de gösterilenlerine temel yol diyece¼giz. Ayr¬ca mx � y = 0 ve x + my =
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0 do¼grular¬n¬n her birine de do¼grultu ekseni diyece¼giz. Burada m 2 R-f0g için

dm(A;B) = d�1=m(A;B) oldu¼guna dikkat edilmelidir.

Şekil 4.1.1

Uyar¬4.1.2 Kolayca görülebilece¼gi üzere; taksi, maksimum, Çin dama ve � metrik-

leri m-metri¼ginin özel halleridir: E¼ger dm de u = v = 1 ise, taksi metri¼gi dT yi de

içeren

dm(A;B) = (�AB + �AB)�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. Benzer şekilde e¼ger dm de u = 1 ve v = 0 ise, maksimum

metri¼gi dM yi de içeren

dm(A;B) = �AB�
p
1 +m2
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metrik ailesi elde edilir. E¼ger dm de u = 1 ve v =
p
2� 1 ise, Çin dama metri¼gi dC

yi de içeren

dm(A;B) =
�
�AB + (

p
2� 1)�AB

�
�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. E¼ger dm de u = 1 ve � 2 [0; �=2) olmak üzere v = (sec��

tan�) ise, � metrik ailesini de içeren

dm(A;B) = (�AB + (sec�� tan�)�AB)�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. E¼ger bu metrik ailelerini, s¬ras¬yla dT (m), dM(m), dC(m)

ve d�(m) ile gösterecek olursak dT (0)(A;B) = dT (A;B), dM(0)(A;B) = dM(A;B),

dC(0)(A;B) = dC(A;B) ve d�(0)(A;B) = d�(A;B) olaca¼g¬aşikard¬r. Bununla bir-

likte, e¼ger �AB > 0 ve � 2 (0; �=4) ise

dL(m)(A;B) < dC(m)(A;B) < d�(m)(A;B) < dT (m)(A;B);

e¼ger �AB > 0 ve � 2 (�=4; �=2) ise

dL(m)(A;B) < d�(m)(A;B) < dC(m)(A;B) < dT (m)(A;B)

eşitsizliklerinin do¼gruluklar¬kolayca gözlemlenebilir. Bu eşitsizliklere ek olarak, e¼ger

�AB = 0 ise, A ve B noktalar¬n¬n do¼grultu eksenlerinden birine paralel olaca¼g¬ve

böylece

dT (m)(A;B) = dL(m)(A;B) = dC(m)(A;B) = d�(m)(A;B) = udE(A;B)

olaca¼g¬aç¬kt¬r. �

A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) düzlemde farkl¬iki nokta olmak üzere, s¬ras¬yla A

ve B noktalar¬ndan geçen ve do¼grultu eksenlerine paralel olan do¼grular¬n -yani,

i 2 f1; 2g olmak üzere, mx + y � mxi + yi = 0 ve x + my � xi � myi = 0

do¼grular¬n¬n- s¬n¬rlad¬¼g¬bölgeyi RAB ile gösterelim. AB do¼grusu do¼grultu eksen-

lerine paralel oldu¼gunda bu bölgenin bir do¼gru parças¬, di¼ger durumlarda ise bir

dikdörtgensel bölge olaca¼g¬aç¬kt¬r. Bununla beraber, RAB yi s¬n¬rlayan dikdörtgenin

kenarlar¬n¬n¬n Öklidyen (veya m) uzunluklar¬n¬n maksimumu �AB ye, minimumu

da �AB ye eşittir. Bu tan¬mlama ve (4.1.3) eşitli¼ginden aşa¼g¬daki iki önerme elde

edilir:
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Önerme 4.1.2 A, B ve C düzlemde C 2 RAB özelli¼ginde üç nokta olsun. Buna

göre, dm(A;B) � dm(A;C) dir. Bununla birlikte, e¼ger AB do¼grusu do¼grultu ek-

senlerinden birine paralel veya v > 0 ise, dm(A;B) = dm(A;C) , B = C dir.

E¼ger AB do¼grusu do¼grultu eksenlerine paralel de¼gil ve v = 0 ise, D noktas¬RAB nin

dm(B;D) � dm(A;D) koşuluna uyan bir köşesi olmak üzere, dm(A;B) = dm(A;C),

C 2 [BD] dir.

·Ispat: A, B ve C düzlemde C 2 RAB özelli¼ginde üç nokta olsun. E¼ger AB

do¼grusu do¼grultu eksenlerine paralel ise RAB = [AB] ve �AB = �AC = 0 dir. Bu

durumda dm(A;B) = dm(A;C) , B = C oldu¼gu ve B 6= C ise dm(A;B) >

dm(A;C) oldu¼gu aç¬kt¬r. AB do¼grusu do¼grultu eksenlerine paralel de¼gil ve v > 0

iken, B 6= C , dm(A;B) > dm(A;C) dir. Çünkü bu durumda �AB > �AC

veya �AB > �AC dir. AB do¼grusu do¼grultu eksenlerine paralel de¼gil ve v = 0

iken, D noktas¬RAB nin dm(B;D) � dm(A;D) koşuluna uyan bir köşesi olmak

üzere, e¼ger C 2 [BD] ise, �AB = �AC , dolay¬s¬yla dm(A;B) = dm(A;C) dir. E¼ger

dm(A;B) = dm(A;C) ise, �AB = �AC , dolay¬s¬yla C 2 [BD] dir.

Önerme 4.1.3 A, B, C ve D düzlemde verilen dört nokta olmak üzere, e¼ger RAB

ve RCD -Öklidyen anlamda- eş ise, dm(A;B) = dm(C;D) dir.

·Ispat: Aç¬kça, RAB ve RCD nin eş olabilmesi için gerek ve yeter koşul �AB =

�CD ve �AB = �CD olmas¬d¬r. O halde RAB ve RCD eş ise, dm(A;B) = dm(C;D)

dir. Bu önermenin kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬aç¬kt¬r.
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4.2 m-Düzlemi ve Öklidyen Geometri Aksiyomlar¬

Bölüm 1�de tan¬mlanan taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemlerine benzer

olarak [R2; LE; dm] sistemini göz önüne alal¬m. Teorem 4.1.1�de dm nin bir uzakl¬k

fonksiyonu -hatta bir metrik- oldu¼gu gösterildi. O halde [R2; LE; dm] sisteminin bir

metrik geometri modeli oldu¼gunu göstermek için, her do¼grunun bir cetvele sahip

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Teorem 4.2.1 bunu gösterir. Böylece, [R2; LE; dm]

sistemi taksi, maksimum, Çin dama ve �-düzlemlerini de kapsayan geni̧s bir düzlem-

ailesi teşkil eder. Bununla birlikte, bu modelin düzlem ay¬rma aksiyomunu sa¼gla-

yaca¼g¬ve Öklid aç¬ölçme fonksiyonuyla birlikte bir aç¬ölçer geometri modeli oluş-

turaca¼g¬aşikard¬r. Bu modele -yani [R2; LE; dm;mE] sistemine- al¬̧s¬lageldi¼gi gibi

m-düzlemi diyece¼giz ve R2m ile gösterece¼giz.

Aşa¼g¬daki teorem, [R2; LE] sisteminde dm metri¼gi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda her

do¼grunun bir cetvele sahip oldu¼gunu gösterir. Teoremde m gösterimlerinin kar¬̧s-

mamas¬ için, Bölüm 1�de tan¬mlanan lm;b yerine ln;b al¬nm¬̧st¬r. Böylece, a; n ve

b sabit reel say¬lar olmak üzere la = f(x; y) 2 R2 : x = ag kümesi dikey do¼grular¬;

ln;b = f(x; y) 2 R2 : y = nx+ bg kümesi de dikey olmayan do¼grular¬temsil edecektir.

Teorem 4.2.1 [R2; LE; dm] sisteminde f1 : la ! R; f1(a; y) = y[(umaxf1; jmjg +

vminf1; jmjg)=
p
1 +m2 ] fonksiyonu dikey do¼grular için; f2 : ln;b ! R; f2(x; y) =

x
�
(umaxfj1 +mnj ; jm� njg+ vminfj1 +mnj ; jm� njg)=

p
1 +m2

�
fonksiyonu da

dikey olmayan do¼grular için cetveldir.

·Ispat: Önce f1 ve f2 fonksiyonlar¬n¬n bire-bir ve örten olduklar¬n¬gösterelim:

P;Q 2 la ise, y1; y2 2 R olmak üzere P = (a; y1) ve Q = (a; y2) yaz¬labilir. E¼ger

f1(a; y1) = f1(a; y2) ise, y1 = y2 dolay¬s¬yla P = Q olaca¼g¬aşikard¬r. Ayr¬ca, her t 2

R için f1(a; y) = t olacak şekilde y = [t
p
1 +m2=(umaxf1; jmjg+ vminf1; jmjg)] 2

R -dolay¬s¬yla (a; y) 2 la- vard¬r. O halde f1 fonksiyonu bire-bir ve örtendir.

P;Q 2 ln;b ise, x1; x2 2 R, y1 = nx1+b ve y2 = nx2+b olacak şekilde P = (x1; y1)

ve Q = (x1; y2) yaz¬labilir. Bu durumda n =
y1�y2
x1�x2 olur. E¼ger f2(x1; y1) = f2(x2; y2)

ise, x1 = x2 ve dolay¬s¬yla y1 = y2 olaca¼g¬aşikard¬r. O halde P = Q. Ayr¬ca, her
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t 2 R için f2(x; y) = t olacak şekilde x = [t
p
1 +m2=(umaxfj1 +mnj ; jm� njg +

vminfj1 +mnj ; jm� njg)] 2 R ve y = (nx+ b) 2 R -dolay¬s¬yla (x; y) 2 ln;b- vard¬r.

O halde f2 fonksiyonu da bire-bir ve örtendir.

Son olarak her P;Q 2 la için jf1(P )� f1(Q)j = dm(P;Q), ve her P;Q 2 ln;b için

jf2(P )� f2(Q)j = dm(P;Q) eşitliklerinin geçerli oldu¼gu gösterelim:

P = (a; y1); Q = (a; y2) 2 la olsun. Buna göre,

jf1(P )� f1(Q)j = jy1 � y2j
��(umaxf1; jmjg+ vminf1; jmjg)=p1 +m2

��
=
��(umaxfjy1 � y2j ; jm(y1 � y2)jg+ vminfjy1 � y2j ; jm(y1 � y2)jg)=p1 +m2

��
= (u�PQ + v�PQ)=

p
1 +m2 = dm(P;Q) dir.

P = (x1; y1); Q = (x2; y2) 2 ln;b, u0 = u=
p
1 +m2 ve v0 = v=

p
1 +m2 olsun.

Buna göre,

jf2(P )�f2(Q)j = jx1�x2j ju0maxfj1+mnj ; jm�njg+ v0minfj1+mnj ; jm�njgj

=

������ u
0maxfj(x1 � x2) +m(y1 � y2)j ; jm(x1 � x2)� (y1 � y2)jg+

v0minfj(x1 � x2) +m(y1 � y2)j ; jm(x1 � x2)� (y1 � y2)jg

������
= (u�PQ + v�PQ)=

p
1 +m2 = dm(P;Q) dir.

·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.

Krause [40]�de taksi düzlemin Öklidyen geometri aksiyomlar¬n¬sa¼glay¬p sa¼gla-

mad¬¼g¬n¬incelemi̧s ve taksi düzlemin, KAK aksiyomu hariç tüm Öklidyen geometri

aksiyomlar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬n¬ göstermi̧stir. Ancak KAK aksiyomu sa¼glanmad¬¼g¬ndan,

taksi düzlemin Öklidyen geometri modeli olmad¬¼g¬, dolay¬s¬yla Öklid-d¬̧s¬geometriler

s¬n¬f¬nda oldu¼gunu belirtmi̧stir. Bu k¬s¬mda ayn¬yaklaş¬m kullan¬larakm-düzleminin

Öklidyen geometri aksiyomlar¬n¬sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬n¬inceleyece¼giz. Görece¼giz ki,

varaca¼g¬m¬z sonuç Krause�nin sonucuna benzer olacakt¬r.

Konum aksiyomlar¬olarak bilinen ilk iki aksiyom nokta ve do¼grularla ilgilidir ve

Öklidyen analitik düzlemde geçerli oldu¼gundan m-düzlemde de geçerlidir.

[E1] Verilen iki noktay¬içeren birtek do¼gru vard¬r.

[E2] Her do¼gru en az iki nokta içerir. P kümesi do¼grusal olmayan en az üç nokta

içerir.
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Bir sonraki üç aksiyom metrik olma özellikleridir ve Teorem 4.1.1�de dm nin

metrik oldu¼gu gösterilmi̧stir.

[E3] Her s¬ral¬ (A;B) nokta çifti için dm, negatif olmayan bir dm (A;B) say¬s¬n¬

belirtir. Ayr¬ca dm (A;B) = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul A = B olmas¬d¬r.

[E4] Her A ve B noktalar¬için dm (A;B) = dm (B;A) dir.

[E5] Her A, B ve C noktalar¬için dm (A;B) + dm (B;C) � dm (A;C) dir.

Alt¬nc¬aksiyom her do¼grunun cetvele sahip oldu¼gunu garantiler ve Teorem 4.2.1�de

her do¼grunun cetvele sahip oldu¼gu gösterilmi̧stir.

[E6] Verilen her l do¼grusu için bir fl : l ! R fonksiyonu vard¬r öyleki tüm A;B

noktalar¬için jfl (A)� fl (B)j = dm (A;B) dir.

Yedinci aksiyom düzlem ay¬rma aksiyomudur ve arada olma kavram¬de¼gi̧smedi¼gin-

den Öklidyen analitik düzlemde oldu¼gu gibi m-düzlemde de geçerli olacakt¬r.

[E7] Verilen her l do¼grusu için P nin aşa¼g¬daki üç koşulu sa¼glayan H1 ve H2 gibi iki

alt kümesi vard¬r.

(i) H1 ve H2 konvekstir.

(ii) H1 [H2 = P� l dir.

(iii) A 2 H1 ve B 2 H2 ise AB \ l 6= ? dir.

Bir sonraki dört aksiyom aç¬ölçme aksiyomlar¬d¬r. m-düzlemindeki aç¬ölçme

aksiyomu Öklidyen analitik düzlemdeki aç¬ölçme aksiyomu ile ayn¬oldu¼gundan bu

aksiyomlar geçerli olacakt¬r.

[E8] mE; her bir aç¬için 0 ile 180 aras¬nda de¼gi̧sen bir reel say¬ile belirtilir.

[E9] H yar¬düzleminin kenar¬üzerinde bir AB ¬̧s¬n¬ve 0 ile 180 aras¬nda herhangi

bir r reel say¬s¬verilsin. Bu durumda P 2 H olmak üzere mE(\PAB) = r olacak
şekilde bir tek AP ¬̧s¬n¬vard¬r.

[E10] E¼ger D noktas¬\ABC nin iç bölgesinde ise, mE\ABD + mE\DBC =

mE\ABC dir.
[E11] E¼ger B; A ile C aras¬nda ve D =2  !AC ise, mE\ABD +mE\DBC = 180 dir.

On ikinci aksiyom KAK aksiyomudur vem-düzlemde geçerli de¼gildir. Bu aksiyo-

mun geçerli olmad¬¼g¬Örnek 4.2.1 de gösterilmi̧stir.
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[E12] ·Iki üçgenin köşe noktalar¬aras¬nda bire-bir bir eşleme verilsin. E¼ger birinci

üçgenin iki kenar¬ve aralar¬ndaki aç¬, ikinci üçgenin kaŗs¬l¬k gelen kenarlar¬na ve

aç¬ya eş ise bu üçgenler eştir.

Son aksiyom paralellik aksiyomudur ve sadece nokta ve do¼grularla ilgilidir. Ök-

lidyen analitik düzlemde geçerli oldu¼gundan m-düzlemde de geçerli olacakt¬r.

[E13] l do¼grusu d¬̧s¬nda bir P noktas¬verilsin. Bu durumda P noktas¬ndan geçen

ve l do¼grusuna paralel olan bir tek do¼gru vard¬r.

Aşa¼g¬daki örnek, m-düzleminde kenar-aç¬-kenar aksiyomunun sa¼glanmad¬¼g¬n¬-

dm uzakl¬¼g¬için (4.1.3) eşitli¼gini kullanarak- gösterir. Örnekte kullan¬lan m, u ve v

reel say¬lar¬dm fonksiyonunda kullan¬lan de¼gerlerle ayn¬d¬r.

Örnek 4.2.1 Düzlemde m 2 R e¼gimli bir l do¼grusu alal¬m ve u; v 2 R u � v �

0 6= u olmak üzere, kenarlar¬n¬n Öklidyen uzakl¬klar¬dE(A;B) = 1, dE(B;C) = 1,

dE(A;C) =
p
2, dE(D;E) = u

p
2=(u+ v), dE(E;F ) = u

p
2=(u+ v) ve dE(D;F ) =

2u=(u+ v) olan ABC ve DEF dik üçgenlerini Şekil 4.2.1�deki gibi çizelim.

Şekil 4.2.1

Bu durumda, bu do¼gru parçalar¬n¬n m-uzakl¬klar¬ (4.2.1) eşitli¼gi kullan¬larak ko-

layca bulunur: dm(A;B) = u, dm(B;C) = u, dm(A;C) = u + v, dm(D;E) = u,

dE(E;F ) = u ve dE(D;F ) = 2u2=(u + v) dir. Burada u 6= (
p
2 � 1)v iken

u + v 6= 2u2=(u + v) dir. O halde bu örnek, u 6= (
p
2 � 1)v iken m-düzlemde

KAK aksiyomunun sa¼glanmad¬¼g¬n¬gösterir. Benzer bir örnek u = (
p
2� 1)v duru-

munda da bu aksiyomun sa¼glanmayaca¼g¬n¬gösterir: Yine düzlemde m 2 R e¼gimli

bir l do¼grusu alal¬m ve u; v 2 R u � v � 0 6= 0 olmak üzere, kenarlar¬n¬n Öklidyen

uzakl¬klar¬dE(A;B) = 2, dE(B;C) = 1, dE(A;C) =
p
5, dE(D;E) = u

p
5=(2u+ v),
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dE(E;F ) = 2u
p
5=(2u + v) ve dE(D;F ) = 5u=(2u + v) olan ABC ve DEF dik

üçgenlerini Şekil 4.2.2�deki gibi çizelim.

Şekil 4.2.2

Bu durumda, bu do¼gru parçalar¬n¬n m-uzakl¬klar¬ (4.2.1) eşitli¼gi kullan¬larak ko-

layca bulunur: dm(A;B) = 2u, dm(B;C) = u, dm(A;C) = 2u + v, dm(D;E) = u,

dE(E;F ) = 2u ve dE(D;F ) = 5u2=(2u+ v) dir. Burada u = (
p
2� 1)v iken -hatta

u 6= (
p
5 � 2)v iken- 2u + v 6= 5u2=(2u + v) dir. Aç¬kça, e¼ger aksiyom sa¼glansayd¬

dm(A;C) = dm(D;E) olmal¬yd¬. O halde m-düzleminde KAK aksiyomu sa¼glamaz.

Sonuç olarak, m-düzlemi Öklid-d¬̧s¬geometriler s¬n¬f¬ndad¬r. �
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4.3 m-Düzleminde Baz¬Özellikler

Bu k¬s¬mda önce, m düzleminde "birim çember", "bir noktan¬n bir do¼gruya uzak-

l¬¼g¬" ve "iki noktan¬n en k¬sa uzakl¬k kümesi" kavramlar¬i̧slenecek; daha sonra da

iki nokta aras¬ndaki m ve Öklid uzakl¬klar¬aras¬nda fonksiyonel bir ba¼g¬nt¬oldu¼gu

gösterilip bunun baz¬sonuçlar¬verilecektir.

4.3.1 m-Düzleminde Birim Çember

Bu metrik geometriye ait çemberleri tan¬mak için birim çembere bakmak yeterli

olacakt¬r. Al¬̧s¬lageldi¼gi gibi, m düzleminde orijine m uzakl¬¼g¬1 br olan noktalar¬n

geometrik yerine birim m çember denir. Aç¬kça, m-düzleminde (0; 0) noktas¬na m-

uzakl¬¼g¬1 br olan (x; y) noktalar¬

(umaxfjx+myj ; jmx� yjg+ vminfjx+myj ; jmx� yjg)�
p
1 +m2 = 1 (4.3.1)

denklemini sa¼glar. Bu denklemin geometrik yerinin k =
p
1 +m2 için A1 =

�
1
uk
; m
uk

�
,

A2 =
�

1�m
(u+v)k

; 1+m
(u+v)k

�
, A3 =

��m
uk
; 1
uk

�
, A4 =

�
�1�m
(u+v)k

; 1�m
(u+v)k

�
, A5 =

��1
uk
; �m
uk

�
, A6 =�

m�1
(u+v)k

; �1�m
(u+v)k

�
, A7 =

�
m
uk
; �1
uk

�
ve A8 =

�
1+m
(u+v)k

; m�1
(u+v)k

�
olmak üzere, A1A2, A2A3,

A3A4, A5A6, A6A7, A7A8 ve A8A1 do¼gru parçalar¬n¬n birleşimi oldu¼gunu görmek zor

de¼gildir. Bununla birlikte, bu do¼gru parçalar¬n¬n birleşimi; e¼ger u = v ise köşeleri

A1, A3, A5 ve A7 olan bir kare, e¼ger v = 0 ise köşeleri A2, A4, A6 ve A8 olan bir

kare, ve son olarak e¼ger 0 < v=u < 1 ise köşeleri A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7 ve A8

olan bir sekizgendir. Özel olarak v=u =
p
2� 1 ise bu sekizgen Öklidyen düzgünür

(Bkz: Şekil 4.3.1).

Şekil 4.3.1
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Böylece m düzlemindeki birim m çemberlerleri, dolay¬s¬yla da genel olarak m

çemberleri tan¬m¬̧s olduk. Şimdi ilk akla gelen sorulardan biri, herhalde, bir m

çemberinin çevresinin çap¬na oran¬n¬n, yani �m de¼gerinin kaç oldu¼gudur. m düzlemi

içindeki her m çemberi Öklidyen anlamda birbirinin benzeri olaca¼g¬ndan, bu oran¬n

sabit olaca¼g¬ aşikard¬r. Basit, fakat uzun say¬labilecek ve burada vermeye gerek

olmayan hesaplamalarla �m = 4(u2 + v2)�(u2 + uv) bulunur. Dikkat edilirse �m,

-beklendi¼gi gibi- m den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Bir sonraki k¬s¬mda,m çemberlerin tipleri hakk¬nda edindi¼gimiz bilgiler sayesinde

m düzleminde bir noktan¬n bir do¼gruya olan uzakl¬¼g¬n¬kolayca hesaplayabilece¼gimiz

bir formül verece¼giz.

4.3.2 Bir Noktan¬n Bir Do¼gruya m-Uzakl¬¼g¬

m-düzleminde bir P noktas¬n¬n bir l do¼grusuna olan m-uzakl¬¼g¬, al¬̧s¬lageldi¼gi

üzere

dm(P; l) = min
X2l
dm(P;X) (4.3.2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu uzakl¬k, geometrik olarak P noktas¬n¬merkez kabul eden ve l

do¼grusuyla en az bir ortak noktas¬olanm çemberlerinin en küçü¼günün yar¬çap uzun-

lu¼gu olarak düşünülebilir. Bununla birlikte, aranan çember, l do¼grusunu kesmeyen

P merkezli bir m çemberini do¼gruya de¼gene kadar büyütmekle elde edilebilir (Bkz:

Şekil 4.3.2). Bu düşünceler, verilen bir noktan¬n bir do¼gruya olan m-uzakl¬¼g¬n¬

bulmak için kullan¬̧sl¬d¬r. Bunun sebebi m çemberinin çokgen oluşudur. Aç¬kça,

istedi¼gimiz uzakl¬¼g¬bulmak için arad¬¼g¬m¬z m çemberi, do¼gruya köşe noktalar¬ndan

birinde te¼gettir ya da bir kenar do¼gru üzerinde olur (Bkz: Şekil 4.3.2).

Şekil 4.3.2
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Bununla birlikte, bir kenar¬n do¼gru üzerinde olmas¬da m çemberinin do¼gruya te¼get

olmas¬durumu gibi düşünülebilir. Sonuç olarak, istenen uzakl¬k, bir köşesi do¼gru

üzerinde olan P merkezli m çemberlerinin yar¬çaplar¬n¬n en küçü¼güdür. Aşa¼g¬daki

teorem bu düşüncelerin bir ürünüdür:

Teorem 4.3.1 Düzlemde, P = (x0; y0) noktas¬n¬n, denklemi ax+ by + c = 0 olan l

do¼grusuna m-uzakl¬¼g¬

dm(P; l) =

8>>>><>>>>:
jax0+by0+cj

p
1+m2

maxf ja+bmju
;
jam�bj

u g
; u = v

jax0+by0+cj
p
1+m2

maxf ja(1�m)+b(1+m)ju+v
;
ja(1+m)�b(1�m)j

u+v g ; v = 0

jax0+by0+cj
p
1+m2

maxf ja+bmju
;
jam�bj

u
;
ja(1�m)+b(1+m)j

u+v
;
ja(1+m)�b(1�m)j

u+v g ; 0 < v=u <1

(4.3.3)

eşitli¼giyle hesaplanabilir.

·Ispat: Altbölüm 4.3.1�de verilen bilgiler do¼grultusunda, P = (x0; y0) merkezli

bir m çemberinin herhangi kaŗs¬l¬kl¬iki köşesinden geçen do¼grunun P noktas¬ndan

geçece¼gi aşikard¬r. Bu do¼grular¬n denklemleri basit hesaplamalarla kolayca aşa¼g¬daki

gibi bulunur:

(i) E¼ger u = v ise, m çemberinin kaŗs¬l¬kl¬köşelerini birleştiren iki do¼gru vard¬r:

d1 : mx� y �mx0 + y0 = 0 ve d2 : x+my � x0 �my0 = 0.

(ii) E¼ger v = 0 ise, m çemberinin kaŗs¬l¬kl¬köşelerini birleştiren iki do¼gru vard¬r:

d3 : (m� 1)x� (1 +m)y � (m� 1)x0 + (1 +m)y0 = 0 ve

d4 : (1 +m)x+ (m� 1)y � (1 +m)x0 � (m� 1)y0 = 0.

(iii) E¼ger 0 < v=u < 1 ise, m çemberinin kaŗs¬l¬kl¬köşelerini birleştiren dört do¼gru

vard¬r: Bunlar yukar¬da ifade edilen d1, d2, d3 ve d4 do¼grular¬d¬r.

Bu do¼grulardan hiçbirinin l do¼grusuna paralel olmad¬¼g¬n¬ve d1, d2, d3, d4 do¼gru-

lar¬n¬n l do¼grusuyla kesi̧simlerinin s¬ras¬yla, P1, P2, P3 ve P4 noktalar¬ oldu¼gunu

kabul edelim (Bkz: Şekil 4.3.3). Bu k¬s¬m¬n baş¬ndaki tart¬̧smalar¬m¬zdan, P nok-

tas¬n¬n l do¼grusuna olan m-uzakl¬¼g¬n¬n

dm(P; l)=

8>>><>>>:
minfdm(P; P1); dm(P; P2)g ; u = v

minfdm(P; P3); dm(P; P4)g ; v = 0

minfdm(P; P1); dm(P; P2); dm(P; P3); dm(P; P4)g ; 0<v=u<1

(4.3.4)
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Şekil 4.3.3

olaca¼g¬aşikard¬r. Hesaplamalarla, noktalar¬n koordinatlar¬

P1 =
�
bmx0�by0�c

a+bm
; �amx0+ay0�cm

a+bm

�
, P2 =

��bx0�bmy0�mc
am�b ; ax0+amy0+c

am�b
�
,

P3 =
�
b(1+m)x0�b(1�m)y0�(1�m)c

a(1�m)+b(1+m) ; �a(1+m)x0+a(1�m)y0�(1+m)c
a(1�m)+b(1+m)

�
ve

P4 =
�
�b(1�m)x0�b(1+m)y0�(1+m)c

a(1+m)�b(1�m) ; a(1�m)x0+a(1+m)y0+(1�m)c
a(1+m)�b(1�m)

�
şeklinde; aranan uzakl¬klar da (4.1.3) eşitli¼gi kullan¬larak kolayca

dm(P; P1) =
jax0+by0+cj

p
1+m2

ja+bmj
u

, dm(P; P2) =
jax0+by0+cj

p
1+m2

jam�bj
u

,

dm(P; P3) =
jax0+by0+cj

p
1+m2

ja(1�m)+b(1+m)j
u+v

, dm(P; P4) =
jax0+by0+cj

p
1+m2

ja(1+m)�b(1�m)j
u+v

şeklinde bulunur. Burada m de¼geri �a=b, b=a, (a + b)=(a � b) ve �(a � b)=(a + b)

de¼gerlerini alamayaca¼g¬ndan, u > 0 oldu¼gundan ve son olarak, a ve b nin ikisi bir-

den s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan verilen ifadelerin hepsinin tan¬ml¬oldu¼guna dikkat ediniz.

Aç¬kça, paylar¬ayn¬olan kesirli ifadenin minimumu, paydas¬maksimum oland¬r. Bu

gerçek, d1, d2, d3 ve d4 do¼grular¬ndan hiçbirinin l do¼grusuna paralel olmad¬¼g¬du-

rumda, teoremde verilen formülün geçerli oldu¼gunun ispat¬n¬tamamlar. E¼ger bu

do¼grulardan biri l do¼grusuna paralel ise, aç¬kça P1, P2, P3 ve P4 noktalar¬ndan biri

var olmayacakt¬r. Böylece P noktas¬n¬n var olmayan bir noktaya uzakl¬¼g¬da söz

konusu olmayacakt¬r. Dolay¬s¬yla (4.3.4) eşitli¼ginde ilgili uzakl¬k ç¬kar¬lacakt¬r. An-

cak bu durumda (4.3.3) eşitli¼gindeki paydalarda, maksimumu al¬nacak s¬f¬rdan farkl¬

de¼ger veya de¼gerlerin yan¬na sadece bir s¬f¬r eklenmi̧s olacak ve sonuç de¼gi̧smeyecek-

tir. O halde, d1, d2, d3 ve d4 do¼grulardan biri l do¼grusuna paralel oldu¼gunda da

(4.3.3) eşitli¼gi geçerlidir. Bu do¼grular¬n en çok birinin l do¼grusuna paralel olaca¼g¬

aç¬kt¬r. ·Ispat tamamlanm¬̧st¬r.
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4.3.3 ·Iki Noktan¬n En K¬sa m-Uzakl¬k Kümesi

A ve B, m-düzleminde farkl¬ iki nokta olmak üzere, dm(A;X) + dm(X;B) =

dm(A;B) özelli¼gini sa¼glayan tüm X noktalar¬n¬n kümesine A ve B noktalar¬n¬n en

k¬sa m uzakl¬k kümesi denir ve bu küme M(A;B) ile gösterilir. Kolayca görülebile-

ce¼gi üzere, Öklid düzleminde dE(A;X) + dE(X;B) = dE(A;B) özelli¼gini sa¼glayan

tümX noktalar¬n¬n kümesinin geometrik yeri bu iki noktay¬birleştiren do¼gru parça-

s¬d¬r. Ancak A ve B noktalar¬n¬n en k¬sa m-uzakl¬k kümesinin geometrik yeri bu iki

noktay¬birleştiren bir do¼gru parças¬olabilece¼gi gibi bir düzlemsel bölge de belirte-

bilecektir. Elde edilen düzlemsel bölgeler bu noktalar¬kaŗs¬l¬kl¬olarak köşe kabul

eden ve kenarlar¬ do¼grultu eksenlerine ya da bunlar¬n aç¬ortaylar¬na paralel olan

özel paralelkenar lard¬r. Düzlemde verilen A ve B noktalar¬n¬n en k¬sa m-uzakl¬k

kümesinin geometrik yerini bulmak için yap¬lan i̧slemler uzun ve s¬k¬c¬oldu¼gundan

burada vermiyoruz. Bununla birlikte, elde edilen sonuçlar¬bir şekille ifade edece¼giz.

Şekil 4.3.4, verilen iki noktan¬n en k¬sa m-uzakl¬k kümelesinin geometrik yerlerini

belirlemek için yeterli bilgi içermektedir.

4.3.4 Öklid ve m-Uzakl¬klar¬Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Düzlemde iki nokta aras¬ndaki Öklidyen ve m-uzakl¬klar¬n¬, bu iki noktadan

geçen do¼grunun e¼gimini kullanarak birbiri cinsinden yazmak mümkündür. Aşa¼g¬daki

teorem bu iki uzakl¬k aras¬ndaki ili̧skiyi verir. Teoremde k¬sal¬¼g¬sa¼glamak için u0 =

u=
p
1 +m2 ve v0 = v=

p
1 +m2 gösterimleri kullan¬lm¬̧st¬r.

Teorem 4.3.2 A ve B, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru üzerinde

bulunmayan iki nokta, n de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise,

�(n)=(1+n2)1=2�(u0maxfj1+mnj ; jm�njg+v0minfj1+mnj ; jm�njg) olmak üzere

dE(A;B) = �(n)dm(A;B) (4.3.5)

dir. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise,

dE(P;Q) = [1�(u0maxf1; jmjg+ v0minf1; jmjg)]dm(P;Q) (4.3.6)

dir.
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Şekil 4.3.4

·Ispat: A = (x1; y1) ve B = (x2; y2) kartezyen koordinat düzleminde iki nokta

olsun. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde de¼gilse, n = (y2 � y1)�(x2 � x1) dir.

Buradan kolayca dE(A;B) = jx2 � x1j (1 +m2)1=2 ve

dm(A;B) = jx2 � x1j (u0maxfj1+mnj ; jm�njg + v0minfj1+mnj ; jm�njg) eşitlik-

leri elde edilir. Bu iki eşitlik taraf tarafa oranlan¬rsa (4.3.5) eşitli¼gi bulunur. E¼ger

A ve B dikey bir do¼gru üzerinde ise, x1 = x2 dir. Bu durumda dE(A;B) = jy2 � y1j

ve dm(A;B) = jy2 � y1j (u0maxf1; jmjg + v0minf1; jmjg) olur. Bu iki eşitlik taraf

tarafa oranlan¬rsa da (4.3.6) eşitli¼gi elde edilir.

Bu teoremden hemen ç¬kar¬labilecek iki sonuç aşa¼g¬dad¬r:



107

Sonuç 4.3.3 A, B, C ve D düzlemde dört nokta olmak üzere, e¼ger AB ve CD do¼gru-

lar¬çak¬̧s¬k, paralel ya da birbirine dik ise,

dm(A;B) = dm(C;D), dE(A;B) = dE(C;D) (4.3.7)

dir.

·Ispat: AB ve CD do¼grular¬n¬n çak¬̧s¬k ve paralel olma durumlar¬nda önermenin

do¼grulu¼gu aç¬kt¬r. AB ve CD do¼grular¬n¬n birbirine dik olmas¬durumuna bakal¬m.

AB do¼grusu koordinat eksenlerinden birine paralel olsun. Bu durumda (4.3.5) veya

(4.3.6) eşitlikleri kullan¬larak dE(A;B) = [1�(u0maxf1; jmjg+v0minf1; jmjg)]dm(A;B)

ve dE(C;D) = [1�(u0maxf1; jmjg + v0minf1; jmjg)]dm(C;D) elde edilir. Böylece

dm(A;B) = dm(C;D) , dE(A;B) = dE(C;D): AB do¼grusu koordinat eksenle-

rine paralel olmas¬n. Bu durumda e¼ger AB do¼grusunun e¼gimi n ise, CD do¼grusu-

nun e¼gimi �1=n olur. (4.3.6) eşitli¼gi kullan¬l¬larak dE(A;B) = �(n)dm(A;B) ve

dE(C;D) = �(�1=n)dm(C;D) elde edilir. Do¼grudan bir hesaplamayla �(n) =

�(�1=n) bulunur. Böylece, bu durum için de dm(A;B) = dm(C;D) , dE(A;B) =

dE(C;D) sa¼glan¬r.

Sonuç 4.3.4 A, B ve C düzlemde do¼grudaş farkl¬üç nokta ise,

dm(A;C)�dm(C;B) = dE(A;C)�dE(C;B) (4.3.8)

dir.

·Ispat: E¼ger AB do¼grusu e¼gimi n olan, dikey olmayan bir do¼gru ise, (4.3.5)

eşitli¼ginden dE(A;C) = �(n)dm(A;C) ve dE(C;B) = �(n)dm(C;B) elde edilir. Bu

eşitliklerin taraf tarafa oran¬(4.3.8) eşitli¼gini verir. E¼ger AB do¼grusu dikey bir do¼gru

ise, (4.3.6) eşitli¼gi kullan¬larak, benzer şekilde (4.3.8) eşitli¼gi elde edilir.

Bir sonraki sonuç, uzunluk oranlar¬yla ilgili meşhur Thales teoreminin m-düz-

lemdeki benzeridir:

Sonuç 4.3.5 A, B ve C düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta olsun. A, B ve C

den farkl¬D ve E noktalar¬da s¬ras¬yla AB ve AC do¼grular¬üzerinde olsun. Buna
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göre, BC ve DE do¼grular¬n¬n paralel olmas¬için gerek ve yeter koşul,

dm(A;D)

dm(A;B)
=
dm(A;E)

dm(A;C)
=
dm(D;E)

dm(B;C)
(4.3.9)

eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: Öklid düzlemindeki Thales teoremi ve Sonuç 4.3.4�ün direkt sonucudur.

Yönlü uzunluk kavram¬, Öklid düzleminde tan¬mland¬¼g¬ gibi m-düzlemde de

tan¬mlanabilir. Aşa¼g¬daki tan¬mda düzlemde iki nokta aras¬ndaki yönlü m uzun-

luk kavram¬verilmi̧stir:

Tan¬m 4.3.1 A ve B, m-düzleminde yönlendirilmiş bir l do¼grusu üzerinde farkl¬iki

nokta olmak üzere

dm[A;B] =

8<: dm(A;B); AB do¼gru parças¬, l ile ayn¬yönde yönlendirilmi̧s ise

�dm(A;B); AB do¼gru parças¬, l ile z¬t yönde yönlendirilmi̧s ise

eşitli¼ginde verilen dm[A;B] say¬s¬na AB do¼gru parças¬n¬n yönlü m uzunlu¼gu denir.

Bu tan¬ma göre, do¼grudaş ve birbirinden farkl¬A, B ve C noktalar¬için aşa¼g¬-

dakiler geçerlidir:

(i) B noktas¬A ve C noktalar¬aras¬nda ise, (dm[A;B]�dm[B;C]) > 0 dir.

(ii) B noktas¬A ve C noktalar¬aras¬nda de¼gil ise, (dm[A;B]�dm[B;C]) < 0 dir.

Teorem 4.3.6 A, B ve X düzlemde do¼grudaş farkl¬üç nokta ise,

dm[A;X]�dm[X;B] = dE[A;X]�dE[X;B] (4.3.10)

dir.

·Ispat: Sonuç 4.3.4�ten uzunluk oranlar¬eşittir. Her iki tarafta yönler de ayn¬

oldu¼gundan eşitlik geçerlidir.

Aşa¼g¬daki iki sonuç s¬ras¬yla, yönlü uzunluk kavram¬yla ilgili meşhur Ceva ve

Menelaus teoremlerinin m-düzlemdeki benzerleridir:
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Sonuç 4.3.7 A, B ve C düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta olsun. A, B ve C

noktalar¬ndan farkl¬olan D, E ve F noktalar¬da s¬ras¬yla BC, AC ve AB do¼grular¬

üzerinde olsun. Buna göre; AB, BE ve CF do¼grular¬n¬n noktadaş ya da paralel

olmas¬için gerek ve yeter koşul,

dm[A;F ]

dm[F;B]
:
dm[B;D]

dm[D;C]
:
dm[C;E]

dm[E;A]
= 1

eşitliklerinin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: Öklid düzlemindeki Ceva teoremi ve Teorem 4.3.6�n¬n direkt sonucudur.

Sonuç 4.3.8 A, B ve C düzlemde do¼grudaş olmayan üç nokta olsun. A, B ve C

noktalar¬ndan farkl¬olan D, E ve F noktalar¬da s¬ras¬yla BC, AC ve AB do¼grular¬

üzerinde olsun. Buna göre; D, E ve F noktalar¬n¬n do¼grudaş olmas¬için gerek ve

yeter koşul,
dm[A;F ]

dm[F;B]
:
dm[B;D]

dm[D;C]
:
dm[C;E]

dm[E;A]
= �1 (4.3.12)

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

·Ispat: Öklid düzlemindeki Menelaus teoremi ve Teorem 4.3.6�n¬n direkt sonu-

cudur.

Uyar¬ 4.3.1 Öklid düzlemindeki Thales, Ceva ve Menelaus teoremleri, s¬ras¬yla

Sonuç 4.3.5, Sonuç 4.3.7 ve Sonuç 4.3.8�de dm yerine dE yazmakla elde edilebilir.
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4.4 m-Düzlemin ·Izometrileri

Bilindi¼gi gibi, [R2; LE; d] metrik geometri modelinin bir izometrisi; R2 den R2

ye, iki nokta aras¬ndaki d uzakl¬¼g¬n¬ koruyan bire-bir ve örten bir fonksiyondur.

Daha özel olarak, e¼ger f : R2 ! R2 bire-bir ve örten fonksiyonu her A;B 2 R2

için dE(A;B) = dE(f(A); f(B)) özelli¼gini sa¼gl¬yorsa, f ye Öklidyen düzlemin bir

izometrisi veya Öklidyen izometri ; her A;B 2 R2 için dm(A;B) = dm(f(A); f(B))

özelli¼gini sa¼gl¬yorsa da, f ye m-düzlemin bir izometrisi veya m izometri denir. Bu

konu içinde, öncem-uzakl¬¼g¬koruyan tüm Öklidyen izometrileri belirleyece¼giz; sonra

da m-düzleminin bunlardan başka bir izometrisi olmad¬¼g¬n¬gösterece¼giz. Böylece,

m-düzlemin tüm izometrilerini belirlemi̧s olaca¼g¬z. Bu i̧sleri yaparken olabildi¼gince,

zorlu analitik çözümlerden uzak durup bir anlamda sentetik diyebilece¼gimiz yollar¬

kullanaca¼g¬z.

Önerme 4.1.3 veya Sonuç 4.3.3 gere¼gince, aşa¼g¬daki dönüşümlerin iki nokta aras¬n-

daki m-uzakl¬¼g¬koruyan Öklidyen izometri olduklar¬aşikard¬r:

(1) Düzlemi tüm ötelemeleri (Bkz: Şekil 4.4.1),

(2) Bir nokta etraf¬nda �=2, � ve 3�=2 radyanl¬k dönmeler (Bkz: Şekil 4.4.2),

(3) Do¼grultu eksenlerine ya da bunlar¬n aç¬ortaylar¬na paralel olan do¼grulara -daha

aç¬k olarak e¼gimi m, �1m ,
m�1
1+m

ya da 1+m
1�m olan do¼grulara- göre yans¬malar (Bkz: Şekil

4.4.3).

Şekil 4.4.1 Şekil 4.4.2
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Şekil 4.4.3

Bununla birlikte, dm uzakl¬k fonksiyonunda v=u =
p
2�1 oldu¼gunda, yukar¬da veri-

len Öklidyen izometrilere ek olarak, iki nokta aras¬ndaki temel yolu daima yine bir

temel yola götürdü¼gü için, "bir nokta etraf¬nda �=4 radyanl¬k dönme" ve "y = mx

do¼grusuyla �=8 radyanl¬k aç¬yapan do¼grulara göre yans¬ma" da iki nokta aras¬ndaki

m-uzakl¬¼g¬korur (Bkz: Şekil 4.4.4). Böylece v=u =
p
2 � 1 durumunda m-uzakl¬¼g¬

koruyan Öklidyen izometrilere aşa¼g¬dakilerin de eklenece¼gi aşikard¬r:

(4) Bir nokta etraf¬nda �=4, 3�=4, 5�=4 ve 7�=4 radyanlanl¬k dönmeler,

(5) y = mx do¼grusuyla �=8, 3�=8, 5�=8 ve 7�=8 radyanl¬k aç¬yapan do¼grulara -daha

aç¬k olarak e¼gimi (1�
p
2)m�1

(1�
p
2)+m

; (1+
p
2)m�1

(1+
p
2)+m

; (1�
p
2)m+1

(1�
p
2)�m ya da (1+

p
2)m+1

(1+
p
2)�m olan do¼grulara-

göre yans¬malar.

Son olarak, ayn¬merkezli birim Öklidyen ve m çemberlere bak¬ld¬¼g¬nda kalan

Öklidyen izometrilerin m-uzakl¬¼g¬korumayaca¼g¬aşikard¬r (Bkz: Şekil 4.4.5).

Şekil 4.4.4 Şekil 4.4.5

Aşa¼g¬daki iki önerme, yukar¬daki gözlemlerimizi k¬saca ifade eder (k¬sal¬¼g¬sa¼gla-

mak için, y-eksenine paralel olan do¼grular¬n e¼gimlerini 1 ile gösterecek ve m = 0,

k 2 R-f0g iken k
m
!1 kabul edece¼giz):
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Önerme 4.4.1 (i) v=u 6=
p
2 � 1 iken, düzlemde bir nokta etraf¬nda � radyanl¬k

dönmenin R2m nin bir izometrisi olmas¬için gerek ve yeter koşul,

� 2 f t�
2
+ 2k� : 0 � t � 3; t; k 2 Zg olmas¬d¬r.

(ii) v=u =
p
2� 1 iken, düzlemde bir nokta etraf¬nda � radyanl¬k dönmenin R2m nin

bir izometrisi olmas¬için gerek ve yeter koşul, � 2 f t�
4
+ 2k� : 0 � t � 7; t; k 2 Zg

olmas¬d¬r.

Önerme 4.4.2 (i) v=u 6=
p
2 � 1 iken, düzlemde ax + by + c = 0 do¼grusuna göre

simetrinin R2m nin bir izometrisi olmas¬için gerek ve yeter koşul,

�a
b
2
�
m;� 1

m
; m�1
1+m

; 1+m
1�m

	
olmas¬d¬r.

(ii) v=u =
p
2� 1 iken, düzlemde ax+ by+ c = 0 do¼grusuna göre simetrinin R2m nin

bir izometrisi olmas¬için gerek ve yeter koşul,

�a
b
2
n
m;� 1

m
; m�1
1+m

; 1+m
1�m ;

(1�
p
2)m�1

(1�
p
2)+m

; (1+
p
2)m�1

(1+
p
2)+m

; (1�
p
2)m+1

(1�
p
2)�m ;

(1+
p
2)m+1

(1+
p
2)�m

o
olmas¬d¬r.

Aç¬kça, iki izometrinin bileşkesi yine bir izometridir. Böylecem-uzakl¬¼g¬koruyan

Öklidyen izometriler; tüm ötelemeler, Önerme 4.4.1�de verilen dönmeler, Önerme

4.4.2�de verilen yans¬malar ve bunlar¬n bileşkeleridir. Şimdi cevaplanmas¬gereken

"R2m nin bunlardan başka bir izometrisi var m¬d¬r?" sorusudur. Aşa¼g¬daki önerme

ve onun sonucu, bu soruyu cevaplarken kullan¬̧sl¬olacakt¬r.

Önerme 4.4.3 A ve B, R2m de farkl¬iki nokta, � : R2m ! R2m dönüşümü de R2m nin

bir izometrisi ise, �(M(A;B)) =M (�(A); �(B)) dir.

·Ispat: Y 2 �(M(A;B)) olsun. O halde
Y 2 �(M(A;B)) , Y = �(X) olacak şekilde 9X 2M(A;B)

, dm(A;X) + dm(X;B) = dm(A;B)

, dm(�(A); �(X)) + dm(�(X); �(B)) = dm(�(A); �(B))

, Y = �(X) 2M (�(A); �(B)) :

A ve B, R2m de farkl¬iki nokta; � : R2 ! R2 dönüşümü de R2m nin bir izometrisi

olsun. Buna göre, � M(A;B) nin köşelerini M (�(A); �(B)) nin köşelerine götürür

ve M(A;B) nin tipini korur.

Aşa¼g¬daki önerme, yukar¬daki sorunun cevab¬n¬n olumsuz oldu¼gunu gösterir.



113

Önerme 4.4.4 E¼ger bire-bir ve örten � : R2 ! R2 dönüşümü iki nokta aras¬ndaki

m-uzakl¬¼g¬koruyorsa, bu dönüşüm iki nokta aras¬ndaki Öklidyen uzakl¬¼g¬da korur;

yani, Öklidyen izometridir.

·Ispat: A ve B, do¼grultu eksenlerine ve bu eksenlerin aç¬ortaylar¬na paralel ol-

mayan bir do¼gru üzerindeki farkl¬ iki nokta; C, RAB nin A ve B den farkl¬ bir

köşesi; � da R2 üzerinde, 0 < v=u < 1 olmak üzere iki nokta aras¬ndaki m-uzakl¬¼g¬

koruyan ve �(A) = A0, �(B) = B0, �(C) = C 0 özelliklerine sahip bire-bir ve örten bir

dönüşüm olsun. Önerme 4.4.3 gere¼gince � ; M(A;C) yi M(A0; C 0) ye, M(B;C) yi

M(B0; C 0) ye veM(A;B) yi deM(A0; B0) ye dönüştürür. � iki noktan¬n en k¬sa uzak-

l¬k kümelerinin tiplerini korudu¼gundan,M(A0; C 0) veM(B0; C 0) birer do¼gru parças¬,

M(A0; B0) ise bir paralelkenard¬r. Buna göre, A0; C 0 ve B0; C 0 nokta çiftlerinin herbiri

do¼grultu eksenlerinden ya da bunlar¬n aç¬oraylar¬ndan birine paralel olan bir do¼gru

üzerinde; A0 ve B0 noktalar¬ise, bu eksenlere ve bunlar¬n aç¬ortaylar¬na paralel ol-

mayan bir do¼gru üzerinde yatar. Bu durumda, A0, B0 ve C 0 noktalar¬n¬n, dik aç¬s¬C 0

nde ve dik kenarlar¬do¼grultu eksenlerine ya da bunlar¬n aç¬ortaylar¬na paralel olan

bir dik üçgen oluşturaca¼g¬kolayca görülür. E¼ger dik kenarlar do¼grultu eksenlerine

paralel ise, Sonuç 4.3.3 gere¼gince dE(A;C) = dE(A
0; C 0) ve dE(B;C) = dE(B

0; C 0)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece, ABC üçgeniA0B0C 0 üçgenine eştir ve dE(A;B) = dE(A0; B0)

dir. E¼ger dik kenarlar do¼grultu eksenlerinin aç¬ortaylar¬na paralel ise, bu durumda

v=u =
p
2 � 1 olur ve yine dE(A;C) = dE(A

0; C 0) ve dE(B;C) = dE(B
0; C 0) elde

edilir. Böylece ABC üçgeni yine A0B0C 0 üçgenine eştir ve dE(A;B) = dE(A
0; B0)

dir. O halde, � bir Öklidyen izometridir. Burada, v = 0 ve v = 1 durumlar¬da

benzer şekilde görülür.

R2m deki, orijin etraf¬nda � 2 [0; 2�) radyanl¬k izometrik dönmelerin kümesini

Rm ile; orijinden geçen do¼grulara göre izometrik yans¬malar¬n kümesini de Sm ile

gösterelim. Bu gösterimlerle yukar¬daki önermeden aşa¼g¬daki sonucu do¼grudan elde

ederiz:

Sonuç 4.4.5 E¼ger � : R2m ! R2m; �(O) = O özell¼gini sa¼glayan bir izometri ise, ya

� 2 Rm ya da � 2 Sm dir.
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Sonuç olarak, e¼ger v=u 6=
p
2 � 1 ise, dört yans¬ma ve dört dönmeden oluşan

Om(2) = Rm [Sm ortogonal grubuna sahibiz. Bu grup, karenin simetriler grubudur

(dihedral grup D4). E¼ger v=u =
p
2 � 1 ise, sekiz yans¬ma ve sekiz dönmeden

oluşan Om(2) = Rm [ Sm ortogonal grubuna sahibiz. Bu grup da, Öklidyen düzgün

sekizgenin simetriler grubudur (dihedral grup D8). Aşa¼g¬daki son teorem, R2m nin

tüm izometrilerinin, T (2) düzlemin tüm ötelemelerini göstermek üzere, T (2)Om(2)

içinde oldu¼gunu gösterir.

Teorem 4.4.6 E¼ger f : R2m ! R2m bir izometri ise, f = TA � g olacak şekilde bir

tek TA 2 T (2) ve g 2 Om(2) vard¬r.

·Ispat: f , R2m nin bir izometrisi olsun. Ayr¬ca, A = (a1; a2) ve O = (0; 0) olmak

üzere f(O) = A olsun. Bir g fonksiyonu g = T�A � f şeklinde tan¬mlanabilir. Bu

durumda g nin bir izometri oldu¼gu açkt¬r. Bununla birlikte, g nin

g(O) = (T�A � f)(O) = �A+ f(O) = �A+ A = O

özelli¼gi de vard¬r. O halde, g 2 Om(2) ve f = TA � g. TA ve g nin tekli¼gi aşikard¬r.
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4.5 m-Düzleminde Pisagor Teoremi

Pisagor teoreminin bir m benzeri, m-düzleminde A aç¬s¬dik olan bir ABC üç-

geni için dm(B;C) = a, dm(A;C) = b ve dm(A;B) = c uzunluklar¬aras¬ndaki bir

ba¼g¬nt¬y¬ifade etmelidir. Bu k¬s¬mda, dik üçgenin m kenar uzunluklar¬na ek olarak

yaln¬zca bir parametre içeren iki kaŗs¬l¬k verilecektir. Burada şunu belirtmekte fayda

vard¬r: m, genel olarak bir parametredir; ancak m-düzlemi içinde, m veya sadece m

ye ba¼gl¬ifadeler parametre de¼gildir. Çünkü m belirlendi¼ginde bu ifadeler yaln¬zca

birer reel say¬ olacakt¬r. Ayr¬ca burada u ve v reel saylar¬n¬da birer parametre

olarak görmeyece¼giz (Bkz: Uyar¬4.1.1).

Kartezyen koordinat düzleminde iki nokta aras¬ndaki Öklid ve m-uzakl¬klar¬n¬

birbirine dönüştürmeye yarayan bir ba¼g¬nt¬veren Teorem 4.3.2�yi, aşa¼g¬da bir yard¬mc¬

teorem olarak aynen veriyoruz:

Yard¬mc¬Teorem 4.5.1 A ve B, kartezyen koordinat düzleminde dikey bir do¼gru

üzerinde bulunmayan iki nokta, n de bu iki noktadan geçen do¼grunun e¼gimi ise,

�(n)=(1+n2)1=2�(u0maxfj1+mnj ; jm�njg+v0minfj1+mnj ; jm�njg) olmak üzere,

dE(A;B) = �(n)dm(A;B) (4.5.1)

dir. E¼ger A ve B dikey bir do¼gru üzerinde bulunan iki nokta ise,

dE(P;Q) = [1�(u0maxf1; jmjg+ v0minf1; jmjg)]dm(P;Q) (4.5.2)

dir.

Do¼grudan hesaplanabilecek başka bir yararl¬gerçek de şudur:

Yard¬mc¬Teorem 4.5.2 E¼ger n s¬f¬rdan farkl¬bir reel say¬ve n0 = �1=n ise,

�(n) = �(n0) (4.5.3)

dir.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçeABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri

ters saat yönünde har�endirilmi̧s A aç¬s¬ dik olan bir üçgeni gösterecek ve daha



116

önce tan¬mland¬¼g¬ gibi bu üçgenin kenarlar¬n¬n Öklid uzunluklar¬ dE(B;C) = a,

dE(A;C) = b ve dE(A;B) = c, m uzunluklar¬da dm(B;C) = a, dm(A;C) = b ve

dm(A;B) = c olarak al¬nacakt¬r.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem, genelde b ve cÖklidyen uzunluklar¬ile b ve c m uzun-

luklar¬birbirinden farkl¬oldu¼gu halde bunlar¬n kaŗs¬l¬kl¬oranlar¬n¬n eşit oldu¼gunu

ifade eder:

Yard¬mc¬Teorem 4.5.3 ABC, kartezyen koordinat düzleminde köşeleri saat yönü-

nün tersine har�endirilmiş, A aç¬s¬dik olan bir üçgen ve dE(A;C) = b, dE(A;B) =

c, dm(A;C) = b ve dm(A;B) = c ise, b=c = b=c dir.

·Ispat: E¼ger ABC üçgeninin AB ve CD kenarlar¬koordinat ekenlerine paralel

ise, b = [1�(u0maxf1; jmjg + v0minf1; jmjg)]b ve c = [1�(u0maxf1; jmjg+

v0minf1; jmjg)]c olaca¼g¬ aç¬kt¬r. Böylece bu iki oran birbirine eşittir. ABC üç-

geninin dik kenarlar¬ndan biri koordinat eksenlerine paralel olmas¬n. Bu durumda

di¼ger dik kenar da koordinat eksenlerine paralel de¼gildir. Ancak kenarlar birbirine

dik oldu¼gundan, e¼ger AB do¼grusunun e¼gimi n ise, AC do¼grusunun e¼gimi �1=n dir.

Burada n0 = �1=n denirse, (4.5.1) eşitli¼ginden, c = �(n)c ve b =�(n0)b eşitlikleri

elde edilir. Fakat bu durumda (4.5.3) eşitli¼gi, b=c = b=c eşitli¼gini gerektirir.

Bu gerçekler yard¬m¬yla, verilen bir dik üçgenin m kenar uzunluklar¬aras¬nda,

bu uzunluklar hariç yaln¬zca bir parametreye -daha aç¬k olarak, dik kenarlardan

birinin e¼gimine ya da hipotenüsün e¼gimine- ba¼gl¬bir ba¼g¬nt¬oldu¼gunu gösterece¼giz.

Bununla birlikte e¼ger dik kenarlardan biri ya da hipotenüs koordinat eksenlerinden

birine paralel ise, dik üçgeninm kenar uzunluklar¬aras¬nda başka hiçbir parametreye

ba¼gl¬olmayan bir ba¼g¬nt¬oldu¼gunu görece¼giz.

Teorem 4.5.4 (i) E¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel

ise,

(u0maxf1; jmjg+ v0minf1; jmjg)a = u0maxfjb+ cmj ; jbm� cjg+

v0minfjb+ cmj ; jbm� cjg; (4.5.4)

(ii) e¼ger ABC üçgeninin dik kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil, hipotenüsü

(yani BC kenar¬) dikey de¼gil ve dik kenarlardan birinin e¼gimi n ise,
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(u0maxfj1 +mnj ; jm� njg+ v0minfj1 +mnj ; jm� njg)a =

u0maxfj(bn+ c) +m(cn� b)j ; jm(bn+ c)� (cn� b)jg+

v0minfj(bn+ c) +m(cn� b)j ; jm(bn+ c)� (cn� b)jg (4.5.5)

dir.

·Ispat: (i) Bilinen m-uzakl¬k tan¬m¬ndan a = u0maxfjbm� cj ; jcm+ bjg +

v0minfjbm� cj ; jcm+ bjg elde edilir. Yard¬mc¬Teorem 4.4.2 nin ispat¬nda verilen

b ve c de¼gerleri bu eşitlikte yerine konursa (4.4.4) eşitli¼gi elde edilir.

(ii) CBA aç¬s¬� ile gösterilsin. ABC üçgeninin ters saat yönünde har�endirilmesiyle

� n¬n pozitif ve dar olaca¼g¬na dikkat ediniz (Bkz: Şekil 4.5.1).

Şekil 4.5.1

AB kenar¬n¬n e¼gimi n, BC kenar¬n¬n e¼gimi de n1 olsun. Buna göre, AC kenar¬n¬n

e¼gimi �1=n = n0 olur ve tan � = (n�n1)�(1+nn1) eşitli¼gi elde edilir (bu son eşitlik,

iki aç¬n¬n farklar¬n¬n tanjant¬ formülünden kolayca elde edilir). Ayr¬ca Yard¬mc¬

Teorem 4.5.3 gere¼gince tan � = b=c = b=c dir. O halde,

b=c = (n� n1)�(1 + nn1) (4.5.6)

dir. Bu eşitlikten n1 çekilirse, n 6= �c=b olmak üzere,

n1 = (cn� b)�(bn+ c) (4.5.7)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi (4.5.1) eşitli¼gi, a2 = b2+c2 eşitli¼gine uygulan¬r ve Yard¬mc¬

Teorem 4.5.2 kullan¬l¬rsa

[�(n1)]
2a2 = [�(n)]2(b2 + c2) (4.5.8)
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eşitli¼gi elde edilir ki bu eşitlikten de kolayca

(u0maxfj1+mnj ; jm�njg+v0minfj1+mnj ; jm�njg)2a2=(1+n2)(b2+c2)

[(u0maxfj1 +mn1j ; jm� n1jg+ v0minfj1 +mn1j ; jm� n1jg)2�(1 + n21)]:(4.5.9)

eşitli¼gi elde edilir. (4.5.7) eşitli¼gindeki n1, (4.5.9) eşitli¼ginde yerine konursa bu denk-

lemin sa¼g taraf¬ (u0maxfj(bn+ c) +m(cn� b)j ; jm(bn+ c)� (cn� b)jg +

v0minfj(bn+ c) +m(cn� b)j ; jm(bn+ c)� (cn� b)jg)2 şeklinde k¬salt¬labilir. Son

olarak, her iki taraf¬n kare kökü al¬n¬p gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (4.5.5) eşitli¼gi

elde edilir. E¼gerAC kenar¬n¬n e¼gimi n olarak al¬n¬rsa, AC kenar¬n¬n e¼gimi n0 = �1=n

olur ve ispat¬m¬z (4.5.5) eşitli¼ginde n yerine n0 konularak elde edilen (4.5.50) eşitli¼gini

verir. Fakat (4.5.50) eşitli¼gi jnj ile çarp¬l¬rsa (4.5.5) eşitli¼gi elde edilir. Böylece, n dik

kenarlardan hangisinin e¼gimi olursa olsun, (4.5.5) eşitli¼gi do¼grudur.

Sonuç 4.5.5 E¼ger BC kenar¬, yani ABC üçgeninin hipotenüsü, koordinat eksen-

lerinden birine paralel ise,

a�(u0maxf1; jmjg+ v0minf1; jmjg) = (b2 + c2)�

(u0maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+ v0minfjbm+ cj ; jcm� bjg) (4.5.10)

dir.

·Ispat: ABC üçgeninin BC kenar¬koordinat eksenlerinden birine paralel olsun

(Bkz: Şekil 4.5.2). Bu durumda (4.5.10) eşitli¼gi, (4.5.8) eşitli¼ginin bir sonucu olarak

elde edilir. Şöyle ki, e¼ger BC kenar¬ x-eksenine paralel ise, n1 = 0 ve böylece

�(n1) = 1; e¼ger BC kenar¬y-eksenine paralel ise, n1 !1 ve böylece �(n1)! 1 dir.

Her iki durum için de (4.5.8) eşitli¼gi, AB kenar¬n¬n e¼gimi n olmak üzere,

[1�(u0maxf1; jmjg+v0minf1; jmjg)]2a2 = [(1+n2)1=2�(u0maxfj1 +mnj ; jm� njg+

minfj1 +mnj ; jm� njg)]2(b2 + c2) haline gelir.

Şekil 4.5.2
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Benzer üçgenler ve Yard¬mc¬Teorem 4.5.3 ten, BC yatay iken jnj = jAD=BDj =

jAC=ABj = b=c; BC dikey iken jnj = c=b elde edilir. Gerekli i̧slemler yap¬larak

(4.5.10) eşitli¼gine denk olan a2�(u0maxf1; jmjg + v0minf1; jmjg)2 = (b2 + c2)2�

(u0maxfjbm+ cj ; jcm� bjg+ v0minfjbm+ cj ; jcm� bjg)2 eşitli¼gi elde edilir.

Bir sonraki sonuç da Pisagor teoreminin birm benzeridir ve dik kenarlar¬n birinin

e¼gimi yerine hipotenüsün e¼gimini parametre olarak içerir.

Sonuç 4.5.6 E¼ger ABC üçgeninin hiçbir kenar¬koordinat eksenlerine paralel de¼gil

ise, BC kenar¬n¬n, yani hipotenüsün e¼gimi n1 olmak üzere,

a�(u0maxfj1 +mn1j ; jm� n1jg+ v0minfj1 +mn1j ; jm� n1jg) = (b2 + c2)�

[(u0maxfj(cn1 + b) +m(bn1 � c)j ; jm(cn1 + b)� (bn1 � c)jg+

v0minfj(cn1 + b) +m(bn1 � c)j ; jm(cn1 + b)� (bn1 � c)jg) (4.5.11)

dir.

·Ispat: AB kenar¬n¬n e¼gimi n ise, (4.5.6) eşitli¼ginden

n = (b+ cn1)�(c� bn1) (4.5.12)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikteki n nin eşitini, (4.5.5) eşitli¼ginde n yerine yaz¬p gerekli

sadeleştirmeler yap¬l¬rsa (4.5.11) eşitli¼gi bulunur.

Uyar¬4.5.1 AB kenar¬x-eksenine paralel, yani n = 0 iken, Teorem 4.5.4 ün ispat¬n-

daki (4.5.5) eşitli¼ginin elde edili̧si geçerli oldu¼gundan (4.5.5) eşitli¼gi, (4.5.4) eşitli¼gine

indirgenece¼gine dikkat ediniz. Benzer şekilde, BC kenar¬x-eksenine paralel, yani

n1 = 0 iken, (4.5.11) eşitli¼gi de (4.5.10) eşitli¼gine indirgenir. Buna ek olarak, (4.5.4)

ve (4.5.10) eşitlikleri, s¬ras¬yla AB veya BC kenarlar¬dikey iken, (4.5.5) eşitli¼ginin

n ! 1 ve (4.5.11) eşitli¼ginin n1 ! 1 iken limitleridir. Bunu görmek için, önce

(4.5.5) ve (4.5.10) eşitliklerinin (4.5.9) eşitli¼ginden elde edildi¼gine ve n ! 1 iken

�(n) ! 1 ve n1 ! c=b ((4.5.7) eşitli¼gine bak¬n¬z); n1 ! 1 iken �(n1) ! 1 ve

n ! �c=b ((4.5.12) eşitli¼gine bak¬n¬z) oldu¼guna dikkat ediniz. Böylece (4.5.9)

eşitli¼gi, n!1 iken (4.5.4) eşitli¼gine; n1 !1 iken (4.5.10) eşitli¼gine indirgenir. �
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Uyar¬4.5.2 E¼ger A aç¬s¬dik olan ABC üçgeni saat yönünde har�endirilirse b ve c

nin rolleri de¼gi̧sir. Böylece (4.5.4) eşitli¼gi

(u0maxf1; jmjg+ v0minf1; jmjg)a = u0maxfjc+ bmj ; jcm� bjg+

v0minfjc+ bmj ; jcm� bjg

şekline; (4.5.5) eşitli¼gi

(u0maxfj1 +mnj ; jm� njg+ v0minfj1 +mnj ; jm� njg)a =

u0maxfj(cn+ b) +m(bn� c)j ; jm(cn+ b)� (bn� c)jg+

v0minfj(cn+ b) +m(bn� c)j ; jm(cn+ b)� (bn� c)jg

şekline, (4.5.11) eşitli¼gi de

a�(u0maxfj1 +mn1j ; jm� n1jg+ v0minfj1 +mn1j ; jm� n1jg) = (b2 + c2)�

[(u0maxfj(bn1 + c) +m(cn1 � b)j ; jm(bn1 + c)� (cn1 � b)jg+

v0minfj(bn1 + c) +m(cn1 � b)j ; jm(bn1 + c)� (cn1 � b)jg)

şekline gelir. �

Şimdi, Teorem 4.5.4 ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 4.5.6 n¬n kaŗs¬t¬n¬n yanl¬̧s

oldu¼gunu -yani, m-düzleminde (4.5.5) ya da (4.5.11) eşitli¼gini sa¼glayan fakat hiç dik

aç¬s¬olmayan ABC üçgenlerinin var oldu¼gunu- gösteren bir örnek veriyoruz.

Örnek 4.5.1 ABC, AB kenar¬ y = mx do¼grusuna paralel ve A aç¬s¬ dik olan,

köşeleri ters saat yönünde har�endirilmi̧s bir üçgen ve b > c olmak üzere, dm(B;C) =

a, dm(A;C) = b, dm(A;B) = c olsun. C1, merkezi B noktas¬ve yar¬çap¬b olan m

çemberi olsun ve CD, bu çemberin, DAB aç¬s¬geni̧s olacak şekilde bir kenar¬olsun.

Son olarak, C 0, CD do¼grusu ile B noktas¬ndan geçip DA do¼grusuna paralel olan

do¼grunun kesi̧sim noktas¬olsun (Bkz: Şekil 4.5.3).
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Şekil 4.5.3

Şimdi, merkezi B noktas¬ve yar¬çap¬dm(B;C 0) olan C2 m çemberini çizersek, aç¬kça

C 0 noktas¬ C2 çemberinin bir köşesi olur ve C noktas¬ da C2 çemberi üzerinde

olur. Bu durumda C noktas¬, hem C1 hem de C2 m çemberi üzerinde oldu¼gu için

dm(B;C
0) = a ve dm(A;C 0) = b dir. O halde, ABC dik üçgenine Teorem 4.5.4

uygulan¬rsa, hiç dik aç¬s¬olmayan ABC 0 üçgeni için de geçerli olan

(u0maxfj1 +mnj ; jm� njg+ v0minfj1 +mnj ; jm� njg)a =

u0maxfj(bn+ c) +m(cn� b)j ; jm(bn+ c)� (cn� b)jg+

v0minfj(bn+ c) +m(cn� b)j ; jm(bn+ c)� (cn� b)jg

eşitli¼gi elde edilir. Böylece Teorem 4.5.4�ün kaŗs¬t¬n¬n, dolay¬s¬yla Sonuç 4.5.6�n¬n

kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬gösterilmi̧s olur. Burada Şekil 4.5.3�ün v=u = (
p
2 � 1)

durumuda çizildi¼gini, ancak verilen örne¼gin, tüm durumlar¬kapsad¬¼g¬n¬belirtelim.

�

Aşa¼g¬daki teorem, m-düzlemindeki bir üçgenin bir dik aç¬ya sahip olabilmesi

için gerek ve yeter bir koşul ifade eder. Yeterli koşul, asl¬nda Pisagor teoreminin

kaŗs¬t¬n¬n başka bir ifadesidir.

Teorem 4.5.7 ABC, m-düzlemde kenar uzunluklar¬dm(B;C) = a, dm(A;C) = b

ve dm(A;B) = c olan bir üçgen olsun; n1, n ve n0 de s¬ras¬yla BC, AB ve AC

kenarlar¬n¬n e¼gimlerini göstersin. Buna göre, A aç¬s¬n¬n dik olmas¬ için gerek ve
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yeter koşul, �(x)= (1+x2)1=2�(u0maxfj1+mxj ; jm�xjg+v0minfj1+mxj ; jm�xjg)

olmak üzere,

�(n1)a
2 = �(n)(b2 + c2) = �(n0)(b2 + c2) (4.5.13)

olmas¬d¬r.

·Ispat: E¼ger (4.5.13) eşitli¼gi geçerli ise, �(n) = �(n0) ve

�(n1)a
2 = �(n)b2 + �(n)c2 = �(n0)b2 + �(n0)c2

dir. O halde,

�(n1)a
2 = �(n)b2 + �(n0)c2 (4.5.14)

dir. (4.5.1) eşitli¼gini (4.5.14) eşitli¼gine uygulayarak a = dE(B;C), b = dE(A;C) ve

c = dE(A;B) olmak üzere a2 = b2+ c2 elde edilir. Pisagor teoreminin kaŗs¬t¬do¼gru

oldu¼gu için A aç¬s¬diktir.

Şimdi, tersine A aç¬s¬n¬n dik aç¬oldu¼gunu kabul edelim. O halde n0 = �1=n, ve

böylece Yard¬mc¬Teorem 4.5.2 den �(n) = �(n0) dir. Bu durumda (4.5.13) eşitli¼gi,

Teorem 4.5.4�ün ispat¬ndaki (4.5.8) eşitli¼ginin do¼grudan bir sonucudur.

Uyar¬4.5.3 Bilindi¼gi gibim-metri¼gi; taksi, maksimum, Çin dama ve �metriklerinin

bir genellemesidir. Bu sebeple, bu k¬s¬mda verilen Pisagor teoreminin m benzerleri,

Pisagor teoreminin taksi, maksimum, Çin dama ve � benzerlerini kapsamaktad¬r.

Şöyle ki, (4.5.4), (4.5.5), (4.5.10) ve (4.5.11) eşitlikleri m = 0 ve u = v = 1 için

s¬ras¬yla (2.1.3), (2.1.4), (2.1.9) ve (2.1.10) eşitliklerine; m = 0, u = 1 ve v = 0

için s¬ras¬yla (2.2.3), (2.2.4), (2.2.9) ve (2.2.10) eşitliklerine; m = 0, u = 1 ve

v = (
p
2 � 1) için s¬ras¬yla (2.3.3), (2.3.4), (2.3.9) ve (2.3.10) eşitliklerine; ve son

olarak m = 0, u = 1 ve v = (sec� � tan�) için s¬ras¬yla (2.4.3), (2.4.4), (2.4.9) ve

(2.4.10) eşitliklerine indirgenir. �
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4.6 Üç Boyutlu Uzayda m-Metri¼gi

ve Geometrik Yorumu

Düzlemde tan¬mlanm¬̧s olan m-uzakl¬¼g¬n¬, aşa¼g¬daki tan¬mla üç boyutlu uzaya

-yani R3 e- geni̧sletmek mümkündür. Bu tan¬m içinde verilen dm fonksiyonunun

düzlemde bir uzakl¬k ölçme fonksiyonu oldu¼gu, yani bu fonksiyonun, (1) "Her A;B 2

R3 için dm(A;B) � 0; dm(A;B) = 0 , A = B" ve (2) "Her A;B 2 R3 için

dm(A;B) = dm(B;A)" özeliklerini sa¼glad¬¼g¬; hatta bunlara ek olarak (3) (üçgen

eşitsizli¼gi) "Her A;B;C 2 R3 için dm(A;B) � dm(A;C) + dm(C;B)" özelli¼gini de

sa¼glayarak bir metrik belirtti¼gi Teorem 4.6.2 �de ispatlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.6.1 A = (x1; y1; z1) ve B = (x2; y2; z2) üç boyutlu uzayda iki nokta;

u, v ve m de u � v � 0 6= u özelli¼gindeki reel say¬lar olsun. Buna göre, p1 =

j(x1 � x2) +m(y1 � y2)j, p2 = jm(x1 � x2)� (y1 � y2)j, p3 = jz1 � z2j
p
1 +m2,

�AB = maxfp1; p2; p3g ve �AB = minfp1 + p2; p1 + p3; p2 + p3g olmak üzere

dm(A;B) = (u�AB + v�AB)�
p
1 +m2 (4.6.1)

eşitli¼giyle tan¬mlanan dm : R3 � R3 ! [0;1) fonkisyonuna m 3-uzakl¬k fonksiyonu,

dm(A;B) de¼gerine de A ve B noktalar¬aras¬ndaki m 3-uzakl¬k denir.

Uyar¬ 4.6.1 Uyar¬ 4.1.1�de bahsedilen konu burada da geçerlidir; yani tan¬mda

verilen u ve v reel say¬lar¬birer parametre olarak görülmemelidir. Daha aç¬k bir

ifadeyle, u ve v de¼gerleri aksi ifade edilmedikçe önceden belirlenmi̧s ve sabitlenmi̧s

olarak kabul edilecektir.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem dm fonksiyonunun R3 üzerinde bir metrik oldu¼gunu

ispatlamada kullan¬̧sl¬olacakt¬r:

Yard¬mc¬Teorem 4.6.1 A = (x1; y1; z1) ve B = (x2; y2; z2) üç boyutlu uzayda

iki nokta, ve p1; p2; p3 de¼gerleri de Tan¬m 4.6.1�de tan¬mland¬¼g¬ gibi olsun. E¼ger

maxfp1; p2; p3g=pj ise, her t 2 I = f1; 2; 3g için

dm(A;B) =

 
upj + v

P
i2I-fjg

pi

!
�
p
1 +m2 �

 
upt + v

P
i2I-ftg

pi

!
�
p
1 +m2 (4.6.2)
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dir.

·Ispat: E¼ger maxfp1; p2; p3g = pj ise, minfp1 + p2; p1 + p3; p2 + p3g = b
P

i2I-fjg
pi

oldu¼gu aşikard¬r. Böylece, aç¬kça dm(A;B) =

 
upj + v

P
i2I-fjg

pi

!
�
p
1 +m2. K¬sal¬¼g¬

sa¼glamak için u0 = u�
p
1 +m2, v0 = v�

p
1 +m2, L1 = dm(A;B), ve her t 2 I için

L2 = u
0pt + v

0P
i2I-ftg

pi eşitliklerini kullanal¬m. Buna göre

L1 � L2 = u0 (pj � pt) + v0
 P
i2I-fjg

pi �
P

i2I-ftg
pi

!
= u0 (pj � pt) + v0 (pt � pj)

= (u0 � v0) (pj � pt)

bulunur. Buradan, (u0 � v0) � 0, ve her t 2 I için (pj � pt) � 0 oldu¼gundan L1 � L2
elde edilir. O halde, her t 2 I için

dm(A;B) �
 
upt + v

P
i2I-ftg

pi

!
�
p
1 +m2

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Aşa¼g¬daki teorem, üç boyutlu uzayda tan¬ml¬dm uzakl¬k fonksiyonunun R3 üze-

rinde bir metrik belirtti¼gini ifade eder.

Teorem 4.6.2 Tan¬m 4.6.1�de verilen dm fonksiyonu bir metriktir.

·Ispat: Yap¬lmas¬gereken dm nin metrik olma özelliklerine sahip oldu¼gunu göster-

mektir. Aç¬kça, u > 0, v � 0, �AB � 0, �AB � 0 ve
p
1 +m2 � 0 oldu¼gundan

dm(A;B) � 0 dir. Bununla birlikte, "dm(A;B) = 0 , A = B" ve "her A,B 2 R3

için dm(A;B) = dm(B;A)" önermelerinin do¼gru oldu¼gu da aşikard¬r. O halde, dm (1)

ve (2) özelliklerine sahiptir. Son olarak dm nin (3) özelli¼gini -yani üçgen eşitsizli¼gini-

de sa¼glad¬¼g¬gösterilmelidir. Bunun için, R3 te A = (x1; y1; z1), B = (x2; y2; z2) ve

C = (x3; y3; z3) noktalar¬n¬göz önüne alal¬m.

K¬sal¬¼g¬sa¼glamak için yine u0 = u�
p
1 +m2, v0 = v�

p
1 +m2, I = f1; 2; 3g ve

p11 = j(x1 � x2) +m(y1 � y2)j, p12 = jm(x1 � x2)� (y1 � y2)j, p13 = jz1 � z2j,

p21 = j(x1 � x3) +m(y1 � y3)j, p22 = jm(x1 � x3)� (y1 � y3)j, p23 = jz1 � z3j,
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p31 = j(x2 � x3) +m(y2 � y3)j, p32 = jm(x2 � x3)� (y2 � y3)j, p33 = jz2 � z3j

eşitliklerini kullanal¬m. Böylece, do¼gruluklar¬kolayca görülebilecek

j(x1 � x2) +m(y1 � y2)j � j(x1 � x3) +m(y1 � z3)j+ j(x3 � x2) +m(y3 � y2)j,

jm(x1 � x2)� (y1 � y2)j � jm(x1 � x3)� (y1 � y3)j + jm(x3 � x2)� (y3 � y2)j ve

jz1 � z2j � jz1 � z3j + jz3 � z2j eşitsizliklerinden, her i 2 I için p1i � (p2i + p3i)

elde edilir. O halde, e¼ger �AB = maxfp11; p12; p13g = p1j ise

dm(A;B) = u
0p1j + v

0P
i2I-fjg

p1i

� u0(p2j + p3j) + v0
P

i2I-fjg
(p2i + p3i) = u

0p2j + v
0P
i2I-fjg

p2i + u
0p3j + v

0P
i2I-fjg

p3i

ve böylece dm(A;B) � u0p2j + v0
P

i2I-fjg
p2i + u

0p3j + v
0P
i2I-fjg

p3i dir.

Ayr¬ca, Yard¬mc¬Teorem 4.6.1�den

dm(A;C) � u0p2j + v
0P
i2I-fjg

p2i

dm(B;C) � u0p3j + v
0P
i2I-fjg

p3i

dir. O halde, dm(A;B) � dm(A;C)+dm(C;B) eşitsizli¼gi geçerlidir. ·Ispat tamamlan-

m¬̧st¬r.

Aşa¼g¬da, üç boyutlu uzayda iki nokta aras¬ndaki m-uzakl¬¼g¬başka bir yaklaş¬mla

ele al¬nm¬̧st¬r. Asl¬nda bu yaklaş¬m, iki nokta aras¬ndaki m 3-uzakl¬¼g¬n geometrik

anlam¬olarak düşünülebilece¼gi gibi, m 3-uzakl¬k �krinin de ç¬k¬̧s noktas¬d¬r.

A = (x1; y1; z1) ve B = (x2; y2; z2) üç boyutlu kartezyen koordinat uzay¬nda iki

nokta olsun. �X , �0X ve �
00
X deX noktas¬ndan geçen, s¬ras¬yla (1;m; 0), (�m; 1; 0) ve

(0; 0; 1) vektörlerine dik olan düzlemleri göstersin. Buna göre, A noktas¬n¬n, s¬ras¬yla

�B, �0B ve �
00
B (veya B noktas¬n¬n �A, �

0
A ve �

00
A düzlemlerine) Öklid 3-uzakl¬klar¬

l1 = dE(A;�B) = j(x1 � x2) +m(y1 � y2)j�
p
1 +m2

l2 = dE(A;�
0
B) = jm(x1 � x2)� (y1 � y2)j�

p
1 +m2

l3 = dE(A;�
00
B) = jz1 � z2j

oldu¼gundan, A ve B noktalar¬aras¬ndaki m 3-uzakl¬k

dm(A;B) = umax fl1; l2; l3g+ vminfl1 + l2; l1 + l3; l2 + l3g (4.6.3)
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eşitli¼giyle verilebilece¼gi aşikard¬r. Bu gerçe¼ge göre, A ve B noktalar¬ aras¬ndaki

m 3-uzakl¬k, belli do¼grultulardaki do¼gru parçalar¬ndan oluşan A dan B ye en k¬sa

yolun Öklid 3 uzakl¬¼g¬n¬n u kat¬d¬r (Bkz: Şekil 4.6.1). Aşa¼g¬daki şekillerde AB cisim

köşegenli dikdörtgenler prizmas¬n¬n AA0, A0B0 ve BB0 kenarlar¬, s¬ras¬yla (1;m; 0),

(�m; 1; 0) ve (0; 0; 1) do¼grultu vektörlerine sahipitir. Bu do¼grultu vektörlerine sahip

ve orijinden geçen do¼grulara do¼grultu eksenleri diyece¼giz.

Şekil 4.6.1

Uyar¬ 4.6.2 Kolayca görülebilece¼gi gibi, taksi, maksimum, Çin dama ve � 3-

uzakl¬klar¬m 3-uzakl¬¼g¬n özel halleridir: E¼ger dm de u = v = 1 ise, taksi 3-uzakl¬¼g¬

(dT ) içeren

dm(A;B) = (�AB + �AB)�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. Benzer şekilde, e¼ger dm de u = 1 ve v = 0 ise, maksimum
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3-uzakl¬¼g¬(dM) içeren

dm(A;B) = �AB�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. E¼ger dm de u = 1 ve v =
p
2 � 1 ise, Çin dama 3-uzakl¬¼g¬

(dC) içeren

dm(A;B) =
�
�AB + (

p
2� 1)�AB

�
�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. E¼ger dm de u = 1 ve � 2 [0; �=2) olmak üzere v = (sec��

tan�), � 2 [0; �=2) ise, � 3-uzakl¬¼g¬(d�) içeren

dm(A;B) = (�AB + (sec�� tan�)�AB)�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. E¼ger bu metrik ailelerini, s¬ras¬yla dT (m), dM(m), dC(m)

ve d�(m) ile gösterecek olursak dT (0)(A;B) = dT (A;B), dM(0)(A;B) = dM(A;B),

dC(0)(A;B) = dC(A;B) ve d�(0)(A;B) = d�(A;B) olaca¼g¬aşikard¬r. Bununla bir-

likte, e¼ger �AB > 0 ve � 2 (0; �=4) ise,

dM(m)(A;B) < dC(m)(A;B) < d�(m)(A;B) < dT (m)(A;B);

e¼ger �AB > 0 ve � 2 (�=4; �=2) ise,

dM(m)(A;B) < d�(m)(A;B) < dC(m)(A;B) < dT (m)(A;B)

eşitsizliklerinin do¼gruluklar¬kolayca gözlemlenebilir. Bu eşitsizliklere ek olarak e¼ger

�AB = 0 ise, A ve B noktalar¬n¬n do¼grultu eksenlerinden birine paralel olaca¼g¬ve

böylece

dM(m)(A;B) = d�(m)(A;B) = dC(m)(A;B) = dT (m)(A;B) = udE(A;B)

olaca¼g¬aç¬kt¬r. �

A = (x1; y1; z1) ve B = (x2; y2; z2) R3 te iki nokta olmak üzere, s¬ras¬yla A ve B

noktalar¬ndan geçen ve do¼grultu eksenlerine dik olan düzlemlerin -yani, i 2 f1; 2g

olmak üzere, mx�y�mxi+yi = 0, x+my�xi�myi = 0 ve z�zi = 0 düzlemlerinin-

s¬n¬rlad¬¼g¬prizmatik bölgeyi RAB ile gösterelim. AB do¼grusu do¼grultu eksenlerine

paralel oldu¼gunda bu bölgenin bir do¼gru parças¬; do¼grultu eksenlerinden birine dik

olan düzlem içinde oldu¼gunda dikdörtgensel bölge; di¼ger durumlarda prizmatik bölge
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olaca¼g¬aç¬kt¬r. Bununla beraber, RAB yi s¬n¬rlayan prizman¬n kenarlar¬n¬n Öklidyen

(veya m) uzunluklar¬n¬n maksimumu �AB ye, iki̧serli toplamlar¬n¬n minimumu da

�AB ye eşittir. Bu tan¬mlama ve (4.6.3) eşitli¼ginden aşa¼g¬daki iki önerme elde edilir:

Önerme 4.6.3 A, B ve C uzayda C 2 RAB özelli¼ginde üç nokta olsun. Buna göre,

dm(A;B) � dm(A;C) dir. Bununla birlikte, e¼ger AB do¼grusu do¼grultu eksenlerinden

birine paralel veya v > 0 ise, dm(A;B) = dm(A;C), B = C dir. E¼ger AB do¼grusu

do¼grultu eksenlerine paralel de¼gil ve v = 0 ise, RAB nin B noktas¬ndan geçen ve en

uzun kenar¬na dik olan yüzü Y olmak üzere, dm(A;B) = dm(A;C), C 2 Y dir.

·Ispat: A, B ve C düzlemde C 2 RAB özelli¼ginde üç nokta olsun. E¼ger AB

do¼grusu do¼grultu eksenlerine paralel ise RAB = [AB] ve �AB = �AC = 0 dir. Bu

durumda dm(A;B) = dm(A;C) , B = C oldu¼gu ve B 6= C ise dm(A;B) >

dm(A;C) oldu¼gu aç¬kt¬r. E¼ger AB do¼grusu do¼grultu eksenlerine paralel de¼gil ve

v > 0 ise, B 6= C , dm(A;B) > dm(A;C) dir. Çünkü bu durumda �AB > �AC

veya �AB > �AC olur. AB do¼grusu do¼grultu eksenlerine paralel de¼gil ve v = 0

iken, D noktas¬RAB nin dm(B;D) � dm(A;D) koşuluna uyan bir köşesi olmak

üzere, e¼ger C 2 [BD] ise, �AB = �AC , dolay¬s¬yla dm(A;B) = dm(A;C). E¼ger

dm(A;B) = dm(A;C) ise, �AB = �AC , dolay¬s¬yla C 2 [BD] bulunur.

Önerme 4.6.4 A, B, C ve D uzayda dört nokta olmak üzere, RAB ve RCD -

Öklidyen anlamda- eş ise, dm(A;B) = dm(C;D) dir.

·Ispat: Aç¬kça, RAB ve RCD eş ise �AB = �CD ve �AB = �CD; dolay¬s¬yla

dm(A;B) = dm(C;D) dir.

Aşa¼g¬daki önerme uzayda iki nokta aras¬ndakim ve Öklidyen uzakl¬klar aras¬nda

bir ba¼g¬nt¬verir:

Önerme 4.6.5 A = (x1; y1; z1) ve B = (x2; y2; z2) üç boyutlu uzayda iki nokta, l

de bu noktalardan geçen do¼gru olsun. E¼ger l do¼grusunun do¼grultu vektörü (p; q; r) ise,

p1 = jp+mqj, p2 = jmp� qj, p3 = jrj
p
1 +m2 ve �AB =

umaxfp1;p2;p3g+vminfp1+p2;p1+p3;p2+p3gp
1+m2
p
p2+q2+r2

olmak üzere, dm(A;B) = �ABdE(A;B) dir.
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·Ispat: E¼ger l nin do¼grultu vektörü (p; q; r) ise, x1 � x2 = �p, y1 � y2 = �q ve

z1�z2 = �r olacak şekilde bir � 2 R vard¬r. Bu gerçek ve dm(A;B) ve dE(A;B) nin

koordinat tan¬mlar¬kullan¬larak do¼grudan bir hesaplamayla önermenin do¼grulu¼gu

gösterilebilir.

Aşa¼g¬daki iki önerme, Önerme 4.6.5�den do¼grudan elde edilir:

Sonuç 4.6.6 A, B, C ve D üç boyutlu uzayda dört nokta olsun. AB ve CD do¼gru-

lar¬çak¬̧s¬k veya paralel ise,

dm(A;B) = dm(C;D), dE(A;B) = dE(C;D)

dir.

Sonuç 4.6.7 A, B ve X üç boyutlu uzayda do¼grudaş üç nokta ise,

dm(A;X)�dm(X;B) = dE(A;X)�dE(X;B)

dir.

Uyar¬4.6.3 Al¬̧s¬ld¬¼g¬gibi, m 3-uzakl¬kla donat¬lm¬̧s üç boyutlu kartezyen uzay¬R3m
ile gösterelim. Buna göre, R2m ye benzer olarak Sonuç 4.6.7 gere¼gi, R3m de Thales,

Menelaus ve Ceva teoremlerinin geçerli oldu¼gu aşikard¬r.

Uyar¬4.6.4 Kolayca görülebilece¼gi üzere, Sonuç 4.6.6 gere¼gi, R3m de iki nokta aras¬n-

daki m 3-uzakl¬k tüm ötelemeler alt¬nda invaryantt¬r. Bununla birlikte, özel bir

durumu [29] da cevaplanm¬̧s olan "R3m nin izometriler grubu nedir?" sorusu aç¬k bir

problemdir (Bkz: [21]).
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4.7 n Boyutlu Uzayda m-Metri¼gi

Üç boyutlu uzayda tan¬mlanm¬̧s olan m 3-uzakl¬¼g¬, aşa¼g¬daki tan¬mla n boyutlu

uzaya -yani Rn ye- geni̧sletmek mümkündür. Bu tan¬m içinde verilen dm fonksi-

yonunun düzlemde bir uzakl¬k ölçme fonksiyonu oldu¼gu, yani bu fonksiyonun, (1)

"Her A;B 2 Rn için dm(A;B) � 0; dm(A;B) = 0, A = B" ve (2) "Her A;B 2 Rn

için dm(A;B) = dm(B;A)" özeliklerini sa¼glad¬¼g¬; ve bunlara ek olarak (3) (üçgen

eşitsizli¼gi) "Her A;B;C 2 Rn için dm(A;B) � dm(A;C) + dm(C;B)" özelli¼gini de

sa¼glayarak bir metrik belirtti¼gi Teorem 4.7.2�de ispatlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.7.1 A = (x1; x2; :::; xn) ve B = (y1; y2; :::; yn), Rn de iki nokta; u, v vem de

u � v � 0 6= u özelli¼gindeki reel say¬lar olsun. Buna göre, p1= j(x1�y1)+m(x2�y2)j,

p2= jm(x1�y1)�(x2�y2)j, pk= jxk � ykj ; k2f3; 4; :::; ng,�AB=maxfp1; p2; :::; png=

pj ve �AB=
P

i2I-fjg
pi , I=f1; 2; :::; ng olmak üzere

dm(A;B) = (u�AB + v�AB)�
p
1 +m2

eşitli¼gi ile tan¬mlanan dm : Rn �Rn ! [0;1) fonksiyonuna m n-uzakl¬k fonksiyonu,

dm(A;B) de¼gerine de A ve B aras¬ndaki m n-uzakl¬k denir.

Uyar¬4.7.1 Uyar¬ 4.1.1 ve Uyar¬ 4.6.1�de bahsedilen konu burada da geçerlidir;

yani tan¬mda verilen u ve v reel say¬lar¬ birer parametre olarak görülmemelidir.

Daha aç¬k bir ifadeyle, u ve v de¼gerleri aksi ifade edilmedikçe önceden belirlenmi̧s

ve sabitlenmi̧s olarak kabul edilecektir.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem dm nin Rn üzerinde bir metrik oldu¼gunu göstermede

kullan¬̧sl¬olacakt¬r:

Önerme 4.7.1 A = (x1; x2; :::; xn) ve B = (y1; y2; :::; yn), Rn de iki nokta; p1; p2; :::; pn
de Tan¬m 4.7.1�de tan¬mland¬¼g¬gibi olsun. Buna göre, e¼ger maxfp1; p2; :::; png=pj
ise, her t 2 I = f1; 2; :::; ng için

dm(A;B) =

 
upj + v

P
i2I-fjg

pi

!
�
p
1 +m2 �

 
upt + v

P
i2I-ftg

pi

!
�
p
1 +m2

dir.
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·Ispat: K¬sal¬¼g¬sa¼glamak için u0 = u�
p
1 +m2, v0 = v�

p
1 +m2,

L1 = dm(A;B) = u
0pj + v

0P
i2I-fjg

pi, ve L2 = u0pt + v0
P

i2I-ftg
pi , t 2 I olsun. O halde,

L1 � L2 = u0 (pj � pt) + v0
 P
i2I-fjg

pi �
P

i2I-ftg
pi

!
= u0 (pj � pt) + v0 (pt � pj)

= (u0 � v0) (pj � pt)

dir. Burada (u0 � v0) � 0 ve (pj � pt) � 0 oldu¼gundan, her t 2 I için L1 � L2 dir.

Yani, iddia edildi¼gi gibi her t 2 I için

dm(A;B) �
 
upt + v

P
i2I-ftg

pi

!
�
p
1 +m2

eşitsizli¼gi elde edlir.

Aşa¼g¬daki teorem, n boyutlu uzayda tan¬ml¬m-uzakl¬k fonksiyonunun bir metrik

belirtti¼gini ifade eder.

Teorem 4.7.2 Tan¬m 4.7.1�de verilen dm fonksiyonu bir metriktir.

·Ispat: dm nin (1) ve (2) özelliklerini -yani, her A;B 2 Rn için dm(A;B) � 0;

dm(A;B) = 0, A = B ve dm(A;B) = dm(B;A) özelliklerini- sa¼glad¬¼g¬aşikard¬r. O

halde, dm nin (3) özelli¼gini -yani üçgen eşitsizli¼gini- sa¼glad¬¼g¬gösterilmelidir. Bunun

için, Rn de A = (x1; x2; :::; xn), B = (y1; y2; :::; yn) ve C = (z1; z2; :::; zn) noktalar¬n¬

göz önüne alal¬m.

K¬sal¬¼g¬sa¼glamak için u0 = u�
p
1 +m2, v0 = v�

p
1 +m2, I = f1; 2; :::; ng,

p11 = j(x1 � y1) +m(x2 � y2)j, p12 = jm(x1 � y1)� (x2 � y2)j, p1k = jxk � ykj,

p21 = j(x1 � z1) +m(x2 � z2)j, p22 = jm(x1 � z1)� (x2 � z2)j, p2k = jxk � zkj,

p31 = j(y1 � z1) +m(y2 � z2)j, p32 = jm(y1 � z1)� (y2 � z2)j, p3k = jyk � zkj; k 2

f3; 4; :::; ng olsun. Aç¬kça,

j(x1 � y1) +m(x2 � y2)j= j(x1 � y1 + z1 � z1) +m(x2 � y2 + z2 � z2)j

� j(x1 � z1) +m(x2 � z2)j+ j(z1 � y1) +m(z2 � y2)j
jm(x1 � y1)� (x2 � y2)j � jm(x1 � z1)� (x2 � z2)j+ jm(z1 � y1)� (z2 � y2)j ve

jxk � ykj � jxk � zkj+ jzk � ykj oldu¼gundan her i 2 I için p1i � (p2i+ p3i) dir. E¼ger

�AB = maxfp11; p12; :::; p1ng = p1j ise,
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dm(A;B) = u0p1j + v
0P
i2I-fjg

p1i

� u0(p2j + p3j) + v0
P

i2I-fjg
(p2i + p3i)

= u0p2j + v
0P
i2I-fjg

p2i + a
0p3j + b

0P
i2I-fjg

p3i

dir. Önerme 4.7.1�den dm(A;C) � u0p2j + v0
P

i2I-fjg
p2i ve dm(B;C) � u0p3j + v0

P
i2I-fjg

p3i

oldu¼gundan, ispat¬tamamlayan

dm(A;B) � dm(A;C) + dm(C;B)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Aşa¼g¬daki önerme iki nokta aras¬ndaki m n-uzakl¬¼g¬n tan¬m¬ndan do¼grudan elde

edilir:

Önerme 4.7.3 Rn de iki nokta aras¬ndaki m n-uzakl¬¼g¬tüm ötelemeler alt¬nda in-

varyantt¬r. Yani, ai 2 R olmak üzere T (x1; x2; :::; xn) = (x1+a1; x2+a2; :::; xn+an)

kural¬ ile tan¬mlanm¬̧s T : Rn ! Rn dönüşümü, iki nokta aras¬ndaki m n-uzakl¬¼g¬

de¼giştirmez.

Uyar¬4.7.2 Kolayca görülebilece¼gi gibi, taksi, maksimum, Çin dama ve � uzakl¬k-

lar¬m n-uzakl¬¼g¬n özel halleridir: E¼ger dm de u = v = 1 ise, taksi n-uzakl¬¼g¬(dT )

içeren

dm(A;B) = (�AB + �AB)�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. Benzer şekilde, e¼ger dm de u = 1 ve v = 0 ise, maksimum

n-uzakl¬¼g¬(dM) içeren

dm(A;B) = �AB�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. E¼ger dm de u = 1 ve v =
p
2 � 1 ise, Çin dama n-uzakl¬¼g¬

(dC) içeren

dm(A;B) =
�
�AB + (

p
2� 1)�AB

�
�
p
1 +m2

metrik ailesi elde edilir. E¼ger dm de u = 1 ve � 2 [0; �=2) olmak üzere v = (sec��

tan�), � 2 [0; �=2) ise, � n-uzakl¬¼g¬(d�) içeren

dm(A;B) = (�AB + (sec�� tan�)�AB)�
p
1 +m2
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metrik ailesi elde edilir. E¼ger bu metrik ailelerini, s¬ras¬yla dT (m), dM(m), dC(m)

ve d�(m) ile gösterecek olursak dT (0)(A;B) = dT (A;B), dM(0)(A;B) = dM(A;B),

dC(0)(A;B) = dC(A;B) ve d�(0)(A;B) = d�(A;B) olaca¼g¬aşikard¬r. Bununla bir-

likte, e¼ger �AB > 0 ve � 2 (0; �=4) ise,

dM(m)(A;B) < dC(m)(A;B) < d�(m)(A;B) < dT (m)(A;B);

e¼ger �AB > 0 ve � 2 (�=4; �=2) ise,

dM(m)(A;B) < d�(m)(A;B) < dC(m)(A;B) < dT (m)(A;B)

eşitsizliklerinin do¼gruluklar¬kolayca gösterilebilir. Bu eşitsizliklere ek olarak e¼ger

�AB = 0 ise, A ve B noktalar¬n¬n do¼grultu eksenlerinden birine paralel olaca¼g¬ve

böylece

dM(m)(A;B) = d�(m)(A;B) = dC(m)(A;B) = dT (m)(A;B) = udE(A;B)

olaca¼g¬aç¬kt¬r. �
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