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OZET

ORTME UZAYLARININ TEMEL GRUPLARI UZERINE
Giines KEFELI

Matematik biliminde ortme uzaylar teorisi topolojide oldugu kadar bununla iligkili
olan Diferansiyel Geometri, Lie Gruplar Teorisi, Riemann Yiizeyler Teorisi gibi ¢aligma

alanlarinda da onemlidir.

Ortme uzaylar teorisi topolojik uzaylarm temel gruplarmin cahsmalariyla yakindan
iligkilidir. Ortme uzaylar hakkindaki bircok temel topolojik problem cesitli uzaylarm

temel gruplar1 hakkindaki cebirsel problemlere dontistiirii- lebilir.

Bunlardan herhangi biri olmaksizin digeri hakkinda agiklama yapmak tam anlamiyla
miimkiin olmaz. Kabaca bir X topolojik uzayinin X ortme uzayi, X dan X e drten bir

yerel homeomorfizm vasitasiyla X uzayini orten bir topolojik uzaydir.

Bu ¢aligmada amacimiz ortme uzaylari ile temel gruplar arasindaki iligkiyi incelemek-

tir.

Bu tez alti ana boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, temel grup yapisimmn temelini
olusturan homotopi kavrami tanitildi ve temel ozellikleri verildi. Ikinci boliimde, topolojik
uzaylar1 homotopik yapilarina gore siniflandirmamizi saglayan homotopi tipleri incelendi.
Uciineii boliimde, genel hatlariyla baglantili uzaylar ele alindi. Dérdiineii boliimde, topolo-
jiden cebire gegis yapabilmemizi saglayan temel grup yapisi ayrintili bir gekilde islendi.
Bir sonraki boliimde, temel grup 6rnegi olarak cemberin temel grubu olugturuldu. Son

boliimde ise ortme uzaylar: ve temel gruplar arasindaki iligki verildi.

Anahtar Kelimeler: Temel Gruplar, Homotopi Gruplar1, Ortme Uzaylar1.
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ABSTRACT

ON THE FUNDAMENTAL GROUPS OF COVERING SPACES
Giines KEFELI

The idea of covering spaces is very important in topological spaces which found ap-
plications in related disciplines such as differential geometry,the theory of Lie groups and
the theory of Riemann surfaces. This idea is also closely connected with the study of
fundamental group. several topological problems about covering spaces can be reduced to
algebraic problems on the fundamental groups of the concerned spaces.It would be prac-
tically impossible to give a complete exposition of either one of these two topics without

also taking up the other.

Let X be a topological space, a covering space of X consists of a space X and a con-

tinuos map p of X onto X which satisfies a certain very strong smoothness requirement.

This thesis consists of six main chapters. In the first chapter homotopy structure
is introduced and its basic properties are given. In the second chapter homotopy types
ara examined and in the next chapter, connected spaces are given. In the fourth chapter
fundamental group of circles is computed and the last chapter we give the relationship

between covering spaces nad fundamental groups.

Keywords: Fundamental Groups, Homotopy Groups, Covering Spaces.
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TESEKKUR

Yiiksek Lisans ¢caligmami yoneten ve bu tezin hazirlanmasi sirasinda, ¢aligma boyunca

vakit ayirarak ilgi ve yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Sayin
I. ILKER AKCA ’ya

sonsuz saygl ve tesekkiirlerimi sunarim.
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BOLUM 1
GIRIS

Topolojinin en temel problemlerinden birisi, verilen iki topolojik uzayin homeomorf
olup olmadigimi belirlemektir. Bu problemin ¢oziilmesi i¢in kullanilabilecek genel bir

metod mevcut degildir, fakat 6zel durumlarda uygulanabilen baz teknikler vardir.

Iki uzaym homeomorf oldugunu gostermek icin uzaylardan birinden digerine siirekli
terse sahip olan bir siirekli fonksiyon olugturmak gerekir. Boyle stirekli bir fonksiy-
onu olusturmak kolay degildir. Iki uzayin homeomorf olmadigini gostermek ise ayri bir
problemdir. Bunun igin ise, ters fonksiyonu siirekli olan bir stirekli fonksiyonun bulu-
namiyacaginin gosterilmesi gerekmektedir. Eger uzaylardan birinin sahip oldugu ama
diger uzayin sahip olmadigi bazi topolojik ozellikler bulunabilirse, problem ¢oziilmiig olur,
bu durumda uzaylar homeomorf olamaz. Ornegin R de [0,1] kapali araligi (0,1) acik
araligina homeomorf olamaz, ¢linkii [0, 1] kompaktir (0,1) ise kompakt degildir. Bun-

dan basgka R? nin asagida verilen A, B,C ve D uzaylarmin ikiser ikiser homeomorf ol-

O OO

Sekil 1.1:

madiklarini gosterelim.

B, C' ve D uzaylar1 kompakt olmasina ragmen A uzay1 kompakt degildir. Bu nedenle A
uzay1 diger uzaylarin higbirine homeomorf olmaz. Eger C' uzayindan iki noktay1 atarsak,
geriye kalan uzay her zaman iki baglantili bilesenlidir. Fakat B uzayimin i¢ kismindan
iki nokta veya D den merkezi iceren iki nokta cikarihirsa, kalan uzaylar ii¢ baglantih
bilegenlidir. Bu nedenle B uzay1, C' ve D uzaylarinin ikisine de homeomorf olamaz. D
uzaymda, D — {d} iki bilegenli olacak sekilde bir d noktasi (D nin merkezi) vardir. Fakat
C uzaymmda, C' — {c} iki bilegenli olacak gekilde higbir ¢ noktas1 yoktur. O halde C' ile D

uzaylar1 da homeomorf olamazlar.



Fakat su ana kadar cahigtigimiz topolojik ozellikler problemin ¢oziimii i¢in yeterli
degildir. Ornegin, R? diizleminin R® uzayma homeomorf olmadig1 nasil gosterilebilir.
Kompaktlik, baglantilik, yerel baglantilik, metriklenebilirlik gibi topolojik ¢zellikler liste-
sine bakildiginda bu iki uzay1 birbirinden ayiran bir topolojik 6zellik bulunamaz. Bundan
baska S? kiiresi, T' tor yiizeyi ve Ty cift tor yiizeyi gibi yiizeyleri diisiiniildiigiinde, su ana
kadar ele alinan hichir topolojik 6zellik bu yiizeyleri birbirinden ayirt etmeye yetmeyecek-
tir. Bundan dolay1 yeni o6zellikler ve teknikler sunmaliyiz. Bu ozelliklerin en dogali olan
basit baglantililiktir. Kabaca soylersek, eger bir X uzayindaki her kapali egri X icindeki

bir noktaya biiziilebilirse, X uzayima basit baglantili denir.

Basit baglantihlik, R? ve R? arasindaki ayrimi ortaya cikaran bir ozelliktir. Ciinkii
R3den bir nokta cikarildiginda geriye basit baglantili bir uzay kalirken R? den bir nokta
cikarildiginda geriye kalan uzay basit baglantih degildir. Bu 6zellik ayni zamanda S?(basit
baglantilidir) ile 7" tor yiizeyi (basit baglantili degildir) arasindaki ayrimi ortaya gikarir.
Fakat bu ozellik T' ile T3 arasindaki ayrimi ortaya gikaramaz, ¢iinkii her iki uzayda basit

baglantili degildir.

Basit baglantililig1 6zel bir hal olarak iceren, basit baglantiliktan daha genel bir kavram
mevcuttur. Bu kavram, bir uzayin ”Temel Grubu” olarak adlandirilan belirli bir gruptur.
Homeomorf olan iki uzayin temel gruplari izomorftur. Uzay basit baglantili oldugunda
X in temel grubu asikar gruptur. Boylece S? ve T nin homeomorf olmadigimin ispati,
S? nin temel grubunun asikar grup ve T’ nin temel grubunun asikar grup olmadigimin

gosterilmesi ile yapilir.

Temel grup kavrami, basit baglantilik ozelligi ile yapilacagindan daha cok sayida uzay
arasinda ayrim yapimasini saglar. Ornegin 7 nin ve Tb nin homeomorf olmadiginm

gosterilmesinde kullanilir.

Matematik biliminde ortme uzaylar teorisi topolojide oldugu kadar bununla iligkili
olan Diferansiyel Geometri, Lie Gruplar Teorisi, Riemann Yiizeyler Teorisi gibi ¢aligma

alanlarinda da onemlidir.

Ortme uzaylar teorisi topolojik uzaylarin temel gruplarinin caligmalariyla yakindan
iligkilidir. Ortme uzaylarn hakkindaki bircok temel topolojik problem cesitli uzaylarm

temel gruplar1 hakkindaki cebirsel problemlere doniigtiirii- lebilir.

Bunlardan herhangi biri olmaksizin digeri hakkinda agiklama yapmak tam anlamiyla



miimkiin olmaz. Kabaca bir X topolojik uzayinin X ortme uzayl, X dan X e drten bir

yerel homeomorfizm vasitasiyla X uzayim orten bir topolojik uzaydir.

Bu ¢alismada amacimiz ortme uzaylari ile temel gruplar arasindaki iligkiyi incelemek-

tir.

Bu tez alti ana boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, temel grup yapismmn temelini
olugturan homotopi kavrami tanitildi ve temel ozellikleri verildi. Ikinci boliimde, topolojik
uzaylar1 homotopik yapilarina gore siniflandirmamizi saglayan homotopi tipleri incelendi.
Uciincii boliimde, genel hatlariyla baglantil uzaylar ele alindi. Dérdiineii boliimde, topolo-
jiden cebire gecis yapabilmemizi saglayan temel grup yapisi ayrintili bir gekilde islendi.
Bir sonraki boliimde, temel grup ornegi olarak ¢emberin temel grubu olusturuldu. Son

boltimde ise 6rtme uzaylar: ve temel gruplar arasindaki iligki verildi.



BOLUM 2

HOMOTOPI

f :0,2] — R
r — f(z)=142%(z—2)°

fonksiyonunu ele alinsin, bu fonksiyonun grafigi asagidaki sekildedir.

flx)

4
|
1r/_\
=T —_— 1

0l 2

Sekil 2.1:

Sekilden de gortildiigii gibi bu fonksiyonun grafigi 1 sabit fonksiyonunun grafigine
¢ok benzerdir, sadece x = 1 noktasimin civarinda kiigiikk bir salinima sahiptir. f; (z) =

1
1+ —2% (v — 2)2 fonksiyonu ele alinirsa, bu fonksiyonunda grafigi ayni sekle sahiptir fakat

1
daha kiigiik salimm mevcuttur. Benzer sekilde fy (z) = 1 + 5:62 (x — 2)2 fonksiyonu da

ayni sekle sahiptir fakat daha ¢ok kiiciik salinimi vardir.

Sekil 2.2:

22 (z — 2)? fonksiyonunu

1
n+1)
tanimlanabilir ve boylece f fonksiyonu ile 1 sabit fonksiyonu arasinda degisen ara deger

Boylece daha genel olarak n > 1 i¢in f, (z) = 1 + (

fonksiyonlarimin ailesi elde edilir.

Bir fonksiyondan diger bir fonksiyon iizerine siirekli bir deformasyon elde edebilmek
icin yukaridaki gibi ara deger fonksiyonlar1 gereklidir. Bunu olugturmak i¢in yani siirekli
bir deformasyon elde edebilmek icin fi1, fo, f3,... ara deger fonksiyonlar1 tamsayilar ile
degil, genelde 0 ile 1 arasindaki reel sayilar ile indislenmelidir. Boylece fo = f ve f; =1

sabit fonksiyonu olacak sekilde bir { ft}te[o,l] fonksiyonlar ailesi olugturmak istenir.



Yukaridaki 6rnekte her bir ¢ € [0, 1] icin f; () = 1+ (1 — t) 22 (z — 2)* fonksiyonlarim
ele almsm. Burada fy (z) = 1 + 22 (x — 2)* = f (z) ve fi (z) = 1 sabit fonksiyonudur.

Boyle bir deformasyon yardimu ile, [0, 1] i¢gindeki herbir nokta i¢in bir fonksiyon elde
edilir, boylece deformasyon [0,1] den [0,2] — R siirekli fonksiyonlarin kiimesine bir
fonksiyondur yani ¢ € [0, 1] noktasin1 f; fonksiyonuna déniigtiiriir. Deformasyonun siirekli

olmasi i¢in ise bu fonksiyonun stirekli olmasi gerekir.

{/fi}icj0) ailesi, her bir ¢ € [0,1] i¢in bir fy : [0,2] — R fonksiyonu belirler.
Ayrica her bir x € [0,2] i¢in f; (z) € R dir. Béylece bu aileyi her bir (z,t) € [0,2] x [0, 1]
ikilisi f; () € R degerine doniigtiiren bir kural olarak distiniilebilir. Diger bir deyisle
bir [0,2] x [0,1] — R fonksiyonu elde edilir. [0,2] ve [0,1] {izerindeki topolojiler ele
alindiginda, ¢arpim topolojisi ile [0, 2] x [0, 1] tizerinde bir topoloji olugturulur ve béylece
{ ft}te[o,u ailesi bu iki topolojik uzay arasinda bir fonksiyona karsilik gelir. Boylece kargilik
gelen fonksiyon siirekli ise stirekli olan bir fonksiyonlar ailesi tanimlanmig olur. Boylece
adina "homotopi” denilen agagidaki kavram elde edilir. Ayrintili bilgi i¢in [3], [4], [5]

incelenebilir.

Tanim 2.1 S ve T iki topolojik uzay ve f,g : S —— T iki fonksiyon olsun. Eger

F : Sx][0,1] — T
(s,t) —  F(s,t)

stirekli fonksiyonu her s € S i¢in F'(s,0) = f(s) ve F'(s,1) = g (s) olacak sekilde
bulunabiliyorsa f ve g fonksiyonlarina homotopik, bu F' fonksiyonuna da f ile g arasinda

bir homotopi denir ve bu f = g seklinde gosterilir

Ornek 2.1 .f : [0,1] — R, f(z) = 22 fonksiyonu ile g : [0,1] — R, g(z) = 2 sabit

fonksiyonunun homotopik oldugunu gosterelim. Bunun igin

F : [0,1] x[0,1] — R
(t,x) — F(t, )

F(0,z) = f(z) = 2* ve F(1,2) = g(x) = 2 olacak sekilde bir F homotopisinin

mevcut oldugunu gostermeliyiz.

F : [0,1] x[0,1] — R
(t,7) — F(t,z)=(1—1t)2*+ 2t



fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon z,t¢ € [0, 1] igin siireklidir. Ayrica
F0,2)=(1-0)2*>+20=2"= f (1)
ve
F(lo)=(1-1)2>+21=2=g(x)
dir. O halde bu F siirekli fonksiyonu f (z) = x? ve g (x) = 2 fonksiyonlar arasinda bir

homotopi olup f (z) = 2? ve g (x) = 2 fonksiyonlar1 homotopik fonksiyonlardir.

Ornek 2.2 S = {(z,y) € R? | 22 4+ y*> = 1} cember olmak iizerine
f o St — R?
(z,y) — f(z.y)=(x,9)

fonksiyonu ile
g : S8 — R?
(z,y) +— g(z,y) =(0,0)

sabit fonksiyonu homotopik oldugunu gosterelim.
F . [0,1]xS" — R?

fonksiyonunu ele alalm. Bu fonksiyon z, y € R ve ¢ € [0, 1] i¢in siireklidir.

F(0,(z,y)) = (1 =0)z, (1 =0)y) = (z,y) = f (z,y)

F(1,(z,y)=((1-1z,(1-1)y)=(0,0) = g (,y)

olup F, f ile g fonksiyonlar1 arasinda bir homotopidir. O halde f ile ¢ homotopiktir.

Ornek 2.3 f : S' — R? | f(z,y) = (z,y)ve g : S' — R?, g(zx,y) =

(3z, 3y) fonksiyonlarimn homotopik oldugunu gosterelim.

F : [0,1]]xS" — R?
(@, (z,y)) — F(t(z,y) = (2t + 1)z, (2t +1)y)

fonksiyonu z,y € R ve t € [0, 1] i¢in stireklidir.

F0,(z,y) = ((20+1)z,(20+1)y) = (z,y) = f (2,y),
F(L(z,y) = (21+1)z,(21+1)y) = (32,3y) = g(x,y)

olup F, f ile g fonksiyonlar1 arasinda bir homotopidir. O halde f ile ¢ homotopiktir.



Ornek 2.4 file g, R* — R™ iki siirekli fonksiyon olsun. Buna gore

F : [0,]]xR — R
(ha) — F(ta)=(1-1)f(@)+g()

fonksiyonu siireklidir ve

olup F, file g arasinda bir homotopidir.

Tanim 2.2 Eger f : X —— Y siirekli fonksiyonu bir sabit fonksiyona homotopikse
f ye basit homotopiktir denir.

Ornek 2.5 f ve g fonksiyonlar1 basit homotopik fonksiyonlar yani birer sabit fonksiy-
ona homotopik olan fonksiyonlar olsun. Bu f ve ¢ fonksiyonlar1 arasinda bir homotopi
olmayabilir. Ayrica sabit fonksiyonlarin bile homotopik olmasi gerekmez. X baglantih
ve Y baglantili olmayan topolojik uzaylar olsun ve fy (z) = vo, f1 () = 31 olacak sekilde
iki sabit fonksiyonu ele alahm. fy ve f; homotopik degildir ¢linkii Y baglantili iken
X x C baglantili ve baglantili bir uzaym bir stirekli fonksiyon altindaki goriintiisii de

baglantihidir.

2.1 HOMOTOPIK FONKSIYONLARIN OZELLIKLERI

Teorem 2.3 B" = {(z1,79,...,7,) € R" | ||z|| <1} n-boyutlu kapah disk ve S"~! =

{(z1,29,....,2,) € R" | ||z|| = 1} n — 1 boyutlu kiiresi ele alinsin.

I : 81 — S birim fonksiyonuile ¢ : S"! — B" icine fonksiyon
olmak tizere I : S" ! — S birim fonksiyonunun bir sabit fonksiyona homotop
olmas! icin gerek ve yeter sart f.i = I olacak sekilde bir f : B" — S"! siirekli

fonksiyonunun mevcut olmasidir.

Ispat. f.o = I olacak sekilde bir f stirekli fonksiyonunun var oldugu kabul edilsin.
F . S"'x(C — S"' F(z,t)= f(tx) bigiminde bir homotopi tanimlansin. Bu
durumda, x € S" ! oldugu i¢in F (z,1) = f () = z ve aym zamanda F (z,0) = f (0) dir.



Tersine FF : S"!'xC — S"1 F(2,0)=c, F(x,1) =z biciminde tanimlanan
F fonksiyonu var olsun. f : B" — S"! fonksiyonunun f(x) = F (ﬁ, Hx”),
f(0) = ¢ bigiminde tanimlansin. S"~! kompakt oldugundan F' diizgiin siireklidir. Bun-
dan dolay1 keyfi bir € > 0 saysi i¢in ||F (z,t) — ¢|| < 0 iken ¢t < ¢ olacak sekilde X ten

bagimsiz bir § > 0 sayis1 vardir. Buise f in 0 da stirekli oldugunu gosterir. [J

Yardimci Teorem 2.4 Eger f : X — Y, g Y — Z sgiirekli fonksiy-
onlar ise buradan h=gf : X — Z bileske fonksiyonu da siireklidir.

Ispat. Y icerisindeki bir acik kiimenin f altindaki ters goruntiisii X icerisinde acik ve
Z igerisindeki acik bir kiimenin g altindaki ters goriintiisii Y de agiktir. A | Z de acik bir
kiime olsun. h~' (A) = f~1 (g7 (A)) kiimesi X igerisinde acik oldugundan h siireklidir.
O

Yardimci Teorem 2.5 z; € X, 29 € Y olmak tlizere p : X xY — X ve

g @ XxY — Y p(x1,22) =1, q¢(x1,22) = x5 olsun. O halde p ve ¢ siireklidir.

Ispat. A, X te acik olsun. z; € A ve 25 € Y olmak iizere p~* (A), (x1x,) ikililerinin

kiimesidir. Boylece p~'(A) = A x Y olup X x Y iginde agiktir. Buradan p siireklidir.
Benzer sekilde ¢ stireklidir. [J

Yardimci Teorem 2.6 X, A ve B kapali kiimelerin birlegimi ve
f: A — Y veg: B — Y

ve Ve € AN B i¢in f (z) = g (z) olacak sekilde iki siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda
h : X — Y 2z € Aigin h(z) = f(x) ve x € B igin h(z) = g(r) bigiminde

tanimlanan A fonksiyonu siireklidir.

ispat. FC X Fi=FNA ve Fy, = FN B olsun. Buradan F' = F} U Fy ve boylece
h(F)=h(F)Uh(F,) dr. F=F;UF, oldugundan h (7) =h (71) Uh (E) dir.

Eger v € F} = (FNA)ise ¥ € A ve A kapali oldugundan z € A dir. O halde
h(E) = f (E) dir. Benzer sekilde F, C B ve h(E) =g (E) f ve g stirekli

oldugundan f (Fy) C (f (F1)) g (F2) C (g (F»)) dir. Buna gore



h(F) =h(F) Uh(F) C (f (F1)) U (g (F2)) = (h(F1)) U (h (F2))

olur. O halde

(h (F)) U (h(F2)) = (b (F1) Uh(F2)) = h(F)

dir ve h (F) C (h(F)) olur. Yani h siireklidir. O
Teorem 2.7 7 ~ 7 bagintisi bir denklik bagintisidir.

ispat. 7 o~ 7 bagmtisinin bir denklik bagintisi olmasi i¢in yansima, simetri ve gecigsme

ozelligine sahip oldugu gosterilmelidir.

i) ~ bagntisinin yansiyan oldugunu gostermek icin F' (z,0) = f (z) ve F (z,1) = f (2)
olacak gekilde bir F : X x(C — Y stirekli fonksiyonunun tanimlanmasi gerekir.

Burada F'(z,t) = f (z) olacak sekilde tanmimlanirsa f ~ f oldugu goriliir.

ii) ~ bagmtisiin simetrik oldugunu gostermek i¢gin f ~ ¢ iken g ~ f oldugu

gosterilmelidir. f ~ ¢ olsun. Bu durumda

F : XxC — Y
(x,t) —  F(z,t)

strekli fonksiyonu F'(z,0) = f (z), F (z,1) = g (x) olacak sekilde mevcuttur. Buradan

A Xx(C — Y
(x,t)  +— A(x,1—1)

fonksiyonu da siireklidir ve A (2,0) = F'(x,1) = g (), A(x,1) = F (z,0) = f () olur.
O halde, g ~ f dir.

iii) f ~ g ve g >~ h olsun. O halde

F : Xx(C — Y
(x,t) —  F(z,t)

stirekli fonksiyonu F'(z,0) = f (z), F (z,1) = g (x) ve

G : XxC — Y
(x,t) +— G (z,1)

stirekli fonksiyonu G (z,0) = g (z), G (z,1) = h(x) olacak sekilde mevcuttur. Buradan

H : XxC — Y

(z,t) H“’”_{ggjg?_l) 0<t<!
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strekli fonksiyonu tammlanabilir. Burada H (z,0) = F (z,2t) = F (z,0) = f(x) ve
H(z,1) =G (x,2t —1) =G (z,1) = h(x) elde edilir . O halde f ~ h dir.

Bu teoremden fonksiyonlarin homotopi siniflar1 kavramina ulagilir. Eger f stirekli
fonksiyonsa, karsi gelen homotopi sinifi f e homotopik olan biitiin siirekli fonksiyonlardan
olugur ve [f] bigiminde gosterilir. Burada, X ten Y ye stirekli fonksiyonlarm homotopi

smifinin kiimesi [X, Y] bigiminde gosterilir.
Teorem 2.8 1) f1 fo : X — Y ve ¢1,9o : Y — Z olmak iizere f; ~ fy ve
g1~ g2 ise g1 f1 =~ gafa dir.

ii) Eger fig1 : X — Y wve f ~gise herhangi A C X i¢in

fla~gla

dar.

Ispat. i) @ : fi ~ f, ve U : g; ~ g, olsun.

d : Xx(C — Y
(x,t) — O (z,1)

stirekli fonksiyonu @ (z,0) = f; (z) , ® (x,1) = fo (z) olacak sekilde ve

v . Yx(C — A
(y.t) — W(yt)
stirekli fonksiyonu ¥ (y,0) = g1 (y) ve ¥ (2, 1) = g5 (y) olacak sekilde mevcuttur. Buradan

F : Xx(C — Z

g1 (@ (x,2)) ,Ogtgé
w0 Fe={ FEEM ) I
seklinde tanimlansin. Burada ®, W, fi, fa, g1 ve go stirekli ve t = % i¢in

F (x %) = 0@ (2, 1) = gife (2) = U (fo(2),0) = g1 /2 (2)
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oldugundan F'(z,t) fonksiyonu siireklidir. Ayrica F (z,0) = ¢1®(x,0) = g1f1 (z) ve
F(z,1) =Y (fs(x),1) = gafe () dir. Boylece g1 f1 ~ gofo elde edilir.

i) Farz edelim ki ¢ : A — X igine fonksiyon olsun. O halde, f |4= f.i dir.
G:i~i,G(z,0)=i(x)veG(z,1)=1i(x),F:f~g,F(z,0)=f(z)ve F(z,1)=g(x)

olmak tlizere

FG (2,2t) 0
H(Iat):{F(i(x,Qt—l)) '3

fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyon siireklidir ve H (z,0) = fG(z,0) = fi(x) ,
H(x,1) = F (i(z,1)) = gi (z) dir. Ohalde fi ~ gi yani f |4~ g |4 elde edilir. O

<t<j
<t<1

Teorem 2.9 f g : X — Y homotopik fonksiyonlar ve
h 'Y — Z

siirekli fonksiyon olsun. Boylece hf,hg : X — Z homotopik fonksiyonlardir.

ispat.
F : Xx(C — Y
(x,t) +— F(x,t)

stirekli fonksiyonu F'(z,0) = f(z), F (x,1) = g(z) olacak gekilde mevcuttur. Bunun
yardimiyla

G : Xx(C — Z
(x,t) +—— G(z,t)=h(F(z,1))

fonksiyonu tamimlansin. h ve F' siirekli oldugundan dolay1 G fonksiyonu da siireklidir.
Ayrica
G (2,0) = h(F(2,0)) = hf (z) ve G(,1) = h(F (x,1)) = hg (z)

dir. Ohalde tanimlanan bu G fonksiyonu h f ve hg arasinda bir homotopidir. Yani hf ~ hg
dir. [J

Teorem 2.10 f : X — Y strekli g,h : Y — Z homotopik fonksiyonlar
ise gf,hf : X — Z ye homotopik fonksiyonlardir.
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ispat.
F . Yx(C — Z
(x,t)  — F(z,1)

stirekli fonksiyonu F'(x,0) = g (z) , F (x,1) = h(z) olacak sekilde mevcuttur. Bunun

yardimiyla
A XxC — 7
(,t)  — Afz,t)=F(f(z),1)

siirekli fonksiyonu tamimlansin. f ve F' siirekli oldugundan dolayr A fonksiyonu da

siireklidir. Ayrica

A(JZ,O):F(f(ZE),O):(gf)(J}) ,A(ZE,l)ZF(f(IL‘),l):(hf)(l’)

olacagindan A fonksiyonu gf ve hf arasinda homotopidir yani gf ~ hf dir. O

2.2 RELATIF HOMOTOPI

Cesitli durumlarda homotopinin kisitlanmis durumu incelenir. Bu kisitlama altinda

deformasyon boyunca bazi alt kiimelerde noktalarin degismez kalmasi gereklidir.

Sekil 2.3:

Yukardaki sekilde ayni z; ve x5 ug noktalarina sahip v ve ¢ yaylarini ele alinmisgtir.
~ nin § bi¢imine stirekli olarak deforme edildigini diigiinelim. Burada arada degisen tiim
yaylarin ayni x; ve xo u¢ noktalarina sahip oldugu goriiliir. Bu durum altinda v ve 9
yaylarimin x; ve zo noktalarindan olusan alt kiimeye gore relatif homotopik olduklar:

soylenir. Bunun daha formal tanimi agagidaki gibidir..

Tanim 2.11 A C X,
f() X — Y
i o X — Y

siirekli fonksiyonlar olsunlar. Eger x € A igin f, ve f; arasinda ¢t € C' den bagimsiz
F (x,t) homotopisi mevcutsa fy ve fi , A ya gore homotopiktirler denir. Diger bir deyisle
Ve e AveVt € Cigin F (z,t) = fo(z) = fi(x) olacak sekildeki F' homotopisine A ya
gore homotopi denir. Bu fy ~ f; (relA) veya F': fo ~ fi (relA) bi¢iminde gésterilir.
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F: fo~ fi(relA) ise Vo € X i¢in F (2,0) = fo (z), F (z,1) = f1 (z) ve Vay € AVt €
C igin F (xo,t) = fo(xo) = fi(xo) dir. Eger A = 0 ise A ya gore homotopiye basit

homotopi denir.

Teorem 2.12 A ya gore homotopi olma bagintis1 bir denklik bagintisidir.

ispat. A ya gore homotopi olma bagintisinin denklik bagintisi oldugunu gostermek

icin ~ bagintinin yansima,simetri ve gegisme ozelliklerine sahip oldugu gosterilmelidir.

i) ~ bagntisinin yansiyan oldugunu gostermek icin F (z,0) = f (z) ve F (z,1) = f (2)
olacak sekilde bir F : X x(C — Y stirekli fonksiyonunun tanimlanmasi gerekir.
Burada F'(x,t) = f (x) olacak sekilde tamimlanirsa F' (z,0) = f (z) = F' (x, 1) olacagindan
f =~ f(relA) oldugu goriiliir.

ii) Simetri ozelliginin saglandigini gostermek igin f ~ g (relA) iken g ~ f (relA)

oldugu gosterilmelidir.

f =~ g(relA) olsun. Bu durumda ;

F : Xx(C — Y
(x,t) —  F(z,t)

stirekli fonksiyonu F' (z,0) = f (x) ve F'(x,1) = g (=) olacak gekilde mevcuttur . Ayrica
xg € Aigin F (xg,t) = f (o) = g (z9) dir. Buradan

G : Xx(C — Y
(x,t) +— G(x,t)=F(x,1—-1)

fonksiyonunu tamimlayalim. Bu fonksiyon siireklidir ve G (z,0) = F (z,1) = g (z) ve
G(z,1) = F(z,0) = f(x) dir ve 2y € A i¢in G (z,t) = g(x9) = f (o) olacagimdan
g~ f(relA) elde edilir.

iii) Gegisme ozelliginin saglandigim gostermek igin ; f ~ g (relA) ve g ~ h(relA)
iken f ~ h(relA) oldugu gosterilmelidir.

f~g(relA) ve g ~ h(relA) olsun. Bu durumda



14

strekli fonksiyonu F'(x,0) = f(z) ve F'(x,1) = g(z), 9 € A igin F (zo,t) = f (z0) =
g (x¢) olacak sekilde mevcuttur ve

G : Xx(C — Y
(z,1) — G (x,t)

strekli fonksiyonu G (z,0) = g (z),G (z,1) = h(z) ve zy € A igin G (z9,t) = g (xg) =
h (x) olacak sekilde mevcuttur. Boylece

H: XxC — Y
z,0) = F(x,0) = f(z), H(z,1) =

siirekli fonksiyonu tamimlanabilir. Burada H
f(zo) = h(xp) olacagindan f ~ h(relA)

G(z,1) = h(z) ve g € A icin H (x0,t) =
elde edilir. [

Uyar:1 2.13 x € A noktalarinin gortntiileri Y nin ayni1 noktasina doniisecek sekilde tiim
f X — Y siirekli fonksiyonlarinin kiimesi denklik siniflar1 bigiminde ayrigtirilir.
Boylece f ve g iki siirekli fonksiyonlarinin ayni sinifa ait olabilmesi icin gerek ve yeter sart
f =~ g (relA) oldugu goriiliir. Strekli fonksiyonlarin bu simflar1 homotopi simiflari olarak

adlandirilir.

Ornek 2.6
f 0,1 — R, f(z)=2"

fonksiyonu ile
g+ [0,1] — R, g(zx)=+x

fonksiyonunun homotopik oldugunu gosterelim.

Fo: 0,1 x[0,1] — R
(t,z) — F(t,z) = (1—1t)2®+ /at

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon ¢,z € [0, 1] igin siireklidir. Ayrica
F(0,2) = Vat+(1-0)2>=2>= f(z)
F(li) = Val+(1-1)a2*=Vr=g(z)
olup F, f ile g fonksiyonlar1 arasinda bir homotopidir. O halde f (z) = z? ile g (v) = /=
fonksiyonlar1 homotopik fonksiyonlaridir. Bundan bagka,
F(t,0) = VOt+(1—-t)0=0=f(0)=g(0)
F(t,1) = Vit+(1—t)1=t+1—t=1=f(1)=g(1)



oldugundan f ile g fonksiyonlar1 A = {0,1} kiimesine gore homotopiktir. O halde f
g (rel A) dir.

15
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BOLUM 3
HOMOTOPI TIiPLERI VE GERI CEKMELER

3.1 BUZULEBILIR UZAYLAR

g : X — Y strekli fonksiyonunun goriintiisii bir tek nokta ise g ye sabit
fonksiyon denir. Eger f : X — Y seklinde tamimlanan f fonksiyonu, g sabit
fonksiyonuna homotopik ise f ye basit homotopiktir denir. Eger [y birim fonksiyonu
sabit fonksiyona homotopik ise (uygun bir kategoride) X uzay1 biiziilebilir denir. Bir

bagka deyisle biiziilebilir uzay kendi iizerinde bir noktaya deforme edilebilen bir uzaydair.

Ornek 3.1 Eger S, sadece bir nokta igeren uzay ise S ile R homotopik denk oldugunu

gosterelim. Bunu gostermek icin f : R —— S sabit fonksiyonu tanimlanir.
g : S — R
seklinde taniml, S deki tek noktay1 0 € R e doniigtiiren bir fonksiyon olsun.
gof : R — R

tanmimli bilegske fonksiyonu 0 sabit fonksiyonu oldugundan fog : S — S bilegke
fonksiyonu birim fonksiyondur. Boylece R — R tanimli tiim fonksiyonlar homotopiktir.

Buradan g o f fonksiyonu birim fonksiyona homotopik oldugu elde edilir.

Ornek 3.2 B",R" nin 22 + 22 + 22 + ... + 27 < 1 6zelligini saglayan (1, 2o, T3, ..., T,)

noktalarindan olugsun.

X = (21, %9, 23, ..., T,) € B" olmak fizere,
F : B"xC — R"

F(z,t) = (1 —t)x,(1 —t)x9,...,(1 —t) x,) fonksiyonu siireklidir. Ayrica F'(z,0) =
x = Ipn(x) ve F(x,1)=(0,0,...,0) dir. Boylece,

/I . B — B"

birim fonksiyonu sabit fonksiyona homotopiktir.
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Teorem 3.1 Eger Y biiziilebilir bir uzay ise f : X —— Y biciminde tanimlanan

tiim f fonksiyonlari sabit fonksiyona homotopiktir.

Ispat. Y biiziilebilir oldugundan

F: YxC — Y
(y,t) = F(y,t)

stirekli fonksiyonu V y € Y i¢in F (y,0) = y = I, (y) ve F (y,1) = yo olacak sekilde
mevcuttur. f : X — Y gstrekli fonksiyon olmak tizere G : X xC — Y
fonksiyonunu x € X i¢in G (z,t) = F (f (z),t) olarak tanimlansin. Yardimc: teorem
2.1.2 i kullanirsak G nin stirekli oldugu goriiliir. Ayrica G (z,0) = F (f (x),0) = f (z) ,
G(z,1)=F(f(x),1) =yo dir. Boylece, f ile

g: X — Y

sabit fonksiyonu homotopiktir. [J

Uyar: 3.2 Biiziilebilir uzaylar i¢ginde tek bir homotopi sinifi vardir.

3.2 HOMOTOPI TIPLERI

X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eger f : X — Y ve g : ¥V — X

siirekli fonksiyonlar1 ¢gf : X — X Ix birim fonksiyonuna homotopik
fg Y — Y

Iy birim fonksiyonuna homotopik olacak sekilde mevcutsa X ve Y uzaylarina ayni

homotopi tipindedir denir.

f ve g fonksiyonlarina homotopi denklikleri denir ve X ve Y uzaylarina da homotopik

olarak denktirler denir.

Yardimci Teorem 3.3 Eger S ile T homeomorfik ise ayni zamanda homotopik denktir.

ispat. S ile T homeomorfik ise bir f : S —— T homeomorfizmi mevcuttur, bu

durumda f~! : T — S siirekli fonksiyonu fo f~' = I ve f~' o f = Ig olacak
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sekilde mevcuttur. Buradan fof~! ~ Irve f~lof ~ Igolacak sekilde f : S — T
ve f71' : T — S siirekli fonksiyonlar1 vardir. O halde S ve T homotopik denktir.
OJ

Ornek 3.3 A = {(x,y) ER2:1< /a2 +9y2 < 2} biciminde tamimlansm. A ~ S!
oldugunu gosterelim. Bunun igin

f . St — A
(z,y) — f(z,y) = (z,y)

i¢gine fonksiyonu ve

g : A — St
1

(z,y) = g(z,y)= \/Tyz (z,9)

bigiminde g dontigiimii tammlansin. Eger (z,y) € S* icin g (z,y) = (z,y) olursa go f

bilegske fonksiyonu Ig1 : S' — S! birim fonksiyonuna esit olur. Buradan go f ~ Is:

1
oldugu goriliir. (fog) (z,y) = (

F : Ax[0,1] — A

) o (z,y) bilegke fonksiyonu

(). 1) — Floy),n="YTTVEAZ0 0

bi¢iminde taniml F' fonksiyonu yardimiyla A nin I4 birim fonksiyonu ile homotopik

olur. Gergekten de

F((z,y),0) = (fog) (z,y)veF ((x,9),1) = (,9)

dir. F siirekli fonksiyonlarm bilegkesi oldugundan siireklidir. Buradan f ve g, A ile S?

arasinda homotopi denklikleridir.

Ornek 3.4 Biiziilebilir uzay ile tek nokta iceren uzay ayni homotopi tipine sahip degildir.
Eger biiziilebilir uzay birden fazla nokta igerirse bu iki uzayin homeomorfik olmasina gerek

yoktur.

Ornek 3.5 B", {yo} C B"olacak sekildeki tek nokta kiimesine homeomorfik degildir.
Burada B"™ in {yo} kiimesi ile ayn1 homotopi tipine sahip oldugu gosterilmelidir. Bunu

gostermek icin

f o {ypy — B"
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(f (yo) = yo) igine fonksiyonu ve
g+ B" — {w}

sabit fonksiyonu ele alinsimn. Burada gf =1 ve F : B"x(C — B" F(x,t) =
tr + (1 —t)y bi¢iminde tamimh F'(x,t) fonksiyonu fg ile Ig» arasinda homotopidir,
yani fg ~ Ign dir. O halde B™ ile {yo} C B™ kiimesi ayn1 homotopi tipine sahiptir.

Teorem 3.4 Aym homotopi tipinde olma bagintisi bir denklik bagintisidir.

ispat. Yansima ve simetri ozelligi tanimdan goriiliir. X, Y ile Y, Z ayni homotopi tip-
ine sahip olsunlar. Budurumda f : X — Y, ¢ :' Y — X . fi 'Y — Z
, g1 : 4 — Y sirekli fonksiyonlar gf ~ Ix , g1.f1 =~ Iy, fg ~ Iy, fig1 >~ I ola-
cak gekilde meveuttur. fo : X — Z | fo(x) = fi(f(x))ve g2 : Z — X
g2 () = g (g1 (x)) fonksiyonlarm diigtiniirsek Yardimei teorem 2.1.2 sayesinde fy ve g9
stirekli ve teorem 2.1.7 ve teorem 2.1.8 ’ten ¢ (g1 f1), ¢ ye homotopiktir ¢linkii ¢; f; birim
fonksiyonuna homotopiktir. Boylece gofo = g ((g1f1) f), ¢f e homotopiktir. Sonugta
9o fo birime homotopiktir. Benzer sekilde fogs, [ : Z —— Z birime homotopiktir.
Bu da gosterir ki X, Z ile aynm1 homotopi tipindedir. Boylece ayni homotopi tipine sahip
olma bagintis1 bir denklik bagintisidir. [J

3.3 GERI CEKMELER

Tanim 3.5 AC X olsun. ¢ : A — X igine fonksiyon olmak tizere bir
r . X — A

siirekli fonksiyonu r o ¢ = I4 olacak sekilde mevcutsa A ya X in bir geri ¢cekmesi denir.

r fonksiyonuna ise geri cekme fonksiyonu denir.

Tanim 3.6 A C Xolsun. ¢ : A — X i¢ine dontigim olmak tizere r : X — A
geri cekme fonksiyonu i o r ~ Iy olacak sekilde mevcutsa A ya X in deformasyon geri
gekmesi denir. Denk sekilde eger Vr € X igin F : X xC — X homotopisi

F (z,1) € A olacak gekilde mevcutsa A, X in deformasyon geri ¢ekmesidir.
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Ornek 3.6

C = {(.fc,y,z)ER3]x2+y2:1, -1<z<1},
St = {(z,y,2) eR* |*+4° =1, 2=0}

olmak tizere,

(z,9,0) +— i.(2,9,0) = (z,9,0)

icine fonksiyon ile

(x,y,2) — 71.(2,9,2) = (x,y,0)

fonksiyonu tanmimlansin.

St e s
(z,9,0) — (2,4,0) — (2,9,0)
birimdir yani r o ¢ = I dir ve

F . CxI — O
(z,y,2),t) — F((z,y,2),t) = (z,y,t2)

biciminde tanimh F, ior ve I : C — (' arasinda bir homotopidir.

Ornek 3.7 Eger A, X in deformasyon geri ¢ekmesi ise bu durumda A ve X aym ho-
motopi tipine sahiptir. A, X in deformasyon geri ¢ekmesi ise ¢ : A — X igine
dontigimii ve r @ X — A geri ¢ekmesi igin 7 o = I4 dir . Ayrica i or ~ Ix dir.

Dolayisiyla A ile X ayni homotopi tipine sahiptir.

Tanim 3.7 A C X olsun. Eger r : X — A geri¢ekmesiior ~ Ix (relA) olacak
sekilde varsa, A ya X in gliclii deformasyon geri ¢ekmesi denir. Denk olarak A C X
olsun. Eger F' : X xC — X homotopisi V z € X i¢gin F (z,0) =x,Va€ A, t e
C igin F (a,t) = a ve F (x,1) € A olacak sekilde varsa A, X in giicli deformasyon geri

¢cekmesidir.

Ornek 3.8 Giiclii deformasyon geri ¢ekmesi, bir deformasyon geri ¢ekmesidir. A C X
ve A, X in giicli deformasyon geri ¢ekmesi olsun. Bu durumda F : X xC — X
homotopisi V 2 € X icin F (2,0) =2 ,Yae€ Avete Ci¢in F (a,t) =ave F(z,1) € A

olacak sekilde mevcuttur. Bu da A, X in deformasyon geri ¢ekmesi oldugunu gosterir.
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Ornek 3.9 X herhangi bir uzay ve xy € X olsun. {zo}, X uzaymn bir geri cekmesidir.

f o {x} — X

icine fonksiyon ve
g X — {xo}
r — g(x)=x

sabit fonksiyonu icin gf = I, oldugu aciktar.

F: XxI — X
(x,t) +—— tex+(1—1t)x

bi¢ciminde tanimlanan F', fogve I : X — X fonksiyonlar: arasinda bir homoto-

pidir. O halde {zo}, X uzaymin bir geri ¢ekmesidir.

Ornek 3.10 R” nin B" = {z € R" | ||z|| < 1} birim topu icin B",R® nin bir geri
¢ekmesidir. B™ C R" olsun.

f: B — R”
icine fonksiyon olmak tizere

g : R* — B"

fonksiyonu i¢in (gf) () = g (f (z)) = g(z) = x olup ¢f = Ip~ oldugundan dolay1r B",

R™ nin bir geri ¢cekmesidir.

Ornek 3.11 S", R"*'— {0} m giiclii deformasyon geri cekmesidir.

Sn = {X = (l’l,%g,l'g, 7‘7:”) ; HxH = 1}

S" c R — {0}

f 8" — R —{0} icine fonksiyonu ile
g : R {0} — 5"
T

x —_ —
]l
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fonksiyonu ele alindiginda (gf) (x) = g (f (z)) = g(2) = x = Ign (x) olup gf = Ign elde

edilir.

F @ R —{0})xC — R — {0}

r e R — {0} ;t € C igin

F(x,t>:(1_t)x+||t7“’u

bicimindeki F' fonksiyonu siireklidir. Ayrica F' (z,0) = 2 = Ignt1_fqp ve F'(z,1) = H
x
dir.

Vs € S™ i¢in

F(s,t) = (1—t).s—|—ﬁ
= (1—t)s+st

= s
ve F(x,1) = T gn dir. Dolayisiyla S™; R™ ™ — {0} bir giiclii deformasyon geri

N e
cekmesidir.

Ornek 3.12

Cl = {X = (IL‘l,ZEQ) | (IL‘l - 1)2+l’% = 1}
Cy = {X =(21,22) | (w1 + 1)° + 22 = 1}

olmak tizere Y = C; UCy C R? alt kiimeleri ele alindiginda Y tek noktada kesisen cember
ciftidir. X =Y —{(2,0),(—2,0)} olsun. Bu durumda z = (0,0) noktas1 X in gii¢lii bir
deformasyon geri ¢ekmesi oldugunu gosterelim. Bunun i¢in x € C;, 1 = 1,2 i¢in

F . Xx(C — X

(z, 5) (1—3s)z
’ (1 = s)zr + (=1)* (1 = s)25)

seklinde tamimhi F' fonksiyonu tamimlansm, burada i : {x} — X vez €
C; i¢in ((1 —s)z + (=1)", (1 — s):@) # (0,0) olduguna dikkat edelim. F' nin siirekli
oldugunu kontrol etmek kolaydir. F'(xg, s) = o, F' (x,0) = x ve F (z,1) = x¢ oldugundan

dolayiior ~ Ix (rel {x¢}) dir ve boylece {zo}, X in bir giiglii deformasyon geri ¢cekmesidir.



BOLUM 4

BAGLANTILI UZAYLAR

Bu boliimde baglantili uzaylar ve yol baglantili uzaylari hatirlatarak bir takim ozelliklerini

inceliyecegiz. Daha ayrintili bilgi icin ,[2], [1] kaynaklarina bakilabilir.

4.1 BAGLANTILI UZAYLAR

Tanim 4.1 X bir topolojik uzay olsun . Eger X in hem agik hemde kapali olan alt
kiimeleri sadece () ve X ise X uzayna baglantili uzay denir. X in bir A alt kiimesinin

baglantili olmasi icin gerekli ve yeterli sart alt uzay topolojisine gore baglantili olmasidir.

Bu tanima denk olarak baglantili uzay tanimini su sekilde de yapilabilir. Eger X bos
olmayan ayrik iki acik alt kiimesinin birlesimi olarak yazilamiyorsa X uzayina baglantih

uzay denir.

Teorem 4.2 Bir X uzayimin baglantili olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart X in bog olmayan

ayrik iki acgik alt kiimesinin birlesimi olarak yazilamamasidir.

Ispat. X baglantili uzay olsun. Bu durumda tiim acik ve kapal alt kiimeleri () ve X
dir. X, ve X5, X in ayrik acik alt kiimeleri olmak iizere X = X;U X5 oldugu kabul edilsin.
Bu durumda X — X; = X, dir. Bir topolojik uzayda tiimleyeni acik olan bir alt kiimenin
kapalidir. X5 agik oldugundan (Xjin tiimleyeni ) X; kapalidir. Buna gore X; hem agik
hemde kapali bir alt kiimedir. Bunun anlami ya X; = () ya da X; = X olmasidir. Her iki

durumda da X, X in bog olmayan ayrik iki agik alt kiimesinin birlegimi olarak yazilamaz.

Tersine, X bog olmayan ayrik iki agik alt kiimenin birlesimi olarak yazilamadigini
kabul edelim,ve U C X olsun. Eger U hem acik hem kapaliise X —U da hem acik

hem kapalidir. Bu durumda

X=(X-U)uUve (X-U)NU=10
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dir. Kabul geregi X, bog olmayan ayrik iki acik alt kiimenin birlegimi olarak yazamay-
acagimizdan U = () yada U = X olmahdir. O halde X in hem acik hemde kapali alt
kiimeleri sadece () ve X dir. Buna gore X baglantih uzaydir [J

Teorem 4.3 (X, () bir topolojik uzay ve Y = {0,1} olmak iizere (Y, P (Y)) ayrik uzay1
verilsin. Bu durumda (X, {) uzaymin baglantil olmasi i¢in gerekli ve yeterli gsart siirekli

ve orten hichir f : (X,() — (Y,P(Y)) fonksiyonun olmamasidir.

Ispat. (X, ¢) uzay1 baglantili olsun. Siirekli ve érten bir
[ (X0 — YV, P(Y))

fonksiyonu oldugu kabul edilsin. {0}, {1} kiimeleri (Y, P (Y)) uzayinda acik ve f stirekli
oldugundan f~*({0}) ve f~*({1}) kiimeleri (X, () uzaymnda aciktir. Ustelik , f oérten
oldugundan £~ ({0}) ve f~! ({1}) kiimeleri bosg kiimeden farkhdir. Ote yandan

X=r1{vh=r"(opu{thy=r"{oyusf{1}) drve.{0}n{1}=0

oldugundan ' ({0}) N f~1({1}) = 0 dir. Bu ise (X, () uzaymm baglantili olmasi ile
celigir. O halde stirekli ve orten highir f : (X,{) — (Y, P(Y)) fonksiyonu yoktur.

Tersine, stirekli ve 6rten highir f : (X,() — (Y, P(Y)) fonksiyonunun olmadigi
kabul edilsin ve (X, () uzaymin baglantili oldugu gésterilsin. Bunun igin (X, ) uzayimin
baglantili olmadigini varsayalim. Bu durumda X = UUV , UNV = () olacak sekilde

bog kiimeden farkli U ve V acik alt kiimeleri vardir.

ro={4rev
seklinde bir f : (X,{) — (Y, P(Y)) fonksiyonu tammlansin. U ve V kiimeleri bog
kiimeden farkl olduklarindan f 6rtendir. (Y, P (Y')) uzaymun acik kiimeleri 0, X, {1} ve
{0} dir. f1 (@) =0, fF/L{0H) =V, f{1})=U ve f71({0,1}) = X kiimeleri
(X, ¢) uzaymda agik oldugundan f fonksiyonu siireklidir. O halde f siirekli ve 6rten bir
fonksiyondur. Bu ise kabul ile ¢eligir. O halde (X, () baglantili olmak zorundadir. [J

Ornegin; R nin S° = {—1,1} alt kiimesi baglantih degildir ciinkii {1}, S°mn hem acik
hemde kapali olan bir alt kiimesidir yada buna denk olarak S°, S° m {—1}, {1} ayrk agk

alt kiimelerinin birlegimidir.



25

R nin baglantili bir alt kiimesine érnek olarak [a, b] araligini verilebilir.

Ornek 4.1 X = R reel sayilar kiimesi ve iizerindeki topoloji ¢ = {§}URU{(—o0, z) | z € R}
olsun. Bu topolojiye gore X in herhangi bir alt kiimesi baglantilidir. Bunu gostermek icin
S, X in herhangi bir alt kiimesi oldugu kabul edilsin.Kabul edelim ki, F,S nin hem agik
hemde kapali olan bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Boylece, U, X icinde agik ve C, X
icinde kapali olmak tizere, F' = U NS = C' NS olarak yazlabilir, bir b i¢in U = (—o0, b)

ve bir a igin C' = [a, c0) olur.

F=UnNS=CnNS oldugundan dolay1 eger x € S ise x < b , x > a olmahdir. (Eger
x > b olacak sekilde bir x elemani varsa bu durumda C' NS # U NS olur , benzer sekilde
x < a olacak gekilde bir x elemam varsa bu durumda da C' NS # U N S olur). Boylece
S C [a,b) ve F' = S olur yani S baglantihidir.

Ornek 4.2 X = R reel sayilar kiimesi ve tizerindeki topoloji F' su sekilde taniml olsun,

S € F ancak ve ancak herbir s € S i¢in [s,t) C S olacak sekilde bir ¢ > s varduir.
Bu durumda X in bog olmayan baglantili alt kiimeleri tek nokta kiimeleridir. Simdi bu

ispatlansin.

T, X in bog olmayan baglantili alt kiimesi olsun ve x, T iginde bir nokta olsun. X in
[z, x 4 ¢€) alt kiimesi her € > 0 igin hem agik hemde kapahdir. Béylece [x,z +¢)NT, T
nin hem agik hemde kapal olan bir alt kiimesidir. 7" baglantihdir ve [z, +¢e)NT # 0
oldugundan her ¢ > 0 i¢in [r,z+¢) NT =T elde edilir. Fakat bu sadece T' = {z} i¢in
mimkiindiir. Agiktir ki, tek nokta kiimeleri baglantilidir ve X in bog olmayan baglantil

alt kiimeleri sadece tek nokta kiimeleridir.

Simdi bilinen topolojiye gore R nin [a,b] alt kiimelerinin baglantih oldugu ispat-

lanabilir.

Teorem 4.4 [a,b] C R araligi baglantihdir.
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Ispat. Kabul edelim ki [a, b] , [a, b] nin iki ayrik acik U ve V alt kiimelerinin birlegimi
olsun yani UNV =@ ve UUV — [a,b] olsun. a € U almsm. U ve V, aym zamanda
la, b] iginde kapalidir. Ve boylece [a,b],R de kapali oldugundan, U ile V| R iginde de
kapalidirlar. h,{u € U | u ( V,her v € V i¢in} kiimesinin en kii¢iik {ist sinir1 olsun. (Bu
kiime bog degildir ¢linkii @ bu kiimeye aittir) U kapali oldugu i¢in A € U dur. Her bir ¢
> 0igin (h—e,h+¢)NV # () dir. (Diger durumda h, bir {ist siir olmazdi) ve boylece
h € V nin kapanmigidir. Fakat V' kapalidir boylece h € V dir ve h € U N Volur. Bu ise
celigki olup [a, b] baglantihdir. O

Teorem 4.5 Bir baglantili uzayin stirekli bir fonksiyon altindaki gortintiisii de baglantilidir.

Ispat. X baglantili ve f : X — Y siirekli ve orten fonksiyon olsun. U, Y
iginde acik ve kapali ise f~! (u) da X icinde agik ve kapahdir. Bunun anlami f~! (u) = 00
vada f~1 (u) = X dir . Boylece, U =) yada U =Y dir. Boylece Y de baglantilidir. [J

Sonug 4.6 X ve Y homeomorf topolojik uzaylar ise, X in baglantili olmasi icin gerekli

ve yeterli sart Y in baglantili olmasidir.

Ornek 4.3 [0,1],R de baglantiidur.

f 0,1 — St
t — [ (t) = (cos (27t) ,sin (27t)) € S* C R?

stirekli orten bir fonksiyondur. O halde S* de baglantihidir.

R i¢indeki [a, b), (a, b] ve (a,b) bigimindeki araliklarda baglantilidir. Bunun géstermek

i¢cin su sonucu ispatlanir.

1. Teorem 4.7 {Y; : j € J}, bir X uzaymin baglantili alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Eger NjesY; # 0 ise Y = U, ;Y; baglantihdir.
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ispat. U, Y nin bog olmayan hem agik hemde kapali alt kiimesi olsun. 7 € J icin
Uny; # 0 dir ve UNY;, Y; icinde hem acik hemde kapalidir. Fakat Y; baglantihi oldugundan
UNY; =Y, dir ve boylece Y; C Udir.Y; kiimesi diger tiim j € J icin Y kiimeleri ile kesisir.
Bu durumda her 5 € J igin Y; C U elde edilir.
)

nZl[a’7 " on

O halde U =Y dir. Yani Y baglantilidir. [a,b) = U

| olup baglantihidir.

Benzer gekilde [a, 00), (—00,b] ve (a,00) araliklarda da baglantili olur. O

Teorem 4.8 X ve Y iki topolojik uzay olsun. X ve Y nin baglantili olmasi i¢in gerekli

ve yeterli sart X x Y nin baglantili olmasidir.

Ispat. X veY baglantiiolsun. Vz € X vey € Yigin X = X x {y} veY = {a} xY
oldugundan X x {y} ve {z} x Y de baglanthdir.

(X x{yhn({z} xY) ={(z,y)} # 0 dir ve boylece (X x {y})U({z} x Y) baglantihdr.
Bir y € YVigin X XY = Ugex (X x {y}) U ({2} xY) yazlabilir. Neex (X x {y}) U
({z} xY) # 0 oldugundan X x Y baglantihdir denebilir.

Tersine X x Y baglantili olsun.

T, ¢ XxY — X vem : XXY — Y projeksiyon doniisiimleri siirekli

orten fonksiyonlar oldugu icin X ve Y de baglantilidir. [J

4.2 YOLLAR VE YOL BAGLANTILI UZAYLAR

X herhangi bir uzay olmak tizere f : [0,1] — X siirekli fonksiyonuna X i¢inde
bir yol denir. f (0) noktasina yolun baglangi¢ noktasi, f (1) e de yolun bitim noktasi denir.
f yede f(0) dan f (1) e bir yol denir. f([0,1]) goriintii kiimesi ise X iginde egri

olarak isimlendirilir.

t € [0, 1] genelde zaman olarak diiglintiliir f (¢) ise ¢t zamanindaki pozisyonu belirler.
En basit yol ¥ t € [0, 1] igin

e, @ [0,1] — X
t — e () =
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sabit yoludur. Bu yol i¢in harcanan her ¢ zamani i¢in katedilen yol degismemektedir, ayni

x € X degerine egittir.

Elde mevcut olan bir yoldan iki sekilde yeni yol elde edilebilir.Bu agsagidaki yardimci

teoremle verilsin.

Yardimci Teorem 4.9 A- ) Eger f, X icinde bir yol ve f, f(t) = f (1 —t) ile tanimh
ise, f de X icinde bir yoldur.

B-) Eger f ve g, X iginde bir yol ve f nin bitim noktasi ile g nin baglangig noktasi
cakigik ise
f*xg : [0,1] — X
_ [ f(20)50
oo ro0={ L2

seklinde tanmimli f * g de X ic¢inde bir yoldur.

Yardimci Teorem 4.10 W, X topolojk uzaylar olsunlar ve A, B her ikisi de W nin
kapali alt kiimeleri olmak iizere W = A U B oldugu kabul edilsin.

Eger f : A — X ve g : B — X her we ANB iin f(w) = g(w)

olacak sekildeki siirekli fonksiyonlar ise

h : W — X

W — h(w):{g(w);weA

(w);we B

seklinde tanimlanan A stirekli fonksiyondur.

ispat. h iyi tanimli bir fonksiyondur. C| X in kapali bir alt kiimesi oldugu kabul

edilsin. Buna gore

Rt (C) = Y (C)NAUB
= (W1 (C)NA) UK (C)NB)
= [H(O)UgH(O)
dir. f siirekli oldugundan f~!'(C), A da kapali boylece W da da kapal ve g siirekli
oldugundan g=! (C) , B de kapali, boylece W da da kapalidir. O halde h~! (C), W de

kapalidir boylece h siireklidir. [
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Tanim 4.11 Bir X uzaymi ele alinsin. X icinde herhangi x(,x; noktalar1 verildiginde

X icinde zy dan z; e bir yol mevcutsa X uzayina yol baglantilidir denir.

Ornegin, R™ bilinen topolojisi ile birlikte yol baglantihdir.Ciinkii a,b € R™ noktalari

alindiginda

f :[0,1] — R”
t — f({t)=tb+(1—1t)a

a dan b ye bir yoldur. Bu 6rnegi daha da genellegtirirsek, R™ nin herhangi bir konveks

(dig bukey) alt kiimesi yol baglantilidir.

R™ nin bir E alt kiimesi i¢in, a ve b € E iken {t.b+ (1 —t).a;0 < ¢ < 1} kiimesi de
tamamiyla F de kaliyorsa F ye konveks kiime denir yani £ de alinan iki nokta c¢iftini

birlestiren dogru parcasi tamamen E de kaliyorsa E ye konveks kiime denir.

Ozel olarak R! deki herhangi bir aralik yol baglantihidr.

Teorem 4.12 Bir yol baglantili uzayin siirekli bir dontigiim altindaki goriintiisii yol bag-

lantilidir.

ispat. X yol baglantili uzay ve g : X —— Y siirekli bir orten doniigiim olsun.
Y de a ve b gibi iki nokta alinsmn. g (a') =a ve g(b) = b olacak gekilde o', € X
noktalar1 vardir. X yol baglantili oldugundan a’ noktasini, b’ noktasina birlestiren bir f

yolu vardir. Buna gore g f, a y1 b ye birlegtiren bir yoldur. O halde Y de yol baglantilidir.
OJ

Sonug 4.13 Eger X ve Y homeomorfik topolojik uzaylar ise, X in yol baglantili olmasi

i¢in gerek ve yeterli kogul Y nin yol baglantili olmasidir.

Teorem 4.14 X topolojik uzay ve {Y; | j € J}, X uzaymmn yol baglantil alt kiimelerinin
bir ailesi olsun. Eger Njc;Y; # 0 ise Y = U, Y] yol baglantilidur.
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Ispat. a ve b € Y almsim. Buna gore bazi k € J igin a € Yy, ve [ € J igin b € Y] dir.
¢ € NjesY; alahm. Y yol baglantih oldugu icin a,c € Y}, icin a ile ¢ yi birlegtiren bir f

yolu mevcuttur. Buna gore

h=fxg : [0,1] — Y

f(2t);0<
t — h(t):{g(%—l);%

seklinde tanimlanan h, a dan b ye bir yoldur.O halde Y yol baglantihdir. [

1
t<jy
<t<1

Teorem 4.15 X ve Y iki topolojik uzay olsun. X ve Y nin yol baglantili olmasi icin

gerekli ve yeterli sart X x Y nin yol baglantili olmasidir.

Teorem 4.16 Her yol baglantili uzay, baglantilidir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.

ispat. X yol baglantili bir uzay olsun. X in baglantili oldugu gosterilmelidir.
Bunun icin U,V bog olmayan acik alt kiimeler olmak tizere X = U UV olsun. X yol
baglantili oldugu i¢in ve U ile V bog olmadiklar i¢in f(0) € U ve f(1) € V olacak
sekilde bir f : [0,1] — X yolu mevcuttur. [0,1] baglantili oldugundan f ([0, 1])
de baglantilidir ve béylece U N f ([0, 1]) ile V' N f ([0, 1]) ayrik olamaz. Buna gore U ile V/
ayrik degildir. O halde X baglantilidir. [J

Teorem 4.17 R” nin bog olmayan acgik baglantili bir £ alt kiimesi yol baglantilidir.

Ispat. p € E olsun ve F de, E igindeki bir yol vasitasiyla p ye birlestirilebilen tim
noktalardan olusan E nin bir alt kiimesi olsun. F nin acgik oldugu gosterilsin. Bunu
ispatlamak i¢in ¢ € F© C FE olsun. E acgik oldugu icin merkezi g olan bir D C E agk

n-diski mevcuttur yani bazi € > 0 sayisiiginge D={x||j¢—z| < ¢} CFE dir.

D agik n-diski yol baglantilidir ( bu R™ ye homeomorfiktir) boylece D nin herhangi

bir noktas1 i¢cindeki bir yol vasitasiyla p ye birlesgtirilebilir ve boylece

q € D C F dir. Boylece F agiktir. F' nin kapali oldugu da gosterilsin . Bunu gormek
icinde G = E — F oldugunu disiinelebilir boylece G, E icindeki bir yol vasitasiyla p ye

birlegtirilemeyen noktalardan meydana gelir.
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Yukaridakine benzer olarak G nin agik oldugu gosterilebilir boylece F' kapalidir. F' bos
degildir acik ve kapalidir £ baglantili oldugu i¢in £’ = F' dir boylece E yol baglantilidir.
0J

4.3 YOLLARIN HOMOTOPI SINIFLARI

Eger file g, f (1) = g (0) olacak sekilde X iginde iki yol ise f ile g nin f % g carpim

biciminde tanimlanir.

Bu kisimda daha ¢ok {0, 1} e gore homotop olan yollarin ¢arpimiyla ilgilenilecek ve

bu ¢arpimin bir grup i¢in gecerli olan aksiyonlarin sagladigi gosterilecek.

Tanim 4.18 f ve g, X iginde iki yol olsun. Eger f ve g ,{0,1} e gére homotopik ise f
ile g ye denktirler denir. Bunu f ~ g ile gosteririz. Buna gore eger X icindeki fy ve fi

yollar1 igin;
F : Ix]l — X
(t,s) +—— F(t,s)

siirekli fonksiyonu t € I ve s € [ igin

F(t,0) = fo(t),

Ft,1) = A@),

F(0,0) = fo(0)=/f1(0) ,
F(L1) = A1) =f(1)

olacak sekilde bulunabilirse f; ile f; e denktir denir. Bu durumda F' = fy ~ f; yazariz.

Bir f yolunun denklik smifi [f] ile gosterilir.Yollarin denklik simiflarmin garpimim

yollariin ¢arpiminin denklik siifi olarak [f] [g] = [f * ¢g] bigiminde tanimlanir.
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Yardimci: Teorem 4.19 fo, f1, go ve g1, X icinde fo(1) = go(0) ve f1 (1) = g1 (0)

ozelligindeki yollar olsun. Eger fo~ fi ve gog~ g1 ise fo*xgo~ f1*g; dir.

Ispat. F: fo~ five G:go~ qu {0,1} e gore homotopik olsun. Buna gore,

H : Ix] — X

(t,s) +— H(t,s):{ GF(Qt,s);)OS

fonksiyonu tammlansin. Burada F'(1,s) = fo (1) = g0 (0) = G (0, s) oldugundan dolay1
H siireklidir. Ayrica H, fo* go ve fi * g1 arasinda {0, 1} e gére homotopidir. [J

Bir sonraki sonug ise, yollarin denklik siniflarinin ¢arpiminin birlesmeli oldugu ifade

eder. Bir baska deyisle f (1) = g (0) ve g (1) = h(0) oldugundan ([f][g]) [h] = [f] ([g] [n])
dir.

(Genelde, (f xg)*h # f = (g*h) dir.)

Yardimci Teorem 4.20 X bir uzay ve f, g, h X iginde f (1) =g (0)
olacak sekilde ti¢ yol olsun. Buna gore (f *g)*h ~ f*(g=h) dir.

ispat.
flt);0<t <
(fxg)xh)(t)=14 g4t —1);3 <t <1
h(2t—1);5<t<1
ve
f@t);0<t<3
(fx(g=h)(t)=3 g@t—2);3<t<3
h(dt—=3);3<t<1

|~
ol 4

Sekil 4.1:

(f * g) * h fonksiyonunu ele alinsin.
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IN
~
IN

iken,

S
N | =

11 0,1]
- = —
4’2 ’

t — 4t —1
lineer déntigiimii ile ¢ nin bilegkeni yani g (4¢ — 1) kullamilir. (f % g) x h ile f % (g * h)

arasindaki homotopiyi olugturmak icin asagidaki gekli ele alinsin. S nin verilen bir degeri

Sekil 4.2:
1 1 2
icin f yi [O, ( SZ >] araliginda kullaninz, g yi {(SZ ) , (SZ )1 araliginda kul-
2
laniriz ve h 1 {(S 1— ) , 1] araliginda kullaniriz.

F o Ix]l — X

( 4t s+1
— ]:0<t <
f(l—i—s)’ !
s+2

(t,s) — F(t,s)=9q gdt—s—1);= <t <

4
L 4t —s—2 ;S+2§t§1
\ 2_8 4

fonksiyonu tanimlansin, F' fonksiyonu siireklidir ve

F(t,0) = ((f x g)xh), F(8,1) = (f * (g % 1)) (), F (0,8) = f(0) = ((f *g) x h) (0), F(L,5) =h(1)

dir. Boylece F' bir homotopidir. [J

Egerz € Xisee, : I — X | e,(t) =z sabit yoldur. Buna gore bir f yolu =z
noktasinda baslayip y noktasinda bitiyorsa, [e,] [f] = [f] = [f] [g,] dir.

Yardimci Teorem 4.21 Eger f, X icinde x noktasinda baslayip y noktasinda biten
bir yol ise e, * f ~ f ve fxeg, ~ f dir.

ispat. Sadece €, * f ~ f in ispatim1 yapacagiz. Bunun i¢in agagidaki sekil gozdiine

alinsin.
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Sekil 4.3:
F : IxI — X
1—s
aogtg—g—
(t,s) +—— F(t,s)= U—1+s\ 1—s
f ; <t<1
1+s 2

fonksiyonu tamimlansin. Buna gore, F' (¢,0) = e, f  ve F (t,1) = f(¢) dir ve F, {0,1}
e gore bir homotopidir. [J

Son olarak yollarin (yollarin denkligine gore) terslerini tanimlamak gerekir. Once sunu
hatirlatalim; eger f bir yol ise f(t) = f(1 —t) biciminde tamimlanan f, f yolununun
tersidir. Ayrica f ~ g olmasi icin gerek ve yeterli sart f ~ g dir. Bir sonraki sonug
gosterecektir ki, f nin denklik siifinin tersi olarak alinir yani f, z de baslayip y de biten

bir yol ise, [f] [f] = [.] , [f][f] = [&,] dur.

Yardimci Teorem 4.22 f | X icinde baglangic noktasi x bitim noktasi y olan bir yol

ise fxfn~e,ve T*fwsy dir.

ispat. Sadece f * f ~ e, nin ispatin yapacagiz f  f yolu

( 1 1
f2t);0<t < Ft)0<t< =
(f*f')(t) = 1 2 = 1 2
flet=1);5<t<1 JA-(2-1)i5<t<1
( f(2t>;0§t§%
E f<2—2t);%§t§1

1 1
bi¢iminde tanimlansin. Bu 0 <t < 3 icin f yi 3 <t < 1icin ise fl yi verir. Boylece,

F : IxI — X
f2t(1—19));0<t<
f((2=2t)(1-5));

(t,s) +—— F(ts)=
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dontigiimii tanimlansin. F siirekli ve

F(t,0) = (f=f) (),
Ft,1) = f(0)=e (1),
F(0.5) = f(0)=(f*f)(0),
F(ls) = f0)=(f*f)()

dir. Boylece fx* f! ~ &, elde edilir. Buna alternatif olarak f * f! ile e, arasinda asagidaki

sekilde homotopi tanimlanabilir,




BOLUM 5

TEMEL GRUPLAR

X bir topolojik uzay ve xy € X olsun. xy noktasinda baglayip zy noktasinda biten
kapali yollarin kiimesi ele alinsin. zy noktasina bu sekildeki noktalarin taban noktasi ve
bu sekildeki yollara da "z tabanli yollar” yada ”tabam xy olan yollar” denir. Eger f, xg
tabanh bir yol ise f e homotop olan tiim x4 tabanh yollarin simifi [f] ile gésterilir ve buna

xo tabanli yollarin bir homotopi sinifi denir.

Bu sekildeki 2y tabanl biitiin homotopi siiflariin ailesi 71 (X, x¢) bigiminde gosterilir.

Teorem 5.1 m (X, zo) bir gruptur.

ispat. 71 (X, o) ailesinin grup oldugunu gostermek i¢in, bunun iizerinde bir iglem
tanimlanmali. Bu islemi [f] € 71 (X, 20), [g] € m1 (X, z0) i¢in [f] [g] = [f * ¢] biciminde

tamimlansin.  Carpimin tanimi [f] ve [g] nin temsilci se¢iminden bagimsizdir. Ciinkii,

f=fi,g=giise f+g=fixg dirve [fi].[g1] = [f1* g1] = [f * g] olur. Boylece [f][g]

carpimi tek sekilde tanimlanir. Buna gore,

i) Yukardaki iglem tanimindan [f].[g] = [f * g] € 71 (X, z0)

ii)[f],[g] ve [n] € m1 (X, o) icin ; ([f][9]) [n] = [f * gl [n] = [(f * g) * h] ve Yardunc:
teorem 4.3.3 den dolay1 (f *g) xh ~ f % (gxh) oldugundan, f * g h = [f*(g*h)]

dolaywsiyla ([f][g]) [h] = [f]([g] [2]) dur.

iii)[/], zo tabanl sabit yolun homotopi sinifini gostersin . Yardimer teorem 4.3.4
ten [f][I] = [I][f] = [f] dir. O halde [I], m (X, x¢) mn yukardaki isleme gore birim

elemanidir.

iv) Yardimer teorem 4.3.5 ten dolay1 [f]. [f] = [f* f] = [{] dir. Boylece iizerinde

tanimlanan igleme gore her [f] elemaninin [ﬂ bi¢iminde bir tersi vardir.

Bundan dolay1 7 (X, o) bir gruptur. O

Tanmim 5.2 X, bir topolojik uzay ve xy € X olsun. 7 (X, zo) grubuna X uzaymm z

tabanli temel grubu denir.
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5.1 TEMEL GRUPLARIN IZOMORFIZMI

Teorem 5.3 zg,z; € X olsun. X i¢inde zg dan x; e yol varsa bu durumda m; (X, zo) ve

71 (X, x1) gruplar izomorftur.

ispat. f, xo tabanh yol ve h, xg ve xp noktalarini birlestiren bir yol olsun. Bu

durumda g = (ﬁ * f) x h, x1 tabanl bir yol olur.

0 : m(X,zg) — m(X,21)
/] — O[f] =1lg] = [(h*f) *h]
seklinde tanimlanmig olan déniigiim xq tabanli homotopi siniflar ile z; tabanl homotopi
simflar1 arasinda bir doniigimdir. @ [f], [f] yardimiyla tek bir sekilde belirlenir tersine,
[f]; 0 [f] yardimyla tek sekilde belirlidir ¢iinkii eger (A fi) xh ~ (h* fo) xhise fi ~ f2
dir.

Herhangi z; tabanli ¢ yolu, h * ((h % g) * E) x b yoluna homotoptur ve boylece x
tabanh yollarin her homotopi siifi baz1 [f] igin @) [f] formundadir. Buna gore 0, 71 (X, o)
ile 11 (X, x1) arasinda bire-bir ve érten doniigimdiir. [fi] ve [fa] 1 (X, x0) in iki elemani

olsun.

O ([f1] - [f2]) fi* fo] = m*fl*fQ*h} = [E*fl*h*ﬁ*fQ*h]

0
= [(E* f1)*h] . [(ﬁ* f2) *h] = 01[f1] .0 [f2]
oldugundan dolay1 (), izomorfizmdir. [J

Sonug 5.4 X bir yol baglantili uzaysa herhangi x, y € X noktalar igin 7 (X, x) ve
7 (X, y) temel gruplari izomorftur. Eger uzayimiz yol baglantili olmazsa, sonug her zaman

dogru olmayabilir.

Uyar 5.5 Yukardaki sonuca gore, 71 (X, x) yerine 7y (X)) yazilmak istenilebilir. z den y
ye giden farkl yollar farkli izomorfizm tiretebilecegi icin ve ) izomorfizmi tamamen x den
y ye giden bir yola bagh oldugu i¢in 7y (X, z) ile m; (X, y) arasinda kanonik izomorfizm

mevcut degildir. Bundan dolay1 7; (X, x) yerine m; (X) alinmasi uygun olmaz.

Bu sebepten dolay1, yukarda tanimlanan ) izomorfizmi A yolu ile belirlenmis, m; (X, o)

dan 71 (X, 21) e bir izomorfizm olarak isimlendirilir ve bunu 0, ile ifade etmek uygundur
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5.2 TEMEL GRUPLARIN HOMOMORFIZMI

X ve Y iki topolojik uzay olsun. Buradan X ve Y nin temel gruplarinin X den Y ye

giden bir siirekli fonksiyon i¢in nasil etkilendigini inceleyelim.

Eger f : X — Y siirekli bir fonksiyonsa X icerisindeki temel grup Y icerisindeki
goriintiisiine izomorf olmayabilir. Fakat agagida verecegimiz teoremde gruplar arasinda

homomorfizmin varhigini gosterelecektir.
Teorem 5.6 f : X — Y bir siirekli fonksiyon ise X in herhangi bir x, noktasi

icin f. : m (X,z0) — m (Y, f(x9)) homomorfizmi vardir.

Ispat. ¢, h, 2o tabanh iki yol olsun. ¢, hy : C — Y , g1 = fg ve hy = fh

bi¢iminde tammh ve u € C' igin

g1 () = f (g (u))vehy (u) = f (h(u))

olacak sekildeki iki yol olsun. Bu durumda ¢; ve h; yollar1 Y igerisinde f(z() nok-
tasinda baglayip f (x¢) noktasinda biten kapali yollardir. Eger g ~ h ise bu durumda
bir ' : Cx(C — X siirekli fonksiyonu

F(u,0) =g (u), F(u,1) = h(u), F(0,0) = g(0) = h(0) =z
ve F'(1,v) = g (1) = h (1) = xy olacak sekilde mevcuttur. Bunun yardimuyla
G : CxC — Y
G (u,v) = f (F (u,v)) fonksiyonu tanimlansin. G fonksiyonu siireklidir ve

G(u,0) = flg(u) =g (u),Gu1)=f(h(u)=h(u

dir. Boylece g1 ~ hy elde edilir. Simdi ,

fo v m(X,xo) — m (Y, f(70))
9] —  filg] = [fd]

doniisimi tanimlansin. Bu doniigiim X igerisinde xg tabanli yollarin homotopi siniflar:

ile Y igerisindeki f (z) tabanh yollarin homotopi smuiflar1 arasinda bir doniigtimdiir.
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Ayrica, f.[g], [g] yardimiyla tek bigimde belirlenir. Boylece f., m1 (X, xo) in her bir

elemanini m (Y, f (z9)) in tek bir elemaniyla esler.

p: C — X

1
gQ2u);0<u< -
u o~ plu)= L2
seklinde tanimlanan yol g % h yoludur. Buna gore,
1
flg2u);0<u<s
w0 (u) = 1 2

seklindeki dontigiim f * p yi verir. Bu ise g; * hy yoludur. [g] , [h] € 71 (X, z0) i¢in

folgsh) = [F(gh) = [fgx fhl = [fgl[fh] = £.lg) f. W] elde edilir. Boylece f,
71 (X, o) dan 7 (Y, f (x9)) a bir homomorfizm olur. [J

5.3 INDIRGENMIS HOMOMORFIZMLER

Tanim 5.7 f : X — Y siirekli fonksiyon olsun. Bunun yardimiyla

fo @ m(X,z0) — m (Y, f(x0))
[9] — felgl = [/d]

bi¢iminde tanimlanmig homomorfizme f den indirgenen homomorfizm denir.

Tanim 5.8 f : X — Y ve g : Y — Z siirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda
(9f), = gufi olur ve I : X — X birim fonksiyon ise I, m; (X, z) tzerinde bir birim

homomorfizmdir.
Teorem 5.9 X ve Y toplojik uzaylar ve
f:X — Yveg:Y — Z

X in baz xy noktalar: igin yo = f (x¢) olmak iizere g (yo) = zo esitligini saglayan siirekli
fonksiyonlar olsun. Ayrica gf, z¢ a gore Ix e homotop olsun ve fg, yo a gore Iy ye

homotop olsun. Bu durumda m; (X, ) ile 71 (Y, yo) izomorftur.
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Ispat. f, g, gf ve fg strekli fonksiyonlar! icin

fo o m(X,z) — w1 (Y,%)
g« = mY,yo) — m (X, x0)
(9f), + m(X,z0) — (X, 20)
(fg)* T (Y7 yo) — m (Yv yO)

indirgenmis homomorfizmleri ele alinsin. «, X i¢inde xy tabanh bir yol olsun. Bu durumda
gf (xg) = g (yo) = xo oldugu i¢in (¢f) a da zy tabanl bir yoldur. Fakat gf, zo a gore

Iy e homotop oldugundan (gf) o da « ya homotoptur. Buna gore (gf),, m (X, xo) dan

x 7

71 (X, x9) a birim déniigimdiir.

Benzer sekilde (fg),, m(Y,y0) dan m (Y,yo) a birim doniisiim oldugu goriliir.
(9f), = g«fs ve (fg), = fug. oldugu igin g, f. doniigiimleride sirasiyla 7; (X, zg) ve

71 (Y, yo) lizerindeki birim doéntigtimlerdir.

(9f)a : C — X yoluele almsin. Bu (gf)a : C — X yoluna esittir
boylece f.[a] = [B] ise g« [B] = g«f«[a] dir. g.f. birim doniigiim oldugu i¢in [o] =
g« [0] elde edilir. Boylece f.|an] = fi|aso] ise [,] = [3,] elde edilir ve bu [ay] = [ag]
oldugunu gosterir. Boylece f, in bire-bir bir déniigtim oldugu kolayca gosterilir. Ayrica
(7], m1 (X, zo) in bir eleman1 olmak tizere m; (Y, yo) in herbir eleman: f, [y] formundadir
boylece f, bire-bir homomorfizmdir yani 71 (X, ) ile w1 (Y, 3) arasinda bir izomorfizmdir

benzer sekilde g., 71 (Y, yo) ile m1 (X, z¢) arasinda bir izomorfizmdir. [J

Sonug 5.10 Eger f : X — Y bir homeomorfizm ise w1 (X, o) ile w1 (Y, f (z0))

izomorfiktir.

Boylece temel gruplar yardimiyla topolojiden cebire gecis yapilarak asagidaki sonuclar

elde edilir.

e Bir topolojik uzay verildiginde bir temel grup elde edebiliriz.

e Iki topolojik uzay ve bunlar arasinda iki siirekli fonksiyondan temel gruplar ve

bunlar arasinda homeomorfizm elde edilir.
e Uzaylar arasinda homeomorfizm bir izomorfizme indirger.
e Birim donitigiim ,birim homemorfizme indirger.

e Stirekli fonksiyonlarin bilegkesi , indirgenen homomorfizmlerin bilegkesine in-

dirger.
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Iki uzaym temel gruplar1 izomorfik degilse bu uzaylar homeomorfik olamaz. Tersi
her zaman dogru olmaz yani uzaylarimiz homemorfik olmazsa bunlarin temel gruplar:

izomorfik olabilir.

Teorem 5.11 X ve Y iki toplojik uzay ve ¢, ¥ : X — Y iki stirekli fonksiyon ,
F : Xx(C — Y | ¢ ve Varasindaki homotopi olsun.

f + C — Y Y icindeki ¢ (xp) ile ¥ (xg) arasindaki yolu f(t) = F (xo,1)
bigiminde tanimlansin. Bu durumda, @, f yolu ile belirlenmis 7y (Y, ¢ (x0)) ile 71 (Y, ¥ (20))

arasindaki izomorfizm olmak tizere,

¢" - om (X,zg) — m (Y, b (x0))
U om (X, zg) — w1 (Y, U (x0))

indirgenmig homomorfizmleri i¢gin ¥* = ®;.¢" saglanir.

Ispat. Bunu gostermek icin [g] € 71 (X, ) ise [¥g] = [f = G, * f] oldugu yani ¢, ve

J * ¢, * [ yollarmin denk oldugu gosterilmelidir.

f(1—4t);0§t§i

((fx0y) = f) (1) = ¢g(4t_1);411§t§%

f(2t—1);%§t§1
F(wo,(1—4t>>,0§t§i
((Fx0,) *f) (8) = F(g(4t—1),0);igt§%
F(xO,Qt—l);%§t§1

dir.Burada Wg ve (7 % ¢ g) x [ arasinda bir homotopi bulmak istiyoruz. Bunun igin 6nce

x = W (z9) olmak lizere Vg ile (g, * ¥g) * €, denk olduklar1 gosterilmeli.

formundadar.



Boylece H : Cx(C — Y doOniigimii

1
F(x0,1—4t(1—5));0§t§1
1 1
H(t,s) = F(9<4t_1)73)313t§§
1
Flaol+2(t—1)(1—s):=<t<1

"2
bi¢iminde tanimlansin. H siireklidir ve

H(t,0) = ((fxo,)*[) (1)
H(t,1) = ((e.x¥g)*e,)(t)
H(0,s) = F(xg,1)= V()
H(1,s) = F(xg,1)= V()

dir. Bu ise (T* qﬁg) x f ~ (e, %xWg) x e, ~ Ug oldugu anlamima gelir .

Q" = U* elde edilir. O
Teorem 5.12 X ve Y ayni homotopi tipine sahip iki topolojik uzay ve
p X — Y
bir homotopi denkligi olsun. Bu durumda herhangi bir x € X igin
¢ m(Xx) — m(Y,e(r)

bir izomorfizmdir.
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Boylece

Ispat. @ bir homotopi denkligi oldugundan ¥ : Y — X siirekli fonksiyonu,

eV Y — Y donigimi Iy ye ve Yo : X — X dontgimi de /x e ho-

motop olacak sekilde mevcuttur. Teorem 5.3.5 geregi @, (¥e)" = I* oldugu goriiliir. ®;

ve I* izomorfizmler oldugu i¢in (Wp)" = W*p* bir izomorfizmdir. Boylece ¥* epimorfizm

(6rten homorfizm) ve ¢* monomorfizm (bire-bir homomorfizm) dir. Benzer gekilde ¢*W*

bir izomorfizmdir boylece ¢* epimorfizm ve ¥* monomorfizmdir. [

Sonug 5.13 Biiziilebilir bir uzay agikar temel gruba sahiptir.

Tanim 5.14 Yol baglantili olan ve agikar temel gruba sahip olan uzaya basit baglantil

uzay denir.

Sonug 5.15 Biiziilebilir uzay basit baglantih uzaydir. Tersi dogru degildir.
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Teorem 5.16 X ve Y ikiuzay ¥ : X — Y siirekli bir fonksiyon, z, y € X i¢in
f, x den y ye giden bir yol olsun.®; ve ®y(s) sirasiyla f ve ¥ (f) yardimiyla tanimlanmis

temel gruplarin izomorfizmleri olmak tizere

VD = Oy p¥* m(X,z) — 7Y,V (y))
dir.

Ispat. f yardimiyla tammlanan ®; izomorfizmi [¢] € 7 (X, z) icin

¢, 7(X,z) — 7w(X,y)

9] — Ol = [frgxf]
ve W (f) yardimiyla tanimlanan ®y gy izomorfizmi [Wg| € 7 (Y, ¥ (x)) icin
Cyipy 2 (YW (7)) — (Y, (y))
\ > Dy (Vo) = [WF + Wg U]

bigiminde tanimhidir. Ayrica U stirekli fonksiyonu yardimiyla elde edilen
Ut (X, ) — 7 (Y, (x))

9] — U [g] = [Vyg]
indirgenmis homomorfizmi ele alirsa

T (X,2) =5 7 (X,y) 7 (V, 0 (y))

elde edilir. Buna gore [g] € 7 (X, z) igin
Oplgl = [frgxf] em(Xy)

ve W [T*g*f] = [\IJ (?*g*f)} € (Y, ¥ (y)) olur. Boylece

(U*@y) [g] = U*(Py[g])
U [Frgef]
(W (f g f)]

= [UfxUgxUf]

(U f* g Vf]
Dy sy [Vg] = Pup " [g]

dir. O halde (¥*®;) = ®y(5)¥* bulunur. [



BOLUM 6

CEMBERIN TEMEL GRUBU

2
Bu boliimde S!' = < (z1,20) € R?: fo =1, gemberinin m; (S!,-) temel grubu

i=1
olusturalacaktir. S Hizerindeki topoloji R? {izerinden bilinen topolojiden indirgenen topo-

loji olarak ele alinacaktir. Buna gore S! in acik kiimeleri cember iizerindeki acik yaylarin

birlesiminden olusur.

Sti modiilii 1 olan karmasgik sayilarn bir grubu olarak yani S' = {ew 10 € ]R} olarak
ele almabilir. S! yol baglantili oldugu icin bunun temel grublar izomorfiktir. Boylece
71 (S, -) temel grubu hesaplamak i¢in S! in herhangi bir noktasi kullanilabilir. Burada
71 (S1) igin taban nokta olarak ¢ = 1 noktast kullamilsin. Boylece a (0) = a(1) =
1 € S! olacak sekildeki tim o« : C — S! siirekli fonksiyonlarin homotopi tipleri

simiflandirilabilir.

Ilk olarak 1 tabanl,
a » C — St
em’t; 0

wi(1—t)

t<
t — a(t)=

e 1

DO = A
IA DO —

<t

I

seklinde tamimlanmig yol ele alinsin. Bu yol (1,0) noktasinda baglayip (0,1) noktasina
gelen (0, 1) den (1,0) noktasina dénen kapali yoldur ve bu yol &; sabit yoluna (null path)
homotoptur. Bu sekildeki cember tizerinde tam tur atmadan olusturulabilen 1 tabanh
tiim kapali yollar £; sabit yoluna homotoptur. Boylece bu gekildeki tiim 1 tabanl kapal

yollarin homotopi tipleri aynidir.

Ikinci olarak, 1 tabanh

as : C — St

t — ay(t) =

seklinde tanimli yol ele alinsin. Bu yol ¢ember iizerinde (1,0) de baglayip pozitif yonde
1 tam tur atip yine (1,0) de biten bir kapali yoldur. Cember iizerinde (1,0) noktasinda
baglayip pozitif yonde 1 tam tur atip, (1,0) noktasinda durmaksizin 2 tam tur yapmadan

cember tizerinde herhangi bir noktasinda duran sonra tekrar (1,0) noktasina geri dénen
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kapali yollatin tamami as e homotoptur. Boylece bu sekildeki tiim 1 tabanli kapali yollarin

homotopi tipleri de ayni olur.

Buna gore genel olarak, 1 tabanh

a,  C — St
t — oy, (t) 2627rnit

seklinde tanmiml yol ele alinsin. Bu yol ¢ember i{izerinde (1,0) de basglayip n tam tur atip
tekrar (1,0) noktasinda biten kapali yoldur. Burada n pozitif bir tam say1 ise yolun dénme

yonii pozitif yondedir ve n negatif bir tam say1 ise yolun donme yonii negatif yondedir.

Boylece herbir n tamsayisi igin gember iizerindeki kapali yollar i¢in farkli homotopi
tipleri elde edilebilir. Dolayisiyla 71 (S*) temel grubu ile tiim tamsayilarin grubu arasinda

bir iligkinin oldugu goriiliir.

¥ reel sayilarin toplamsal grubundan S! e V¢ € R icin 9 (1) = €™ biciminde tanimh

olan bir fonksiyon olsun.? in homomorfizm oldugu aciktir.

0 € Ricin 9(0) = e = ¢ =1 € S dir ve R nin goriintiisii S' ¢emberini de-
11
falarca orter. Ayrica 9 dontisimii (—5, 5) acik arahigl S* — {—1} iizerine homorf olarak
doniigtirir. Bundan dolay:

vl (L)

) nin tersi olarak diigtiniilebilir.

( 23

Geometrik olarak reel sayilar1 projeksiyon doniigimiiile birlikte bir spiral olarak di-

giintirtiz. Burada e (1) = Z C R olduguna dikkat edelim. Eger f(0) = f(1) =1
ozelliginde

f I — St

yolu verildiginde fv(O) =0 ve ef: f ozelliginde tek bir

f I — R

doniigimiiniin var oldugunu gostermeliyiz. ( fdénﬁ@ﬁmﬁne f nin bir lifti denir. ) f (1) =
1 oldugundan f (1) € e~! (1) = Z olmahdir. Bu tamsay1 f nin derecesi olarak tanimlanir.
Eger fyile f; St icerisinde denk yollar ise ﬁ) (1) = ]?( 1) oldugunu gostermeliyiz. Buradan
ise 7 (S!,1) — 2 bir fonksiyon elde edilir. Sonugta bu fonksiyonun bir grup izomorfizmi

oldugunu gosterecegiz.
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Yardimc: Teorem 6.1 U, S' — {1} kiimesinin herhangi bir agik alt kiimesi ve V =
INne*(U) C R olsun. Bu durumda e~ (U), n € Z igin herbiri e vasitasiyla U {izerine

hemeomorfig olarak déniigen V +n = {v 4+ n; v € V} agk kiimelerinin ayrik birlesimidir.

ispat. U kiimesini bir acik aralik olarak alalim. Yani bazi a, b ler i¢cin U =
{e*™: 0 <a<b<1} almsm. Bu durumda V = (a,b) ve V +n = (a+n,b+n) di.
Aciktirkie™ (U), V+n (n € Z) agik kiimelerinin ayrik birlesimidir. e, €, in (a + n,b + n)
ye kisitlamasi olsun. Aciktir ki e,, siireklidir ve bire-bir artandir. e, ! fonksiyonunun siirekli
oldugunu kontrol etmek i¢in (a + n, b+ n) arahgim ele alahm. Ve W C (a + n, b+ n) ka-
pali bir alt kiime olsun. (boylece kompakt) W kompakt S' Hausdorff oldugundan dolay1
enW — e, (W) bir homeoforfizme indirgenir. Ozel olarak e, (W) kompakttir ve
boylece kapalidir. Bu ise W kapali bir alt kiimesi ise e, (W) nin de kapal oldugunu

gosterir. Boylece e, ! siireklidir ve buradan e, bir homeomorfizmdir. [

Sonucg 6.2 Herhangi bir f : I — S!' siirekli fonksiyonu bir

f: 1 — R
liftine sahiptir. Ayrica e (z9) = f (0) 6zelligindeki bir zo € R icin f (0) = zo 6zelliginde
tek bir flifti vardir

Ispat. Her bir z € S' i¢in U, , « in bir acik komgulugu olsun. Oyleki e~ (U,), her
biri e vasitasiyla U, iizerine homeomorfik olarak doniigen R nin agik alt kiimelerinin ayrik
birlesimidir.{ f~* (U,); = € S*} kiimesi I nin agik bir ortisi olan {(z;,y;)N1I; j € J}
bigiminde ifade edilebilir. I kompakt oldugundan dolay1 ¢ =1, 2, ..., n — 1 i¢in ¢; + ¢; >
tir1 — €41 Ozelliginde [0, t1 + €1), (to — €3,t2 + €3), ..., (t, — €n, 1] bigiminde sonlu bir alt
orti vardir. Simdi 0 = ag < a1 < as < ... < a, = 1 olacak gekilde 1 =1, 2, ..., n—1
igin a; € (tix1 — €41, t; + €) segelim. Agktir ki f ([a;, a;1]) S in bir S; agik kiimesinde
bulunur. Oyleki e~1(S;), herbiri e vasitasiyla S; iizerine homeomorfik olarak doniigen R

nin acik Falt kiimelerinin birlegimidir.
Simdi k =0, 1, 2,..., n icin fx (0) = x¢ olacak gekilde [0, ay| lizerinde 15 liftinglerini

tamimlayacagiz. Bu k = 0 i¢in agikardir. Yani fo (0) =z dir.

fr  [0,a,] — R
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dontigiimiiniin tanimli ve tek oldugunu kabul edelim. f ([ag, axy1]) € Sy dir ve e=! (Sy)

herbir 7 € J i¢in bir homeomorfizm olan4
elw, + W; — S

ile birlikte {W; : j € J} nin ayrik birlesimidir. Buna gore {W, : j € J} biricik W elemam
icin fi (ar) € W dir. Herhangi ]/”;:1 geniglemesi [ay, ag1] den W igerisine doéntigiim

olmahdir. Cilinkii [ag, ax41] yol baglantihidir.
elw « W — S
kisitlamasi bir homeomorfizm oldugundan ep = f |, a,,,j0lacak sekilde bir tek
p o lak,ap] — W

doniigiimit vardir. (Ashnda p = (e |y) " f dir. )

Simdi fy.; doniigiimiinii

—_~—

fk:l(s):{ fr(5):0<s<ay

p(s):ar <s<apy

biciminde tanimlayalim. Bu déniigiim, f5 (ar) = p(ax) oldugundan dolay1 siireklidir

ve ingas1 geregi tektir. Boylece biz fyi elde etmis oluruz. [J

Bu teoremi kullanarak S! icerisindeki bir kapali yolun derecesini tanimlayabiliriz. f,
St igerisinde 1 tabanh bir kapali yol olsun ve f I — R ]?(O) = 0 ozelliginde tek
bir lift olsun. e™! (f (1)) = e~' (1) oldugu igin ]?(1) in bir tamsay1 oldugunu gortiriiz ki

bu tamsay1 f in derecesi olarak tanimlanir.

Denk yollarin ayni dereceye sahip olduklarini gostermek icin ilk olarak denk yollarin
denk liftlere sahip olduklarini gostermeliyiz. Bunu gostermek icin ise bir 6nceki teoremde

I yerine I? alacagiz.

Yardimci Teorem 6.3 Her hangi bir F : I? — S!' siirekli fonksiyonu

F . 1’ — St

liftine sahiptir. Ayrica e (zo) = F (0,0) ézelligindeki zo € R icin F (0,0) = z ézelliginde
bir tek F lifti vardur.
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Ispat. I? kompakt oldugunda
Rij={(t,s) eI’ a; <t <ap1, bj<s<bj}

dikdortgen olmak tizere F (R; ;) C S* olacak sekilde

O=ar<a1 <..<a,=1
O=by<by<..<b,=1

bulabiliriz. Boylece F tiim Roo, Roi,..., Rom, Rio, Ri1,... dikdortgeni tizerinde

tanimhdir. O

Sonug 6.4 (Monodromy Teoremi) fy ve fi, S igerisinde 1 tabanh denk yollar olsun.Eger
fo ve fi, fo(0) = f1(0) olacak sekildeki liftler ise bu durumda fy (0) = f; (0), fo (1) =
£ (1) dur.

Ispat. F, f, ve f; arasidaki {0,1} e gore homotopi olsun. Bunun lifti

F . ? — St

dir ve F (0,0) = fo (0) = f (0) dir. F(t,0) = fo(¢) ve F(t,1) = fi (t) oldugundan
F(t,0) = fo(t) ve F(t,1) = f; (t)dw. Aym zamanda F (1,t), fo(1) den f; (1) e bir
yoldur. Ciinkii F (1,¢) = fo (1) = f1 (1) dir. Fakat F (1,¢) € e"! (fo (1)) = Z dir. Bu ise
F (1,t) nin sabit olmasi ve béylecede fo (1) = f; (1) olmasi anlamma gelir. Boylece ispat

tamamlanir. [

Simdi ¢emberin temel grubunu hesaplayabiliriz.

Teorem 6.5 7 (S',1) 2 7Z

Ispat. f nin derecesi deg(f) olmak iizere

e w(Sh1) — Z
1 — (lf]) =deg ()

tanimlayalim. f, f nin ]?(O) = 0 ozelligindeki bricik lifti olmak tizere deg(f) =
f(l) oldugunu hatirlayalim. ¢ fonksiyonu iyi tanimhdir. Simdi ¢ fonksiyonunun grup

izomorfizmi oldugunu gorelim.
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Ik olarak ¢ nin bir homomorfizm oldugunu gosterelim. I, (f) f nin a € e~ (f (0))

noktasinda baglayan lifti olsun ve 1 de baglayan S! igerisindeki bir yol igin Iy (f) = f,

lo (f) (&)= f(t)+adir. Agktir ki l, (f*g) =1, (f)*1(g) dir. Burada b= f (1) 4+ a dir.
Buna gore [f], [g] € 7 (S, 1) ise

dir ki bu ¢ nin bir homomorfizm oldugunu gosterir. ¢ nin orten oldugunu gostermek
daha kolaydir. Verilen n € Z icin
g I — R
t — g(t)=nt
ile verilmis olsun. Bu durumda eg : I — S e bir tabanl kapali bir yoldur. g,
g (0) = 0 ozelliginde eg nin lifti oldugundan dolay1 ¢ ([eg]) = deg(eg) = g (1) = n elde

edilir ki buda ¢ nin orten oldugunu gosterir.

¢ nin bire-bir oldugunu gostermek i¢in ise ¢ ([f]) = 0 yani deg(f) = 0 oldugunu
kabul edelim. Bunun anlamn f nin f lifti f(0) = f(1) = 01 saglamasidir.R biiziilebilir
oldugundan f ~ ¢ (rel{0,1}) dir. Diger bir deyigle F(0,t) = f(t), F(1,t) = 0 ve
F (t,0) = F (t,1) = 0 6zelliginde bir F : I? — S' doniigiimiii¢in eF (0,t) = f (),
eF(1,t) =1, eF (t,0) = eF (t,1) = 1 sagland1 ve boylece f ~ € (rel{0,1}) yani [f] =
1 € 7 (S, 1) dir. Buda ¢ nin bire-bir oldugunu ispatlar ve boylece ¢ bir izomorfizmdir.

O

Teorem 6.6 X ve Y iki yol baglantili topolojik uzay olsun. X x Y carpiminin temel

grubu, X in ve Y nin temel gruplarinin ¢carpimina izomorftur.

ispat. p: XxY — X ve q : X XY — Y projeksiyon doniigiimleri
olsunlar.

o 1+ (X XY, (x0,0)) — T (X, m0) X 7 (Y, 90)
[f] — elfl=@x[fl.ax[f]) = (Ipf],laf])

doniistimiini tamimlayalim. Ilk olarak ¢ doniigiimiiniin iyi tanmimh oldugunu kontrol

edelim. Eger f ~gise, F' : I x] — X xY sirekli doniisiimi, F (¢,0) = f (¢),
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F(t,1)=g(t)ve F(0,s) = F (1,s) = (xo, y0) olacak gekilde vardir. pF : I xI — X
ve qF : IxI — Y siirekli fonksiyonlari pf ~ pg ve qf ~ qg denkliklerini saglarlar
oyleki o [f] = ¢g] olur ve ¢ iyi tanimhidir.

© nin orten oldugunu gostermek icin ([f1], [f2]) nin 7 (X, o) x 7 (Y, yo) a ait oldugunu

digiinelim. f : I — X xY , f(t) = (fi(t), f2(t)) olsun. ¢ [f] = ([f1],[f2])
oldugu aciktir.

¢ nin bire-bir oldugunu goérmek i¢in ¢ [f] = ¢[g] alahm. Bunun anlami pf ~ pg
ve qf ~ qg dir. Eger Fy : IxI — X ve Fy : IxI — Y bu denklik-
leri verirse, F' : I xI — X xY | F(ts)=(Fi(ts),Fy(ts)), f~ g denkligini

saglar.

Sonug olarak ¢ bir homomorfizmdir, eger f,g : I — X xY , f(1) = g(0)
sartini saglayan yollar ise, p (f x g) = pf * pg ve ¢ (f x g) = qf * qg dir. O

Sonug 6.7 Torun temel grubu Z x Z dir.



BOLUM 7

ORTME UZAYLARI

Ortme uzay kavrami, differansiyel geometri , Lie gruplar teorisi, Riemann yiizeyler
teorisi gibi bir ¢cok alanda 6nemli uygulamalar: bulundugundan dolay: topolojik uzaylarda
oldukca onemlidir. Bu kavrami ayni zamanda temel gruplarin ¢aligmalariyla yakindan
iligkilidir. Ortme uzaylar ile ilgili bircok topolojik problem ilgilenilen uzaylarin temel
gruplan {izerindeki cebirsel problemlere doniitiiriilebilir. Ayrmtili bilgi i¢in [5], [6] a

bakilabilir.

7.1 ORTME UZAYLARI

X ve X iki topolojik uzay ve p : X — X bir siirekli fonksiyon olsun. Bir U C X agik
alt kiimesi i¢in eger p~! (U), X nin p vasttasiyla herbiri U iizerine homeomorfik olarak
doniigen agik alt kiimelerinin ayrik birlesimi olarak yazilabiliyorsa, U ya p vasitasiyla tam

olarak ortulur denir.

p: X —X dontigimii i¢in eger herbir x € X noktasi p vasitasiyla tam olarak ortiilen
bir agik komsguluga sahipse p doniigiimiine ortme doniigimii veya bir ortme izdigimi
denir. X uzayma p : X — X ortme dontigiimiiniin 6rtme uzay1 ve X uzayina taban
uzay1 denir. Buna denk olarak, p drtense ve j # k olmak tizere Uy N U, = 0 ve j € J
i¢gin ply, : U; — U homeomorfizm olacak sekildeki X ‘'nin alt kiimelerinin {U;}
belli koleksiyonu igin p~! (U) = U,e, U; olacak sekildeki z in U agik komsulugu varsa,

p: X — X doniigiimiine ortme doniigiimii denir.

Teorem 7.1 X bir X topolojik uzaymin ortme uzayi, p : X — X ortme dontigiimii,

Ty € X ve xo = p (7o) olsun. Bu durumda
Ps - W(*)??fb) - W(Xal‘(ﬁ
indirgenmig homomorfizmi bir monomorfizmdir.

Ornek 7.1
p : R — St
t — pt)=e

2mit
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doniigiimii ele almsm. x + iy , S* iizerinde bir nokta, bunun orijine gore simetrigi
olan nokta da —z + i(—y) ve U = S' — {—z +i(—y)} olsun. Bu durumda p~* (U),
merkezi %ﬂ' arcsin x olan birim uzunlktaki tiim acik araliklarin birlesiminden olusur ve bu
araliklar p vasitasiyla U iizerine homeomorfik olarak doniigiir. Bundan dolay1 p , ortme

dontigiimiidiir ve R, S cemberinin bir ortme uzayidir.
Ornek 7.2 Herhangi bir homeomorfizm ortme dontigiimiidiir.

Ornek 7.3 n, pozitif bir tamsay1 olsun ve

p : St — St
z — pz)=2"

déniigiimiinii diigiinelim.Vz € St icin S* — {2}, p vasitasiyla tam olarak ortiiliir. Boylece

p ortme dontigiimidiir.

Ornek 7.4 n, pozitif bir tamsay1 ve

X = {z:2€C;0< 2| <r}

X = {z:2€C:0<|2z|<r"} vep(z) =2"
olsun. Boylece p ortme dontigiimidir.

Ornek 7.5 X =R2ve M = S' x S! tor olsun.

p : R? — M
(Q;jy) N p(x7y> — <e27rza:’€27rzy)

dontigiimi bir 6rtme doniigtimiidiir.

7.2 YEREL HOMEOMORFIZMLER

X veY iki uzay ve f : Y — X bir fonksiyon olsun. Eger her bir y € Y noktasi, X in
bir agik alt kiimesi tizerine f yardimiyla homeomorfik olarak dontisen bir agik komsuluga

sahipse f fonksiyonuna bir yerel homeomorfizm denir.

Eger f bir yerel homeomorfizm ise Y nin herbir noktasi yukardaki czelliklere sahip

komsuluklara sahiptir. Boylece bir yerel homeomorfizm bir agik fonksiyondur.

Yardimci Teorem 7.2 Bir ortme doniigiimii, yerel homeomorfizmdir.
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Ispat. p : X — X bir értme doniigiim olsun ve = € X ele almsn. U, p <)? ) nin
p vasitasiyla tam olarak ortiilen bir agik komsulugu olsun. Buna gore, tanimdan j # k
i¢in U; N Uy, = () olacak sekilde ve herbiri p ile U iizerine homeomorfik olarak déniigen U

kiimeleri igin, p~* (U) = U,e,U; dir.

U , T noktasini iceren {U;} ailesine ait bir acik kiime olsun. Bu durumda U ,
Pl U — U

bir homeomorfizm 6zelligindeki x nin bir acik komsulugudur. Bu da p nin yerel homeo-

morfizm oldugunu gosterir. [J

Buna ragmen, bir yerel homeomorfizmin bir 6rtme doéniigiim olmasi gerekmez. Bu

agagidaki ornekle gosterilebilir.

Ornek 7.6
p : R — St

t — D (t) — 627rit

ortme doniigiimii ele alimsin .p; : (0,3) — S, p nin (0,3) acik araligima kisitlanmigi
olsun. p értme doniigiim oldugundan dolay1 bu bir yerel homeomorfizmdir ve bunun (0, 3)
acik araligina kisitlanmig p; doniigtimii de bir yerel homeomorfizmdir. p; ayn zamanda
ortendir fakat 1 € S! karmasik sayis1 p; vasitasiyla tam olarak ortiilen hicbir komsulugu

sahip degildir. Bundan dolay1 p; bir 6rtme dontigiimii degildir.

Sonug 7.3 p: X — X bir értme dontigimi olsun. Bu durumda X, X nm bir boliim

uzayidir.

7.3 G-UZAYLARI

X bir kiime ve G bir grup olsun. Eger

GxX — X
(9.2) +— g-x
fonksiyonu igin,

i) Vo € X i¢in e.x = = (e, G nin birim elemani)

ii) Vo € X ve g,h € G i¢in g. (h.x) = (gh) .x
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sartlar1 saglaniyorsa GG grubuna X kiimesi lizerine etki ediyor yada X kiimesine

(G —kiumesi denir.

Ornek 7.7 X bir topolojik uzay ve G(X), f : X — X homeomorfizmlerinin

grubu olsun.
GxX — X

(g,2) +— g-x

fonksiyonu ele alinsin.

e : X — X Dbirim fonksiyon olmak iizere e.x = e (x) = z dir ve g, h € G (X)
icin g. (h.z) = g.h (x) = g (h(x)) = (gh) (x) = (gh) x = (gh) .x elde edilir. Boylece G, X

tizerine etki eder.

Yardimci Teorem 7.4 X, bir GG kiimesi olsun. Bu durumda eger g € G ise

g + X — X

r — g.x

bigiminde tanimlanan fonksiyon bire-birdir.

Ispat. Tanimdan 040y = g, ve 0. = Ix oldugu goriiliir. Boylece 0,0,1 = 0451 =

O =Ix = 0,104 = 0,1, olur ve 0, bire-bir bir doniigtimdir. [J

Tanim 7.5 G, X {izerine etki etsin ve x € X olsun. G.x = {g.x: g € G} seklinde

tanimlanan X in alt kiimesine x noktasinin yoriingesi denir.

G.x ve G.y yortingeleri ya ayriktir yada esittir. G nin, X ftzerine etki ettigi kabul

edilsin. X tizerinde agagidaki gekilde bir ”~” denklik bagintis1 tanimlansin:
"x ~ y olmasi icin gerekli ve yeterli sart g.x = y olacak sekilde g € G olmasidir.”

G.z ve G.y yoriingeleri ya ayrik yada esit olduklarindan dolay1  ~ y olmasi icin

gerekli ve yeterli sart y € G.z bigiminde yazilmasidir.

Tanmim 7.6 Denklik simflarinim kiimesine X in G ile boliim kiimesi denir ve X \ G seklinde
gosterilir. X — X \ G ye bir 6rten doniigim vardir. Boylece X , G nin tizerine etki
ettigi bir topolojik uzay ise X \ G iizerinde bir boliim topoljisini diigiinebiliriz. Boylece

X \ G ye X in G ye boliim uzay1 denir.
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Ornek 7.8 Eger Z, R tizerine

ZxR — R
(n,z) +— nax=n+z

biciminde etki ediyorsa bu durumda R/Z boliim uzay1 S* ¢emberidir.

Tanim 7.7 X bir topolojik uzay ve G bir grup olsun. Eger G, X iizerine etki ediyorsa

ve Vg € G i¢in
X — X
r — g

seklinde tanimlanmig olan fonksiyon siirekli ise X topolojik uzayima G—uzay1 denir.

Yardimci Teorem 7.8 X bir G—uzay1 olsun. Bu durumda
7 X — X\G

kanonik projeksiyon doniigtimii bir acik dontigiimdiir.

Ispat. V C X bir acik kiime olsun. Bu durumda

i x(V) = {zeX:m(x)en(V)}
= {zeX :Gx=Gy, yeV}
{reX:x=gy, yeVvegeG}
{reX: zegV, geG}
- UgEGg'V

elde edilir. G-uzay1 tanimindan ve G igerindeki herbir ¢ nin etkisi bir homeomorfizmdir.
Boylece V agik oldugundan 7! (7 (V')) agiktir ve bu da 7 (V) nin X \ G igerisinde agk

olmasini gerektirir. [

Tanim 7.9 X , bir G uzay1 olsun. G nin X {izerine etkisi ele alinsin. Eger g # ¢; olacak
sekildeki tiim g, g1 € G i¢in g.V N g,.V = ) olacak sekilde X in bir V' komgulugu varsa G

nin X tzerine etkisine has siireksiz denir.

Eger etki has stireksizse bu durumda g € G, g # e ve ¢ € X i¢in g.x # x oldugu
aciktir.

Teorem 7.10 Eger GG nin X iizerine etkisi has stireksiz ise bu durumda

T : X — X/G

kanonik izdiigiim fonksiyonu bir 6rtme dontigiimidiir.
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ispat. 7 izdiigiim fonksiyonunun siirekli ve orten bir fonksiyon oldugu aciktir. Lemma
8.5 geregi 7 bir agik fonksiyondur. x € X ve V has siireksizligin komsgulugunu saglayan
X in agik komgulugu olsun. Boylece (V') agiktir ve G.x = 7 (x) in bir komgulugudur.

Ayrica {g.v: g € G}, X in ayrik alt kiimeleri olmak iizere

7 (7 (V) = Ugegg-v

dir. Dahasi

Ty gV — w(V)
dontigiimii siirekli bire bir ve agik bir doniigtimdiir. Boylece bir homeomorfizmdir. Bu
ise ispat1 tamamlar. [J

Ornek 7.9 7 : R — R/Z bir 6rtme doéniigiimiidiir. « € R olmak {izere v — = +n
1

bigiminde tanmimlanmig Z nin R {izerine etkisi has siireksizdir ¢iinkii 0 < ¢ < 5 icin

(x — e,z + €) arahig has siireksizlik i¢in istenilen kogulu saglayan x in ac¢ik komgulugudur

ve Z nin R tizerine bu etkisi R yi bir Z uzay1 yapar ve

W:R—>R/Z

bir ortme doniigimi olur.

7.4 ORTME DONUSUMLERININ OZELLIKLERI:

Teorem 7.11 Herhangi bir p X — X ortme doniigiimii acik déniigiimdiir.

Ispat. V C X acik olsun. p (V) nin X icinde acik oldugu gosterilmelidir. z € p (V)
olsun. Tanimdan z in bir p vasitasiyla tam olarak ortiilen bir U acik komgulugu vardir.
T ept(z)NV olsun. Aymi zamanda = € p~* (U) = U, U; oldugundan x € U; olacak
sekilde X iginde bir U; mevcuttur. Boylece U; NV, Uj igerisinde agik ve p |y, Uj; den
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U ya bir homeomorfizm oldugundan dolay: p (U; NV, U nun bir acik alt kiimesidir. O
halde U, X igerisinde acik ve p (U; NV), X i¢inde acgiktir. Herbir x i¢in

repU;NV)CpV)

olacak sekilde p(U; N'V) acik komsulugu bulunabildiginden p (V), X icinde aciktir.
Boylece p bir acik dontigiimdiir denilebilir. [J
Teorem 7.12 Eger p : X — X bir értme dontigiimii ise bu durumda X |, p ye gore bir
boliim topolojisine sahiptir.

ispat. p siirekli ve agik bir doniigiim oldugundan X in bir U alt kiimesinin acik olmasi

i¢in gerekli ve yeterli sart p~! (U) nun acik olmasidir. [J

Teorem 7.13 Eger X yerel baglantil ise p : X — X siirekli fonksiyonunun bir 6rtme

dontigiim olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart X in herbir H bilegeni i¢in

Pl - p ' (H) — H

doniigiminiin ortme doniigim olmasidir.

Ispat. p nin bir 6rtme dontisimi oldugu kabul edilsin ve H, X in bir bilegeni olsun.

x € H ve U, X in p vasitasiyla tam olarak ortiillen bir agik komgulugu olsun. Eger
V', x 1 iceren U nun bir bilegeni ise X yerel baglantili oldugundan dolay1 V', X icinde
aciktir ve boylece H icinde de aciktir. Ayrica V, p |,-1(m) vasitasiyla tam olarak ortiiliir.

Boylece p |,-1(z) bir értme déniigiimdiir.

Tersine X in herbir H bilegeni icin,

ply-rmy : p ' (H) — H

bir 6rtme déniigiimii oldugu kabul edilsin. Eger € H ise U, X in H icinde p |,-1(m)

vasitasiyla tam olarak ortiilen bir agik komgulugu olsun. X yerel baglantili oldugundan
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dolay1 H m X icerisinde agik oldugu biliniyor boylece U, X icinde aciktir ve p vasitasyla

tam olarak ortiiliir. Bundan dolay1 p bir 6rtme doniigimdiir. [J

Tanim 7.14 p: X — X bir értme dontigtimii olsun ve f : Y — X bir stirekli fonksiyon
olsun. Bu durumda pf = f olacak gekildeki ]7: Y — X siirekli fonksiyonuna f nin lifti

denir.

Asgagidaki teorem bir liftin mevcut olmasi durumunda tek olmasi gerektigini gosterir.

Yardimci Teorem 7.15 p : X — X bir értme doniigimi olsun ve fi, fo : Y — X

fonksiyonlar1 f: Y — X fonksiyonunun iki lifti olsun.

Y nin baglantili oldugu ve fi (y0) = fa (yo) olacak sekilde bir yo € Y oldugu kabul
edilsin. Bu durumda f; = f5 dir.

Ispat. Y = {y €Y, fi(y) = fo (y)} kiimesi ele almsin. y € Y oldugundan Y; kiimesi
bog degildir. Y; kiimesinin hem ac¢ik hemde kapali oldugu gosterilsin. Eger y € Y ise
f (y)nin p vasitasiyla tam olarak ortiilen bir V' agik komsulugu vardir. p= (V) = U;c,V

, ViNV; =0 dir ve herbir j icin ply, : V; — V bir homeomorfizmdir.
Eger y € Y] ise bazi k lar igin fi (y) = fa (y) € Vj dir.
F=ft(Vi)nfyt (Vi)
kiimesi y nin bir acik komgulugudur ve Y7 in bir alt kiimesidir.

x € F olsun. Bu durumda f; (z) ve fa (z) € V), dir ve aymi zamanda pf; (z) = pfa ()
dir.

p |y, bir homeomorfizm oldugundan dolay1 f; (z) = fo (z) dir. Buradan Y; in herbir

noktasimin Y; in bir i¢ noktasi oldugu elde edilir. Boylece Y7 aciktir.
y ¢ Y7 ise k # [ olacak sekilde baz1 k ve [ i¢in f; (y) € Vi, ve fo (y) € V] dir.

i (Vinfst (Vi) kiimesi Y7 in tiimleyeni igerisinde bulunan y nin bir agik komsulugudur.
Boylece Y; kapalidir. O halde Y} hem agik hem kapali oldugu gosterilir. Y baglantil
oldugundan dolay1 Y = Y] elde edilir. Buna gore f; = f5 dir. [J



59

7.5 ORTME UZAYININ TEMEL GRUBU:

Bu boliimii ortme uzaylarinin temel gruplari tizerine bir teorem vererek sonuclandiralim.

Teorem 7.16 X yol baglantili olmak tizere p : X — X bir oértme dontigimi olsun.
To, T1 € X alinsin. Bu durumda O p*my ()?,a%) = p*m ()Z, fl) olacak sekilde X icinde
bir p (o) dan p(z7) a bir f yolu vardir.(®; , f yolu ile belirlenmis izomorfizm ve p*

indirgenmig homomorfizmdir.)

ispat. g, X icinde x, y1 7 ya birlegtiren bir yol olsun. Bu durumda,Teorem 5.1.1
geregi ®, : m ()? ,336) — m <)? ,3?]) bir izomorfizmi mevcuttur. Boylece,
@y (X,0)) = (X,01)

dir. Bu esitlige p ortme doniigiimiinden elde edilen p* indirgenmis homomorfizmi uygu-
lanirsa , p*®,(my ()Z',m})) = p*(m ()?,a?i)) elde edilir. Buna gore Teorem 5.3.7 kul-
lamlarak p*®, = ®,,p* elde edilir. Eger f = pg yazarsak f, X i¢inde p (zp) dan p(z7) a
bir yoldur. O halde

o (5 (5.5)) = o (n (.5)
- v (n (%)

elde edilir. O
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