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ÖZET

Bu doktora tezi dört bölümden oluşmaktad¬r. ·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, fark analizi, lineer fark denklemleri teorisi, lineer homogen

sabit katsay¬l¬fark denklemlerinin çözümleri ve fark denklemlerinin sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬ile ilgili temel bilgiler verilip bunlara ili̧skin bilinen baz¬teorem ve lem-

malar hat¬rlat¬lm¬̧st¬r.

Orjinal sonuçlar üçüncü ve dördüncü bölümde yer almaktad¬r.

Üçüncü bölümde aşa¼g¬daki yüksek mertebeden lineer olmayan neutral gecik-

meli fark denklemi ele al¬nm¬̧st¬r.

�m(yn + pnyn�l) + qny
�
n�k = 0; n 2 N (1)

Burada � operatörü �yn = yn+1 � yn şeklinde tan¬mlanan fark operatörü, k

ve l birer pozitif tamsay¬, fpng ve fqng negatif olmayan reel say¬dizileri ve

� 2 (0; 1) pozitif tek tamsay¬lar¬n bir oran¬d¬r. Bu bölümde (1) denkleminin

bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise, aşa¼g¬daki yüksek mertebeden lineer olmayan fark

denklemi ele al¬nm¬̧st¬r.

�mxn + pn�
m�1xn + qnx

�
n�k = 0; m > 2 (2)

Burada � operatörü �xn = xn+1� xn şeklinde tan¬mlanan fark operatörü, k

pozitif bir tam say¬, n � n0 � 0 için 0 � pn < 1 olmak üzere fpng ve fqng

negatif olmayan reel say¬dizileri ve � 2 (0;1) pozitif tek tamsay¬lar¬n bir

oran¬d¬r. Bu bölümde (2) denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için

yeter şartlar elde edilmi̧stir.
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SUMMARY

This thesis consists of four chapter. The �rst chapter has been devoted to

the introduction.

In the second chapter, some main topics of di¤erence calculus, theory of line-

ar di¤erence equations, solutions of linear homogeneous di¤erence equations

with constant coe¢ cients, oscillations of di¤erence equations have been given

and some known theorems and lemmas concerning these concepts have also

been reminded.

Our original results are contained in Chapter 3 and 4.

In the third chapter, we consider the following higher order nonlinear neutral

delay di¤erence equation

�m(yn + pnyn�l) + qny
�
n�k = 0; n 2 N (1)

where � operatörü �yn = yn+1 � yn şeklinde tan¬mlanan fark operatörü, k,

l are positive integers, fpng, fqng are sequences of nonnegative real numbers

and � 2 (0; 1) is a ratio of odd positive integers. In this chapter, our aim is

to obtain su¢ cient conditions for the oscillation of all solutions of equation

(1):

In the last chapter, we consider the following higher order nonlinear delay

di¤erence equation

�mxn + pn�
m�1xn + qnx

�
n�k = 0; m > 2 (2)

where � operatörü �xn = xn+1�xn şeklinde tan¬mlanan fark operatörü, k is

a positive integer, fpng and fqng are sequences of nonnegative real numbers,

0 � pn < 1 for n � n0 � 0 and � 2 (0;1) is a ratio of odd positive integers.

In this chapter our aim is to obtain su¢ cient conditions for the oscillation of

all solutions of equation (2):
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TEŞEKKÜR.................................................................................................. vi

S·IMGELER D·IZ·IN·I...................................................................................... viii
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Bölüm 1

G·IR·IŞ

Fark denklemleri ile zamana ba¼gl¬çeşitli do¼ga olaylar¬n¬n incelenmesinin do¼gal

bir ifadesi olarak kaŗs¬laş¬lmaktad¬r, zamana ba¼gl¬de¼gi̧skenlerin kullan¬ld¬¼g¬

olaylar¬n pek ço¼gu ayr¬k (kesikli) oldu¼gundan bu tür denklemler önemli ma-

tematiksel modelleri oluşturur. Daha da önemlisi, fark denklemleri, diferensi-

yel denklemler için ayr¬klaşt¬rma (discretization) metodlar¬n¬n incelenmesinde

de kaŗs¬m¬za ç¬kar. Fark denklemleri teorisinde elde edilen pek çok sonuç

hemen hemen bunlara kaŗs¬l¬k gelen diferensiyel denklemlerin ayr¬k benzeri-

dir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi, kaŗs¬l¬k gelen diferensiyel denk-

lemler teorisinden daha zengindir. Örne¼gin, birinci mertebeden bir diferen-

siyel denklemin benzeri olan bir fark denklemi "ghost" çözümlere veya kaotik

yörüngelere sahip olabilmesine ra¼gmen bu durum ancak yüksek mertebeden

diferensiyel denklemler için söz konusudur. Sonuç olarak, fark denklemleri

teorisinin ilginç oldu¼gunu ve yak¬n gelecekte daha fazla öneme sahip olaca¼g¬n¬

gözlemleyebiliriz. Böylece, fark denklemleri teorisinin uygulamalar¬, kontrol

teorisinde kararl¬l¬k durumunun incelenmesinde, biyolojide canl¬populasyon

say¬s¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, t¬p

biliminde hücre hareketlerinin incelenmesinde ve bir çok bilim dal¬nda kul-

1



2

lan¬lmaktad¬r.

Son y¬llarda fark denklemlerinin çözümlerinin davran¬̧s¬ve özellikle, sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬ile ilgili bir çok çal¬̧sma yap¬lmaktad¬r. Ladas 1990 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda

xn+1 � xn + pxn�k = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.1)

p 2 (0;1); k 2 Z+ lineer, otonom, gecikmeli fark denkleminin bütün çözüm-

lerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için gerek ve yeter şart vermi̧stir. Erbe ve Zhang 1989

y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda

xn+1 � xn + pnxn�k = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.2)

pn negatif olmayan reel terimli dizi ve k 2 Z+ olmak üzere lineer, otonom ol-

mayan, gecikmeli fark denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter

şart vermi̧slerdir. Yine ayn¬y¬l 1989 y¬l¬nda, Ladas, Philos ve S�cas yukar¬-

daki otonom olmayan fark denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için

yeter şart vermi̧slerdir. Diferensiyel denklemler ile bu denklemlerin ayr¬k

benzerleri olan fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬klar¬aras¬nda ilgi

çekici benzerlikler vard¬r. Ancak, bu her zaman geçerli olmayabilir. Örne¼gin;

x0(t) + p(t)x(t� k) = 0 (1.3)

gecikmeli diferensiyel denklemini ele alal¬m. (1.2) fark denklemi (1.3) dife-

rensiyel denkleminin ayr¬k benzeridir. k = 0 için (1.3) diferensiyel denklemi

x(t) = x(t0) exp

�
�
Z t

t0

p(s)ds

�
şeklinde bir çözüme sahiptir ve bu çözüm hiç bir zaman sal¬n¬ml¬de¼gildir.

Fakat (1.2) fark denklemi k = 0 için

xn =

"
n�1Y
j=n0

(1� pj)
#
xn0
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şeklinde bir çözüme sahiptir. Dolay¬s¬yla bu çözüm 8j � n0 için 1 � pj < 0

oldu¼gunda sal¬n¬ml¬ çözüme sahiptir. Daha sonraki y¬llarda, örne¼gin 1994

y¬l¬nda Yu, Zhang ve Wang, 2001 y¬l¬nda Tang ve Zhang çal¬̧smalar¬nda (1:2)

fark denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeni kriterler elde et-

mi̧slerdir. Ayr¬ca, 1993 y¬l¬nda Yu, Zhang ve Qian, 2000 y¬l¬nda Yu ve Tang

(1:2) fark denkleminde pn nin sal¬n¬ml¬bir dizi olmas¬durumunda bu denk-

lemin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k durumunu incelemi̧slerdir.

Fark denklem çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili olarak literatürde bulabildi¼gimiz

ilk çal¬̧smalardan birisinde Ladas, Philos ve S�cas 1989 y¬l¬nda,

An+1 � An + pnAn�k = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.4)

pn negatif olmayan reel say¬dizisi ve k pozitif bir tamsay¬olmak üzere, li-

neer gecikmeli fark denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k durumunu in-

celemi̧slerdir. Bunun sonucunda (1:4) denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬

olmas¬için

lim inf
n!1

1

k

n�1X
i=n�k

pi >
kk

(k + 1)k+1

yeter şart¬n¬elde etmi̧slerdir. 2001 y¬l¬nda Tang ve Liu çal¬̧smalar¬nda

xn+1 � xn + pnx�n�k = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.5)

pn negatif olmayan reel say¬dizisi ve k pozitif bir tamsay¬olmak üzere 0 <

� < 1 olmas¬ durumunda yani sublineer durumunda (1:5) lineer olmayan

gecikmeli fark denklemi sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için gerek ve yeter şart olarak

1X
n=0

pn =1

koşulunu elde etmi̧sler ve � > 1 durumunda yani superlineer durumunda ise

yeter şartlar elde etmi̧slerdir. 2002 y¬l¬nda Zhang çal¬̧smas¬nda

�(xn � pxn�l) + qnx�n�k = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.6)
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qn negatif olmayan reel say¬dizisi, k ve l birer pozitif tamsay¬, 0 < � < 1 ve

0 � p < 1 olmak üzere (1:6) neutral lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin

sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter şart olarak
1X
n=0

qn =1

eşitli¼gini elde etmi̧slerdir. 2003 y¬l¬nda Thandapani, Arul ve Raja yapm¬̧s

olduklar¬çal¬̧smada

�(yn + hnyn�k) + �qny
�
n�l = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.7)

� = �1 ve � pozitif tek tamsay¬lar¬n bir oran¬olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar

alt¬nda (1:7) neutral lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin sal¬n¬ml¬l¬k

davran¬̧slar¬n¬incelemi̧slerdir.

(c1) fhng pozitif bir reel say¬dizisi ve k pozitif bir tamsay¬,

(c2) fqng pozitif bir reel say¬dizisi ve l herhangi bir tamsay¬,

olmas¬durumunda ve (i) � = 1; 0 < � < 1 ve l > k; (ii) � = �1; � > 1 ve

l negatif bir tamsay¬, şartlar¬alt¬nda (1:7) neutral lineer olmayan gecikmeli

fark denkleminin sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter şart olarak
1X

n=n0

min

�
qn

1 + h�n�l+k
;

qn�k
1 + h�n�l

�
=1

şart¬n¬elde etmi̧slerdir. Ayr¬ca yine bu çal¬̧smada

�(yn + hnyn�k) + �qnf(yn�l) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.8)

denkleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için yukardaki şartlara ek olarak aşa¼g¬daki şartlar

verilmi̧stir.

(c3) f : R ! R sürekli ve azalmayan bir fonksiyon ve u 2 R olmak üzere

u 6= 0 için uf(u) > 0;

(c4) Bir ' : R ! R sürekli fonksiyonu vard¬r öyle ki u 2 R de '(u)

azalmayan, u 6= 0 için u'(u) > 0 ve uv > 0 için

j'(u+ v)j � jf(u) + f(v)j
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dir.

(c5) Bir $ : (0;1) ! (0;1) sürekli fonksiyonu vard¬r öyle ki u > 0 için

jf(uv)j � $(u) jf(v)j ve v 2 R dir.

Bu şartlar alt¬nda (1:8) neutral lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin

çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter şart olarak f�ng bir reel say¬dizisi ve

0 < � < 1 olmak üzere

Qn = min

�
�nqn;

j1� �n�kj qn�k
$(hn�l)

�
elde edilmi̧stir. Bu çal¬̧sman¬n üçüncü bölümünde 1997 y¬l¬nda Agarwal,

Thandapani ve Wong taraf¬ndan yap¬lan yüksek mertebeden neutral fark

denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬isimli çal¬̧sma esas al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada Agar-

wal, Thandapani ve Wong

�m(yn + pnyn�k) + qnf(yn�l) = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (1.9)

denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬n¬incelemi̧slerdir. F : R ! R

sürekli ve azalmayan bir fonksiyon, K pozitif bir sabit olmak üzere u; v > 0

için

�F (�uv) � F (uv) � KF (u)F (v)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n ve u 6= 0 için f(u) � jF (u)j ; F (u)u �  > 0 ve uF (u) > 0

olsun. Bu durumda (1:9) denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki

şartlar¬n varl¬¼g¬kabul edilmi̧stir.

(H1) 0 � pn < 1;

(H2) 0 � pn � P1 < 1; burada P1 bir sabit;

(H3) �1 < �P2 � pn � 0; burada P2 > 0 bir sabit;

(H4) lim inf
n!1

�
n�1P
s=n�l

qsF
�
(1� ps�l)

�
s�l
2m�1

�m�1��
>
�

l
l+1

�l+1 � 1
K2F (1=(m�1)!)

�
;

(H5) lim inf
n!1

�
n�1P
s=n�l

qsF
��

s�l
2m�1

�m�1��
>
�

l
l+1

�l+1 � 1
K2F (M)

�
; M 2 (0; 1);

(H6)
1P
n=0

qn =1:
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Buradan görülür ki üçüncü bölümde çal¬̧sm¬̧s oldu¼gumuz (1:9) denkleminin

özel hali olan

�m(yn + pnyn�l) + qny
�
n�k = 0; n 2 N

denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için elde etmi̧s oldu¼gumuz kriterler daha

hassast¬r.

Bu çal¬̧sman¬n dördüncü bölümünde ise 2000 y¬l¬nda Agarval ve Grace taraf¬n-

dan yap¬lm¬̧s olan çal¬̧sma temel al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada Agarwal ve Grace

�mxn + pn�
m�1xn + F (n; xn�k;�xn�h) = 0; m çift (1.10)

fpng bir reel say¬dizisi 0 � pn < 1; F : N� R2 ! R sürekli bir fonksiyon, k

ve h da birer pozitif tam say¬olmak üzere � > 0 ve � � 0 için

F (n; x; y)sgn(x) � qn jxj� jyj� ve xy 6= 0

şart¬alt¬nda (1:10) denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬¼g¬incelemi̧slerdir. Ayr¬ca

bu çal¬̧smada

�mxn + pn�
m�1xn + qnxn�k = 0; m > 2 (1.11)

yüksek mertebeden lineer gecikmeli fark denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

m�nin çift olmas¬durumunda incelenmi̧stir. Tezin dördüncü bölümünde ise

�mxn + pn�
m�1xn + qnx

�
n�k = 0; m > 2

yüksek mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin çözümünün

sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬m hem çift hem de tek oldu¼gunda � 2 (0; 1) için denk-

lemin sublineer olmas¬durumunda ve � 2 (1;1) için denklemin süperlineer

olmas¬durumunda incelenmi̧stir.



Bölüm 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, doktora tezimizde ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z, bilinen baz¬tan¬m, teo-

rem ve lemmalar¬verece¼giz. ·Ilk önce fark analizi ve fark denklemleri tan¬t¬la-

cak ve daha sonra fark denklemlerinin çözümleri hakk¬nda bilgiler verilecek-

tir. Son olarak fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬hakk¬nda bilinen baz¬tan¬m

ve teoremler hat¬rlat¬lacakt¬r.

2.1 Fark Analizi ve Genel Tan¬mlar

n 2 N olmak üzere xn fonksiyonu için kayd¬rma (öteleme) operatörü

Exn = xn+1

ve ileri fark operatörü

�xn = xn+1 � xn

şeklinde tan¬mlan¬r (Goldberg 1958, Elaydi 1999, Agarwal 2000).

Ekxn = xn+k

7
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oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. �kxn i hesaplamak için I özdeşlik operatörü

olmak üzere, � = E � I ve E = �+ I ifadelerini kullanabiliriz. O zaman,

�kxn = (E � I)kxn

=
kP
i=0

(�1)i
�
k
i

�
Ek�ixn

=
kP
i=0

(�1)i
�
k
i

�
xn+k�i

bulunur. Benzer şekilde,

Ekxn =
kX
i=0

�
k
i

�
�k�ixn

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 2.1.1. n 2 N olmak üzere xn; N üzerinde tan¬ml¬reel (veya komp-

leks) de¼gerli bir fonksiyon olsun.

xn; xn+1; : : : ; xn+k (2.1)

ifadelerini kapsayan bir ba¼g¬nt¬ya (denkleme) k ¬nc¬mertebeden bir fark denk-

lemi denir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.2. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en büyük indis

ile en küçük indis aras¬ndaki fark olarak tan¬mlan¬r. Örne¼gin; xn+3� 3xn+2+

7xn+1 = 0 denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.3. E¼ger (2:1) fark denklemi,

kX
i=0

ainxn+i = bn (2.2)

formunda verilirse k ¬nc¬mertebeden olan (2:1) fark denklemine lineerdir

denir.

E¼ger en az bir n 2 N için bn s¬f¬rdan farkl¬ise, bu durumda (2:2) fark denk-

lemine homogen olmayan, lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).
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E¼ger (2:1) fark denklemi,
kX
i=0

ainxn+i = 0 (2.3)

şeklinde verilirse (2:3) fark denklemine homogen, lineer fark denklemi denir

(Agarwal 2000).

2.2 Lineer Fark Denklemleri Teorisi

Bu k¬s¬mda k ¬nc¬mertebeden lineer fark denklemleri hakk¬nda bilinen baz¬

tan¬m ve teoremler verilecektir. k ¬nc¬mertebeden, homogen olmayan, lineer

fark denklemini

xn+k + p1nxn+k�1 + : : :+ pknxn = gn (2.4)

formunda yazabiliriz. Burada pin ve gn, n � n0 için tan¬ml¬ reel de¼gerli

fonksiyonlar ve 8n � n0 için pkn 6= 0 d¬r.

Teorem 2.2.1. Aşa¼g¬daki başlang¬ç de¼ger problemi bir tek xn çözümüne

sahiptir

xn+k + p1nxn+k�1 + : : :+ pknxn = gn

xn0 = a0 ; xn0+1 = a1 ; : : : ; xn0+k�1 = ak�1

(Elaydi 1999).

Şimdi (2:4) fark denkleminin

xn+k + p1nxn+k�1 + : : :+ pknxn = 0 (2.5)

şeklindeki lineer, homogen şeklini yazal¬m ve aşa¼g¬daki tan¬mlar¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 2.2.1. E¼ger 8n � n0 için

a1f1n + a2f2n + : : :+ arfrn = 0
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olacak şekilde hepsi birden s¬f¬r olmayan a1; a2; : : : ; ar sabitleri var ise n � n0
için f1n; f2n; : : : ; frn fonksiyonlar¬na lineer ba¼g¬ml¬d¬r denir.

E¼ger 8n � n0 için

a1f1n + a2f2n + : : :+ arfrn = 0

eşitli¼gi sadece a1 = a2 = : : : = ar = 0 durumunda sa¼glan¬yorsa, n � n0

için f1n; f2n; : : : ; frn fonksiyonlar¬na lineer ba¼g¬ms¬zd¬r denir (Elaydi 1999,

Lakshmikantham ve Trigiante 1988).

Tan¬m 2.2.2. (2:5) fark denkleminin k tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümlerinin

kümesine, temel çözümler kümesi denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham

ve Trigiante 1988).

Tan¬m 2.2.3. x1n; x2n; : : : ; xrn çözümlerinin Casoration determinant¬veya

k¬saca Casoration, Cn ile gösterilir ve

Cn = det

0BBBBBB@
x1n x2n : : : xrn

x1(n+1) x2(n+1) : : : xr(n+1)
...

...
...

...

x1(n+r�1) x2(n+r�1) : : : xr(n+r�1)

1CCCCCCA (2.6)

ile verilir. Casoration determinant¬diferensiyel denklemlerdeki wronskiyenin

diskret benzeridir (Elaydi 1999, Kelley ve Peterson 1991).

Lemma 2.2.1. (Abel Lemmas¬) x1n; x2n; : : : ; xkn çözümleri (2:5) fark

denkleminin çözümleri olsun. Bu durumda Casoration determinant¬n � n0
için

Cn = (�1)k(n�n0)
 
n�1Y
i=n0

pki

!
Cn0 (2.7)

ile verilir (Elaydi 1999).

Teorem 2.2.2. (2:5) fark denkleminin x1n; x2n; : : : ; xkn çözümlerinin, temel

çözümler kümesi olmas¬ için gerek ve yeter şart, n0 2 Z+ için Cn0 6= 0 ol-

mas¬d¬r (Elaydi 1999).
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Tan¬m 2.2.4. fx1n; x2n; : : : ; xkng, (2:5) fark denkleminin temel çözümler

kümesi olsun. Bu durumda ai ler key� sabitler olmak üzere (2:5) fark denk-

leminin genel çözümü xn =
kP
i=1

aixin ile verilir (Elaydi 1999).

2.3 Lineer Homogen Sabit Katsay¬l¬Fark Denk-

lemlerinin Çözümleri

Bu k¬s¬mda ilk önce k ¬nc¬mertebeden sabit katsay¬l¬, lineer, homogen fark

denkleminin çözümleri hakk¬nda, daha sonrada k ¬nc¬mertebeden lineer, ho-

mogen olmayan fark denkleminin çözümleri hakk¬nda bilinen baz¬tan¬m ve

teoremleri hat¬rlataca¼g¬z. Şimdi aşa¼g¬daki k ¬nc¬mertebeden fark denklemini

ele alal¬m.

xn+k + p1xn+k�1 + : : :+ pkxn = 0 (2.8)

Burada pi ler sabit ve pk 6= 0 d¬r. (2:8) denkleminde �n i çözüm kabul edip

denklemde yerine yazarsak

�k + p1�
k�1 + : : :+ pk = 0 (2.9)

denklemi bulunur. Buna (2:9) fark denkleminin karakteristik denklemi ve

� lara ise (2:9) denkleminin karakteristik kökleri denir. (2:8) fark denkle-

minin çözümü için, karakteristik denklemin köklerine ba¼gl¬olarak üç durum

sözkonusudur;

1.Durum: (2:9) karakteristik denkleminin �1; �2; : : : ; �k kökleri reel ve bir-

birinden farkl¬ise, bu durumda f�n1 ; �n2 ; : : : ; �nkg ifadesi (2:8) fark denkleminin

temel çözümler kümesi olur ve (2:8) in genel çözümü, ai ler key� sabitler ol-

mak üzere

xn =

kX
i=1

ai�
n
i (2.10)

şeklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).
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2.Durum: (2:9) karakteristik denkleminin �1; �2; : : : ; �r kökleri reel ve s¬ras¬yla

m1;m2; : : : ;mr katl¬ise (2:8) denklemini

(E � �1)m1(E � �2)m2 : : : (E � �r)mrxn = 0 (2.11)

şeklinde yazabiliriz. (E��i)mixn = 0 , 1 � i � r denkleminin temel çözümler

kümesi Gi = f�ni ; n�ni ; : : : ; nmi�1�ni g oldu¼gundan (2:11) in temel çözümler

kümesi G =
rS
i=1

Gi olur ve (2:11) in genel çözümü

xn =
rX
i=1

�ni (ai0 + ai1n+ ai2n
2 + : : :+ aimi�1n

mi�1) (2.12)

şeklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

3.Durum: (2:9) karakteristik denklemi �1 = � + i� , �2 = �� i� kompleks

köklerine ve �3 6= �4 6= : : : 6= �k şeklindeki reel köklere sahip olsun. Bu

durumda genel çözüm

xn = c1(�+ i�)
n + c2(�� i�)n + c3(�3)n + c4(�4)n + : : :+ ck(�k)n

şeklinde olur. Burada � = r cos � , � = r sin � , r =
p
�2 + �2 , � = tan�1(�

�
)

olmak üzere

xn = r
n[a1 cos(n�) + a2 sin(n�)] + c3(�3)

n + c4(�4)
n + : : :+ ck(�k)

n (2.13)

olur ve (2:13) de A =
p
a21 + a

2
2 , a1 = c1+c2 , a2 = i(c1�c2) , w = tan�1(a2a1 )

alarak genel çözümü

xn = Ar
n cos(n� � w) + c3(�3)n + c4(�4)n + : : :+ ck(�k)n (2.14)

şeklinde yazar¬z (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

Örnek 2.3.1. xn+3 � 7xn+2 + 16xn+1 � 12xn = 0 , x0 = 0 , x1 = 1 başlang¬ç

de¼ger probleminin çözümünü bulal¬m.

Çözüm. Bu denklemin karakteristik denklemi

�3 � 7�2 + 16�� 12 = 0
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şeklinde olur ve karakteristik denklemin kökleri �1 = �2 = 2 , �3 = 3 olarak

bulunur. Böylece denklemin genel çözümünü

xn = (a0 + na1)2
n + b13

n

şeklinde yazar¬z. Verilen başlang¬ç şartlar¬n¬denklemde yerine yazarsak a0 =

3 , a1 = 2 ve b1 = �3 bulunur. Böylece problemin çözümü

xn = (3 + 2n)2
n � 33n

olur.

Şimdi k ¬nc¬mertebeden lineer, homogen olmayan

xn+k + p1nxn+k�1 + : : :+ pknxn = gn (2.15)

fark denklemini ele alal¬m. Burada 8n � n0 için pkn 6= 0 d¬r. (2:15) fark

denkleminin çözümü, homogen k¬sm¬n genel çözümü xcn ve homogen olmayan

k¬sm¬n bir özel çözümü xpn olmak üzere xn = xcn + xpn ile verilir. Aşa¼g¬daki

teorem bu gerçe¼gi ifade eder.

Teorem 2.3.1. (2:15) fark denkleminin genel çözümü

xn = xpn +
kX
i=1

aixin

şeklinde verilir. Burada fx1n; x2n; : : : ; xkng (2:15) fark denkleminin homogen

k¬sm¬n¬n temel çözümler kümesidir (Elaydi 1999).

(2:15) fark denklemini belirsiz katsay¬lar metodu ile çözerken gn in farkl¬du-

rumlar¬nda özel çözümler genel olarak aşa¼g¬daki şekilde aran¬r;

a) gn = an ise xpn = c1an

b) gn = nk ise xpn = c0 + c1n+ : : :+ cknk

c) gn = nkan ise xpn = c0an + c1nan + : : :+ cknkan

d) gn = sin bn; cos bn ise xpn = c1 sin(bn) + c2 cos(bn)
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e) gn = an sin bn; an cos bn ise xpn = (c1 sin(bn) + c2 cos(bn))an

f) gn = annk sin bn; a
nnk cos bn ise xpn = (c0 + c1n + : : : + ckn

k)an sin(bn) +

(d0 + d1n+ : : :+ dkn
k)an cos(bn):

2.4 Fark Denklemlerinin Çözümlerinin Sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda fark denklemlerinin ve fark denklem sistemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile

ilgili bilinen baz¬tan¬m ve teoremler verilecek.

Tan¬m 2.4.1. E¼ger her pozitif N tamsay¬s¬ve n � N için xnxn+1 � 0 ise xn
aşikar olmayan çözümüne s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi halde xn

çözümüne sal¬n¬ml¬olmayan çözüm denir. Başka bir şekilde ifade edersek,

e¼ger bir xn çözümü belli bir yerden (n de¼gerinden itibaren) sonra sadece

pozitif ya da sadece negatif de¼gilse s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir (Agarwal

vd 2000, Györi ve Ladas 1991, Elaydi 1999).

Tan¬m 2.4.2. k ¬nc¬mertebeden bir fark denklem sisteminin bir fxng çözümü

xn = [x1n; x
2
n; : : : ; x

r
n]
T olsun. E¼ger her bir fxing bileşeni sal¬n¬ml¬ ise fxng

çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir. Di¼ger durumda yani, bir fxing bileşeni belli

bir yerden sonra pozitif ya da negatif ise fxng çözümüne sal¬n¬ml¬olmayan

bir çözüm denir. Burada n = 0; 1; 2; : : : için xn 2 Rr dir (Györi ve Ladas

1991).

Teorem 2.4.1. k; l 2 N ve j = �k; : : : ; l için pj 2 R olmak üzere,

xn+1 � xn +
lX

j=�k

pjxn+j = 0 ; n = 0; 1; 2; : : : (2.16)

fark denklemini gözönüne alal¬m. Bu durumda aşa¼g¬daki durumlar birbirine

denktir.

(i) (2:16) fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.
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(ii) (2:16) fark denklemine ait

�� 1 +
lX

j=�k

pj�
j = 0

karakteristik denkleminin pozitif kökü yoktur (Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.4.2. p 2 R ve k 2 Z için,

xn+1 � xn + pxn�k = 0 (2.17)

şeklindeki (k + 1) inci mertebeden otonom fark denklemini gözönüne alal¬m.

Bu durumda (2:17) fark denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬ olmas¬ için

gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki ifadelerden birinin sa¼glanmas¬d¬r:

(i) k = �1 ise p � �1;

(ii) k = 0 ise p � 1;

(iii) k 2 f: : : ;�3;�2g
S
f1; 2; : : :g ise p > kk

(k + 1)k+1

(Györi ve Ladas 1991, Ladas vd 1989).

Teorem 2.4.3. 0 < � < 1 olmak üzere

xn+1 � xn + pnx�n�k = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.18)

lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r ancak ve

ancak
1X
n=0

pn =1 (2.19)

dur (X. H. Tang ve Yuj¬L¬u 2001).

·Ispat. ():) Aksini kabul edelim. Yani (2:18) denkleminin belirli bir n den

sonraki pozitif çözümü fxng olsun. Bu durumda bir n1 > 0 tam say¬s¬vard¬r

öyle ki

xn�k > 0 ve xn+1 � xn � 0; n � n1 (2.20)

d¬r. Aç¬kt¬r ki (2:18); (2:19) eşitliklerinden ve (2:20) eşitsizli¼ginden

lim
n!1

xn = 0
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bulunur ve

x1��n � x1��n+1 � (1� �)x��n (xn � xn+1) � (1� �)pn; n � n1

elde edilir. Buradan

x1��n1
� (1� �)

1X
n=n1

pn

oldu¼gu görülür. Bu da (2:19) eşitli¼gi ile çeli̧sir.

((:) Aksini kabul edelim. Yani (2:19) eşitli¼gi do¼gru olmas¬n. Bu durumda

bir N > k tamsay¬s¬vard¬r öyle ki

1X
n=N�k

pn �
1

2

dir. Bir fyng dizisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

yn =
1

2
+

1X
i=n

pi; n � N � k

Aç¬kt¬r ki n � N � k için 1=2 � yn � 1 ve

yn �
1

2
+

1X
i=n

piy
�
i�k; n � N

d¬r. Buradan

xn =
1

2
+

1X
i=n

pix
�
i�k; n � N

eşitli¼gi belirli bir n den sonra bir fxng pozitif çözümüne sahiptir. Aç¬kt¬r

ki fxng pozitif çözümü belirli bir n den sonra (2:18) denkleminin pozitif

çözümüdür. Bu da (2:18) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬ olmas¬ ile

çeli̧sir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 2.4.1. Kabul edelim ki yeterince büyük n için

(pn; pn+1; : : : ; pn+k�1) 6= 0 (2.21)
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olsun. Bu durumda (2:18) eşitli¼gi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahip-

tir ancak ve ancak

xn+1 � xn + pnx�n�k � 0; n = 0; 1; 2; : : :

eşitsizli¼gide belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahiptir (X. H. Tang ve Yuj¬

L¬u 2001).

Lemma 2.4.2. Kabul edelim ki (2:21) sa¼glans¬n ve yeterince büyük n için

pn � qn

olsun. E¼ger (2:18) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬ise bu durumda

xn+1 � xn + qnx�n�k = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.22)

eşitli¼gininde her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (X. H. Tang ve Yuj¬L¬u 2001).

Teorem 2.4.4. Kabul edelim ki � > 1 olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki sonuçlar

sa¼glan¬r.

(i) E¼ger bir � > k�1 ln� varsa öyle ki

lim inf
n!1

[pn exp(�e�n)] > 0 (2.23)

ise bu durumda (2:18) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

(ii) E¼ger (2:21) sa¼glan¬r ve bir � < k�1 ln� varsa öyle ki

lim sup
n!1

[pn exp(�e�n)] <1 (2.24)

ise bu durumda (2:18) denklemi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahiptir

(X. H. Tang ve Yuj¬L¬u 2001).

Teorem 2.4.5. Aşa¼g¬daki birinci mertebeden neutral fark denklemini ele

alal¬m.

�(yn + hnyn�k) + �qny
�
n�l = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.25)
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Burada fhng ve fqng birer pozitif reel say¬dizisi, k bir pozitif tamsay¬ve l de

herhangi bir tamsay¬olmak üzere

(i) � = +1; 0 < � < 1 ve l > k;

(ii) � = �1; � < 1 ve l bir negatif tamsay¬

şartlar alt¬nda
1X

n=n0

min

�
qn

1 + h�n�l+k
;

qn�k
1 + h�n�l

�
=1

ise (2:25) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (E. Thandapani, R. Arul, P.

S. Raja 2002).

Teorem 2.4.6. fqng bir pozitif reel say¬dizisi ve l de pozitif bir tamsay¬

olmak üzere e¼ger

lim inf
n!1

n�1X
s=n�l

qs >

�
l

l + 1

�l+1
ise

�vn + qnvn+l � 0 (2.26)

eşitsizli¼gi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahip de¼gildir (E. Thandapani,

R. Arul, P. S. Raja 2002).

Teorem 2.4.7. fqng bir pozitif reel say¬dizisi ve l de pozitif bir tamsay¬

olmak üzere

lim inf
n!1

n+l�1X
s=n

qs >

�
l

l + 1

�l+1
ise

�vn � qnvn+l � 0 (2.27)

eşitsizli¼gi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahip de¼gildir (E. Thandapani,

R. Arul, P. S. Raja 2002).

Teorem 2.4.8. fqng bir pozitif reel say¬dizisi ve l de pozitif bir tamsay¬

olmak üzere

lim inf
n!1

1

k

n�1X
i=n�k

pi >
kk

(k + 1)k+1
(2.28)
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ise

An+1 � An + pnAn�k = 0; n = 0; 1; 2; : : : (2.29)

fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (G. Ladas, Ch. G. Philos, Y. G.

S�cas 1989).

·Ispat. Kabul edelim ki (2:29) denkleminin sal¬n¬ml¬ olmayan bir çözümü

fAng olsun. Yani fAng belirli bir n den sonra pozitif olsun. Bu durumda

An+1 � An = �pnAn�k � 0

bulunur ve buradan fAng nin pozitif say¬lar¬n azalan bir dizisi oldu¼gu görülür.

(2:28) denkleminden ve fAng nin azalan olmas¬ndan

An+1 � An + pnAn � 0

yada

pn � 1�
An+1
An

elde edilir. Bunun sonucun da

1

k

n�1X
i=n�k

pi �
1

k

n�1X
i=n�k

�
1� Ai+1

Ai

�
(2.30)

bulunur.

� =
kk

(k + 1)k+1
(2.31)

olmak üzere (2:28) den yeterince büyük n için

� < � � 1

k

n�1X
i=n�k

pi (2.32)

olacak şekilde bir � sabiti seçebiliriz. Böylece (2:30) dan yeterince büyük n

için

� � 1

k

n�1X
i=n�k

�
1� Ai+1

Ai

�
(2.33)
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elde edilir. (2:33) gözönüne al¬narak, aritmetik ve geommetrik ortalamalar

aras¬ndaki eşitsizlikten yeterince büyük n için

� � 1
k

n�1P
i=n�k

�
1� Ai+1

Ai

�
= 1� 1

k

n�1P
i=n�k

Ai+1
Ai

� 1�
�

n�1Q
i=n�k

Ai+1
Ai

�1=k
= 1�

�
An+1
An�k

�1=k
yaz¬l¬r. Buradan da yeterince büyük n için�

An+1
An�k

�1=k
� 1� � (2.34)

bulunur. Buda gösterir ki 0 < � < 1 dir. Şimdi görülür ki

max
0���1

[(1� �)�1=k] = k

(k + 1)1+
1
k

= �
1
k

d¬r. Sonuç olarak 0 < � � 1 için

1� � � � 1
k�

�1
k

elde edilir ve (2:34) den yeterince büyük n ler için

�

�
An � An�k (2.35)

d¬r. (2:35) eşitsizli¼ginin (2:29) denkleminde kullan¬lmas¬yla yeterince büyük

n ler için �
�

�

�2
An � An�k

elde edilir. Bundan yararlanarak her m = 1; 2; : : : için bir Nm vard¬r öyle ki

n � Nm için �
�

�

�m
An � An�k (2.36)

bulunur. (2:32) den görülür ki yeterince büyük n için

nX
i=n�k

pi �
n�1X
i=n�k

pi � k�
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d¬r. Böylece yeterince büyük n için M � k� > 0 olmak üzere
nX

i=n�k

pi �M (2.37)

dir. Aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glanacak sekilde m yi seçelim.�
�

�

�m
>

�
2

M

�2
(2.38)

Bu eşitsizli¼gi seçmek mümkündür. Çünkü (2:32) den � > � d¬r. Bu durumda

yeterince büyük n için n � n0 olmak üzere (2:38) de seçilen özel m için

(2:36) sa¼glan¬r. Ayn¬zamanda (2:32) ve (2:37) sa¼glan¬r ve n � n0 için fAng

azaland¬r. Şimdi (2:37) den ve n � n0 + k için bir n � k � n� � n olacak

şekilde n� tam say¬s¬vard¬r öyle ki

n�X
i=n�k

pi �
M

2
ve

nX
i=n�

pi �
M

2

dir. (2:29) denkleminden ve fAng nin azalan olmas¬gerçe¼ginden

An��1 � An�k =
n�P

i=n�k
(Ai+1 � Ai)

= �
n�P

i=n�k
piAi�k

� �
�

n�P
i=n�k

pi

�
An��k

� �M
2
An��k

elde edilir. Böylece
M

2
An��k � An�k (2.39)

bulunur. Benzer olarak

An+1 � An� =
nP

i=n�
(Ai+1 � Ai)

= �
nP

i=n�
piAi�k

� �
�

nP
i=n�

pi

�
An��k

� �M
2
An�k
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elde edilir ve böylece
M

2
An�k � An� (2.40)

bulunur. (2:39) ve (2:40) dan�
M

2

�2
An��k � An�

bulunur ki (2:36) n¬n uygulanmas¬yla�
�

�

�m
� An��k

An�
�
�
2

M

�2
elde edilir. Bu da (2:38) ile çeli̧sir ki böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.

Teorem 2.4.8. Kabul edelim ki 0 � p < 1 ve 0 < � < 1 olsun. Bu durumda

�(xn � pxn�l) + qnx�n�k = 0; n = 0; 1; 2; : : :

denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r ancak ve ancak

1X
n=0

qn =1

dur (G. Zhang 2002).

Lemma 2.4.3. 1 � m � n � 1 olsun ve u(k) fonksiyonuda N(a) da tan¬m-

lans¬n. Bu durumda,

(i) lim inf
k!1

�mu(k) > 0 ise, 0 � i � m� 1 olmak üzere lim
k!1

�iu(k) =1;

(ii) lim sup
k!1

�mu(k) < 0 ise, 0 � i � m� 1 olmak üzere lim
k!1

�iu(k) = �1

dur (R. P. Agarwal, 2000).



Bölüm 3

YÜKSEK MERTEBEDEN

L·INEER OLMAYAN

NEUTRAL GEC·IKMEL·I

FARK DENKLEMLER·IN·IN

SALINIMLILIK SONUÇLARI

3.1 YüksekMertebeden Liner Olmayan Neut-

ral Gecikmeli Fark Denkleminin Çözüm-

lerinin Sal¬n¬ml¬l¬k Analizi

Çal¬̧sman¬n bu k¬sm¬nda

�m(yn + pnyn�l) + qny
�
n�k = 0; n 2 N (3.1)

23
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tipindeki yüksek mertebeden lineer olmayan neutral gecikmeli fark denklemi

ele al¬nm¬̧st¬r. Burada � operatörü �yn = yn+1 � yn şeklinde tan¬mlanan

bilinen fark operatörü, k ve l birer pozitif tamsay¬, fpng ve fqng negatif

olmayan reel say¬dizileri ve � 2 (0; 1) pozitif tek tamsay¬lar¬n bir oran¬d¬r.

Son y¬llarda fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬yla il-

gili olarak bir çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. 1997 y¬l¬nda Agarwal, Thandapani ve

Wong, 1999 y¬l¬nda Agarwal ve Grace (3:1) denkleminden farkl¬olan yüksek

mertebeden lineer olmayan neutral fark denlemlerinin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬k

davran¬̧slar¬n¬incelemi̧slerdir. 2001 y¬l¬nda Tang ve Liu aşa¼g¬daki formda olan

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin çözümünün

sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬n¬araş¬rm¬̧slard¬r.

xn+1 � xn + pnx�n�k = 0

Burada fpng negatif olmayan reel terimli dizi, k pozitif tam say¬ve � 2 (0;1)

pozitif tek tamsay¬lar¬n bir oran¬d¬r. 2003 y¬l¬nda Thandapani ve di¼gerleri

�(yn + hnyn�k) + �qny
�
n�l = 0

neutral gecikmeli fark denklemini incelemi̧slerdir. Burada � = �1; � pozitif

tek tamsay¬lar¬n bir oran¬ve fhng; fqng pozitif reel dizilerdir.

� = maxfk; lg olmak üzere (3:1) denkleminin çözümü; n � 0 için (3:1) denk-

lemini sa¼glayan ve bütün n � �� için tan¬ml¬olan bir fyng reel dizisidir.

(3:1) in bir çözümü; belli bir n den sonra ya hep negatif yada hep pozitif

olmuyorsa bu çözüm sal¬n¬ml¬d¬r. Aksi halde sal¬n¬ml¬de¼gildir.

Aşa¼g¬da verece¼gimiz teoremlerde (3:1) denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

için yeter şartlar elde edilmi̧stir. Bunun için aşa¼g¬daki şartlar¬n var oldu¼gunu

kabul edelim.

(C1) 0 � pn < 1;

(C2) 0 � pn � P1 < 1; burada P1 bir sabit;
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(C3) �1 < �P2 � pn � 0; burada P2 > 0 bir sabit;

(C4)
1P
n=0

qn [(1� pn�k)(n� k)m�1]� =1;

(C5)
1P
n=0

qn[(n� k)(m�1)]� =1;

(C6)
1P
n=0

qn =1:

Verece¼gimiz teoremlerde (3:1) denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬k kriterlerini

elde etmek için aşa¼g¬daki lemmalar kullan¬lm¬̧st¬r.

Lemma 3.1.1. Kabul edelimki � 2 (0; 1) pozitif tek tamsay¬lar¬n bir oran¬

ve l pozitif bir tamsay¬olsun. E¼ger

1X
n=0

qn =1 (3.2)

ise

�un + qnu
�
n�l � 0

fark eşitsizli¼gi belli bir n den sonra pozitif çözüme sahip de¼gildir (X. H. Tang

ve Yuj¬L¬u 2001).

Lemma 3.1.2. (Ayr¬k Kneser Teoremi) n � a 2 N için zn tan¬ml¬olsun.

Burada n � a için �mzn sabit i̧saretli olmak üzere zn > 0 ve zn özdeş olarak

s¬f¬r olmas¬n. Bu durumda 0 � j � m olmak üzere �mzn � 0 için (m + j)

tek ve �mzn � 0 için (m+ j) çift olacak şekilde bir j tamsay¬s¬vard¬r öyle ki

j � m� 1 ise (�1)j+i�izn > 0; n � a, j � i � m� 1

ve

j � 1 ise �izn > 0; n � a; 1 � i � j � 1

dir (R. P. Agarwal, 2000).

·Ispat. ·Ispat için iki durum söz konusudur.

Durum 1. n � a 2 N için �mzn � 0 olsun. ·Ilk olarak n � a 2 N için

�m�1zn > 0 oldu¼gunu ispatlayal¬m. E¼ger bunun aksini düşünürsek N(a) da
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n1 � a say¬s¬vard¬r öyle ki

�m�1zn1 � 0

d¬r. �m�1zn azalan oldu¼gundan N(a) da sabit olarak tan¬mlanamaz. Bu

durumda bir n2 2 N(n1) vard¬r öyle ki

�m�1zn � �m�1zn2 � �m�1zn1 � 0; bütün n 2 N(n2)

d¬r. Fakat Lemma 2:4:3�den

lim
k!1

zn = �1

bulunur. Bu da zn > 0 olmas¬ile çeli̧sir. Böylece N(a) da �m�1zn > 0 d¬r ve

bir yeterince küçük j say¬s¬vard¬r öyle ki m + j toplam¬tek, 0 � j � m� 1

ve

(�1)j+i�izn > 0; n � a, j � i � m� 1

dir. Şimdi de j > 1 ve

�j�1zn < 0; n 2 N(a)

olsun. Yine Lemma 2:4:3�den

�j�2zn > 0; n 2 N(a)

bulunur. Bu iki eşitsizli¼gin sonucu olarak,

(�1)j�2+i�izn > 0; n � a, j � 2 � i � m� 1

elde edilir. Bu da j�nin tan¬m¬yla çeli̧sir. Böylece �j�1zn < 0; n 2 N(a)

eşitsizli¼gi yanl¬̧st¬r ve�j�1zn � 0 d¬r. (�1)j+i�izn > 0; n � a, j � i � m�1

eşitsizli¼ginden �j�1zn azalmayand¬r ve böylece

lim
k!1

�j�1zn > 0
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olur. E¼ger j > 2 ise Lemma 2:4:3�den

lim
k!1

�izn =1; 1 � i � j � 2

elde edilir. Böylece bütün büyük n 2 N(a) ve 1 � i � j � 1 için

�izn > 0

d¬r. Böylece ispat¬n birinci k¬sm¬tamamlan¬r.

Durum 2. n � a 2 N için �mzn � 0 olsun. n3 2 N(n2) olsun öyle ki

�m�1zn3 � 0

d¬r. Bu durumda �m�1zn azalmayan oldu¼gundan sabit olarak tan¬mlanamaz

ve bir n4 2 N(n3) say¬s¬vard¬r öyle ki bütün n 2 N(n4) ler için

�m�1zn > 0

d¬r. Böylece

lim
k!1

�m�1zn > 0

bulunur ve Lemma 2:4:3�den

lim
k!1

�izn =1; 1 � i � j � 2

elde edilir. Böylece bütün büyük n 2 N(a) ve 1 � i � j � 1 için

�izn > 0

d¬r. Bu m = j için teoremi sa¼glar. Bütün n 2 N(a) için �m�1zn < 0 olmas¬

durumunda Lemma 2:4:3�den bütün n 2 N(a) için

�m�2zn > 0

bulunur. ·Ispat¬n bundan sonraki k¬sm¬Durum 1�in benzeridir.



28

Lemma 3.1.3. n � a 2 N için zn tan¬mlans¬n ve �mzn � 0 olmak üzere

zn > 0 olsun ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n. Bu durumda yeterince büyük bir

n1 � a 2 N vard¬r öyle ki

zn �
(n� n1)m�1
(m� 1)! �m�1z2m�j�1n ; n � n1

dir. Burada j Lemma 3:1:2 deki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca e¼ger zn artan ise

zn �
1

(m� 1)!

� n

2m�1

�m�1
�m�1zn ; n � 2m�1n1

dir (R. P. Agarwal, 2000).

·Ispat. Lemma 3:1:2 den söyleyebiliriz ki N(a) da j � i � m� 1 olmak üzere

(�1)j+i�1�izn > 0; j � i � m� 1

olur ve bütün büyük n � n1 2 N(a) için 1 � i � j � 1 olmak üzere

�izn > 0

d¬r. Bu eşitsizlikleri kullanarak

��m�2zn = ��m�2z1 +
1P
l=n

�m�1zl

�
2nP
l=n

�m�1zl

� �m�1z2n(n)(1)

��m�3zn = �m�3z1 �
1P
l=n

�m�2zl

�
2nP
l=n

(l)(1)�m�1z2l

�
2nP
l=n

(l � n)(1)�m�1z2l

� �m�1z22n
1
2!
(n)(2)

: : : : : :

�jzn � �m�1z2m�j�1n
1

(m�j�1)!(n)
(j�m�1)
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elde edilir. Buradan

�j�1zn = �m�zn1 +
n�1P
l=n1

�mzl

�
n�1P
l=n1

1
(m�j�1)!(l � n1)

(j�m�1)�m�1z2m�j�1l

� 1
(m�j)!(n� n1)

(j�m)�m�1z2m�j�1n

bulunur. Böylece, (j � 1) kez tekrardan sonra

zn �
(n� n1)m�1
(m� 1)! �m�1z2m�j�1n ; n � n1

elde edilir.

3.2 (3.1) Denkleminin Sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için Yeter

Şartlar

Teorem 3.2.1. (a) (3:1) denkleminde m çift olsun. E¼ger (C1) ve (C4)

sa¼glan¬rsa, (3:1) denkleminin bütün çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

(b) (3:1) denkleminde m tek olsun. E¼ger (C2) ve (C5) sa¼glan¬rsa, (3:1)

denkleminin her çözümü ya sal¬n¬ml¬d¬r ya da n!1 iken s¬f¬ra gider.

·Ispat. (3:1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümü fyng olsun. n � n0 �

N0 için yn > 0, yn�l > 0 ve yn�k > 0 d¬r.

zn = yn + pnyn�l

olmak üzere n � n0 için zn � yn > 0 ve

�m(yn + pnyn�l) + qny
�
n�k = 0

�mzn + qny
�
n�k = 0

oldu¼gundan,

�mzn = �qny�n�k < 0 (3.2)
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d¬r. Dolay¬s¬yla Lemma 3:1:2 den m � 2 için

�m�1zn > 0 ; n � n0 (3.3)

olur. ·Iddia ediyoruz ki �zn � 0 d¬r. E¼ger m = 1 ise, (3:1) denkleminden

bu aç¬kt¬r. m � 2 için bunun aksini kabul edelim. Yani n � n1 � n0 için

�zn > 0 olsun. Bu durumda n � n2 � n1 için

(1� pn)zn � zn � pnzn�l
= yn + pnyn�l � pn(yn�l + pn�lyn�2l)

= yn + pnyn�l � pnyn�l � pnpn�lyn�2l
= yn � pnpn�lyn�2l
� yn

(3.4)

bulunur. zn pozitif ve artan oldu¼gundan, Lemma 3:1:3 ve (3:4) eşitsizli¼gi

gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

yn � (1� pn)zn �
(1� pn)
(m� 1)!

� n

2m�1

�(m�1)
�m�1zn ; n � 2m�1n2 (3.5)

bulunur. (3:5) eşitsizli¼gini kullanarak n � n2 � n1 için

qnyn�k � qn
(1� pn�k)
(m� 1)!

�
n� k
2m�1

�(m�1)
�m�1zn�k

elde edilir. Buradan da

qny
�
n�k � qn

�
1� pn�k
(m� 1)!

���
n� k
2m�1

�(m�1)�
(�m�1zn�k)

�

oldu¼gundan

�mzn � �qn
�
1� pn�k
(m� 1)!

���
n� k
2m�1

�(m�1)�
(�m�1zn�k)

�

yaz¬l¬r. (3:2) eşitsizli¼ginden ve yukar¬daki son eşitsizlikten f�m�1zng in

�mzn + qn

�
1� pn�k
(m� 1)!

���
n� k
2m�1

�(m�1)�
(�m�1zn�k)

� � 0
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eşitsizli¼ginin bir pozif çözümü oldu¼gu görülür. E¼ger burada �m�1zn = wn

seçilirse,

�wn + qn

�
1� pn�k
(m� 1)!

���
n� k
2m�1

�(m�1)�
w�n�k � 0

olur. Bu durum (C4) şart¬ndan bu Lemma 3:1:1 ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla �zn �

0 d¬r.

Lemma 3:1:2 de �zn � 0 oldu¼gundan j = 0 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

(�1)i�izn > 0; 0 � i � m� 1; n � n0 (3.6)

bulunur. E¼ger m çift ise (3:6) eşitsizli¼gi ile (3:3) eşitsizli¼gi çeli̧sir. Böylece

Teoremin (a) k¬sm¬n¬n ispat¬tamamlan¬r.

Şimdi m tek olsun. Kabul edelim ki n!1 iken yn s¬f¬ra gitmesin. �zn � 0

oldu¼gu için n!1 iken zn # c d¬r. Burada 0 < c <1 d¬r. Bu durumda bir

" > 0 ve bir n3 > n0 tamsay¬s¬vard¬r öyle ki

o < " < c
1� P1
1 + P1

< c

ve

c� " < zn � zn�l < c+ "; n � n3 (3.7)

bulunur. Böylece (3:4) eşitsizli¼gi ve (3:7) eşitsizli¼ginden n � n3 için

yn � zn � pnzn�l
� zn � P1zn�l
> (c� ")� P1(c+ ")

> (c�")�P1(c+")
(c+")

zn

= c1zn

(3.8)

olur. Burada

c1 = [(c� ")� P1(c+ ")]=(c+ ") 2 (0; 1)

d¬r. j, Lemma 3:1:3 deki gibi tan¬mlans¬n, n � n4 � n3 için

zn =
zn

z2j+1�mn
z2j+1�mn >

c� "
c+ "

z2j+1�mn = c2z2j+1�mn (3.9)
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elde edilir. Burada c2 = (c � ")=(c + ") 2 (0; 1) dir. Lemma 3:1:3; (3:8) ve

(3:9) eşitsizlikleri kullan¬larak n � n5 � n4 için

yn > c1c2z2j+1�mn

� c1c2 (2
j+1�mn�n5)(m�1)

(m�1)! �m�1zn

� c1c2
(m�1)!2

(j+1�m)(m�1)(n� 2mn5)(m�1)�m�1zn

oldu¼gu görülür. Buradan n � 2m+1n5 +m� 2 için

yn � c1c2
(m�1)!2

(j+1�m)(m�1) 1
2m�1n

(m�1)�m�1zn

� c3
�

n
2m�1

�(m�1)
�m�1zn

(3.10)

bulunur. Burada

c3 = c1c22
(j�m)(m�1)=(m� 1)! 2 (0; 1)

d¬r. (3:10) eşitsizli¼ginden n � n6 � n5 için

qnyn�k � qnc3
�
n� k
2m�1

�(m�1)
�m�1zn�k

elde edilir. Bu durumda

�mzn � �qn(c3)�
�
n� k
2m�1

��(m�1) �
�m�1zn�k

��
bulunur. (3:2) eşitsizli¼ginden ve yukar¬daki son eşitsizlikten f�m�1zng in

�wn + qn(n� k)�(m�1)(c3)�
�

1

2m�1

��(m�1)
w�n�k � 0

eşitsizli¼ginin bir pozif çözümü oldu¼gu görülür. Bu durum, (C5) şart¬ndan

dolay¬ Lemma 3:1:1 ile çeli̧sir. Böylece Teoremin (b) k¬sm¬n¬n da ispat¬

tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.2.2. E¼ger (C3) ve (C5) sa¼glan¬rsa, (3:1) denkleminin her çözümü

ya sal¬n¬ml¬d¬r ya da n!1 iken s¬f¬ra gider.
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·Ispat. (3:1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümü fyng olsun. n �

n0 � N0 için yn > 0, yn�l > 0 ve yn�k > 0 d¬r. zn = yn + pnyn�l olmak üzere

n � n0 için zn � yn ve ayn¬zamanda (3:2) eşitsizli¼gi sa¼glans¬n.
·Iddia ediyoruz ki �yn � 0 d¬r. E¼ger m = 1 ise (3:1) denkleminden bu aç¬kt¬r.

m � 2 için bunun aksini kabul edelim yani n � n1 � n0 için �yn > 0 olsun.

Bu durumda (C3) şart¬dikkate al¬nd¬¼g¬nda n � n2 � n1 için

zn � yn + pnyn � (1� P2)yn > 0 (3.11)

elde edilir. yn s¬n¬rs¬z oldu¼gundan (3:11) den ayn¬zamanda zn de s¬n¬rs¬zd¬r.

Böylece n � n2 için �zn > 0 d¬r. Lemma 3:1:3 den dolay¬,

yn � zn �
1

(m� 1)!

� n

2m�1

�(m�1)
�m�1zn ; n � 2m�1n2

elde edilir. Sonuç olarak yukar¬daki son eşitsizlikten n � n3 � n2 için

qnyn�k � qn
1

(m� 1)!

�
n� k
2m�1

�(m�1)
�m�1zn�k

elde edilir. Buradan

�mzn � �qn(n� k)�(m�1)
�

1

(m� 1)!

���
1

2m�1

��(m�1)
(�m�1zn�k)

�

bulunur. (3:2) eşitsizli¼ginden ve yukar¬daki son eşitsizlikten f�m�1zng in

�mzn + qn(n� k)�(m�1)
�

1

(m� 1)!

���
1

2m�1

��(m�1)
(�m�1zn�k)

� � 0

eşitsizli¼ginin bir pozitif çözümü oldu¼gu görülür. E¼ger �m�1zn = wn al¬n¬rsa,

�wn + qn(n� k)�(m�1)
�

1

(m� 1)!

���
1

2m�1

��(m�1)
w�n�k � 0 (3.12)

bulunur. Bu durum (C5) şart¬ndan dolay¬Lemma 3:1:1 ile çeli̧sir. Böylece

�yn � 0 d¬r. Sonuç olarak n ! 1 iken yn # c dir. Burada 0 < c < 1 dur.

zn nin tan¬m¬ndan ve (C3) şart¬ndan

lim inf
n!1

zn = (1 + lim inf
n!1

pn)c � (1� P2)c > 0
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bulunur. Dolay¬s¬yla zn pozitiftir ve (3:3) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. zn � yn ve yn

artmayan oldu¼gundan zn de artmayand¬r. Böylece n ! 1 iken zn # d d¬r.

Burada 0 < d <1 dur. " 2 (0; d) verilsin. Bir n4 > n0 tam say¬s¬vard¬r öyle

ki

d� " < zn < d+ "; n � n4 (3.13)

d¬r. j; Lemma 3:1:3 deki gibi tan¬mlans¬n. Bu durumda n � n5 � n4 için

s¬ras¬yla (3:13) eşitsizli¼ginin ve Lemma 3:1:3 ün kullan¬m¬yla

zn = zn
z
2j+1�mn

z2j+1�mn

> d�"
d+"
z2j+1�mn

� d�"
d+"

(2j+1�mn�n5)(m�1)
(m�1)! �m�1zn

� d�"
d+"

1
(m�1)!2

(j+1�m)(m�1)(n� 2mn5)(m�1)�m�1zn

elde edilir. Dolay¬s¬yla n � 2m+1n5 +m� 2 için

zn � d�"
d+"

1
(m�1)!2

(j+1�m)(m�1) 1
2m�1n

(m�1)�m�1zn

� d1
�

n
2m�1

�(m�1)
�m�1zn

(3.14)

elde edilir. Burada

d1 = 2
(j�m)(m�1)(d� ")= [(d+ ")(m� 1)!] 2 (0; 1)

d¬r. (3:14) den n � n6 � n5 için

�mzn � �qn(d1)�
�
n� k
2m�1

��(m�1) �
�m�1zn�k

�� � 0
bulunur. E¼ger �m�1zn = wn al¬n¬rsa

�wn + qn(n� k)�(m�1)(d1)�
�

1

(m� 1)!

���
1

2m�1

��(m�1)
w�n�k � 0

elde edilir. (3:2) eşitsizli¼ginden ve yukar¬daki son eşitsizlikten f�m�1zng in

�wn + qn(n� k)�(m�1)(d1)�
�

1

(m� 1)!

���
1

2m�1

��(m�1)
w�n�k � 0 (3.15)
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eşitsizli¼ginin bir pozitif çözümü oldu¼gu görülür. Bu durum (C5) şart¬ndan

Lemma 3:1:1 ile çeli̧sir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.2.3. pn � 1 olsun ve (C6) sa¼glans¬n.

(a) E¼ger m çift ise, (3:1) denkleminin bütün çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

(b) E¼ger m tek ise, (3:1) denkleminin her çözümü ya sal¬n¬ml¬d¬r ya da

n!1 iken s¬f¬ra gider.

·Ispat. (1:1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümü fyng olsun. n � n0 �

N0 için yn > 0, yn�l > 0 ve yn�k > 0 d¬r. zn = yn+pnyn�l olmak üzere n � n0
için zn � yn > 0 ve ayn¬zamanda (3:2) ve (3:3) eşitsizlikleri sa¼glans¬n. (3:1)

denkleminde n0 dan (n�1)�e kadar toplam al¬r ve (3:3) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

�m�1zn0 =
n�1X
s=n0

qsy
�
s�k +�

m�1zn >
n�1X
s=n0

qsy
�
s�k

elde edilir. Buradan da
1X
s=n0

qsy
�
s�k <1 (3.16)

bulunur. ·Iddia ediyoruz ki,

lim inf
n!1

zn > 0

ise
1X
s=n0

qs <1

dur. Bunu ispatlamak için aksini kabul edelim. Yani
1X
s=n0

qs =1

ve

L = inf
s�n0

y�s�k > 0

olsun. Bu durumda
1X
s=n0

qsy
�
s�k � L

1X
s=n0

qs =1
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yaz¬l¬r. Böylece elde dilen bu sonuç (3:16) ile çeli̧sir.

Durum (a) : m çift olsun. Lemma 3:1:2 den görebiliriz ki j tekdir ve

böylece �zn > 0; n � n0 d¬r. Buradan n � n1 � n0 için

0 < zn � zn�k = yn � yn�2k

elde edilir ve yn > yn�2k; n � n1 d¬r. Sonuç olarak

lim inf
n!1

yn > 0

d¬r. Böylece (2:16) dan
1X
s=0

qs <1

dur. Bu sonuçta (C6) şart¬ile çeli̧sir.

Durum (b) : m tek olsun ve n!1 iken yn s¬f¬ra gitmesin. Lemma 3:1:2

den görebiliriz ki j çifttir. E¼ger j � 2 ise yine�zn > 0; n � n0 oldu¼gu görülür.

Durum (a) daki gibi bir çeli̧ski elde edilecektir. E¼ger j = 0 ise Lemma 3:1:2

den �zn < 0; n � n0 elde edilir. Böylece n ! 1 iken zn ! � d¬r. Burada

0 < � <1 dur. " 2 (0; �) için bir n1 > n0 tam say¬s¬vard¬r öyle ki

zn = yn + yn�k > � � " > 0; n � n1

dir. Böylece

lim inf
n!1

yn > 0

d¬r. Buradan
1X
s=0

qs <1

oldu¼gu görülür. Bu sonuçta (C6) şart¬ile çeli̧sir.

Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.



Bölüm 4

YÜKSEK MERTEBEDEN

L·INEER OLMAYAN

GEC·IKMEL·I FARK

DENKLEMLER·IN·IN

SALINIMLILIK SONUÇLARI

4.1 YüksekMertebeden Lineer Olmayan Gecik-

meli Fark Denkleminin Çözümlerinin Sal¬n¬m-

l¬l¬k Analizi

Bu bölümde

�mxn + pn�
m�1xn + qnx

�
n�k = 0; m > 2 (4.1)

tipindeki yüksek mertebeden lineer olmayan fark denkleminin çözümünün

sal¬n¬ml¬l¬k sonuçlar¬araşt¬r¬lacakt¬r. Burada � ileri fark operatörü, k pozitif

37
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bir tam say¬, n � n0 � 0 için 0 � pn < 1 olmak üzere fpng ve fqng negatif

olmayan reel say¬dizileri ve � 2 (0;1) pozitif tek tamsay¬lar¬n bir oran¬d¬r.

Son y¬llarda fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ile ilgili bir çok

çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Özellikle 2001 y¬l¬nda Tang ve Liu

xn+1 � xn + pnx�n�k = 0

formdaki birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin çözümünün

sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬n¬araşt¬rm¬̧slard¬r. Burada fpng neagtif olmayan say¬lar¬n

bir dizisi, k pozitif bir tam say¬ve � 2 (0;1) pozitif tek say¬lar¬n bir bölümü.

2000 y¬l¬nda Agarwal ve Grace � = 1 ve m nin çift olma durumu için (4:1)

denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬k özelliklerini araşt¬rm¬̧slard¬r:

(4:1) denkleminin çözümünden n � 0 için (4:1) denklemini sa¼glayan ve bütün

n � �k için sa¼glanan bir reel fxng dizisini anl¬yoruz. (4:1) denkleminin bir

çözümüne sal¬n¬ml¬diyebilmemiz için bu çözümün ne hep negatif ne de hep

pozitif olmamas¬gerekir. Aksi takdirde çözüm sal¬n¬ml¬de¼gildir.

Bu bölümde amac¬m¬z (4:1) denkleminin bütün çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için

yeter şartlar¬elde etmektir.

Bu şartlar¬elde edebilmek için aşa¼g¬daki lemmalara ihtiyac¬m¬z vard¬r.

Lemma 4.1.1. Kabul edelim ki yeterince büyük n için;

(pn; pn+1; : : : ; pn+k�1) 6= 0

olsun. Bu durumda

xn+1 � xn + pnx�n�k = 0; n = 0; 1; 2; : : :

birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli fark denklemi belirli bir n den

sonra bir pozitif çözüme sahiptir ancak ve ancak

xn+1 � xn + pnx�n�k � 0; n = 0; 1; 2; : : :

eşitsizli¼gide belirli bir n den sonra bir pozitif çözüme sahipse (G. Zhang ve

Y. Gao 1999).
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4.2 (4.1) Denkleminin m�nin Çift Olmas¬Du-

rumunda Sal¬n¬ml¬l¬k Şartlar¬

Teorem 4.2.1. n � n0 � 0 için �pn � 0; k > 1; m bir pozitif çift tamsay¬,

Qn =

�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)�(m�2)qj

!
; � =

1

2(m�2)2

ve

Rn =

n�1X
j=n�k

qj

 
n�1X
s=j�k

1

(m� 3)!(s+m+ k � 3)
(m�3)

!�
olmak üzere

Cn = minfQn; Rng > pn�kz1��n�k ; yeterince büyük n ler için

olsun.

cn = min

�
Cn � pn�kz1��n�k ;

�
1

(m� 1)!
1

2(m�1)2

��
(n� k)�(m�1)qn

�
(4.2)

olmak üzere

�zn + cnz
�
n�k = 0 (4.3)

fark denklemi sal¬n¬ml¬ise (4:1) denklemi de sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. (4:1) denkleminin sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümü fxng ve n � n0 � 1

için xn > 0 olsun. ·Ilk olarak f�m�1xng nin belirli bir n den sonra tek i̧saretli

oldu¼gunu iddia edelim. Bunun sonucunda kabul edelim ki f�m�1xng sal¬n¬ml¬

olsun. Bu durumda bir N � n0 + k vard¬r öyle ki

�m�1xN < 0

d¬r. (4:1) denkleminde n = N olmak üzere, (4:1) denklemini �m�1xN ile

çarpal¬m. Bu durumda,

�mxN�
m�1xN + pN(�

m�1xN)
2 + qNx

�
N�k�

m�1xN = 0
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elde edilir. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

�mxN�
m�1xN = �pN(�m�1xN)

2 � qNx�N�k�m�1xN

elde edilir. Di¼ger yandan,

�qNx�N�k�m�1xN � 0

oldu¼gundan

�mxN�
m�1xN = �pN(�m�1xN)

2 � qNx�N�k�m�1xN � �pN(�m�1xN)
2

yaz¬l¬r. Buradan

�mxN�
m�1xN � �pN(�m�1xN)

2

�m�1xN+1�
m�1xN � (1� pN)(�m�1xN)

2 > 0

elde edilir. �m�1xN < 0 oldu¼gundan

�m�1xN+1 < 0:

olmal¬d¬r. Buradan n � N için �m�1xn < 0 elde edilir. Bu da kabulümüz

olan f�m�1xng in sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile çeli̧sir.

Bir sonraki ad¬m olarak bir N� � n0 + k say¬s¬vad¬r öyle ki

�m�1xN� = 0

d¬r. Yine (4:1) denkleminde n = N� al¬n¬rsa,

�mxN� + qNx
�
N��k = 0

oldu¼gundan

�mxN� = �qN�x�N��k � 0

bulunur. Böylece,

�mxN� � 0
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�m�1xN�+1 � �m�1xN� = 0

elde edilir. Yukar¬daki durumda oldu¼gu gibi elde edilen bu sonuçun kabulü-

müz olan f�m�1xng in sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile çeli̧sti¼gi görülür.

Şimdi aşa¼g¬daki iki durumu inceleyelim.

(A) �m�1xn < 0; belirli bir n den sonra.

(B) �m�1xn > 0; belirli bir n den sonra.

Durum A. Kabul edelim ki n � n1 � n0 için �m�1xn < 0 olsun. Lemma

3:1:2 den bir n2 � n1 say¬s¬vard¬r öyle ki n � n2 için

�m�2xn > 0; ve ya (i) �xn > 0 ya da (ii) �xn < 0

d¬r.

(i) Kabul edelim ki n � n2 için �xn > 0 olsun. Lemma 3:1:3 ün uygulan-

mas¬yla, bir n3 � 2m�1n2 say¬s¬vard¬r öyle ki

xn �
1

(m� 2)!

� n

2m�2

�m�2
�m�2xn; n � n3

dir. Bir n4 � n3 say¬s¬vard¬r öyle ki

x�n�k �
�

1

(m� 2)!
1

2(m�2)2

��
(n� k)�(m�2)

�
�m�2xn�k

��
; n � n4 (4.4)

bulunur. (4:4) eşitsizli¼gini (4:1) denkleminde yerine yazarsak

�mxn+pn�
m�1xn+qn

�
1

(m� 2)!
1

2(m�2)2

��
(n�k)�(m�2)

�
�m�2xn�k

�� � 0; n � n4
elde edilir. Buradan zn = �m�2xn; n � n4 ve � = 1=2(m�2)

2
olmak üzere

�2zn + pn�zn +

�
�

(m� 2)!

��
(n� k)�(m�2)qnz�n�k � 0; n � n4 (4.5)

bulunur. (4:5) eşitsizli¼ginde her iki tarafta n � k dan n � 10e kadar toplam

al¬n¬rsa,

n�1X
j=n�k

�2zj +
n�1X
j=n�k

pj�zj +
n�1X
j=n�k

��
�

(m� 2)!

��
(j � k)�(m�2)qjz�j�k

�
� 0
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bulunur. Burada
n�1X
j=n�k

�2zj = �zn ��zn�k

ve

n�1P
j=n�k

pj�zj = pn�k�zn�k + pn�k�1�zn�k�1 + : : :+ pn�1�zn�1

= pn�k(zn�k+1 � zn�k) + pn�k�1(zn�k � zn�k�1) + : : :+ pn�1(zn � zn�1)

= �pn�kzn�k � zn�k+1(pn�k+1 � pn�k)� : : :� zn�1(pn�1 � pn�2) + znpn�1

= �pn�kzn�k + znpn�1 �
n�1P
j=n�k

zj�pj�1 � znpn + znpn

= znpn � pn�kzn�k �
nP

j=n�k
zj�pj�1

oldu¼gundan, bu de¼gerler yerlerine yaz¬l¬rsa,

�zn��zn�k+znpn�pn�kzn�k�
nX

j=n�k

zj�pj�1+

�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j�k)�(m�2)qjz�j�k � 0

bulunur. zn = �m�2xn azalan oldu¼gundan,

��zn�k � 0 ve zn�k � zn�k�1 � zn�k�2 � � � � � zn�2k+1 � zn�2k

elde edilir. Buradan

�zn ��zn�k +
n�1X
j=n�k

pj�zj +

�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)�(m�2)qjz�j�k � 0

veya

�zn+

"
pnzn � pn�kzn�k �

nX
j=n�k

zj�pj�1

#
+

�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)�(m�2)qj

!
z�n�k � 0

bulunur. zn � 0; pn � 0; znpn � 0; �pn � 0 oldu¼gundan �
nP

j=n�k
zj�pj�1 � 0

olur. Buradan n5 � n4 için

�zn +

"�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)(m�2)�qj

!
� pn�kz1��n�k

#
z�n�k � 0 (4.6)
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elde edilir. Böylece (4:2) den

�zn + cnz
�
n�k � 0; n � n5

yaz¬l¬r. Sonuç olarak, Lemma 4:1:1 gere¼gince (4:3) denklemi belirli bir n den

sonra pozitif çözüme sahiptir. Dolay¬s¬yla bir çeli̧ski bulunur.

(ii) Kabul edelim ki n � n2 için �xn < 0 olsun. Lemma 3:1:2 den ko-

layl¬kla görülebilir ki

(�1)i�ixn > 0; i = 0; 1; : : : ;m� 1 ve n � n3 � n2 (4.7)

d¬r. Taylor formülünden (Agarwal, R. P. 2000)

g 2 N(n3; z) = fn3; n3 + 1; : : : ; zg ve z 2 N(n3) = fn3; n3 + 1; : : :g

olmak üzere, xg aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir.

xg =
m�3X
i=0

(z + i� 1� g)(i)
i!

(�1)i�ixz+
1

(m� 3)!

z�1X
s=g

(s+m�g�3)(m�3)�m�2xs

(4.8)

(4:8) eşitli¼ginde (4:7) eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬ve z � 1 = n� k al¬nmas¬yla

xg �
1

(m� 3)!

n�kX
s=g

(s+m� g � 3)(m�3)�m�2xs; n � n3

elde edilir. g = j � k olmak üzere, �m�2xn azalan oldu¼gundan �m�2xn�k �

�m�2xn�k�1 � � � � � �m�2xg+1 � �m�2xg elde edilir. Bu ifadenin en

küçükde¼gerinin yerine yaz¬lmas¬yla eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ daha da küçülür.

Bunu kullanarak,

x�j�k �
�

1

(m� 3)!

�� n�kX
s=j�k

(s+m� j + k � 3)(m�3)
!� �

�m�2xn�k
��
(4.9)

elde edilir. (4:1) denkleminde her iki taraf¬n n� k dan n� 1�e kadar toplam¬

al¬n¬rsa,
n�1X
j=n�k

�mxj +

n�1X
j=n�k

pj�
m�1xj +

n�1X
j=n�k

qjx
�
j�k = 0
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olur. Burada
n�1X
j=n�k

�mxj = �
m�1xn ��m�1xn�k

ve

n�1X
j=n�k

pj�
m�1xj = pn�

m�2xn � pn�k�m�2xn�k �
n�1X
j=n�k

�pj�1�
m�2xj

elde edilir.

��m�1xn�k � 0; pn�m�2xn � 0

ve

�
n�1X
j=n�k

�pj�1�
m�2xj � 0

oldu¼gundan (4:1) denkleminin her iki taraf¬n¬n n�k dan n�1�e kadar toplam¬

al¬n¬rsa,

�m�1xn � pn�k�m�2xn�k +
n�1X
j=n�k

qjx
�
j�k � 0 (4.10)

elde edilir. (4:10) eşitsizli¼ginde (4:9) eşitsizli¼gini kullanarak,

�m�1xn � pn�k�m�2xn�k+

+

"
n�1P
j=n�k

qj

�
1

(m�3)!

�� n�1P
s=j�k

(s+m� j + k � 3)(m�3)
!�#

(�m�2xn�k)
� � 0

elde edilir. Buradan n � n4 � n3 için zn = �m�2xn olmak üzere

�zn+

"
n�1X
j=n�k

qj

�
1

(m� 3)!

�� n�1X
s=j�k

(s+m� j + k � 3)(m�3)
!�

� pn�kz1��n�k

#
z�n�k � 0

bulunur. Şimdi (4:2) den

�zn + cnz
�
n�k � 0; n � n4

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak Lemma 4:1:1 den (4:3) eşitli¼gi belirli bir n den

sonra pozitif çözüme sahiptir. Sonuç olarak bu da bir çeli̧skidir.
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Durum B. Kabul edelim ki n � n1 için �m�1xn > 0 olsun. (4:1) denkle-

minden

�mxn + qnx
�
n�k � 0; n � n1 (4.11)

elde edilir. Lemma 3:1:3 ün uygulanmas¬yla bir n2 � 2m�1n1 say¬s¬vard¬r

öyle ki

xn �
1

(m� 1)!

� n

2m�1

�m�1
�m�1xn; n � n2

dir. Bir n3 � n2 say¬s¬vard¬r öyle ki

xn�k �
1

(m� 1)!

�
1

2m�1

�m�1
(n� k)m�1�m�1xn�k; n � n3

d¬r. Buradan

x�n�k �
�

1

(m� 1)!
1

2(m�1)2

��
(n� k)�(m�1)

�
�m�1xn�k

��
; n � n3 (4.12)

bulunur. (4:11) eşitsizli¼ginde (4:12) eşitsizli¼gini kullanarak n � N1 için zn =

�m�1xn olmak üzere

�zn +

�
1

(m� 1)!
1

2(m�1)2

��
(n� k)(m�1)�qnz�n�k � 0; n � N1

bulunur. (4:2) den

�zn + cnz
�
n�k � 0; n � N1

elde edilir. ·Ispat¬n bu k¬sm¬yukardaki duruma benzerdir. Yani Lemma 4:1:1

den (4:3) eşitli¼gi belirli bir n den sonra pozitif çözüme sahiptir. Bu ise bir

çeli̧skidir.

Buraya kadar yap¬lanlardan n � N için

�m�1xn < 0

elde edilir. Böylece, bu sonuç kabulümüz olan f�m�1xng nin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile

çeli̧sir.
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4.3 (4.1) Denkleminin m�nin Tek Olmas¬Du-

rumunda Sal¬n¬ml¬l¬k Şartlar¬

Theorem 4.3.1. n � n0 � 0 için �pn � 0; k > 1; m bir pozitif tek tamsay¬,

Kn =

�
1

(m� 1)!
1

2(m�1)2

��
(n� k)�(m�1)qn

ve

Qn =

�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)�(m�2)qj

!
; � =

1

2(m�2)2

olmak üzere

Cn = minfQng > pn�kz1��n�k ; yeterince büyük n ler için

olsun. .

cn = min

�
Cn � pn�kz1��n�k ; Kn; qn

�
(m� 2)(m�2)
(m� 2)!

���
(4.13)

olmak üzere

�zn + cnz
�
n�k = 0 (4.14)

fark denklemi sal¬n¬ml¬ise (4:1) denklemi de sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat. n � n0 � 1 için xn > 0 olmak üzere (4:1) denkleminin sal¬n¬ml¬

olmayan bir çözümü fxng olsun. Teorem 4:2:1 de oldu¼gu gibi belirli bir n�den

sonra f�m�1xng in tek i̧saretli oldu¼gu görülür. Bunun sonucunda Teorem

4:2:1 deki gibi iki durum vard¬r. Ya �m�1xn < 0 ya da �m�1xn > 0 d¬r.

Durum A. Kabul edelim ki n � n1 � n0 için �m�1xn < 0 olsun: Lemma

3:1:2�den bir n2 � n1 say¬s¬vard¬r öyle ki n � n2 için

�m�2xn > 0 ve �xn > 0
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d¬r. n � n2 için �xn > 0 oldu¼gundan xn artand¬r. Bu durumda Lemma

3:1:3�ün uygulanmas¬yla bir n3 � 2m�1n2 say¬s¬vard¬r öyle ki

xn �
1

(m� 2)!

� n

2m�2

�m�2
�m�2xn; n � n3

d¬r. Buradan bir n4 � n3 say¬s¬vard¬r öyle ki

x�n�k �
�

1

(m� 2)!
1

2(m�2)2

��
(n� k)�(m�2)

�
�m�2xn�k

��
; n � n4 (4.15)

bulunur. (4:1) denkleminde (4:15) eşitsizli¼ginin uygulanmas¬yla

�mxn+pn�
m�1xn+qn

�
1

(m� 2)!
1

2(m�2)2

��
(n�k)�(m�2)

�
�m�2xn�k

�� � 0; n � n4
bulunur. Buradan zn = �m�2xn; n � n4 ve � = 1=2(m�2)

2
olmak üzere

�2zn + pn�zn +

�
�

(m� 2)!

��
(n� k)�(m�2)qnz�n�k � 0; n � n4 (4.16)

elde edilir. (4:16) eşitsizli¼ginde her iki taraf¬n n�k dan n�1�e kadar toplam¬

al¬n¬rsa

�zn ��zn�k +
n�1X
j=n�k

pj�zj +

�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)�(m�2)qjz�j�k � 0

elde edilir.
n�1X
j=n�k

pj�zj = znpn � pn�kzn�k �
nX

j=n�k

zj�pj�1

eşitli¼ginden, �m�2xn�nin azalan olmas¬gerçe¼ginden ve

z�n�k � z�n�k+1 � z�n�k+2 � : : : � z�n�2k

oldu¼gundan

�zn+

"
pnzn � pn�kzn�k �

nX
j=n�k

zj�pj�1

#
+

�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)�(m�2)qj

!
z�n�k � 0

elde edilir. pnzn � 0 ve �pn � 0 oldu¼gundan

�
nX

j=n�k

zj�pj�1 � 0
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olup bir n5 � n4 say¬s¬vard¬r öyle ki

�zn +

"�
�

(m� 2)!

�� n�1X
j=n�k

(j � k)�(m�2)qj

!
� pn�kz1��n�k

#
z�n�k � 0; n � n5

(4.17)

elde edilir. (4:13) den

�zn + cnz
�
n�k � 0; n � n5

elde edilir. Sonuç olarak Lemma 4:1:1�den (4:14) denklemi belirli bir n den

sonra pozitif çözüme sahiptir. Bu ise bir çeli̧skidir.

Durum B. Kabul edelim ki n � n1 için �m�1xn > 0 olsun. Bu durumda

(4:1) denkleminden

�mxn + qnx
�
n�k � 0; n � n1 (4.18)

elde edilir. Lemma 3:1:2�den bir n2 � n1 say¬s¬vard¬r öyle ki n � n2 için

�m�2xn < 0

ve

(i) �xn > 0 veya (ii) �xn < 0

d¬r.

(i) Kabul edelim ki n � n2 için �xn > 0 olsun. Lemma 3:1:3�ün uygulan-

mas¬yla bir n3 � 2m�1n2 say¬s¬vard¬r öyle ki

xn �
1

(m� 1)!

� n

2m�1

�m�1
�m�1xn; n � n3

dir. Bir n4 � n3 say¬s¬vard¬r öyle ki

x�n�k �
�

1

(m� 1)!
1

2(m�1)2

��
(n� k)�(m�1)

�
�m�1xn�k

��
; n � n4 (4.19)

d¬r. (4:1) denkleminde (4:19) eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla ve

pn�
m�1xn � 0
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oldu¼gundan

�mxn + qn

�
1

(m� 1)!
1

2(m�1)2

��
(n� k)�(m�1)

�
�m�1xn�k

�� � 0; n � n4
elde edilir. Buradan zn = �m�1xn; n � n4 olmak üzere

�zn +

�
1

(m� 1)!
1

2(m�1)2

��
(n� k)�(m�1)qnz�n�k � 0; n � n4 (4.20)

bulunur. (4:13) den n5 � n4 için

�zn + cnz
�
n�k � 0; n � n5

elde edilir. Bunun sonucunda Lemma 4:1:1�den (3:14) denklemi belirli bir n

den sonra pozitif çözüme sahiptir, bu da bir çeli̧skidir.

(ii) Kabul edelim ki n � n2 için �xn < 0 olsun. Lemma 3:1:2�nin uygu-

lanmas¬yla bu şartlarda j = 0 olur. Buradan kolayl¬kla görülebilir ki

(�1)i�ixn > 0; i = 0; 1; : : : ;m� 1 ve n � n3 � n2 (4.21)

d¬r. Taylor formülünden (Agarwal, R. P. 2000) bütün g 2 N(n3; z) =

fn3; n3 + 1; : : : ; zg için ve z 2 N(n3) = fn3; n3 + 1; : : :g olmak üzere xg
aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

xg =
m�2X
i=0

(z + i� 1� g)(i)
i!

(�1)i�ixz+
1

(m� 2)!

z�1X
s=g

(s+m�g�2)(m�2)�m�1xs

(4.22)

(4:22) eşitli¼ginde (4:21) eşitsizli¼gini kullanarak ve z � 1 = n� k alarak

xg �
1

(m� 2)!

n�kX
s=g

(s+m� g � 2)(m�2)�m�1xs; n � n3

elde edilir. Bu eşitsizlikte özel olarak g = j�k al¬rsak ve�m�1xn nin azalmas¬

gerçe¼ginden

x�j�k �
�

1

(m� 2)!

�� n�kX
s=j�k

(s+m+ k � j � 2)(m�2)
!� �

�m�1xn�k
��
(4.23)
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elde edilir. (4:18) eşitsizli¼ginde (4:23) eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla

�mxn+qn

�
1

(m� 2)!

�� n�kX
s=j�k

(s+m+ k � j � 2)(m�2)
!� �

�m�1xn�k
�� � 0; n � n4

elde edilir. zn = �m�1xn; n � n4 � n3 olmak üzere

�zn+qn

�
1

(m� 2)!

�� n�kX
s=n�k

(s+m+ k � n� 2)(m�2)
!�
z�n�k � 0; n � n4

d¬r. Buradan

�zn + qn

�
(m� 2)(m�2)
(m� 2)!

��
z�n�k � 0; n � n4 (4.24)

elde edilir. (4:13) den n5 � n4 için

�zn + cnz
�
n�k � 0; n � n5

bulunur. Bunun sonucunda Lemma 4:1:1�den (4:14) denklemi belirli bir n den

sonra pozitif çözüme sahiptir. Bu da bir çeli̧skidir. Böylece ispat tamamlan-

m¬̧s olur.
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EKLER

1. Bu çal¬̧sman¬n üçüncü bölümünde ele al¬nan

�m(yn + pnyn�l) + qny
�
n�k = 0; n 2 N

tipindeki yüksek mertebeden lineer olmayan neutral gecikmeli fark denklemi-

nin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k durumlar¬n¬araşt¬rd¬¼g¬m¬z "Oscillation results

of higher order nonlinear neutral delay di¤erence equations" isimli çal¬̧sma

Applied Mathematics Letters isimli dergiye yay¬nlanmas¬için gönderilmi̧s ve

yay¬na kabul edilmi̧stir.

2. Ayr¬ca bu çal¬̧sman¬n dördüncü bölümüde ele al¬nan

�mxn + pn�
m�1xn + qnx

�
n�k = 0; m > 2

tipindeki yüksek mertebeden lineer olmayan fark denkleminin çözümlerinin

sal¬n¬ml¬l¬k durumlar¬n¬ araşt¬rd¬¼g¬m¬z �Oscillation results of higher order

nonlinear delay di¤erence equations�isimli çal¬̧sma yay¬n için gönderilmi̧stir.
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