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ÖZET 

     

  Bu tez çalışmasında uygulamalı matematikte, fizikte ve mühendislik 

bilimlerinde karşılaşılan başlangıç ve sınır değer problemleri ele alınmıştır. Birinci 

bölümde, sonlu fark yöntemleri verilerek kısmi türevli denklemlerin sonlu farkları 

formüle edilmiştir. Đkinci bölümde sonlu eleman yöntemi ile aynı denklemler ele 

alınmıştır. Son bölümde de bu iki yöntemin karşılaştırılması yapılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Kısmi türevli denklemler, sonlu farklar, sonlu elemanlar, 

sayısal çözümler. 
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SUMMARY 

 

In this study, initial and boundary value problems in applied mathematics, 

physics and engineering science are investigated by using finite difference and finite 

element methods. In the first chapter, finite difference method is given and partial 

differential equations are formulated in turn of finite differences. In the second chapter, 

same equations are worked by using finite element method. In the last chapter, 

comparison of these two methods  are done. 

Keywords: Partial differential equations, finite differences, finite elements, 

numerical solutions. 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Bu çal¬̧sma da sonlu fark ve sonlu eleman tekniklerinin temel kavramlar¬

verilmi̧stir. Sonlu fark metodlar¬, noktalar ve dü¼gümlerin bir kümesiyle temsil

edildi¼ginde Taylor serileri aç¬l¬m¬ kullan¬larak elde edilmi̧stir.

Kaŗs¬t olarak sonlu eleman metodu dü¼güm noktalar¬ aras¬nda enterpole

etmek için parçal¬ sürekli fonksiyonlar¬ sa¼glar. Burada noktalar ve do¼grular

sonlu eleman teorisinde önemli rol oynarlar.

Son olarak her iki method aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir.

Eski̧sehir, 2008 Burcu Mercan
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BÖLÜM 2

SONLU FARK YAKLAŞIMLARI

Sonlu fark tekniklerini anlamak için bu yaklaş¬m formunda kaŗs¬laş¬lan

temel kavramlar¬ dikkate almak gerekir. Temel kavramlar oldukça basittir.

Veri-len k¬smi diferensiyel denklemin çözümü alt bölümlere ayr¬l¬r. Herbir

noktas¬ndaki türev o zamanki sonlu fark yaklaş¬m¬d¬r. Alternatif olarak, in-

terpole edilen bir polinom ve bu polinomun fark¬ ile k¬smi diferensiyel denk-

lemin çözümünün yer de¼gi̧stirmesi bu prosedürü gösterebilir.

Burada tek bir ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken için kullan¬lan Taylor serileri aç¬l¬m¬n¬n

kesin sonlu fark temsillerini geli̧stirece¼giz. Daha sonra iki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli

sisteme bu sonuçlar¬ geni̧sletece¼giz. K¬smi Türevli denklemlerin uygulamas¬n-

daki prosedürü şekilde gösterebiliriz.

Şekil 2.1. h aral¬¼g¬n¬ sabit tutan u = u(x) in sonlu fark gösterimi

2.1 Notasyon

·Ilk olarak u nun sadece x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skeninin sürekli bir fonksiyonu

oldu¼gunu gözönüne alal¬m. Noktalar¬n veya dü¼gümlerin bir kümesini x ile

şöyle gösteririz.

u(xr) � u(rh) � ur; r = 0; 1; 2; : : : 2.1
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Burada r bir tamsay¬, h da aral¬¼g¬ göstermek üzere x yerine rh al¬r¬z. r

tamsay¬s¬ belirlenen başlang¬ç noktas¬ ile ilgili x koordinat¬ boyunca dü¼gümün

pozisyonunu gösterir. Genellikle x = 0 iken, r = 0 olur. h bir sabit oldu¼gunda

u(rh), ur ile temsil edilir.

Şekil 2.2a. 5 noktal¬ standart iki boyutlu sonlu fark. b. 7 nokta kullan¬larak

üç boyutlu solu fark

·Iki boyutlu durumda u(x; y) fonksiyonu herhangi bir dü¼güm noktas¬nda

x yönümdeki aral¬k h ve y yönündeki aral¬k k olmak üzere .

u(xr; ys) � u(rh; sk) � ur; s; r = 0; 1; 2; : : : ; s = 0; 1; 2; : : : 2.2

ile tan¬mlanabilir. x eksenindeki bir sonraki dü¼gümü aşa¼g¬daki şekilde ifade

ederiz.

ur+1; s � u [(r + 1)h; sk] :
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2.2 Taylor Serileri Aç¬l¬m¬

Taylor serileri aç¬l¬m¬ sonlu fark plan¬n¬n formülünde çok önemli bir rol

oynar. Böylece u(x) için Taylor serileri aç¬l¬m¬ x noktas¬nda şöyle yaz¬labilir.

u(xr + h) = u(xr) + hux jr +
h2

2!
uxx jr +

h3

3!
uxxx jr + � � � 2.3a

veya

u(xr � h) = u(xr)� hux jr +
h2

2!
uxx jr �

h3

3!
uxxx jr + � � � 2.3b

Denklemleri düzenlersek şöyle yaz¬labilir.

ux jr=
u(xr + h)� u(xr)

h
�
h

2!
uxx jr �

h2

3!
uxxx jr � � � � 2.4a

ux jr=
u(xr)� u(xr � h)

h
+
h

2!
uxx jr �

h2

3!
uxxx jr + � � � 2.4b

Böylece x noktas¬nda u nun ilk türevi için iki muhtemel yaklaş¬m 1.4 deki

gibi verilir. Bunuda

ux jr�
u(xr + h)� u(xr)

h
�
ur+1 � ur

h
2.5a

ux jr�
u(xr)� u(xr � h)

h
�
ur � ur�1

h
2.5b

olarak yazar¬z. Seri belli terimlerde kesildi¼ginden oluşan hata Er ile gösterilir

ve kesme hatas¬ olarak adland¬r¬l¬r. Bu hata serilerin en büyük terimleriyle

karakterize edilebilir, yani

Er = �
h

2
uxx j�= O(h);

xr � � � xr + h

xr � h � � � xr
2.6
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dir ve h mertebesindendir diyebiliriz. E¼ger (1.4a) ve (1.4b) yi taraf tarafa

toplarsak, ux jr için çözüm

ux jr=
ur+1 � ur�1

2h
2.7

olup, ilk kesilen terim

�
h2

6
uxxx j�; xr�1 � � � xr+1

dir. Böylece (1.7) deki hata O(h2) dir. (1.4a) dan (1.4b) yi ç¬kar¬rsak uxx jr

için çözümü şöyle elde ederiz.

uxx jr=
ur+1 � 2ur + ur�1

h2
2.8

kesilen ilk terim

�
h2

12
u4x j�; xr�1 � � � xr+1

dir. Benzer olarak daha karmaş¬k formüller geli̧stirmek mümkündür.

2.3 u(x) ·Için Operatör Notasyonu

Yaklaş¬k türev formlar¬ lineer operatörlerin kullan¬m¬ ile elde edilenlere

benzer. Bu yaklaş¬m basit ve mümkün bütün formlara sahiptir. Sonuçlar

bununla birlikte Taylor serileriyle elde edilenlere benzer.

Tablo 2.1. Lineer Sonlu Fark Operatörlerinin Tan¬m¬

Operatör Sembol Fark Gösterimi

(2.1.9a.) ·Ileri fark 4 4ur = ur+1 � ur

(2.1.9b.) Geri fark r rur = ur � ur�1

(2.1.9c.) Merkezi fark � �ur = ur+1=2 � ur�1=2

(2.1.9d.) Öteleme E Eur = ur+1

(2.1.9e.) Ortalama � �ur =
ur+1=2+ur�1=2

2

(2.1.9f.) Türev D Dur =
du
dx
jr� ux jr
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·Ilk önce tablo 2.1 de kullan¬lan lineer operatörleri tan¬mlad¬k. Farkl¬ o-

peratörler aras¬nda birçok ili̧ski vard¬r.

��ur =
�ur+1=2 + �ur�1=2

2
=
�r+1 � �r�1

2
2.9a

�2ur = � (�ur) = �
�

ur+1=2 � ur�1=2
�

= �ur+1=2 � �ur�1=2 2.9b

= ur+1 � 2ur + ur�1

��3ur =
ur+2 � 2ur+1 + 2ur�1 � ur�2

2
2.9c

Taylor serilerinden şuna dikkat edelim:

ur+1 = ur + hux jr +
h2

2!
uxx jr + � � �

=

�

1 + hD +
h2D2

2!
+ � � �

�

ur

= exp [hD]ur

Eur = ur+1 oldu¼gundan

E = exp [hD] 2.10

veya

hD = lnE =

8

<

:

ln(1 +4) = 4� 1

2
42 + 1

3
43 � � � �

� ln(1�r) = r+ 1

2
r2 + 1

3
r3 + � � �

9

=

;

2.11

Ayn¬ zamanda daha basit gösterimi

� = 2 sinh

�

hD

2

�

veya

hD = 2 sinh�1
�

�

2

�

= � �
1

223!
�3 +

32

245!
�5 � � � � 2.12
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olarak yazar¬z. Şimdi hD için formüllerin de¼gi̧sikli¼gini ur veya ur+1=2 ye uygu-

layabiliriz. E¼ger kare, küp ve formülleri ur veya ur+1=2 ye uyguland¬¼g¬nda

h2D2; h3D3; h4D4 alabiliriz. Bu i̧slemlerin kesinleşmi̧s sonuçlar¬ şöyle göste-

rilebilir.

hux jr=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

4� 1

2
42 + 1

3
43 � � � �

�

ur
�

r+ 1

2
r2 + 1

3
r3 + � � �

�

ur
�

�� � 1

3!
��3 + 1

30
��5 � � � �

�

ur

9

>

>

>

=

>

>

>

;

2.13

h2uxx jr=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

42 +43 + 11

12
44 � � � �

�

ur
�

r2 +r3 + 11

12
r4 + � � �

�

ur
�

�2 � 1

12
�4 + 1

90
�6 + � � �

�

ur

9

>

>

>

=

>

>

>

;

2.14

h3uxxx jr=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

43 + 3

2
44 + 7

4
45 � � � �

�

ur
�

r3 + 3

2
r4 + 7

4
r5 + � � �

�

ur

�
�

�3 � 1

4
�5 + 7

120
�7 � � � �

�

ur

9

>

>

>

=

>

>

>

;

2.15

h4u4x jr=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

44 � 245 + 17

6
46 � � � �

�

ur
�

r4 + 2r5 + 17

6
r6 + � � �

�

ur
�

�4 � 1

6
�6 + 7

240
�8 � � � �

�

ur

9

>

>

>

=

>

>

>

;

2.16

(1.14)-(1.17) nin yaklaş¬k de¼gerlerini alacak, ayn¬ zamanda r+ 1

2
de aşa¼g¬-

daki gibi tan¬mlanabilir.

hux j r+1=2 =

�

� �
1

24
�3 +

3

640
�5 � � � �

�

ur+1=2

h2uxx j r+1=2 = �

�

�2 �
5

24
�4 +

259

5760
�6 � � � �

�

ur+1=2

h3uxxx j r+1=2 =

�

�3 �
1

8
�5 +

37

1920
�7 � � � �

�

ur+1=2

h4u4x j r+1=2 = �

�

�4 �
7

24
�6 +

47

640
�8 � � � �

�

ur+1=2
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Yukar¬daki hux jr; h2uxx jr; : : : gösterimlerinden sonsuz serilerin kesilmesin-

den yaklaş¬k formüllerini elde edebiliriz. Örne¼gin (1.14) ün ileri fark for-

mülünde ilk farktan sonra kesersek sonuç

hux jr= 4ur = ur+1 � ur

olup, buradanda

ux jr=
ur+1 � ur

h

elde ederiz. (2.5a) Taylor serileri yaklaş¬m¬ gibi elde edilir. Bu yaklaş¬mla

ilgili kesme hatas¬
1

2
42ur nin durumunda s¬f¬r olmayan katsay¬ ile ilk ihmal

edilen fark taraf¬ndan belirlenir. Bu terimden hata Taylor serileri analizi

boyunca kurulan h2 ile orant¬l¬d¬r. Denklem türev yaklaş¬m¬yla elde edilen h

ile bölündü¼günde hata O(h) t¬r.

Tablo 2.2 de hatan¬n mertebesiyle yaklaş¬mlar¬n say¬s¬ belirlenmi̧stir. Son-

suz kümeden elde edilen yaklaş¬m k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümünde

kullan¬̧sl¬ olabilir.

Tablo 2.2. Bir Ba¼g¬ml¬ De¼gi̧skenli Sonlu Fark Yaklaş¬mlar¬

Türev Sonlu Fark Yaklaş¬m¬ Hata Mertebesi

ux jr
ur+1�ur

h
O(h)

ux jr
ur�ur�1

h
O(h)

ux jr
ur+1�ur�1

2h
O(h2)

ux jr
�ur+2+4ur+1�3ur

2h
O(h2)

ux jr
�ur+2+8ur+1�8ur�1+ur�2

12h
O(h2)

uxx jr
ur+1�2ur+ur�1

h2
O(h2)

uxx jr
�ur+2+16ur+1�30ur+16ur�1+ur�2

12h2
O(h4)

uxxx jr
ur+2�2ur+1+2ur�1�ur�2

2h3
O(h2)

u4x jr
ur+2�4ur+1+6ur�4ur�1+ur�2

h4
O(h2)
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2.4 ·Iki Boyutlularda Sonlu Fark Yaklaş¬m¬

Önceki bölümün bir sonucu olarak u(x; y) için sonlu bir çok fark yak-

laş¬mlar¬ hesaplanabilir. Yeni kavram ur yerine ur; s kullan¬m¬n¬ içerir ve x e

göre k¬smi türevde y sabittir.

(2.5a), şekil 2.2a gösterimiyle do¼grudan şöyle yaz¬labilir.

@ur; s

@x
� ux jr; s=

ur+1; s � ur; s
h

+O(h) 2.17a

@ur; s

@y
� uy jr; s=

ur; s+1 � ur; s
k

+O(k) 1.17b

ux jr; s için yaklaş¬mda, uy jr; s iken s sabitini elde ederiz. (2.18) in iki

boyutlu denklemi

uxx jr=
ur+1 � 2ur + ur�1

h2

ayn¬ yoldan elde edilir.

uxx jr; s=
ur+1; s � 2ur; s + ur�1; s

h2
+O(h2) 2.18a

uyy jr; s=
ur; s+1 � 2ur; s + ur; s�1

k2
+O(k2) 2.18b

Şimdi istenilen en önemli olay, kar¬̧s¬k türevleri hesaplamakt¬r. uxy için

sonlu fark gösterimine ihtiyaç duyuldu¼gu varsay¬l¬r.

uxy jr; s=
@2u

@x@y
jr; s=

@

@x

�

@u

@y
jr; s

�

2.19

(2.20) nin sonlu fark gösterimi (2.7) kullan¬larak elde edilebilir.
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@

@x

�

@u

@y
jr; s

�

=
1

2h

�

@u

@y
jr+1; s �

@u

@y
jr�1; s

�

+O(h2)

böylece y deki di¼ger türevlere benzer bir yolla yaklaş¬labilir.

uxy jr; s=
1

2h
[ur+1; s+1�ur+1; s�1

2k
+ k2

3!
uyyy jr+1; s + � � �

�ur�1; s+1�ur�1; s�1
2k

� k2

3!
uyyy jr+1; s + � � � ] +O(h

2)

Şimdi formun merkezi fark yaklaş¬m¬n¬ gösterelim.

uxyyy jr; s=
1

2h
(uyyy jr+1; s �uyyy jr�1; s) +O(h

2)

Çarp¬m türevinin sa¼glanmas¬ için ifadenin içinde bu formlar¬ yerine ko-

yal¬m.

uxy jr; s=
1

2h

�

ur+1; s+1 � ur�1; s+1 � ur+1; s�1 + ur�1; s�1
2k

�

+O(h2) +O(k2)

h ve k eşit oldu¼gu zaman denklem

uxy jr; s=
1

4h2
[ur+1; s+1 � ur�1; s+1 � ur+1; s�1 + ur�1; s�1] +O(h

2) 2.20
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Tablo 2.3. h=k ·Iki Ba¼g¬ms¬z De¼gi̧skenli Sonlu Fark Yaklaş¬mlar¬

Türev Sonlu Fark Yaklaş¬m¬ Hatan¬n Mertebesi

ux jr; s
ur+1; s�ur; s

h
O(h)

ux jr; s
ur; s�ur�1; s

h
O(h)

ux jr; s
ur+1; s�ur�1; s

2h
O(h2)

ux jr; s
�ur+2; s+4ur+1; s�3ur; s

2h
O(h2)

ux jr; s
ur+1; s+1�ur�1; s+1+ur+1; s�1�ur�1; s�1

4h
O(h2)

uxx jr; s
ur+1; s�2ur; s+ur�1; s

h2
O(h2)

uxx jr; s
�ur+2; s+16ur+1; s�30ur; s+16ur�1; s�ur�2; s

12h2
O(h4)

u4x jr; s
ur+2; s�4ur+1; s+6ur; s�4ur�1; s+ur�2; s

h4
O(h2)

uxy jr; s
ur+1; s+1�ur+1; s�1�ur�1; s+1+ur�1; s�1

4h2
O(h2)

uxxyy jr; s

1

h4
[ur+1; s+1 + ur�1; s+1 + ur+1; s�1 + ur�1; s�1

�2ur+1; s � 2ur�1; s � 2ur; s+1 � 2ur; s�1 + 4ur; s]
O(h2)

u(x; y) için en çok kullan¬lan sonlu fark yaklaş¬mlar¬ tablo 1.3 de listelen-

mi̧stir.

·Iki boyutlu sonlu fark yaklaş¬mlar¬ üç boyutlulara benzetilebilir. Üç boyut-

lularda türev yaklaş¬m¬ (2.18), (2.19) ve (2.20) de verilenlere benzer. ·Ikinci

mertebeden türev, örne¼gin şekil 1.2b nin gösterimi kullan¬larak yaz¬labilir.

uzz jr; s; t=
ur; s; t+1 � 2ur; s; t + ur; s; t�1

l2
+O(l2)

2.5 Ek Kavramlar

Önceki bölümdeki k¬smi türevlerin nas¬l kullan¬ld¬¼g¬n¬ göstermek için

ux = uyy 2.21
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¬s¬ denklemini,

uxx + uyy = 0 2.22a

Laplace denklemini ve

uxx + uyy = f(x; y) 2.22b

Poisson denklemini göz önüne alal¬m.

K¬smi diferensiyel denklem için baz¬ sonlu fark formlar¬n¬n türevlerinde

başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬n¬ ihmal ederiz. Ayn¬ zamanda sonlu fark yak-

laş¬m¬n¬n belirsiz katsay¬lar¬n¬n kullan¬m¬n¬ gösterebiliriz.

(2.22) nin sonlu fark gösterimi tablo 2.3 den edinilen bilgi kullan¬larak

elde edilir. Terim terime yerde¼gi̧stirmeyle elde edilen

[ux � uyy]r; s =
ur+1; s � ur; s

h
�
ur; s+1 � 2ur; s + ur; s�1

k2
+O(h; k2) = 0

Kesme hatas¬n¬ ihmal edelim, r+1 seviyesindeki s: dü¼güm için sonlu fark

denklemi, p = h
k2
iken

ur+1; s = pur; s+1 + (1� 2p)ur; s + pur; s�1 2.23
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Şekil 2.3. Seçilmi̧s sonlu fark yaklaş¬mlar¬ için say¬sal moleküller

(2.24) ile ilgili hata O(h+ k2) veya O(h) ve O(k2) ile gösterilebilir. (2.24)

denklemi ¬s¬ denkleminin sonlu fark gösterimidir. Şekil 2.2 nin şemas¬ kul-

lan¬larak şekil 2.3a.daki dört noktay¬ içeren denklemi görebiliriz. Özel du-

rumda p = 1

2
iken (2.24) ün sadeleşmi̧s hali

ur+1; s =
ur; s+1 + ur; s�1

2

ve böylece ur+1; s; ur; s+1 ile ur; s�1in ortalamas¬d¬r. Laplace denklemi tablo

2.3 kullan¬larak benzer bir biçimde gösterilebilir. Elde etti¼gimiz

[uxx + uyy]r; s =
ur+1; s � 2ur; s + ur�1; s

h2
+
ur; s+1 � 2ur; s + ur; s�1

k2
+O(h2+k2) = 0

düzenlenince
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1

h2
[ur+1; s + ur�1; s] +

1

k2
[ur; s+1 + ur; s�1] 2.24

=
2(h2 + k2)

h2k2
ur; s +O(h

2 + k2)

elde edilir. (2.25) için oluşturulan diyagram şekil 2.3c de verilmi̧stir. h = k

iken (2.25) in indirgenmi̧si

ur+1; s + ur�1; s + ur; s+1 + ur; s�1 = 4ur; s +O(h
2) 2.25

olup bu ayn¬ zamanda ikinci mertebedendir. Şimdi şekil 2.3c den farkl¬ bir

durumu göz önüne alal¬m, Bu durum için ayr¬ bir diyagram şekil 2.3d de

gösterilmi̧stir. Biz burada 4 farkl¬ hi; 0 < hi � h ve 0, 1, 2, 3, 4 numaral¬

dü¼güm noktalar¬n¬ belirleyece¼giz. Amac¬m¬z Laplace denklemini sa¼glayacak

sonlu fark yaklaş¬m¬n¬ bulmakt¬r. Benimsedi¼gimiz prosedür belirsiz katsay¬lar

metodudur.

uxx + uyy =
4
X

i=0

�iui 2.26

Beş tane seçilmi̧s farkl¬ noktan¬n a¼g¬rl¬k lineer birleşimi olarak yorumla-

nabilir. �0; : : : ; �4 a¼g¬rl¬klar¬ Taylor serileri aç¬l¬m¬ kullan¬larak belirlenebilir.

Bu aç¬l¬m¬

u1 = u0 + h1ux j0 +
h21
2!
uxx j0 +

h31
3!
uxxx j0 + � � � 2.27a

u2 = u0 + h2uy j0 +
h22
2!
uyy j0 +

h32
3!
uyyy j0 + � � � 2.27b

u3 = u0 � h3ux j0 +
h23
2!
uxx j0 �

h33
3!
uxxx j0 + � � � 2.27c

u4 = u0 � h4uy j0 +
h24
2!
uyy j0 �

h34
3!
uyyy j0 + � � � 2.27d
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Asl¬nda kulland¬¼g¬m¬z u1; u0 ve u3 ün ayn¬ y koordinat¬nda, u2; u0 ve u4

ün ayn¬ x koordinat¬nda oldu¼gudur. (1.27) nin içinde (1.28) i yerine koyarsak

[uxx + uyy]0 = [�0 + �1 + �2 + �3 + �4]u0 + [�1h1 � �3h3]ux j0

+ [�2h2 � �4h4]uy j0 +
1

2
[�1h

2
1 � �3h

2
3]uxx j0

+1

2
[�2h

2
2 � �4h

2
4]uyy j0 +

4
P

i=0

[O(�ih
3
i )]

2.28

elde edilir. O(h3) için sa¼gdan ve soldan eşitlik için gereken

�0 + �1 + �2 + �3 + �4 = 0

�1h1 � �3h3 = 0

�2h2 � �4h4 = 0

�1h
2
1 � �3h

2
3 = 2

�2h
2
2 � �4h

2
4 = 2

olmal¬d¬r. Bu 5 denklemin çözümü

�0 = �2

�

1

h1h3
+

1

h2h4

�

; �1 =
2

h1(h1 + h3)
; �2 =

2

h2(h2 + h4)

�3 =
2

h3(h1 + h3)
; �4 =

2

h4(h2 + h4)

olup bu � de¼gerleri (2.27) de yerine koyuldu¼gunda sonlu fark yaklaş¬m¬ elde

edilir. (2.29) un son terimi ve hataO(h) olarak gösterilir. Yaklaş¬m¬n sa¼glad¬¼g¬

h2 = h4 = k ve h1 = h3 = h d¬r.

Şimdi şekil 1.3e deki dü¼gümler veya noktalar ele alal¬m. Bütün boşluklar

h olsun. Simetrik formdan şöyle yazabiliriz.

[uxx + uyy]0 = �0u0 + �1 [u1 + u2 + u3 + u4]
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Taylor serileriyle

ui = u0 + h [ux j0 +uy j0] +
h2

2!
[uxx j0 +2uxy j0 +uyy j0] + � � �

�0; �1 katsay¬lar¬ belirlenebilir. Detaylar¬ göstermeden aşa¼g¬daki denklemler

sa¼glanmal¬d¬r.

�0 + 4�1 = 0; 2�1h
2 = 1

böylece

[uxx + uyy]0 =
1

2h2
[u1 + u2 + u3 + u4 � 4u0] +O(h

2) = 0 2.29

elde edilir.Bu Laplace denklemi için sonlu fark gösterimidir. E¼ger Laplace

denklemi yerine Poisson denklemini ele al¬rsak sonlu fark gösterimi

1

h2
[u1 + u2 + u3 + u4 � 4u0] = 2f0 +O(h

2) 2.30

ayn¬ mertebedendir. Önceden gösterilen notasyonlarla

1

h2
(ur+1; s+1 + ur�1; s+1 + ur�1; s�1 + ur+1; s�1 � 4ur; s) = 2fr; s +O(h

2)

yaz¬l¬r. Birçok sonlu fark gösterimini sa¼glamak için belirsiz katsay¬lar metodu

kullan¬labilir. Eliptik k¬smi diferensiyel denklemlerde oldu¼gu gibi hiperbolik

ve parabolik k¬smi diferensiyel denklemlerde de kullan¬labilir.
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BÖLÜM 3

SONLU ELEMAN YAKLAŞIMI

Sonlu fark plan¬ ayr¬ noktalar¬n yer de¼gi̧stirmesiyle ilgilidir. Sonlu ele-

man metodunda u bilinmeyen fonksiyonu polinomlarla gösterilir, elemanlar¬n

türevleri boyunca hareket eder. Daha önce benzer polinom yaklaş¬m¬ sonlu

fark plan¬n¬ elde etmek için kullan¬ld¬. Genel olarak interpolasyon fonksiyonu

düşük mertebedendir. Böylece sonlu eleman metodunda temel ilke eleman-

lard¬r.

Buna ra¼gmen sonlu fark plan¬ Taylor serileri kullan¬larak gösterilebilir.

Sonlu fark formüllerine benzer cebirsel denklemleri formüle etmek amac¬yla

fonksiyonel analiz ve varyasyon metodlar¬nda kaŗs¬laş¬lan kavramlar¬ tan¬t-

mak gerekir.

3.1 A¼g¬rl¬k Rezidü Metodu

Ayn¬ sonlu eleman formülüne sahip çeşitli yollar vard¬r. Sonlu eleman

tekniklerinin tart¬̧smas¬nda ilk önce a¼g¬rl¬k rezidü metodunun iki özel duru-

munu göz önüne alaca¼g¬z, Galerkin ve collocation metodlar¬. A¼g¬rl¬k rezidü

metodundan istenen u(:) fonksiyonu bir û(:) sonlu seri yaklaş¬m¬yla göste-

rilebilir.

u(:) � û(:) =
N
X

j=1

uj�j(:) 3.1

Genelde �j(:); j = 1; 2; : : : ; N fonksiyonlar¬n¬n kümesi her iki zamandada

tan¬mlanabilir ve uj belirsiz katsay¬lard¬r. (3.1) denklemi

û(:) = u0�0(:) +
N�1
P

i=1

uj�j(:) olarak yaz¬labilir. Sonlu eleman metodunda

�j(:) fonksiyonu problemdeki s¬n¬r koşullar¬n¬ kesin sa¼glayan polinomlardan
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seçilir. Bu fonksiyonlar şekil fonksiyonlar¬, temel fonksiyonlar ve interpo-

lasyon fonksiyonlar¬ olarak tan¬mlan¬r. Hatta problemde temel fonksiyonlarda

bütün s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glayacak şekilde seçilir. K¬smi diferensiyel denklem-

lerde û(:) yer de¼gi̧stirmesiyle, R rezidü

Lû(:)� f = R(:) 3.2

elde edilir. Amaç minimize edilen uj belirsiz katsay¬lar¬n¬ seçmektir.

Z

t

Z

v

R(:)dvdt = 0 3.3

Bu planN bilinmeyen uj katsay¬s¬ için yaln¬z bir denklemden oluşur. A¼g¬r-

l¬k rezidü integrali kurarak ve herbiri s¬f¬ra eşitlenerek ba¼g¬ms¬z n denklem

sa¼glan¬r.
Z

t

Z

v

R(:)wi(:)dvdt = 0; i = 1; 2; : : : ; N 3.4

En az¬ndan (3.4) bilinmeyen katsay¬lar için çözülebilir. Denklem (3.4)

a¼g¬rl¬k rezidü metodunu tan¬mlayan genel denklemdir.

Bu a¼g¬rl¬k rezidü metodlar¬n¬n aras¬nda Galerkin, subdomain ve colloca-

tion planlar¬ mühendislik hesaplar¬nda en çok kaŗs¬laş¬lanlar¬d¬r. Şekil 2.4 de

herbiri için bir boyutlu a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ gösterilmi̧stir. Herbir metod için

bu fonksiyonlar¬n nas¬l de¼gi̧sti¼gine dikkat ediniz.

Galerkin Metodu: Galerkin metodunun sonucu a¼g¬rl¬k rezidü fonksi-

yonu temel fonksiyon olarak seçildi¼ginde (3.1) ile tan¬mlan¬r. Böylece elde

etti¼gimiz
Z

t

Z

v

R(:)�i(:)dvdt = 0; i = 1; 2; : : : ; N 3.5
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elde edilir.

Şekil 3.1. Galerkin, subdomain, collocation metodlar¬ için bir boyutlu a¼g¬rl¬k

fonksiyonlar¬n¬n şematik gösterimi

Temel fonksiyonlar¬n, fonksiyonlar¬n tam bir kümesinin üyeleri olmas¬

gerekir. Çünkü fonksiyonlar kümesi verilen herhangi bir fonksiyonu tam

olarak temsil edebilir. Tam olma şart¬ Galerkin fonksiyonunun alternatif yo-

rumuna izin verir. (3.5) iki fonksiyonun ortogonalli¼ginin tan¬m¬d¬r.

Şekil 3.1a. a¼g¬rl¬k fonksiyonu parçal¬ lineer fonksiyondur. Çünkü benzer-

liklerinden dolay¬ bazen Chapeau fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r. Sonlu ele-

man metodu formülasyonunda s¬k s¬k kullan¬l¬r. Sonlu fark plan¬na benzedi¼gi

için k¬saca ispat edilebilir.

Subdomain Metodu:

Subdomain metodunda a¼g¬rl¬k fonksiyonu Vi bölgesinde seçilir ve her yerde

s¬f¬rd¬r. (3.4) de bu matematiksel bir durum olabilir.
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Z

v

R(:)wi(:)dv = 0; i = 1; 2; : : : ; N 3.6a

iken

wi =

8

<

:

1; (x; y; z) V 0i de

0; (x; y; z) V 0i de de�gil

9

=

;

3.6b

wi ve �j için ayn¬ oldu¼gunda bu metodun varyans¬da hesaplanm¬̧st¬r.

Bu planda gerçekleştirmek için integraller Galerkin metodundakilerden daha

iyidir.

Collocation Metodu:

Bu metod a¼g¬rl¬k rezidü metodunun en kolay¬d¬r. Bu metodda a¼g¬rl¬k

fonksiyonu wi Dirac deltas¬ olarak seçilir.

wi = �(x� xi)

Dirac delta fonksiyonunun önemli bir özelli¼gi vard¬r.

Z

t

Z

v

a(:)�(x� xi; y � yi; z � zi; t� ti)dvdt � a jxi; yi; zi; ti 3.7

Bunun için zaman¬ t ile gösterelim. Böylece collocation metodu için ortogo-

nallik
Z

t

Z

v

R(:)�i(:)dvdt = 0; i = 1; 2; : : : ; N 3.8

olarak yaz¬l¬r. (xi; yi; zi; ti) belirlenmi̧s noktalar¬ndaki matematiksel ifadedir.

(3.7) ba¼g¬nt¬s¬ndan dolay¬ (3.8) için bu noktalardaki rezidü de¼gerini kolayca

hesaplar¬z. ·Integral gerekmez ve belirsiz katsay¬l¬ N denklem oluşur.
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3.2 A¼g¬rl¬k Rezidü Metodunun Uygulamas¬

A¼g¬rl¬k rezidü metodlar¬ önceki bölümde sunulan kapal¬ notasyonlar¬n

uygulamas¬d¬r. ·Inceleyece¼gimiz örnek bunu ispat etmek ve temel kavram-

lar¬ ayd¬nlat-mak için verilmi̧stir. Örnekte oldu¼gu gibi Te s¬cakl¬¼g¬nda çevre

s¬cakl¬¼g¬ T ile nesnenin so¼guma oran¬n¬ veren denklemleri göz önüne alal¬m.

Newton�un so¼guma kanunu

dT

dt
+ k(T � Te) = 0 3.9

T = nesne s¬cakl¬¼g¬

Te = çevresel s¬cakl¬k

t = zaman

k = orant¬ sabiti

ile verilir.

Şekil 3.2. 0 � t � 1 aral¬¼g¬ üzerinde s¬cakl¬k da¼g¬l¬m¬n¬n hesaplan-

mas¬nda kullan¬lan temel fonksiyon

Şekil 3.2 de gösterilenin fonksiyonel formu

�i =

8

<

:

t�ti�1
ti�ti�1

; ti�1 � t � ti
ti+1�t
ti+1�ti

; ti � t � ti+1

9

=

;

3.10
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dir. Daha önce sonlu farkta kullan¬lan dü¼güm de¼gerine başvurur. T1 = 1

iken seçimin T̂ deneme fonksiyonu T (0) = 1 ile tutarl¬d¬r. Aşa¼g¬da geli̧stirilen

genel a¼g¬rl¬k rezidü metodu problemlerinin 1. ve 2. ad¬mlardaki formülleridir.

Özel a¼g¬rl¬k rezidü metodu plan¬n¬n seçimi 3. ad¬mda oluşur.

Ad¬m 1:

T � T̂ =
3
X

j=1

Tj�j(t) 3.11

deneme fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Burada �j(t) nin tan¬m¬ndan dolay¬ Tj,

j. dü¼güm noktas¬ndaki T̂ nin de¼geridir.

Ad¬m 2: A¼g¬rl¬k rezidü metodunun integral denklemini

Z

t

R(t)wi(t)dt = 0; i = 1; 2; 3 3.12

olarak formüle edelim. Burada

R(t) �
dT̂

dt
+ k(T̂ � Te)

dir. (3.12) de (3.11) i yerine yazasak

Z

t

(

3
X

j=1

Tj

�

d�j

dt
+ k�j

�

� kTe

)

wi(t)dt = 0; i = 1; 2; 3 3.13

olup böylece 3 denklem elde ederiz.

Ad¬m 3: A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n seçimi

1- Galerkin: Galerkin metodundaki a¼g¬rl¬k fonksiyonu yaklaş¬m¬nda �i(t)

temel fonksiyonudur. (3.13) de wi yazarak

3
X

j=1

Tj

1
Z

0

�

d�j

dt
+ k�j

�

�idt =

1
Z

0

kTe�idt; i = 1; 2; 3 3.14
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elde edip, bununda aç¬l¬m¬ndan şu matris denklemi elde edilir.

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1=2
R

0

�

d�1
dt
�1 + k�1�1

�

dt
1=2
R

0

�

d�2
dt
�1 + k�2�1

�

dt 0

1=2
R

0

�

d�1
dt
�2 + k�1�2

�

dt
1=2
R

0

�

d�2
dt
�2 + k�2�2

�

dt
1
R

1=2

�

d�3
dt
�2 + k�3�2

�

dt

0
1
R

1=2

�

d�2
dt
�3 + k�2�3

�

dt
1
R

1=2

�

d�3
dt
�3 + k�3�3

�

dt

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

4

T1

T2

T3

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

6

6

4

1=2
R

0

kTe�1dt

1
R

0

kTe�2dt

1
R

1=2

kTe�3dt

3

7

7

7

7

7

7

7

5

3.15

(3.15) deki integral uygulamas¬n¬n hesab¬

1

2

2

6

6

6

4

�1 + k
3
1 + k

6
0

�1 + k
6

2k
3

1 + k
6

0 �1 + k
6
1 + k

3

3

7

7

7

5

2

6

6

6

4

1

T2

T3

3

7

7

7

5

=
1

2

2

6

6

6

4

kTe
2

kTe

kTe
2

3

7

7

7

5

3.16

dir. Burada Ti nin hesab¬ için başlang¬ç koşullar¬n¬ kulland¬k. (3.16) denklemi

k ve Te için özel de¼gerler verilerek çözülebilir. Yaln¬zca 3 denklemin ikisi tam

olarak bulunur. Sonuçta çözüm iki denklemin seçimine ba¼gl¬d¬r. 2. ve 3.

denklemlerden elde edilen çözüm

[T1; T2; T3] = [1; 0:678; 0:571]

1. ve 3. denklemlerden

[T1; T2; T3] = [1; 0:625; 0:550]



24

1. ve 2. denklemlerden

[T1; T2; T3] = [1; 0:625; 0:625]

dir. Bu problem için analitik çözüm

T (t) = T (0)e�kt + Te(1� e
�kt)

olup buradan da

[T1; T2; T3] = [1; 0:684; 0:568]

sonucu elde edilir. Daha do¼gru çözümün 2. ve 3. denklemler kullan¬larak

hesapland¬¼g¬ aç¬kt¬r. Pratikte bu seçim belirlenmi̧s veya bilinen katsay¬lar ile

ilgili matris denkleminin sat¬r ve sütunlar¬ elimine edilerek yap¬l¬r.

2- Subdomain: Bu metod için a¼g¬rl¬k fonksiyonu yaklaş¬m¬ şöyle verilir.

wi =

8

<

:

1; tii+ti�1
2

� t � ti+ti+1
2

0; di¼ger durumlarda

9

=

;

3.17

(3.13) de (3.17) yi yerine koyarsak şu integral denklemleri sonuçlar¬ elde

edilir.

3
X

j=1

Tj

0:25
Z

0

�

d�j

dt
+ k�j

�

dt =

0:25
Z

0

kTedt 3.18a

3
X

j=1

Tj

0:75
Z

0:25

�

d�j

dt
+ k�j

�

dt =

0:75
Z

0:25

kTedt 3.18b

3
X

j=1

Tj

1:0
Z

0:75

�

d�j

dt
+ k�j

�

dt =

1:0
Z

0:75

kTedt 3.18c
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(3.18) denklemi
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3.19

(3.19.) daki integralin hesab¬ matris denkleminin son formunu verir.
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3.20.

(3.20.) den elde edilen çözümün do¼grulu¼gu denklemlerin seçimine ba¼gl¬d¬r.

2. ve 3. denklemlerden

[T1; T2; T3] = [1; 0:684; 0:579]

1. ve 3. denklemlerden

[T1; T2; T3] = [1; 0:600; 0:543]
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1. ve 2. denklemlerden

[T1; T2; T3] = [1; 0:600; 0:680]

elde edilir. Denklem Dirichlet dü¼gümlerinde yaz¬ld¬¼g¬nda Galerkin formülün-

den elde edilen çözümlerin daha az do¼gru oldu¼gu anlaş¬l¬r. Çözüm en iyi

Galerkin ve subdomain formülleri kullan¬larak belirlenir.

3- Collocation: Bu metod (3.13) a¼g¬rl¬k fonksiyonu için Dirac delta fonksi-

yonunun yerine konmas¬yla elde edilir. Bu şu ifadeyi sa¼glar.

3
X

j=1

Tj

Z

t

�

d�j

dt
+ k(�j � Te)

�

�(t� ti)dt = 0; i = 1; 2; 3 3.21

Seçilen noktalar için problemi belirleyelim, 3 belirsiz katsay¬ bulunur.

Bununla birlikte t = 0 da bir nokta seçilmi̧s başlang¬ç koşullar¬ bir bilin-

meyeni belirler. Kalan iki nokta herhangi bir aral¬kta yerleştirilebilir.

0 < t < 0:5 ve 0:5 < t < 1:0

t = 0:5 deki bir nokta ek belirlemelerle gösterilebilir. Deneme fonksiyonu

noktalarda süreklidir. Fakat türevi süreksizdir, seçilen de¼ger key�dir.

Daha do¼gru collocation plan¬ bu noktalardaki Gaussian integrasyonu kul-

lan¬larak geli̧stirilebilir. Çünkü bu örnekte kulland¬¼g¬m¬z lineer fonksiyondur,

her eleman için bir Gaussian nokta vard¬r ve bu noktalar t = 0:25 ve t = 0:75

de yerleştirilir. (3.21) denklemi matris formunda şöyle yaz¬labilir.
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3

7

7

7

5

2

6

6

6

4

T1

T2

T3

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

kTe j0:0

kTe j0:25

kTe j0:75

3

7

7

7

5

3.22

Collocation plan¬n¬n en önemli özelli¼gi bu ifadede gösterilmi̧stir. Böylece

(3.22) deki ikinci denklem T1 için T3 e ba¼gl¬d¬r. Katsay¬lar matrisinin hesab¬

ve başlang¬ç koşulunun birleşimi ile

2

6

6

6

4

1 0 0

�2 + k
2
2 + k

2
0

0 �2 + k
2
2 + k
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3.23

elde edilir. Katsay¬lar için denklem (3.23.) şu çözümü sa¼glar.

[T1; T2; T3] = [1; 0:667; 0:555]

Collocation plan¬n¬n performans¬n¬n bu örnekte yetersiz olmas¬na kaŗs¬n,

bu metod görünen çeşitli noktalardan daha ilginçtir. Katsay¬lar matrisi ko-

layca genelleştirilebilir. Matris yap¬s¬ eşitlik çözümünün olas¬l¬¼g¬n¬ önerir.

Ayn¬ zamanda yüksek mertebeden sürekli temel fonksiyonlara genelleştirilir.

Collocation ve Galerkin metodlar¬ aras¬ndaki ili̧skiyi inceleyelim. Bunu

yapmak için (3.15.) den oluşan matris denklemini yeniden ele alal¬m. Bir

noktal¬ Gaussian katsay¬lar matrisinde integral hesab¬ için kullan¬l¬r.
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1=2
Z

0

�

d�1
dt
�1 + k�1�1
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dt

=

1
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�1
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d�1
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d�
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=
d�1
d�
�1 j�=0 (2) +

k�1�1
4

j�=0 (2) = 2

�

�
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2

1

2
+
k

16

�

=
2

4

�

�1 +
k

4

�

Gaussian noktas¬ � = 0 da verildi¼ginde ve a¼g¬rl¬k fonksiyonu 2 oldu¼gunda.

(3.15) in kalan elemanlar¬ için tek noktal¬ Gaussian integrali
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3.24

dir. Gaussian �1 � � � 1 aral¬¼g¬nda daha iyidir. Denklem (3.24), (3.16) ya

benzer, Galerkin denkleminin tam integralinden elde edilir. Gerçekten s¬n¬r

koşulundan dolay¬ belirlenen 2. ve 3. noktalar eşittir. Bunu elde etmek için

1

4
çarpan¬ ile (3.23) ün çarp¬lmas¬ ve (3.24) ün 2. ve 3. sat¬rlara eklenmesi

gerekir.

3.3 Temel Fonksiyonlar¬n Seçimi

Bir a¼g¬rl¬k rezidü metodunun do¼grulu¼gu ve verim oran¬ temel fonksiyonun

seçimine ba¼gl¬d¬r. Bu bölümde esas olarak yüksek dereceden polinomlar¬ tan¬-

taca¼g¬z.

Lineer Polinom Tabanlar¬: Chapeau fonksiyonlar¬ herbir eleman üstünde

dü¼gümlerin bilgisini lineer olarak interpole ederler. Bir başka deyi̧sle dü¼güm-

lerde sadece verilen eleman içinde herhangi bir yerde çözüm elde edilebilir.
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Örne¼gin önceki bölümde Galerkin yaklaş¬m¬n¬ kullanarak elde etti¼gimiz çok

do¼gru bir sonuçtur. Dü¼gümlerde buldu¼gumuz

[T1; T2; T3] = [1; 0:678; 0:571]

Çözümün dü¼güm de¼gerine uymayan t = 0:25 noktas¬nda istendi¼gini varsa-

yal¬m. (3.11.) den elde etti¼gimiz

T � T̂ =

3
X

j=1

Tj�j(t)

t = 0:25 durumunun gerektirdi¼gi çözüm

T j 0:25 � T̂ j0:25= T1�1 j0:25 +T2�2 j0:25 +T3�3 j0:25

= (1)(0:5) + (0:678)(0:5) + (0:571)(0:0) = 0:839

dir Analitik çözüm ise T (0:25) = 0:803 dür.

Kuadratik Polinom Tabanlar¬: Herbir eleman üzerindeki bir kuadratik

interpolasyon tan¬m¬n¬ göz önüne alal¬m. ·Interpolasyon fonksiyonu ayn¬ za-

manda bir temel fonksiyondur.

� = a+ bt+ ct2 3.25

Çünkü bu kuadratik bir fonksiyondur, a; b; c katsay¬lar¬n¬ tan¬mlamak

gerekir. Herbir kuadratik elemanda istenen 3 dü¼güm şekil 3.3 da göste-

rilmi̧stir. Matris formunda

2

6

6

6

4

1

0

0

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

1 ti�1 t2i�1

1 ti t2i

1 ti+1 t2i+1

3

7

7

7

5

2

6

6

6

4

a

b

c

3

7

7

7

5

3.26
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dir.

Şekil 3.3. Kuadratik temel fonksiyonlar

Verilen denklemi şöyle çözebiliriz.

a =
titi+1

(ti � ti�1) (ti+1 � ti�1)
3.27a

b =
� (ti + ti+1)

(ti � ti�1) (ti+1 � ti�1)
3.27b

c =
1

(ti � ti�1) (ti+1 � ti�1)
3.27c

Temel fonksiyonlar (3.25) de (3.27) nin yerine konmas¬yla

�i�1 =

�

titi+1

4i�1

�

�

�

ti + ti+1
4i�1

�

t+
t2

4i�1

3.28a

elde edilir. Burada 4i�1 � (ti � ti�1) (ti+1 � ti�1) al¬nd¬. Temel fonksiyonlar,

4i � (ti � ti�1) (ti+1 � ti) oldu¼gunda.

�i =

�

ti�1ti+1

4i

�

�

�

ti+1 + ti�1
4i

�

t+
t2

4i

3.28b

4i+1 � (ti+1 � ti) (ti+1 � ti�1) oldu¼gunda.

�i+1 =

�

titi+1

4i+1

�

�

�

ti�1 + ti
4i+1

�

t+
t2

4i+1

3.28c
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olarak bulunur. Oysa kuadratik temel fonksiyonlar (3.28) tan¬m¬yla a¼g¬r-

l¬k rezidü metodunda do¼grudan kullan¬labilir. Önceki bölümde tan¬mlanan

� koordinat sistemindeki yüksek dereceden polinomlar¬ geli̧stirmek gerekir.

Koordinat sisteminin bu seçimi Gaussian yoluyla say¬sal integralleri kolay-

laşt¬r¬r.

Kuadratik temel fonksiyonlar t koordinat¬ için benzer bir yolla � koordinat

sistemindeki gibi geli̧stirilebilir. Sonuç fonksiyonlar¬ tablo 3.4 de tan¬mlan-

m¬̧st¬r ve şekil 3.4 de gösterilmi̧stir.

�(�) = a+ b� + c�2 3.29

kuadratik polinomun belli bir noktadaki kullan¬m¬yla
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3.30

matris denkleminin a; b; c için aşa¼g¬daki çözüm sa¼glad¬¼g¬ görülür.

[a; b; c] =

�

0; �
1

2
;
1

2

�

3.31

(3.29) de (3.31) i yerine koyarak gerekli temel fonksiyon

��1(�) = �
1

2
�(1� �) 3.32a

olarak bulunur.
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Tablo 3.1. � Koordinat Sisteminde Tan¬ml¬ Lineer, Kuadratik ve

Kübik Temel Fonksiyonlar

Derece Fonksiyon Form (�1 � � � 1)

Lineer ��1(�)
1

2
(1� �)

Lineer �1(�)
1

2
(1 + �)

Kuadratik ��1(�) �1

2
�(1� �)

Kuadratik �0(�) 1� �2

Kuadratik �1(�)
1

2
�(1 + �)

Kübik ��1(�)
1

16

�

�9�3 + 9�2 + � � 1
�

veya 1

16
(1� �)

�

9�2 � 1
�

Kübik ��1=3(�)
9

16

�

3�3 � �2 � 3� + 1
�

veya 9

16
(3� � 1)

�

�2 � 1
�

Kübik �1=3(�)
9

16

�

�3�3 � �2 + 3� + 1
�

veya � 9

16
(3� + 1)

�

�2 � 1
�

Kübik �1(�)
1

16

�

9�3 + 9�2 � � � 1
�

veya 1

16
(1 + �)

�

9�2 � 1
�

Şekil 3.4. � koordinat sisteminde tan¬ml¬ a. kuadratik b. kübik temel

fonksiyonlar

Kalan iki taban benzer bir yoldan formüle edilebilir ve sonuç denklemleri

�0(�) = 1� �
2 3.32b

ve

�1(�) =
1

2
�(1 + �) 3.32c
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olarak elde edilir. � koordinat sisteminde tan¬ml¬ yüksek dereceden temel

fonksiyonlar¬n kullan¬m¬n¬ göstermek için kuadratik tabanlar¬ kullanal¬m. T (0) =

1; Te = 0:5; k = 2 ve 0 � t � 1 dir. Yaklaş¬m denklemleri Galerkin metodlar¬

kullan¬larak (3.15) e benzer bir şekilde genelleştirilir. Çünkü bir tek eleman

bütün 0 � t � 1 alan¬n¬ oluşturur. Katsay¬ matrisi
2

6

6

6

6

6

6

6

4

1
R

0

�

d�1
dt
�1 + k�1�1

�

dt
1
R

0

�

d�2
dt
�1 + k�2�1

�

dt
1
R

0

�

d�3
dt
�1 + k�3�1

�

dt

1
R

0

�

d�1
dt
�2 + k�1�2

�

dt
1
R

0

�

d�2
dt
�2 + k�2�2

�

dt
1
R

0

�

d�3
dt
�2 + k�3�2

�

dt

1
R

0

�

d�1
dt
�3 + k�1�3

�

dt
1
R

0

�

d�2
dt
�3 + k�2�3

�

dt
1
R

0

�

d�3
dt
�3 + k�3�3

�

dt

3

7

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

4

T1

T2

T3

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

6

6

4

1
R

0

kTe�1dt

1
R

0

kTe�2dt

1
R

0

kTe�3dt

3

7

7

7

7

7

7

7

5

3.33

dir. Katsay¬lar matrisindeki integraller � uzay¬nda tan¬ml¬ tabanlar kul-

lan¬larak hesaplanabilir. t den � ye bir dönüşümle

1
Z

0

�

d�1(�)

dt
�1(�) + k�1(�)�1(�)

�

dt 2.34

=

1
Z

�1

�

d�1(�)

d�

d�

dt
�1(�) + k�1(�)�1(�)

�

d�

dt
dt

olur. d�
dt
= 2 oldu¼gundan ve (3.34.) den

1
Z

0

�

d�1(�)

dt
�1(�) + k�1(�)�1(�)

�

dt 3.35

=

1
Z

�1

�

d�1(�)

d�
�1(�) +

k

2
�1(�)�1(�)

�

dt
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yazabiliriz. Nümerik integrali sa¼glamak için veya bu noktada do¼grudan bir-

leştirmek için bir seçenek vard¬r. Bunu son matris denklemi için (3.33) de

yerine koyal¬m.
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3.36

(3.36) n¬n çözümü

[T1; T2; T3] = [1; 0:696; 0:571]

dir. Şimdi dü¼gümlerin de¼gerini bulmak için

T̂ (0:25) = T1�1(0:25) + T2�2(0:25) + T3�3(0:25)

= (1)(
3

8
) + (0:696)(

3

4
) + (0:571)(�

1

8
) = 0:826

kuadratik interpolasyon fonksiyonunu kullanal¬m. Benzer olarak T̂ (0:75) =

0:611 olarak bulunur.

Bu örnekte kuadratik eleman formülü lineer elemanlar¬n dü¼gümlerinden

daha az do¼gruluk sa¼glar, fakat orta de¼gerler çok daha do¼grudurlar. Bu du-

rumda lineer ve kuadratik elemanlar¬n her ikiside O(h2) mertebedendir.

Kübik Polinom Tabanlar¬: Polinomlar¬n derecesi için limit olmamas¬na

ra¼gmen temel fonksiyon yerine getirilebilir, kübik genel kullan¬mda bulunan

en yüksek derecedir. Sebebleri 3 tanedir.

1- Polinomlar¬n yüksek derecelileri a¼g¬rl¬k rezidü metodundaki cebirsel denk-

lemleri çözmek için daha uygundur.

2- Say¬sal amaç, polinom art¬̧s¬n¬n derecesinde say¬sal integral art¬̧s¬n¬ kul-

lanan katsat¬ matrisini üretmektir.
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3- Yüksek dereceden polinomlar homojen olmayan problemlerde sak¬ncal¬

olabilen geni̧s eleman boyutlar¬na sebeb olur. Kübik temel fonksiyonlar tablo

3.4 de tan¬mlanm¬̧st¬r, şekil 3.4b de gösterilmi̧stir ve kuadratik tabanlar gibi

elde edilirler.

Lagrange Polinomlar¬: Böyle geli̧stirilen temel fonksiyon Lagrange poli-

nomlar¬ kullan¬larak do¼grudan formüle edilebilir. Lagrange polinomu li(�) ile

verilir.

lni (�) =
(� � �0) : : :

�

� � �i�1
� �

� � �i+1
�

: : : (� � �n)

(�i � �0) : : :
�

�i � �i�1
� �

�i � �i+1
�

: : : (�i � �n)

n = 1 ve yaln¬z bir terim içeren lineer temel fonksiyonlar¬n durumunu göz

önüne alal¬m. Çünkü yaln¬z iki dü¼güm vard¬r, i = �1 ile �i(�) için �i+1 = 1

ve �i = �1 oldu¼gunu biliyoruz, i = 1 ile �i�1 = �1 ve �i = 1 de benzer olarak

bulunur. Bu de¼gerleri kullanarak

��1 = l
0

i j�=�1= �
� � �i+1
�i+1 � �i

=
1� �

2

ve

�1 = l
0

i j�=1= �
� � �i�1
�i � �i�1

=
� + 1

2

elde ederiz. ·Ikinci örnekteki kuadratik tabanlar¬ göz önüne alal¬m. Merkez

dü¼güm için temel fonksiyonlar tan¬mlanm¬̧st¬. � = 0; �k n¬n bu de¼gerleri için

�i�1 = 1; �i = 0; �i+1 = 1 olarak göz önüne al¬nabilir. Lagrange polinom-

lar¬n¬n seçilen terimleri bu de¼gerleri içerir.

�0 = l
2

i j�=0=

�

� � �i�1
� �

� � �i+1
�

�

�i � �i�1
� �

�i � �i+1
� =

� + 1

1

1� �

1
= 1� �2

��1 temel fonksiyonu �k n¬n şu de¼gerlerini içerir.
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�i = �1; �i+1 = 0; �i+2 = 1

l
n

i nin tan¬m¬ndan

��1 = l
2
i j�=�1=

�

� � �i+1
� �

� � �i+2
�

�

�i � �i+1
� �

�i � �i+2
� =

(� � 0) (� � 1)

(�1)(�2)
=
�2 � �

2

yaz¬labilir.�1 fonksiyonu benzer bir yoldan elde edilebilir.

Hermite Polinom Tabanlar¬: Hermite polinomlar¬ eleman üzerinde i-

kinci dereceden (C2) türev, sürekli olan ve elemanlar aras¬nda birinci derece-

den (C 0) türevinde süreklilik gösterirler. Böylece Hermite interpolasyonu

yaln¬zca fonksiyonun dü¼güm de¼gerlerini interpole etmezler, ayn¬ zamanda

ard¬̧s¬k türevlerin verilen say¬s¬n¬n dü¼güm de¼gerlerinide interpole ederler. Bir

simülasyon ad¬m¬ndan sonuçlanan çözüm ikinci ad¬mda kullan¬m için ilgi çeki-

cidir. Bu durumlar difüzyon denklemindeki kullan¬lan parametreler bilindi¼ginde

h¬z¬ bulmak için potansiyel denklemi diferensiyellenir.

Çünkü Hermite bir kübik polinomdur, 4 parametrenin tekli¼ginin tan¬m-

lanmas¬ gerekir. Böylece dört koşul bu parametreleri hesaplamak için kul-

lan¬lmal¬d¬r. Lagrange ¬n kübik tan¬m¬nda kalan 3 dü¼gümün tan¬ml¬ oldu¼gu

temel fonksiyonlar¬ sadeleştirmi̧stik. Bu koşullar Hermite te de geçerlidir. Bu

alternatif k¬s¬tlamalar¬n nas¬l oluştu¼gunu görmek için Hermite tabanlar¬ndaki

bir T fonksiyonunun genel ifadesini göz önüne alal¬m.

T � T̂ =
N
X

j=1

Tj�0j +
dTj

dt
�1j 3.37

burada N dü¼gümlerin say¬s¬d¬r.

(3.37) ifadesi Hermite aç¬l¬m¬n¬n iki önemli yolda farkl¬l¬k gösterdi¼gini

meydana ç¬kar¬r.
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1- Herbir dü¼güm iki belirsiz katsay¬ya sahiptir. (Tj ve
dTj
dt
gibi)

2- Herbir dü¼güm iki temel fonksiyonu �0j ve �1j ile tan¬mlan¬rlar.

C0 polinomlar¬ durumunda �0j ve �1j temel fonksiyonlar¬ T̂ jt=j4t= Tj de

tan¬ml¬d¬r. Ek olarak, türevde benzer k¬s¬tlamalar getiririz.

dT̂

dt
jt=j4t=

dTj

dt

Temel fonksiyon ve türev k¬s¬tlamas¬ aras¬ndaki ili̧skiyi kurmak için (3.37)

nin türevini inceleyelim.

dT

dt
�
dT̂

dt
=

N
X

j=1

Tj
d�0j

dt
+
dTj

dt

d�1j

dt

Temel fonksiyonlar için � koordinat¬nda daha uygun ifadeler vard¬r, t ko-

ordinat sisteminde çözümümüz, türevin zincir kural¬ uygulanarak elde edilir.

dT

dt
�
dT̂

dt
=

N
X

j=1

Tj
d�0j

d�

d�

dt
+
dTj

dt

d�1j

d�

d�

dt

Tj
d�0j

d�

d�

dt

terimi dü¼gümlerde her zaman yok edilecek, çünkü
d�0j
d�
bütün dü¼gümlerde s¬f¬r

olarak tan¬ml¬d¬r. Göstermek için

dT̂

dt
jt=j4t=

dTj

dt

olup, o zaman
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d�1j

d�

d�

dt

j dü¼gümünde tek ve di¼ger dü¼gümlerde s¬f¬r olmal¬d¬r. Bu j: dü¼güm d¬̧s¬nda

bütün dü¼gümleri yok etmek için
d�1j

d�
yi zorlamakt¬r ve

d�1j

d�
=
dt

d�
eşitli¼gi

sa¼glan¬r.

dt

d�
�
4t

4�
=
4t

2

oldu¼gunu varsayal¬m.
dt

d�
�
4t

4�
nin sürekli olmad¬¼g¬na dikkat ediniz. Bu �0j

ve �1j nin formunu kural¬m.

·Interpole fonksiyonunu � koordinat sisteminde �1 � � � 1 tan¬ml¬ bir

kübik polinomun terimlerinde yazal¬m.

�0j = a0 + b0� + c0�
2 + d0�

3 3.38

ve

d�0j

d�
= b0 + 2c0� + 3d0�

2 3.39

olur. K¬s¬tlamalardan dolay¬ �0j de kal¬r¬z, �01 in özel bir durumu için şunlar¬

düzenleyebiliriz.

�01 j�1= 1 = a0 � b0 + c0 � d0 3.40a

�01 j1= 0 = a0 + b0 + c0 + d0 3.40b

d�01
d�

j�1= 0 = 0 + b0 � 2c0 + 3d0 3.40c

d�01
d�

j1= 0 = 0 + b0 + 2c0 + 3d0 3.40d

Bu denklemler .
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=
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3.41

matris formunda yaz¬labilir Bu denklemin çözümü

2

6

6

6

6

6

6

4

a0

b0

c0

d0

3

7

7

7

7

7

7

5

=
1

4

2

6

6

6

6

6

6

4

2 2 1 �1

�3 3 �1 �1

0 0 �1 1

1 �1 1 1

3
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7
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5

2

6

6

6

6

6

6

4

1

0

0

0

3

7

7

7

7

7

7

5

=
1

4

2

6

6

6

6

6

6

4

2

�3

0

1

3

7

7

7

7

7

7

5

katsay¬lar vektörünü sa¼glar. �01 temel fonksiyonu yer de¼gi̧stirmeyle

�01 =
1

4
(� � 1)2(� + 2) 3.42a

olarak elde edilir. Benzer tart¬̧sma elemandaki di¼ger dü¼güm için geli̧stirilebilir.

Sonuç denklemi

�02 =
1

4
(� + 1)2(� � 2) 3.42b

dir. Birinci türev için interpolasyon fonksiyonu bir kübik polinomdan türevlen-

mi̧stir.

�11 = a1 + b1� + c1�
2 + d1�

3 3.43

(3.43) de uygun k¬s¬tlamalarla

�11 j�1= 0 = a1 � b1 + c1 � d1 3.44a

�11 j1= 0 = a1 + b1 + c1 + d1 3.44b
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d�11
d�

j�1=
4t

2
= 0 + b1 � 2c1 + 3d1 3.44c

d�11
d�

j1= 0 = 0 + b1 + 2c1 + 3d1 3.44d

yaz¬l¬r. (3.44) den elde etti¼gimiz matris denklemi

2
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d1
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5

=

2
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6
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6

4
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0

4t
2
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7

7
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3.45

olup burada

2

6

6

6

6

6

6

4

a1

b1

c1

d1

3

7

7

7

7

7

7

5

=
1

4

2

6

6

6

6

6

6

4

2 2 1 �1

�3 3 �1 �1

0 0 �1 1

1 �1 1 1

3

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

6

4

0

0

4t
2

0

3

7

7

7

7

7

7

5

=
4t

8

2

6

6

6

6

6

6

4

1

�1

�1

1

3

7

7

7

7

7

7

5

olarak elde edilir. T �nin türevi ile ilgili temel fonksiyon (3.43.) de yerine

koymayla elde edilir.

�11 =
4t

8
(� + 1) (� � 1)2 3.46a.

Benzer geli̧sme elemandaş di¼ger dü¼gümle ilgili fonksiyonda oluşur.

�12 =
4t

8
(� + 1)2 (� � 1) 3.46b

� aç¬s¬ndan temel fonksiyonu tan¬mlamak için baz¬ avantajlar vard¬r. Böylece

ifade yeni temel fonksiyondur.

�11 =
dt

d�
�
0

11

�
0

11 verildi¼ginde
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�
0

11 =
1

4
(� + 1) (� � 1)2 3.47

şekil 2.8c de gösterilmi̧stir. Benzer olarak �12 fonksiyonundan

�
0

12 =
1

4
(� + 1)2 (� � 1) 3.48

elde ederiz. Kavramlar¬ ayd¬nlatmak Hermite polinomlar¬n¬n kullan¬m¬n¬ içerir.

Bir kez daha Galerkin metodunun kullan¬ld¬¼g¬ örne¼gi göz önüne alaca¼g¬z.

Şekil 3.5. Lokal ve global koordinatlarda Hermite kübik polinomu

Amaç denklemi çözmektir. Bunun için

T (0) = 1; Te = 0:5; k = 2; 0 � t � 1

alal¬m. Cebirsel denklem yaklaş¬m¬n genelleştirilmesinde ilk ad¬m verilen için

bilinmeyen fonksiyonun aç¬l¬m¬d¬r.

T � T̂ =
2
X

j=1

Tj�0j +
dTj

dt
�1j 3.49

Problem sadece bir elemandan oluşur, iki dü¼güm noktas¬ vard¬r. Çünkü

Hermite polinomlar¬n¬ kullan¬yoruz. Şekil 3.5 da gösterilmi̧stir. Galerkin
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metodu (3.9) de (3.49) un yerine konmas¬yla bütün tabanlara ortogonal olur.

Bu cebirsel olarak şöyle ifade edilir.

1
Z

0

(

dT̂

dt
+ k(T̂ � Te)

)

��idt = 0; i = 1; 2; � = 0; 1 3.50

(3.50) de (3.49) un yerine konmas¬yla elde edilen

2
X

j=1

Tj

1
Z

0

�

d�0j

dt
+ k�0j

�

��idt+

2
X

j=1

dTj

dt

1
Z

0

�

d�1j

dt
+ k�1j

�

��idt�

1
Z

0

kTe��idt = 0

3.51

(3.51) denklemi matris formunda

A =

2

6

6

6

6

6

6

6

4

�

d�01
dt
+ k�01

�

�01

�

d�11
dt
+ k�11

�

�01

�

d�02
dt
+ k�02

�

�01

�

d�12
dt
+ k�12

�

�01
�

d�01
dt
+ k�01

�

�11

�

d�11
dt
+ k�11

�

�11

�

d�02
dt
+ k�02

�

�11

�

d�12
dt
+ k�12

�

�11
�

d�01
dt
+ k�01

�

�02

�

d�11
dt
+ k�11

�

�02

�

d�02
dt
+ k�02

�

�02

�

d�12
dt
+ k�12

�

�02
�

d�01
dt
+ k�01

�

�12

�

d�11
dt
+ k�11

�

�12

�

d�02
dt
+ k�02

�

�12

�

d�12
dt
+ k�12

�

�12

3

7

7

7

7

7

7

7

5

ve

B =

2

6

6

6

6

6

6

4

T1

dT1
dt

T2

dT2
dt

3

7

7

7

7

7

7

5

olmak üzere

A:B =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1
R

0

kTe�01dt

1
R

0

kTe�11dt

1
R

0

kTe�02dt

1
R

0

kTe�12dt

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

(3.52)

olarak yaz¬labilir.
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Şekil 3.6. Hermite taban fonksiyonlar¬ örnek problem için tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tj ve
dTj
dt
belirsiz katsay¬lar¬ için (3.52) yi çözmek için, katsay¬lar matrisin-

deki integralleri çözmek gerekir. T1 başlang¬ç koşulunda (T (0) = 1) biliniyor.

Matris denkleminde
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=
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3.53a.

ilk sat¬r elimine edilirse

2

6

6

6

4

0:0190 0:162 �0:0309

�0:0381 1:24 �0:00476

0:00238 �0:205 0:0190

3
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2

6

6

6

4

dT1
dt

T2

dT2
dt

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

0:0833

0:500

�0:0833
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�

2

6

6

6

4

0:00476

�0:243

0:0381

3

7

7

7

5

3.53b.

elde edilir.(3.53b) nin sa¼g taraf¬ndaki ikinci terimin içerdi¼gi bilgiler başlang¬ç

koşulunda türevlenmi̧stir. Katsay¬lar matrisinin tersiyle bilinmeyen paramet-

reler bulunur.

2

6

6

6

4

dT1
dt

T2

dT2
dt

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4
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2
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=

2
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7
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3.54



44

T2 = 0:570 parametresi t = 1 deki s¬cakl¬¼g¬d¬r ve 0:568 analitik de¼geriyle

kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa oldukça iyi bir sonuçtur. Orta noktadaki (t = 0:5) s¬cakl¬k

(3.49) aç¬l¬m¬ndan hesaplan¬r.

T � T̂ =
2
X

j=1

Tj�0j +
dTj

dt
�1j

� = 0 da �0j ve �1j nin hesaplamas¬ Tj ile
dTj
dt
de¼gerlerinin yerine kon-

mas¬yla

T̂ (0:5) = (1:00)(0:500)�(0:937)(0:125)+(0:570)(0:500)+(0:131)(0:125) = 0:684

olarak bulunur. Şekiller için bu sonuç analitikle özdeştir. Hermite kübi¼gini

çal¬̧st¬ran Galerkin metodunun di¼ger metodlardan üstün oldu¼gu problemimiz-

den kolayca anlaş¬l¬r. Unutulmamal¬d¬rki bu yaklaş¬m üç eşitlik üretti, oysa

önceden göz önüne ald¬¼g¬m¬z planlar sadece iki eşitlik üretti.

(3.52) nin katsay¬lar matrisinden Galerkin metodunda içerilen daha kar-

maş¬k tabanlar¬n oldu¼gu aç¬kt¬r. Sonuç olarak collocation metoduyla birlikte

Hermite�in kullan¬m¬n¬ incelemek gerekir.

Collocation yaklaş¬m¬nda a¼g¬rl¬k rezidü metodu formülü şöyle verilir.

1
Z

0

(

dT̂

dt
+ k(T̂ � Te)

)

� (t� ti) dt = 0; i = 1; 2; 3; 4 3.55

ti belirlenen noktalar¬n yeridir. Noktalar Gauss noktalar¬ olarak seçildi¼ginde

daha do¼gru nümerik planlar elde edilir. Önceden bu ortogonal olarak bilini-

yordu. Elemanda iki Gauss noktas¬ kullan¬r¬z ve s¬n¬r koşullar¬nda iki ek
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nokta vard¬r. E¼ger problemde elemanlar¬n say¬s¬ artt¬r¬l¬rsa buna dikkat et-

mek gerekir, bütün noktalar Gauss noktas¬nda seçilebilirler. (3.52.) nin ak-

sine bu � koordinat sisteminde hesaplamalar¬ gerçekleştirir. Böylece (3.55)

gibi yazabiliriz.

1
Z

�1

(

dT̂

d�

d�

dt
+ k(T̂ � Te)

)

� (� � �i)
dt

d�
d� = 0; i = 1; 2; 3; 4 3.56

(3.56) denklemi şu matris denklemini sa¼glar.
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d� �=�0:5

d�11
d�
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+ k�02

dt
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olmak üzere

A:B =
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(3.57)

(3.57) nin katsay¬lar matrsi (3.42) ve (3.46) dan verilen temel fonksiyon

tan¬mlar¬ kullan¬larak şimdi hesaplanabilir.
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olmak üzere

A:B =
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7

7

7

7

7

5

(3.58)

k ve Te nin yaklaş¬k de¼gerlerini yerine koyarsak

2

6

6

6

6

6

6

4

1:00 0:500 0 0

0:384 0:275 0:615 �0:179

�0:384 �0:109 1:384 0:0126

0 0 1:00 0:500

3

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

6

4

T1

dT1
dt

T2

dT2
dt

3

7

7

7

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

6

4

0:500

0:500

0:500

0:500

3

7

7

7

7

7

7

5

3.59

T1 in de¼gerinden dolay¬ s¬n¬r koşullar¬yla verilir, tekrar 1. sat¬r¬ elimine

edelim ve son matris denklemini çözelim.

2

6

6

6

4

0:275 0:615 �0:179

�0:109 1:384 0:0126

0 1:00 0:500

3

7

7

7

5

2

6

6

6

4

dT1
dt

T2

dT2
dt

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

0:500� 0:384

0:500 + 0:384

0:500

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

0:116

0:884

0:500

3

7

7

7

5

3.60.
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2

6

6

6

4

dT1
dt

T2

dT2
dt

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

2:83 �2:03 1:06

0:227 0:573 0:0669

�0:454 �1:15 1:86

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

�0:936

0:566

0:139

3

7

7

7

5

T2 nin de¼gerini (0:566) hesaplay¬p analitik de¼geriyle (0:568) kaŗs¬laşt¬ral¬m.

Katsay¬lar T için yaklaş¬m serisinde yerine kondu¼gunda ve sonuç t = 0:5 de

hesapland¬¼g¬nda, T j0:5in de¼geri 0:683 hesaplan¬r ve 0:684 analitik çözümüyle

kaŗs¬laşt¬r¬l¬r.

Tablo 3.2 de nümerik planlar¬n do¼grulu¼gu özetlenmi̧stir.

Tablo 3.2. Çeşitli A¼g¬rl¬k Rezidü Planlar¬yla Elde Edilen Çözüm-

lerin Kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬:

Method
Çözüm

t = 0:0

Çözüm

t = 0:5

Çözüm

t = 1:0

Galerkin lineer tabanlar 1.00 0.678 0.571

Collocation lineer tabanlar 1.00 0.667 0.555

Subdomain lineer tabanlar 1.00 0.684 0.579

Galerkin kuadratik tabanlar 1.00 0.696 0.571

Galerkin Hermite kübik tabanlar 1.00 0.684 0.570

Collocation Hermite kübik tabanlar 1.00 0.683 0.566

Analitik 1.00 0.684 0.568

Türevlerin Hesaplanmas¬: Yaln¬zca bilinmeyen fonksiyonlar¬n elde edilmesi

de¼gil, ayn¬ zamanda türevleriylede ilgilidir. Hermite formülü do¼grudan bu bil-

giyi sa¼glar ama ayn¬ zamanda mevcut kullan¬m için erkendir. Yaklaş¬k ifadeyi

türevlemek gereklidir.

T̂ =
3
X

j=1

Tj�j(t)

elde etmek için
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dT̂

dt

3
X

j=1

Tj
d�(t)

dt
=

3
X

j=1

Tj
d�(�)

d�

d�

dt
3.61

Tj katsay¬lar¬ndan dolay¬ bilinir ve temel fonksiyonun türevleri elde edilir,

(2.61) kolayca hesaplan¬r. t = 0 da türev için lineer tabanlar kullan¬ld¬.

dT̂

dt
j t=0 =

3
X

j=1

Tj
d�j(�)

d�

d�

dt
jt=0

= T1(�
1

2
)(4) + T2(

1

2
)(4) = �2:00 + 1:36 = �0:640

Benzer olarak, kuadratik tabanlar¬ kullanarak buldu¼gumuz

dT̂

dt
j t=0 =

3
X

j=1

Tj
d�j(�)

d�

d�

dt
jt=0

= T1(�
3

2
)(2) + T2(2)(2) + T3(�

1

2
)(2) = �0:787

t = 0 da türevin analitik de¼geri �1:00 d¬r. Özet olarak lineer, kuadratik ve

Hermite tabanlar¬ Galerkin formülüyle kullan¬ld¬¼g¬nda�0:640; �0:787; �0:987

türev de¼gerlerini sa¼glar, s¬ras¬yla �1:00 do¼gru de¼geriyle kaŗs¬laşt¬r¬l¬r.

Şimdi t = 0:5 de türevin hesab¬n¬ göz önüne alal¬m. Bu önemlidir çünkü

lineer temel fonksiyonlar için s¬n¬rlar¬ belirler. Çünkü lineer tabanlar sürek-

lidir.
d�j
d�
jt=0:5 türevi tan¬ml¬ de¼gildir. Bu noktada kullan¬lan en uygun türev

yaklaş¬m¬ 0 < " < 4t olmaküzere
d�j
d�
jt=0:5+" ve

d�j
d�
jt=0:5�" un ortalamas¬d¬r:

Türevler tablo 3.3 da özetlenen 3 taban kullan¬larak hesaplan¬r. Hermite ta-

banlar¬ türev için çözümde daha do¼gruluk sa¼glar, kuadratik plan lineer du-

rumlardan daha iyidir.
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Tablo 3.3. Lineer, Kuadratik ve Hermite Kübik Temel Fonksiyon-

lar¬ Kullan¬larak S¬cakl¬k ve S¬cakl¬k Türevlerinin Hesab¬:

Fonksiyon

Yer

T̂

t = 0:5

T̂

t = 1:0

dT̂
dt

t = 0:0

dT̂
dt

t = 0:5

Analitik 0.684 0.569 -1.00 -0.368

Lineer 0.678 0.571 -0.640 -0.429

Kuadratik 0.696 0.571 -0.787 -0.429

Hermite 0.684 0.570 -0.937 -0.378
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BÖLÜM 4

SONLU ELEMAN ve SONLU FARK METODLARI

ARASINDAK·I ·IL·IŞK·I

3.1 ve 3.2 bölümlerinde çeşitli a¼g¬rl¬k rezidü yaklaş¬mlar¬ aras¬ndaki i-

li̧skileri göz önüne ald¬k. Şimdi her ikisine mahsus hangi özellikler oldu¼gunu

anlamak için sonlu eleman ve sonlu fark metodlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m.

Bir önceki bölümün bir boyutlu ¬s¬ ak¬̧s problemini tekrar göz önüne alal¬m,

fakat dü¼gümler şekil 4.1 de gösterildi¼gi gibi yeniden numaraland¬r¬lm¬̧st¬r.

Çünkü (0; 0) dü¼gümü bölgenin içindedir.

Şekil 4.1. ·Iki boyutlu ¬s¬ ak¬̧s¬ için belirlenen bölge

Denklemle ilgili dü¼gümler sonlu eleman yaklaş¬m¬n¬n genel formunda göste-

rilebilir. Matris denkleminin bu sat¬r¬n¬n aç¬l¬m¬

1

3
(T�1;�1 + T�1; 0 + T�1; 1 + T0;�1 � 8T0; 0 + T1;�1 + T1; 0 + T1; 1) = �w 4.1
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Bu ifadeyi sonlu fark notasyonu aç¬s¬ndan göstermenin zor olmas¬na ra¼g-

men, düzenleyerek daha kolay anlaş¬labilir. Düzenlenen form

1

6
f(T1; 1 � 2T0; 1 + T�1; 1) + 4 (T1; 0 � 2T0; 0 + T�1; 0) + (T1;�1 � 2T0;� 1 + T�1;� 1)g

+1

6
f(T1; 1 � 2T1; 0 + T1;� 1) + 4 (T0; 1 � 2T0; 0 + T0;�1)

+ (T�1; 1 � 2T�1;�0 + T�1;� 1)g = �w
4.2

h = k = 1 özel durumunda daha genel bir ifadeyle gösterilebilir.

hk
6

n

T1; 1�2T0; 1+T�1; 1
h2

+ 4T1; 0�2T0; 0+T�1; 0
h2

+ T1;�1�2T0;� 1+T�1;� 1

h2

o

+hk
6

n

T1; 1�2T1; 0+T1;� 1

k2
+ 4T0; 1�2T0; 0+T0;�1

k2
+ T�1; 1�2T�1;�0+T�1;� 1

k2

o

= �w
4.3

Son olarak (i; j) nin daha genel noktas¬ olmas¬ için (0; 0) dü¼gümünü varsa-

yarsak, sonlu fark yaklaş¬m¬ ile ilgili ifadeyi elde ederiz.

hk
6

n

Ti+1;j+1�2Ti; j+1+Ti�1;j+1

h2
+ 4

Ti+1; j�2Ti; j+Ti�1; j
h2

+
Ti+1;j�1�2Ti;j� 1+Ti�1;j� 1

h2

o

+hk
6

n

Ti+1; j+1�2Ti+1; j+Ti+1;j� 1

k2
+ 4

Ti; j+1�2Ti; j+Ti; j�1
k2

+
Ti�1;j+1�2Ti�1;j+Ti�1;j� 1

k2

o

= �w
4.4

Denklem (3.4.) tablo 2.1 in sembolik notasyonu kullan¬larak daha kapal¬

biçimde yaz¬labilir.

hk

6h2
�

�2xTi; j+1 + 4�
2
xTi; j + �

2
xTi; j�1

	

+
hk

6h2
�

�2yTi+1; j + 4�
2
yTi; j + �

2
yTi�1; j

	

= �w

4.5

Sonlu Eleman denklemlerinin a¼g¬rl¬k ortalamas¬ aç¬s¬ndan sonlu fark yak-

laş¬mlar¬yla yorumlanabildi¼gi (3.5) den kolayca anlaş¬l¬r. Fakat a¼g¬rl¬k orta-

lamalar¬ standart sonlu fark teorisi aç¬s¬ndan gösterilebilir. Bu ili̧skiyi göster-

mek için nümerik integralin Simson kural¬n¬ göz önüne alal¬m.
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yj+1
Z

yj�1

@2t

@x2
jx=xi dy =

k

3

�

@2Ti; j�1

@x2
+ 4

@2Ti; j

@x2
+
@2Ti; j+1

@x2

�

�
k5

90

@6T

@x2@y4
+� � � 4.6

3 de¼ger kullan¬larak 4. mertebeden daha do¼gru bir integral sa¼glan¬r. Fark

kaŗs¬tlar¬ yoluyla (4.6) n¬n sürekli türevlerinin yer de¼gi̧sitrmesi şunu sa¼glar.

1

h2

yk=yj+1
Z

yk=yj�1

�2xTi; kdyk =
k

3h2
�

�2xTi; j�1 + 4�
2
xTi; j + �

2
xTi; j+1

	

�
k5

90

@6T

@x2@y4
+ � � �

4.7

(4.7), (4.5) içinde yerine kondu¼gunda

1

2h

yk=yj+1
Z

yk=yj�1

�2xTi; kdyk +
1

2h

xk=xj+1
Z

xk=xj�1

�2yTk; jdxk = �w

Verilen alternatif form hk ile bölünürse

1

2k

yk=yj+1
Z

yk=yj�1

�2xTi; k

h2
dyk +

1

2h

xk=xj+1
Z

xk=xj�1

�2yTk; j

k2
dxk =

�w
hk

4.8

Sonlu eleman denklemleri dikdörtgen biçiminde tan¬mland¬¼g¬nda daha ko-

lay anlaş¬l¬r. Çünkü bu yaklaş¬mda O(h2) dir. Sonlu fark metoduyla gerçek-

leştirilenle ayn¬d¬r. Bununla birlikte, iki yaklaş¬m her zaman ayn¬ do¼grulu¼gu

vermez. Bundan başka, do¼grulu¼gun mertebesi sadece say¬sal performans¬n¬n

bir göstergesidir, gerçekten çözümler sonlu eleman metodu ve sonlu fark meto-

duyla oldukça farkl¬ olabilirler. ·Ikinci dereceden türevler içermesine ra¼gmen

di¼ger mertebeden türevler için yüksek boyutlarda mümkündür.

.
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