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ÖZET 

 

 

Bu tezde, B-spline kolokeyşin sonlu elemanlar metodu kullanılarak bazı kısmi 

türevli diferensiyel denklemlerin sayısal çözümleri ile ilgilenilmiştir. 

 

İlk bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olan bazı temel kavramlar verilmiştir.   

İlk olarak solitary ve soliton dalgaları hakkında kısa bir bilgi verilmiştir. Daha sonra 

lineer olmayan oluşum denklemleri, korunum kanunları, sonlu farklar ve sonlu 

elemanlar metotları tanımlanmıştır.  Spline fonksiyonlar kavramı verildikten sonra, 

kuartik B-spline fonksiyonları tanımlanmıştır.  Son olarak sayısal çözümleri 

araştırılacak olan, regularized long wave (RLW), Burger ve Schrödinger denklemleri 

başlangıç ve sınır koşulları ile birlikte tanıtılmıştır. 

 

İkinci bölümde, RLW denklemi kuartik B-spline kolokeyşin metodu kullanılarak 

sayısal olarak çözülmüştür.  Metot, klasik test problemleri; tek dalga çözümü, iki pozitif 

dalganın çarpışması ve dalga oluşumu ile test edildi.  ,  hata normları ve RLW 

denkleminin üç korunum sabiti algoritmanın güvenirliliğini göstermek için hesaplandı. 

2L ∞L

 

Üçüncü ve dördüncü bölümlerde, Burger ve Schrödinger denklemlerinin sayısal 

çözümleri için kuartik B-spline kolokeyşin metodu verilmiştir.  Önerilen metot klasik 

problemler kullanılarak test edilmiştir. 

 

Son bölümde ise önerilen metotlar hakkında sonuçlar verilmiştir. 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Kuartik B-spline, Sonlu elemanlar metodu, Kolokeyşin, Solitary 

dalgaları, Kısmi diferensiyel denklemler 
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SUMMARY 

 

In this thesis, the numerical solution of some partial differential equations is 

dealed with by using B-spline finite element collocation method. 

 

In the first chapter, some definitions needed in the next chapters are given. 

Firstly, a brief history for solitary and soliton waves are given and the nonlinear 

evolution equation, conversation laws, the finite difference and the finite element 

methods are described.  After the concept of the spline functions is outlined, quartic B-

spline functions are described and constructed. Finally, the regularized long wave 

(RLW)   equation, the Burgers’ equation and Schrödinger equation together with their 

test problems are introduced. 

 

In the second chapter, RLW equation is solved numerically by using quartic B-

spline collocation method. The method is tested by classical test problems such as 

solitary wave solution, interaction of two solitary waves and evolution of solitary 

waves.  ,  error norms and three conservation laws of RLW equation are 

computed for the accuracy. 

2L ∞L

 

The numerical solutions of the Burgers’ and Schrödinger equations via the 

collocation method are presented by the help of quartic B-spline functions in the third 

and fourth chapters. The proposed method is examined by using classic problems.  

 

In the last chapter a discussion about the proposed methods is given. 

 

 

Keywords: Quartic B-spline, Finite element method, Collocation, Solitary waves, 

Partial differential equations 
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BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬kavramlardan, Irk�¬n (2007)

tezinden de al¬nt¬lar yap¬larak k¬saca bahsedilmi̧stir. ·Ilk olarak solitary (tek) dal-

galar¬, lineer olmayan oluşum denklemleri ve korunum kanunlar¬hakk¬nda k¬sa bil-

giler verilmi̧stir. Sonlu farklar ve sonlu elemanlar metotlar¬özetlendiktan sonra,

spline fonksiyonlar¬n tan¬m¬ verilerek, kuartik B-spline interpolasyon polinomlar¬

tan¬t¬lm¬̧st¬r. Son olarak, say¬sal çözümleri araşt¬r¬lacak olan, RLW, Burger ve NLS

denklemleri başlang¬ç ve s¬n¬r şartlar¬ile birlikte tan¬t¬lm¬̧st¬r.

1.1 Dalga Teorisi

Dalga, bir ortamda veya bir boşlukta yay¬lan ve genellikle enerjinin taş¬nmas¬na

yol açan titreşime verilen isimdir. En bilindik olanlar¬, suda ilerleyen yüzey dal-

galar¬d¬r. Bununla birlikte ses, ¬̧s¬k ve atomun içindeki taneciklerin hareketleri de

dalga özelliklerini gösterirler. En basit dalgada bile titreşimler, sabit bir frekans ve

dalga boyu ile periyodik olarak sal¬n¬m yaparlar (bkz. Şekil 1.1).

Şekil 1.1: Basit bir dalga pro�li

Ses dalgalar¬gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri bir ortama ihtiyaç du-

yarlarken, elektromanyetik dalgalar bir ortama gereksinim duymazlar ve boşlukta
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bile yay¬labilirler. Bir ortamdaki bir dalgan¬n yay¬lmas¬ortam¬n özelliklerine de

ba¼gl¬d¬r (Crawford, F., 1968).

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak s¬n¬�and¬r¬labilir. Duran dalgalar,

pozisyonu sabit olarak kalan dalgalard¬r. Bu tip dalgalar, dalgan¬n bulundu¼gu ortam

dalgan¬n hareket etti¼gi yönün tersine hareket etti¼ginde veya dura¼gan bir ortamda

birbirleri ile z¬t yönde ilerleyen dalgalar¬n giri̧smesi sonucunda oluşurlar. ·Ilerleyen

dalgalar ise, bir noktadan di¼ger bir noktaya madde taş¬mas¬söz konusu olmaks¬z¬n

enerjinin yay¬lmas¬ile oluşan dalgalard¬r.

Solitonlar ise aşa¼g¬daki iki temel özelli¼gi sa¼glayan lineer olmayan dalgalar olarak

tan¬mlanabilir (Wadati, M., 2001):

1. Şekil, h¬z gibi özellikleri de¼gi̧smeksizin yay¬lan yerleşik dalgalard¬r.

2. Kaŗs¬l¬kl¬ çarp¬̧smaya kaŗs¬ kararl¬d¬rlar ve kendi özelliklerini çarp¬̧sma son-

ras¬nda koruyabilirler.

·Ilk özellik, solitary dalga şart¬d¬r ve ilk kez ·Iskoçyal¬mühendis olan John Scott

Russel (1808-1882) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. ·Ikinci şart ise parçac¬k özelli¼gine

sahip bir dalga anlam¬na gelmektedir.

Solitary dalgalar¬soliton dalgalar¬na benzeyen dalgalar olarakta tan¬mlanmak-

tad¬r, yani çarp¬̧sma sonras¬özelliklerini korumaya çal¬̧san dalgalard¬r. Bu sebe-

ple solitonumsu dalgalar olarakta adland¬r¬labilirler. Solitary dalgalar¬n¬keşfeden

Russel, laboratuvar¬nda su tanklar¬oluşturmuş ve su tanklar¬n¬n bir ucuna a¼g¬rl¬k

b¬rakarak ötelenme dalgalar¬n¬(solitary dalgalar¬) elde edebilmek için deneyler yap-

m¬̧s ve solitary dalgalar¬n¬n özellikleri hakk¬nda aşa¼g¬daki önemli bilgilere ulaşm¬̧st¬r

(Falkovich, 2007):

(i) Solitary dalgalar¬hsech2 (k(x� vt)) şekline sahiptir.

(ii) Yeterince büyük miktardaki su kütlesi, iki veya daha fazla ba¼g¬ms¬z solitary

dalgas¬üretir.

(iii) Normal dalgalar¬n aksine solitary dalgalar¬ asla birleşmezler. Bu sebeple

küçük genli¼ge sahip bir solitary dalgas¬ile büyük genli¼ge sahip bir solitary dal-

gas¬birbirleri ile çarp¬̧st¬ktan sonra, iki solitary dalgas¬birbirlerinden ayr¬larak
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şekillerinde bir bozulma olmadan yollar¬na devam edebilirler. Normal dal-

galar, ya düzleşmeye başlar yada dikleşerek sönecek şekilde hareket ederlerken,

solitary dalgalar¬kararl¬d¬r ve uzun mesafelerde yolculuk yapabilirler.

(iv) g yerçekimi ivmesi olmak üzere, h yüksekli¼gine sahip olan ve d derinli¼gindeki

bir kanalda hareket eden bir solitary dalgas¬

v =
p
g(d+ h) (1.1)

ile ifade edilen bir h¬za sahiptir. Di¼ger bir ifade ile dalgan¬n h¬z¬, yüksekli¼gine

ve suyun derinli¼gine ba¼gl¬d¬r (bkz. Şekil 1.2).

Şekil 1.2: Bir solitary dalgas¬n¬n hareketi

Dolay¬s¬yla büyük genlikli bir solitary dalgas¬, küçük genlikli bir solitary dal-

gas¬na göre daha h¬zl¬hareket eder. Bir solitary dalgas¬n¬n h¬z¬genli¼gi ile orant¬l¬

oldu¼gundan, bir solitary dalga normal dalgalardan farkl¬d¬r. Örne¼gin biri alçak biri

yüksek iki ses ayn¬anda oluştu¼gunda, kula¼g¬m¬z her iki seside ayn¬anda duyacak-

t¬r. Fakat bu iletim esnas¬nda solitary dalgalar¬ kullan¬lsayd¬, yüksek sesi daha

önce duymam¬z gerekirdi. ·Insan vücudundaki sinirler aras¬ndaki ileti̧sim ise nor-

mal dalgalar ile yap¬lmazlar. S¬cak bir çay barda¼g¬n¬elimize ald¬¼g¬m¬zda, s¬cakl¬¼g¬

kademeli olarak hissederken, kor halindeki s¬cak bir kömür parças¬na veya s¬cak

bir f¬r¬n¬n içine elimizi yaklaşt¬rd¬¼g¬m¬zda, s¬cakl¬¼g¬hemen hissederek elimizi çekeriz.

Dolay¬s¬yla sinirlerimiz bir nevi solitary dalgas¬oluşturarak beynimize bilgiyi en k¬sa

şekilde normal dalgalara göre daha h¬zl¬olarak iletirler.
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O y¬llarda Russel�¬n sonuçlar¬ deneysel olarak kald¬ ve bir denklemin çözümü

olarak solitary dalgalar¬elde edilemedi. Bununla birlikte, bir denklemin çözümünü

veren solitary dalga problemleri y¬llarca araşt¬rmalara konu oldu. 1895 y¬l¬nda ünlü

Hollandal¬matematikçi Korteweg ve ö¼grencisi de Vries

@u(x; t)

@t
+ c

@u(x; t)

@x
+ "

@3u(x; t)

@x3
+ u(x; t)

@u(x; t)

@x
= 0 (1.2)

formundan s¬¼g su dalgalar¬n¬n hareketi modelleyen denklem üzerine çal¬̧smaya başlam¬̧slard¬r.

Denklemde

� u(x; t); dalgan¬n genli¼gine,

� c =
p
gd, küçük genlikli dalgan¬n h¬z¬na,

� " = c (d2=6� T=2�g) ; da¼g¬lma parametresine,

� , lineer olmayan parametreye,

� T , yüzey gerilimine;

� �, suyun yo¼gunlu¼guna;

kaŗs¬l¬k gelmektedir. Korteweg ve de Vries, (1.2) denkleminin

u(x; t) = ~u(x� vt) (1.3)

formunda ve şekli de¼gi̧smeyen bir hareketli dalga çözümüne sahip oldu¼gunu göster-

diler. Buradaki ~u(x � vt) terimi, Russell�¬n solitary dalga tan¬m¬na uymaktad¬r.

Böylece Korteweg ve de Vries, solitary dalgalar¬n varl¬¼g¬n¬ kan¬tlam¬̧s oldular ve

çal¬̧smalar¬n¬Korteweg�in dan¬̧smanl¬¼g¬nda, de Vries�in doktora tezinde yay¬nlad¬lar

(Korteweg and de Vries, 1895). Bununla birlikte, dalgalar¬n kararl¬olup olmad¬klar¬

ve iki solitary dalgas¬n¬n çarp¬̧sma sonras¬nda şekillerinin de¼gi̧sip de¼gi̧smeyece¼gi gibi

sorular tezde cevaplanamam¬̧st¬r. 1965 y¬l¬nda Kruskal ve Zabusky, KdV denklemi-

nin sonlu farklar metodu ile çözümlerini araşt¬r¬rken, solitary dalgalar¬n¬n çarp¬̧sma

sonras¬nda şekillerini de¼gi̧stirmediklerini gözlemlemi̧sler ve bu özelli¼gin parçac¬k-

lar¬n çarp¬̧smas¬na benzedi¼gini bularak bu tip dalgalara soliton ad¬n¬vermi̧slerdir
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(Zabusky and Kruskal, 1965). Bu çal¬̧sma, soliton teorisi tarihinde önemli bir dönüm

noktas¬olmuştur. 1967 y¬l¬nda Gardner, Greene, Kruskal ve Miura taraf¬ndan ters

saç¬lma dönüşüm metodu geli̧stirilerek, KdV denkleminin soliton çözümlerini anali-

tik olarakta verilmi̧stir (Gardner et.al., 1967).

Soliton çözümleri, hem analitik hemde say¬sal olarak elde edildikten sonra, soli-

ton üzerindeki çal¬̧smalar daha da h¬zlanm¬̧st¬r. Günümüzde ilk kez bir su kanal¬nda

gözlenen solitary dalgas¬art¬k soliton olarak; ak¬̧skanlar mekani¼gi, temel parçac¬klar

�zi¼gi, laser �zi¼gi, süperiletkenlik �zi¼gi, biyo�zik gibi bir çok �zik alanlar¬nda kul-

lan¬lmaktad¬r (Chaohao, 1995). Solitonlar ayr¬ca uzun mesafelere yol alabildi¼gin-

den, teorik olarak bir �ber optikte normal dalga yerine kullan¬lacak olan soliton-

lar sayesinde, taş¬nan sinyalde herhangi bir kay¬p olmaks¬z¬n, büyük miktardaki

bilgi binlerce kilometre boyunca taş¬nabilecektir. Bu sebeple, soliton elektronik

ve telekominikasyon alanlar¬nda oldukça s¬k çal¬̧s¬lmaktad¬r. 2006 y¬l¬nda Harvard

üniversitesi elektrik mühendisli¼ginde görevli olan Donhee Ham ve iki doktora ö¼gren-

cisi David Ricketts ve Xiaofenh Li taraf¬ndan geli̧stilen elektronik bir ayg¬t sayesinde,

soliton dalgalar¬elde edilmi̧stir. Bu buluş ile normal dalgalar yerine soliton dal-

galar¬n¬n kullan¬lmas¬n¬n yolu aç¬lm¬̧st¬r ve yak¬n gelecekte radar, ileti̧sim sektörü

gibi bir çok yerde solitonlar kullan¬lacakt¬r (Harvard Gazette archives, 2006).

1.2 Lineer Olmayan Oluşum Denklemleri

Ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerinden biri t zaman¬olan k¬sm¬türevli diferensiyel denklem-

lere oluşum denklemleri denilmektedir. Oluşum denklemleri, K[u]; u ve u�nun x

de¼gi̧skenine göre türevlerinin tan¬ml¬fonksiyonu olmak üzere

ut = K[u] (1.4)

formundad¬r. E¼gerK[u], u terimine göre lineer ise, bu tip denklemlere lineer oluşum

denklemleri ve K[u], u terimine göre lineer de¼gil ise, bu tip denklemlere lineer ol-

mayan oluşum denklemleri denilmektedir.

Lineer dalga denklemi veya bir teldeki titreşimi, ¬s¬ iletimini tan¬mlayan den-

klemler lineer oluşum denklemlerine iki basit örnektir. Lineer olmayan oluşum
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denklemleri ise, mekanik, �zik, kimya, biyoloji gibi bir çok daldaki problemlerde gö-

zlenmektedir. Aşa¼g¬da bu tip denklemlere bir kaç örnek verilmi̧stir (Zheng, 2004):

(i)
@u

@t
+ u

@u

@x
= 0 (1.5)

formundaki birinci mertebeden lineer olmayan oluşum denklemi, bir boyutlu tra�k

çal¬̧smalar¬ndan türetilmi̧stir. Bu durumda u(x; t); t zaman¬nda x konumundaki

araçlar¬n yo¼gunlu¼gunu göstermektedir. (1.5) denklemi, korunum kanunlar¬na sahip

olan gaz dinami¼gi çal¬̧smalar¬için bir model denklem olarakta kullan¬lmaktad¬r.

(ii) ·Ikinci mertebeden lineer olmayan oluşum denklemleri ile de kaŗs¬laşabiliriz.

Örne¼gin, anl¬k s¬cakl¬¼ga ba¼gl¬olarak birim zamanda ¬s¬üreten bir ¬s¬kayna¼g¬yla, bir

cisimdeki ¬s¬transferini incelersek

@u

@t
= div(kru) + f(u) (1.6)

ile verilen lineer olmayan ¬s¬denklemine ulaş¬r¬z.

Yer de¼gi̧stirmeye ba¼gl¬, lineer olmayan bir d¬̧s kuvvet nedeniyle zorlamal¬titreşimi

göz önüne al¬rsak
@2u

@t2
� a2@

2u

@x2
= f(u) (1.7)

formundaki lineer olmayan dalga denklemine ulaşabiliriz.

Kuantummekani¼ginde, aşa¼g¬daki formlardaki lineer olmayan oluşum denklemleri

ile de kaŗs¬laş¬labilir:

Sine-Gorden denklemi:

utt ��u+ sinu = 0 (1.8)

Klein-Gorden denklemi:

utt ��u+mu+ u3 = 0 (1.9)

Kübik Schrödinger denklemi:

iut ��u+  juj2 u = 0 (1.10)

(iii) ·Ikinci mertebeden denklemlere ilave olarak, yüksek mertebeden lineer ol-

mayan oluşum denklemleri ilede kaŗs¬laş¬labilir. Örne¼gin polimerler, camlar ve bun-

lar gibi ikili alaş¬mlar¬n faz geçi̧sleri üzerinde yap¬lan çal¬̧smalarda, aşa¼g¬da verilen
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Cahn-Hilliard denklemine ulaş¬l¬r:

ut + ��
2u = ��(u) (1.11)

Bu denklemde � belirli bir küçük sabit ve genellikle �(u) = u3 � u olarak al¬n-

maktad¬r. (1.11) denkleminin dördüncü merteden bir oluşum denklemi oldu¼gunu

belirtelim. Yüksek mertebeden oluşum denklemlerine di¼ger bir örnek ise

ut + 6uux + uxxx = 0 (1.12)

formundaki meşhur KdV denklemidir.

1.3 Korunum Kanunlar¬

(1.4) lineer olmayan oluşum denklemlerinin korunum kanunu

Tt + Xx = 0 (1.13)

formundad¬r. Burada T [u] ve X [u] s¬ras¬yla, u ve u fonksiyonunun x de¼gi̧skenine

göre türevlerini içeren korunumlu yo¼gunluk ve ilgili ak¬d¬r. Tt ve Xx s¬ras¬yla t ve

x de¼gi̧skenlerine göre tam türevi ifade ederler ve

Tt =
@T
@u
ut +

@T
@ux

utx + : : : ;

(1.14)

Xx =
@X
@u
ut +

@X
@ux

uxx + : : :

şeklinde tan¬ml¬d¬rlar.

E¼ger T , u�nun lokal bir fonksiyonu ise, yani; herhangi bir T �nin de¼geri yan-

l¬zca x�in küçük bir komşulu¼gundaki u�ya ba¼gl¬ise, bu durumda T lokal korunumlu

yo¼gunluktur denir.

E¼ger X de lokal ise, bu durumda (1.13), lokal korunum kanunudur.

Özel olarak, e¼ger T ifadesi aç¬k olarak, x veya t�ye ba¼gl¬olmay¬p, u ve u�nun x

de¼gi̧skenine göre türevlerine ba¼gl¬ise, T ifadesine polinomsal korunumlu yo¼gunluk

denir. X de polinomsal ifade ise, (1.13) polinomsal korunum kanunudur. Uygun
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s¬n¬r koşullar¬kullan¬ld¬¼g¬nda, lokal korunum kanunlar¬ile hareket sabitleri aras¬nda

yak¬n ili̧ski ortaya ç¬kar.

(1.13) denkleminin x de¼gi̧skenine göre, bir (A;B) aral¬¼g¬nda integrali al¬nd¬¼g¬nda

BZ
A

@

@t
T dx+ XjBA =

@

@t

BZ
A

T dx+ XjBA = 0 (1.15)

elde edilir. (B � A)�n¬n periyodun tam kat¬oldu¼gu veya u(x; t)�nin x ! �1 ve

(A;B) = (�1;1) iken s¬f¬ra gitti¼gi uygun periyodik s¬n¬r koşullar¬alt¬nda, (1.15)

eşitli¼ginden

@

@t

BZ
A

T dx = 0

ifadesi bulunur. Buradan t de¼gi̧skenine göre integral al¬nd¬¼g¬nda

BZ
A

T dx = sabit

hareket sabiti elde edilir (Fordy, 1990; Irk, 2007).

Soliton teoride en fazla ilgilenilen (1.12) KdV denkleminin sonsuz say¬da ko-

runum kanunlar¬vard¬r. Bunlardan bir kaç¬

T0 = u; X0 = �uxx � 3u2;

T1 =
1

2
u2; X1 = �uuxx +

1

2
(u2)x � 2u3;

T2 = u3 �
1

2
(u2)x; X2 = uxuxxx �

1

2
(u2)xx � 3u2uxx � 6u(u2)x �

9

2
u4;

şeklindedir. Burada Ti; i = 0; 1; 2 ifadeleri KdV denklemi için s¬ras¬yla kütle,

momentum ve enerjidir.

1.4 Sonlu Farklar-Sonlu Elemanlar Metotlar¬

Mühendislik ve fen alanlar¬nda kaŗs¬laş¬lan ve �ziksel olaylar¬modelleyen ço¼gu

problemler adi diferensiyel denklemler, k¬smi türevli diferensiyel denklemler, adi

diferensiyel denklem sistemleri veya k¬sm¬türevli diferensiyel denklem sistemleri ile

ifade edilirler. Bu tip denklemlerin veya denklem sistemlerinin analitik çözümlerinin
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olmad¬¼g¬ya da analitik çözümlerin çok karmaş¬k oldu¼gu durumlarda, bu denklemleri

çözebilmek için say¬sal yöntemler kullan¬lmaktad¬r. Sonlu farklar ve sonlu elemanlar

metotlar¬bu yöntemlerden ikisidir.

1.4.1 Sonlu farklar metodu

Sonlu farklar metodunun temeli, bir diferensiyel denklemin tan¬m aral¬¼g¬, sonlu

say¬da bölünme noktalar¬na ayr¬larak, her bir bölünme noktas¬ndaki türev de¼gerleri

yerine, sonlu fark yaklaş¬mlar¬n¬n yaz¬lmas¬olarak özetlenebilir. Böylece diferensiyel

denklem bir cebirsel denkleme dönüşür.

Bir de¼gi̧sken içeren ifadeler için sonlu fark yaklaş¬mlar¬, Taylor serisi yard¬m¬yla

elde edilir.

[a; b] tan¬m aral¬¼g¬için, N bir pozitif tamsay¬, h =
b� a
N

ve parçalanma noktalar¬

xi = a+ ih; i = 0; 1; : : : ; N

olsun. Bu durumda, U(x) fonksiyonu ve türevleri tan¬m aral¬¼g¬üzerinde sürekli

olmak üzere, U(xi+h) ve U(xi�h) ifadelerinin xi noktas¬ndaki Taylor seri aç¬l¬mlar¬

U(xi + h) = U(xi) + hUx(xi) +
h2

2!
Uxx(xi) +

h3

3!
Uxxx(xi) + : : : ; (1.16)

U(xi � h) = U(xi)� hUx(xi) +
h2

2!
Uxx(xi)�

h3

3!
Uxxx(xi) + : : : (1.17)

olarak bulunabilir. S¬ras¬yla, (1.16-1.17) eşitlikleri

Ux(xi) =
U(xi + h)� U(xi)

h
� h

2!
Uxx(xi)�

h2

3!
Uxxx(xi)� : : : ; (1.18)

Ux(xi) =
U(xi)� U(xi � h)

h
+
h

2!
Uxx(xi)�

h2

3!
Uxxx(xi) + : : : (1.19)

olarak yaz¬labilece¼ginden U ifadesinin xi noktas¬ndaki birinci türevi

Ux(xi) =
U(xi + h)� U(xi)

h
+O(h) = Ui+1 � Ui

h
+O(h); (1.20)

Ux(xi) =
U(xi)� U(xi � h)

h
+O(h) = Ui � Ui�1

h
+O(h) (1.21)

formunda yaklaş¬k olarak bulunabilir. (1.20-1.21) ile bulunan yaklaş¬mlar s¬ras¬yla

ileri ve geri fark yaklaş¬mlar¬olarak adland¬r¬l¬r. Her iki yaklaş¬mda da görüldü¼gü
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gibi, seri belli bir yerden kesilmi̧stir. Dolay¬s¬yla bu kesme i̧slemi sebebiyle bir

hata oluşacakt¬r. Oluşan hatalar, serinin kesildi¼gi yerden sonraki ilk terime göre

de¼gerlendirilir ve O(:) ile gösterilir.

E¼ger (1.17) eşitli¼gi, (1.16) eşitli¼ginden ç¬kar¬l¬r ve düzenlenirse

Ux(xi) =
U(xi + h)� U(xi � h)

2h
+O(h2);

Ux(xi) =
Ui+1 � Ui�1

2h
+O(h2) (1.22)

formunda birinci türev için merkezi fark yaklaş¬m¬da bulunabilir. Ayr¬ca, (1.16)

ve (1.17) eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

Uxx(xi) =
U(xi + h)� 2U(xi) + U(xi � h)

h2
+O(h2);

Uxx(xi) =
Ui+1 � 2Ui + Ui�1

h2
+O(h2) (1.23)

formunda ikinci türev için sonlu fark yaklaş¬m¬da bulunabilir.

Benzer şekilde, iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar için sonlu fark yaklaş¬mlar¬da Taylor

serisi kullan¬larak bulunabilir. N; M pozitif tamsay¬lar, a � x � b , a0 � y � b0,

h =
b� a
N

; k =
b0 � a0
M

ve parçalanma noktalar¬

xi = a+ ih; i = 0; 1; : : : ; N ve yj = a0 + jk; j = 0; 1; : : : ;M

olsun. Bu durumda, x ve y de¼gi̧skenlerine göre birinci türev için ileri, geri ve merkezi

sonlu fark yaklaş¬mlar¬s¬ras¬yla

Ux (xi; yj) =
Ui+1;j � Ui;j

h
+O(h); (1.24)

Ux (xi; yj) =
Ui;j � Ui�1;j

h
+O(h); (1.25)

Ux (xi; yj) =
Ui+1;j � Ui�1;j

2h
+O(h2); (1.26)

Uy (xi; yj) =
Ui;j+1 � Ui;j

k
+O(k); (1.27)

Uy (xi; yj) =
Ui;j � Ui;j�1

k
+O(k); (1.28)

Uy (xi; yj) =
Ui;j+1 � Ui;j�1

2k
+O(k2) (1.29)
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olarak bulunabilir. ·Ikinci ve üçüncü türev için sonlu fark yaklaş¬mlar¬da benzer

şekilde bulunabilir. Ayr¬nt¬l¬bilgi için (Lapidus and Pinder, 1982; Smith, 1978;

Thomas, 1995) incelenebilir.

Crank-Nicolson Metodu

Say¬sal analizde Crank-Nicolson metodu bir sonlu farklar metodudur. Crank-

Nicolson metodu, zamana göre ikinci dereceden ve kapal¬ bir metot olup John

Crank ve Phyllis Nicolson taraf¬ndan bulunmuştur (Crank and Nicolson, 1947).

Crank ve Nicolson metotlar¬nda, diferensiyel denklemin sonlu fark metoduyla say¬sal

çözümünü araşt¬rmak için

ut ' un+1 � un
�t

;

u =
un+1 + un

2
;

ux =
(ux)

n+1 + (ux)
n

2
;

...

eşitliklerinin kullan¬lmas¬n¬önermi̧slerdir. Görüldü¼gü gibi, zamana göre türev için

ileri sonlu fark yaklaş¬m¬kullan¬l¬rken, kalan terimlerde şimdiki zaman ve bir sonraki

zamandaki de¼gerlerin ortalamalar¬ al¬nm¬̧st¬r. Zamana göre türev için geri veya

merkezi sonlu fark yaklaş¬mlar¬da kullan¬labilir.

Bir boyutlu problemler için Crank-Nicolson yaklaş¬m¬Şekil 1.3�de gösterilmi̧stir.

Şekil 1.3: Crank-Nicolson yaklaş¬m¬
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Crank-Nicolson metodunun uygulanmas¬n¬basit bir örnek üzerinde incelersek, a

reel bir sabit olmak üzere

ut = auxx

formundaki k¬sm¬türevli diferensiyel denklem, konum art¬m¬h ve zaman art¬m¬�t

olmak üzere, ilgili türevler için sonlu fark yaklaş¬mlar¬n¬n kullan¬lmas¬sonucunda

un+1m � unm
�t

= a
(uxx)

n+1
m + (uxx)

n
m

2
un+1m � unm

�t
=

a

2

�
unm+1 � 2unm + unm

h2
+
un+1m+1 � 2un+1m + un+1m

h2

�
eşitli¼gine dönecektir.

1.4.2 Sonlu elemanlar metodu

Sonlu farklar metodunda, üzerinde çal¬̧s¬lan tan¬m aral¬¼g¬biribirlerinden farkl¬

olan noktalar kümesi ile yer de¼gi̧stirilirken, sonlu elemanlar metodunda, tan¬m böl-

gesi sonlu elemanlar olarak adland¬r¬lan alt tan¬m bölgelerine ayr¬l¬r. Ayr¬ca sonlu

elemanlar metodunda aranan çözüm fonksiyonu, her bir sonlu eleman üzerinde ken-

disi ve belirli bir dereceye kadar türevleri sürekli olan interpolasyon polinomlar¬ile

temsil edilir. Dolay¬s¬yla sonlu elemanlar ve sonlu farklar metotlar¬aras¬nda bir

tak¬m farkl¬l¬klar vard¬r. Bu farkl¬l¬klar aşa¼g¬da k¬saca özetlenmi̧stir:

� Sonlu farklar metodunda, diferensiyel denklemdeki türev de¼gerleri için bir yak-

laş¬m yap¬l¬rken, sonlu elemanlar metodunda ise diferensiyel denklemin çözümü

için bir yaklaş¬m yap¬l¬r.

� Ço¼gu �ziksel problem, türevler ve düzensiz s¬n¬rlar içeren s¬n¬r koşullar¬na

sahiptir. Bu tip problemlerin sonlu farklar metodu ile çözülmeleri zordur.

Ayr¬ca sonlu farklar metodu, problemin çözüm bölgesinin düzgün geometrik

şekiller olmas¬durumunda iyi sonuç vermesine kaŗs¬l¬k, sonlu elemanlar metodu

hem düzgün, hemde düzgün olmayan karmaş¬k geometrik bölgelerdeki çözüm-

lerde iyi sonuçlar vermektedir.
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� Sonlu farklar metodunun en önemli özelli¼gi uygulanmas¬n¬n kolay olmas¬d¬r.

� Bölünme noktalar¬aras¬ndaki bir de¼ger için, sonlu farklar metodu ile bir yak-

laş¬m yap¬lamazken, sonlu elemanlar metodunda her bir alt aral¬¼ga kaŗs¬l¬k in-

terpolasyon polinomu tan¬mland¬¼g¬ndan, bölünme noktalar¬aras¬ndaki de¼ger-

ler için de bir yaklaş¬m yap¬labilir.

� Sonlu elemanlar yaklaş¬m¬, genelde sonlu farklar yaklaş¬m¬ndan daha iyidir.

Fakat bu durum probleme ba¼gl¬d¬r ve aksi örnekler bulunabilir.

� Sonlu farklar metotlar¬n¬elde etmek için Taylor serileri yeterli olurken, sonlu

elemanlar metotlar¬n¬elde etmek daha zor i̧slemler ve daha fazla bilgi gerek-

tirir.

Ayr¬nt¬ya girmeden sonlu elemanlar metodunun temeli say¬lan a¼g¬rl¬kl¬rezidüler

metodunu ve kolokeyşin metodunu inceleyelim.

A¼g¬rl¬kl¬Rezidüler Metodu

Lu(x) = f(x) (1.30)

şeklinde ifade edilen bir diferensiyel denklemde; L bir lineer diferensiyel operatör,

f(x) bilinen bir fonksiyon ve u(x) aranan çözüm olsun. (1.30) diferensiyel denklem-

inin say¬sal çözümü için a¼g¬rl¬kl¬rezidü metodu kullan¬ld¬¼g¬nda, aranan u(:) ifadesi

yerine

u(x) � ~u(x) =
NX
j=1

aj�j(x) (1.31)

formundaki ~u(:) sonlu yaklaş¬m serisi kullan¬l¬r.

(1.31) eşitli¼ginde verilen �j(x); j = 1; : : : ; N fonksiyonu, diferensiyel denklemin

tan¬m bölgesi üzerinde tan¬ml¬d¬r ve aj; j = 1; : : : ; N bilinmeyen katsay¬lard¬r.

Sonlu elemanlar metodunda, �j(:) fonksiyonlar¬problem için verilen tüm s¬n¬r şart-

lar¬n¬sa¼glayacak şekilde seçilirler ama genelde diferensiyel denklemi sa¼glamazlar.
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A¼g¬rl¬kl¬rezidüler metodu, ~u(x) yaklaş¬k çözümüyle orijinal denklem aras¬ndaki

sapma miktar¬n¬minimuma indirmeyi amaçlar. Bu sapma ölçüsü rezidü ile tan¬m-

lan¬r:

R(x) = L~u(x)� f(x) = L~u(x)� Lu(x) (1.32)

Wj a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki integrasyonu minimize edecek biçimde tan¬m-

lanm¬̧s olan özel fonksiyonlar olmak üzere, (1.32) ile verilen rezidü ifadesi; Wj(x)

a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ile çarp¬larak 
 tan¬m bölgesi üzerindeki integrali an¬l¬rsa

Z



Wj(x)R(x)dx = 0, j = 1; : : : ; N (1.33)

formunda N bilinmeyen N denklemden oluşan denklem sistemi elde edilir. Bu

sistemden aj bilinmeyenleri bulunarak (1.31) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa ~u(x) yaklaş¬k

çözümüne ulaş¬l¬r.

Kolokeyşin Metodu

Kolokeyşin metodu, a¼g¬rl¬kl¬rezidü metodunun bir uygulamas¬d¬r. Bu metotta

Wj a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬olarak

Wj = �(x� xj) (1.34)

dirac delta fonksiyonlar¬seçilir. Dirac delta fonksiyonlar¬

�(x� xj) =

8<: 1; x = xj

0; di¼ger durumlarda
(1.35)

özelli¼gine sahiptirler ve R(xj) = 0; j = 1; : : : ; N oldu¼gunda, (1.33) integralinin

sonucu s¬f¬r olacakt¬r. Dolay¬s¬yla kolokeyşin metodu için çözüm, (1.31) eşitli¼ginin

say¬sal çözümü aranan denklemde yerine yaz¬lmas¬yla

L~u(x)� f(x) = 0

L

 
NX
j=1

aj�j(x)

!
� f(x) = 0 (1.36)

formunda elde edilir (Lapidus and Pinder, 1982).
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1.5 Spline Fonksiyonlar

Çok say¬daki veri noktalar¬na bir tek e¼gri ile yaklaşmak büyük kolayl¬klar sa¼glasa

da baz¬durumlarda büyük hatalara neden olabilir. Ayr¬ca bu amaç için kullan¬lan

Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlar¬n¬n dereceleri, nokta say¬s¬ço¼gald¬kça

artaca¼g¬ndan bu tür polinomlarla yap¬lacak i̧slemler zorlaş¬r. Bu gibi durumlarda

ard¬ard¬na gelen iki veri aras¬nda birinci, ikinci, üçüncü yada daha yüksek derece-

den fonksiyonlarla yaklaş¬m¬n yap¬ld¬¼g¬spline interpolasyon yöntemi önerilmektedir.

Spline interpolasyonu; tan¬mlanan aral¬k üzerinde, biribirlerini örtmeyen alt aral¬k-

larda, daha küçük dereceden polinom bulma esas¬na dayanmaktad¬r.

Spline fonksiyonlar, aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan parçal¬polinom fonksiyonlard¬r:

� Spline fonksiyonlar, düzgün fonksiyonlard¬r.

� Spline fonksiyonlar, uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylard¬r.

� Spline fonksiyonlar¬n elle hesaplanmas¬ve bilgisayar programlar¬n¬n yap¬lmas¬

kolayd¬r.

� Spline fonksiyonlar¬n türevleri ve integralleri de spline fonksiyonlard¬r.

� Küçük dereceden spline fonksiyonlar çok esnektir ve polinomlardaki gibi sal¬n¬m

sergilemezler.

Spline fonksiyonlar¬n bir özel hali B-spline fonksiyonlar¬d¬r. Farkl¬ dereceden

B-spline fonksiyonlar¬vard¬r. Örne¼gin 0: dereceden B-spline fonksiyonu

B0i =

8<: 1; xi � x � xi+1
0; di¼ger durumlar

(1.37)

formunda tan¬mlan¬r. Burada

: : : < x�2 < x�1 < x0 < x1 < x2 < : : : ve lim
i!1

xi =1 = � lim
i!1

xi (1.38)
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B-spline fonksiyonlar¬n oluşturulaca¼g¬noktalar¬n bir kümesidir. B0i B-spline fonksiy-

onunun süreksiz oldu¼gu aç¬kt¬r. Di¼ger yandan s¬çraman¬n oluştu¼gu her noktada

lim
x!x+i

B0i (x) = 1 = B
0
i (xi)

lim
x!x+i+1

B0i (x) = 0 = B
0
i (xi+1)

9>>>>>=>>>>>;
her i ve xi için (1.39)

oldu¼gundan B0i B-spline fonksiyonu sa¼gdan süreklidir. Yukar¬daki verilen iki eşit-

likten dolay¬da B0i (x) B-spline fonksiyonunun

Her i ve xi için, B0i (x) � 0;

Her x için,
1X

i=�1
B0i (x) = 1 = B

0
i (xi+1)

(1.40)

özelliklerini sa¼glad¬¼g¬ve sadece [xi; xi+1) aral¬¼g¬nda de¼ger ald¬¼g¬aç¬kt¬r.

Yüksek dereceden B-spline fonksiyonlar¬ise

Bki =
x� xi
xi+k � xi

Bk�1i (x) +
xi+k+1 � x
xi+k+1 � xi+1

Bk�1i+1 (x) (1.41)

k = 1; 2; : : : i = 0;�1;�2; : : :

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla türetilebilir (Höllig, 2003). Bki B-spline fonksiyonu

ayn¬nokta dizileri için tan¬ml¬ve derecesi k olan spline fonksiyonlar için taband¬r.

Ayr¬ca derecesi k olan B-spline fonksiyonu, �1 � i � 1 ve

(x� xm+i)k+ =

8<: (x� xm+i)k ; xm+i � x

0 xm+i > x
(1.42)

olmak üzere

Bki (x) =
1

hk

k+1X
k=0

�
k + 1

m

�
(�1)m(x� xm+i)k+ (1.43)

formülü kullan¬larakta elde edilebilir. (1.43) ifadesi, x � xi ve x � xi+m+1

oldu¼gunda Bki (x) = 0 durumunu sa¼glar ve derecesi k olan B-spline, k� 1 kez sürekli

türeve sahip olur.
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1.5.1 Kuartik B-spline interpolasyon polinomlar¬

[a; b] aral¬¼g¬

a = x0 < x1 < : : : < xN = b (1.44)

dü¼güm noktalar¬ kullan¬larak h = xi+1 � xi; i = 0; : : : ; N � 1 eşit uzunluklu N

sonlu eleman ile ayr¬̧st¬r¬ls¬n. �m kuartik B-spline fonksiyonlar¬, çözüm bölgesi [a; b]

aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda 8 ilave dü¼güm noktas¬ile birlikteN+1 dü¼güm noktas¬kullan¬larak

tan¬mlan¬r. Bu ilave dü¼güm noktalar¬

x�4 < x�3 < x�2 < x�1 < x0 ve xN < xN+1 < xN+2 < xN+3 < xN+4

dir. Kuartik B-spline fonksiyonlar¬n bir kümesi
�
��2; : : : ; �N+1

	
; [a; b] aral¬¼g¬üz-

erinde tan¬mlanm¬̧s fonksiyonlar için bir taband¬r (Prenter, 1975).

�m kuartik B-spline fonksiyonlar¬, m = �2;�1; : : : ; N + 1 için aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlan¬r:

�m(x) =
1

h4

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(x� xm�2)4; [xm�2; xm�1]

(x� xm�2)4 � 5(x� xm�1)4; [xm�1; xm]

(x� xm�2)4 � 5(x� xm�1)4 + 10(x� xm)4; [xm; xm+1]

(xm+3 � x)4 � 5(xm+2 � x)4; [xm+1; xm+2]

(xm+3 � x)4; [xm+2; xm+3]

0; di¼ger durumlarda
(1.45)

�m(x) B-spline fonksiyonu ve onun ilk üç türevi, [xm�2; xm+3] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda

s¬f¬rd¬r. 0 ,00 ve 000; x�e göre birinci, ikinci ve üçüncü türevleri göstermek üzere, [xm�2; xm+3]

aral¬¼g¬nda �m(x); �
0
m(x); �

00
m(x) ve �

000
m(x) fonksiyonlar¬n¬n bölünme noktalar¬ndaki

de¼gerleri Tablo 1.1�de verilmi̧stir.
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Tablo 1.1: Bölünme noktalar¬ndaki kuartik B-spline de¼gerleri

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2 xm+3

�m(x) 0 1 11 11 1 0

h�0m(x) 0 4 12 �12 �4 0

h2�00m(x) 0 12 �12 �12 12 0

h3�000m(x) 0 24 �72 72 �24 0

Kuartik B-spline kolokeyşin metodunda, kuartik B-spline fonksiyonlar¬ taban

fonksiyonlar¬olarak kullan¬larak, U(x; t) analitik çözümü için yaklaş¬k çözüm

UN(x; t) =
N+1X
m=�2

�m(t)�m(x) (1.46)

formunda aran¬r.

[xm; xm+1] aral¬¼g¬5 ard¬̧s¬k �m�2; �m�1; �m; �m+1; �m+2 kuartik B-spline fonksiy-

onu taraf¬ndan örtülür. Bu durum Şekil 1.4�de gösterilmi̧stir.

Şekil 1.4: [xm; xm+1] eleman¬nda �m�2; : : : ; �m+2 kuartik B-spline fonksiyonlar¬

Ayr¬ca [xm; xm+1] elaman¬üzerinde, 5 ard¬̧s¬k �m�2; �m�1; �m; �m+1; �m+2 kuar-
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tik B-spline fonksiyonu d¬̧s¬ndaki di¼ger tüm kuartik B-spline fonksiyonlar¬s¬f¬r ola-

ca¼g¬ndan, bu eleman üzerindeki UN yaklaş¬k çözümü

UN(x; t) =
m+2X
j=m�2

�j(t)�j(x) (1.47)

eşitli¼gine indirgenecektir.

Tablo 1.1 ve (1.47) yaklaş¬k çözümünün kullan¬lmas¬ile xm bölünme noktas¬nda

UN ve ilk üç türevi

UN(xm; t) =
m+2X
j=m�2

�j(x)�j(t) = �m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1;

U 0N(xm; t) =
m+2X
j=m�2

�0j(x)�j(t) =
4

h
(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2) ;

U 00N(xm; t) =
m+2X
j=m�2

�00j (x)�j(t) =
12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2) ;

U 000N (xm; t) =
m+2X
j=m�2

�000j (x)�j(t) =
24

h3
(�m+1 � 3�m + 3�m�1 � �m�2)

(1.48)

olarak hesaplanabilir.

1.6 RLW Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

Bölüm 2 de,

Ut + Ux + "UUx � �Uxxt = 0 (1.49)

formundaki lineer olmayan RLW denkleminin say¬sal çözümlerini bulmaya çal¬̧sa-

ca¼g¬z. Bu denklemdeki " ve � reel sabitler, t ve x indisleri ise türevleri göstermek-

tedir. S¬n¬r koşullar¬ve başlang¬ç şart¬ise s¬ras¬yla

U(a; t) = �1; U(b; t) = �2;

Ux(a; t) = 0; Ux(b; t) = 0;

Uxx(a; t) = 0; Uxx(b; t) = 0; t 2 (0; T ]

(1.50)
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U(x; 0) = f(x); a � x � b (1.51)

olarak al¬nacakt¬r. Buradaki f(x) fonksiyonu test problemleri çal¬̧s¬l¬rken verilecek-

tir.

Bu denklem lineer olmayan bir dalga denklemidir. Özellikle ilerleyen dalgalar¬

modellemek için kullan¬l¬r. Denklem lineer olmad¬¼g¬ndan analitik çözümü baz¬k¬s¬tl¬

başlang¬ç koşullar¬alt¬nda vard¬r. Bazende elde edilen analitik çözümler kullan¬̧sl¬

olmayabilir. Bundan dolay¬d¬r ki, RLW denklemi say¬sal olarak, de¼gi̧sik başlang¬ç

ve s¬n¬r şartlar¬kullan¬larak pek çok defa farkl¬yöntemlerle çözülmüştür. ·Ilk olarak

Peregrine (1966), ard¬̧s¬k dalgalar¬n geli̧simini modellemek için RLW denklemini ön-

ermi̧stir ve denklemin sonlu farklar metodu ile ilk say¬sal çözümlerini elde etmi̧stir.

Benjamin, Bona ve Mahony (1972) ise, RLW denkleminin dalga denklemi çözüm-

lerinin daha yayg¬n olarak bilinen KdV denkleminin dalga denklemi çözümlerine ben-

zerli¼gini göstermi̧slerdir. Eilbeck ve McGuire (1975), birinci ve ikinci mertebeden iki

ad¬ml¬ve ikinci mertebeden üç ad¬ml¬sonlu farklar metotlar¬n¬kullanarak RLW den-

kleminin say¬sal çözümleri üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Ayr¬ca 1977 y¬l¬nda, üç ad¬ml¬

sonlu farklar yöntemi üzerinde daha ayr¬nt¬l¬bir çal¬̧sma yapm¬̧slard¬r (Eilbeck and

McGuire, 1977). Padam ve Iskandar (1979), farkl¬formdaki sonlu farklar yöntemini

kullanarak, RLW denkleminin say¬sal çözümleri üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Alexan-

der ve Morris (1979), kübik spline kullanarak, Galerkin metoduyla RLW denklem-

inin say¬sal çözümüyle u¼graşm¬̧slard¬r. Gardner, Gardner (1990) ve Gardner, Da¼g

(1995), kübik B-spline kullanarak, Galerkin metoduyla RLW denkleminin say¬sal

çözümlerini elde etmi̧slerdir. Problem (1.49) - (1.51) un varl¬k ve teklik özellik-

leride Bona ve Bryant (1993) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Chang, Wang ve Guo (1995),

RLW denklemi için korunumlu fark yöntemini vermi̧slerdir. Yöntemin yak¬nsakl¬k

ve kararl¬l¬¼g¬n¬ ispatlam¬̧slard¬r. Jain, Shankar ve Singh (1993), RLW denklem-

ini parçalay¬p kübik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla say¬sal çözümlerini

bulmuşlard¬r. Gardner, Gardner ve Da¼g (1995), kuadratik B-spline kullanarak

Galerkin metoduyla, RLW denkleminin say¬sal çözümünü yapm¬̧slard¬r. Gardner,
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Gardner ve Do¼gan (1996), lineer şekil fonksiyonlar¬kullanarak, RLW denkleminin en

küçük kareler metoduyla say¬sal çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Gardner, Gard-

ner, Ayoub ve Amein (1997), kuintik B-spline kullanarak, Petrov-Galerkin meto-

duyla RLW denkleminin say¬sal çözümlerini yapm¬̧slard¬r. Bhardwaj ve Shankar

(2000), RLW denklemini parçalay¬p kuintik spline kullanarak, sonlu farklar meto-

duyla say¬sal çözümünü, yerel kesme hatas¬n¬ ve kararl¬l¬¼g¬ çal¬̧sm¬̧slard¬r. Da¼g

(2000), kuadratik B-spline kullanarak, en küçük kareler metoduyla RLW denklemi-

nin say¬sal çözümüyle u¼graşm¬̧st¬r. Da¼g ve Özer (2001), kübik B-spline kullanarak en

küçük kareler yöntemiyle RLW denkleminin say¬sal çözümünü yapm¬̧slard¬r. Do¼gan

(2001; 2002), kuadratik B-spline kullanarak, Petrov-Galerkin metoduyla ve lineer

şekil fonksiyonlar¬kullanarak, Galerkin metoduyla RLW denkleminin say¬sal çözüm-

lerini çal¬̧sm¬̧st¬r. RLW denkleminin yaklaş¬k çözümünü elde edebilmek için yap¬lan

çal¬̧smalar bugünde devam etmektedir ve de¼gi̧sik algoritmalar ile en iyi say¬sal çözüm

bulmak amaçlanmaktad¬r (Da¼g, et al., 2003; Saka, et al., 2004; Avilez-Valente, et

al., 2004; Raslan, 2005; Da¼g, et al., 2006).

Olver (1979), RLW denkleminin

C1 =

1Z
�1

Udx; C2 =

1Z
�1

(U2 + �(Ux)
2)dx; C3 =

1Z
�1

(U3 + 3U2)dx

üç korunum kural¬na sahip oldu¼gunu göstermi̧stir. Bu korunum kurallar¬ve orta-

lama hata normu

L2 =

vuuth NX
j=0

��U tamj � Unümerikj

��2
ile maksimum hata normu

L1 =
U tam � Unümerik1 = maxj ��U tamj � Unümerikj

��
algoritman¬n do¼grulu¼gunu test etmek için k¬s¬m 2.3 de hesaplanacakt¬r.

(1.49) denkleminde konuma göre parçalanman¬n etkisini görebilmek için, den-

klemde V (x; t) = Uxx(x; t) dönüşümü uygulanm¬̧st¬r. Bu dönüşümle; RLW den-

klemi, s¬n¬r şartlar¬ve başlang¬ç şart¬s¬ras¬yla
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Ut + (1 + "U)Ux � �Vt = 0

V � Uxx = 0
(1.52)

U(a; t) = �1; V (a; t) = 0

U(b; t) = �2; V (b; t) = 0; t 2 (0; T ]
(1.53)

U(x; 0) = f(x); V (x; 0) = f 00(x); a � x � b (1.54)

olarak yeniden yaz¬labilir. Buradaki V analitik çözümü içinde yaklaş¬k çözüm

VN(x; t) =
m+2X
j=m�2

�j(x)�j(t) (1.55)

formunda aranacakt¬r.

1.7 Burger Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

Bölüm 3 de,

Ut + UUx � �Uxx = 0 (1.56)

formundaki lineer olmayan Burger denkleminin say¬sal çözümlerini bulmaya çal¬̧sa-

ca¼g¬z. Bu denklemdeki � viskozite sabiti, t ve x indisleri ise türevleri göstermektedir.

S¬n¬r şartlar¬ve başlang¬ç şart¬ise s¬ras¬yla

U(a; t) = �1; U(b; t) = �2;

Ux(a; t) = 0; Ux(b; t) = 0;

Uxx(a; t) = 0; Uxx(b; t) = 0; t 2 (0; T ]

(1.57)

U(x; 0) = f(x); a � x � b (1.58)

olarak al¬nacakt¬r. Buradaki f(x) fonksiyonu test problemleri çal¬̧s¬l¬rken verilecek-
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tir.

Burger denklemi matematiksel bir model olarak pek çok alanda kaŗs¬m¬za ç¬kar.

Hopf (1950) ve Cole (1951), Burger denklemini lineer hale getirip, key� başlang¬ç

ve s¬n¬r koşullar¬kullanarak denklemin tam çözümünü bulmuşlard¬r. Bu yüzden

denklem, say¬sal metotlar için test denklemi olarak kullan¬lmaktad¬r. Burger den-

klemi bir kaç analitik çözüme sahiptir. Fakat bu çözümler genelde seri çözümü

oldu¼gundan küçük viskozite sabiti için yavaş yak¬nsamaktad¬rlar ve dolay¬s¬ile bu

çözümleri kullanmak pratik olmamaktad¬r. Bu yüzden Burger denkleminin çözüm-

lerini elde edebilmek için say¬sal çal¬̧smalar zorunluluk olmuştur. Say¬sal metotlar

ile de Burger denkleminin yaklaş¬k çözümleri küçük viskozite sabiti için her zaman

bulunamamaktad¬r. Bugüne kadar pek çok çal¬̧sma denklemin yaklaş¬k çözümlerini

bulmak için önerilmi̧stir. Bu çal¬̧smalar¬n en ilgi çekenleri küçük viskozite sabiti

için de çözüm bulabilenleridir. Bizde Bölüm 3 de önerece¼gimiz algoritma ile bunu

test edece¼giz.

Jain ve Holla (1978), kübik spline kullanarak bir ve iki boyutlu Burger den-

kleminin sonlu farklar metodu ile say¬sal çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Jain ve

Lohar (1979), bir ve iki boyutlu Burger denklemlerini ikiye parçalad¬ktan sonra

kübik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla say¬sal çözümünü elde etmi̧stir.

Fletcher (1983), bir ve iki boyutlu Burger denkleminin beş ve yedi noktal¬ sonlu

farklar metoduyla, lineer, kuadratik ve kübik şekil fonksiyonlar¬n¬kullanarak sonlu

elemanlar metoduyla say¬sal çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧s ve buldu¼gu sonuçlar¬birbir-

leriyle k¬yaslam¬̧st¬r. Evans (1984), sonlu farklar metodunun bir uygulamas¬olan

aşikar grup metodunu kullanarak, Burger denklemini say¬sal olarak çözmüşler ve

metodun kararl¬l¬¼g¬n¬ incelemi̧slerdir. Iskandar (1992), Burger denklemini ikiye

parçalayarak sonlu farklar metoduyla say¬sal çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. Jain

(1995), Burger denklemini üçe parçalad¬ktan sonra sonlu farklar metodunu kulla-

narak say¬sal çözümü üzerinde çal¬̧sm¬̧slar ve yerel kesme hatas¬n¬bularak metot-

lar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬incelemi̧slerdir. Kutluay (1999), sonlu farklar metodunun bir

uygulamas¬ olan aşikar metodu kullanarak Burger denkleminin say¬sal çözümünü

vermi̧sdir. Son olarak de¼gi̧sik dereceden B-spline fonksiyonlar¬kullan¬larak sonlu
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elemanlar metotlar¬n de¼gi̧sik tipleri inşa edilmi̧stir. A¼g¬rl¬k ve interpolasyon fonksiy-

onu olarak ikinci dereceden spline fonksiyonlar kullan¬larak Bubnov-Galerkin meto-

dun temelinde bir çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r (Ali, et al., 1990). Sonlu elemanlar temelinde

kübik ve kuintik B-spline kolokeyşin yöntemleri ile de Burger denkleminin say¬sal

çözümleri bulunmuştur (Ali, et al., 1992; Zaki, 2000). ·Ikinci dereceden B-spline

fonksiyonlar¬kullan¬larak en küçük kareler metodu ile de Burger denkleminin say¬sal

çözümleri bulunmuştur (Kutluay, et al., 2004). Hem kübik B-spline kolokeyşin yön-

temi ile hemde kuadratik ve kübik B-spline fonksiyonlar¬deneme ve a¼g¬rl¬k fonksiy-

onlar¬olarak kullan¬larak Galerkin yöntemi ile Burger denkleminin say¬sal çözümleri

elde edilmi̧stir (Da¼g, et al., 2005; Da¼g, et al., 2005).

RLW denkleminde oldu¼gu gibi (1.56) denkleminde de konuma göre parçalan-

man¬n etkisini görebilmek için, denklemde V (x; t) = Uxx(x; t) dönüşümü uygulan-

m¬̧st¬r. Bu dönüşümle; Burger denklemi, s¬n¬r şartlar¬ve başlang¬ç şart¬s¬ras¬yla

Ut + UUx � �V = 0

V � Uxx = 0
(1.59)

U(a; t) = �1; V (a; t) = 0

U(b; t) = �2; V (b; t) = 0; t 2 (0; T ]
(1.60)

U(x; 0) = f(x); V (x; 0) = f 00(x); a � x � b (1.61)

olarak yeniden yaz¬labilir.

Bölüm 3 de verilecek algoritman¬n do¼grulu¼gunu ve güvenilirli¼gini görebilmek için,

say¬sal ve analitik sonuçlar aras¬ndaki hatalar ölçülecektir. Bunun için

L2 = jU � UN j2 = h
NX
j=0

��(Uj � (UN)nj )2�� ; L1 = jU � UN j1 = maxj ��Uj � (UN)nj ��
hata normlar¬kullan¬lacakt¬r.
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1.8 Schrödinger Denklemi, Başlang¬ç ve S¬n¬r Şartlar¬

Bölüm 4 de,

iUt + Uxx + q jU j2 U = 0 (1.62)

formundaki Schrödinger denkleminin say¬sal çözümlerini bulamaya çal¬̧saca¼g¬z. Bu

denklemde x ve t indisleri s¬ras¬yla konuma ve zamana göre k¬smi türevleri göster-

mekte olup, i =
p
�1 ve q reel bir parametredir. Burada U kompleks de¼gerli bir

fonksiyondur.

NLS denklemi, plazmalardaki dalgalar¬, su dalgalar¬n¬, görsel titreşimlerin yay¬l-

mas¬ gibi pek çok �ziksel olay¬ tan¬mlar. Bu denklem, yeterince büyük x ler

için türevleri göz ard¬edilen bir U(x; t0) başlang¬ç koşulu kullan¬larak ters saç¬lma

metodu ile analitik olarak çözülmüştür (Karpman et al., 1969; Zakharov et al.,

1972; Scott et al., 1973). Bu metot, sadece kompakt destekli başlang¬ç verileri

için uygulanabilir oldu¼gundan, NLS denkleminin analitik çözümü genel başlang¬ç

şartlar¬için bilinmemektedir. tanh fonksiyon, Adomian ayr¬̧st¬rma ve de¼gi̧sken it-

erasyon gibi metotlar ile NLS denkleminin yaklaş¬k-analitik çözümleri verilmi̧stir

(Khuri, 2004; El-Sayed et al., 2006; Wazwaz, 2008). Bu yüzden, NLS denklemini

çözmek için de¼gi̧sik say¬sal metotlar uygulanm¬̧st¬r. Bu amaçla, de¼gi̧sik dereceden

spline fonksiyonlar, etkili ve do¼gru say¬sal yöntemler geli̧stirerek NLS denkleminin

çözümlerini bulmak için de kullan¬lm¬̧st¬r (Gardner et al., 1993; Robinson, 1997;

Da¼g, 1999; Sheng et al., 2001).

Bölüm 4 de, (1.62) formundaki Schrödinger denkleminin say¬sal çözümü araşt¬r¬l¬rken

U(a; t) = 0; U(b; t) = 0;

Ux(a; t) = 0; Ux(b; t) = 0;

Uxx(a; t) = 0; Uxx(b; t) = 0; t 2 (0; T ]

(1.63)

U(x; 0) = f(x); a � x � b (1.64)
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s¬n¬r ve başlang¬ç şartlar¬kullan¬lacakt¬r. Buradaki f(x) fonksiyonu test problem-

lerine ba¼gl¬olarak daha sonra verilecektir.

r(x; t) ve s(x; t) reel de¼gerli fonksiyonlar olmak üzere U çözümü

U(x; t) = r(x; t) + is(x; t) (1.65)

şeklinde reel ve sanal k¬s¬mlara ayr¬̧st¬r¬l¬p, (1.62) denkleminde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

st � rxx � q(r2 + s2)r = 0; (1.66)

rt + sxx + q(r
2 + s2)s = 0: (1.67)

formunda reel diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

Schrödinger denklemi için korunum kanunlar¬

C1 =

1Z
�1

jU j2 dx; C2 =

1Z
�1

�
jUxj2 �

1

2
q jU j4

�
dx (1.68)

formundad¬r. Say¬sal metodun do¼grulu¼gu, verilen bölünme noktalar¬ndaki analitik

ve say¬sal de¼gerlerin hesaplanmas¬n¬n ard¬ndan L2; L1 hata normlar¬ile korunum

kanunlar¬yard¬m¬yla incelenecektir. r(x; t) ve s(x; t) için yaklaş¬k çözümler, kuartik

B-spline fonksiyonlar �m(x) ve zamana ba¼gl¬�m; �m parametrelerine ba¼gl¬olarak

sN(x; t) =

N+1X
m=�2

�m(t)�m(x); rN(x; t) =

N+1X
m=�2

�m(t)�m(x); (1.69)

formunda aranacakt¬r. Buradaki sN(x; t); rN(x; t) de¼gi̧skenlerinin bölünme nokta-

lar¬ndaki rm; sm de¼gerleri ve türevleri r0m; s
0
m; r

00
m; s

00
m
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sm = s(xm) = �m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1;

s0m = s
0(xm) =

4

h
(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2) ;

s00m = s
00(xm) =

12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2) ;

rm = r(xm) = �m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1;

r0m = r
0(xm) =

4

h
(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2) ;

r00m = r
00(xm) =

12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2)

(1.70)

dir.
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BÖLÜM 2

RLW DENKLEM·IN·IN KUART·IK B-SPLINE KOLOKEYŞ·IN

METODUYLA SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, konuma göre parçalanm¬̧s RLW denkleminin say¬sal çözümü için

kuartik B-spline kolokeyşin metodu verilmi̧stir. Metot aç¬kland¬ktan sonra, öner-

ilen bu metodun do¼grulu¼gu üç problem üzerinde test edilmi̧stir. Bunun için hata

normlar¬, korunum sabitleri ve gra�kler kullan¬lm¬̧st¬r.

2.1 RLWDenkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Kuartik B-spline Kolokeyşin

Metodu

� zamana ba¼gl¬türev ve zm = �m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1 olmak üzere, UN ;

VN nin bölüm noktalar¬ndaki (1.48) de¼gerleri, (1.52) denklem sisteminde yerlerine

yaz¬l¬rsa,

�
�m�2 + 11

�
�m�1 + 11

�
�m +

�
�m+1 +

4d

h
(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2)

��
�
�
�m�2 + 11

�
�m�1 + 11

�
�m +

�
�m+1

�
= 0;

�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1 �
12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2) = 0

(2.1)

birinci mertebeden 2N + 2 diferensiyel denklemden oluşan bir sistem elde edilir.

Burada d = 1 + "zm dir. �m ve �m eleman parametreleri ve bunlar¬n zamana göre

türevleri Crank-Nicolson formülü yard¬m¬yla

�m =
�n+1m + �nm

2
; �m =

�n+1m + �nm
2

(2.2)

ve

�
�m =

�n+1m � �nm
�t

;
�
�m =

�n+1m � �nm
�t

(2.3)

olarak ifade edilir. Bu ifadeler (2.1) denklem sisteminde yerlerine yaz¬l¬rsa,
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1

�t

�
�n+1m�2 � �nm�2 + 11�n+1m�1 � 11�nm�1 + 11�n+1m � 11�nm + �n+1m+1 � �nm+1

�
+
2d

h

�
�n+1m+1 + �

n
m+1 + 3�

n+1
m + 3�nm � 3�n+1m�1 � 3�nm�1 � �n+1m�2 � �nm�2

�
� �

�t

�
�n+1m�2 � �nm�2 + 11�n+1m�1 � 11�nm�1 + 11�n+1m � 11�nm + �n+1m+1 � �nm+1

�
= 0;

1

2

�
�n+1m�2 + �

n
m�2 + 11�

n+1
m�1 + 11�

n
m�1 + 11�

n+1
m + 11�nm + �

n+1
m+1 + �

n
m+1

�
� 6
h2
�
�n+1m+1 + �

n
m+1 � �n+1m � �nm � �n+1m�1 � �nm�1 + �n+1m�2 + �

n
m�2
�
= 0

sistemi bulunur. Bu sistem m = 0; : : : ; N için,

�1�
n+1
m�2 � h��n+1m�2 + �2�

n+1
m�1 � 11h��n+1m�1 + �3�

n+1
m � 11h��n+1m + �4�

n+1
m+1 � h��n+1m+1 =

�4�
n
m�2 � h��nm�2 + �3�nm�1 � 11h��nm�1 + �2�nm � 11h��nm + �1�nm+1 � h��nm+1;

�12�n+1m�2 + h
2�n+1m�2 + 12�

n+1
m�1 + 11h

2�n+1m�1 + 12�
n+1
m + 11h2�n+1m � 12�n+1m+1 + h

2�n+1m+1 =

12�nm�2 � h2�nm�2 � 12�nm�1 � 11h2�nm�1 � 12�nm � 11h2�nm + 12�nm+1 � h2�nm+1
(2.4)

olarak yeniden düzenlenirse, 2N +8 bilinmeyenli 2N +2 cebirsel denklemden oluşan

bir sistem bulunur. Burada

�1 = h� 2d�t; �2 = 11h� 6d�t;

�3 = 11h+ 6d�t; �4 = h+ 2d�t

dir. Bu denklem sistemindeki ��2; ��2; ��1; ��1; �N+1; �N+1 eleman parametreleri

s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak yok edilecektir. Böylece (2N + 2)� (2N + 2) boyutlu 8

sütun elemanl¬köşegen denklem sistemi elde edilir.

(1.53) s¬n¬r koşullar¬eleman parametreleri cinsinden
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��2 + 11��1 + 11�0 + �1 = �1;

��2 + 11��1 + 11�0 + �1 = 0;

�1 + 3�0 � 3��1 � ��2 = 0;

�1 + 3�0 � 3��1 � ��2 = 0;

�N�2 + 11�N�1 + 11�N + �N+1 = �2;

�N�2 + 11�N�1 + 11�N + �N+1 = 0

(2.5)

olarak yaz¬labilir. Bu ifadelerden

��2 =
33

4
�0 +

7

4
�1 �

3

8
�1;

��2 =
33

4
�0 +

7

4
�1;

��1 = �7
4
�0 �

1

4
�1 +

1

8
�1;

��1 = �7
4
�0 �

1

4
�1;

�N+1 = �2 � �N�2 � 11�N�1 � 11�N ;

�N+1 = ��N�2 � 11�N�1 � 11�N

(2.6)

elde edilir.

F1 = �4�
n
�2 � h��n�2 + �3�n�1 � 11h��n�1 + �2�n0 � 11h��n0 + �1�n1 � h��n1 ;

F2 = 12�n�2 � h2�n�2 � 12�n�1 � 11h2�n�1 � 12�n0 � 11h2�n0 + 12�n1 � h2�n1 ;

F3 = �4�
n
�1 � h��n�1 + �3�n0 � 11h��n0 + �2�n1 � 11h��n1 + �1�n2 � h��n2 ;

F4 = 12�n�1 � h2�n�1 � 12�n0 � 11h2�n0 � 12�n1 � 11h2�n1 + 12�n2 � h2�n2 ;
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F2N+1 = �4�
n
N�2 � h��nN�2 + �3�nN�1 � 11h��nN�1 + �2�nN � 11h��nN + �1�nN+1�

h��nN+1;

F2N+2 = 12�nN�2 � h2�nN�2 � 12�nN�1 � 11h2�nN�1 � 12�nN � 11h2�nN + 12�nN+1�

h2�nN+1

olmak üzere, (2.4) denklem sisteminden, m = 0 için,

�1�
n+1
�2 � h��n+1�2 + �2�

n+1
�1 � 11h��n+1�1 + �3�

n+1
0 � 11h��n+10 + �4�

n+1
1 �

h��n+11 = F1

�12�n+1�2 + h
2�n+1�2 + 12�

n+1
�1 + 11h

2�n+1�1 + 12�
n+1
0 + 11h2�n+10 � 12�n+11 +

h2�n+11 = F2

(2.7)

m = 1 için,

�1�
n+1
�1 � h��n+1�1 + �2�

n+1
0 � 11h��n+10 + �3�

n+1
1 � 11h��n+11 + �4�

n+1
2 �

h��n+12 = F3

�12�n+1�1 + h
2�n+1�1 + 12�

n+1
0 + 11h2�n+10 + 12�n+11 + 11h2�n+11 � 12�n+12 +

h2�n+12 = F4

(2.8)

ve m = N için,

�1�
n+1
N�2 � h��n+1N�2 + �2�

n+1
N�1 � 11h��n+1N�1 + �3�

n+1
N � 11h��n+1N + �4�

n+1
N+1�

h��n+1N+1 = F2N+1

�12�n+1N�2 + h
2�n+1N�2 + 12�

n+1
N�1 + 11h

2�n+1N�1 + 12�
n+1
N + 11h2�n+1N � 12�n+1N+1+

h2�n+1N+1 = F2N+2

(2.9)

yaz¬l¬r. (2.6) eleman parametreleri (2.7-2.9) denklemlerinde yerlerine yaz¬l¬p, den-

klemler düzenlenirse ilk dört denklem,
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�
33

4
�1 �

7

4
�2 + �3

�
�n+10 +

�
7

4
�1 �

1

4
�2 + �4

�
�n+11 = F1 +

3

8
�1�1 �

1

8
�1�2;

�108�n+10 � 36�n+11 = F2 � 6�1;�
�7
4
�1 + �2

�
�n+10 � 37

4
h��n+10 +

�
�1
4
�1 + �3

�
�n+11 �

43

4
h��n+11 + �4�

n+1
2 � h��n+12 = F3 �

1

8
�1�1;

33�n+10 +
37

4
h2�n+10 + 15�n+11 +

43

4
h2�n+11 � 12�n+12 + h2�n+12 = F4 +

3

2
�1

ve son iki denklem,

(�1 � �4) �n+1N�2 + (�2 � 11�4) �n+1N�1 + (�3 � 11�4) �n+1N = F2N+1 � �4�2;

144�n+1N�1 + 144�
n+1
N = F2N+2 + 12�2

olarak yeniden yaz¬labilir.

Buna göre denklem sistemi,

F = Bdn;

dn+1 =
�
�n+10 ; �n+10 ; �n+11 ; �n+11 ; : : : ; �n+1N ; �n+1N

�T
ve

A =

266666666666666666666664

a 0 b 0

�108 0 �36 0

c �37
4
h� d �43

4
h� �4 �h�

33
37

4
h2 15

43

4
h2 �12 h2 0

�1 �h� �2 �11h� �3 �11h� �4 �h�

�12 h2 12 11h2 12 11h2 �12 h2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 e 0 f 0 g 0

0 0 0 0 144 0 144 0

377777777777777777777775



33

olmak üzere, (a =
33

4
�1 �

7

4
�2 + �3; b =

7

4
�1 �

1

4
�2 + �4; c = �7

4
�1 + �2; d =

�1
4
�1 + �3; e = �1 � �4; f = �2 � 11�4; g = �3 � 11�4);

Adn+1 = F (2.10)

matris formunda bulunmuş olur. Burada

B =

26666666666666664

�4 �h� �3 �11h� �2 �11h� �1 �h�

12 �h2 �12 �11h2 �12 �11h2 12 �h2 0

0 �4 �h� �3 �11h� �2 �11h� �1 �h�

12 �h2 �12 �11h2 �12 �11h2 12 �h2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 �4 �h� �3 �11h� �2 �11h� �1 �h�

12 �h2 �12 �11h2 �12 �11h2 12 �h2

37777777777777775
ve

dn =
�
�n�2; �

n
�2; �

n
�1; �

n
�1; �

n
0 ; �

n
0 ; : : : ; �

n
N+1; �

n
N+1

�T
dir. ��2; ��2; ��1; ��1; �N+1 ve �N+1 s¬n¬r parametreleri her zaman ad¬m¬nda (2.6)

denklemlerinden hesaplanabilir.

2.2 Başlang¬ç Durumu

�nm ve �nm parametrelerini, (2.10) denklem sisteminden elde edebilmek için �0m

ve �0m başlang¬ç de¼gerlerinin hesaplanmas¬na ihtiyaç vard¬r. Bunun için U(x; 0) ve

V (x; 0) başlang¬ç koşullar¬ndan �0m ve �0m başlang¬ç parametrelerinin belirlenmesi

gerekmektedir.

Başlang¬ç koşulu için (1.48) denklemlerinden
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UN(x; 0) =
N+1X
m=�2

�0m�m(x)

VN(x; 0) =

N+1X
m=�2

�0m�m(x)

(2.11)

yaz¬labilir. Bu sistemdeki �0m ve �
0
m belirlenecek parametrelerdir. Başlang¬ç koşullar¬n¬n

bölünme noktalar¬ndaki

UN(xm; 0) = U(xm; 0) = f(xm); VN(xm; 0) = V (xm; 0) = f
00(xm); m = 0; : : : ; N

de¼gerleri kullan¬larak, � parametresi için,

U(x0; 0) = ��2 + 11��1 + 11�0 + �1;

U(x1; 0) = ��1 + 11�0 + 11�1 + �2;

U(x2; 0) = �0 + 11�1 + 11�2 + �3;
...

...
...

U(xN�1; 0) = �N�3 + 11�N�2 + 11�N�1 + �N ;

U(xN ; 0) = �N�2 + 11�N�1 + 11�N + �N+1

(2.12)

ve ayn¬şekilde � parametresi içinde,

V (x0; 0) = ��2 + 11��1 + 11�0 + �1;

V (x1; 0) = ��1 + 11�0 + 11�1 + �2;

V (x2; 0) = �0 + 11�1 + 11�2 + �3;
...

...
...

V (xN�1; 0) = �N�3 + 11�N�2 + 11�N�1 + �N�2;

V (xN ; 0) = �N�2 + 11�N�1 + 11�N + �N+1

(2.13)

N + 4 bilinmeyenli N + 1 denklemden oluşan sistemler elde edilir. Bu denklem

sistemlerinde

U 0N(a; 0) = U
00
N(a; 0) = V

0
N(a; 0) = V

00
N(a; 0) = 0;

U 0N(b; 0) = V
0
N(b; 0) = 0

(2.14)

türevli s¬n¬r koşullar¬kullan¬l¬r ve ��2; ��2; ��1; ��1; �N+1; �N+1 parametreleri yok

edilirse, N + 1 bilinmeyenli N + 1 denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemlerinin
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çözümü Thomas algoritmalar¬(Rosenberg, 1969) ile kolayca elde edilebilir. (2.14)

s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬yla

4

h
(�1 + 3�0 � 3��1 � ��2) = 0

4

h
(�1 + 3�0 � 3��1 � ��2) = 0

12

h2
(�1 � �0 � ��1 + ��2) = 0

12

h2
(�1 � �0 � ��1 + ��2) = 0

4

h
(�N+1 + 3�N � 3�N�1 � �N�2) = 0

4

h
(�N+1 + 3�N � 3�N�1 � �N�2) = 0

yaz¬l¬r. Buradan elde edilen

��2 = 3=2�0 � 1=2�1; ��2 = 3=2�0 � 1=2�1;

��1 = 1=2�0 + 1=2�1; ��1 = 1=2�0 + 1=2�1;

�N+1 = �N�2 + 3�N�1 � 3�N ; �N+1 = �N�2 + 3�N�1 � 3�N

(2.12) ve (2.13) denklemlerinde yerlerine yaz¬l¬rsa,

A =

26666666666664

18 6

11:5 11:5 1

1 11 11 1
. . . . . . . . .

1 11 11 1

2 14 8

37777777777775
;

�0 =
�
�00; �

0
1; : : : ; �

0
N

�T
;

b = [U(x0); U(x1); : : : ; U(xN�1); U(xN)]
T ;

�0 =
�
�00; �

0
1; : : : ; �

0
N

�T
;
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c = [U 00(x0); U
00(x1); : : : ; U

00(xN�1); U
00(xN)]

T

olmak üzere, her iki eleman parametresi için matris formunda

A�0 = b ve A�0 = c

denklem sistemleri elde edilir. Dolay¬s¬yla her iki eleman parametresi içinde ayr¬

ayr¬(N + 1)� (N + 1) tipinde 4 sütun elemanl¬köşegen denklem sistemi bulunmuş

olur.

2.3 Test Problemleri

RLW denkleminin say¬sal çözümünü elde edebilmek için k¬s¬m 2.1 de verilen

kuartik B-spline kolokeyşin yöntemi say¬sal problemler kullan¬larak bu k¬s¬mda test

edilecektir. Bu yöntem ile elde edilen say¬sal sonuçlar, tek dalga analitik çözümünün

sonuçlar¬ile kaŗs¬laşt¬r¬lacakt¬r. Ayr¬ca iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬ve ard¬̧s¬k dalgalar¬n

geli̧simi test problemleride bu k¬s¬mda çal¬̧s¬lacakt¬r.

2.3.1 Tek Dalga Çözümü

(1.49) denkleminin tek dalga çözümü

U(x; 0) = 3csech2(k(x� x0 � vt)) (2.15)

dir. Bu tek dalga çözümünde " = � = 1; x0 = 0; k = 1
2
("c=�(1 + "c))1=2 parametre

de¼gerleri ve �1 = 0; �2 = 0 s¬n¬r koşullar¬kullan¬lm¬̧st¬r. Bu parametrelere göre

�40 � x � 60 aral¬¼g¬içinde sola yerleştirilen 3c genlikli tek dalgan¬n v = 1 + "c

h¬zla sa¼ga do¼gru hareketi 0 � t � 20 zaman aral¬¼g¬nda gözlenecektir.

(2.15) tek dalga çözümünde t = 0 kullan¬larak elde edilen

U(x; 0) = 3csech2(k(x� x0)) (2.16)

başlang¬ç koşulu olarak kullan¬ld¬.

Hesaplamada konum art¬m¬h = 0:125 ve zaman art¬m¬�t = 0:1 kullan¬lm¬̧st¬r.

Program t = 20 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬ld¬. Say¬sal çözümler de¼gi̧sik zamanlarda

gra�ksel olarak c = 0:1 ve c = 0:03 için s¬ras¬yla Şekil 2.1 ve Şekil 2.2 de verilmi̧stir.
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Şekil 2.1: Tek dalga çözümü

Şekil 2.2: Tek dalga çözümü

Şekil 2.3 ve Şekil 2.4 de de 0:3 ve 0:09 genlikleri için t = 20 zaman¬ndaki analitik

ve say¬sal çözümler aras¬ndaki hatalar gra�ksel olarak çizilmi̧stir. Genlik 0:3 oldu¼gu

zaman, maksimum hatan¬n dalgan¬n tepe noktas¬n¬n x konumu etraf¬nda oluştu¼gu

gözlenmi̧stir. Daha küçük dalga boyu için maksimum hatan¬n ise, sol taraftaki

s¬n¬r boyunca oluştu¼gu gözükmektedir. Baz¬ zamanlar için L1; L2 hatalar¬ ve

korunum sabitleri Tablo 2.1 ve Tablo 2.2 de verilmi̧stir. Tablolar¬inceledi¼gimizde

0:3 genlik için buldu¼gumuz L2 ve L1 hata normlar¬n¬n 0:09 genlikli L2 ve L1 hata

normlar¬ndan daha küçük oldu¼gunu görürüz. Ayr¬ca bu tablolarda, ikinci ve üçüncü

sütunlar¬ kaŗs¬laşt¬rd¬¼g¬m¬zda L1 hatas¬n¬n L2 hatas¬ndan daha küçük oldu¼gunu

görürüz. Program¬n çal¬̧smas¬boyunca 0:3 genlik için korunum sabitleri C2 ve C3
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ün hiç de¼gi̧smedi¼gini, C1 in ise 3 basamakta korundu¼gunu görebiliriz. Genlik 0:09

için ise korunum sabitlerinde biraz de¼gi̧sme gözlenmi̧stir.

Şekil 2.3: Genlik 0:3 için hata

Şekil 2.4: Genlik 0:09 için hata
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Tablo 2.1: Tek dalga için hata normlar¬ve korunum sabitleri

genlik= 0:3; �t = 0:1; h = 0:125; �40 � x � 60

Zaman L2 � 104 L1 � 104 C1 C2 C3

0 0:0 0:0 3:9799271 0:8104625 2:5790075

4 0:45823 0:17885 3:9799300 0:8104625 2:5790075

8 0:90421 0:36016 3:9799284 0:8104625 2:5790075

12 1:33667 0:53032 3:9799261 0:8104625 2:5790075

16 1:75247 0:68650 3:9799185 0:8104625 2:5790075

20 2:15062 0:82941 3:9798883 0:8104625 2:5790075

Tablo 2.2: Tek dalga için hata normlar¬ve korunum sabitleri

genlik= 0:09; �t = 0:1; h = 0:125; �40 � x � 60

Zaman L2 � 104 L1 � 104 C1 C2 C3

0 0:0 0:0 2:1070719 0:1273013 0:3888047

4 4:12368 2:29978 2:1071013 0:1273011 0:3888041

8 5:10956 2:21060 2:1069070 0:1273011 0:3888040

12 5:34117 2:12527 2:1065748 0:1273011 0:3888040

16 5:37013 2:04783 2:1059766 0:1273010 0:3888037

20 5:38449 1:98059 2:1047053 0:1273006 0:3888025

De¼gi̧sik zaman ve konum art¬mlar¬alarak iki farkl¬genlik 0:3 ve 0:09 için t = 20

zaman¬ndaki hata ve korunum sabitleri ile ilgili bir kaŗs¬laşt¬rma yapt¬k. Hesapla-

malar¬Tablo 2.3 ve Tablo 2.4 de verdik. 0:09 genli¼gini kulland¬¼g¬m¬zda, L1 ve L2
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hata normlar¬için farkl¬konum ve zaman art¬mlar¬yla tüm çal¬̧sma boyunca hemen

hemen ayn¬hatay¬elde ettik. 0:3 genlik için ise, bu özelli¼gin geçerli olmad¬¼g¬, özel-

liklede büyük zaman art¬m¬0:5 kullan¬ld¬¼g¬nda hatalar¬n çok artt¬¼g¬görülmektedir.

Tablo 2.3: Tek dalga için hata normlar¬ve korunum sabitlari

genlik= 0:3; �40 � x � 60

h �t C1 C2 C3 L2 � 104 L1 � 104

0:5 0:1 3:9798909 0:8104626 2:5790077 2:10325 0:80413

0:2 0:1 3:9798888 0:8104625 2:5790075 2:14960 0:82868

0:1 0:1 3:9798881 0:8104625 2:5790075 2:15073 0:82942

0:125 0:1 3:9798883 0:8104625 2:5790075 2:15062 0:82941

0:125 0:2 3:9798886 0:8104625 2:5790074 8:59015 3:31364

0:125 0:5 3:9798891 0:8104625 2:5790024 53:26687 20:52178

Tablo 2.4: Tek dalga için hata normlar¬ve korunum sabitlari

genlik= 0:09; �40 � x � 60

h �t C1 C2 C3 L2 � 103 L1 � 103

0:5 0:1 2:1047870 0:1273006 0:3888026 5:38503 1:97746

0:2 0:1 2:1047219 0:1273006 0:3888025 5:38460 1:98054

0:1 0:1 2:1046997 0:1273006 0:3888025 5:38444 1:98053

0:125 0:1 2:1047053 0:1273006 0:3888025 5:38449 1:98059

0:125 0:2 2:1047243 0:1273006 0:3888025 5:36585 1:96346

0:125 0:5 2:1012472 0:1272980 0:3887949 6:79154 1:84133
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Tablo 2.5 ve Tablo 2.6 y¬kullanarak say¬sal h¬zlar¬da inceleyebiliriz. 0:3 genlikli

dalga için analitik dalga h¬z¬ v = 1 + "c = 1 + 1 � 0:1 = 1:1 dir. Say¬sal h¬z,

v =konum=zaman= 22=20 = 1:1 analitik h¬zla ayn¬hesaplanm¬̧st¬r. 0:09 genlikli

dalga için analitik dalga h¬z ise, v = 1+ "c = 1+ 1� 0:03 = 1:03 dür. Farkl¬konum

ve zaman art¬mlar¬için yükseklik, dalga konumu ve say¬sal dalga h¬zlar¬tablolarda

verilmi̧stir. 0:09 genlik için dalga konumlar¬nda küçük faz fark¬ ve dalga say¬sal

h¬zlar¬nda farkl¬l¬klar oluşmuştur.

Tablo 2.5: Genlik= 0:3; �40 � x � 60

h �t Yükseklik Konum Say¬sal h¬z

0:5 0:1 0:299978 22:000 1:1

0:2 0:1 0:299977 22:000 1:1

0:1 0:1 0:299977 22:000 1:1

0:125 0:1 0:299977 22:000 1:1

0:125 0:2 0:299907 22:000 1:1

0:125 0:5 0:299407 22:000 1:1

Tablo 2.6: Genlik= 0:09;�40 � x � 60

h �t Yükseklik Konum Say¬sal h¬z

0:5 0:1 0:089993 20:500 1:025

0:2 0:1 0:089999 20:600 1:03

0:1 0:1 0:089999 20:600 1:03

0:125 0:1 0:089999 20:625 1:03125

0:125 0:2 0:089997 20:625 1:03125

0:125 0:5 0:089979 25:750 1:2875
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Önerilen say¬sal metodu kullanarak, konuma göre parçalanm¬̧s RLW denkleminin

say¬sal çözümlerini küçük hatalar ile elde ettik. Korunum sabitleri C1; C2; C3

bilgisayar çal¬̧smas¬boyunca hemen hemen sabit kald¬. Sonuç olarak tek dalgan¬n

yay¬l¬m¬n¬n önerilen bu metodla çok güzel bir şekilde temsil edildi¼gini söyleyebiliriz.

2.3.2 ·Iki Pozitif Dalgan¬n Çarp¬̧smas¬

Bu k¬s¬mda,

U(x; 0) = U1 + U2

Uj = 3Ajsech2(kj(x� exj)); Aj =
4k2j

1� 4k2j
; j = 1; 2

(2.17)

başlang¬ç koşulunu ve U(0; t) = U(120; t) = 0; Ux(0; t) = Ux(120; t) = 0 s¬n¬r

koşullar¬n¬ kullanarak, iki pozitif tek dalgan¬n çarp¬̧smas¬n¬ çal¬̧st¬k. Parametre

de¼gerleri olarak � = 1; " = 1; k1 = 0:4; ex1 = 15; k2 = 0:3; ex2 = 35; A1 = 4k21=(1�
4k21) = 1:77778; A2 = 4k

2
2=(1 � 4k22) = 0:5625. seçtik. Bu parametreler (2.17) de

yerlerine yaz¬ld¬¼g¬nda tek dalgalar¬n boylar¬5:33334 ve 1:6875 olarak bulunmuştur.

Bu tek dalgalar¬n tepeleri x = 15 ve 35 konumundad¬r. Hesaplamay¬zaman art¬m¬

�t = 0:1 ve konum art¬m¬h = 0:3 alarak, 0 � x � 120 bölgesi üzerinde uygulad¬k.

Başlang¬çta fonksiyon, Şekil 2.5 deki gibi bölgenin solundad¬r. Ayr¬ca şekilden de

görüldü¼gü gibi daha büyük dalga daha küçük dalgan¬n soluna yerleşmi̧stir. Her

iki dalgan¬n boylar¬na ba¼gl¬h¬zla sa¼ga do¼gru hareket etti¼gi gözlenmi̧stir. Buna göre

t = 15 zaman¬nda iki dalgan¬n giri̧siminde, küçük dalgan¬n büyük dalga taraf¬ndan

içerildi¼gi gözlenmi̧stir. Zaman ilerledikçe, Şekil 2.5 den söyleyebiliriz ki, daha büyük

tek dalga daha küçük tek dalgadan ayr¬lmaktad¬r. Şekil 2.6 da ise her iki dalgan¬n

zamana kaŗs¬büyüklükleri gösterildi. Şekle bak¬ld¬¼g¬nda, daha büyük dalgan¬n t =

10 civar¬nda daha küçük dalgay¬yakalad¬¼g¬görülür. Daha sonra bu iki tek dalga t =

20 zaman¬na kadar üst üste bindiler. Son olarak iki tek dalgan¬n giri̧simden ç¬karak

eski şekillerine ve genliklerine yeniden ulaşt¬¼g¬ görülmüştür. t = 30 zaman¬nda

küçük dalgan¬n maksimum noktas¬x = 78 konumunda ve yüksekli¼gi 1:6821, büyük

dalgan¬n maksimum noktas¬ x = 100:8 konumunda ve yüksekli¼gi 5:32339 olarak

hesaplanm¬̧st¬r. Sonuç olarak genliklerdeki fark küçük dalga için 5:4� 10�3, büyük
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dalga için 9:95 � 10�3 dir. Böylece algoritman¬n iki pozitif dalgan¬n çarp¬̧smas¬n¬

iyi bir şekilde modelledi¼gi söylenebilir

Şekil 2.5: ·Iki tek dalgan¬n çarp¬̧smas¬

0 10 20 30

2

3

4

5

t

U

Şekil 2.6: Zaman-Genlik gra�¼gi

Korunum sabitleri C1; C2 ve C3 ün de¼gerleri seçilmi̧s farkl¬zamanlar için Tablo

2.7 de verilmi̧stir. Korunum sabitlerinin de önerilen metot ile güvenilir bir şekilde

elde edildi¼gi söylenebilir.
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Tablo 2.7: ·Iki tek dalgan¬n çarp¬̧smas¬

Zaman C1 C2 C3

0 37:91652 120:52337 744:08136

5 37:91692 120:52442 744:08017

10 37:91729 120:52534 744:93718

15 37:91763 120:52606 744:56282

20 37:91771 120:52557 744:05931

25 37:91798 120:52614 744:09799

30 37:91827 120:52681 744:10466

2.3.3 Ard¬̧s¬k Dalgalar¬n Geli̧simi

Bu k¬s¬mda, başlang¬ç koşulu

U(x; 0) =
U0
2
[1� tanh(x� xc

d
)] (2.18)

ve s¬n¬r koşullar¬

U(a; t) = U0; V (a; t) = 0 ve U(b; t) = V (b; t) = 0 (2.19)

kullanarak ard¬̧s¬k dalgalar¬n geli̧simini çal¬̧saca¼g¬z. Buradaki U(x; 0); t = 0 za-

man¬ndaki durgun su yüzeyinin üstündeki suyun yükseltisini gösterir. d ise, durgun

su ve derin su aras¬ndaki e¼gimi temsil eder. Su seviyesindeki yükseklik de¼gi̧simi

U(x; 0); x = xc noktas¬na yerleştirilmi̧stir. Böylece durgun su bölgenin sa¼g¬nda

yer al¬r ve U = 0 yüzeyinden U0 ilave yükseltisinde suyun sahip oldu¼gu ak¬̧s soldan

durgun suyun içine do¼gru hareket eder. Say¬sal metodu uygulayabilmek için �ziksel

s¬n¬r koşullar¬x ! 1 için U ! 0 ve x ! �1 için U ! U0 yapay s¬n¬r koşullar¬

(2.19) ile yer de¼gi̧stirildi. Parametrelerin de¼gerleri olarak " = 1:5; � = 0:16666667;

U0 = 0:1; xc = 0; a = �36; b = 300; h = 0:24; �t = 0:1, d = 2; 5 al¬nm¬̧st¬r. Pro-

gram¬t = 250 zaman¬na kadar çal¬̧st¬rd¬k. d = 5 için t = 0 ve t = 250 zamanlar¬ndaki
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ard¬̧s¬k dalgalar¬n pro�llerini Şekil 2.7 de, d = 2 içinde t = 0 ve t = 250 zamanlar¬nda

ard¬̧s¬k dalgalar¬n pro�llerinide Şekil 2.8 de gösterdik. Yüksek e¼gim başlang¬ç koşu-

lunda kullan¬ld¬¼g¬nda, şekilde biraz daha fazla ard¬̧s¬k dalgalar göründü. Bilindi¼gi

gibi, ard¬̧s¬k dalgalar¬n say¬s¬n¬n artmas¬başlang¬ç fonksiyonunun formunun etkisin-

den dolay¬d¬r. Yüksek ve düşük e¼gim için en öndeki dalgalar¬n büyüklükleri çal¬̧sma

ilerledikçe birbirine daha çok yak¬nlaşm¬̧st¬r.

0 100 200 300

0

0.04

0.08

0.12

0.16

0.2

x

U

t=0

t=250

Şekil 2.7: Ard¬̧s¬k dalgalar¬n pro�lleri, d = 5

0 100 200 300

0

0.04

0.08

0.12

0.16

0.2

x

U

t=0

t=250

Şekil 2.8: Ard¬̧s¬k dalgalar¬n pro�lleri, d = 2

d = 5 ve d = 2 için ilk alt¬dalgan¬n büyüklüklerinin zamana kaŗs¬geli̧simi Şekil
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2.9 ve Şekil 2.10 da verilmi̧stir. Bu gra�klere bak¬larak yüksek e¼gim başlang¬ç koşu-

lunda kullan¬ld¬¼g¬nda ard¬̧s¬k dalgalar¬n geli̧simlerinin daha h¬zl¬oldu¼gu söylenebilir.

Zaman ilerledikçede e¼gim farketmeksizin bu ard¬̧s¬k dalgalar¬n hemen hemen ayn¬

maksimum yüksekli¼ge sahip oldu¼gu elde edilmi̧stir.

0 50 100 150 200 250

0.12

0.14

0.16

0.18

U

t

Şekil 2.9: Ard¬̧s¬k dalgalar¬n pro�lleri, d = 5

0 50 100 150 200 250
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0.18
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t

Şekil 2.10: Ard¬̧s¬k dalgalar¬n pro�lleri, d = 2

Oluşan ilk dört dalgan¬n dalga boylar¬n¬ ve maksimum dalga boylar¬n¬n tepe

noktalar¬n¬n x koordinatlar¬Tablo 2.8 de verilmi̧stir. Zaman ilerledikçe, ard¬̧s¬k

dalgalar¬n büyüklüklerinin ilk ard¬̧s¬k dalga için üç ondal¬k noktada ve di¼gerlerinin

iki ondal¬k noktada ayn¬kald¬¼g¬gözlenmi̧stir. t = 250 zaman¬nda ard¬̧s¬k dalgalar¬n

çok yak¬n bulunan tepe konumundan, tüm ard¬̧s¬k dalgalar¬n h¬zlar¬n¬n çok yak¬n
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oldu¼gu tahminine varabiliriz.

Tablo 2.8: t = 250 zaman¬nda ard¬̧s¬k dalgalar¬n genlikleri

d = 2 d = 5

·Ilk Dalga

·Ikinci Dalga

Üçüncü Dalga

Dördüncü Dalga

Konum Genlik

265:92 0:181985

254:16 0:162042

244:08 0:144551

234:72 0:130528

Konum Genlik

264:96 0:177874

253:92 0:153334

244:08 0:132415

234:96 0:117816

Korunum sabitlerinin de¼gerleride aşa¼g¬daki Tablo 2.9 ve Tablo 2.10 da verilmi̧stir.

Tablo 2.9: d = 5

Zaman C1 C2 C3

0 3:61200 0:33631 1:04097

50 8:98700 0:88631 2:74646

100 14:36200 1:43631 4:45167

150 19:73700 1:98631 6:15656

200 25:11200 2:53631 7:86128

250 30:48700 3:08631 9:56594
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Tablo 2.10: d = 2

Zaman C1 C2 C3

0 3:61200 0:35148 1:08822

50 8:98700 0:90148 2:79326

100 14:36200 1:45148 4:49806

150 19:73700 2:00148 6:20275

200 25:11200 2:55148 7:90739

250 30:48700 3:10148 9:61202

Bu korunum sabitlerinin zamana göre de¼gi̧simi analitik olarak aşa¼g¬daki gibi

bulunmuştur.

M1 =
d

dt
C1 =

d

dt

1R
�1

Udx = U0 +
"

2
U20 = 0:1075

M2 =
d

dt
C2 =

d

dt

1R
�1
(U2 + �(Ux)

2)dx = U20 +
2"

3
U30 = 0:011

M3 =
d

dt
C3 =

d

dt

1R
�1
(U3 + 3U2)dx = 3U20 + (1 + 2")U

3
0 +

3"

4
U40 = 0:034113

Say¬sal korunum sabitlerinin zamana göre de¼gi̧simi Tablo 2.9 ve Tablo 2.10 dan

elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bu tablolar incelendi¼ginde, korunum sabitlerinin lineer bir

de¼gi̧sim gösterdi¼gi söylenebilir.

Korunum sabitlerinin de¼gi̧simi d = 5 için Tablo 2.9 dan,

M1 =
30:48700� 3:61200

250
= 0:1075

M2 =
3:08631� 0:33631

250
= 0:011

M3 =
9:56594� 1:04097

250
= 0:03409988
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ve d = 2 için Tablo 2.10 dan,

M1 =
30:48700� 3:61200

250
= 0:1075

M2 =
3:10148� 0:35148

250
= 0:011

M3 =
9:61202� 1:08822

250
= 0:0340952

olarak hesapland¬. Böylece say¬sal de¼gi̧smeler analitik sonuçlarla hemen hemen ayn¬

bulunmuştur.

2.4 Sonuç

Bu bölümde, kuartik B-spline kolokeyşin metodu ile konuma göre parçalanm¬̧s

RLW denkleminin say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. RLW denklemini zamana göre

ayr¬̧st¬rmak için Crank-Nicolson metodundan ve konuma göre ayr¬̧st¬rmak için de

kuartik B-spline interpolasyon fonksiyonlar¬ndan yararlan¬lm¬̧s ve denklem sistem-

ine ulaş¬lm¬̧st¬r. UUx teriminden dolay¬denklem lineer olmad¬¼g¬ndan, bu terimdeki

U yerine iterasyonda bir önceki n: ad¬mdaki de¼gerler kullan¬larak lineerleştirme

yap¬lm¬̧st¬r. Sonuç olarak her bir sat¬r¬nda 8 eleman haricinde di¼ger elemanlar¬

s¬f¬r olan denklem sistemi elde edilmi̧stir. Denklem sisteminde, bilinmeyen say¬s¬

2N + 8 ve denklem say¬s¬ 2N + 2 oldu¼gundan, s¬n¬r koşullar¬ kullan¬larak 6 ele-

man parametresi elimine edildikten sonra, önerilen algoritman¬n güvenilirli¼gi üç test

problemi kullan¬larak test edilmi̧stir.

RLW denkleminin tek dalga çözümünü içeren ilk test probleminde, ilk olarak

zaman ad¬m¬�t ve konum ad¬m¬ h sabit tutularak metot için hata normlar¬ ve

korunum sabitleri hesaplanm¬̧st¬r. Tablo 2.1 ve Tablo 2.2 de bu hesaplamalar

verilmi̧stir. Tablolara bakt¬¼g¬m¬zda, genlik 0:3 iken korunum sabitlerinde çok az

de¼gi̧sim oldu¼gunu, 0:09 genlik için ise biraz de¼gi̧sme oldu¼gunu söyleyebiliriz. Hata

normlar¬n¬n da yeterince küçük elde edildi¼gi tablolarda görülmektedir. Daha sonra

de¼gi̧sik zaman-konum art¬m¬için say¬sal deney uyguland¬ve sonuçlar¬n iyileşip iy-

ileşmedi¼gine bak¬ld¬. Özellikle zaman art¬m¬ küçüldü¼günde 0:3 genlik için hata

normlar¬n¬n küçüldü¼gü görülmüştür. t = 20 zaman¬nda 0:3 genlik için çizilen

hata gra�¼ginde, oluşan maksimum hatan¬n o andaki oluşan dalgan¬n tepe nok-

tas¬na kaŗs¬l¬k gelen konum de¼geri civar¬nda oluştu¼gu, dolay¬s¬yla s¬n¬r şartlar¬n¬n
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seçiminden dolay¬bir hatan¬n oluşmad¬¼g¬, oluşsa bile maksimum hatay¬etkilemedi¼gi

görülmüştür. 0:09 genlik için ise maksimum hata sol s¬n¬ra yak¬n ortaya ç¬k-

m¬̧st¬r. t = 0 an¬nda oluşan dalgalar¬n, zaman içindeki hareketi her iki genlik

için de incelendi¼ginde, dalgalar¬n hareketinin iyi modellendi¼gi Şekil 2.1 ve Şekil 2.2

ye bak¬larak söylenebilir. ·Ilk test probleminde ayr¬ca, say¬sal h¬z ile analitik h¬z¬n

bir kaŗs¬laşt¬rmas¬ yap¬larak faz hatas¬n¬n oluşup oluşmad¬¼g¬na bak¬lm¬̧st¬r. Son

olarak üç korunum sabitinin say¬sal de¼gerleri hesapland¬¼g¬nda da, kuartik B-spline

kolokeyşin metodunun kullan¬lmas¬sonucunda bulunan korunum sabitlerinin say¬sal

de¼gerlerinin analitik de¼gerlere yak¬n oldu¼gu belirlenmi̧stir.

·Ikinci test probleminde genlikleri, h¬zlar¬ ve tepe noktalar¬n¬n kaŗs¬l¬k geldi¼gi

konum de¼gerleri farkl¬olan iki tek dalgan¬n hareketi incelenmi̧stir. ·Iki tek dalgan¬n

zaman içindeki hareketi uygun bir şekilde modellemi̧stir. ·Iki tek dalgan¬n çarp¬̧sma

sonras¬nda genliklerinde oluşan de¼gi̧sme miktar¬incelendi¼ginde, önerilen yöntemin

test problemini iyi modelledi¼gi söylenebilir. Ayr¬ca, korunum sabitlerinin say¬sal

de¼gerleri bu test problemi için de hesaplanm¬̧s ve ilk test probleminde oldu¼gu gibi

kuartik B-spline kolokeyşin metodu ile elde edilen de¼gerlerin analitik de¼gerlere yak¬n

sonuçlar verdi¼gi gözlenmi̧stir.

Son test probleminde ise, ard¬̧s¬k dalgalar¬n geli̧simi modellenmi̧stir. Bu dal-

galar¬n zaman içinde geli̧simi şekillerde gösterilmi̧stir. Farkl¬ e¼gim için ilk dört

dalgan¬n konum ve genlikleri t = 250 zaman¬için tablolarda verilmi̧stir. Di¼ger test

problemlerinde oldu¼gu gibi, korunum sabitlerinin de¼geri hesaplanm¬̧s, son olarak ise

korunum sabitlerindeki de¼gi̧sim incelenmştir.

Sonuç olarak fazla i̧slem yükü gerektirse de elde edilen iyi sonuçlar nedeniyle,

konuma göre parçalanm¬̧s RLW denkleminin kuartik B-spline kolokeyşin metodu ile

say¬sal çözümünde izlenen yöntem, farkl¬denklemlerin say¬sal çözümünü bulmak için

de güvenle kullan¬labilir.
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BÖLÜM 3

BURGER DENKLEM·IN·IN KUART·IK B-SPLINE KOLOKEYŞ·IN

METODUYLA SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, yine konuma göre parçalanm¬̧s Burger denkleminin kuartik B-spline

kolokeyşin metodu kullan¬larak say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Metot uyguland¬k-

tan sonra, elde edilen algoritman¬n do¼grulu¼gu, iki test problemi kullan¬larak hata

normlar¬ve gra�kler yard¬m¬yla incelenmi̧stir.

3.1 Burger Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Kuartik B-spline Kolokeyşin

Metodu

Bu k¬s¬mda konuma göre parçalanm¬̧s Burger denkleminin kuartik B-spline kolokeyşin

metoduyla say¬sal çözümlerini elde etmeye çal¬̧saca¼g¬z. Bölüm 2 de oldu¼gu gibi, �

zamana ba¼gl¬türevi göstersin ve d = �m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1 olsun. UN ; VN

nin bölüm noktalar¬ndaki (1.48) de¼gerleri ve türevleri, (1.59) denklem sisteminde

yerlerine yaz¬l¬rsa,

�
�m�2 + 11

�
�m�1 + 11

�
�m +

�
�m+1 +

4d

h
(�m+1 + 3�m � 3�m�1 � �m�2)

�� (�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1) = 0;

�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1 �
12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2) = 0

(3.1)

birinci mertebeden 2N + 2 diferensiyel denklemden oluşan bir denklem sistemi elde

edilir. �m ve �m eleman parametrelerinin (2.2) ve türevlerinin (2.3) de¼gerleri, (3.1)

denklem sisteminde yerlerine yaz¬l¬rsa,
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1

�t

�
�n+1m�2 � �nm�2 + 11�n+1m�1 � 11�nm�1 + 11�n+1m � 11�nm + �n+1m+1 � �nm+1

�
+
2d

h

�
�n+1m+1 + �

n
m+1 + 3�

n+1
m + 3�nm � 3�n+1m�1 � 3�nm�1 � �n+1m�2 � �nm�2

�
��
2

�
�n+1m�2 + �

n
m�2 + 11�

n+1
m�1 + 11�

n
m�1 + 11�

n+1
m + 11�nm + �

n+1
m+1 + �

n
m+1

�
= 0;

1

2

�
�n+1m�2 + �

n
m�2 + 11�

n+1
m�1 + 11�

n
m�1 + 11�

n+1
m + 11�nm + �

n+1
m+1 + �

n
m+1

�
� 6
h2
�
�n+1m+1 + �

n
m+1 � �n+1m � �nm � �n+1m�1 � �nm�1 + �n+1m�2 + �

n
m�2
�
= 0

sistemi bulunur. Bu sistem m = 0; : : : ; N için,

�1�
n+1
m�2 � �h�t�n+1m�2 + �2�

n+1
m�1 � 11�h�t�n+1m�1 + �3�

n+1
m � 11�h�t�n+1m + �4�

n+1
m+1

��h�t�n+1m+1 = �4�
n
m�2 + �h�t�

n
m�2 + �3�

n
m�1 + 11�h�t�

n
m�1 + �2�

n
m + 11�h�t�

n
m

+�1�
n
m+1 + �h�t�

n
m+1;

�12�n+1m�2 + h
2�n+1m�2 + 12�

n+1
m�1 + 11h

2�n+1m�1 + 12�
n+1
m + 11h2�n+1m � 12�n+1m+1

+h2�n+1m+1 = 12�
n
m�2 � h2�nm�2 � 12�nm�1 � 11h2�nm�1 � 12�nm � 11h2�nm

+12�nm+1 � h2�nm+1
(3.2)

olarak yeniden düzenlenirse, 2N +8 bilinmeyenli 2N +2 cebirsel denklemden oluşan

bir sistem bulunur. Burada

�1 = 2h� 4d�t; �2 = 22h� 12d�t;

�3 = 22h+ 12d�t; �4 = 2h+ 4d�t

dir. Bu denklem sistemindeki ��2; ��2; ��1; ��1; �N+1; �N+1 eleman parametreleri

s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak yok edilecektir. Böylece (2N + 2)� (2N + 2) boyutlu 8

sütun elemanl¬köşegen denklem sistemi elde edilir.
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F1 = �4�
n
�2 + �h�t�

n
�2 + �3�

n
�1 + 11�h�t�

n
�1 + �2�

n
0 + 11�h�t�

n
0 + �1�

n
1

+�h�t�n1 ;

F2 = 12�n�2 � h2�n�2 � 12�n�1 � 11h2�n�1 � 12�n0 � 11h2�n0 + 12�n1 � h2�n1 ;

F3 = �4�
n
�1 + �h�t�

n
�1 + �3�

n
0 + 11�h�t�

n
0 + �2�

n
1 + 11�h�t�

n
1 + �1�

n
2

+�h�t�n2 ;

F4 = 12�n�1 � h2�n�1 � 12�n0 � 11h2�n0 � 12�n1 � 11h2�n1 + 12�n2 � h2�n2 ;

F2N+1 = �4�
n
N�2 + �h�t�

n
N�2 + �3�

n
N�1 + 11�h�t�

n
N�1 + �2�

n
N + 11�h�t�

n
N

+�1�
n
N+1 + �h�t�

n
N+1;

F2N+2 = 12�nN�2 � h2�nN�2 � 12�nN�1 � 11h2�nN�1 � 12�nN � 11h2�nN

+12�nN+1 � h2�nN+1

olmak üzere, (3.2) denklem sisteminden, m = 0 için,

�1�
n+1
�2 � �h�t�n+1�2 + �2�

n+1
�1 � 11�h�t�n+1�1 + �3�

n+1
0 � 11�h�t�n+10 + �4�

n+1
1

��h�t�n+11 = F1

�12�n+1�2 + h
2�n+1�2 + 12�

n+1
�1 + 11h

2�n+1�1 + 12�
n+1
0 + 11h2�n+10 � 12�n+11

+h2�n+11 = F2
(3.3)

m = 1 için,
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�1�
n+1
�1 � �h�t�n+1�1 + �2�

n+1
0 � 11�h�t�n+10 + �3�

n+1
1 � 11�h�t�n+11 + �4�

n+1
2

��h�t�n+12 = F3

�12�n+1�1 + h
2�n+1�1 + 12�

n+1
0 + 11h2�n+10 + 12�n+11 + 11h2�n+11 � 12�n+12

+h2�n+12 = F4
(3.4)

ve m = N için,

�1�
n+1
N�2 � �h�t�n+1N�2 + �2�

n+1
N�1 � 11�h�t�n+1N�1 + �3�

n+1
N � 11�h�t�n+1N + �4�

n+1
N+1

��h�t�n+1N+1 = F2N+1

�12�n+1N�2 + h
2�n+1N�2 + 12�

n+1
N�1 + 11h

2�n+1N�1 + 12�
n+1
N + 11h2�n+1N � 12�n+1N+1

+h2�n+1N+1 = F2N+2
(3.5)

yaz¬l¬r. (2.6) eleman parametreleri (3.3-3.5) denklemlerinde yerlerine yaz¬l¬p, den-

klemler düzenlenirse ilk dört denklem,

�
33

4
�1 �

7

4
�2 + �3

�
�n+10 +

�
7

4
�1 �

1

4
�2 + �4

�
�n+11 = F1 +

3

8
�1�1 �

1

8
�1�2;

�108�n+10 � 36�n+11 = F2 � 6�1;�
�7
4
�1 + �2

�
�n+10 � 37

4
�h�t�n+10 +

�
�1
4
�1 + �3

�
�n+11

�43
4
�h�t�n+11 + �4�

n+1
2 � �h�t�n+12 = F3 �

1

8
�1�1;

33�n+10 +
37

4
h2�n+10 + 15�n+11 +

43

4
h2�n+11 � 12�n+12 + h2�n+12 = F4 +

3

2
�1

ve son iki denklem,
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(�1 � �4) �n+1N�2 + (�2 � 11�4) �n+1N�1 + (�3 � 11�4) �n+1N = F2N+1 � �4�2;

144�n+1N�1 + 144�
n+1
N = F2N+2 + 12�2

olarak bulunur.

Buna göre denklem sistemi,

F = Bdn;

dn+1 =
�
�n+10 ; �n+10 ; �n+11 ; �n+11 ; : : : ; �n+1N ; �n+1N

�T
ve

A =266666666666666666666664

a 0 b 0

�108 0 �36 0

c �37
4
�h�t d �43

4
�h�t �4 ��h�t

33
37

4
h2 15

43

4
h2 �12 h2 0

�1 ��h�t �2 �11�h�t �3 �11�h�t �4 ��h�t

�12 h2 12 11h2 12 11h2 �12 h2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 e 0 f 0 g 0

0 0 0 0 144 0 144 0

377777777777777777777775
olmak üzere, (a =

33

4
�1 �

7

4
�2 + �3; b =

7

4
�1 �

1

4
�2 + �4; c = �7

4
�1 + �2; d =

�1
4
�1 + �3; e = �1 � �4; f = �2 � 11�4; g = �3 � 11�4);

Adn+1 = F (3.6)

matris formunda bulunmuş olur. Burada
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B =26666666666666664

�4 �h�t �3 11�h�t �2 11�h�t �1 �h�t

12 �h2 �12 �11h2 �12 �11h2 12 �h2 0

0 �4 �h�t �3 11�h�t �2 11�h�t �1 �h�t

12 �h2 �12 �11h2 �12 �11h2 12 �h2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 �4 �h�t �3 11�h�t �2 11�h�t �1 �h�t

12 �h2 �12 �11h2 �12 �11h2 12 �h2

37777777777777775
ve

dn =
�
�n�2; �

n
�2; �

n
�1; �

n
�1; �

n
0 ; �

n
0 ; : : : ; �

n
N+1; �

n
N+1

�T
dir. ��2; ��2; ��1; ��1; �N+1 ve �N+1 s¬n¬r parametreleri her zaman ad¬m¬nda (2.6)

denklemlerinden hesaplanabilir.

3.2 Başlang¬ç Durumu

�nm ve �
n
m parametrelerini, (3.6) denklem sisteminden elde edebilmek için �0m ve

�0m başlang¬ç de¼gerlerinin hesaplanmas¬na ihtiyaç vard¬r. Bunun için U(x; 0) ve

V (x; 0) başlang¬ç koşullar¬ndan �0m ve �0m başlang¬ç parametrelerinin belirlenmesi

gerekmektedir. Bölüm 2 de başlang¬ç durumu için yap¬lan i̧slemlerin benzerleri

yap¬larak �0m ve �
0
m de¼gerleri bulunabilir.

3.3 Test Problemleri

Bu k¬s¬mda, Burger denkleminin say¬sal çözümünü elde edebilmek için bir önceki

k¬s¬mda tan¬mlanan say¬sal yöntemin do¼grulu¼gunu ve güvenilirli¼gini görebilmek için,

algoritma iki problem üzerinde test edildi.

(a) ·Ilk test probleminde başlang¬ç şart¬

U(x; 1) =
x

1 +
p
1=t0ex

2=(4�)
; 0 � x � 1;
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ve s¬n¬r şartlar¬U(0; t) = Ux(0; t) = 0 ve U(1; t) = Ux(1; t) = 0 kullan¬ld¬.

Burger denkleminin şok dalga çözümü t0 = e1=(8�) olmak üzere,

U(x; t) =
x=t

1 +
p
t=t0ex

2=(4�t)
; t � 1; 0 � x � 1; (3.7)

dir. Bu problemdeki zorluk � nin seçimi ile ilgilidir. E¼ger � nin küçük de¼gerleri

için say¬sal algoritma iyi sonuçlar veriyor ise bu yöntemin başar¬s¬n¬gösterir. Bunu

aşa¼g¬daki deneyde görmeye çal¬̧saca¼g¬z.

Burger denkleminin şok dalga say¬sal çözümleri t = 3:1 zaman¬na kadar [0; 1]

çözüm bölgesi üzerinde araşt¬r¬ld¬. Bu test problemi için hata normlar¬, farkl¬

zamanlarda, farkl¬konum ad¬m¬ve de¼gi̧sik viskozite de¼gerleri için Table 3.1 de verildi.

Bu tabloya bakt¬¼g¬m¬zda mevcut kolokeyşin metodu ile bulunan Burger denkleminin

say¬sal çözümlerinin küçük hatalar ile elde edildi¼gini söyleyebiliriz. h = 0:005 konum

ad¬m¬ve �t = 0:01 zaman ad¬m¬kullan¬larak � = 0:005 ve � = 0:0005 de¼gerleri için

şok dalgas¬n¬n yay¬l¬m¬Şekil 3.1 ve Şekil 3.2 de gösterildi. � = 0:005 için başlang¬ç

şok t = 1 zaman¬nda düzgündür ve zaman ilerledikçe bu şokun daha keskin oldu¼gu

görülmektedir.

Tablo 3.1: Farkl¬zamanlarda L2 ve L1 hata normlar¬n¬n de¼gerleri, �t = 0:01

L2 � 103 L1 � 103 L2 � 103 L1 � 103 L2 � 103 L1 � 103

h = 0:005; t = 1:7 t = 1:7 t = 2:4 t = 2:4 t = 3:1 t = 3:1

� = 0:005 0:01063 0:03987 0:00890 0:05837 0:60207 4:43484

h = 0:02; t = 1:8 t = 1:8 t = 2:4 t = 2:4 t = 3:2 t = 3:2

� = 0:005 0:01514 0:06078 0:01041 0:04371 0:93041 5:54997

h = 0:02; t = 1:7 t = 1:7 t = 2:1 t = 2:1 t = 2:6 t = 2:6

� = 0:01 0:01281 0:07195 0:16504 0:91204 1:30769 6:73720
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Şekil 3.1: � = 0:005 için şok yay¬l¬m¬

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

U

x

t=3.1

t=2.4

t=1.7

t=1

Şekil 3.2: � = 0:0005 için şok yay¬l¬m¬

Daha küçük viskozite sabiti � = 0:0005 başlang¬ç şokta kullan¬ld¬¼g¬ zaman,

başlang¬ç şok keskindir ve zaman ilerledikçe ayn¬ kalmaktad¬r. ·Ilaveten yukar¬-

daki şekillerden söylenebilinir ki, daha büyük viskozite sabiti kullan¬ld¬¼g¬nda, şok

yay¬l¬m¬daha h¬zl¬d¬r ve şokun kal¬nl¬¼g¬ndaki art¬̧s daha küçük � den elde edilen

şoklardan daha büyüktür. Bu gözlemler analitik sonuçlarlada uyumludur.

Önerilen algoritma ile t = 3:1 zaman¬nda çözüm bölgesi üzerinde elde edilen

hatalar Şekil 3.3 ve Şekil 3.4 de çizilmi̧stir. � = 0:005 için maksimum hatan¬n

sa¼g s¬n¬rda ortaya ç¬kt¬¼g¬n¬Şekil 3.3 e bakarak söyleyebiliriz. Bunun sebebi büyük

viskozite sabiti için şokun h¬zl¬ ilerlemesi ve sa¼g s¬n¬ra çarpmas¬d¬r. E¼ger çözüm

bölgesi Şekil 3.5 de oldu¼gu gibi sa¼ga do¼gru geni̧sletilirse bu hata hem küçülecek



59

hemde sa¼g s¬n¬rda ortaya ç¬kmayacakt¬r.

Şekil 3.3: � = h = 0:005 için hata

Şekil 3.4: � = h = 0:0005 için hata
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Şekil 3.5: � = h = 0:005 için hata

(b) Burger denkleminin ilerleyen dalga çözümü

U(x; t) =
�+ �+ (�� �)e�

1 + e�
; 0 � x � 1; t � 0 (3.8)

formundad¬r. Burada

� =
�(x� �t� )

�
;

ve �; �  key� sabitlerdir. S¬n¬r şartlar¬U(0; t) = 1; Ux(0; t) = 0; U(1; t) = 0:2;

Ux(1; t) = 0 kullan¬ld¬. Başlang¬ç şart¬ olarak ise (3.8) denkleminin t = 0 za-

man¬ndaki de¼geri kullan¬ld¬. Analitik çözüm maksimum 1 ve minimum 0:2 de¼gerine

sahiptir. Başlang¬ç şok x =  konumunda yerleşmi̧stir. Bu deneyde bu şokun �

h¬zla sa¼ga do¼gru hareketi gözlenecektir.

Denklem (3.8) deki sabitler � = 0:4; � = 0:6;  = 0:125 ve � = 0:01 olarak seçildi.

Simulasyon [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde t=0.5 zaman¬na kadar konum ad¬m¬h = 1=36 ve

zaman ad¬m¬�t = 0:01 al¬narak gerçekleştirildi. Say¬sal sonuçlar ile analitik de¼ger-

ler aras¬nda bir kaŗs¬laşt¬rma Tablo 3.2 de verilmi̧stir. Bu tabloya bakt¬¼g¬m¬zda,

mevcut algoritma ile elde edilen sonuçlar¬n analitik sonuçlara çok yak¬n oldu¼gunu

söyleyebiliriz.
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Table 3.2: t = 0:5 zaman¬ndaki sonuçlar

x metodun sonuçlar¬ analitik sonuçlar

0:000 1: 1:

0:056 1: 1:

0:111 1: 1:

0:167 1: 1:

0:222 0:9998 0:9998

0:278 0:9980 0:9978

0:333 0:9810 0:9801

0:389 0:8487 0:8473

0:444 0:4512 0:4518

0:500 0:2381 0:2379

0:556 0:2044 0:2043

0:611 0:2005 0:2005

0:667 0:2001 0:2001

0:722 0:2001 0:2000

0:778 0:2 0:2

0:833 0:2 0:2

0:889 0:2 0:2

0:944 0:2 0:2

1:000 0:2 0:2

Hem say¬sal hemde analitik çözümler Şekil 3.6 da çizildi. Bu şekle bakt¬¼g¬m¬zda

analitik ile say¬sal çözümlerin ayn¬ oldu¼gunu görebiliriz. Önerilen algoritman¬n

t = 0:5 zaman¬ndaki hata de¼gi̧simi ise Şekil 3.7 de verilmi̧stir.
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Şekil 3.6: � = 0:01 için şok yay¬l¬m¬
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Şekil 3.7: � = 0:01 için hata

3.4 Sonuç

Bu bölümde, kuartik B-spline kolokeyşin metodu ile Burger denkleminin say¬sal

çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Burger denkleminde, zaman parçalanmas¬için Crank-Nicolson metodu ve konum

aral¬¼g¬n¬n bölünme noktalar¬nda kuartik B-spline de¼gerleri kullan¬larak bir denklem

sistemi elde edilmi̧stir. Elde edilen denklem sisteminde, denklem say¬s¬ve bilin-

meyen say¬s¬s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak eşitlendikten sonra, bulunan denklem sistemi

fortran kodlar¬kullan¬larak ve her bir zaman ad¬m¬nda bir iç iterasyon yard¬m¬yla

iyileştirme de yap¬larak çözülmüştür.
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K¬s¬m 3.1 de verilen metodun güvenilirli¼gi, iki test problemi kullan¬larak kon-

trol edilmi̧stir. ·Ilk test problemi olarak Burger denkleminin şok dalga çözümü

kullan¬lm¬̧st¬r. Bu test problemi için zorluk � viskozite sabitinin küçük seçilmesi

halinde ortaya ç¬kt¬¼g¬ndan, bu küçük � için önerilen algoritman¬n test problemini

modelleyip modelleyemedi¼gi gözlenmi̧stir. Bu test probleminde öncelikle �t zaman

art¬m¬0:01 al¬narak farkl¬konum art¬m¬ve farkl¬viskozite de¼gerleri için hesaplamalar

yap¬lm¬̧s, bunlar Tablo 3.1 de verilmi̧stir. Ayr¬ca � = 0:005 ve � = 0:0005 küçük

viskozite de¼gerleri için algoritman¬n çal¬̧st¬¼g¬Şekil 3.1 ve Şekil 3.2 den söylenebilir.

Bu de¼gerler için oluşan hatalar ise Şekil 3.3 ve Şekil 3.4 de verilmi̧stir. � = 0:005

için hatan¬n sa¼g s¬n¬rda ortaya ç¬kt¬¼g¬gözlenmi̧stir. Bunun sebebi, şok dalgan¬n

h¬zl¬ilerlemesi ve sa¼g s¬n¬ra çarpmas¬d¬r. Oluşan bu hatay¬küçültmek için bölge

sa¼ga do¼gru geni̧sletilmi̧s ve hatan¬n bu şekilde indirgendi¼gi gözlenmi̧stir.

·Ikinci test probleminde; Burger denkleminin ilerleyen dalga çözümü kullan¬lm¬̧s,

çözümün zaman içindeki hareketi incelenmi̧stir. Metot ile elde edilen sonuçlar

analitik sonuçlar ile Tablo 3.2 de k¬yaslanm¬̧st¬r. � = 0:01 için ilerleyen dalga pro�li

ve elde edilen hata s¬ras¬yla Şekil 3.6 ve Şekil 3.7 de verilmi̧stir. Bu test probleminde

kullan¬lan viskozite sabiti için hatan¬n s¬n¬rlarda olmad¬¼g¬gözlenmi̧s, dolay¬s¬yla s¬n¬r

parametreleri elimine edilirken her hangi bir hata yap¬lmad¬¼g¬söylenebilir.

Sonuç olarak incelenen iki test problemine göre, Burger denkleminin say¬sal

çözümü elde etmek için önerdi¼gimiz kuartik B-spline kolokeyşin metodunun farkl¬

denklemler içinde güvenilir bir şekilde kullan¬labilece¼gini söyleyebiliriz.
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BÖLÜM 4

SCHRÖD·INGER DENKLEM·IN·IN KUART·IK B-SPL·INE

KOLOKEYŞIN METODUYLA SAYISAL ÇÖZÜMÜ

Bu bölümde, lineer olmayan kübik Schrödinger denkleminin kuartik B-spline

kolokeyşin metodu kullan¬larak say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Metot uyguland¬k-

tan sonra, elde edilen algoritman¬n do¼grulu¼gu, üç test problemi kullan¬larak hata

normlar¬, korunum sabitleri ve gra�kler yard¬m¬yla incelenmi̧stir.

4.1 Schrödinger Denkleminin Say¬sal Çözümü ·Için Kuartik B-spline

Kolokeyşin Metodu

Bu k¬s¬mda Schrödinger denkleminin kuartik B-spline kolokeyşin metoduyla say¬sal

çözümlerini elde etmeye çal¬̧saca¼g¬z. � zamana göre türev ve

zm = (�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1)
2

+(�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1)
2

olmak üzere, (1.66) ve (1.67) denklemlerinde (1.70) de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

�
�m�2 + 11

�
�m�1 + 11

�
�m +

�
�m+1 �

12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2)

�qzm(�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1) = 0;
�
�m�2 + 11

�
�m�1 + 11

�
�m +

�
�m+1 +

12

h2
(�m+1 � �m � �m�1 + �m�2)

+qzm(�m�2 + 11�m�1 + 11�m + �m+1) = 0;

(4.1)

birinci mertebeden (2N + 2) diferensiyel denklemden oluşan bir sistem elde edilir.

�m ve �m eleman parametreleri ve bunlar¬n zamana göre türevleri (2.2) ile (2.3),

(4.1) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,
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1

�t

�
�n+1m�2 � �nm�2 + 11�n+1m�1 � 11�nm�1 + 11�n+1m � 11�nm + �n+1m+1 + �

n
m+1

�
� 6
h2
�
��n+1m�2 � �nm�2 � �n+1m�1 � �nm�1 � �n+1m � �nm + �n+1m+1 + �

n
m+1

�
�1
2
qzm

�
�n+1m�2 + �

n
m�2 + 11�

n+1
m�1 + 11�

n
m�1 + 11�

n+1
m + 11�nm + �

n+1
m+1 + �

n
m+1

�
= 0;

1

�t

�
�n+1m�2 � �nm�2 + 11�n+1m�1 � 11�nm�1 + 11�n+1m � 11�nm + �n+1m+1 � �nm+1

�
+
6

h2
�
�n+1m+1 + �

n
m+1 � �n+1m � �nm � �n+1m�1 � �nm�1 + �n+1m�2 + �

n
m�2
�
= 0

+
1

2
qzm(�

n+1
m�2 + �

n
m�2 + 11�

n+1
m�1 + 11�

n
m�1 + 11�

n+1
m + 11�nm + �

n+1
m+1 + �

n
m+1) = 0;

sistemi bulunur. Bu sistem m = 0; : : : ; N: için,

2h2�n+1m�2 + �1�
n+1
m�2 + 22h

2�n+1m�1 + �2�
n+1
m�1 + 22h

2�n+1m + �2�
n+1
m +

2h2�n+1m+1 + �1�
n+1
m+1 = 2h

2�nm�2 � �1�nm�2 + 22h2�nm�1 � �2�nm�1+

22h2�nm � �2�nm + 2h2�nm+1 � �1�nm+1;

��1�n+1m�2 + 2h
2�n+1m�2 � �2�n+1m�1 + 22h

2�n+1m�1 � �2�n+1m + 22h2�n+1m �

�1�
n+1
m+1 + 2h

2�n+1m+1 = �1�
n
m�2 + 2h

2�nm�2 + �2�
n
m�1 + 22h

2�nm�1+

�2�
n
m + 22h

2�nm + �1�
n
m+1 + 2h

2�nm+1;

(4.2)

olarak yeniden düzenlenirse, (2N + 8) bilinmeyenli (2N + 2) cebirsel denklemden

oluşan bir sistem elde edilir. Burada,

�1 = �12�t� dh2�t; �2 = 12�t� 11dh2�t;

d = qzm

dir. Bu denklem sisteminde �n+1�2 ; �
n+1
�2 ; �

n+1
�1 ; �

n+1
�1 ; �

n+1
N+1 ve �

n+1
N+1 eleman para-

metreleri r(a; t) = rx(a; t) = s(a; t) = sx(a; t) = r(b; t) = s(b; t) = 0 s¬n¬r koşullar¬
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kullan¬larak yok edilecektir. Böylece (2N + 2) � (2N + 2) boyutlu 8 band ma-

tris sistemi elde edilir. (1.63) s¬n¬r koşullar¬eleman parametreleri cinsinden (1.70)

de¼gerleri kullan¬larak

��2 + 11��1 + 11�0 + �1 = 0;

��2 + 11��1 + 11�0 + �1 = 0;

�1 + 3�0 � 3��1 � ��2 = 0;

�1 + 3�0 � 3��1 � ��2 = 0;

�N�2 + 11�N�1 + 11�N + �N+1 = 0;

�N�2 + 11�N�1 + 11�N + �N+1 = 0

(4.3)

şeklinde yaz¬labilir. Bu ifadelerden

��2 =
33

4
�0 +

7

4
�1; ��2 =

33

4
�0 +

7

4
�1;

��1 = �7
4
�0 �

1

4
�1; ��1 = �7

4
�0 �

1

4
�1;

�N+1 = �2 � �N�2 � 11�N�1 � 11�N ; �N+1 = ��N�2 � 11�N�1 � 11�N
(4.4)

elde edilir.

F1 = 2h2�n�2 � �1�n�2 + 22h2�n�1 � �2�n�1 + 22h2�10 � �2�n0 + 2h2�n1 � �1�n1 ;

F2 = �1�
n
�2 + 2h

2�n�2 � �2�n�1 + 22h2�n�1 � �2�n0 + 22h2�n0 � �1�n1 + 2h2�n1 ;

F3 = 2h2�n�1 � �1�n�1 + 22h2�n0 � �2�n0 + 22h2�n1 � �2�n1 + 2h2�n2 � �1�n2 ;

F4 = �1�
n
�1 + 2h

2�n�1 + �2�
n
0 + 22h

2�n0 + �2�
n
1 + 22h

2�n1 + �1�
n
2 + 2h

2�n2 ;
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F2N+1 =
2h2�nN�2 � �1�nN�2 + 22h2�nN�1 � �2�nN�1 + 22h2�1N � �2�nN
+2h2�nN+1 � �1�nN+1;

F2N+2 =
�1�

n
N�2 + 2h

2�nN�2 + �2�
n
N�1 + 22h

2�nN�1 + �2�
n
N + 22h

2�nN

+�1�
n
N+1 + 2h

2�nN+1;

olmak üzere, (4.3) denkleminden m = 0 için,

2h2�n+1�2 + �1�
n+1
�2 + 22h

2�n+1�1 + �2�
n+1
�1 + 22h

2�n+10 + �2�
n+1
0 +

2h2�n+11 + �1�
n+1
1 = F1

��1�n+1�2 + 2h
2�n+1�2 � �2�n+1�1 + 22h

2�n+1�1 � �2�n+10 + 22h2�n+10 �

�1�
n+1
1 + 2h2�n+11 = F2;

(4.5)

m = 1 için,

2h2�n+1�1 + �1�
n+1
�1 + 22h

2�n+10 + �2�
n+1
0 + 22h2�n+11 +

�2�
n+1
1 + 2h2�n+12 + �1�

n+1
2 = F3

��1�n+1�1 + 2h
2�n+1�1 � �2�n+10 + 22h2�n+10 � �2�n+11 + 22h2�n+11 �

�1�
n+1
2 + 2h2�n+12 = F4;

(4.6)

m = N için,

2h2�n+1N�2 + �1�
n+1
N�2 + 22h

2�n+1N�1 + �2�
n+1
N�1 + 22h

2�n+1N + �2�
n+1
N +

2h2�n+1N+1 + �1�
n+1
N+1 = F2N+1

��1�n+1N�2 + 2h
2�n+1N�2 � �2�n+1N�1 + 22h

2�n+1N�1 � �2�n+1N + 22h2�n+1N �

�1�
n+1
N+1 + 2h

2�n+1N+1 = F2N+2

(4.7)

yaz¬l¬r. (4.4) eleman parametreleri (4.5-4.7) denklemlerinde yerlerine yaz¬l¬p düzen-
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lenirse, ilk dört denklem

�
33

4
�1 �

3

4
�2

�
�n+10 +

�
11

4
�1 �

1

4
�2

�
�n+11 = F1;�

�33
4
�1 +

3

4
�2

�
�n+10 +

�
�11
4
�1 +

1

4
�2

�
�n+11 = F2;

37

2
h2�n+10 �

�
7

4
�1 � �2

�
�n+10 +

43

2
h2�n+11 �

�
1

4
�1 � �2

�
�n+11

+2h2�n+12 � �1�n+12 = F3;�
7

4
�1 � �2

�
�n+10 +

37

2
h2�n+10 +

�
1

4
�1 � �2

�
�n+11

+
37

2
h2�n+11 � �1�n+12 + 2h2�n+12 = F4;

ve son iki denklem

(11�1 � �2)�n+1N�1 � (�2 � 11�1)�n+1N = F2N+1;

(��2 + 11�1) �n+1N�1 + (��2 + 11�1) �n+1N = F2N+2;

olarak yeniden yaz¬labilir.

Buna göre denklem sistemi,

F = Bdn;

dn+1 =
�
�n+10 ; �n+10 ; �n+11 ; �n+11 ; : : : ; �n+1N ; �n+1N

�T
ve
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A =

266666666666666666666664

0 a 0 b

c 0 d 0
37

2
h2 e

43

2
h2 f 2h2 ��1

g
37

2
h2 p

43

4
h2 ��1 2h2

2h2 �1 22h2 �2 22h2 �2 2h2 �1

��1 2h2 ��2 22h2 ��2 22h2 ��1 2h2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 0 0 k 0 l

0 0 0 0 m 0 n 0

377777777777777777777775
olmak üzere, (a =

�
33

4
�1 �

3

4
�2

�
; b =

�
11

4
�1 �

1

4
�2

�
; c =

�
�33
4
�1 +

3

4
�2

�
;

d =

�
�11
4
�1 +

1

4
�2

�
; e = �

�
7

4
�1 � �2

�
; f = �

�
1

4
�1 � �2

�
; g =

�
7

4
�1 � �2

�
;

p =

�
1

4
�1 � �2

�
; k = (11�1 � �2) ; l = (��2 + 11�1) ; m = (��2 + 11�1) ; n =

(��2 + 11�1));

Adn+1 = F (4.8)

matris formunda bulunmuş olur. Burada

B =

26666666666666664

2h2 ��1 22h2 ��2 22h2 ��2 2h2 ��1
�1 2h2 �2 22h2 �2 22h2 �1 2h2 0

0 2h2 ��1 22h2 ��2 22h2 ��2 �2h2 ��1
�1 2h2 �2 22h2 �2 22h2 �1 2h2 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 2h2 ��1 22h2 ��2 22h2 ��2 2h2 ��1
�1 2h2 �2 22h2 �2 22h2 �1 2h2

37777777777777775
ve
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dn =
�
�n�2; �

n
�2; �

n
�1; �

n
�1; �

n
0 ; �

n
0 ; : : : ; �

n
N+1; �

n
N+1

�T
dir. ��2; ��2; ��1; ��1; �N+1 ve �N+1 s¬n¬r parametreleri her zaman ad¬m¬nda (4.4)

denklemlerinden hesaplanabilir.

4.2 Başlang¬ç Durumu

�nm ve �nm parametrelerini, (4.8) denklem sisteminden elde edebilmek için �0m

ve �0m başlang¬ç de¼gerlerinin hesaplanmas¬na ihtiyaç vard¬r. Bunun için r(x; 0)

ve s(x; 0) başlang¬ç koşullar¬ndan �0m ve �
0
m başlang¬ç parametrelerinin belirlenmesi

gerekmektedir. Bölüm 2 de başlang¬ç durumu için yap¬lan i̧slemlerin benzerleri

yap¬larak �0m ve �
0
m de¼gerleri bulunabilir.

4.3 Test Problemleri

Bu k¬s¬mda, Schrödinger denkleminin say¬sal çözümünü elde edebilmek için bir

önceki k¬s¬mda tan¬mlanan say¬sal yöntemin do¼grulu¼gunu ve güvenilirli¼gini göre-

bilmek için üç test problem çal¬̧s¬ld¬.

4.3.1. Tek Soliton Çözümü

Schrödinger denkleminin tek soliton çözümü

U(x; t) = �
p
2=qei(

S
2
x� 1

4
(S2��2)t)sech�(x� St) (4.9)

ile verilir. Bu çözüm, S h¬z¬yla ilerleyen ve büyüklü¼gü � reel parametresine ba¼gl¬

bir solitonu gösterir. Genlik ve h¬z parametrelerden ba¼g¬ms¬zd¬r. Tek soliton

çözümünün simülasyonu baz¬say¬sal metotlar ile herhangi bir problem olmaks¬z¬n

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Mevcut baz¬çal¬̧smalarla ayn¬sonuçlar¬elde edebilmek için hesapla-

malar, �20 � x � 20 aral¬¼g¬içinde q = 2; S = 4; � = 1 ve � = 2; �t = 0:005;

h = 0:05 parametreleri ile yap¬lm¬̧st¬r. � = 1 olmak üzere kompleks de¼gerli U

fonksiyonunun modülü

jU j = sech(x� 4t);

şeklinde herhangi bir de¼gi̧sme olmaks¬z¬n 4 h¬z¬yla sa¼ga do¼gru ilerleyen bir soliton

gösterir. Simülasyon t = 2:5 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬ld¬. L1; L2 hata normlar¬ve
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farkl¬korunum sabitleri Tablo 4.1 de gösterilmi̧stir. Tablodan görüldü¼gü gibi, hata

normlar¬algoritman¬n çal¬̧smas¬esnas¬nda çok küçük kalm¬̧st¬r. Bu yüzden solitonun

yay¬lmas¬iyi bir şekilde gerçekleşmi̧stir. ·Ilerleyen solitonun modülünün simülasyonu

t = 2:5 zaman¬nda Şekil 4.1 de gösterilmi̧stir. Hata (say¬sal çözüm�analitik çözüm)

da¼g¬l¬m¬t = 2:5 zaman¬nda Şekil 4.2 de verilmi̧stir. Şekle bak¬ld¬¼g¬nda, maksimum

hatan¬n solitonun tepe konumu olan x = 10 civar¬nda ortaya ç¬kt¬¼g¬görülmektedir.

Önerilen metotla simülasyon esnas¬nda C1 korunum sabiti de¼gi̧smezken, C2 sabiti

%2� 10�5 den az bir de¼gi̧simle elde edilmi̧stir.

20 10 0 10 20

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

|U|

t=0 t=2.5

Şekil 4.1: Tek soliton simülasyonu

20 10 0 10 20

0.0008

0.0004

0

0.0004

0.0008

x

Er
ro

r

Şekil 4.2: t = 2:5 zaman¬ndaki hata
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Tablo 4.1 : Korunum sabitleri ve hata normlar¬

Zaman C1 C2 L1 L2

0:0 2:0 7:3333333 0:0000 0:0000

0:5 2:0 7:3333334 0:0002 0:0002

1:0 2:0 7:3333334 0:0003 0:0004

1:5 2:0 7:3333335 0:0004 0:0006

2:0 2:0 7:3333335 0:0005 0:0008

2:5 2:0 7:3333335 0:0006 0:0009

Tablo 4. 2: t = 1 zaman¬nda genlik = 1 için sonuçlar¬n karş¬laşt¬rmas¬

h �t L1 Ĉ1 Ĉ2

0:05 0:005 0:0003 0:0000000 0:0000000

0:3125 0:02 0:002 0:0000000 0:0000063

0:03 0:005 0:0003 0:0000000 0:0000000

0:05 0:001 0:00001 0:0000000 0:0000000

0:08 0:002 0:00003 0:0000000 0:0000000

0:3125 0:0026 0:006 0:0000000 0:0000198

Tablo 4.2 ve 4.3 de genlik 1 ve 2 için farkl¬zaman ve konum ad¬mlar¬al¬narak

L1 hata normu ile Ĉ1 ve Ĉ2 nin de¼gerleri verilmi̧stir. C10 ve C20 t = 0 zaman¬ndaki

C1 ve C2 nin de¼gerleri olmak üzere Ĉ1 =
C1 � C10
C10

; Ĉ2 =
C2 � C20
C20

dir. Mevcut

metotla elde edilen korunum sabitlerinin ilgili hatalar¬n¬n küçük oldu¼gu hesaplanan

sonuçlardan anlaş¬lmaktad¬r.
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Tablo 4.3 : t = 1 zamanda genlik = 2 için sonuçlar¬n karş¬laşt¬rmas¬

h �t L1 Ĉ1 Ĉ2

0:1 0:005 0:0007 0:0000000 0:0000000

0:1563 0:0048 0:002 0:0000000 0:0000026

0:015 0:005 0:001 0:0000000 0:0000001

0:02 0:0025 0:0003 0:0000000 0:0000000

0:02 0:0001 0:0000 0:0000000 0:0000000

0:07 0:012 0:006 0:0000000 0:0000027

4.3.2 ·Iki solitonun çarp¬̧smas¬

·Iki solitonun çarp¬̧smas¬

Uj(x; 0) = �j
p
2=qei(

S
2
(x�xj))sech�j(x� xj)

ile verilir. Burada

U(x; 0) = U1(x; 0) + U2(x; 0) (4.10)

başlang¬ç koşullar¬yla, z¬t yönde hareket eden iki solitonun çarp¬̧smas¬�20 � x � 20

çözüm bölgesi içinde q = 2; h = 0:1; �t = 0:01; �1 = 1:0; S1 = �4:0; x1 = 10;

�2 = 1:0; S2 = 4:0; x2 = �10 parametreleri ile gözlemlenmi̧stir.

Şekil 4.3: ·Iki solitonun çarp¬̧smas¬ Şekil 4.4: ·Iki solitonun çarp¬̧smas¬
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Şekil 4.5: ·Iki solitonun çarp¬̧smas¬ Şekil 4.6: Zaman-Genlik gra�¼gi

Yukar¬daki şart (4.10) ve parametreler daha önceki mevcut çal¬̧smalarla ayn¬

olarak seçilmi̧stir. Bu başlang¬ç koşulu, 1 eşit genli¼ge sahip iki soliton tan¬mlar ve

bu iki solitondan biri x = �10 konumu civar¬nda di¼geri ise x = 10 konumu civar¬nda

yerleşmi̧stir. 4 h¬z¬na sahip ayn¬büyüklükteki iki solitonun ters yönde hareketi gö-

zlemlenmi̧stir. Program t = 6 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧s ve iki solitonun birbiriyle

çarp¬̧smas¬Şekil 4.3-4.5 de gösterilmi̧stir. Görüldü¼gü gibi, ayn¬h¬za sahip iki solito-

nun çarp¬̧smas¬çözüm bölgesinin ortas¬nda meydana gelmi̧stir. Bu durum t = 2:5

zaman¬nda Şekil 4.5 de verilmi̧stir. Ayn¬zamanda, bu solitonlar¬n çarp¬̧smadan

sonraki biçimlerinin ayn¬kald¬¼g¬n¬Şekil 4.3 ve Şekil 4.4 e bakarak söyleyebiliriz.

Tablo 4.4 de iki soliton problemi için korunum sabitlerinin de¼gerleri farkl¬zaman-

lar için verilmi̧stir. Algoritman¬n çal¬̧smas¬b¬yunca, C1 sabit kal¬rken, C2 başlang¬ç

durumuna göre %0:11 den daha az bir de¼gi̧sime u¼gram¬̧st¬r. Çarp¬̧sman¬n ard¬ndan

C2 korunum sabiti başlang¬çtaki de¼gerine dönmektedir. Bu yüzden, mevcut al-

goritma ile korunum sabitlerinin tatmin edici bir biçimde bulundu¼gunu söyleyebili-

riz. Çarp¬̧sman¬n daha iyi gözlemlenebilmesi için zamana kaŗs¬solitonlar¬n genlikleri

Şekil 4.6 da gösterilmi̧stir.



75

Tablo 4.4 : ·Iki soliton problemi için korunum sabitleri

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0:0 4:00000 14:66666 3:5 4:00000 14:66667

0:5 4:00000 14:66667 4:0 4:00000 14:66667

1:0 4:00000 14:66667 4:5 4:00000 14:66667

1:5 4:00000 14:66667 5:0 4:00000 14:66667

2:0 4:00000 14:66663 5:5 4:00000 14:66667

2:5 4:00000 14:66556 6:0 4:00000 14:66672

3:0 4:00000 14:66665

t = 1 zaman¬nda de genlik= 1 için iki soliton simülasyonunun sonuçlar¬aşa¼g¬daki

tabloda verilmi̧stir.

Tablo 4.5 : t = 1 de genlik = 1 için iki soliton simülasyonunun sonuçlar¬

h �t Zaman Ĉ1 Ĉ2

0:1 0:01 1:5 0:000000 0:00000

2:5 0:000000 �0:00008

3:5 0:000000 0:00000

4:5 0:000000 0:00000

4.3.3 Solitonlar¬n oluşumu

(a) Duran soliton oluşumu: U(x; 0) başlang¬ç koşuluyla, e¼ger

C =

1Z
�1

U(x; 0)dx � � (4.11)

ise, zamanla bir soliton ortaya ç¬kaca¼g¬, aksi takdirde soliton oluşmayaca¼g¬teorik

olarak bilinmektedir. Bu k¬s¬mda ayn¬gözlemi Maxwell başlang¬ç koşulu
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U(x; 0) = Ae�x
2

(4.12)

yi kullanarak C = A
p
� için yapmaya çal¬̧saca¼g¬z. Böylece (4.12) başlang¬ç koşu-

luyla A �
p
� = 1:7725 için solitonun oluşaca¼g¬n¬, A <

p
� için ise solitonun

oluşmayaca¼g¬n¬tahmin etmekteyiz.

Soliton oluşumu �45 � x � 45 çözüm bölgesinde h = 0:1, �t = 0:04, A = 1;

1:78 ve q = 2 parametrelerinin kullan¬lmas¬yla incelenmi̧stir. Program, solitonun

üretildi¼gi t = 30 zaman¬na kadar çal¬̧st¬r¬lm¬̧st¬r. Solitonun maksimumu Şekil 4.7 de

gösterilmi̧stir. Bu şekle bakt¬¼g¬m¬zda, A = 1:78 ile elde edilen solitonun genli¼ginin
p
� = 1:7725 den daha büyük oldu¼gunu söyleyebiliriz. Şekil 4.8 e bakt¬¼g¬m¬zda ise,

A = 1 ile elde edilen başlang¬ç titreşimlerinin zamanla söndü¼günü görebiliriz.

A = 1:78 için korunum sabitlerinin analitik de¼gerleri C1 = A2
p

�
2
= 3:97100 ve

C2 =
1
4
A2(2

p
2� qA2)

p
� = �4:92562 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Mevcut algoritma ile

elde edilen korunum sabitlerinin say¬sal de¼gerleri ise Tablo 4.6 da verilmi̧stir. Bu

verilere bakt¬¼g¬m¬zda A = 1:78 için C1 de¼gerinin analitik de¼ger ile ayn¬kald¬¼g¬n¬, C2

nin ise biraz de¼gi̧sti¼gini söyleyebiliriz.

Tablo 4.6 : Duran solitonun korunum sabitleri, A = 1:78

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0 3:97100 �4:92562 7 3:97100 �4:93287

1 3:97100 �4:93240 8 3:97100 �4:93279

2 3:97100 �4:93377 9 3:97100 �4:93289

3 3:97100 �4:93326 10 3:97100 �4:93306

4 3:97100 �4:93335 15 3:97100 �4:93375

5 3:97100 �4:93346 20 3:97100 �4:93304

6 3:97100 �4:93298 30 3:97100 �4:93445
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Şekil 4.7 : Duran soliton oluşumu Şekil 4.8 : Duran soliton oluşumu

(b) ·Ilerleyen soliton oluşumu: Önceki test problemindeki parametreler kul-

lan¬larak ilerleyen soliton oluşumu

U(x; 0) = Ae�x
2+2ix (4.13)

Maxwell başlang¬ç koşulu ile araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Böylece A = 1:78 iken 2 yüksekli¼gine

ve 4 h¬z¬na sahip hareketli soliton zaman içinde geli̧smi̧stir. t = 6 zaman¬nda, x

pozitif do¼grultuda hareket eden solitonun tepe noktas¬n¬n konumu x = 24 olarak

kaydedilmi̧stir. Böylece say¬sal h¬z v =al¬nan mesafe=zaman= 24=6 olarak bulunur.

·Ilerleyen solitonun korunum sabitlerinin analitik de¼gerleri A = 1:78 ve q = 2 için

C1 =

r
�

2
A2 = 3:97100 ve C2 = 5

r
�

2
A2 �

p
�

4
qA4 = 10:95838 olarak hesaplan-

m¬̧st¬r. ·Ilerleyen soliton Şekil 4.9 ve 4.10 da çizilmi̧stir. Korunum sabitlerinin say¬sal

de¼gerleri Tablo 4.7 de verilmi̧stir. Görüldü¼gü gibi, C1 sabit kalm¬̧s, C2 ise %1:95

den daha az bir de¼gi̧siklikle bulunmuştur. Başlang¬ç koşulunda A = 1 kullan¬l¬rsa,

Şekil 4.10 dan da görüldü¼gü gibi, yine solitonun zamanla söndü¼gü görülmektedir.

A = 1 ve A = 1:78 (A = 1:78 nokta ve A = 1 çizgi) için Şekil 4.11 ve Şekil 4.12 de

hem duran hemde ilerleyen solitonlar¬n maksimumlar¬gösterilmi̧stir.
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Tablo 4.7 : ·Ilerleyen solitonun korunum sabitleri, A = 1:78

Zaman C1 C2 Zaman C1 C2

0 3:97100 10:95837 7 3:97100 10:97496

1 3:97100 10:97104 8 3:97100 10:97452

2 3:97100 10:97294 9 3:97100 10:97467

3 3:97100 10:97289 10 3:97100 10:97557

4 3:97100 10:97336 15 3:97100 10:97222

5 3:97100 10:97374 20 3:97100 10:97533

6 3:97100 10:97592 30 3:97100 10:97788

Şekil 4.9 : ·Ilerleyen soliton oluşumu Şekil 4.10 : ·Ilerleyen soliton oluşumu
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Şekil 4.11 : Başlang¬ç koşulu (4.12) Şekil 4.12 : Başlang¬ç koşulu (4.13)
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4.4 Sonuç

Bu bölümde, kuartik B-spline kolokeyşin metodu ile s¬n¬rl¬bir aral¬kta Schrödinger

denkleminin say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Schrödinger denkleminde, zaman ayr¬̧st¬r-

mas¬ için Crank-Nicolson metodu ve konum ayr¬̧st¬rmas¬ için de kuartik B-spline

fonksiyonlar¬kullan¬lm¬̧st¬r. Böylece bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde,

denklem say¬s¬ve bilinmeyen say¬s¬s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak eşitlendikten sonra,

elde edilen denklem sistemi fortran kodlar¬kullan¬larak çözülmüştür. Çözüm aşa-

mas¬nda her bir zaman ad¬m¬nda iç iterasyon yard¬m¬yla iyileştirme de yap¬lm¬̧st¬r.

Tek soliton çözümü, iki solitonun çarp¬̧smas¬ve soliton oluşumu gibi standart test

problemleri ile verilen metodun do¼grulu¼gu ve güvenilirli¼gi kan¬tlanm¬̧st¬r. Sonuçlar

analitik de¼gerler ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Korunum sabitlerini hesaplarken genelleştir-

ilmi̧s dikdörtgenler yöntemi kullanmam¬za ra¼gmen, tablolardanda görüldü¼gü gibi

bu sabitler program¬n çal¬̧smas¬ boyunca yeterince korunmuştur. Hata da¼g¬l¬m¬

çeşitli zamanlar için hesaplanm¬̧s, C1 sabitinde de¼gi̧siklik olmazken C2 sabitinde çok

az de¼gi̧siklik oldu¼gu görülmüştür. Ayn¬h¬za sahip iki solitonun çarp¬̧smas¬ son-

ras¬nda bile her iki dalgan¬n şekli de¼gi̧smeksizin ayn¬kalm¬̧st¬r. Soliton oluşumu

�45 � x � 45 çözüm bölgesi üzerinde h = 0:1, �t = 0:04, A = 1; 1:78 ve

q = 2 parametreleri kullan¬larak incelenmi̧s, solitonun maksimumu
p
� = 1:7725

den daha büyük bir genlikle zaman içinde geli̧smi̧s. Genel olarak, kuartik B-spline

kolokeyşin metodunun kullan¬lmas¬sonucunda bulunan korunum sabitlerinin say¬sal

de¼gerlerinin analitik de¼gerlere yak¬n oldu¼gu görüşmüştür.

Sonuç olarak incelenen üç test problemine göre, Schrödinger denkleminin say¬sal

çözümünü elde etmek için önerdi¼gimiz kuartik B-spline kolokeyşin metodunun farkl¬

denklemler içinde güvenilir bir şekilde kullan¬labilece¼gini söyleyebiliriz.
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BÖLÜM 5

SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada konuma göre parçalanm¬̧s RLW, Burger ve NLS denklemlerinin

kuartik B-spline sonlu elemanlar metodu ile say¬sal çözümleri araşt¬r¬lm¬̧s, çözüm-

lerin do¼grulu¼gu tek dalga çözümü, iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬, ard¬̧s¬k dalgalar¬n geli̧simi,

şok dalgalar¬, ilerleyen dalgalar ve dalga oluşumu gibi test problemleri kullan¬larak

kontrol edilmi̧stir.

Birinci bölümde; solitary, soliton, ilerleyen dalgalar, lineer olmayan oluşum denk-

lemleri ve korunum kanunlar¬ ile ilgili k¬sa bilgiler verildikten sonra, sonlu fark-

lar, sonlu elemanlar ve spline kavramlar¬ ile birlikte say¬sal çözümleri araşt¬r¬la-

cak olan RLW, Burger ve NLS denklemleri tan¬t¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde RLW

denkleminin say¬sal çözümü, üçüncü bölümde Burger denkleminin say¬sal çözümü,

dördüncü bölümde ise NLS denkleminin say¬sal çözümü araşt¬r¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci

ve üçüncü bölümlerde denklemlerin konuma göre parçalan¬p çözülmesindeki esas

amaç, parçalanman¬n say¬sal çözümlerdeki etkisini görmektir. Bilindi¼gi gibi baz¬

�ziki olaylar¬modelleyen denklemlerde konuma göre yüksek mertebeden türevler

bulunmaktad¬r. Bu şekilde içinde yüksek mertebeden türev bulunduran denklemler

türevin mertebesi düşürülerek bizim önerdi¼gimiz şekilde çözülüp çözülemeyece¼gini

test ettik. Sonuç olarak gördük ki, önerdi¼gimiz yöntemler ilgili baz¬denklemlerede

güvenle uygulanabilecektir.

Di¼ger bölümlerde s¬ras¬yla RLW, Burger ve NLS denklemlerinin say¬sal çözüm-

leri araşt¬r¬lm¬̧s ve say¬sal çözümlerin do¼grulu¼gu test problemleri yard¬m¬yla ince-

lenmi̧stir. ·Ikinci bölümdeki ilk test probleminde, konum aral¬¼g¬ bölünme say¬s¬

sabitken, zaman art¬m uzunlu¼gu azalt¬ld¬¼g¬nda yada zaman art¬m¬sabitken konum

aral¬¼g¬bölünme say¬s¬artt¬r¬ld¬¼g¬nda, hata normlar¬n¬nda azalmas¬gibi benzer sonuçlar

bulunmuştur. Ayr¬ca iki dalgan¬n çarp¬̧smas¬ test probleminde de çarp¬̧smadan

sonra dalgalar¬n genliklerinde fazla bir de¼gi̧sme olmad¬¼g¬gözlenmi̧s, yani, çarp¬̧sma

i̧sleminden önce ve çarp¬̧sma i̧sleminden sonra her durum için de büyük genlikli

ve küçük genlikli dalgalar¬n şekilleri korunmuş, korunum sabitlerinin iyi bir şekilde
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elde edildi¼gi görülmüş, böylece algoritman¬n bu test problemini de iyi modelledi¼gi

sonucuna var¬lm¬̧st¬r. ·Ilaveten ard¬̧s¬k dalgalar¬n geli̧simi test problemi de öner-

ilen yöntem ile iyi bir şekilde modellenmi̧stir. Üçüncü bölümde de yine Burger

denklemi için uygulanan algoritma, şok dalgalar¬ve ilerleyen dalgalar say¬sal prob-

lemleri kullan¬larak test edilmi̧s ve yöntemin bu denklem içinde güvenilir sonuçlar

üretti¼gi gözlemlenmi̧stir. Son bölümde ise Schrödinger denkleminin say¬sal çözüm-

lerini elde edebilmek için kurulan algoritman¬n güvenilirli¼gi, solitonlar¬n ilerlemesi,

iki solitonun çarp¬̧smas¬ve solitonlar¬n oluşumu gibi test problemleri kullan¬larak

incelenmi̧stir.

Sonuç olarak bu çal¬̧smadan, kuartik B-spline kolokeyşin metodu, hem uygula-

madaki kolayl¬¼g¬ve hemde her iki denklemin say¬sal çözümlerinde verdi¼gi iyi sonuçlar

nedeniyle, benzer tipteki k¬smi türevli diferensiyel denklemlerin çözümünde kul-

lan¬labilecek uygun bir metot oldu¼gu sonucuna var¬labilir.
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