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ÖZET 

 

Bu çalışmanın amacı, dual uzaydaki bir dual eğriye E. Study dönüşümü 

yardımıyla karşılık gelen regle yüzeyin üretimi hakkında yeni bir yaklaşım vermektir. 

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, çalışma hakkında genel bir 

bilginin verildiği giriş kısmına ayrılmıştır. 

 Đkinci bölümde, çalışma için gerekli temel kavramlar ve daha sonra kullanılacak 

olan teoremler verilmiştir. 

 Üçüncü bölümde de, regle yüzeylerin, bir dayanak eğrisi veya iki dayanak eğrisi 

ile üretimi, dual anlamdaki temel tanımları ve açıklamaları, regle yüzeylerin bazı 

geometrik özellikleri olan boğaz eğrisi, dağılma parametresi, karşıt kesit yörüngesi ve 

regle yüzey alanı v.b. verilmiştir.  Dual dönüşüm teorisi kullanılarak bir regle yüzeyin 

nasıl üretileceği ve nasıl açıklanacağı gösterilmiştir. Ayrıca regle yüzeyin en uygun 

üretimi ifade edilerek, regle yüzeylerin kullanıldığı bazı yerler ve sonuçlar ile sonraki 

çalışmalar için öneriler verilmiştir.  

 

 

Anahtar Kelimeler : Bilgisayar Destekli Tasarım, Dual Dönüşüm Yaklaşımı, En 

iyileştirme, Dağılma Parametresi, Regle Yüzey. 
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SUMMARY 

 

The purpose of the study, we will give a new approach about generation of ruled 

surface corresponds a dual curve in the dual space by E. Study displacive theory. 

This work consists of three chapters. The first chapter is devoted to the 

introduction.  

The second chapter deals with the preliminaries, definitions and necessary 

theorems that will be needed for later use.  

In the third chapter,  describes the basic definitions and descriptions of ruled 

surfaces. Summaries some geometric problems which waist curve, distributing 

parameter, trajectory of a cross-section and area of ruled surfaces and shows how to 

describe and generate a ruled surface by using the dual mapping theory and approach. In 

addition to deals with the optimal generation of ruled surfaces and examples for the 

proposed  generation approach of ruled surfaces and concluding remarks and ideas for 

future work. 

 

 

Keywords: Indefinite Computer-aided geometric design (CAGD), Dual mapping 

approach, Optimisation, Distirbuting Parameter, Ruled surfaces 
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BÖLÜM 1

Giri̧s

X do¼grusunun � e¼grisi boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen regle

yüzeyler Öklit geometrisinde, ilgi çekici bir araşt¬rma konusudur. Regle yüzeyler

ilk olarak bütün regle yüzeylerin sa¼glad¬¼g¬ k¬smi diferensiyel denklemi kuran G.

Monge taraf¬ndan araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Regle yüzeyler teorisi, yüzey teorisini ve birtek gerçel parametre ile regle yüzey-

lerin geometrisini çal¬̧smaya imkan sa¼glayan E.Study dönüşümünü kullanarak ge-

li̧stirilmi̧stir.

1- parametreli kapal¬ hareket araşt¬rmas¬ önemli bir konu olmuştur. Bilinmek-

tedir ki, regle yüzeyler teorisi teorik kinematik için uygulanabilmektedir ve birçok

araşt¬rma yap¬lmaktad¬r.

Regle yüzeyler ve özellikle aç¬labilir yüzeyler araba, gemi ürünlerinin imal

edilmesi ve birçok di¼ger alanda örne¼gin hareket analizi , kat¬ cisim similasyonu

ve model tabanl¬ nesne tan¬ma sistemlerinin tasar¬m¬nda kullan¬lm¬̧st¬r.

E.Study dönüşümüne göre E3 3-boyutlu Öklid uzay¬ndaki bir yönlü do¼gru ve

D
3 3-boyutlu dual uzaydaki birim dual küre üzerindeki bir nokta aras¬nda bire bir

eşleşme vard¬r. Bu çal¬̧sma regle yüzeylerin birim dual küre üzerindeki bir nok-

tas¬n¬n yer hareketi ve onun mühendislikteki uygulamalar¬n¬ tart¬̧sarak (�tting ve

interpolasyon yöntemi ile) planlayarak aç¬klar. Baz¬ geometrik problemler ve regle

yüzeyler için en uygun model detayl¬ olarak incelenir. Bu yöntemin do¼grulu¼gu ve

etkinli¼gi örneklerle ve uygulamalarla aç¬klan¬r.

Regle yüzeylerin aç¬klanmas¬, tasar¬m¬ ve modellenmesi, makine mühendisli¼gi

ve mühendislik matemati¼ginde önemli bir konu olmuştur. CAD (Computer Aided

Desing) ve CAM (Computer Aided Manufacturing ) programlar¬ örnek verilebilir.

Son zamanlarda özellikle mühendislikteki çal¬̧smalar, regle yüzey oluşturmak için
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kullan¬lan neredeyse bütün yöntemler, parçalar¬n yüzeylerinin aşa¼g¬ ve yukar¬ pro-

�l e¼grilerini belirler. Regle yüzeyler, ürünlerin tasar¬m ve üretiminde de geni̧s

ölçüde uygulanm¬̧st¬r Vida da ve dual say¬ cebirinde Study dönüşümü teorisi, 3-

boyutlu Öklid uzay¬ndaki bir yönlü do¼gru ile 3-boyutlu dual uzaydaki birim küre

yüzeyi üzerindeki dual noktan¬n bire bir eşledi¼gini gösterir.

Bu teoriye dayanarak dual dönüştürme yaklaş¬m¬ D3 uzay¬nda birim dual küre

yüzeyindeki bir noktay¬, E3 uzay¬ndaki yönlü bir do¼gruya dönüştürmek için sunul-

muştur. E3 uzay¬ndaki bir do¼grunun hareket merkezi, D3 uzay¬nda birim dual

küre yüzeyindeki bir nokta ile aç¬klanabilir ve E
3 uzay¬nda bir regle yüzey,

D
3 uzay¬nda birim dual küre yüzeyinde bir tek dual e¼griye kaŗs¬l¬k gelir. Bu

yüzden bir regle yüzeyin üretimi kaŗs¬l¬k getirilen birim dual e¼grinin belirlenme-

sine dönüştürülebilir. Bu yeni yöntemin ayr¬nt¬lar¬ ve uygulamalar¬ çal¬̧smada

tart¬̧s¬l¬yor.

Eski̧sehir, 2008 Gökçe Dalk¬ran
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BÖLÜM 2

Temel Kavramlar

Bu bölümde çal¬̧smaya esas olan tan¬m ve teoremler verilecektir. Referans

verilmemi̧s olanlar genel olarak (Hac¬saliho¼glu, 1983) den al¬nm¬̧st¬r.

2.1 Dual Say¬lar

Reel say¬lar cümlesi (+) toplama ve (:) çarpma i̧slemlerine göre bir cisimdir.

Reel say¬lar cümlesi R ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.1: 8 a, a0 2 R olmak üzere A = (a; a0) ikilisine bir s¬ral¬ ikili

denir.

Bu şekilde tan¬mlanan s¬ral¬ ikililerin R� R cümlesi D ile gösterilsin.

D=
��
a; a0

�
: a; a0 2 R

	

üzerinde iki iç i̧slem ve bir eşitlik şu şekilde tan¬mlan¬r:

Tan¬m 2.1.2: A = (a; a0) ve B = (b; b0) olmak üzere

� : D� D �! D

iç i̧slemi

A�B =
�
a; a0

�
�
�
b; b0

�
=
�
a+ b; a0 + b0

�

şeklinde tan¬mlan¬r ve D deki toplama olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.1.3: A = (a; a0) ve B = (b; b0)olmak üzere

� : D� D �! D

iç i̧slemi

A�B =
�
a; a0

�
�
�
b; b0

�
=
�
a � b; a:b0 + a0:b

�
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şeklinde tan¬mlan¬r ve D deki çarpma olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.1.4: A = (a; a0) ve B = (b; b0) 2 D için

a = b ve a0 = b0

ise A ile B eşittir denir ve A = B şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.1.5: R reel say¬lar cümlesi olmak üzere

D = R� R

cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik i̧slemleri yukar¬daki gibi tan¬mlanm¬̧s

ise D cümlesine dual say¬lar sistemi ve 8 (a; a0) 2 D eleman¬na bir dual say¬
denir.

Teorem 2.1.1: (D; �; �) üçlüsü birimli ve de¼gi̧simli bir halkad¬r.
Bu halkan¬n toplamaya göre birim eleman¬ (0; 0), çarpmaya göre birim eleman¬

ise, (1; 0) d¬r.

Teorem 2.1.2: (D; �; �) üçlüsü bir cisim de¼gildir.

Tan¬m 2.1.6: a; a0 2 R; a 6= 0 için A = (a; a0) , B = (b; b0) ve X = (x; x0)

olmak üzere

A�X = B

denkleminin bir tek çözümü vard¬r. Gerçekten Tan¬m 2.1.3. den

�
ax; ax0 + a0x

�
=
�
b; b0

�

ve Tan¬m 2.1.4. den de

X =

�
b

a
;
ab0 � a0b
a2

�

olur. Dolay¬s¬yla X 2 D elde edilir. X dual say¬s¬na, B nin A ya bölümü denir.
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Teorem 2.1.3: Dual say¬lar halkas¬, R reel say¬lar cismine izomorf bir alt

cümleyi, alt cisim olarak kapsar ( Du¤y, 1980).

Bu teoremin bir sonucu olarak, reel say¬lar cümlesine izomorf olan,

f(a; 0) : a; 0 2 Rg

dual say¬lar cümlesinin herbir eleman¬, izomorfu olan reel say¬ ile gösterilebilir.

K¬saca,

(a; 0) �= a , (1; 0) �= 1

olarak al¬nabilir. Genel olarak bu notasyonu kullanaca¼g¬z ve ayr¬ca \�" ve \�"
i̧slemleri yerine \ + " ve \ � " i̧saretlerini tercih edece¼giz.
D halkas¬nda, (0; 1) dual say¬s¬ dual birim olarak adland¬r¬l¬r ve

" = (0; 1)

ile gösterilir. Çarpma i̧sleminin tan¬m¬na göre,

"� " = "2 = (0; 0) �= 0

oldu¼gu kolayca görülebilir.

Teorem 2.1.4: Her A = (a; a0) dual say¬s¬,

A = a+ "a0 ; " = (0; 1)

şeklinde yaz¬labilir.

Tan¬m 2.1.7: Bir A = a+ "a0 2 D dual say¬s¬ndaki \ a " reel say¬s¬na A n¬n
reel k¬sm¬, \ a0 " reel say¬s¬na da A n¬n dual k¬sm¬ denir.

Teorem 2.1.5: ·Iki dual say¬n¬n çarp¬m¬ s¬f¬r ise, çarpanlardan biri s¬f¬r olmak

zorunda de¼gildir.
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Tan¬m 2.1.8: Z = x+"x0 dual say¬s¬n¬nmodül de¼geri diye jxj reel say¬s¬na
denir ve

jZj =
��x+ "x0

��

= jxj

ile gösterilir.

2.2 Dual Vektörler Uzay¬ (D - Modül)

D� D� D = D3 = f(A1; A2; A3) : A1; A2; A3 2 D g

cümlesinin her bir eleman¬ bir büyük harf ile gösterilirse, A 2 D3 içinA=(A1; A2; A3)
veya A=(Ai) ; (i = 1; 2; 3) notasyonlar¬ndan birisi kullan¬labilir.

Bu cümle içinde aşa¼g¬daki tan¬mlar¬ verelim.

Tan¬m 2.2.1: Her A=(Ai), B=(Bi) 2 D3 için

A = B , Ai = Bi ; (i = 1; 2; 3)

d¬r.

Tan¬m 2.2.2: Her A=(Ai), B=(Bi) 2 D3 için, (i = 1; 2; 3) ;

+ : D3 � D3 �! D
3

iç i̧slemi

A+B = (Ai +Bi)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada, A+B ye D3 de A ile B nin toplam¬ denir.

Tan¬m 2.2.3: � 2 D ve A 2 D3 için,

� : D� D3 �! D
3

d¬̧s i̧slemi

�:A = ( �Ai) , (i = 1; 2; 3)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Burada �:A ya A n¬n � skalar¬ ile çarp¬m¬ denir.

Teorem 2.2.1: (D3;+; �) sistemi D halkas¬ üzerinde bir modüldür.

Tan¬m 2.2.4: (D3;+; �) üçlüsüne D -Modül ve bunun elemanlar¬ olan s¬ral¬

dual üçlülere, dual vektörler diyece¼giz ve
�!
A = (Ai) şeklinde gösterece¼giz.

Teorem 2.2.2: �!a ;
�!
a0 2 R3 olmak üzere D -Modülde her bir �!A dual vektörü

�!
A = �!a + "

�!
a0 ; " = (0; 1) 2 D

şeklinde yaz¬labilir.

Teorem 2.1.3 ile benzer olarak; R3 vektör uzay¬, D -Modülün elemanlar¬

(�!a ; 0) = �!a + "
!

0 şeklinde olan alt cümlesine izomorftur.

D-Modülün toplamaya göre birim eleman¬,

!

0 =
!

0 + "
!

0

şeklinde gösterilir. Buna s¬f¬r dual vektörü denir.
�!
A = �!a + "

�!
a0 ve

�!
B =

�!
b + "

�!
b0 dual vektörlerinin eşitli¼gi,

�!
A =

�!
B , �!a = �!b ve

�!
a0 =

�!
b0

ile verilir. Bu Tan¬m 2.2.1 ile eş anlaml¬d¬r.

Tan¬m 2.2.5: Her
�!
A ,
�!
B 2 D-Modül için,

h; i : D3 � D3 �! D��!
A;
�!
B
�
�!

D�!
A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b

E
+ "

�D�!
a0 ;
�!
b
E
+
D�!a ;

�!
b0
E�

ile tan¬mlanan h; i fonksiyonuna D-Modülde bir iç çarp¬m fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.2.6: Bir
�!
A = �!a + "

�!
a0 dual vektörünün normu diye

�!A
 =

�D�!
A;
�!
A
E� 1

2

=

0
@k�!a k ;

D�!a ;
�!
a0
E

k�!a k

1
A ; �!a 6=

!

0
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dual say¬s¬na denir.

Tan¬m 2.2.7: Normu reel birime kaŗs¬l¬k gelen (1; 0) dual say¬s¬ olan dual

vektöre birim dual vektör denir.

Tan¬m 2.2.8:
�!
A = �!a + "

�!
a0 2 D-Modül olmak üzere,

�!
A 0 =

�!
A�!A


birim dual vektörüne,
�!
A dual vektörünün ekseni denir.

�!
A = �!a + "

�!
a0 , �!a 6=

!

0 , dual vektörünün eksenini, k =

D�!a ;
�!
a0
E

k�!a k2
olmak üzere,

�!
A 0 =

�!a
k�!a k + "

�!
a0 � k�!a
k�!a k

şeklinde yazabiliriz.

Tan¬m 2.2.10: K =
n�!
X = ~x+ "

�!
x0 :

�!X
 = (1; 0) ; ~x;

�!
x0 2 R3

o

cümlesine D-Modülde birim dual küre denir.

Teorem 2.2.3 (E. Study):
�!
A = �!a + "

�!
a0 , �!a 6= ~0 olmak üzere

D-Modül de denklemi, �!A
 = (1; 0)

olan birim dual kürenin dual noktalar¬, E3 deki yönlü do¼grulara bire-bir kaŗs¬l¬k

gelir.

Birim dual küre üzerindeki bir A dual noktas¬n¬ merkeze birleştiren birim dual

yer vektörü,
�!
A = �!a + "

�!
a0

ise Teorem 2.2.3. den dolay¬, çizgiler uzay¬nda bir tek yönlü do¼gruya kaŗs¬l¬k gelir.

Burada �!a 2 E3 vektörü, bu yönlü do¼grunun do¼grultman vektörü,
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�!
a0 2 E3 vektörü ise, X bu do¼grunun üzerinde bir nokta ve O bir başlang¬ç noktas¬

olmak üzere,
�!
a0 =

��!
OX ��!a

ile belirlenen bir moment vektörüdür. Bu vektöre, çizgiler uzay¬ndaki do¼grunun

başlang¬ca göre vektörel momenti denir.

Tan¬m 2.2.11 (Taylor Aç¬l¬m¬): Z = x+ "x0 2 D olmak üzere

f(Z) = f(Z0) +
Z � Z0
1!

f p(Z0) +
(Z � Z0)2

2!
f pp(Z0) + :::+

(Z � Z0)n
n!

f (n)(Z0) + :::

serisine f dual fonksiyonunun Z0 2 D noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬ denir.
Bu tan¬m gere¼gince, f dual fonksiyonunun Z0 = 0 noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬

f(x+ "x0) = f(x) + "x0f p(x)

şeklini al¬r. O halde, f(x + "x0) = cos(x + "x0), sin(x + "x0), sh(x + "x0) ve

ch(x+ "x0) dual fonksiyonlar¬n¬n 0 = (0; 0) dual noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬mlar¬:

cos(x+ "x0) = cosx� "x0 sin x

sin(x+ "x0) = sin x+ "x0 cosx

sh(x+ "x0) = shx+ "x0chx

ch(x+ "x0) = chx+ "x0shx

olarak elde edilir.

Tan¬m 2.2.12: D-Modül de aç¬,
�!
A;

�!
B birer birim dual vektör olmak üzere,

cos� =
D�!
A;
�!
B
E

ifadesi ile verilir. � = ' + "'0 dual say¬s¬na
�!
A ile

�!
B birim dual vektörleri

aras¬ndaki dual aç¬ denir.
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Şimdi, iki birim dual vektör aras¬ndaki dual aç¬n¬n, R3 deki yönlü do¼grular¬n

uzay¬ olan çizgiler uzay¬ndaki anlam¬n¬ araşt¬ral¬m. Bunun için
�!
A ile

�!
B birim

dual vektörlerinin

D�!
A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b

E
+ "

�D�!
a0 ;
�!
b
E
+
D�!a ;

�!
b0
E�

iç çarp¬m¬ndan hareket edelim. E. Study teoremi gere¼gince
�!
A ve

�!
B birim dual

vektörleri R3 de iki yönlü d1 ve d2 do¼grular¬na kaŗs¬l¬k gelirler, d1 in yönü
�!a , yeri

(momenti)
�!
a0 , d2 nin yönü

�!
b , yeri

�!
b0 ile belli oldu¼gundan �!a ile �!b aras¬ndaki aç¬

' ise, yukar¬daki iç çarp¬m¬n reel k¬sm¬,

D�!a ;�!b
E
= cos'

d¬r. Şimdi de dual iç çarp¬mdaki
D�!
a0 ;
�!
b
E
+
D�!a ;

�!
b0
E
dual k¬sm¬n anlam¬n¬

araşt¬ral¬m.
�!
a0 ve

�!
b0 momentleri, do¼grular üzerindeki noktalar¬n seçili̧sinden ba¼g¬ms¬z

oldu¼gundan, X ve Y noktalar¬n¬, d1 ve d2 do¼grular¬n¬n ortak dikmesinin dikme

ayaklar¬ olarak seçebiliriz (Şekil 2.1). Bu ortak dikme do¼grultusundaki birim vek-

tör

O

Y

X

d1

d2

f

f 0n

x

y

b

a

0a

0bO

Y

X

d1

d2

f

f 0n

x

y

b

a

0a

0b

Şekil 2.1
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�!n = �
�!a ��!b�!a ��!b



ile belirtilebilir. d1 ve d2 do¼grular¬ aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k '0 ile gösterilirse,

�!x ��!y = �'0
�!a ��!b�!a ��!b



yaz¬labilir. Vektörel momentler
�!
a0 = �!x ��!a ,

�!
b0 = �!y ��!b oldu¼gundan

D�!
a0 ;
�!
b
E
=
D�!x ��!a ;�!b

E
=
D�!x ;�!a ��!b

E

ve D�!a ;
�!
b0
E
=
D�!a ;�!y ��!b

E
= �

D�!y ;�!a ��!b
E

olur. Buradan dual k¬s¬m için,

D�!
a0 ;
�!
b
E
+
D�!a ;

�!
b0
E
=

D�!x ��!y ;�!a ��!b
E

= �
*
'0

�!a ��!b�!a ��!b

;�!a ��!b

+

= �'0 sin'

bulunur. Reel ve dual k¬s¬mlar için buldu¼gumuz de¼gerleri, dual iç çarp¬m ifadesinde

yerine koyarsak, D�!
A;
�!
B
E
= cos'� "'0 sin'

elde edilir. Bu ifade de (�) i̧sareti gözönüne al¬n¬rsa, � = ' + "'0 bir dual say¬
olmak üzere, Taylor formülü gere¼gince,

D�!
A;
�!
B
E
= cos�

yaz¬labilir. O halde
�!
A ve

�!
B birim dual vektörleri aras¬ndaki � = ' + "'0 dual

aç¬s¬, bunlar¬n R3 de temsil ettikleri d1 ve d2- yönlü do¼grular¬n¬n aras¬ndaki '

aç¬s¬ ve en k¬sa uzakl¬¼g¬ gösteren '0 reel çiftinden oluşur.
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�!
OA =

�!
A ve

��!
OB =

�!
B birim dual vektörlerinin uçlar¬ D-Modül de O merkezli

birim dual kürenin A ve B dual noktalar¬n¬ belirtece¼ginden
�!
A ile

�!
B aras¬ndaki

� = ' + "'0 dual aç¬s¬ A ve B dual noktalar¬ndan geçen dual büyük dairenin
_

AB dual yay uzunlu¼gu olarak düşünülebilir.

Tan¬m 2.2.13: Her
�!
A;

�!
B 2 D-Modül dual vektörlerinin d¬̧s çarp¬m¬

� : D3 � D3 �! D
3

şeklinde bir i̧slemdir ve

�!
A ��!B = �!a ��!b + "

��!a �
�!
b0 +

�!
a0 ��!b

�

olarak tan¬mlan¬r.

2.3 Regle Yüzeyler

�!
X = �!x + "

�!
x0 = X(x1; x2; x3;x

0
1; x

0
2; x

0
3) do¼grusunun (x1; x2; x3;x

0
1; x

0
2; x

0
3)

normlanm¬̧s homogen olmayan alt¬ Plücker do¼gru koordinatlar¬ aras¬nda
8
<
:

x21 + x
2
2 + x

2
3 = 1

x1x
0
1 + x2x

0
2 + x3x

0
3 = 0

ba¼g¬nt¬lar¬ndan başka

F (x1; x2; x3;x
0
1; x

0
2; x

0
3) = 0

�(x1; x2; x3;x
0
1; x

0
2; x

0
3) = 0

	(x1; x2; x3;x
0
1; x

0
2; x

0
3) = 0

ba¼g¬nt¬lar¬ da varsa
�!
X do¼grusunun ba¼g¬ms¬z parametre say¬s¬ bir tanedir.

Tan¬m 2.3.1: E. Study tekabülüne uyan ve ba¼g¬ms¬z bir parametreye ba¼gl¬

(11) say¬daki X do¼grular¬n¬n cümlesine regle yüzey veya ¬̧s¬n yüzeyi denir.
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�!
A;
�!
B ;
�!
C belli has dual vektörler olmak üzere,

F :::
D�!a ;

�!
x0
E
+
D�!
a0 ;�!x

E
= 0

� :::
D�!
b ;
�!
x0
E
+
D�!
b0 ;�!x

E
= 0

	 :::
D�!c ;

�!
x0
E
+
D�!
c0 ;�!x

E
= 0

şeklinde verilebilir. O zaman bir regle yüzey F = 0, � = 0, 	 = 0 ¬̧s¬n kompleks-

lerinin üçünde de ortak olan (11) do¼grunun cümlesi olarak düşünülebilir.

Bir regle yüzey,
�!
X =

�!
X (t) bir t parametresine ba¼gl¬ birim dual vektörel

fonksiyon olmak üzere
�!
X = �!x (t) + "

�!
x0(t)

birim dual vektörüne �!X
 =

��!OX
 = (1; 0)

birim dual küresi üzerinde bir dual X noktas¬ kaŗs¬l¬k gelir. Biliyoruz ki; bu

noktaya da R3 de bir
�!
X do¼grusu kaŗs¬l¬k gelir. t parametresi de¼gi̧stikçe

��!
OX =

�!
X (t) = �!x (t) + "

�!
x0(t)

birim dual vektörü birim dual küre üzerinde bir e¼gri çizer. Bu e¼griye de R3 de bir

regle yüzey kaŗs¬l¬k gelir.

X dual e¼grisine regle yüzeyin dual küresel resmi denir. Birim dual küre

üzerinde
�!
X =

�!
X (t) dual e¼grisinin

d� = d'+ "d'0 (2.1)

dual yay elementi için

d�2 =
D
d
�!
X; d

�!
X
E
=

*
��!
X;

��!
X

+
dt2 (2.2)

yaz¬labilir. Tan¬m 2.1.4 den (2.2) ifadesi

d�2 = hd�!x ; d�!x i ve d'd'0 =
D
d�!x ; d

�!
x0
E
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şeklinde elde edilir. d� dual büyüklü¼gü bilindi¼gi gibi
�!
X (t) ve

�!
X (t + dt) komşu

birim dual vektörler aras¬ndaki dual aç¬, yani bu iki birim dual vektörün birim

dual küre üzerindeki uç noktalar¬n¬n dual k¬s¬mlar¬na
�!
X (t) ve

�!
X (t + dt) birim

dual vektörlerine regle yüzeyde kaŗs¬l¬k gelen komşu iki anado¼gru aras¬ndaki aç¬

ile bu komşu iki anado¼gru aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k kaŗs¬l¬k gelir.

D
d
�!
X; d

�!
X
E
= hd�!x ; d�!x i+ 2"

D
d�!x ; d

�!
x0
E

dual ifadesi, iç çarp¬m olmas¬ nedeniyle koordinat de¼gi̧simlerine kaŗs¬ de¼gi̧smezdir.

Bu nedenle,

hd�!x ; d�!x i ve
D
d�!x ; d

�!
x0
E

reel büyüklükleri de koordinat de¼gi̧simlerine kaŗs¬ de¼gi̧smezdir. Dolay¬s¬yla aç¬

ile en k¬sa uzakl¬¼g¬n oran¬ regle yüzeyin en basit (yani en küçük mertebeden)

diferensiyel de¼gi̧smezi olur.

Tan¬m 2.3.2:

1

d
=

D
d�!x ; d

�!
x0
E

hd�!x ; d�!x i =
d':d'0

d':d'
=
d'0

d'

ifadesindeki
1

d
büyüklü¼güne regle yüzeyin t parametresine ait olan

�!
X anado¼grusu

boyunca da¼g¬lma parametresi veya drali denir. Başka bir deyi̧sle; regle yüzeyin

komşu iki anado¼grusu aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬¼g¬n bu iki komşu anado¼gru aras¬n-

daki aç¬ya oran¬na regle yüzeyin da¼g¬lma parametresi (drali) denir.

Tan¬m 2.3.3: Komşu anado¼grular¬ kesi̧sen regle yüzeylere torslar veya aç¬la-

bilir regle yüzeyler denir.

Torslar için dralin s¬f¬r olmas¬ bir karakteristiktir. Zira,

1

d
=
d'0

d'
= 0) d'0 = 0

d¬r. Bu ise,
�!
X (t) ve

�!
X (t + dt) birim dual vektörlerine regle yüzeyde kaŗs¬l¬k

gelen komşu iki anado¼grular¬n kesi̧smesi demektir. Dralin bu tan¬m¬ silindirler
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için geçerli de¼gildir. Drali s¬f¬r olmayan bir regle yüzeyde komşu anado¼grular

ayk¬r¬d¬r yani; komşu iki anado¼gru bir düzlem teşkil etmez.

Tan¬m 2.3.4:
�!
X =

�!
X (t);

�!X (t)
 = 1; t 2 R regle yüzeyinde �!X (t) ve

�!
X (t+dt) komşu anado¼grular¬n ortak dikmesinin,

�!
X (t) anado¼grusu üzerindeki

aya¼g¬na,merkez noktas¬ veya striksiyon noktas¬ denir. Bu noktalar¬n geometrik

yerine ise bo¼gaz çizgisi veya striksiyon çizgisi ad¬ verilir.

Verilen bir regle yüzey üzerinde bütün anado¼grular¬ kesen bir (C) e¼grisi yüzeyin

dayanak e¼grisi (referans e¼grisi) olarak al¬nabilir.

Tan¬m 2.3.5:
�!
X =

�!
X (t);

�!X (t)
 = 1; t 2 R regle yüzeyinin bütün anado¼gru-

lar¬n¬ dik kesen e¼griye regle yüzeyin ortogonal yörünge e¼grisi denir.

Tan¬m 2.3.6: E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda, verilen l do¼grusunun, verilen

r e¼grisi boyunca hareket ettirilmesi ile bir yüzey elde edilebiliyorsa, bu yüzeye

3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir regle yüzey denir. Bu durumda verilen l do¼grusu

regle yüzeyin anado¼grusu ve r e¼grisi de regle yüzeyin dayanak e¼grisi olarak

adland¬r¬l¬r.

E
3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda f0g � I � R olmak üzere diferensiyellenebilir

birim h¬zl¬ bir e¼gri

r : I ! E
3

t! r(t) = (r1 (t) ; r2 (t) ; r3 (t))

olsun. Her t 2 I için r(t) noktas¬ndaki Tr(t) te¼get vektörü ile anado¼grunun do¼grult-
man vektörü lineer ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

l : R! E
3

v ! l(v) = (r1(t) + va1(t); r2(t) + va2(t); r3(t) + va3(t))

do¼grusunu seçelim. Burada 1 � i � 3 olmak üzere ai(t) 2 R skalarlar¬ r(t)

noktas¬ndaki do¼grultman vektörü bileşenleridir.
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l do¼grusunun r e¼grisi boyunca hareket etmesiyle, (I � R; ') parametrizasyonu
ile verilen bir

' : I � R ! E
3

(t; v) ! '(t; v) = (r1(t) + va1(t); r2(t) + va2(t); r3(t) + va3(t))
(2.3)

regle yüzeyi elde edilir.

Tan¬m 2.3.7: Bir '(t; v) regle yüzeyinin merkez noktas¬n¬n �r yer vektörü,

dayanak e¼grisinin r(s) yervektörü, x(s) do¼grultman vektörü ve dayanak e¼grisine

olan �u uzakl¬¼g¬ cinsinden

�r(s; �u) = r(s) + �ux(s) (2.4)

şeklinde ifade edilir (Şekil 2.2). �u parametresi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin yer

vektörü ve do¼grultman cinsinden ifade edilebilir.

Şekil 2.2

Regle yüzeyin ilk ikisi x(s) ve x(s)+dx(s) olan komşu üç anado¼grusunu seçelim

(Şekil 2.3).
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Şekil 2.3

Burada P ve Q farkl¬ iki bo¼gaz noktas¬d¬r. Buna göre,

�r(s; �u) = r(s)�

�
dx

ds
; t

�


dx

ds


2 x(s) (2.5)

şeklindedir. E¼ger


dx

ds


2

= 0 ise regle yüzey, striksiyon e¼grisine sahip de¼gildir. Bu

durum regle yüzeyin silindir olmas¬n¬ karakterize eder.

Regle yüzeyler için striksiyon e¼grisi dayanak e¼grisi olarak al¬nabilir. Bunun için

�u = 0 veya

�
dx

ds
; t

�
= 0 al¬nmas¬ yeterlidir.

Tan¬m 2.3.8:

' : I � R ! E
3

(t; v) ! '(t; v) = r(t) + vx(t)

regle yüzeyi 8t 2 I için
'(t+ 2�; v) = '(t; v) (2.6)

olacak şekilde periyodik ise regle yüzeye kapal¬d¬r denir.

Kapal¬ regle yüzeylerin dayanak e¼grileri ve anado¼grular¬n¬n küresel göstergeleri

kapal¬ e¼grilerdir. Yani, bir periyot sonra her anado¼gru kendi üzerine gelir.
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Tan¬m 2.3.9 (Lagrange Özdeşli¼gi): Uzayda herhangi a; b; c; d vektörleri

için

h(a� b) ; (c� d)i = ha; ci hb; di � ha; di hb; ci (2.7)

özdeşli¼gi geçerlidir (Kaya, 1996.).

Tan¬m 2.3.10: Uzayda herhangi a; b; c vektörlerinin bir vektörel ve bir skalar

çarp¬m¬n¬n bileşimi olan

ha; b� ci

skalar de¼gerine bu üç vektörün karma çarp¬m¬ denir. Bu karma çarp¬m

ha; b� ci = det(a; b; c) (2.8)

şeklinde de tan¬mlanabilir (Kaya, 1996).

Tan¬m 2.3.11 (·Interpolasyon Yöntemi)

·Ilk kez uygulamal¬ matematik biliminin bir alt kategorisi olan say¬sal analiz

yöntemlerinde tan¬mlanan ve elde var olan de¼ger noktalar¬ndan yola ç¬karak de¼geri

bilinmeyen bir di¼ger noktadaki de¼geri tahmin etmeye yarayan yöntemlerin tümüne

verilen genel isimdir. En basit tan¬m¬yla "var olan say¬sal de¼gerleri kullanarak boş

noktalardaki de¼gerlerin tahmin edilmesi" olarak aç¬klanmaktad¬r.

·Interpolasyon genelde mühendislik ve ölçümlere dayal¬ benzeri bilim dallar¬nda

toplanan verilerin uygun bir fonksiyon e¼grisine dönüştürülmesi amac¬yla kullan¬l-

maktad¬r. Elde toplanan verilerin heterojen oldu¼gu durumlarda interpolasyon ile

boş alanlardaki de¼gerlerin bulunmas¬ önem kazanmaktad¬r.

Do¼grusal interpolasyon, polinom interpolasyon ve spline interpolasyonu gibi

çeşitleri vard¬r.

Tan¬m 2.3.12 (Fitting E¼gri (Uygun E¼gri ))

Uygun e¼griyi bulma olarak bilinen say¬sal yöntem, bütün uygulamal¬ �zik,

kimya, matematik vb. bilimler için çok önemli bir i̧slemdir. Uygun e¼griyi bul-
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man¬n amac¬, ölçülen bir da¼g¬l¬ma uyan fonksiyonun bulunmas¬d¬r. ·Istatistik bili-

minde regresyon olarak bilinen i̧slemler asl¬nda bir uygun do¼grusal e¼griyi bulmad¬r.

Uygulamal¬ bilimler için do¼grusal bir denklem tak¬m¬n¬n çözümü önemli ve

vazgeçilmez i̧slemlerden biridir. Çok s¬k kaŗs¬laş¬lan bu i̧slemlerin çözümü baz¬

özel denklem tak¬mlar¬ d¬̧s¬nda elle yap¬lamayacak kadar uzun ve karmaş¬kt¬r.

Bunun d¬̧s¬nda denklem tak¬mlar¬n¬n çözümü bir bilgisayar program¬ gerektire-

bilir. Say¬sal çözümlemenin en çok kullan¬ld¬¼g¬ yerlerden biri olan bu denklem

tak¬mlar¬n¬n çözümü için geli̧stirilmi̧s ve kullan¬ld¬¼g¬ yere ba¼gl¬ olarak oldukça iyi

yaklaş¬mlar yapan yöntemler vard¬r. Fitting yöntemi de bunlardan birisidir.

Tan¬m 2.3.13 (CAD / CAM)

CAD yani Computer Aided Desing (drafting) yada dilimizdeki benimsenmi̧s

kaŗs¬l¬¼g¬yla Bilgisayar destekli tasar¬m, ad¬ndan da anlaş¬ld¬¼g¬ gibi � tasar¬m¬n

yap¬lmas¬n¬ kolaylaşt¬rmak, h¬zland¬rmak, kalitesini yükseltmek gibi amaçlara ulaş-

mak için araç olarak bilgisayardan yararlanma� eylemidir. Bilgisayar e¼ger do¼gru

veriler girilirse, ileri matematik ve geometri yetenekleri sayesinde kusursuz e¼griler,

çemberler, çizgiler ve bunlar¬n gerek iki gerekse üç boyutta kombinasyonlar¬ndan

oluşan nesneler çizebilir. Bu nesneler ço¼galt¬labilir, taş¬nabilir, döndürülebilir,

ölçeklenebilir, silinebilir, birbiriyle kesi̧stirilebilir, eklenip ç¬kart¬labilir, farkl¬ aç¬lar-

dan görüntülenebilir. Bir CAD yaz¬l¬m¬, az önce yaln¬zca bir kaç¬n¬ sayd¬¼g¬m¬z çok

say¬da i̧slemi, bir arayüz ile tasar¬mc¬ için kullan¬̧sl¬ hale getirerek, bilgisayar uz-

man¬ olmas¬na gerek kalmadan tasar¬m eylemini bilgisayar üzerinde yapabilmesini

sa¼glar.

Cam ise Computer Aided Manufacturing yani Bilgisayar Destekli Üretim,

imalatta bilgisayar yard¬m¬yla çal¬̧s¬lmas¬d¬r.



20

BÖLÜM 3

Regle Yüzeylerin Üretilmesine Yeni Bir Yaklaş¬m

3.1 Hat¬rlatmalar

Bu k¬s¬mda öncelikle çal¬̧smada kullan¬lacak baz¬ kavramlar farkl¬ bir an-

lat¬mla ifade edilmi̧stir.

3.1.1. Regle Yüzeyler

Bir regle yüzey bir do¼gru parças¬n¬n hareket merkezinin bir boyutta hareket

ettirilmesiyle oluşan yüzeydir, yada uzaydaki do¼grular¬n ailesidir (Ding ve Davies,

1987). Bu

r(u; v) = r0(u) + va(u) (3.1)

şeklinde ifade edilebilir. Burada u 2 [u1; u2] ve v 2 [v1; v2] için r0(u) bir dayanak
e¼grisi a(u) do¼grultman vektör ve r0(u) dan r(u; v) noktas¬na uzakl¬¼g¬n¬ v paramet-

releri gösterir. Ayr¬ca bir regle yüzey iki dayanak e¼grisi r1(u) ve r2(u) ile de ifade

edilebilir. Şekil 3.1-b de görüldü¼gü gibi, verilen herbir u de¼geri için bulunan ve

ayn¬ zamanda anado¼gru üzerinde olan r1(u) ve r2(u) noktalar¬, dayanak e¼grileri

boyunca hareket eder. Buna göre u 2 [u1; u2] ve v 2 [v1; v2] oldu¼gunda, regle

yüzeyin parametrik ifadesi

r(u; v) = r1(u) + v[r2(u)� r1(u)] (3.2)

şeklinde yaz¬l¬r. Yüzey modelleme sistemlerinde do¼grultman olarak, do¼grular,

yaylar, çemberler, konikler (parabol, elips, hiperbol vb.), spline e¼grileri, bezier

e¼grileri, B-spline e¼grileri ve rasyonel e¼griler vb. seçilebilirler. Tipik regle yüzeyler

ise silindirler, koniler, hiperboloid, hiperbolik paraboloid ve bir uzay yüzeyinin

tanjant (te¼get) yüzeyleridir.
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Şekil 3.1 a) Bir dayanak e¼grisi ve do¼grultman ile tan¬mlanan regle yüzey:

2 ( )r u

( )a u

( , )ruv

1x

3x

2x

v

u

1( )r u

o

Şekil 3.1-b) ·Iki dayanak e¼grisi ile tan¬mlanan regle yüzey.
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3.1.2 Dual Say¬, Dual Vektör ve Dual Uzay

E¼ger a ve a0 reel say¬ olarak al¬n¬rsa bir dual say¬

â = a+ "a0 (3.3)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Burada " bir kompleks birimi temsil eder. Bu karmaş¬k say¬lardaki i ile benzer-

lik gösterir, fakat i den farkl¬ karakteristik özelliklere sahiptir. i 6= 0; i2 = �1 iken

" 6= 0 ve "2 = 0 d¬r. Asl¬nda bir dual say¬ " a göre bir polinom gibi düşünülebilir.

a ve a0, u reel parametresinin bütün reel fonksiyonlar¬ysa, yani a = a(u) ve

a0 = a0(u) olsun. O zaman â = â(u) bir dual fonksiyondur. (0 � x1x2x3), E3

te bir ortogonal koordinat sistemi olarak verilmi̧sse ve xk ekseninin pozitif yönü

s¬ras¬yla ik (k = 1; 2; 3) birim vektörlerle aç¬klan¬rsa, o zaman

x̂ = (x̂1; x̂2; x̂3) = x̂1i1 + x̂2i2 + x̂3i3 (3.4)

bir dual vektör olarak isimlendirilir.

x̂k = xk + "x
0
k : : : (k = 1; 2; 3) x̂ n¬n dual koordinatlar¬d¬r. E¼ger jx̂j = 1

veya < x̂; x̂ >= 1 ise , x̂ bir dual birim vektördür. Lineer uzay bütün n boyutlu

dual vektörlerden oluşan dual uzay olarak adland¬r¬l¬r. D3 te, bir dual vektör

x̂ = (x̂1; x̂2; x̂3), bir dual nokta yer vektörü olarak tan¬mlan¬r ve bütün dual

birim vektörlerden oluşan küme O merkezli bir birim dual küredir. Ayr¬ca R

reel say¬lar kümesi olmak üzere D = R� R kümesi üzerinde toplama çarpma ve
eşitlik i̧slemleri Bölüm 1 deki gibi tan¬mlanm¬̧s ise D kümesine dual say¬lar sistemi

ve 8(a; a0) 2 D eleman¬na da bir dual say¬ denir.

3.1.3 Plücker Lineer Koordinatlar¬

E
3 uzay¬nda uzaydaki do¼grunun konumu ve do¼grultusu a ve a0 gibi O nok-

tas¬ndan geçen iki vektörle aç¬klanabilir ( Şekil 3.2 ye bak¬n¬z) a, NN 0 do¼grusuna

paralel bir vektör ve a0; O noktas¬ndan başlayan bir moment vektörü olsun.
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Şekil 3.2 Plücker lineer koordinat¬

Buna göre

a0 = 0P � a
= 0D � a

şeklindedir. 0P; NN 0 do¼grusu üzerindeki P noktas¬n¬n yer vektörüdür.

OD ? NN 0 dür, bu yüzden NN 0 do¼grusu bir â dual vektörü yard¬m¬yla

â = a+ "a0

= a+ "0P � a
= a+ "0D � a

(3.5)

şeklinde ifade edilir. a ve a0 ¬n alt¬ bileşeni ai ve a0i (i = 1; 2; 3), NN
0 do¼grusunun

Plücker Lineer koordinatlar¬ olarak adland¬r¬l¬r.

3.2 Regle Yüzeyin Üretilmesine Dual Dönüşüm Yaklaş¬m¬

Bu k¬s¬mda, bir regle yüzey verildi¼ginde buna kaŗs¬l¬k gelen dual e¼grinin nas¬l

tan¬mland¬¼g¬ ve regle yüzeye dual dönüşüm yaklaş¬m¬ ifade edilmi̧stir.
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3.2.1 Regle Yüzeyin Dual E¼gri Tan¬mlamas¬

Vida ve dual say¬ cebirinde E. Study dönüşüm teorisi E3 uzay¬nda bir

yönlü do¼gru ve D3 te dual birim küre yüzeyindeki bir nokta aras¬nda bire-bir

eşleşme oldu¼gunu gösteriyor. Bu teoriye göre bir do¼grunun hareket merkezi veya

bir

regle yüzey dual birim kürenin yüzeyindeki ilgili dual noktan¬n konumu taraf¬ndan

oluşturulmuş dual e¼gri ile aç¬klanabilir. Daha sonra regle yüzeylerin oluşumu dual

birim küredeki ilgili e¼grinin belirlenmesine dönüştürülebilir.

Bu L(u) türetilmi̧s do¼grular ailesi veya bir regle yüzeyi, dual birim küre yüzeyin-

deki bir türetilmi̧s x̂(u) e¼grisi ile ifade edilebilir. Dual e¼gri denklemi

x̂ = x̂(u) = a(u) + "a0(u) (3.6)

şeklinde de gösterilir. Bileşenleri

x̂ = (x̂1; x̂2; x̂3)

x̂(u) = a(u) + "a0(u)

olarak yaz¬l¬rsa

(x̂1; x̂2; x̂3) = (a1(u); a2(u); a3(u)) + "(a
0
1(u); a

0
2(u); a

0
3(u))

= (a1 + "a
0
1; a2 + "a

0
2; a3 + "a

0
3)

olur. ·Iki dual vektör eşitli¼ginden

x̂1 = x̂1(u) = a1(u) + "a
0
1(u)

x̂2 = x̂2(u) = a2(u) + "a
0
2(u)

x̂3 = x̂3(u) = a3(u) + "a
0
3(u)

(3.7)

bulunur. Burada

[a(u); a0(u)] = [a1(u); a2(u); a3(u); a
0
1(u); a

0
2(u); a

0
3(u)]



25

Plücker lineer koordinatlar¬d¬r ve a(u); u nun herhangi bir de¼geri ile, regle yüzeyin

l(u) üretecinin do¼grultman vektörünü aç¬klar. (3.6 ) teki eşitli¼ge göre x̂(u)

x̂(u) = a(u) + "a0(u)

= a(u) + "0P (u)� a(u)
= a(u) + "0D(u)� a(u)

(3.8)

şeklinde yaz¬l¬r. Buna kaŗs¬l¬k 0P (u); l(u) do¼grusu üzerindeki bir noktan¬n yer

vektörüdür. OD(u) do¼gruya olan dikme ayak vektörüdür. O halde OD(u) ? l(u)
dur. (3.8) eşitli¼ginden

x̂(u) = a(u) + "a0(u)

= a(u) + "0P (u)� a(u)

veya

a+ 0P (u)� a(u) = a+ "0D � a(u)

şeklinde yaz¬l¬r. 0D?l(u) oldu¼gundan

< (x1D,x2D,x3D); (a1; a2,a3) > = 0

yani

a1x1D + a2x2D + a3x3D = 0 (3.9)

olur. Ayr¬ca x̂ birim dual vektör oldu¼gundan

a21 + a
2
2 + a

2
3 = 1 (3.10)

dir. a ve a0 vektörlerinin bileşenleri kullan¬l¬rsa

(a1; a2; a3) + "(a
0
1; a

0
2; a

0
3) = (a1; a2; a3) + "[(x1D; x2D; x3D)� (a1; a2; a3)]

yaz¬l¬r. Bu ifade reel ve dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda

(a01; a
0
2; a

0
3) = (x1D; x2D; x3D)� (a1; a2; a3)
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olur. ·Ikinci taraftaki vektörel çarp¬m yap¬l¬rsa

A =

���������

e1 e2 e3

x1D(u) x2D(u) x3D(u)

a1(u) a2(u) a3(u)

���������

olmak üzere

A = e1(x2D(u)a3(u)� x3D(u)a2(u))� e2(x1D(u)a3(u)� x3D(u)a1(u))
+e3(x1D(u)a3(u)� x3D(u)a1(u))

= e1(x2D(u)a3(u)� x3D(u)a2(u)) + e2(x3D(u)a1(u)� x1D(u)a3(u))
+e3(x1D(u)a2(u)� x2D(u)a1(u))

= (x2D(u)a3(u)� x3D(u)a2(u); x3D(u)a1(u)� x1D(u)a3(u);
x1D(u)a2(u)� x2D(u)a1(u))

bulunur. ·Iki vektörün eşitli¼ginden

a01(u) = x2D(u)a3(u)� x3D(u)a2(u) (3.11)

a02(u) = x3D(u)a1(u)� x1D(u)a3(u) (3.12)

a03(u) = x1D(u)a2(u)� x2D(u)a1(u) (3.13)

olur. (3.12:) denklemi ile a3 ve (3.13:) denklemiyle a2 çarp¬l¬rsa

�a02(u)a3(u) = �x3D(u)a1(u)a3(u) + x1D(u)a23(u)
a03(u)a2(u) = x1D(u)a

2
2(u)� x2D(u)a1(u)a2(u)

elde edilir. Elde edilen eşitlikler taraf tarafa toplan¬rsa

a03(u)a2(u)� a02(u)a3(u) = x1D(u)a
2
2(u)� x2D(u)a1(u)a2(u)

�x3D(u)a1(u)a3(u) + x1D(u)a23(u)
(3.14)

olur. Ayr¬ca (3. 9) denkleminden
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�a1x1D = a2x2D + a3x3D

eşitli¼gi (3.14) eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

a03(u)a2(u)� a02(u)a3(u) = a22(u)x1D(u) + a
2
3(u)x1D(u) + a

2
1(u)x1D(u)

= (a21 + a
2
2 + a

2
3)x1D

= x1D

bulunur. x2D için (3. 11:) denklemi a3 ile çarp¬l¬rsa

a01(u)a3(u) = a23(u)x2D(u)� a2(u)a3(u)x3D(u)

ve (3.13:) denklemi de a1, ile çarp¬l¬rsa

a03(u)a1(u) = a2(u)a1(u)x1D(u)� a21(u)x2D(u)

olur. Taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

a3(u)a
0
1(u)� a1(u)a03(u) = a23(u)x2D(u)� a2(u)a3(u)x3D(u)

�a2(u)a1(u)x1D(u) + a21(u)x2D(u)
= �a2(u) [a3(u)x3D(u) + a1(u)x1D(u)]

+x2D(u) [a
2
3(u) + a

2
1(u)]

elde edilir. Ayr¬ca (3. 9) dan

�a2x2D = a1x1D + a3x3D

ve (3. 10) dan

a21 + a
2
2 + a

2
3 = 1

eşitlikleri kullan¬l¬rsa

a3(u)a
0
1(u)� a1(u)a03(u) = a22(u)x2D(u) + x2D(u) [a

2
3(u) + a

2
1(u)]

a3(u)a
0
1(u)� a1(u)a03(u) = x2D
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elde edilir. Dual birim vektöründen e¼grinin her bir noktas¬na bir yönlü do¼gru

parças¬ kaŗs¬l¬k getirir, bu da R3 te regle yüzey oluşturur. x3D yi elde etmek için

(3. 11) a2 ile ve (3.12) a1 ile çarp¬l¬rsa

a01(u)a2(u) = x2D(u)a3(u)a2(u)� x3D(u)a22(u)
a02(u)a1(u) = x3D(u)a

2
1(u)� x1D(u)a3(u)a1(u)

bulunur. Taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

a01(u)a2(u)� a02(u)a1(u) = x2D(u)a3(u)a2(u)� x3D(u)a22(u)
�x3D(u)a21(u) + x1D(u)a3(u)a1(u)

= a3(u) [x2D(u)a2(u) + x1D(u)a1(u)]

+x3D(u) [�a22(u)� a21(u)]

elde edilir. Benzer i̧slemler yap¬l¬rsa

a01(u)a2(u)� a02(u)a1(u) = x3D(u)

bulunur. Denklemi çözmek için OD(u) nun koordinatlar¬

x1D(u) = a03(u)a2(u)� a02(u)a3(u)
x2D(u) = a3(u)a

0
1(u)� a1(u)a03(u)

x3D(u) = a01(u)a2(u)� a02(u)a1(u)

(3.15)

şeklinde belirlenir. Sonuç olarak OD(u) dikme aya¼g¬n¬n yörüngesinin parametrik

denklemi

rD(u) = OD(u) = [x1D(u); x2D(u); x3D(u)] (3.16)

şeklinde belirlenir. E3 uzay¬nda rD(u) yu dayanak e¼grilerinden biri olarak ele al¬p

oluşturulan regle yüzeyin parametrik denklemi v 2 [v1; v2] olmak üzere

r(u; v) = rD(u) + va(u)
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şeklinde gösterilebilir. (3.8) denkleminden anlaş¬laca¼g¬ üzere, l(u) do¼grusu

üzerindeki OP (u) noktas¬n¬n herhangi bir pozisyonu için

OP (u)� a(u) = a0(u)

eşitli¼gine ulaş¬labilir. Bu yüzden a(u); l(u) boyunca serbest bir vektördür. l(u)

üreteç do¼grusu üzerindeki OP1(u) ve OP2(u) noktalar¬n¬n konumu

rP1(u) = OP1(u) = OD(u) + �P1(u)a(u) (3.17)

rP2(u) = OP2(u) = OD(u) + �P2(u)a(u) (3.18)

şeklinde belirlenir. Burada �P1 ve �P2 do¼grunun parametreleridir. E¼ger onlar a(u)

nun pozitif yönü boyunca uzan¬yorsa de¼gerleri pozitiftir. E3 uzay¬nda regle yüzeyin

parametrik eşitli¼ginde rP1(u) ve rP2(u) iki dayanak e¼grisidir. rP1(u) ve rP2(u)

iki dayanak e¼grisi yard¬m¬yla temsil edilen regle yüzeyin parametrik denklemi

u 2 [u1; u2] ve v 2 [v1; v2] olmak üzere

r(u; v) = rP1(u) + v [rP2(u)� rP1(u)] (3.19)

ile ifade edilir. Yukar¬daki tart¬̧smada D3 te x̂ = x̂(u) dual e¼gri denklemi

oldu¼gunda regle yüzeyin parametrik denklemi E3 uzay¬nda elde edilir. Sonuç

olarak, regle yüzey oluşumunun anahtar¬n¬ dual e¼gri x̂(u) oluşturmaktad¬r.

ÖRNEK1:

E
3 uzay¬nda bir hiperbolik paraboloid x3 = x

2
1 � x22 bir regle yüzeydir. Bu

x1 + x2 = ux3, do¼grular¬n¬n ailesi taraf¬ndan oluşturulmuştur. Şimdi bu regle

yüzeyin iki parametrik noktas¬n¬ bulal¬m: x3 = v al¬n¬rsa

x1 + x2 = uv

x1 � x2 =
1

u
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olur. Burada taraf tarafa toplama yap¬l¬rsa

2x1 = uv +
1

u

x1 =
uv

2
+
1

2u

bulunur. Buna ba¼gl¬ olarak

x2 =
1

2u
+
uv

2
� 1

u

=
u2v � 1
2u

elde edilirse

(x1; x2; x3) = (
u2v + 1

2u
;
u2v � 1
2u

; v)

bulunur. Buna göre v = 0 için.

rP1(u) = P1 = (
1

2u
;
�1
2u
; 0)

ve v = 1 için

rP2(u) = P2 = (
u2 + 1

2u
;
u2 � 1
2u

; 1)

olur. Ayr¬ca

rP2 � rP1 = (
u2 + 1

2u
� 1

2u
;
u2 � 1
2u

+
1

2u
; 1)

= (
u2 + 1� 1

2u
;
u2 � 1 + 1

2u
; 1)

= (
u

2
;
u

2
; 1)

bulunur. Bu ifade birim hale getirilirse

a(u) =
1p

2u2 + 4
(u; u; 2)

elde edilir. E¼grinin parametrik denklemi olan (3.8) de

x̂ = x̂(u) = a(u) + "a0(u)

= a(u) + "OP (u)� a(u)
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dur ve

a0 = OP (u)� a(u)

oldu¼gundan vektörel çarp¬m yap¬l¬rsa

a0 =

������������

e1 e2 e3

1

2u

�1
2u

0

up
2u2 + 4

up
2u2 + 4

2p
2u2 + 4

������������

= e1(�
1

u
p
2u2 + 4

)� e2(
1

u
p
2u2 + 4

) + e3(
1

2
p
2u2 + 4

+
1

2
p
2u2 + 4

)

= (� 1

u
p
2u2 + 4

;� 1

u
p
2u2 + 4

;
u

u
p
2u2 + 4

)

bulunur. Bulunan bu de¼ger (3.8) de yerine yaz¬l¬rsa

x̂ = a(u) + "a0(u)

=
1p

2u2 + 4
(u; u; 2) + "(� 1

u
p
2u2 + 4

;� 1

u
p
2u2 + 4

;� u

u
p
2u2 + 4

)

=
1p

2u2 + 4
(u; u; 2) + "

1

u
p
2u2 + 4

(�1;�1; u)

elde edilir.

3.2.2 Regle Yüzeye Dual Dönüşüm Yaklaş¬m¬

Regle yüzeylerin tasar¬m, üretim ve modellenmesi düşünülürse gelenek-

sel �tting ve interpolasyon yöntemleri iki dayanak e¼grisi veya bir dayanak e¼grisi

ve bir do¼grultman ile dual e¼gri denklemi x(u) elde edildi¼ginde önem kazan¬r.

Bütün pratik durumlarda yukar¬daki şartlar¬ sa¼glamak kolay olmaz. Fakat baz¬

anado¼grulara veya her ana do¼gruda iki belirlenmi̧s noktaya ulaş¬labilir.

Bu anado¼grular �tting ve interpolasyon yap¬larak regle yüzeye ulaş¬l¬r. Farz

edelim ki, E3 uzay¬nda n tane do¼gru (veya her do¼gru üzerindeki iki nokta var). lj
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(j = 1; 2; 3; : : : ; n) ve onlara uygun do¼grultu vektörleri aj (j = 1; 2; : : : ; n) olsun.

E¼ger bu do¼grular belirli bir regle yüzey oluşturmak için kullan¬l¬rsa D3 uzay¬nda

birim dual küre yüzeyindeki n do¼gruyu dönüştürmek için dual dönüşüm teorisi

kullan¬l¬rsa, n tane dual dönüşüm noktas¬ cj (j = 1; 2; : : : ; n) elde edilir. n tane

dual dönüşüm noktas¬ndan �tting ve interpolasyon yöntemiyle bir dual e¼gri x̂(u)

belirlenir.

De¼gi̧sik �tting ve interpolasyon kurallar¬ ve metodlar¬ farkl¬ dual e¼griler veya

farkl¬ regle yüzeylerle sonuçlanacakt¬r. Genel olarak dual noktalar¬ dual e¼grilere

�tting ve interpolasyon yapmak için üç metod vard¬r.

Birincisi (Ravani, ve Roth, 1984) ve (Du¤y, 1980) deki amac¬na ulaşmak için

direkt olarak dual küresel analitik teoriye dayan¬r. ·Ikincisi ise E3 uzay¬ndaki

parametrik e¼grileri oluşturmak için kullan¬lan geleneksel �tting ve interpolasyon

kurallar¬n¬ D3 uzay¬ndakilere dönüştürmektir (dual uzay teorisine ve dual cebir

uygulamalar¬n¬ hesaplamaya göre ). Polinom spline, parametre spline, B-spline

gibi e¼grileri oluşturmak ve ananoktalar¬ ayarlamak için birçok spline fonksiyon

metodu vard¬r. (Ahlberg, Nilson, ve Walsh , 1967), (Zha, ve Wang, 1993), (Farin,

1991). Üçüncüsü ise E3 uzay¬nda verilen dual noktalar¬ reel ve dual parçalar¬n¬

s¬ras¬yla �tting ve interpolasyon yapmakt¬r.

ÖRNEK 2: Farz edelim E
3 uzay¬nda üç ana do¼gru l1; l2ve l3 olsun. Bu

do¼grular¬n denklemi

l1 : x1 = 10� 5t1; x2 = 0; x3 = 10t1

l2 : x1 = 5
p
2� 2; 5

p
2t2; x2 = 5

p
2� 2; 5

p
2t2; x3 = 10t2

l3 : x1 = 0 x2 = 10� 5t3 x3 = 10t3

(3.20)

olsun. t1; t2 ve t3; s¬ras¬yla l1; l2 ve l3 do¼grular¬n¬n parametreleridir. l1; l2 ve l3

do¼grular¬ndan geçen bir regle yüzey yukar¬da bahsi geçen dual dönüşüm meto-

duyla üretilebilir. Bu üç do¼grunun do¼grultular¬ aj(j = 1; 2; 3) lerdir. (d1; d2; d3)
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do¼grultman vektörleri olmak üzere uzayda bir do¼grunun parametrik gösterimi

(x; y; z) = (a1; a2; a3) +h(d1; d2; d3)

şeklindedir. Buna göre

l1 : (x1; x2; x3) = (10; 0; 0) + t1(�5; 0; 10)

l2 : (x1; x2; x3) = (5
p
2; 5
p
2; 0) + t2(�2:5

p
2;�2:5

p
2; 10)

l3 : (x1; x2; x3) = (0; 10; 0) + t3(0;�5; 10)

yaz¬l¬r. Do¼grultman vektörleri s¬ras¬yla (�5; 0; 10), (�2:5p2;�2:5
p
2; 10), (0;�5; 10)

olmal¬yd¬. Ama bunlar¬n kat¬da al¬nabilir. Buna göre t1 = t2 = t3 = 0:08944

al¬n¬rsa

l1 : a1 = 0:08944(�5; 0; 10) = (�0:4472; 0; 0:8944)

l2 : a2 = 0:08944(�2:5
p
2;�2:5

p
2; 10) = (�0:3162;�0:3162; 0:8944)

l3 : a3 = 0:08944(0;�5; 10) = (0;�0:4472; 0:8944)

bulunur. Burada c1; c2; c3 , l1; l2; l3 ve a1; a2; a3 lere dönüşüm yard¬m¬yla kaŗs¬l¬k

gelen birim dual küredeki dual noktalar olsun. Buna göre ci = ai+a0i oldu¼gundan

a01; a
0
2; a

0
3 dual k¬s¬mlar¬n bulmas¬ gerekecek. Bir regle yüzey E. Study dönüşümü

ile E3�te ve D3`te s¬ras¬yla
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Şekil 3.3 a) E3 de Regle Yüzeyin Dual Dönüşüm ile üretimi
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Şekil 3.3 b) D3 de Regle Yüzeyin Dual Dönüşüm ile üretimi
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şeklinde gösterilir.

bc1; bc2; bc3 dual noktalar¬ndan geçen ve dual küre yüzeyi üzerinde bulunan dual
e¼grinin yay uzunlu¼gu ile verildi¼gini varsayal¬m. c1; c2; c3 üzerinde üç nokta

P1 = (10; 0; 0)

P2 = (5
p
2; 5
p
2; 0)

P3 = (0; 10; 0)

olsun. Ayr¬ca

a01 = P1 � a1 =

���������

e1 e2 e3

10 0 0

�0:4472 0 0:8944

���������
= (0;�8:944; 0)

şeklinde bulunur. O halde a1 ve a01 yerine koyulursa

bc1 = a1 + "a
0
1

= (�0:4472; 0; 0:8944) + "(0;�8:944; 0)
= (�0:4472;�"8:944; 0:8944)

olur. Bu durumda

a02 = P2 � a2 =

���������

e1 e2 e3

7:07 7:07 0

�0:3162 �0:3162 0:8944

���������
= (6:325;�6:325; 0)

bulunur. a2 ve a02 ¬ yerine yaz¬l¬rsa

bc2 = a2 + "a
0
2

= (�0:3162;�0:3162; 0:8944) + "(6:325;�6:325; 0)
= (�0:3162 + "6:325;�0:3162� "6:325; 0:8944)
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elde edilir. Ayr¬ca

a03 = P3�a3 =

���������

e1 e2 e3

0 10 0

0 0:4472 0:8944

���������
= (8:944; 0; 0)

olur. a3 ve a03 yerine yaz¬l¬rsa

ĉ3 = a3 + "a
0
3

= (0; 0:4472; 0:8944) + "(8:944; 0; 0)

= ("8:944; 0:4472; 0:8944)

olur.

e1:x3=0

l1

l2

l3

x2

x3

x1

e2:x3=10

O

Şekil 3.4 Dual Dönüşüm üretimi

Buna göre dual e¼gri

a(u) = [�0; 4472 cos(1; 571u);�0; 4472 sin(1; 571u); 0; 8944]
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ve

a0(u) =
�
(-0:474� 10�3u+8:944) sin (1:571u)-1:05� 10�3 cos (1:571u)+7:2� 10�4;
-(0:474�10�3u+8:944)) cos (1:571u)-1:05� 10�3 cos (1:571u)-2:1� 10�4; 0

�

olmak üzere

x̂ = x̂(u) = a(u) + "a0(u) (3.21)

şeklindedir. Bu yüzden l1; l2; l3 tara�ndan üretilen regle yüzey Şekil 3.4 te kesik

çizgilerle gösterildi¼gi gibi belirlenebilir. S¬ras¬yla regle yüzeyi kesen, e1 : x3 = 0 ve

e2 : x3 = 10 ile özel olarak gösterilen düzlemleri kullanarak, Şekil 3.4 deki yörünge

üzerinde (iki dayanak e¼grisi) birbirine kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬n koordinatlar¬ Tablo

1 de hesaplanm¬̧st¬r.

ui �1pi �2pi x11pi x21pi x31pi x12pi x22pi x32pi

0.00 -4.472 6.709 9.999 -2.95x10�4 0 5.001 -2.94x10�4 10

0.10 -4.472 6.709 9.876 1.564 0 4.939 0.782 10

0.20 -4.471 6.709 9.510 3.089 0 4.756 1.545 10

0.30 -4.471 6.709 8.909 4.539 0 4.456 2.270 10

0.40 -4.471 6.709 8.089 5.877 0 4.046 2.939 10

0.50 -4.472 6.709 7.070 7.071 0 3.536 3.536 10

0.60 -4.472 6.709 5.877 8.090 0 2.939 4.045 10

0.70 -4.471 6.709 4.539 8.910 0 2.269 4.455 10

0.80 -4.472 6.709 3.089 9.510 0 1.545 4.756 10

0.90 -4.471 6.709 1.563 9.877 0 0.782 4.939 10

1.00 -4.472 6.709 -1.84x10�3 9.999 0 -8.3x10�4 5.000 10

TABLO 1
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3.3. Regle Yüzeylerin Baz¬ Geometrik Problemleri

Bu k¬s¬mda, regle yüzey ile ilgili bo¼gaz e¼grisi, da¼g¬lma parametresi, dayanak

e¼grisi ve regle yüzeyin alan¬ gibi baz¬ geometrik özellikler verilmi̧stir.

3.3.1. Bo¼gaz E¼grisi

Hesaplanabilir oldu¼gundan ve diferensiyel geometriden bilindi¼gi gibi

regle yüzeylerin bo¼gaz e¼grileri dayanak e¼grisi seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r. Bölüm 3.1

de bulundu¼gu üzere rD(u) = OD(u) do¼grultmanlar¬n biri olarak seçilebilir. E¼ger

bu yap¬l¬rsa bo¼gaz e¼grisi rw(u) nun parametrik denklemi a(u) 6= 0 olmak üzere;

v(u) = � [hr
0

D(u); a
0(u)i]

[ha0(u); a0(u)i]

oldu¼gunda

rw(u) = rD(u) + v(u):a(u)

şeklinde gösterilir.

3.3.2. Da¼g¬lma Parametresi

Diferensiyel geometride regle yüzeylerin da¼g¬lma parametresinin tan¬m¬n¬

taban al¬rsak do¼grultman¬n seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r. Bu yüzden da¼g¬lma para-

metresi �(u)

�(u) =
[r0w(u); a(u); a

0(u)]

ha0(u); a0(u)i =
[r0w(u)� a(u); a0(u)]

ha0(u);a0(u)i (3.22)

şeklinde aç¬klanabilir. ha0(u); a0(u)ibir iç çarp¬m oldu¼gundan

[r0w(u); a(u); a
0(u)] = [r0w(u)� a(u); a0(u)]

üç vektörün vektörel çarp¬m¬d¬r. E¼ger üreteç do¼grusu l(u)�daki bir noktan¬n

normal vektörü ve bo¼gaz noktas¬n¬n normal vektörü aras¬ndaki aç¬ � ise
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tan � =
v(u)

�(u)
(3.23)

olur. tan �; v(u) ya oranlan¬rsa ki bu iki nokta aras¬ndaki uzakl¬kt¬r ve oran
1

�(u)
dur.

3.3.3. Bir Kaŗs¬t Kesitin Yörüngesi

Bir regle yüzeyin kesitinin yörüngesi, regle yüzeyi kesen bir e düzleminin

kullan¬lmas¬yla oluşturulan bir e¼gridir. Bunun anlam¬ parametre u ya kaŗs¬l¬k

gelen herhangi bir OP (u) noktas¬ ayn¬ düzlemdedir. E3 uzay¬nda e düzleminin

enine kesitinin denklemi (A;B;C) normal vektör ve

OP (u) = [x1P (u); x2P (u); x3P (u)] = rD(u) + �P (u)a(u) (3.24)

olmak üzere

e = Ax1 +Bx2 + Cx3 +D = 0

şeklindedir. (3.24) deki eşitlikler kullan¬l¬rsa

A(X1D + �a1) +B(X2D + �a2) + C(X3D + �a3) +D = 0

olur. Uygun i̧slemler yap¬l¬rsa

AX1D + A�a1 +BX2D +B�a2 + CX3D + C�a3 +D = 0

AX1D +BX2D + CX3D + �(Aa1 +Ba2 + Ca3) +D = 0

olur. Buradan,

�(Aa1 +Ba2 + Ca3) = �AX1D �BX2D � CX3D �D

veya

� = �AX1D +BX2D + CX3D +D

Aa1 +Ba2 + Ca3
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bulunur. Ayr¬ca X1D; X2D; X3D nin (3.15) deki eşitlikleri yerine yaz¬l¬rsa

� = � [Aa2a
0
3 + Aa3a

0
2 +Ba3a

0
1 �Ba1a03 + Ca1a02 � Ca2a01 +D

Aa1 +Ba2 + Ca3

ifadesi bulunur. Buradan

� = �a
0
3[Aa2 �Ba1] + a02 [Aa3 + Ca1] + a01 [Ba3 � Ca2] +D]

Aa1 +Ba2 + Ca3
(3.25)

elde edilir. Bu yüzden kaŗs¬t kesitin yörüngesinin parametrik denklemi

rc(u) = OD(u) + �(u)a(u) (3.26)

şeklinde elde edilir. Ayr¬ca �P (u) (3.25) teki eşitli¼gin şartlar¬n¬ sa¼glamal¬d¬r.

3.3.4. Dayanak E¼grisi

E¼ger bir regle yüzey bilinen bir dayanak e¼grisinden geçiyorsa OP (u) veri-

len yörüngede hareket etmelidir. Buda

OP (u) = [f1(u); f2(u); f3(u)] (3.27)

olarak aç¬klanm¬̧st¬r. (3.27) eşitli¼ginde, (3.17) ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

OP (u) = OD(u) + �p(u)a(u)

elde edilir. Uygun i̧slem yap¬l¬rsa

OP (u)�OD(u) = �p(u)a(u)

olur. Her iki taraf a(u) ile iç çarp¬l¬rsa

hOP (u)�OD(u); a(u)i = �p(u) = �p(u) ha(u); a(u)i
= hOP (u)�OD(u); a(u)i
= a1(u)f1(u) + a2(u)f2(u) + a3(u)f3(u)
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ve a0(u) = OP (u)� a(u) oldu¼gundan

a0(u) = OP (u)� a(u)

=

���������

e1 e2 e3

f1(u) f2(u) f3(u)

a1(u) a2(u) a3(u)

���������

yaz¬l¬r. Determinant hesab¬ yap¬l¬rsa

a0(u) = [f2(u)a3(u)-a2(u)f3(u); f1(u)a3(u)-f3(u)a1(u); f1(u)a2(u)-f2(u)a1(u)]

(3.28)

elde edilir. Bu durumda x̂(u) dual e¼grinin sadece a(u) reel k¬sm¬ regle yüzeyi oluş-

turmada planlanmal¬d¬r. Diferensiyel geometride Gauss dönüşümü kullan¬larak,

bu kolayca gerçekleştirilebilir. Gauss dönüşüm teorisi, regle yüzeyin �!n (u) birim
normal vektörünü yada �!n (u) ?�!a (u) olacak şekildeki �!a (u) do¼grultman vek-
törünü, E3 uzay¬ndaki birim küre üzerindeki bir noktaya dönüştürür. E¼ger bir

regle yüzey verilen iki do¼grultman OP1(u) ve OP2(u) dan geçiyorsa bunlar¬n eşit-

likleri

OP1(u) = [f1(u); f2(u); f3(u)] (3.29)

ve

OP2(u) = [g1(u); g2(u); g3(u)] (3.30)

şeklinde tan¬mlan¬r. Dual e¼gri x̂(u) = a(u) + "a0(u) için

� =
q
[g1(u)� f1(u)]2 + [g2(u)� f2(u)]2 + [g3(u)� f3(u)]2

al¬n¬rsa

a(u) =
1

�
[g1(u)� f1(u); g2(u)� f2(u); g3(u)� f3(u)] (3.31)
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ve

a0(u) =
1

�
(OP (u)� a(u))

=
1

�

���������

e1 e2 e3

f1(u) f2(u) f3(u)

g1(u)� f1(u) g2(u)� f2(u) g3(u)� f3(u)

���������

=
1

�
[f2(u)g3(u)� f 2(u)f 3(u)� f 3(u)g2(u) + f 3(u)f 2(u);

�f1(u)g3(u) + f 1(u)f 3(u) + f 3(u)g1(u)� f 3(u)f 1(u);

f1(u)g2(u)� f 1(u)f 2(u)� f 2(u)g1(u) + f 1(u)f 2(u)]

veya

�:a0(u) = [f2(u)g3(u)-f3(u)g2(u); f3(u)g1(u)-f1(u)g3(u); f1(u)g2(u)-f2(u)g1(u)]

koşullar¬n¬ sa¼glamal¬d¬r. Bu durumda ayn¬ u parametresinde iki do¼grultman ilgili

noktalar¬, E3 uzay¬ndaki regle yüzeyi oluşturmak ve aç¬klamak için kullan¬labilir.

Regle yüzeyin eşitli¼gi u 2 [u1; u2]ve v 2 [0; 1] oldu¼gunda

r(u; v) = f(u) + v [g(u)� f(u)] (3.32)

şeklindedir.

3.3.5. Regle Yüzeyin Alan¬

r1(u) = OP1(u) ve r2(u) = OP2(u) iki do¼grultman olarak al¬n¬rsa regle

yüzeyin alan¬ u 2 [u1; u2] ve v 2 [0; 1] olmak üzere

A =
R R

u;v
k ru (u; v)� rv (u; v) k dudv

şeklindedir (Görgülü, 2007). Regle yüzey

r(u; v) = r1(u) + v [r2(u)� r1(u)]
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olarak al¬nd¬¼g¬ndan u ya göre türevi al¬n¬rsa

ru(u; v) = r1u(u) + v [r2u(u)� r1u(u)]
= r1(u) + v [r2(u)� r1(u)]

ve v ye göre türevi al¬n¬rsa

rv(u; v) = 1: [r2u(u)� r1u(u)]
= [r2u(u)� r1u(u)]

elde edilir. Buna göre alan

A =

1Z

0

dv

u2Z

u1

k ru (u; v) kk r2(u)� r1(u) k du

=

1Z

0

u2Z

u1

k ru (u; v) k j�p2(u)� �p1(u)j du
(3.33)

olarak ifade edilir.

3.3.6. Kaŗs¬l¬kl¬ Noktalar

Kaŗs¬l¬kl¬ nokta her iki dayanak e¼grisindeki ayn¬ u parametresi ile iki

nokta olarak ifade edilir. Regle yüzey ve onun iki do¼grultman¬ r1(u) ve r2(u)

olarak planlad¬ktan sonra kaŗs¬l¬kl¬ noktalar¬n koordinatlar¬n¬ belirlemek kolayd¬r.

u 2 [u1; u2] olmak üzere

P10r1(u) $ P20r2(u)

ya da

[x11(u); x12(u); x13(u)] $ [x21(u); x22(u); x23(u)]

şeklindedir.

3.4. En Uygun Regle Yüzey Oluşumu

(3.34) eşitli¼ginden, bir regle yüzeyin toplam alan de¼geri r1(u) ve r2(u)

dayanak e¼grilerinin bir fonksiyonelidir. Bu yüzden, regle yüzeyin en küçük ya da

en büyük de¼gerinin belirlenmesiyle u 2 [u1; u2] ve v 2 [0; 1] oldu¼gunda



44

r(u; v) = r1(u) + v [r2(u)� r1(u)] (3.34)

şeklinde bulunur. Bir yüzeyin alan formülü

F =

Z Z

u;v

k ru (u; v) kk rv (u; v) k dudv (3.35)

şeklinde ifade edilir. E¼ger her iki r1(u) = OP1(u) ve r2(u) = OP2(u) do¼grultman-

lar¬yla s¬ras¬yla j: ve k: türev uzay polinom e¼grileri oldu¼gu kabul edilirse

r1(u) = OP1(u) = (

jX

i=0

a1iu
i;

jX

i=0

b1iu
i;

jX

i=0

c1iu
i) (3.36)

şeklinde yaz¬l¬r. u ya göre türevi al¬n¬rsa

r1u(u) = OP1(u) = (

jX

i=0

ia1iu
i�1;

jX

i=0

ib1iu
i�1;

jX

i=0

ic1iu
i�1)

elde edilir.

r2(u) = OP2(u) = (
kX

i=0

a2iu
i;

kX

i=0

b2iu
i;

kX

i=0

c2iu
i) (3.37)

ifadesinin u ya göre türevini al¬n¬rsa

r2u(u) = (
kX

i=0

ia2iu
i�1;

kX

i=0

ib2iu
i�1;

kX

i=0

ic2iu
i�1)

bulunur. (3.34) eşitli¼ginin u ya göre türevi

ru(u; v) = r01(u) + v[r
0

2(u)� r01(u)]

=

jX

i=0

ia1iu
i�1 + v

"
kX

i=0

ia2iu
i�1 �

jX

i=0

ia1iu
i�1

#
;

jX

i=0

ib1iu
i�1 + v

"
kX

i=0

ib2iu
i�1 �

jX

i=0

ib1iu
i�1

#
;

jX

i=0

ic1iu
i�1 + v

"
kX

i=0

ic2iu
i�1 �

jX

i=0

ic1iu
i�1

#
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olur. Bu ifadenin birinci bileşeni R11; ikinci bileşeni R12 ve üçüncü bileşeni R13

olarak al¬n¬rsa

R11 =

jX

i=1

ia1iu
i�1 + v

"
kX

i=1

ia2iu
i�1 �

jX

i=1

ia1iu
i�1

#

= (1� v)
jX

i=1

ia1iu
i�1 + v

kX

i=1

ia2iu
i�1

ve

R12 =

jX

i=1

ib1iu
i�1 + v

"
kX

i=1

ib2iu
i�1 �

jX

i=1

ib1iu
i�1

#

= (1� v)
jX

i=1

ib1iu
i�1 + v

kX

i=1

ib2iu
i�1

ve

R13 =

jX

i=1

ic1iu
i�1 + v

"
kX

i=1

ic2iu
i�1 �

jX

i=1

ic1iu
i�1

#

(1� v)
jX

i=1

ic1iu
i�1 + v

kX

i=1

ic2iu
i�1

yaz¬l¬r. Ohalde

ru(u; v) = r2(u)� r1(u)

=

kX

i=0

a2iu
i �

jX

i=0

a1iu
i;

kX

i=0

b2iu
i �

jX

i=0

b1iu
i;

kX

i=0

c2iu
i �

jX

i=0

c1iu
i

oldu¼gundan

R21 =

kX

i=0

a2iu
i �

jX

i=0

a1iu
i

R22 =
kX

i=0

b2iu
i �

jX

i=0

b1iu
i

R23 =

kX

i=0

c2iu
i �

jX

i=0

c1iu
i
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elde edilir. Buradan da

k ru (u; v) k =
p
R211 +R

2
12 +R

2
13

k rv (u; v) k =
p
R221 +R

2
22 +R

2
23

F =

1Z

0

dv

u2Z

u1

p
R211 +R

2
12 +R

2
13

p
R221 +R

2
22 +R

2
23du

olarak bulunur. Sonuç olarak bu şartlar alt¬nda 3� (j + k + 2) optimum de¼ger-

ler vard¬r. (a1i; b1i; c1i) (i = 0; 1; 2; :::; j) ve (a2i; b2i; c2i) (i = 0; 1; 2; :::; k). E¼ger

bir regle yüzey n tane anado¼grudan veya iki kaŗs¬l¬kl¬ noktadan oluşturuluyorsa

aşa¼g¬daki eşitliklerin e¼grilerin ve yüzeylerin diferensiyellenebilmesi için s¬n¬rla-

malarda kullan¬lmas¬ beklenir. (3.36) ve (3.37) ifadelerinde u yerine um yaz¬l¬rsa

r1(um) = OP1(um) =

 
jX

i=0

a1iu
i
m;

jX

i=0

b1iu
i
m;

jX

i=0

c1iu
i
m

!
(3.38)

ve

r2(um) = OP2(um) =

 
kX

i=0

a2iu
i
m;

kX

i=0

b2iu
i
m;

kX

i=0

c2iu
i
m

!
(3.39)

bulunur: (m = 1; 2; 3; :::; n):r1(u) ve r2(u) ifadelerinin birinci türevi al¬n¬rsa

r01(u) =

 
jX

i=1

ia1iu
i�1
m ;

jX

i=1

ib1iu
i�1
m ;

jX

i=1

ic1iu
i�1
m

!
(3.40)

ve

r02(u) =

 
kX

i=1

ia2iu
i�1
m ;

kX

i=1

ib2iu
i�1
m ;

kX

i=1

ic2iu
i�1
m

!
(3.41)

r1(u) ve r2(u) ifadelerinin ikinci türevi al¬n¬rsa

r001(u) =

 
jX

i=2

i(i� 1)a1iui�2m ;

jX

i=2

i(i� 1)b1iui�2m ;

jX

i=2

i(i� 1)c1iui�2m

!
(3.42)

ve

r002(u) =

 
kX

i=2

i(i� 1)a2iui�2m ;

kX

i=2

i(i� 1)b2iui�2m ;

kX

i=2

i(i� 1)c2iui�2m

!
(3.43)
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elde edilir. Optimum de¼gi̧skenler veya polinom katsay¬lar¬ belirlendikten sonra

a(u) ve a0(u) ( 3.29) ve ( 3.32) denklemlerinden elde edilebilir ve sonra regle

yüzeyi temsil eden dual e¼gri x̂(u) da belirlenebilir.

ÖRNEK 3:

·Iyileştirme modelini Örnek 2 ye uygula. Kabul edelim ki regle yüzeyin iki

dayanak e¼grisinin denklemleri u ya göre 4. dereceden polinomlar olsun. Bunlar

r1(u) = OP1(u) = (

4X

i=0

a1iu
i;

4X

i=0

b1iu
i;

4X

i=0

c1iu
i) (3.44)

ve

r2(u) = OP2(u) = (
4X

i=0

a2iu
i;

4X

i=0

b2iu
i;

4X

i=0

c2iu
i) (3.45)

şeklinde gösterilir.

i 0 1 2 3 4

a1i 10:00 0 �12:34 0 2:538

b1i 0 15:71 0 �6:462 0

c1i 0 0 0 0 0

a2i 5:00 0 �6:17 0 1:27

b2i 0 7:85 0 �3:23 0

c2i 10:00 0 0 0 0

TABLO 2

E¼ger regle yüzeyin do¼grultmanlar¬ düzlemdeki e1 : x3 = 0 ve e2 : x3 = 10

olarak belirlenmi̧s dairesel hareketlerin yörüngeleri ise, bu iki do¼grultman en

uygun 4. dereceden polinom katsay¬lar¬, r1(u) ve r2(u) s¬ras¬yla Tablo 2 de

görüldü¼gü gibi belirlenir. Dahas¬ r1(u) ve r2(u) s¬ras¬yla

r1(u) = [10:00� 12:34:u2 + 2:538u4; 15:71u� 6:462u3; 0] (3.46)
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ve

r2(u) = [5:00� 6:17u2 + 1:27u4; 7:85u� 3:23u3; 10:00] (3.47)

şeklinde yaz¬labilir. (3.31) ve (3.32) eşitliklerinden dual e¼gri

x̂ = x̂(u) = a(u) + "a0(u) (3.48)

olmak üzere

a(u) = [�0:4472 + 0:5519u2 � 0:114u4;�0:7021u+ 0:289u3; 0:8944]

ve

a0(u) = [14:051u� 5:779u3;�8:944 + 11:037u2 � 2:269u4; 0]

şeklinde yaz¬labilir.

ui �x11Pi �x21Pi �x31Pi �x12Pi �x22Pi �x32Pi

0:00 9:999 0:000 0 4:999 0 10

0:10 9:876 1:564 0 4:937 0:782 10

0:20 9:510 3:089 0 4:754 1:545 10

0:30 8:909 4:537 0 4:453 2:269 10

0:40 8:089 5:868 0 4:042 2:935 10

0:50 7:069 7:041 0 3:530 3:520 10

0:60 5:877 8:014 0 2:930 4:002 10

0:70 4:545 8:741 0 2:258 4:355 10

0:80 3:116 9:175 0 1:537 4:550 10

0:90 1:645 9:267 0 0:799 4:559 10

1:00 0:196 9:976 0 8:23� 10�2 4:359 10

TABLO 3

Şekil 3.4 bu en uygun regle yüzeyi üç boyutlu do¼grularla gösteriyor. En uygun

regle yüzeyin kaŗs¬l¬kl¬ noktalar¬ P1 ve P2 koordinatlar¬ Tablo 3 te verilmi̧stir.
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Dual görüntüleme üretimi ve optimal üretim ile l1; l2 ve l3 ten geçen regle yüzeyin

kaŗs¬l¬kl¬ noktalar¬ P1 ve P2 nin koordinat hatalar¬ ise Tablo 4 te verilmi̧stir.

ui �x11Pi �x21Pi �x31Pi �x12Pi �x22Pi �x32Pi

0:00 9:346� 10�5 0 0 �1:024� 10�3 0 0

0:10 5:817� 10�5 0 0 �1:049� 10�3 0 0

0:20 4:196� 10�5 0 0 �1:037� 10�3 0 0

0:30 1:583� 10�4 0 0 �9:145� 10�4 0 0

0:40 8:354� 10�4 0 0 �4:838� 10�4 0 0

0:50 3:196� 10�3 0 0 8:973� 10�4 0 0

0:60 9:542� 10�3 0 0 4:182� 10�4 0 0

0:70 2:398� 10�2 0 0 1:164� 10�2 0 0

0:80 5:316� 10�2 0 0 2:655� 10�2 0 0

0:90 0:1070 0 0 0:0539 0 0

1:00 0:1998 0 0 0:1008 0 0

TABLO 4

3.5. Regle Yüzeyin Kullan¬ld¬¼g¬ Baz¬ Yerler

Regle yüzeyler büyük ölçüde matematik ve mühendislikte çal¬̧s¬lm¬̧s ve uygu-

lanm¬̧st¬r. Regle yüzeylerin meydana getirilmesi ve makine ile şekil verilmesi

ürünlerin tasar¬m¬ ve imalat¬nda ve daha birçok alanda önemli rol oynar. Regle

yüzeylerin önerilen üretim metodlar¬ için uygulamalar¬ mühendislikte şu şekilde

kullan¬labilir:

1- E¼gri ve yüzey say¬sal geometri ve diferensiyel geometri

2- Ürünlerin CAD/CAM için modellenmesi, tasar¬m¬ ve makine ile üretimi.

a) Ürün modelleme ve aç¬klama

b) Makine parçalar¬n¬n ürünlerin görünüş-̧sekil tasar¬m¬ ve uygulanmas¬
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c) Yüzeyleri ve mühendislik hesaplamalar¬nda 3-boyutlu gra�klerini haz¬r-

lamak ve iç de¼gerlendirmelerini yapmak ve modellemek,

d) CAD/CAM ve WEDM (Wire Electrical Discharge Machining: Kablolu

Elektrikli Deşarj Makinas¬) için otomatik programlama sistemi

3- 3-boyutlu obje taş¬ma ve yeniden yap¬land¬rma

Biti

Program

Girdileri  programlamak

WEDM için sonradan i leme

Regle yüzeyin

alan

Kar kl

noktalar n

hesaplanmas

Enine

kesit

Da lma

parametresiBo az

e risi

Dayanak

e risi

Fitting ve interpolatingle dual e ri üretme

Ba la

Ka da çiz

En üstteki ve en alttaki

verinin girilmesi
Ana do rular n veya

buna kar k gelen

noktalar n birim yon
vektörlerinin girilmesi

En üst ve en alttaki benzer
yerlerin i aretlenmesi

En iyi sonuç

Elde edilen dual koordinatlar çizme

Regle yüzey

Şekil 3.5. WEDM nin Programlama Aşamalar¬

4- Bilgisayar destekli hareket analizi ve kat¬ cisimlerin hareket similasyonu (örne¼gin

robot idare edicileri, uzay mekanizmas¬)
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a) Regle yüzeyin ilkelerini oluşturmaya dayal¬ robot idare edicileri için en

uygun yörünge planlama,

b) Dual görüntülemeye dayal¬ robot idarecileri için yörünge üretimi ve

analizi,

c) Mekanizmalar¬n kinematik geometrisi,

d) Vida ve vida sistem analizi.

2 Boyutlu Sonradan

izleme
2 Boyutlu grafik isleme  ve

gosterme
Regle Yuzeyin Uretimi

2D Cizimi
CAD

CAD CAM Arasindaki Arayuz

2 boyutlu kesit

dogru Similasyo nu

Yol Kesiti

WEDMHS

WEDMLS

Kayit Kutusu

5 Eksenli WEDM için

matematiksel i lemler
3 Boyutlu gölge
gosterilmesi

Ara kesitin Gösterilmesi

5 eksenli WEDM

5 eksenli WEDM i çin Kesit do ru

similasyonu

5 eksenli sonradan izleme

2 Boyutlu Sonradan

izleme
2 Boyutlu grafik i leme ve

gösterme
Regle yüzeyin üretimi

2D Çizimi
CAD

CAD CAM Aras ndaki Ara yüz

2 boyutlu kesit

do ru Similasyonu

WEDMHS

WEDMLS

Kay t Kutusu

Şekil 3.6. WEDM için CAD/CAM in blok diyagram¬

Bu makalede regle yüzeyler için önerilen üretim metodlar¬ dayal¬ olarak, 3-boyutlu
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kar¬̧s¬k regle yüzeylerin wire-EDM (WEDM) tasar¬m ve üretimi için bir otomatik

programlama çevresi olan CAD/CAM sistemi geli̧stirilmi̧stir.

a) Programlama Süreci

WEDM icin iki üretim metodunun programlama süreci Şekil 3.5 te göster-

ilmi̧stir.

b) Sistem Yap¬s¬

WEDM taraf¬ndan kar¬̧s¬k regle yüzeyler için geli̧stirilen CAD / CAM sistem-

inin yap¬s¬ Şekil 3.6 da gösterilmi̧stir.

Ayr¬ca, WEDM yüzeyleri olan regle yüzeylerin çeşitli makina parça örnekleri

Şekil 3 7 de gösterilmi̧stir.

Şekil 3.7. Tipik WEDM Yüzeyleri

Sonuçlar

Bu makalede sunulan metodlar, teorik olarak herhangi bir regle yüzeyin plan-

lama ve en iyileştirilmesi için uygulanabilir, bu asl¬nda regle yüzeylerde Gaussian

görüntüleme teorisinin dual uzant¬s¬n¬n uygulamas¬d¬r. Bu say¬sal ve diferen-

siyel geometride, CAD / CAM, bilgisayar destekli hareket analizi ve kat¬ cisim-

lerin similasyonunda, e¼gri ve yüzeylerin haz¬rlanmas¬ ve iç de¼gerlendirmesi için

mühendislikte geni̧s bir uygulama alan¬ bulmuştur. Regle yüzeylerin üretimi ile

ilgili baz¬ geometrik problemler ayr¬nt¬l¬ olarak tart¬ ş¬lm¬̧st¬r. WEDM ile, kar¬̧s¬k

regle yüzeyler için bir otomatik programlama çevresi olan tipik bir CAD / CAM

sistem yap¬s¬ tan¬t¬lm¬̧st¬r. Bundan sonraki araşt¬rma çal¬̧smalar¬nda dual ters
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görüntüleme ve dual birim küredeki dual e¼grinin haz¬rlama ve iç de¼gerlendirmesi

yap¬larak regle yüzeylerin en iyileştirilmi̧s üretimi yap¬lmas¬ önerilir.
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