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ÖZET 

            Bu çalışmanın amacı, düzlemdeki izoperimetrik teoremin ispatında yer alan 

çemberin sahip olduğu özelliğin, üç boyutlu uzaydaki izoperimetrik teoremi ifade 

ederek küre için geçerli olduğunu göstermeye çalışmaktır. 

Tezin birinci ve ikinci bölümlerde, izoperimetrik teoremin tanımı ve tarihçesi 

verildi. Teorem kısaca şu şekilde ifade edilebilir: 

“Aynı çevreye sahip tüm düzlemsel şekiller arasında en büyük alana sahip olan 

çemberdir”.   

            Üçüncü bölümde, düzlemde izoperimetrik teoremin bazı farklı ispatları verildi. 

Buna göre, L düzlemde kapalı bir eğrinin çevresi, A da eğri tarafından çevrelenen 

bölgenin alanı olmak üzere,  
2

4
L

A
π≥  dir. Eşitlik ancak kapalı eğrinin çember olması 

durumunda geçerlidir. 

Dördüncü  bölüm de, Steiner - Simetrileştirme metodunu kullanarak uzayda 

izoperimetrik teoremin ispatı verildi. Buna göre, V uzay da verilen cismin hacmi, O 

yüzey alanı olmak üzere 
3

2
36

O

V
π≥  dir.             

            Beşinci  bölüm de ise  karşılaştırma metodu adını verdiğimiz yöntemle, 

düzlemde kapalı eğriler için ispat, üç boyutlu uzayda verilmiştir. Özetle,  

, , , ,Küre A B Küp EO O O O O  sırasıyla Kürenin, Düzgün Altıgen prizmanın, Düzgün Beşgen 

prizmanın, Küpün ve Eşkenarüçgen prizmanın yüzey alanları olmak üzere; 

diğer taraftan, , , , ,E Küp B A KüreV V V V V   sırasıyla Eşkenarüçgen prizmanın, Küpün, 

Düzgün Beşgen prizmanın, Düzgün Altıgen prizmanın, Kürenin hacimleri olmak üzere 

Küre A B Küp EO O O O O< < < <  

ve 

E Küp B A KüreV V V V V< < < <  

sıralaması vardır. 

 

Anahtar Kelimeler : Đzoperimetrik eşitsizlik, Đzoperimetrik teorem. 



 

vi 

SUMMARY 

            The purpose of this thesis is to discuss the isoperimetric theorem in the three 

dimensional space. We will consider the circle in the plane and try to find out whether 

the sphere has the same role in three space. 

In the first and second chapter of thesis, we gave the definition and the history of 

isoperimetric theorem. We can define the theorem as follows: 

“Among all planer shapes with the same perimeter the circle has the maximum  

area ”. 

In the third chapter, we discussed different proves of the theorem in the plane. 

Let L be the perimeter (of a closed ) curve in the plane and A be the area, then             

2

4
L

A
π≥  with equality holds iff the curve is a circle. 

In the fourth chapter, we discussed the proof of theorem in surface by Steiner – 

Symmetrization. 

In this case, the theorem can be stated as 
3

2
36

O

V
π≥ , where V is the volume and 

O is the surface area of  the solid. 

Finally, in the fifth chapter, we gave our new proof, named by “Comparison 

method”. 

As a result, we obtained the following order: 

  Sphere A B Cube EO O O O O< < < <  

also 

E Cube B A SphereV V V V V< < < <  

 

where , , , ,Sphere A B Cube EO O O O O  are the surface area of  sphere, hexagonal prism, 

pentagonal prism, cube, triangular prism, respectively. Also, , , , ,E cube B A sphereV V V V V  are 

the volume of triangular prism, cube, pentagonal prism, hexagonal prism, sphere, 

respectively. 

 

Keywords: Isoperimetric  theorem, Isoperimetric inequality. 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

·Izoperimetrik eşitsizlik oldukça eski bir problemdir. Problem, Grekçe

�isos = ayn¬� , �peri = etraf¬nda� ve �metron = ölçü� ifadelerinden gelir.

·Izoperimetrik teorem şu şekilde ifade edilebilir.

(a) �Ayn¬ çevreye sahip tüm düzlemsel şekiller aras¬nda en büyük alana

sahip olan çemberdir�. Başka bir deyi̧sle:

(b) �Ayn¬ alana sahip tüm düzlemsel şekiller aras¬nda en küçük çevreye

sahip olan çemberdir�.

Teoremin 3 boyutlu uzayda kaŗs¬l¬¼g¬n¬ ise aşa¼g¬daki şekilde ifade edebiliriz.

(a) �Ayn¬ yüzey alan¬na sahip bütün cisimlerden, en büyük hacime sahip

olan küredir�

veya,

(b) �Ayn¬ hacime sahip bütün cisimlerden, en küçük yüzey alan¬na sahip

olan küredir�.

Maksimum ve minimum problemleri, M.Ö. birçok geometriciler taraf¬n-

dan incelenmi̧stir. Bunlar¬n ço¼gu gözlemle ortaya ç¬kan saptamalard¬r. Örne

¼gin, aşa¼g¬daki problemler ilk bak¬̧sta matematiksel görünmese de, gözlemsel

olarak ortaya ç¬kacak sorulard¬r.

1. Hemen hemen bütün a¼gaç gövdelerinin ve çiçek saplar¬n¬n dairesel

silindir şeklinde olmas¬n¬n sebebi nedir?

2. Havada uçuşan su damlac¬klar¬ ve sabun köpüklerinin yaklaş¬k olarak

küresel olmas¬n¬n nedeni nedir?

3. Ren geyi¼gi sürüsünün kurtlar¬n hücumlar¬na kaŗs¬ bir çember meydana

getirmesinin sebebi nedir?
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Daha ilk bak¬̧sta matematikle ilgili olan problemler de vard¬r. Mesela,

1. Çitle çevirece¼gimiz bir araziye ne şekil vermeliyiz ki, uzunlu¼gu sabit

olan bir çit için en büyük alan¬ çevrelemi̧s olal¬m.

2. Silindirik haznenin boyutlar¬, hangi durum da verilen bir yüzey alan¬

için en büyük hacme sahip olur.

Bu sorular¬n ço¼gunun temelinde bulunan matematik sorular¬ iki cinstir:

� Belirli bir özelli¼ge sahip bütün geometrik şekillerden, hangisi EN

BÜYÜK alana veya hacme sahiptir?

� Belirli bir özelli¼ge sahip bütün geometrik şekillerden, hangisi EN

KÜÇÜK çevreye veya yüzey alan¬na sahiptir?

Geni̧s anlamda her iki probleme de izoperimetri problemleri denir. ·Izope-

rimetrik teorem M.Ö.900� lü y¬llardan beri bilinmektedir. Prenses Dido�nun

hikayesinde teorem ile ilgili bir uygulama bulunmuştur.

Prenses Dido, kocas¬ Sychaeus�un, Tyre kral¬ Pygmalion (Dido�nun erkek

kardeşi) taraf¬ndan öldürüldü¼günü ö¼grenince, Tyre�den ayr¬ld¬. Halk¬ ile bir-

likte Kuzey Afrika� da bugün Tunus�un oldu¼gu yerde bulunan Carthage�e gitti

ve buran¬n hükümdar¬ Kral Jambas�dan bir arsa almak istedi. Ancak onlar

Dido�nun gücünden korktuklar¬ için tüm araziyi alaca¼g¬n¬ düşündüler. Kral

Jambas, Prensese zekice bir teklif sundu. Buna göre, Prensese bir bo¼ga verildi

ve bu bo¼gan¬n derisiyle çevreleyebilece¼gi araziyi alabilece¼gi söylendi.

Kral¬n zekice oldu¼gunu düşündü¼gü bu tekli� Prenses kabul etti ve dahiyane

bir buluş ile herkesi şaş¬rtacak bir alan elde etti. Prenses, öncelikle bo¼gan¬n

derisini ince şeritlere böldü. Dido, Akdeniz k¬y¬s¬n¬ bir do¼gru kabul ederek

elde etti¼gi şeridi bu do¼grunun iki ucuna ba¼glad¬ ve şeridi yar¬m çember haline

getirdi. Böylece Prenses, alabilece¼gi en büyük alan¬ elde etti.
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Hikayeye göre, Prenses Dido 8 ile 32 hektar ( 1 hek = 10000 m2 ) aras¬

toprak kazand¬. Dido, şeridi maksimum alan¬ kaplayacak şekilde arsaya yer-

leştirdi ve böylece fark¬nda olmadan izoperimetrik teoremi çözdü (Kocayu-

sufo¼glu ·I., Ekici C. ve Urfal¬ E. T, 2006).

E¼ger Dido sahil k¬y¬s¬ndan uzakta bir alan sat¬n almak isteseydi ne ola-

cakt¬? Bu durum da topra¼g¬ bo¼ga derisinden elde etti¼gi şeritle tamamen

çevrelemek zorunda kalacakt¬. Bu farkl¬ bir izoperimetrik problemdir. Bu

durumda daire en iyi şekil olarak ortaya ç¬kar. Bu oldukça akla yak¬nd¬r:

Daire hiçbir özel yöne do¼gru e¼gilimi olmayan çok düzgün, düzenli bir şekildir.

Gerçek şu ki daire, geometrik düzlemdeki en iyi bilinen izoperimetrik şekildir.

Bununla ili̧skili 18. yüzy¬lda Euler ve 19. yüzy¬lda Steiner çal¬̧smalar yap-

m¬̧slard¬r. 20. yüzy¬l¬n baş¬nda yaşayan Minkowski bunu titiz bir çal¬̧smayla

kan¬tlam¬̧st¬r.

Çevre uzunlu¼gu sabit iken maksimum alan¬ elde etme problemi, alan¬ sabit

tutarak şeklin çevre uzunlu¼gunu en aza indirmek ile ayn¬d¬r. Örne¼gin, havada

yüzen sabun köpü¼gü üzerinde düşünelim. Köpük bir kez şekillenince, havan¬n

sabit bir hacmini çevreler ve yüzey gerilimi yüzey alan¬n¬ en aza indirmek

için güç uygular. Gerçekte sabun köpü¼gü küreye i̧saret eder ve hacmi verilen

şekiller içinde küre en küçük yüzey alan¬na sahiptir (Miller, 2000; Siegel,2003;

Kazarino¤, 1963).

Eski̧sehir, 2008 Tülay Coşkun
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BÖLÜM 2

·IZOPER·IMETR·IK TEOREM ·IÇ·IN TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, baz¬ eşitsizlikler ve onlar¬n geometrik yorumunu, aritmetik

ve geometrik ortalama teoremlerini verece¼giz.

Şu tahmini göz önünde bulundural¬m. Alan¬ 1 olan bütün dikdörtgenler

aras¬nda kare, alan¬ en küçük çevreye sahiptir. Alan¬ 1 olan uzun, s¬ska bir

dikdörtgenin ayn¬ yüzeye sahip şi̧sman dikdörtgenin çevresinden çok daha

büyük bir çevreye sahip oldu¼gu aşikard¬r. Bu durumda, akla en yak¬n ge-

len, en şi̧sman dikdörtgen olmas¬ dolay¬s¬yla karenin en küçük çevreye sahip

oldu¼gudur.

Bunu şöyle ifade edebiliriz.

Dikdörtgenin alan¬n¬ 1 kabul etti¼gimiz için, uzunlu¼guna x dersek, geni̧sli¼gi
1

x
, çevresi 2(x+

1

x
) olup,

x > 0 için 2(x+
1

x
) � 4

eşitsizli¼gi her zaman do¼grudur.

Bu sonuç, çarp¬mlar¬ 1 olan pozitif iki say¬n¬n toplam¬n¬n, say¬lar¬n her iki-

sininde "1" olmas¬ durumunda minimum oldu¼gunu ifade eder. Bu eşitsizli¼gin

genelleştirilmi̧s hali şudur:

Teorem 2.1:

Çarp¬mlar¬ 1 olan n adet pozitif say¬n¬n toplam¬ daima n den büyük veya

ona eşittir (eşitlik hali ancak ve ancak bütün say¬lar 1 iseler mümkündür).

Yani,

ai > 0 (i = 1; :::; n) ve a1a2:::an = 1 ise
n
X

1

ai � n
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olur (Kazarino¤, 1963).

Bu teoremin geometrik anlam¬ şudur: n boyutlu bir (dik paralel yüzlü)

kutunun hacmi 1 ise, kenarlar¬n¬n uzunluklar¬ toplam¬, şeklin n boyutlu birim

küp olmas¬ halinde en küçük de¼gere sahiptir.

Teorem 2.2:

Belirli bir toplama sahip n pozitif say¬n¬n çarp¬m¬ bütün bunlar birbirine

eşitse en yüksek de¼gere sahiptir. Yani i = 1; 2; 3; :::; n için ai > 0 ise ve
Pn

1
ai

de sabit olup mesela nA ya eşit ise bu takdirde

a1a2a3:::an � An

olur ve eşitlik hali ancak ve ancak

a1 = a2 = a3 = ::: = an

ise geçerlidir (Kazarino¤, 1963).

Geometrik olarak bu teorem şunu ifade etmektedir. Kenarlar¬n¬n uzun-

luklar¬ toplam¬ ayn¬ olan bütün n boyutlu kutulardan, n boyutlu küp en

büyük hacme sahip oland¬r. Bu teoremin başka bir geometrik ifadesi şudur:

E¼ger bir do¼gru parças¬ belli bir sonlu say¬da parçalara bölünmüşse bunlar¬n

uzunluklar¬ çarp¬m¬, bütün parçalar birbirine eşitse maksimumdur.

Tan¬m 2.1:

a) a1;a2; a3; :::; an 2 R say¬lar¬n¬n Aritmetik Ortalamas¬,

(AO) =
a1+a2 + :::+ an

n
=
1

n

n
X

k=1

ak

b) negatif olmayan a1;a2; a3; :::; an 2 R say¬lar¬n¬n Geometrik Ortalamas¬,

(GO) = n

p
a1a2:::an = [

n
Y

k=1

ak]

1

n
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c) pozitif a1;a2; a3; :::; an 2 R say¬lar¬n¬n Harmonik Ortalamas¬,

(HO) =
n

1

a1
+
1

a2
+ :::+

1

an

= (
1

n

n
X

k=1

1

ak
)�1

d) a1;a2; a3; :::; an 2 R say¬lar¬n¬n Karesel Ortalamas¬,

(KO) =

r

a21 + a
2
2 + :::+ a

2
n

n
= (

1

n

n
X

k=1

a2k)
1

2

e) pozitif a1;a2; a3; :::; an 2 R say¬lar¬n¬n Kuvvet Ortalamas¬ (r inci dereceden
kuvvet ortalamas¬ , P (r) )

P (r) = (
ar1 + a

r
2 + :::+ a

r
n

n
)
1

r = (
1

n

n
X

k=1

ark)
1

r ; (r 6= 0)

olarak tan¬mlan¬r (Karakaş-Aliyev, 2003).

Teorem 2.3 (Jensen eşitsizli¼gi):

E¼ger [a; b] aral¬¼g¬nda verilmi̧s sürekli f fonksiyonunun belirtti¼gi e¼gri kon-

veks ise, bu takdirde her x1; x2; x3; :::; xn 2 [a; b] ve p1 + p2 + p3 + :::+ pn = 1
koşulunu sa¼glayan negatif olmayan her p1; p2; p3; :::; pn için

f(p1x1 + p2x2 + :::+ pnxn) � p1f(x1) + p2f(x2) + :::+ pnf(xn) (1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Benzer şekilde, e¼ger f fonksiyonunun belirtti¼gi e¼gri konkav ise, eşitsizlik

tersine döner (Karakaş-Aliyev, 2003).

Not: f fonksiyonunu özel olarak seçersek, baz¬ eşitsizlikleri Jensen eşit-

sizli¼ginden "çekmek" mümkündür.
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Teorem 2.4:

(HO) � (GO) � (AO) � (KO) eşitsizlikleri daima do¼grudur (eşitlik

durumu yaln¬z ve yaln¬z a1 = a2 = a3 = ::: = an oldu¼gunda mümkündür).

Yukar¬daki eşitsizlikler içinde, aritmetik ortalamalar ve geometrik ortala-

malar aras¬ndaki [(GO) � (AO)] eşitsizli¼gini kullanaca¼g¬z. Şimdi de Jensen
eşitsizli¼gini kullanarak, bu eşitsizli¼gin ispat¬n¬ yapal¬m (Karakaş-Aliyev, 2003).

·Ispat:

f(x) = lnx; p1 = p2 = ::: = pn =
1

n
al¬n¬rsa, (1) eşitsizli¼ginden her pozitif

x1; x2; x3; :::; xn için

ln
x1 + x2 + x3 + :::+ xn

n
� lnx1 + lnx2 + :::+ lnxn

n

elde edilir ve buradan da

x1 + x2 + x3 + :::+ xn
n

� n

p
x1x2:::xn

olur. Bu sonucun eşiti de AO � GO eşitsizli¼gidir.
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BÖLÜM 3

DÜZLEMDE ·IZOPER·IMETR·IK TEOREM

Düzlemde izoperimetrik teoremin birçok farkl¬ ispat¬ verilmi̧stir. Bu bölüm-

de ilginç buldu¼gumuz Hurwitz� ¬n analitik yöntemi ve Dergiades� in poligon

yöntemi ile teoremin ispat¬n¬ verece¼giz.

·Izoperimetrik teorem, genellikle düzlemde kapal¬ bir e¼grinin çevre ve alan¬n¬

ili̧skilendiren bir eşitsizlik ile ifade edilir.

Teorem 3.1: L düzlemde kapal¬ bir e¼grinin çevresi, A da e¼gri taraf¬ndan

çevrelenen bölgenin alan¬ olmak üzere,

L2

A
� 4�

dir. Eşitlik ancak kapal¬ e¼grinin çember olmas¬ durumunda geçerlidir (Der-

giades, 2002).

1. ·Ispat: ABM:::Z bir poligon (çokgen) olmak üzere, poligon içindeki

AQ do¼grusu poligonu öyle iki eşit parçaya böler ki,

AB + BM + :::+ PQ =
1

2

A(ABM:::PQA) = A1 için A1 �
A

2
dir.

O noktas¬ AQ nun orta noktas¬, M ise ABM:::PQA n¬n O ya en uzak

noktas¬ ve OM = R olmak üzere (O;R) çemberini çizelim. A ve Q dan OM

ye çemberin A0; Q0 noktalar¬yla kesi̧sen dikeyler çizelim.
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.O

P

N

M

B

A
Z

Q

A’

Q’

hi

ai

N’

M’
di

.O

P

N

M

B

A
Z

Q

A’

Q’

hi

ai

N’

M’
di

Şekil 2.1 Poligon Yöntemi

Simetriden dolay¬ S = Alan(AA0MQ0QA) alan¬, çemberin alan¬n¬n yar¬s¬na

eşittir. Yani,

S =
1

2
� R2

dir. ABM:::PQ çokgeninin d¬̧s¬ çembere de¼gecek şekilde temel kenarlar¬

MN = ai ve di¼ger kenarlarda AA
0 ye paralel olacak şekilde paralelkenarlar

kurar.

OMN üçgeninin yüksekli¼gi hi ve MM 0N 0N paralelkenar¬n¬n yüksekli¼gi

di olmak üzere,

hi + di = R

dir. Ayr¬ca, A1; OAB; :::; OMN; :::; OPQ üçgenlerinin alanlar¬n¬n toplam¬na
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eşittir. Dolay¬s¬yla,

A1 =
1

2

X

i

aihi

olur.

A2; paralelkenarlar¬n alan¬ olmak üzere,

A2 =
P

i aidi =
P

i ai(R� hi)

=
P

i aiR�
P

i aihi

= R
P

ai �
P

aihi

= R
L

2
� 2A1

bulunur.

A1 + A2 � S

oldu¼gundan,

A1 + A2 � 1

2
�R2

A2 = R
L

2
� 2A1

ifadesi yerine konursa,

A1 + R
L

2
� 2A1 � 1

2
�R2

R
L

2
� A1 �

1

2
�R2 ) �R2 � LR + 2A1 � 0

) �(R� L

2�
)2 � (L

2

4�
� 2A1) � 0

olur. Burada uygun i̧slemler yap¬l¬r ve A1 �
A

2
oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

L2 � 4�2A1 � 4�A

elde edilir. Sonuç olarak,
L2

A
� 4�

bulunur.
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Aç¬kca bu eşitsizlik, çember için eşitli¼ge dönüştü¼günden; "sabit P çevre-

sine sahip bütün kapal¬ e¼griler içinde en büyük alana sahip olan çemberdir"

sonucuna var¬l¬r.

2. ·Ispat (Hurwitz� in ispat¬):

·Izoperimetrik eşitsizli¼gin modern analitik ispat¬ 1902 de A. Hurwitz taraf¬n-

dan yap¬lm¬̧st¬r. ·Ispat, R2 de bir D bölgesinde C s¬n¬r¬ etraf¬nda (pozitif

olarak yönlendirilmi̧s ) bir do¼gru integrali ile verilen A alan¬n¬n formülü kul-

lan¬larak yap¬lm¬̧st¬r.

Do¼gru integralleri Riemann toplamlar¬n¬n al¬̧s¬lm¬̧s limiti ile tan¬mlanmak

üzere;

A =

Z

C

xdy = �
Z

C

ydx =
1

2

Z

C

[xdy � ydx]

dir.

Basit bir C e¼grisini, a � t � b olmak üzere;

C : x = x(t); y = y(t)

ile parametrelendirirsek;
Z

C

xdy =

Z b

a

x(t)y
0

(t)dt

Z

C

ydx =

Z b

a

y(t)x
0

(t)dt

elde ederiz.

V = (V 1; V 2) , iken;

divV ( !x ; y) = V 1x + V 2y
�!n , C ye d¬̧s birim normal ve s yay uzunlu¼gu olmak üzere, Divergence teore-
minden A alan¬ için formüller aşa¼g¬daki gibidir;

Z

D

divV (�!x ; y)dxdy =
Z

C

�!
V :�!n ds
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V = (x; y) seçersek div
�!
V = 2 olur.

C için parametreler;

�!n = (y0(t);�x0(t))
p

x
0(t)2 + y0(t)2

ve

ds =
p

x
0(t)2 + y0(t)2dt

olmak üzere A için formüller kolayca ç¬kar¬labilir.

Hurwitz� in ispat¬nda Wirtinger� in Eşitsizli¼gi olarak bilinen ünlü eşitsizlik

de kullan¬lm¬̧st¬r.

Lemma 1: f(t), 2� periyotlu sürekli bir fonksiyon olmak üzere

Z

2�

0

f(t)dt = 0

olsun. O zaman

f(t) = a cos t+ b sin t

olmak üzere
Z

2�

0

f
0

(t)dt �
Z

2�

0

f(t)2dt

dir.

·Ispat: f(t) yi Fourier serilerine geni̧sletirsek;

f(t) =

1
X

n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

( averaj 0 oldu¼gundan
1

2
a0; 0 d¬r.)

O halde

f(t) =

1
X

n=1

(nbn cosnt� nan sinnt)

dir.



13

Porseval� ¬n formülünden,
Z

2�

0

f(t)2dt =

1
X

n=1

(a2n + b
2

n)

Z

2�

0

f
0

(t)2dt =

1
X

n=1

n2(a2n + b
2

n)

dir.

Buradan, her n > 1 için, an = bn = 0 olmad¬kça;
Z

2�

0

(f
0

(t)2f(t)2)dt =

1
X

n=1

(n2 � 1)(a2n + b2n)

kesinlikle pozitiftir. Bu ise Lemmay¬ ispatlar.

Sadeleştirmek için C nin L uzunlu¼gunu 2� kabul edelim. C yi çevirerek;
Z

2�

0

x(t)ds = 0

oldu¼gunu da kabul edebiliriz. O zaman

2� =

Z

2�

0

((x
0

)2 + (y
0

)2)ds

ve

A =

Z

2�

0

x(s)y
0

(s)ds

dir.

Buradan;

2(� � A) =
R

2�

0
((x

0

)2 � 2xy0 + (y0)2)ds
=

R

2�

0
((x

0

)2 � x2))ds+
R

2�

0
(x� y0)2ds

elde edilir.

·Ilk integral Lemma 1 den dolay¬ negatif de¼gildir. Aç¬kça ikinci integral de

negatif de¼gildir.

Buradan;

4�A � (2�)2 = L2

izoperimetrik eşitsizli¼gi elde edilir.
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BÖLÜM 4

UZAYDA ·IZOPER·IMETR·IK TEOREM

(S·IMETR·ILEŞT·IRME METODU ·ILE ·ISPAT)

Uzayda izoperimetrik teoremin baz¬ farkl¬ ispatlar¬ verilmi̧stir. Bu bölümde

teoremin ispat¬na yönelik Steiner� in simetrileştirme i̧slemi ve Wilhelm Gross�

un yak¬nsakl¬k yöntemini verece¼giz.

4.1 Kürenin ·Izoperimetri Özelli¼gi

Düzlemde çemberin izoperimetri özeli¼gine uzayda kaŗs¬l¬k olarak �ayn¬

yüzey alan¬na sahip cisimler (kapal¬ yüzeyler) aras¬nda en büyük hacme sahip

olan küredir� veya bir başka ifadeyle �ayn¬ hacme sahip cisimler aras¬nda en

küçük yüzey alan¬na sahip olan küredir� şeklinde ifade edebiliriz.

r

r yar¬çapl¬ küre

Kürenin hacminin V =
4

3
�r3, yüzey alan¬n¬n O = 4�r2 oldu¼gu hat¬r-

lan¬rsa, hacim ile yüzey alan¬ aras¬nda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬y¬ kolayca elde ederiz.

V 2 =
16�2r6

9
) 36�V 2 = 64�3r6 = O3

olup, buradan
O3

V 2
= 36�
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elde edilir. Küre için geçerli olan bu eşitlik, küre d¬̧s¬ndaki oval yüzeyler için

genelleştirilirse,
O3

V 2
� 36�

eşitsizli¼gi elde edilir. Buna uzayda izoperimetrik eşitsizlik ad¬ verilir.

Bu eşitsizli¼gi bir teorem ile vermeden önce, ispat¬nda kullanaca¼g¬m¬z Steiner�

in simetrileştirme i̧sleminden bahsedelim.

4.2 Steiner� in Simetrileştirme ·I̧slemi

Steiner düzlem de maksimal şekillerin (maksimum alan ve maksimum

çevreli şekillerin), çevrelerini iki eşit parçaya bölen her do¼gruya göre simetrik

oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r. Uzayda da, Steiner� in simetrileştirme metodu ile her

oval yüzey, yine bir düzgün oval yüzeye dönüştürülür. Oval yüzeye uygulanan

simetrileştirme i̧slemi ile ayn¬ hacime fakat daha küçük yüzey alan¬na sahip

yeni bir oval şekil elde ederiz (Şekil 3.1). Bundan sonra bu yeni şekli, ilk

şeklin yüzey alan¬na eşit bir yüzey alan¬ elde edinceye kadar büyütürüz.

x

y

z

    O

Şekil 3.1

E¼ger şekil her do¼grultu da bir simetri eksenine sahip de¼gilse ayn¬ yüzey alan¬na
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sahip şekiller aras¬nda maksimum hacminden söz edemeyiz. Bu durum mak-

simum şekil olarak küreyi i̧saret eder. Yeni elde edilen cismin, ilk yüzeyin

simetrileştirme do¼grultusuna dik bir simetri düzlemine sahip olmas¬ halinde,

oval yüzeyin yüzey alan¬na eşit olur. Bu durum ispat gerektirmez.

Teorem 4.1 (Uzayda izoperimetrik teorem):

V uzay da verilen cismin hacmi, O yüzey alan¬ olmak üzere

O3

V 2
� 36�

dir ( Blaschke, 1949).

·Ispat : Teoremi Wilhelm Gross� un yak¬nsakl¬k yöntemini kullanarak

ispatlayaca¼g¬z.

Buna göre, her F oval yüzeyi yeteri kadar n�say¬da simetrileştirme i̧slemi
ile ayn¬ hacime sahip yeni bir Fn oval yüzeyine dönüştürülebilir. Fn oval

yüzeyinin On yüzey alan¬, F oval yüzeyi ile ayn¬ hacime sahip K küresinin,

OK yüzey alan¬ndan fark¬ çok az küçük olsun. Oval yüzeyin yüzey alan¬ ile

K küresinin yüzey alan¬ aras¬nda Steiner� in simetrileştirme i̧slemine göre,

şunlar geçerlidir.

O, F nin yüzey alan¬; On; Fn oval yüzeyinin alan¬ ve OK ; K küresinin

yüzey alan¬ olmak üzere,

i) O � On
ii) limOn = OK

olup sonucun,

iii) O � OK

oldu¼gunu gösterece¼giz.
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x

y

z

O
Ko

K

F

Şekil 3.2

F nin içinde bir O noktas¬ alal¬m ve O merkez olmak üzere iki küre

gözönüne alal¬m. Bu kürelerden biri F nin içinde bulunan Ko küresi, di¼geri

ise F ye hacim olarak eşit olan K küresi olsun.

K küresinin içinde, F nin d¬̧s¬nda kalan k¬sm¬n¬n hacmini ' ile gösterelim.

F ileK ayn¬ hacimli olduklar¬ndan, F nin içindeK küresinin d¬̧s¬nda bulunan

k¬sm¬n¬n hacmide ' dir.

' > 0 için � > 0 olacak şekilde �(') sürekli fonksiyonu verilsin. O zaman

Ko küresini içini alan ve F ye hacim itibariyle eşit olan K küresinden, '

kadar d¬̧sar¬ ç¬kan her F oval yüzeyine kaŗs¬l¬k, � hacmine sahip S ve S 0 gibi

iki küre bulunabilir. Bunlardan S küresi "K n¬n d¬̧s¬nda - F nin içinde", di¼ger

S 0 küresi ise "K n¬n içinde -F nin d¬̧s¬nda" olsun (Blaschke, 1949).
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x

y

z

O
Ko

K

P

Şekil 3.3

O merkezine sahip (K dan büyük) öyle bir küre gözönüne getirelim ki,

bunun K ile meydana getirdi¼gi aral¬¼g¬n hacmi ' olsun. Bu yeni küre (K),

K ya hacimce eşit olan F nin tamamen d¬̧s¬nda de¼gildir. (K) yeni küre

yüzeyinde, F nin içinde olmak üzere bir P noktas¬ vard¬r. Bir taraftan K ya

d¬̧stan de¼gen, di¼ger taraftan tepesi P de olup Ko küresine de¼gen, koniye içten

te¼get olan küreyi çizelim.

F nin içinde bulunan bu yeni kürenin hacmi �1(') olsun. O merkezine

sahip olup K n¬n içinde bulunan ve K ile aras¬nda kalan k¬sm¬n hacmi '

olacak şekilde yeni bir Ko küresi oluştural¬m. Bu küre Ko küresine göre daha

büyük olacak ve F nin d¬̧s¬na ç¬kacakt¬r. Bundan dolay¬ bu ara k¬s¬mda (K

ile Ko aras¬) her iki küreye te¼get olan ve F nin d¬̧s¬nda bulunan bir küre

bulabiliriz (S ile gösterelim).
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S nin hacmi �2(') olsun. Bu S küresinin merkezini, F nin üzerinde olup,

O ya en yak¬n bulunan noktay¬ O ile birleştiren do¼gru üzerinde seçebiliriz. Bu

şekilde tarif edilen �1('), �2(') fonksiyonlar¬ elemanter olarak hesaplanabilir.

Bu fonksiyonlar sürekli ve pozitiftir.

Bunlar¬n en küçü¼gü olan,

�(') =1

2
[�1(') + �2(')] � 1

2
j �1(') � �2(') j özeli¼gine sahiptir. ' nin

büyümesi ile S, S 0 küreleri de büyüyece¼ginden �(') fonksiyonu monoton

olarak artar.

F yi simetrileştirme i̧slemi ile F1 oval yüzeyi haline dönüştürelim. Simet-

rileştirme do¼grultusu ( x3 do¼grultusu) S ve S 0 kürelerinin merkezlerini bir-

leştiren do¼grununki ile ayn¬ olsun ve simetri düzlemi (x3 = 0 ) O dan geçsin.

Bu takdirde F1 yine eski Ko küresini içinde bulundurur. F1 in ayn¬ hacme

sahip olan K küresinin d¬̧s¬nda bulunan k¬sm¬n¬n '1 hacmini şu şekilde yaza-

biliriz.

0 � '1 � '� �(')

şart¬n¬ gerçekler, çünkü simetrileştirmede bütün S küresi K n¬n içinde yer

al¬r. Bu metodu şimdi eskiKo veK kürelerini kullanarak yeniden F1 yüzeyine

uygulayabiliriz. Yeni F2 oval yüzeyinin K n¬n d¬̧s¬nda bulunan k¬sm¬n¬n '2

hacmi için,

'2 � '1 � �('1)

ba¼g¬nt¬s¬ geçerli olur. Böylece devam edelim. �(') fonksiyonunun monoton

artan oldu¼gu kullan¬l¬rsa,

1. simetrileştirmeden,

'� '1 � �(')

2. simetrileştirmeden,

'1 � '2 � �('1)
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n. simetrileştirme sonunda,

'n�1 � 'n � �('n�1)

elde edilir. Buradaki eşitsizliklerden bir tek eşitlik elde edelim.

1. ve 2. simetrileştirmeden elde edilen,

'� '1 � �(')

'1 � '2 � �('1)

eşitsizlikleri taraf tarafa toplan¬rsa,

'� '2 � �(') + �('1)

bulunur. Bu durumda,

a) �(') � �('1) oldu¼gundan (simetrileştirme sonucu '1 < ' olaca¼g¬ndan,
'1 içine yerleşecek S küresi de S1 şeklinde adland¬r¬lacakt¬r. S1 in hacmi S

nin hacminden küçük kal¬r),

'� '2 � �('1) + �('1)

'� '2 � 2�('1)

olur.

b) �('1) � �('2) oldu¼gundan,

'� '2 � 2�('2)

elde edilir. Bu eşitsizli¼gi genellemek istersek, n defa simetrileştirme için,

'� 'n � n�('n)

veya

n � '� 'n
�('n)

<
'

�('n)

bulunur.
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Şu halde n defa simetrileştirme i̧sleminden sonra elde edilen oval yüzeyin,

ayn¬ hacime sahipK küresinden ancak " kadar d¬̧sar¬ taşmas¬ istenirse simetri

i̧sleminin,

n <
'

�(")

defa tekrar¬ yeterlidir.

K n¬n F nin d¬̧s¬nda kalan k¬sm¬ " olarak al¬ns¬n.

Bu şekilde metodumuzun yak¬nsakl¬¼g¬na dair tam bir �kir elde etmi̧s olur

ve F ye hacimce eşit olan bir Fn oval yüzeyi buluruz ki; bunun yüzey alan¬

ayn¬ hacime sahip K küresinin yüzey alan¬ndan istenildi¼gi kadar küçük bir

miktar fark etsin.

Bunu şu şekilde tespit edebiliriz (Şekil 3.4).

Şekil 3.4

O merkezine sahip öyle birK? küresi çizelim. Bu kürenin te¼get düzlemleri,

K dan hacmi " olan bir uzay parças¬ ay¬rs¬n. Bu takdirde K? muhakkak Fn
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nin içindedir. Bundan başka K n¬n d¬̧s¬nda öyle bir Q noktas¬ arayal¬m ki,

tepesi Q de olup K? a de¼gen koni ile K n¬n s¬n¬rlad¬¼g¬ cisim " hacmine sahip

olsun. Bu takdirde merkezi O olan ve Q dan geçen K?? küresi muhakkak Fn

in d¬̧s¬nda bulunur (daima Fn nin K dan " kadar taşt¬¼g¬n¬ kabul ediyoruz).

Buna göre,

K? < Fn < K
??

veya

K? < K < K??

yaz¬l¬r. Bu şartlar¬ sa¼glayan oval cisimlerin, yüzey alanlar¬ aras¬ndaki

O? < On < O
??

ba¼g¬nt¬s¬ndan,

O?? > Ok > O
?

olur. Bu eşitsizlikler de

O?? �O? > Ok �On > O? �O??

şeklinde yaz¬l¬r. Düzenlersek,

jOk �Onj < O?? �O?

elde edilir. Simetrileştirme i̧slemi kürenin içinde kal¬r, bu yüzden,

O > O?

d¬r. K? küresi için 1. simetrileştirme sonucunda,

36�(V ?)2 = (O?)3

geçerlidir.
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Buradan simetrileştirme sonucunda hacim ayn¬ kal¬p, yüzey alan¬ küçüle-

ce¼ginden,

36�(V ?)2 < O3

yaz¬labilir.

V = V ?

oldu¼gundan,

36�V 2 < O3

d¬r. Sonuç olarak, bir oval yüzeyin V hacmi ile O yüzey alan¬ aras¬nda,

0 < O3 � 36�V 2

ba¼g¬nt¬s¬ elde edilir. Eşitlik durumu oval yüzeyin küre olmas¬ durumunda

geçerlidir. Dolay¬s¬yla
O3

V 2
� 36�

bulunur.
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BÖLÜM 5

UZAYDA ·IZOPER·IMETR·IK TEOREM

(KARŞILAŞTIRMA METODU ·ILE ·ISPAT)

Bu bölümde, uzayda izoperimetrik teoreminin ispat¬n¬, farkl¬ ve yeni

ispatlama yöntemi ile ad¬na "kaŗs¬laşt¬rma metodu" dedi¼gimiz yöntemle vere-

ce¼giz. K¬saca eşkenar üçgen dik prizma, küp, dikdörtgenler prizmas¬, düzgün

beşgen dik prizma ve düzgün alt¬gen dik prizma ile kürenin kaŗs¬laşt¬rmas¬n¬

yapaca¼g¬z.

Teorem 5.1(Uzayda izoperimetrik teorem):

(1) Uzayda yüzey alanlar¬ eşit kapal¬ cisimler içerisinde küre en büyük

hacme sahiptir.

(2) Uzayda hacimleri eşit kapal¬ cisimler içerisinde küre en küçük yüzey

alan¬na sahiptir.

·Ispat: ·Ispat¬ aşa¼g¬da kaŗs¬laşt¬rmalar ad¬ alt¬nda ayr¬ ayr¬ inceleyerek

verdik.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.1 (Eşkenar üçgen dik prizma - Küre)

Eşkenar üçgen dik prizma ile kürenin yüzey alanlar¬ eşit olsun. Kürenin

hacminin, eşkenar üçgen dik prizman¬n hacminden büyük oldu¼gunu göstere-

lim.
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r

Şekil 5.1 Eşkenar üçgen dik prizma-Küre

Eşkenar üçgen dik prizman¬n taban ayr¬t¬ a, yüksekli¼gi h; kürenin yar¬çap¬

r olsun. Yüzey alanlar¬ da,

O(E) = 2
a2
p
3

4
+ 3ah

ve

O(K) = 4�r2

dir. O(E) = O(K) al¬n¬rsa,

r2 =
a2
p
3

8�
+
3ah

4�

veya

r2 =
a2
p
3 + 6ah

8�

elde edilir.

Şimdi hacimleri kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

V (K)� V (E) =
4�r3

3
� a

2
p
3

4
h

= [
4�

3
(
a2
p
3 + 6ah

8�
)

r

a2
p
3 + 6ah

8�
]� a

2
p
3

4
h

olur. Hacimlerin kareleri de,

V 2(K) � V 2(E) =
16�2

9
(
a2
p
3 + 6ah

8�
)3 � (a

2
p
3

4
h)2

=
16[a(a

p
3 + 6h)]3

9:83�
� 3a

4h2

16
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veya

V 2(K) � V 2(E) =
a3

16
[
(a
p
3 + 6h)3

18�
� 3ah2] (2)

bulunur.

Bu sonucun s¬f¬rdan büyük oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Teorem 2.4 den hat¬rlanaca¼g¬ gibi "farkl¬ iki pozitif say¬n¬n geometrik or-

talamas¬, aritmetik ortalamas¬ndan küçük veya eşit (G � A) " oldu¼gundan
x+ y

2
� pxy olur. Buradan,

(x+ y)2 � (2
p
xy)2

(x+ y)3 � 4xy(x+ y)

(x+ y)3 > 4xy2 ve

(x+ y)3 > 4x2y

elde edilir. Bu sonucu (2) eşitli¼ginde kullan¬rsak,

(a
p
3 + 6h)3 > 4a

p
3(6h)2

bulunur. Gerekli düzenleme yap¬l¬rsa,

(a
p
3 + 6h)3

18�
>

144
p
3ah2

18�

veya
(a
p
3 + 6h)3

18�
>

8
p
3ah2

�
> 3ah2

elde edilir. Buradan da,

(a
p
3 + 6ah)3

18�
� 3ah2 > 0

olur. Yani V (K) > V (E) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.2 (Eşkenar üçgen dik prizma - Küre)

Eşkenar üçgen dik prizma ile kürenin hacimleri eşit olsun. Eşkenar üç-

gen dik prizman¬n yüzey alan¬n¬n, kürenin yüzey alan¬ndan büyük oldu¼gunu

gösterelim.
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Eşkenar üçgen dik prizman¬n taban ayr¬t¬ a, yüksekli¼gi h; kürenin yar¬çap¬

r olsun. S¬ras¬yla hacimleri de,

V (E) =
a2
p
3

4
h

ve

V (K) =
4�r3

3

olur. V (K) = V (E) al¬n¬rsa,

r3 =
3
p
3a2h

16�

r =
3

r

3
p
3

16�
a2h

bulunur.

Şimdi yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(E)�O(K) = (2
a2
p
3

4
+ 3ah)� 4�r2

= (
a2
p
3

2
+ 3ah)� 4�( 3

r

(3
p
3a2h)2

162�2
)

olur. Yüzey alanlar¬n¬n küpleri de,

O3(E)�O3(K) = (
a2
p
3

2
+ 3ah)3 � 64�3(27a

4h2

256�2
)

= a3(
a
p
3

2
+ 3h)3 � 27a

4h2�

4

veya

O3(E)�O3(K) = a3[(
a
p
3

2
+ 3h)3 � 27ah

2�

4
] (3)

bulunur. Bu sonucun s¬f¬rdan büyük oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Teorem 2.4 den (x+ y)3 > 4xy2 eşitsizli¼gini (3) eşitli¼ginde kullan¬rsak,



28

(
a
p
3

2
+ 3h)3 > 4

a
p
3

2
(3h)2

(
a
p
3

2
+ 3h)3 >

36
p
3ah2

2
>
27�ah2

4

veya

(
a
p
3

2
+ 3h)3 � 27�ah

2

4
> 0

olur. Yani O(E) > O(K) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.3 (Küp - Küre)

Küp ile kürenin yüzey alanlar¬ eşit olsun. Kürenin hacminin, küpün hac-

minden büyük oldu¼gunu gösterelim.

r

Şekil 5.2 Küp-Küre

Buna göre,

O(K�ure) = 4�r2

ve

O(K�up) = 6a2

d¬r. O(K�ure) = O(K�up) al¬n¬rsa,

6a2 = 4�r2

r =

r

6a2

4�

r =
1

2

r

6a2

�
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bulunur.

Şimdi hacimleri kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

V (K�ure)� V (K�up) =
4�r3

3
� a3

=
4�

3

6a2

4�

1

2

r

6a2

�
� a3

= a2

r

6a2

�
� a3

= a2(

r

6a2

�
� a)

veya

V (K�ure)� V (K�up) = a3(

r

6

�
� 1)

olur.

a3(

r

6

�
� 1) > 0 oldu¼gundan, V (K�ure) > V (K�up) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.4 (Küp-Küre)

Küp ile kürenin hacimleri eşit olsun. Küpün yüzey alan¬n¬n, kürenin

yüzey alan¬ndan büyük oldu¼gunu gösterelim.

V (K�ure) =
4�r3

3

ve

V (K�up) = a3

dir. V (K�ure) = V (K�up) al¬n¬rsa,

4�r3

3
= a3

veya

r3 =
3a3

4�

r2 = a2 3

r

9

16�2
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bulunur.

Şimdi yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(K�up)�O(K�ure) = 6a2 � 4�r2

= 6a2 � 4�(a2 3

r

9

16�2
)

= 6a2 � 4 13� 1

3a23
2

3

= a2(6� 3
p
36�)

= a26
2

3 (6
1

3 � 3
p
�)

olur.

a26
2

3 (6
1

3 � 3
p
�) > 0 oldu¼gundan, O(K�up) > O(K�ure) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.5 (Dikdörtgenler prizmas¬ - Küre)

Küre ile dikdörtgenler prizmas¬n¬n yüzey alanlar¬ eşit olsun. Kürenin

hacminin, dikdörtgenler prizmas¬n¬n hacminden büyük oldu¼gunu gösterelim.

r

Şekil 5.3 Dikdörtgenler prizmas¬-Küre

Dikdörtgenler prizmas¬n¬n ayr¬tlar¬ a; b; c olmak üzere; yüzey alanlar¬,

O(D) = 2(ab+ ac+ bc)
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ve

O(K) = 4�r2

dir. O(D) = O(K) al¬n¬rsa,

2(ab+ ac+ bc) = 4�r2

olur. Uygun düzenleme yap¬l¬rsa,

r2 =
2(ab+ ac+ bc)

4�

r =
1

2

r

2(ab+ ac+ bc)

�

bulunur.

Şimdi hacimleri kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

V (K)� V (D) =
4�r3

3
� abc

= [
4�

3

2(ab+ ac+ bc)

4�

1

2

r

2(ab+ ac+ bc)

�
]� abc

=
1

3

r

2

�

p

(ab+ ac+ bc)3 � abc

olur. Hacimlerin kareleri de,

V 2(K)� V 2(D) =
2(ab+ ac+ bc)3

9�
� a2b2c2

veya

V 2(K)� V 2(D) =
1

9�
[2(ab+ ac+ bc)3 � 9�a2b2c2] (4)

bulunur. Bu ifadenin s¬f¬rdan büyük oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Teorem 2.4 uygulan¬rsa;

ab+ ac+ bc

3
� (ab:ac:bc)

1

3

(ab+ ac+ bc)3 � 27a2b2c2
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elde edilir. Bu sonucu (4) eşitli¼ginde kullan¬rsak,

2(ab+ ac+ bc)3 > 54a2b2c2 > 9�a2b2c2

olur. Yani V (K) > V (D) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.6 (Dikdörtgenler prizmas¬ - Küre)

Küre ile dikdörtgenler prizmas¬n¬n hacimleri eşit olsun. Dikdörtgenler

prizmas¬n¬n yüzey alan¬n¬n, kürenin yüzey alan¬ndan büyük oldu¼gunu göstere-

lim.

V (D) = abc

ve

V (K) =
4�r3

3

dir. V (K) = V (D) al¬n¬rsa,

4�r3

3
= abc

elde edilir ve buradan da,

r3 =
3abc

4�

r = 3

r

3abc

4�

bulunur.

Şimdi yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(D)�O(K) = 2(ab+ ac+ bc)� 4�r2

= 2(ab+ ac+ bc)� 4� 3

r

9a2b2c2

16�2

olur. Yüzey alanlar¬n¬n küpleri de,

O3(D)�O3(K) = 8(ab+ ac+ bc)3 � 64�39a
2b2c2

16�2
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veya

O3(D)�O3(K) = 8(ab+ ac+ bc)3 � 36�a2b2c2 (5)

bulunur. Bu ifadenin s¬f¬rdan büyük oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Teorem 2.4 uygulan¬rsa; buradan

ab+ ac+ bc

3
� (ab:ac:bc)

1

3

(ab+ ac+ bc)3 � 27a2b2c2

bulunur. Bu sonucu (5) eşitli¼ginde kullan¬rsak,

8(ab+ ac+ bc)3 � 216a2b2c2

elde edilir.

8(ab+ ac+ bc)3 � 216a2b2c2 > 36�a2b2c2

olur. Yani O(D) > O(K) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.7 (Düzgün beşgen dik prizma - Küre)

Küre ile düzgün beşgen dik prizman¬n yüzey alanlar¬ eşit olsun. Kürenin

hacminin, düzgün beşgen dik prizman¬n hacminden büyük oldu¼gunu göstere-

lim.

r

Şekil 5.4 Düzgün beşgen dik prizma-Küre

Düzgün beşgen dik prizman¬n bir kenar uzunlu¼gu b, iç te¼get çemberinin

yar¬çap¬ x olsun.
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Düzgün beşgen dik prizman¬n iç aç¬s¬ 108� derece oldu¼gundan,

x =
b: tan 54

2
=
b:1; 37

2

dir.

O(B) = 5bx+ 5bh

O(B) = O(K) al¬n¬rsa,

5bx+ 5bh = 4�r2

5b
b1; 37

2
+ 5bh = 4�r2

3; 42b2 + 5bh = 4�r2

veya

r =

r

3; 42b2 + 5bh

4�

bulunur.

V (K) ve V (B) hacimlerini kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

V (K)� V (B) =
4�r3

3
� 5bx

2
h

=
(3; 42b2 + 5bh)

3

r

3; 42b2 + 5bh

4�
� 1; 71b2h

olur. Hacimlerin kareleri de,

V 2(K)� V 2(B) = [
1

36�
(3; 42b2 + 5bh)3]� 2; 92b4h2 (6)

bulunur. Sonucun s¬f¬rdan büyük oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Teorem 2.4 den,

(x+ y)3 > 4xy2 sonucunu al¬p; bunu (6) eşitli¼ginde uygularsak,

(3; 42b2 + 5bh)3 > 4:(3; 42b2)(5bh)2
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elde edilir.
(3; 42b2 + 5bh)3

36�
>

342b4h2

36�
> 2; 92b4h2

olur. Yani V (K) > V (B) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.8 (Düzgün beşgen dik prizma - Küre)

Küre ile düzgün beşgen dik prizman¬n hacimleri eşit olsun. Düzgün beş-

gen dik prizman¬n yüzey alan¬n¬n, kürenin yüzey alan¬ndan büyük oldu¼gunu

gösterelim.

Düzgün beşgen dik prizman¬n taban¬n¬n bir kenar uzunlu¼gu b, iç te¼get

çemberinin yar¬çap¬ x, yüksekli¼gi h olmak üzere; hacmi ve iç te¼get çemberinin

yar¬çap¬,

V (B) = 5
bx

2
h

ve

x =
b: tan 54

2
=
b:1; 37

2

d¬r. V (B) = V (K) al¬n¬rsa,

4�r3

3
= 5

bx

2
h

�r3 =
15bxh

8

r = 3

r

15bxh

8�

r =
3

r

20; 55b2h

16�

bulunur.

Yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(B)�O(K) = (2:5
bx

2
h+ 5bh)� 4�r2

= (3; 42b2 + 5bh)� 4� 3

r

(
20; 55b2h

16�
)2
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olur. Yüzey alanlar¬n¬n küpleri de,

O3(B)�O3(K) = (3; 42b2 + 5bh)3 � (4�)3(20; 55b
2h

16�
)2

= (3; 42b2 + 5bh)3 � �422; 30b
4h2

4

= (3; 42b2 + 5bh)3 � 105; 57�b4h2)
veya

O3(B)�O3(K) = b3[(3; 42b+ 5h)3 � 105; 57�bh2] (7)

bulunur. Sonucun s¬f¬rdan büyük oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Teorem 2.4 den,

(x+ y)3 > 4xy2 sonucunu al¬p; bunu (7) eşitli¼ginde uygularsak,

(3; 42b+ 5h)3 > 4:(3; 42b):(5h)2

elde edilir.

(3; 42b+ 5h)3 > 342bh2 > 105; 57�bh2

olur. Yani O(B) > O(K) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.9 (Düzgün alt¬gen dik prizma - Küre)

Düzgün alt¬gen dik prizma ile kürenin yüzey alanlar¬ eşit olsun. Kürenin

hacminin düzgün alt¬gen dik prizman¬n hacminden büyük oldu¼gunu göstere-

lim.

r

Şekil 5.5 Düzgün alt¬gen dik prizma-Küre
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Düzgün alt¬gen dik prizman¬n taban ayr¬t¬ a, yüksekli¼gi h olmak üzere,

O(A) = O(K) al¬n¬rsa,

3
p
3a2 + 6ah = 4�r2

olur. r yi yaln¬z b¬rak¬rsak

r =
1

2
p
�

p

3
p
3a2 + 6ah

elde edilir.

Hacimlerini kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

V (K)� V (A) =
4�r3

3
� 6a

2
p
3

4
h

= [
(3
p
3a2 + 6ah)

3

1

2
p
�

p

3
p
3a2 + 6ah]� 3

p
3a2h

2

= (
3
3

2a
3

2

q

(
p
3a+ 2h)3

6
p
�

)� 3
p
3a2h

2

olur. Hacimlerin kareleri de,

V 2(K)� V 2(A) =
27a3(

p
3a+ 2h)3

36�
� 27a

4h2

4

=
27a3

4
[
1

9�
(
p
3a+ 2h)3 � ah2]

bulunur. Sonucun s¬f¬rdan büyük oldu¼gunu ispatlayal¬m.

a ve h n¬n durumlar¬n¬ inceleyelim.

a � h ise
1

9�
(
p
3a+ 2h)3 � ah2 � 1

9�
(
p
3h+ 2h)3 � h3 > 0

a < h ise
1

9�
(
p
3a+ 2h)3 � ah2 >

1

9�
(
p
3a+ 2a)3 � a3 > 0

olur. Yani V (K) > V (A) bulunur.
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Kaŗs¬laşt¬rma 5.10 (Düzgün alt¬gen dik prizma - Küre)

Düzgün alt¬gen dik prizma ile kürenin hacimleri eşit olsun. Düzgün alt¬-

gen dik prizman¬n yüzey alan¬n¬n, kürenin yüzey alan¬ndan büyük oldu¼gunu

gösterelim.

V (K) = V (A) al¬n¬rsa,

4�r3

3
=

3a2
p
3

2
h

r =
1

2

3

r

9
p
3a2h

�

elde edilir. Yüzey alanlar¬na kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(A)�O(K) = (6ah+ 3
p
3a2)� 4�r2

= (6ah+ 3
p
3a2)� 4�1

4

3

r

(
9
p
3a2h

�
)2

olur. Yüzey alanlar¬n¬n küpleri de,

O3(A)�O3(K) = (6ah+ 3
p
3a2)3 � �3243a

4h2

�2

= [3a(2h+
p
3a)]3 � 243�a4h2

= 27a3[(2h+
p
3a)3 � 9�ah2]

bulunur.

a ve h n¬n durumlar¬n¬ inceleyelim.

a � h ise (2h+
p
3a)3 � 9�ah2 � (2h+

p
3h)3 � 9�h3 > 0

a < h ise ( 2h+
p
3a)3 � 9�ah2 > (2a+

p
3a)3 � 9�a3 > 0

olur. Yani O(A) > O(K) bulunur.
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Geometrik Şekillerin Birbirleri ·Ile Kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Bu k¬s¬mda, baz¬ geometrik şekillerin yüzey alan¬ ile hacimlerinin kaŗs¬laşt¬r-

mas¬n¬ yapaca¼g¬z.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.1.1 (Eşkenar üçgen dik prizma - Küp)

Eşkenar üçgen dik prizma ile küpün hacimleri eşit olsun. Eşkenar üçgen

prizman¬n yüzey alan¬n¬n, küpün yüzey alan¬ndan büyük oldu¼gunu göstere-

lim.

Küpün bir ayr¬t¬ b olmak üzere, V (E) = V (K�up) al¬n¬rsa,

a2
p
3

4
h = b3

b =
3

r

a2
p
3

4
h

elde edilir.

Yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(E)�O(K�up) = (2
a2
p
3

4
+ 3ah)� 6b2

= (
a2
p
3

2
+ 3ah)� 6 3

r

3a4h2

16

olur. Yüzey alanlar¬n¬n küpleri de,

O3(E)�O3(K�up) = (
a2
p
3

2
+ 3ah)3 � 63(3a

4h2

16
)

= a3[(
a
p
3

2
+ 3h)3 � 81

2
ah2]

bulunur.

a ve h n¬n durumlar¬na bakal¬m.

h � a ise (
a
p
3

2
+ 3h)3 � 81

2
ah2 � (

a
p
3

2
+ 3a)3 � 81

2
a3 > 0

a > h ise (
a
p
3

2
+ 3h)3 � 81

2
ah2 > (

h
p
3

2
+ 3h)3 � 81

2
h3 > 0
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elde edilir. Yani O(E) > O(K�up) bulunur.

Kaŗs¬laşt¬rma 5.1.2 (Düzgün alt¬gen dik prizma - Küp)

Düzgün alt¬gen dik prizma ile küpün hacimleri eşit olsun. Düzgün alt¬-

gen dik prizman¬n yüzey alan¬n¬n, küpün yüzey alan¬ndan küçük oldu¼gunu

gösterelim.

Küpün bir ayr¬t¬ b olmak üzere, V (A) = V (K) al¬n¬rsa,

b3 =
6a2
p
3

4
h

b =
3

r

3
p
3

2
a2h

elde edilir.

Yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(K)�O(A) = 6b2 � (3
p
3a2 + 6ah)

= 6 3

r

27

4
a4h2 � (3

p
3a2 + 6ah)

olur. Yüzey alanlar¬n¬n küpleri de,

O3(K)�O3(A) = 1458a4h2 � (3
p
3a2 + 6ah)3

= a3[1458ah2 � (3
p
3a+ 6h)3]

bulunur.

a ve h n¬n durumlar¬na bakal¬m.

h � a ise 1458ah2 � (3
p
3a+ 6h)3 � 1458a3 � (3

p
3a+ 6a)3 > 0

olur. Yani O(K�up) > O(A) bulunur.
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Kaŗs¬laşt¬rma 5.1.3 (Düzgün beşgen dik prizma - Küp)

Düzgün beşgen dik prizma ile küpün hacimleri eşit olsun. Düzgün beş-

gen dik prizman¬n yüzey alan¬n¬n, küpün yüzey alan¬ndan küçük oldu¼gunu

gösterelim.

Küpün bir ayr¬t¬ a olmak üzere, V (B) = V (K�up) al¬n¬rsa,

1; 71b2h = a3

olur. Buradan

a = 3

p

1; 71b2h

elde edilir.

Yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(K�up)�O(B) = 6a2 � (3; 42b2 + 5bh)

= 6 3

p

(1; 71b2h)2 � (3; 42b2 + 5bh)

olur. Yüzey alanlar¬n¬n küpleri de,

O3(K�up)�O3(B) = 216(1; 71b2h)2 � (3; 42b2 + 5bh)3

= b3[631; 6bh2 � (3; 42b+ 5h)3]

bulunur.

b ve h n¬n durumlar¬na bakal¬m.

h � b ise 631; 6bh2 � (3; 42b+ 5h)3 > 631; 6b3 � (3; 42b+ 5b)3 > 0

olur. Yani O(K�up) > O(B) bulunur.
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Kaŗs¬laşt¬rma 5.1.4 (Düzgün alt¬gen dik prizma - Düzgün beşgen

dik prizma)

Düzgün alt¬gen dik prizma ile düzgün beşgen dik prizman¬n hacimleri ve

yükseklikleri eşit olsun. Düzgün beşgen dik prizman¬n yüzey alan¬n¬n, düzgün

alt¬gen dik prizman¬n yüzey alan¬ndan büyük oldu¼gunu gösterelim.

Düzgün beşgenin bir ayr¬t¬ b, düzgün alt¬genin bir ayr¬t¬ a olmak üzere,

V (B) = V (A) al¬n¬rsa,

1; 71b2h =
3
p
3

2
a2h

3; 42b2 = 3
p
3a2

b = 1; 23a

elde edilir. Buradan, b2 > a2 oldu¼gundan b > a d¬r.

Yüzey alanlar¬n¬ kaŗs¬laşt¬ral¬m. Buna göre,

O(B)�O(A) = (3; 42b2 + 5bh)� (3
p
3a2 + 6ah)

= 5bh� 6ah

elde edilir. b = 1; 23a eşitli¼gini kullan¬rsak,

O(B)�O(A) = 5:(1; 23ah)� 6ah
= 6; 15ah� 6ah > 0

oldu¼gundan O(B) > O(A) bulunur.

Sonuç

Yukar¬daki al¬̧st¬rmalar neticesinde, uzayda hacimleri eşit olan geometrik

şekiller aras¬nda, OK�ure, OA, OB, OK�up, OE s¬ras¬yla Kürenin, Alt¬gen priz-

man¬n, Beşgen prizman¬n, Küpün ve Eşkenar üçgen prizman¬n yüzey alanlar¬

olmak üzere;

OK�ure < OA < OB < OK�up < OE
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s¬ralamas¬ vard¬r. Di¼ger taraftan,VE; VK�up; VB; VA; VK�ure s¬ras¬yla Eşke-

nar üçgen prizman¬n, Küpün, Beşgen prizman¬n, Alt¬gen prizman¬n, Kürenin

hacimleri olmak üzere; "uzayda yüzey alanlar¬ eşit olan geometrik şekillerin

hacimleri aras¬nda"

VE < VK�up < VB < VA < VK�ure

s¬ralamas¬ vard¬r.

Bu sonuçta bulunan hacimler için verilen s¬ralama, yüzey alanlar¬ için

Bölüm 5 de verilen ispata tamamen benzer bir şekilde elde edilebilece¼ginden

okuyucuya b¬rak¬lm¬̧st¬r.
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