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FUZZY DÜZLEM PROJEKTİF GEOMETRİ ÜZERİNE 
 

Şule GÜRKAN 
 

ÖZET 
 

Bu çalışma iki bölümden oluşmaktadır.  İlk bölümde, Kaya R.  [2] den ve 

Erkekbaş S.  [3] den alınan temel kavram, tanım ve teoremler verilmiştir.  İkinci 

bölümde, Gupta K.C. ve Ray S.  [1] den alınan Fuzzy Düzlem Projektif Geometrinin 

tanımı ve Fuzzy Düzlem Projektif Geometriyle ilgili bazı teoremler verilmiştir ve L. 

Kuijken, H. Van Maldeghem [4]'in Gupta ve Ray tarafından verilen fuzzy projektif 

düzlemin tanımı üzerine yorumlarından bahsedilmiştir. 
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ON THE GEOMETRY OF FUZZY PROJEKTİF PLANE 
 

Şule GÜRKAN 
 

SUMMARY 

 
 

This thesis consists of two sections.  In the first section, we give the basic 

consepts, definitions and the theorems taken from Kaya R. [2] and Erkekbaş S. [3].  In 

the second section, the definition of the Fuzzy Plane Projective Geometry and some 

theorems related to Fuzzy Plane Projective Geometry taken from Gupta K.C and Ray S. 

[1] have been given and we discuss interpretations on the Fuzzy Plane Projective 

Geometry taken from L. Kuijken, H. Van Maldeghem [4]. 
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Bölüm 1

Baz¬Temel Kavramlar

Önce Projektif geometrinin, bu çal¬̧smada geçen, baz¬ temel kavramlar¬n¬

k¬saca verelim. Bu bölümde verilecek olan tan¬m, teorem ve ispatlar Kaya

R, (2005) ve Erkekbaş S, (1995) den al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 1.0.1 N ve D elemanlar¬ s¬ras¬yla noktalar ve do¼grular olan ayr¬k

iki küme ve N \ D = ? olsun. o da N � D kümesinde bir üzerinde bu-

lunma ba¼g¬nt¬s¬ olmak üzere aşa¼g¬daki P1, P2, P3 aksiyomlar¬n¬ sa¼glayan

P = (N ;D; o) sistemine projektif düzlem denir.

P1) Her A;B 2 N ; A 6= B için Aod ve Bod olacak şekilde bir tek d 2 D

do¼grusu vard¬r.

P2) Her c; d 2 D için Aoc ve Aod olacak şekilde en az bir A 2 N noktas¬

vard¬r.

P3) Herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta vard¬r.

Projektif düzlemlerde P2 aksiyomundan daha kuvvetli ve kesin bir önerme

geçerlidir.

Teorem 1.0.2 Bir P = (N ;D; o) projektif düzleminde farkl¬ iki do¼gru bir

tek noktada kesişirler.

1
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1.1 Projektif Düzlem Modeli Örnekleri

1.1.1 Reel Projektif Düzlem

Teorem 1.1.1 Verilen bir R cismi için nokta ve do¼grular¬ bu cismin ele-

manlar¬yla belirlenen bir projektif düzlem vard¬r. Bu projektif düzlem P2R

ile gösterilir.

·Ispat:

N = f(x1; x2; x3) j xi 2 R; 9xi 6= 0; i = 1; 2; 3; (x1; x2; x3) � � (x1; x2; x3) ; � 2 R; � 6= 0g

D = f[a1; a2; a3] j ai 2 R; 9ai 6= 0; i = 1; 2; 3; [a1; a2; a3] � � [a1; a2; a3] ; � 2 R; � 6= 0g

� : (x1; x2; x3) o [a1; a2; a3]() a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0

alal¬m.

P1) Farkl¬iki noktadan bir do¼gru geçer.

N1 = (x1; x2; x3) ; N2 = (y1; y2; y3) ve N1 6= N2 noktalar¬n¬alal¬m.

N1N2 = [a1; a2; a3] do¼grusunun tek oldu¼gunu göstermeliyiz.

N1o [a1; a2; a3] () a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0

N2o [a1; a2; a3] () a1y1 + a2y2 + a3y3 = 0

9xi 6= 0 oldu¼gundan x1 6= 0 alal¬m.

a1 = (�a2x2 � a3x3)x�11 olur.

(�a2x2 � a3x3)x�11 y1 + a2y2 + a3y3 = 0

a2(y2 � x�11 y1x1| {z }
k

) + a3(y3 � x�11 y1x3| {z }
h

) = 0

a2k + a3h = 0

olur. h ve k n¬n ikisi birden s¬f¬r olamaz.

Olsayd¬,
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y1 = x
�1
1 y1x1

y2 = x
�1
1 y1x2

y3 = x
�1
1 y1x3

9>>>=>>>;
y1 = �x1

y2 = �x2

y3 = �x3

9>>>=>>>;� 2 R; � 6= 0 oldu¼gundan N1 = N2 bulunur.

Bu da N1 6= N2 ile çeli̧sir.

Yani 9h; k 6= 0 bulunur.

k 6= 0 = h olsun.

a2k + a3h = 0 =) a2k = 0 =) a2 = 0; a3 key�

[a1; a2; a3] � [�a3x3x�11 ; 0; a3]

� a3[�x3x�11 ; 0; 1]

� [�x3x�11 ; 0; 1]

hepsi R nin eleman¬oldu¼gundan do¼gru tektir.

k = 0 6= h olsun.

a2k + a3h = 0 =) a3h = 0 =) a3 = 0; a2 key�

[a1; a2; a3] � [�a2x2x�11 ; a2; 0]

� a2[�x2x�11 ; 1; 0]

� [�x2x�11 ; 1; 0]

hepsi R nin eleman¬oldu¼gundan do¼gru tektir.

k 6= 0 6= h olsun.

a2k + a3h = 0 =) a2 = �a3hk�1 =) a3 = a3 key�

[a1; a2; a3] �
�
a3
�
�hk�1x2 � x3

�
x�11 ;�a3hk�1; a3

�
� a3hk

�1 [x2y3 � x3y2; x3y1 � x1y3; x1y2 � x2y1]

� [x2y3 � x3y2; x3y1 � x1y3; x1y2 � x2y1]
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do¼grusu tektir.

(x1; x2; x3) _ (y1; y2; y3) =

���������
e1 e2 e3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

���������
(x1; x2; x3) _ (y1; y2; y3) = (x2y3 � y2x3) e1|{z}

(1;0;0)

� (x1y3 � y1x3) e2|{z}
(0;1;0)

+ (x1y2 � y1x2) e3|{z}
(0;0;1)

= [x2y3 � y2x3; x1y3 � y1x3; x1y2 � y1x2]

bulunur.

P1 aksiyomu sa¼glan¬r.

P2) ·Iki do¼grunun en az bir ortak noktas¬vard¬r.

d1 = [a1; a2; a3] ; d2 = [b1; b2; b3] ve d1 6= d2 do¼grular¬n¬alal¬m.

d1d2 = (x1; x2; x3) noktas¬n¬n tek oldu¼gunu göstermeliyiz.

(x1; x2; x3) od1 () a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0

(x1; x2; x3) od2 () b1x1 + b2x2 + b3x3 = 0

9ai 6= 0 oldu¼gundan a1 6= 0 alal¬m.

x1 = (�a2x2 � a3x3) a�11 olur.

b1 (�a2x2 � a3x3) a�11 + b2x2 + b3x3 = 0

�b1a2a�11 x2 � b1a3a�11 x3 + b2x2 + b3x3 = 0

x2
�
b2 � b1a2a�11

�| {z }
m

+ x3
�
b3 � b1a3a�11

�| {z }
n

= 0

x2m+ x3n = 0

bulunur. m ve n ayn¬anda s¬f¬r olamaz.

m = 0 6= n alal¬m.

x2m+ x3n = 0 =) x3n = 0 =) x3 = 0; x2 key�

a1x1 + a2x2 + a3x3|{z}
0

= 0 =) x1 = �a2x2a�11
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(x1; x2; x3) �
�
�a2x2a�11 ; x2; 0

�
�
�
�a2a�11 ; 1; 0

�
hepsi R nin eleman¬oldu¼gundan (x1; x2; x3) noktas¬tektir.

m 6= 0 = n alal¬m.

x2m+ x3n = 0 =) x2m = 0 =) x2 = 0; x3 key� olsun.

a1x1 + a2x2|{z}
0

+ a3x3 = 0 =) x1 = �a3x3a�11

(x1; x2; x3) �
�
�a3x3a�11 ; 0; x3

�
�
�
�a3a�11 ; 0; 1

�
hepsi R nin eleman¬oldu¼gundan (x1; x2; x3) noktas¬tektir.

m 6= 0 6= n alal¬m.

x2m+ x3n = 0 =) x2 = �x3nm�1; x3 = x3 key� olsun.

a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0 =) x1 =
�
a2x3nm

�1 � a3x3
�
a�11

(x1; x2; x3) = (a2b3 � b2a3; a3b1 � b3a1; a1b2 � b1a2)

noktas¬tektir.

(x1; x2; x3) =

���������
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

���������
bulunur. P2 aksiyomu sa¼glan¬r.

P3) Herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta vard¬r.

(1; 0;�1) ; (3; 2; 1) ; (0; 2; 1) ; (5; 3; 0) noktalar¬n¬alal¬m.

(1; 0;�1) _ (3; 2; 1) = [1;�2; 1]

(1; 0;�1) _ (0; 2; 1) = [�2; 1;�2]

(3; 2; 1) _ (0; 2; 1) = [0; 1; 1]

(5; 3; 0) noktas¬ [1;�2; 1] do¼grusu üzerinde de¼gildir.

(5; 3; 0) noktas¬ [�2; 1;�2] do¼grusu üzerinde de¼gildir.

(5; 3; 0) noktas¬ [0; 1; 1] do¼grusu üzerinde de¼gildir.
Dolay¬s¬yla herhangi üçü do¼grudaş olmayan 4 nokta vard¬r. P3 aksiyomu
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sa¼glan¬r.

P1; P2; P3 aksiyomlar¬sa¼gland¬¼g¬ndan P 2R projektif düzlemdir. �

1.1.2 Moulton Düzlemi

Tan¬m 1.1.2 Gerçel a�n düzlemi (Öklid Düzlemini) göz önüne alal¬m. Moul-

ton düzleminin noktalar¬ bu düzlemin tüm noktalar¬ndan ibarettir. Gerçel

a�n düzlemdeki yatay, dikey ve negatif e¼gimli do¼grular Moulton düzleminde

de do¼grulard¬r.

Gerçel a�n düzlemin

y = mx+ b; m > 0

denklemiyle gösterilen pozitif e¼gimli do¼grular¬yerine Moulton düzleminde

y =

8<: mx+ b; x � �bm�1

2 (mx+ b) ; x < �bm�1

denklemiyle verilen k¬r¬k çizgiler "do¼gru" olarak al¬n¬r.

x

y

bmxy +=

)(2 bmxy +=

O
.

Şekil 1.1
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Teorem 1.1.3 Moulton düzlemi bir a�n düzlemdir.

·Ispat: A1) Farkl¬iki nokta bir tek do¼gru belirtir.

N1(x1; y1); N2(x2; y2) 2 N noktalar¬n¬alal¬m.

(i) x1 6= x2; y1 = y2 iken; N1 _N2 = [m; b] do¼grusu tek midir?

x

y

O
.

1N 2N..

Şekil 1.2

N1(x1; y1)o [m; b] () y1 = mx1 + b

N2(x2; y2)o [m; b] () y1 = mx2 + b

N1 _N2 = [m; b] = [0; y1] do¼grusu vard¬r ve tektir.

(ii) x1 = x2; y1 6= y2 iken;

x

y

O
.

.

.

1N

2N

Şekil 1.3
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N1 _N2 = [a] =)

N1(x1; y1)o [a] () a = x1

N1(x1; y2)o [a] () a = x1

bulunur. [x1] do¼grusu tektir.

(iii) x1 6= x2; y1 6= y2; m < 0 olsun.
y1 � y2
x1 � x2

< 0 olur.

x

y

O
.

.
.

1N

2N

Şekil 1.4

N1(x1; y1)o [m; b] () y1 = mx1 + b

N2(x2; y2)o [m; b] () y2 = mx2 + b

m =
y1 � y2
x1 � x2

2 R; b = y1 �
y1 � y2
x1 � x2

x1 2 R

olur. N1 _N2 = [m; b] =
h
y1�y2
x1�x2 ; y1 �

y1�y2
x1�x2x1

i
do¼grusu vard¬r ve tektir.

(iv) x1 6= x2; y1 6= y2;m > 0 olsun.

1. Durum

y1 > 0; y2 > 0 alal¬m.
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x

y

O
.

.1N

2N .

Şekil 1.5

N1 _N2 = [m; b] =)

N1(x1; y1)o [m; b] () y1 = mx1 + b

N2(x2; y2)o [m; b] () y2 = mx2 + b

m =
y1 � y2
x1 � x2

2 R; b = y2 �
y1 � y2
x1 � x2

x2 2 R

olur. N1 _N2 = [m; b] =
h
y1�y2
x1�x2 ; y2 �

y1�y2
x1�x2x2

i
do¼grusu vard¬r ve tektir.

2. Durum

y1 > 0; y2 < 0 alal¬m.

x

y

O
. 1N

2N .
. ],[ bm

]2,2[ bm

Şekil 1.6

N1(x1; y1)o [m; b] () y1 = mx1 + b

N2(x2; y2)o [2m; 2b] () y2 = 2mx2 + 2b

m =
y2 � 2y1
2(x2 � x1)

2 R; b = y1 �
2y2 � y1
2(x2 � x1)

x1 2 R
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olur. N1 _N2 = [m; b] =
h
y2�2y1
2(x2�x1) ; y1 �

2y2�y1
2(x2�x1)x1

i
do¼grusu vard¬r ve tektir.

3. Durum

y1 < 0; y2 < 0 alal¬m.

x

y

O
.

1N

2N .
.

]2,2[ bm

Şekil 1.7

N1(x1; y1)o [2m; 2b] () y1 = 2mx1 + 2b

N2(x2; y2)o [2m; 2b] () y2 = 2mx2 + 2b

m =
y1 � y2
2(x1 � x2)

2 R; b = 1

2

�
y1 �

y1 � y2
x1 � x2

�
2 R

olur. N1 _N2 = [m; b] =
h

y1�y2
2(x1�x2) ;

1
2

�
y1 � y1�y2

x1�x2

�i
do¼grusu vard¬r ve tektir.

O halde A1 aksiyomu sa¼glan¬r.

A2) Bir do¼gruya d¬̧s¬ndaki bir noktadan bir tek paralel do¼gru çizilebilir.

l; yatay bir do¼gru ise, bu ayn¬zamanda öklid düzleminin do¼grusu oldu¼gundan
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bu do¼gruya d¬̧s¬ndaki bir noktadan bir tek paralel çizilir.

x

y

O
.

N
.

l

l′

Şekil 1.8

l; dikey bir do¼gru veya negatif e¼gimli bir do¼gru ise, yine bir noktadan bir tek

paralel çizilebilir.

l; pozitif e¼gimli bir do¼gru ise,

x

y

O
.

],[ bm
],[ bm

]2,2[ bm ]2,2[ bm

Şekil 1.9

l 2 D olsun. l, pozitif e¼gimli iken l için x-ekseninin üst k¬sm¬nda kalan k¬sm¬n

e¼gimi m iken, bu do¼gruya d¬̧s¬ndaki N noktas¬ndan bir tek l0 paraleli çizilebilir.

l nin e¼gimi x-ekseninin alt¬nda 2m iken l0 nün e¼gimi de 2m olacakt¬r.

O halde A2 aksiyomu sa¼glan¬r.
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A3) Ayn¬do¼gru üzerinde olmayan üç nokta vard¬r.

x

y

O
.

A B

C

. .

.

Şeikl 1.10

x

y

O
.

A

B C

.
. .

Şekil 1.11

x

y

O
.

.

. .A
B

C

Şekil 1.12
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A3 aksiyomu sa¼glan¬r.

Dolay¬s¬yla Moulton düzlemi bir a�n düzlemdir.

Moulton A�n Düzleminin tamamlanm¬̧s¬bir projektif düzlemdir. �

1.1.3 Küresel Projektif Düzlem Modeli

Tan¬m 1.1.4 K; merkezi (0; 0; 0) ve yar¬çap¬r olan bir küre olsun. Burada

r > 0 şart¬sa¼glanmal¬d¬r. K üzerinde noktalar kümesi N ; do¼grular kümesi D

ve üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬"o" olan (N ;D; o) geometrik yap¬s¬n¬şu şekilde

tan¬mlayal¬m:

N = f(x; y; z) : x2 + y2 + z2 = r2; z � 0g n ff(x; y; 0) : x2 + y2 = r2; x < 0g [ f(0;�r; 0) : r > 0gg

D = fd j d = f(x; y; z) 2 N : x2 + y2 + z2 = r2 ve ax+ by + cz = 0; a; b; c 2 Rgg

o : Bilinen noktan¬n yar¬küre ve düzlem üzerinde bulunmas¬

K yard¬m¬yla tan¬mlanan (N ;D; o) geometrik yap¬s¬na Küresel Projektif

Düzlem Modeli denir ve P 2K ile gösterilir.

Şimdi yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z (N ;D; o) geometrik yap¬s¬n¬n bir projektif

düzlem oldu¼gunu gösteren teoremi verelim.

Teorem 1.1.5 Yukar¬da tan¬mlanan K yard¬m¬yla oluşturulan (N ;D; o) geometrik

yap¬s¬bir projektif düzlem belirtir.

·Ispat: ·Ispat S. Erkekbaş (1995) te verilmiştir. �

Teorem 1.1.6 P (N ;D; o) projektif düzleminde:

1) Farkl¬iki do¼gru en çok bir noktada kesişir.

2) Herhangi üçü ayn¬noktadan geçmeyen dört farkl¬do¼gru vard¬r.

3) Her noktadan en az üç do¼gru geçer.

4) Her do¼gru üzerinde en az üç farkl¬nokta vard¬r.
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·Ispat: 1)

N

1d

2d

M

Şekil 1.13

d1; d2 2 D ve d1 6= d2 olsun. P2 gere¼gince iki do¼grunun en az bir ortak

noktas¬vard¬r. Dolay¬s¬yla Nod1 ve Nod2 olacak şekilde bir N 2 N noktas¬

vard¬r. M o d1 ve M o d2 olacak şekilde bir başka M 2 N noktas¬n¬n

bulundu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda;

Nod1 ve Mod1 oldu¼gundan MN = d1 ve

Nod2 ve Mod2 oldu¼gundan MN = d2 olur.

Buradan MN = d1 = d2 bulunur. Bu ise d1 6= d2 kabulümüzle çeli̧sir. O

halde farkl¬iki do¼gru bir tek noktada kesi̧sir.

2) N1; N2; N3; N4; P3 gere¼gince herhangi üçü do¼grudaş olmayan dört nokta

olsun.

1d

2d

1N 2N

3N 4N

Şekil 1.14
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d1 = N1N2

d2 = N2N3

d3 = N3N4

d4 = N1N4

9>>>>>>=>>>>>>;
do¼grular¬n¬n herhangi üçü noktadaş olamaz.

Yani herhangi üçü ayn¬noktadan geçmeyen dört farkl¬do¼gru vard¬r.

3, 4) Bir projektif düzlemde n � 2 için;

Her do¼gru üzerinde n+ 1 nokta vard¬r.

Her noktadan geçen n+ 1 do¼gru vard¬r.

Teorem 2.3.2 nin [2] ispat¬nda d1 = N1N2 ve d3 = N3N4 do¼grular¬üzerinde

N1; N2; N3; N4 den başka d1d2 noktas¬n¬nda bulundu¼gu görülür. Bu ikisi

birleştirilirse şu önemli sonuç elde edilir. Bir projektif düzlemde her noktadan

geçen en az üç do¼gru ve her do¼gru üzerinde en az üç nokta vard¬r. Yani bir

projektif düzlemin mertebesi en az iki olmal¬d¬r. �

1.2 Dezarg Düzlemleri

Tan¬m 1.2.1 A; B; C; Ap; B p; C p bir geometrik yap¬n¬n herhangi alt¬noktas¬

olsun. E¼ger A; B; C do¼grudaş de¼gilse ABC ye bir üçgen denir. ABC ve

ApB pC p herhangi iki üçgen olsun. A; Ap; B; B p; C; C p ikililerine üçgenlerin

karş¬l¬kl¬köşeleri ad¬verilir. ABC ve ApB pC p üçgenlerinin karş¬l¬kl¬köşelerini

birleştiren do¼grular bir M noktas¬nda noktadaş iseler bu üçgenlere M den

perspektiftir denir. M noktas¬na perspekti�ik merkezi denir. AB;

ApB p; AC; ApC p; BC; B pC p do¼gru ikililerine üçgenlerin karş¬l¬kl¬kenarlar¬ad¬

verilir. Bu üçgenlerin karş¬l¬kl¬kenarlar¬n¬n

P = AB ^ ApB p; Q = AC ^ ApC p; R = BC ^B pC p
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arakesit noktalar¬ bir e do¼grusu üzerinde ise bu üçgenlere e do¼grusundan

perspektiftir denir.

e

.M

P
Q R

.. .

.. .. .

.

A
B

C

A′

B′

C′

Şekil 1.15 Dezarg Teoremi

AAp; BB p; CC poM

AB ^ ApB p = P

AC ^ ApC p = Q

BC ^B pC p = R

9>>>=>>>;P; Q; R o e
Teorem 1.2.2 (Dezarg Teoremi) Bir noktadan perspektif olan iki üçgen,

bir do¼grudan da perspektiftir.

P1; P2; P3 aksiyomlar¬n¬ sa¼glayan ama Dezarg Teoremini sa¼glamayan

projektif düzlemler vard¬r.

Teorem 1.2.3 Moulton A�n düzleminin tamamlanm¬̧s¬olan projektif düzlem

Dezarg Teoremini sa¼glamaz. Yani, bu projektif düzlemde bir merkezden per-

spektif olan iki üçgen bir eksenden perspektif olamaz.

·Ispat: ABC ve ApB pC p; M1 noktas¬nda perspektif iki üçgendir. Şekil

1.15 deki üçgenler Moulton Düzlemi gözönüne al¬n¬rsa pozitif e¼gimli olan ApC p
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do¼grusu de¼gi̧sikli¼ge u¼grayacak ve ApC p ^ AC noktas¬Q den farkl¬bir nokta

olan Qp noktas¬olarak belirlenecektir. Di¼ger do¼grular pozitif e¼gimli olmad¬¼g¬

için de¼gi̧smezler. P 2R düzlemi Dezargsel oldu¼gu için P; Q; R noktalar¬

do¼grudaşt¬r. Buna göre P; Qp; R noktalar¬do¼grudaş olamaz. Dolay¬s¬yla

Moulton Düzlemi Dezarg teoremini sa¼glamaz. �

Teorem 1.2.4 Küresel Projektif Düzlem Modeli (P 2K) dezargseldir.

·Ispat: ·Ispat S. Erkekbaş [4] te verilmi̧stir. �
Şimdi Dezarg teoreminin P1, P2; P3 aksiyomlar¬ndan elde edilemeye-

ce¼gini yani bu aksiyomlardan ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu gösteren bir teorem verelim.

Teorem 1.2.5 K0 farkl¬dört noktadan oluşan ve hiçbir do¼grusu bulunmayan

bir kon�gürasyon, K da K0 dan üretilen serbest bir projektif düzlem olsun. K

düzlemi Dezarg teoremini sa¼glamaz.

·Ispat: Teorem 2.5.3 ün [2] bir sonucu olarakK sonlu de¼gildir. Bu nedenle

K n¬n her do¼grusu üzerinde sonsuz say¬da nokta vard¬r. Dolay¬s¬yla K da

herhangi üçü do¼grudaş olmayan M; A; B; C gibi dört nokta ve MA üzerinde

Ap; MB üzerinde B p; MC üzerinde C p olacak biçimde do¼grudaş omayan Ap;

B p; C p noktalar¬seçilebilir.

Bunlara P = AB^ApB p; Q = AC^ApC p; R = BC^B pC p noktalar¬da kat¬larak

toplam nokta say¬s¬10 olan bir alt kon�gürasyan elde edilir. E¼ger Dezarg

teoremi; K da geçerli olsa P; Q; R do¼grudaş olur. Dolay¬s¬yla 10 nokta

ve 10 do¼grudan oluşan k¬s¬tl¬ bir kon�gürasyon elde edilir. Oysa Teorem

2.5.4 [2] gere¼gince bu k¬s¬tl¬kon�gürasyonun K0 da bulunmas¬gerekir. Bu

ise mümkün de¼gildir. Çünkü hipotez gere¼gince K0 da yaln¬z dört nokta

bulunur. O halde P; Q; R do¼grudaş olamaz. Bu da Dezarg teoreminin K

da geçerli olmad¬¼g¬n¬gösterir. �
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Sonuç olarak P1; P2; P3 aksiyomlar¬n¬sa¼glayan ama Dezarg Teoremini

sa¼glamayan projektif düzlemler vard¬r.

Teorem 1.2.6 (Küçük Dezarg Teoremi) X o x özelli¼gindeki her X nok-

tas¬ile her x do¼grusu için X noktas¬ndan perspektif ABC ve ApB pC p üçgenleri

için AB ^ ApB p = P o x; AC ^ ApC p = Q o x ise BC ^B pC p = R o x dir.

Tan¬m 1.2.7 (N ;D; o) ve (N p;Dp; op) herhangi iki geometrik yap¬olsun.

f : N [D �! N p [ Dp fonksiyonu

1) f (N ) � N p

2) f (D) � Dp

3) 8N 2 N ve 8d 2 D ve N o d =) f (N) op f (d)

koşullar¬n¬ sa¼gl¬yorsa f ye (N ;D; o) dan (N p;Dp; op) ye bir homomor�zm

denir. 1 � 1 ve örten özelli¼gi olan homomo�zme izomor�zm denir. Bir

geometrik yap¬y¬kendisine dönüştüren izomor�zme kolinasyon ya da oto-

mor�zm denir.

d d ′

1N .
.2N

nN . .
.

. ( )1Nf

( )2Nf

( )nNf

Şekil 1.16
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P P′

1d
2d nd ( )1df ( )2df ( )ndf

Şekil 1.17

Homomor�zmler noktalar¬ noktalara, do¼grular¬ do¼grulara dönüştüren ve üz-

erinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬n¬koruyan dönüşümlerdir.

·Izomor�zm ise nokta ve do¼grular¬ birebir örten şekilde eşler. ·Izomorf iki

geometrik yap¬bir tek geometrik yap¬n¬n iki farkl¬şekilde gösterilmişleri olarak

düşünülebilir. Yani izomorf geometrik yap¬lara bir tek yap¬ym¬̧s gibi bak¬l¬r.

Tan¬m 1.2.8 P bir projektif düzlem, f; P nin bir kolinasyonu olsun.

P nin bir M noktas¬ndan geçen her x do¼grusu f alt¬nda sabitse (f (x) = x

ise), M ye f nin merkezi denir.

P nin bir e do¼grusu üzerindeki her X noktas¬f alt¬nda sabitse (f (X) = X

ise), e ye f nin ekseni denir.

Tan¬m 1.2.9 Bir P projektif düzleminin bütün kolinasyonlar¬fonksiyon bileşke

işlemine göre bir grup oluşturur. Bu grup G(P ) ile gösterilir ve buna koli-

nasyonlar grubu denir.

Tan¬m 1.2.10 P bir projektif düzlem ve f de P nin bir kolinasyonu olsun.

E¼ger P deki bir N noktas¬ için f(N) = N ise N ye f nin bir sabit noktas¬
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denir.

Tan¬m 1.2.11 P bir projektif düzlem ve f de P nin bir kolinasyonu olsun.

E¼ger P nin bir d do¼grusu için f(d) = d ise d ye f nin bir sabit do¼grusu denir.

Tan¬m 1.2.12 8X o d için f (X) = X ise yani d nin her noktas¬f alt¬nda

sabit ise f; d yi nokta-nokta de¼gişmez b¬rak¬r denir.

Tan¬m 1.2.13 P nin her noktas¬ f alt¬nda de¼gişmez kal¬yorsa f kolinasy-

onuna birim kolinasyon denir.

Teorem 1.2.14 P bir projektif düzlem, f P nin birimden farkl¬bir kolinasy-

onu olsun. f nin en çok bir merkezi ve en çok bir ekseni vard¬r.

·Ispat: f nin M1 ve M2 gibi iki merkezi olsun.

X noktas¬M1M2 üzerinde de¼gilse,

X = XM1 ^XM2 =) f (X) = f(XM1 ^XM2)

= f(XM1) ^ f(XM2)

= X dir.

Y; M1M2 üzerinde bir noktaysa, Y den geçen veM1M2 den farkl¬bir d do¼grusu

düşünelim. d üzerinde Y den başka N1 ve N2 noktalar¬n¬alal¬m. Buradan,

Y =M1M2 ^N1N2

dolay¬s¬yla da

f (Y ) = f((M1M2) ^ f (N1N2)) = (M1M2) ^ (N1N2) = Y

bulunur. Sonuç olarak f , projektif düzlemdeki her noktay¬de¼gi̧smez b¬rak¬r,

yani f birim kolinasyon olur. Bu da hipotezle çeli̧sti¼gi için iki merkez var

olamaz. Dolay¬s¬yla f nin en çok bir merkezi vard¬r.

Dualiyle en çok bir ekseni oldu¼gu gösterilir. �



Bölüm 2

Fuzzy Düzlem Projektif

Geometri

K. C. Gupta ve Suryansu Ray [1] Fuzzy Düzlem Projektif Geometrinin tan¬m¬n¬

verdiler ve Düzlem Projektif Geometri ile Fuzzy Düzlem Projektif Geometri

aras¬ndaki farkl¬l¬klar¬vurgulad¬lar. Bu bölümde Fuzzy Düzlem Projektif

Geometri ile ilgili baz¬tan¬m, teorem ve ispatlar verece¼giz. Bu bölümde ver-

ilenler K. C. Gupta, Suryansu Ray (1993) ve L. Kuijken, H. Van. Maldeghem

(2002) den al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.0.15 S boş olmayan bir küme olsun. S nin bir (x; �) fuzzy noktas¬,

S �! [0; 1]

x �! �

y �! 0; x 6= y; 8y 2 S için

şeklinde tan¬mlanan bir fuzzy kümesidir.

Her x 2 S için (x; �) 2 � olacak şekilde 0 < � � 1 varsa S nin fuzzy

noktalar¬n¬n bir � kolleksiyonuna tamd¬r denir.

E¼ger bir x 2 S noktas¬için,

(x; �) ; (x; �) 2 � olacak şekilde �; �; 0 < � < � � 1 varsa;

21
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(x; �) ve (x; �) fuzzy noktalar¬na � de fuzzy dikey noktalar denir. E¼ger x 6= y

ve (x; �) ; (y; �) 2 � ise, (x; �) ve (y; �) fuzzy noktalar¬na � de fuzzy farkl¬d¬r

denir.

Tan¬m 2.0.16
l : S �! [0; 1]

x �! l (x) > 0; 8x 2 S

şeklinde tan¬mlanan fuzzy kümesine � de bir fuzzy do¼gru denir. Bu küme

(x; l (x)) 2 � fuzzy noktalar¬n¬n kümesi olarak düşünülebilir ve � ile göster-

ilir.

E¼ger l (x) = � ise l fuzzy do¼grusu bir (x; �) fuzzy noktas¬n¬içerir ya da (x; �)

fuzzy noktas¬ l fuzzy do¼grusu üzerindedir denir.

I fuzzy üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬olmak üzere, fuzzy noktalar ve fuzzy do¼gru-

lar aras¬ndaki simetrik üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

l(x) = � ise l I (x; �) veya (x; �) I l

Tan¬m 2.0.17 Bir fuzzy projektif düzlem (k¬saca FPP), boş olmayan bir S

kümesinin fuzzy noktalar¬n¬n bir � tam kümesiyle ve � de fuzzy do¼grular¬n¬n

bir � kolleksiyonu ile aşa¼g¬daki aksiyomlar¬ sa¼glayan (�;�; I) aksiyomatik

yap¬s¬d¬r.

(F1a) � de iki fuzzy farkl¬ nokta verilsin. Bu iki fuzzy noktay¬ üzerinde

bulunduran � de en az bir fuzzy do¼gru vard¬r.

(F1b) � de iki fuzzy farkl¬ nokta verilsin. Bu iki fuzzy noktay¬ üzerinde

bulunduran � de en çok bir fuzzy do¼gru vard¬r.

(F2) � de iki fuzzy farkl¬do¼gru verilsin. Bu iki do¼grunun da üzerinde olan

� de en az bir fuzzy nokta vard¬r.

(F3) � de herhangi üçü � nin ayn¬ fuzzy do¼grusu üzerinde olmayan en az

dört fuzzy farkl¬nokta vard¬r.
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2.1 Fuzzy Projektif DüzlemModeli Örnekleri

2.1.1 Düzgün Do¼gru Modeli

Tan¬m 2.1.1 S = R [ fri : 0 6= r 2 Rg [ f1g alal¬m.

Burada R = Reel say¬lar¬, i = imajiner say¬s¬n¬, 1 = kompleks olmayan bir

say¬y¬göstermektedir.

Noktalar kümesi;

� =

8>>><>>>:
f(x; �) : x 2 R; 0 < � < 1g

[
��
ri; 1

�
cot�1 (r)

�
: 0 6= r 2 R

	
[
��
1; 1

2

�	
olsun.

�
ri; 1

�
cot�1 (r)

�
tipindeki noktalar¬k¬saca (ri);

�
1; 1

2

�
tipindeki nok-

talar¬ise k¬saca(1) ile gösterece¼giz.

� kümesi aç¬kça üç tip fuzzy do¼grusu içerir.

1. Tip Fuzzy Do¼grular:

[m; c] (x) do�grusu =

8>>><>>>:
1
�
cot�1 (mx+ c) ; x 2 R

1
�
cot�1 (m) ; x = mi

0 ; di¼ger durumlarda

(Asl¬nda reel projektif düzlemdeki noktalar¬(0; 1) aral¬¼g¬na s¬k¬̧st¬rmaya çal¬̧s¬y-

oruz.)

2. Tip Fuzzy Do¼grular:

[d] (x) do¼grusu =

8>>><>>>:
1
�
cot�1 (d) ; x 2 R

1
2

; x =1

0 ; di¼ger durumlarda
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(Yatay do¼grulard¬r.)

3. Tip Fuzzy Do¼grular:

!(x) do¼grusu =

8>>><>>>:
1
�
cot�1 (r) ; 0 6= r 2 R; x = ri

1
2

; x =1

0 ; di¼ger durumlarda

(1 do¼grusudur. Üzerinde (ri) ve (1) noktalar¬vard¬r.)

I: Fuzzy üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬olsun.

Bu modele Düzgün Do¼gru Modeli denir.

Teorem 2.1.2 Düzgün do¼gru modeli fuzzy projektif düzlemdir.

·Ispat: F1) ·Iki fuzzy farkl¬noktadan bir tek fuzzy do¼gru geçer.

1) (x1; �1) ; (x2; �2) fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m. Farkl¬olmalar¬için birinci

bileşenleri farkl¬olmal¬d¬r. Yani x1 6= x2 oldu¼gu biliniyor.

�1 6= �2 olsun.

(x1; �1) I [m; c] (x) () �1 =
1

�
cot�1 (mx1 + c)

(x2; �2) I [m; c] (x) () �2 =
1

�
cot�1 (mx2 + c)

=) cot (�1�) = mx1 + c

=) cot (�2�) = mx2 + c

9=;
m =

cot (�1�)� cot (�2�)
x1 � x2

c =
x1 cot (�2�)� x2 cot (�1�)

x1 � x2

[m; c] (x) =

�
cot (�1�)� cot (�2�)

x1 � x2
;
x1 cot (�2�)� x2 cot (�1�)

x1 � x2

�
(x)

biçiminde bir tek fuzzy do¼grusu vard¬r.

2) (x1; �1) ; (x2; �2) farkl¬fuzzy noktalar¬n¬alal¬m. x1 6= x2 olur.
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�1 = �2 = � alal¬m. Yani noktalar¬m¬z (x1; �) ; (x2; �) olsun.

(x1; �) I [m; c] (x) () � =
1

�
cot�1 (mx1 + c)

(x2; �) I [m; c] (x) () � =
1

�
cot�1 (mx2 + c)

=) cot (��) = mx1 + c

=) cot (��) = mx2 + c

9=;
m (x1 � x2) = 0

m = 0 ya da x1�x2 = 0 bulunur. Ama x1�x2 = 0 olamaz. Çünkü x1 6= x2
d¬r. O halde c = cot�� bulunur.

[d] (x) = [cot��] (x)

biçiminde bir tek fuzzy do¼grusu vard¬r.

3) (x1; �1) ve
�
ri; 1

�
cot�1 (r)

�
noktalar¬n¬alal¬m.

(x1; �1) I [m; c] (x) () �1 =
1

�
cot�1 (mx1 + c)�

ri;
1

�
cot�1 (r)

�
I [m; c] (x) () y =

1

�
cot�1 (r)

Bu durumda m = r olmal¬d¬r.

rx1 + c = cot (�1�)

c = cot (�1�)� rx1

olur.

[m; c] (x) = [r; cot (�1�)� rx1] (x)

olacak biçimde bir tek fuzzy do¼grusu vard¬r.

4)
�
r1i;

1
�
cot�1 (r1)

�
ve
�
r2i;

1
�
cot�1 (r2)

�
noktalar¬n¬alal¬m. Bu iki noktadan

geçen do¼gru [1] do¼grusudur.

5)
�
1; 1

2

�
ve (x1; �1) noktalar¬n¬üzerinde bulunduran do¼gru, [d] (x) = [cot(�1�)] (x)
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do¼grusudur.

6)
�
1; 1

2

�
ve
�
ri; 1

�
cot�1 (r)

�
noktalar¬ndan geçen do¼gru [1] do¼grusudur.

F1 aksiyomu sa¼glan¬r.

F2) ·Iki farkl¬fuzzy do¼grusu için, ikisinin de üzerinde bulunan en az bir

fuzzy nokta vard¬r.

1) [m1; c1] ; [m2; c2] fuzzy farkl¬do¼grular¬n¬alal¬m. m1 6= m2; c1 6= c2 olsun.

(x; y) I [m1; c1] () y =
1

�
cot�1 (m1x+ c1)

(x; y) I [m2; c2] () y =
1

�
cot�1 (m2x+ c2)

m1x+ c1 = cot (�y)

m2x+ c2 = cot (�y)

9=;
x =

c2 � c1
m1 �m2

; y =
1

�
cot�1

�
m1c2 �m2c1
m1 �m2

�
bulunur.

(x; y) =

�
c2 � c1
m1 �m2

;
1

�
cot�1

�
m1c2 �m2c1
m1 �m2

��
fuzzy noktas¬tektir.

2) [m1; c1] ; [m2; c2] fuzzy farkl¬do¼grular¬n¬alal¬m. m1 = m2 = 0; c1 6= c2

olsun. (Paralel yatay do¼grulard¬r.)

[m1; c1] ^ [m2; c2] =
�
1; 1

2

�
fuzzy noktas¬tektir.

3) [m1; c1] ; [m2; c2] fuzzy farkl¬do¼grular¬n¬alal¬m. m1 = m2 6= 0; c1 6= c2

olsun. m1 = m2 = m alal¬m.

(x; y) I [m; c1] () y =
1

�
cot�1 (mx+ c1)

(x; y) I [m; c2] () y =
1

�
cot�1 (mx+ c2)

x = mi; y =
1

�
cot�1 (m)

bulunur.

(x; y) =

�
mi;

1

�
cot�1 (m)

�
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fuzzy noktas¬tektir.

4) [m1; c] ; [m2; c] fuzzy farkl¬do¼grular¬n¬alal¬m.

(x; y) I [m1; c] () y =
1

�
cot�1 (m1x+ c)

(x; y) I [m2; c] () y =
1

�
cot�1 (m2x+ c)

m1x+ c = cot (�y)

m2x+ c = cot (�y)

9=;
x = 0; y =

1

�
cot�1 (c)

bulunur.

(x; y) =

�
0;
1

�
cot�1 (c)

�
fuzzy noktas¬tektir.

5) [m1; c1] ; [d] fuzzy fakl¬do¼grular¬n¬alal¬m. (m1 6= 0)

(x; y) I [m1; c1] () y =
1

�
cot�1 (m1x+ c1)

(x; y) I [d] () y =
1

�
cot�1 (d)

x =
d� c1
m1

; y =
1

�
cot�1 (d)

bulunur.

(x; y) =

�
d� c1
m1

;
1

�
cot�1 (d)

�
olacak şekilde bir tek fuzzy nokta vard¬r.

6) [m1; c1] ; [1] fuzzy farkl¬do¼grular¬n¬alal¬m.

[m1; c1] ^ [1] =
�
mi; 1

�
cot�1 (m)

�
olacak şekilde fuzzy noktas¬tektir.

7) [1] ; [d] fuzzy farkl¬do¼grular¬n¬alal¬m.

[1] ^ [d] =
�
1; 1

2

�
fuzzy noktas¬tektir.

8) [d1] ; [d2] fuzzy farkl¬do¼grular¬n¬alal¬m.

(x; y) I [d1] () y =
1

�
cot�1 (d1)

(x; y) I [d2] () y =
1

�
cot�1 (d2)
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olur. Projektif geometriden paralel do¼grular¬n1 da keşi̧sti¼gini biliyoruz. O

halde (x; y) =
�
1; 1

2

�
fuzzy noktas¬tektir.

F2 aksiyomu sa¼glan¬r.

F3) Herhangi üçü fuzzy do¼grudaş olmayan dört fuzzy farkl¬nokta vard¬r.

A1 = (1; 0:4) ; A2 = (2; 0:6) ; A3 = (3; 0:4) ; A4 = (5; 0:8) noktalar¬n¬alal¬m.

A1 = (1; 0:4) ; A2 = (2; 0:6) =)

m =
cot (0:4�)� cot (0:6�)

1� 2 = �0:64984

c =
1 cot (0:6�)� 2 cot (0:4�)

1� 2 = 0:97476

[A1A2] = [�0:64984; 0:97476]

bulunur.

A1 = (1; 0:4) ; A3 = (3; 0:4) =)

m =
cot (0:4�)� cot (0:4�)

1� 3 = 0

c =
1 cot (0:4�)� 3 cot (0:4�)

1� 3 = 0:32492

[A1A3] = [0; 0:32492]

bulunur.

A2 = (2; 0:6) ; A3 = (3; 0:4) =)

m =
cot (0:6�)� cot (0:4�)

2� 3 = 0:64984

c =
2 (0:4�)� 3 cot (0:6�)

2� 3 = �1:6246

[A2A3] = [0:64984;�1:6246]

bulunur.

A4 ün [A1A2] üzerinde olup olmad¬¼g¬n¬inceleyelim.

(5; 0:8)
?

I

0:8
?
=

0:8 6=

[�0:64984; 0:97476]
1
�
cot�1 (�0:64984� 5 + 0:97476)

0:86816
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A4; [A1A2] üzerinde de¼gildir.

A4 ün [A1A3] üzerinde olup olmad¬¼g¬n¬inceleyelim.

(5; 0:8)
?

I

0:8
?
=

0:8 6=

[0; 0:32492]

1
�
cot�1 (0:32492)

0:39999

A4; [A1A3] üzerinde de¼gildir.

A4 ün [A2A3] üzerinde olup olmad¬¼g¬n¬inceleyelim.

(5; 0:8)
?

I

0:8
?
=

0:8 6=

[0:64984;�1:6246]
1
�
cot�1(0:64984� 5� 1:6246)

0:17563

Dolay¬s¬yla A4; [A2A3] üzerinde de¼gildir.

Şekil 2.1

F3 aksiyomu sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla düzgün do¼gru modeli fuzzy düzlem pro-

jektif geometridir. �

2.1.2 Model M

Tan¬m 2.1.3

S = R [ fri : 0 6= r 2 Rg [ f1g
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olsun.

Noktalar kümesi:

� =

8>>><>>>:
f(x; �) : x 2 R; 0 < � < 1g

[
��
ri; 1

�
cot�1 (r)

�
: 0 6= r 2 R

	
[
��
1; 1

2

�	
olsun.

�
ri; 1

�
cot�1 (r)

�
tipindeki noktalar¬k¬saca (ri);

�
1; 1

2

�
tipindeki nok-

talar¬ise k¬saca (1) ile gösterece¼giz.

Do¼grular ise aşa¼g¬daki üç tipte verilsin:

1. Tip Do¼grular:

[m; c] (x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1
�
cot�1 (mx+ c) ; m < 0; x 2 R

1
�
cot�1 (mx+ c) ; m > 0; x < 0

1
�
cot�1 (2mx+ c) ; m > 0; x > 0

1
�
cot�1 (m) ; x = mi

0 ; di�ger durumlarda

2. Tip Do¼grular:

[d] (x) =

8>>><>>>:
1
�
cot�1 (m) ; x 2 R

1
2

; x =1

0 ; di�ger durumlarda

3. Tip Do¼grular:

!(x) =

8>>><>>>:
1
�
cot�1 (r) ; 0 6= r 2 R

1
2

; x =1

0 ; x 2 R

olsun.

I: Fuzzy üzerinde bulunma ba¼g¬nt¬s¬olsun.

(�;�; I) sistemine Model M denir.
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Teorem 2.1.4 Model M fuzzy projektif düzlemdir.

·Ispat: F1) ·Iki fuzzy farkl¬noktadan bir tek fuzzy do¼gru geçer.

1) (x1; �1) ; (x2; �2) fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m.

x1 6= x2 dir. �1 6= �2 olsun.

m = �1��2
x1�x2 < 0 ise,

(x1; �1) I [m; c] () �1 =
1

�
cot�1 (mx1 + c)

(x2; �2) I [m; c] () �2 =
1

�
cot�1 (mx2 + c)

cot (�1�) = mx1 + c

cot (�2�) = mx2 + c

m =
cot (�1�)� cot (�2�)

x1 � x2
; c =

x1 cot (�2�)� x2 cot (�1�)
x1 � x2

bulunur. [m; c] (x) =
h
cot(�1�)�cot(�2�)

x1�x2 ; x1 cot(�2�)�x2 cot(�1�)
x1�x2

i
(x) biçiminde bir

tek fuzzy do¼grusu vard¬r.

2) (x1; �1) ; (x2; �2) fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m.

x1 6= x2 dir. �1 = �2 = � olsun.

m = �1��2
x1�x2 = 0 olur.

(x1; �) I [m; c] () � =
1

�
cot�1 (mx1 + c)

(x2; �) I [m; c] () � =
1

�
cot�1 (mx2 + c)

cot (��) = mx1 + c

cot (��) = mx2 + c

m (x1 � x2) = 0

bulunur. Bu durumda m = 0 ya da x1 � x2 = 0 d¬r.

x1 � x2 = 0 olamaz. Çünkü x1 6= x2 kabulümüzle çeli̧sir. O halde,

m = 0 ve c = cot (��)
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bulunur. [d] (x) = [cot (��)] (x) biçiminde bir tek fuzzy do¼grusu vard¬r.

3) (x1; �1) ; (x2; �2) fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m.

x1 6= x2 dir. �1 6= �2 olsun.

m = �1��2
x1�x2 > 0 ise, üç durum söz konusudur.

1. Durum:

x1 � 0; x2 � 0 iken;

(x1; �1) I [m; c] () �1 =
1

�
cot�1 (mx1 + c)

(x2; �2) I [m; c] () �2 =
1

�
cot�1 (mx2 + c)

m =
cot (�1�)� cot (�2�)

x1 � x2
; c =

x1 cot (�2�)� x2 cot (�1�)
x1 � x2

bulunur. [m; c] (x) =
h
cot(�1�)�cot(�2�)

x1�x2 ; x1 cot(�2�)�x2 cot(�1�)
x1�x2

i
biçiminde bir tek

fuzzy do¼grusu vard¬r.

2. Durum:

x1 > 0; x2 � 0 iken;

(x1; �1) I [2m; c] () �1 =
1

�
cot�1 (2mx1 + c)

(x2; �2) I [m; c] () �2 =
1

�
cot�1 (mx2 + c)

m =
cot (�1�)� cot (�2�)

2x1 � x2
; c =

2x1 cot (�2�)� x2 cot (�1�)
2x1 � x2

bulunur. [m; c] (x) =
h
cot(�1�)�cot(�2�)

2x1�x2 ; 2x1 cot(�2�)�x2 cot(�1�)
2x1�x2

i
biçiminde bir tek

fuzzy do¼grusu vard¬r.

3. Durum:

x1 > 0; x2 > 0 iken;

(x1; �1) I [2m; c] () �1 =
1

�
cot�1 (2mx1 + c)

(x2; �2) I [2m; c] () �2 =
1

�
cot�1 (2mx2 + c)

m =
cot (�1�)� cot (�2�)

2x1 � 2x2
; c =

x1 cot (�2�)� x2 cot (�1�)
x1 � x2
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bulunur. [m; c] (x) =
h
cot(�1�)�cot(�2�)

2x1�2x2 ; x1 cot(�2�)�x2 cot(�1�)
x1�x2

i
biçiminde bir tek

fuzzy do¼grusu vard¬r.

4) (x1; �1) ve (mi) =
�
mi; 1

�
cot�1 (m)

�
fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m.

(x1; �1) o [m; c] () �1 =
1

�
cot�1 (mx1 + c)

(mi) o [m; c] () y =
1

�
cot�1 (m)

cot (�1�) = mx1 + c

c = cot (�1�)�mx1

olur. [m; c] (x) = [m; cot (�1�)�mx1 ] biçiminde bir tek fuzzy do¼grusu

vard¬r.

5)
�
r1i;

1
�
cot�1 (r1)

�
;
�
r2i;

1
�
cot�1 (r2)

�
fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m.

Bu noktalardan geçen fuzzy do¼grusu [1] do¼grusudur.

6)
�
1; 1

2

�
; (x1; �1) fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m.

Bu noktalardan geçen [d] (x) = [cot (�1�)] (x) biçiminde bir tek fuzzy noktas¬

vard¬r.

7)
�
1; 1

2

�
;
�
r1i;

1
�
cot�1 (r1)

�
fuzzy farkl¬noktalar¬n alal¬m.

Bu noktalardan geçen fuzzy do¼grusu [1] do¼grusudur.

F1 aksiyomu sa¼glan¬r.

F2) ·Iki farkl¬fuzzy do¼gru için, ikisinin de üzerinde bulunan en az bir fuzzy

nokta vard¬r.

1) [d1] ; [d2] do¼grular¬n¬alal¬m.

y =
1

�
cot�1 (d1)

y =
1

�
cot�1 (d2)

d1 ^ d2 =
�
1; 1

2

�
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olur. Yatay do¼grular daima (1) da kesi̧sir.

2) [1] ve [d] do¼grular¬n¬alalal¬m.

[1] ^ [d] =
�
1; 1

2

�
olur.

3) [m; c] ve [1] do¼grular¬n¬alal¬m.

[1] do¼grusu x in pozitif taraf¬ndad¬r. Yani bu iki tip do¼gru kesi̧stiklerinde

x > 0 olacakt¬r.

1. Durum: m < 0 (negatif) olsun.

[m; c] (x)() y =
1

�
cot�1 (mx+ c)

oldu¼gundan

[m; c] ^ [1] =
�
mi;

1

�
cot�1 (m)

�
noktas¬tektir.

2.Durum: m > 0 (pozitif) olsun.

[m; c] (x)() y =
1

�
cot�1 (2mx+ c)

oldu¼gundan

[m; c] ^ [1] =
�
2mi;

1

�
cot�1 (2m)

�
noktas¬tektir.

4) [m; c] ve [d] do¼grular¬n¬alal¬m.

1. Durum: m < 0 (negatif) olsun.

(x; y) I [m; c] () y =
1

�
cot�1 (mx+ c)

(x; y) I [d] () y =
1

�
cot�1 (d)

cot (�y) = mx+ c

cot (�y) = d
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olur.

x =
d� c
m

; y =
1

�
cot�1 (d)

bulunur. (x; y) =
�
d�c
m
; 1
�
cot�1 (d)

�
biçiminde bir tek fuzzy noktas¬vard¬r.

2.Durum: m > 0 (pozitif) olsun. Bu durumda x in x � 0 ve x > 0 olmak

üzere iki durumunu da incelemek gerekir.

x � 0 ise;

(x; y) I [m; c] () y =
1

�
cot�1 (mx+ c)

(x; y) I [d] () y =
1

�
cot�1 (d)

cot (�y) = mx+ c

cot (�y) = d

olur.

x =
d� c
m

; y =
1

�
cot�1 (d)

bulunur. (x; y) =
�
d�c
m
; 1
�
cot�1 (d)

�
biçiminde bir tek fuzzy noktas¬vard¬r.

x > 0 ise;

(x; y) I [m; c] () y =
1

�
cot�1 (2mx+ c)

(x; y) I [d] () y =
1

�
cot�1 (d)

cot (�y) = 2mx+ c

cot (�y) = d

olur.

x =
d� c
2m

; y =
1

�
cot�1 (d)

bulunur. (x; y) =
�
d�c
2m
; 1
�
cot�1 (d)

�
biçiminde bir tek fuzzy noktas¬vard¬r.

5) [m1; c1] ve [m2; c2] do¼grular¬n¬alal¬m.
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m1 6= m2; c1 6= c2 olsun.

1. Durum: m1 < 0; m2 < 0 ise;

(x; y) I [m1; c1] () y =
1

�
cot�1 (m1x+ c1)

(x; y) I [m2; c2] () y =
1

�
cot�1 (m2x+ c2)

cot (�y) = m1x+ c1

cot (�y) = m2x+ c2

olur.

x =
c2 � c1
m1 �m2

; y =
1

�
cot�1

�
m1c2 �m2c1
m1 �m2

�
bulunur. (x; y) =

�
c2�c1
m1�m2

; 1
�
cot�1

�
m1c2�m2c1
m1�m2

��
biçiminde bir tek fuzzy

noktas¬vard¬r.

2. Durum: m1 < 0; m2 > 0 ise;

(x; y) I [m1; c1] () y =
1

�
cot�1 (m1x+ c1)

(x; y) I [m2; c2] () y =
1

�
cot�1 (2m2x+ c2)

cot (�y) = m1x+ c1

cot (�y) = 2m2x+ c2

olur.

x =
c1 � c2
2m2 �m1

; y =
1

�
cot�1

�
2m2c1 �m1c2
2m2 �m1

�
bulunur. (x; y) =

�
c1�c2
2m2�m1

; 1
�
cot�1

�
2m2c1�m1c2
2m2�m1

��
biçiminde bir tek fuzzy

noktas¬vard¬r.

3. Durum: m1 > 0; m2 > 0 ise;

(x; y) I [m1; c1] () y =
1

�
cot�1 (2m1x+ c1)

(x; y) I [m2; c2] () y =
1

�
cot�1 (2m2x+ c2)
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cot (�y) = 2m1x+ c1

cot (�y) = 2m2x+ c2

olur.

x =
c1 � c2

2m2 � 2m1

; y =
1

�
cot�1

�
m2c1 �m1c2
m2 �m1

�
bulunur. (x; y) =

�
c1�c2

2m2�2m1
; 1
�
cot�1

�
m2c1�m1c2
m2�m1

��
biçiminde bir tek fuzzy

noktas¬vard¬r.

6) [m1; c1] ve [m2; c2] do¼grular¬n¬alal¬m.

m1 = m2 = 0; c1 6= c2 olsun.

E¼gim 0 olunca yatay do¼grular olur. Bunlar da projektif geometri gere¼gince

1 da kesi̧sir.

[m1; c1] = [c1]

[m2; c2] = [c2]

[c1] ^ [c2] =
�
1; 1

2

�
noktas¬tektir.

7) [m1; c1] ve [m2; c2] do¼grular¬n¬alal¬m.

m1 = m2 = m 6= 0; c1 6= c2 olsun.

1. Durum: m > 0 ise;

(x; y) I [m; c1] () y =
1

�
cot�1 (2mx+ c1)

(x; y) I [m; c2] () y =
1

�
cot�1 (2mx+ c2)

cot (�y) = 2mx+ c1

cot (�y) = 2mx+ c2

olur.

x = 2mi; y =
1

�
cot�1 (2m)
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bulunur. (x; y) =
�
2mi; 1

�
cot�1 (2m)

�
biçiminde bir tek fuzzy noktas¬vard¬r.

2. Durum: m < 0 ise;

(x; y) I [m; c1] () y =
1

�
cot�1 (mx+ c1)

(x; y) I [m; c2] () y =
1

�
cot�1 (mx+ c2)

cot (�y) = mx+ c1

cot (�y) = mx+ c

olur.

x = mi; y =
1

�
cot�1 (m)

bulunur. (x; y) =
�
mi; 1

�
cot�1 (m)

�
biçiminde bir tek fuzzy noktas¬vard¬r.

F2 aksiyomu sa¼glan¬r.

F3) Herhangi üçü fuzzy do¼grudaş olmayan dört fuzzy farkl¬nokta vard¬r.

A1 =
�
0; 1

�
cot�1

�
1
8

��
A2 =

��1
2
; 1
�
cot�1

�
5
8

��
A3 =

��1
4
; 1
�
cot�1

�
7
8

��
A4 =

�
1; 1

�
cot�1

�
1
8

��
noktalar¬n¬alal¬m.

[A1A2] =)

m =
5=8� 1=8
�1=2� 0 = �1 < 0

1

8
= �1::0 + c =) c =

1

8

[A1A2] =
�
�1; 1

8

�
do¼grusu bulunur.

[A1A3] =)

m =
7=8� 1=8
�1=4� 0 = �3 < 0

7

8
= �3:

�
�1
4

�
+ c =) c =

1

8
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[A1A3] =
�
�3; 1

8

�
do¼grusu bulunur.

[A2A3] =)

m =
7=8� 5=8

�1=4� (�1=2) = 1 > 0

7

8
= 1:

�
�1
4

�
+ c =) c =

9

8

[A2A3] =
�
1; 9

8

�
do¼grusu bulunur.

A4 ün [A1A2] üzerinde olup olmad¬¼g¬n¬inceleyelim.

1
8

?
= �1:1 + 1

8

1
8
6= �7

8

A4; [A1A2] üzerinde de¼gildir.

A4 ün [A1A3] üzerinde olup olmad¬¼g¬n¬inceleyelim.

1
8

?
= �3:1 + 1

8

1
8
6= �23

8

A4; [A1A3] üzerinde de¼gildir.

A4 ün [A2A3] üzerinde olup olmad¬¼g¬n¬inceleyelim.

1
8

?
= 2:1:1 + 9

8

1
8
6= �25

8

A4; [A2A3] üzerinde de¼gildir.

Şekil 2.2
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F3 aksiyomu sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla Model M fuzzy düzlem projektif geometridir.

�

2.1.3 Küresel Geodezik Model

Tan¬m 2.1.5 Bu model için S = ]0; �[ alal¬m.

Fuzzy noktalar kümesi � = f(x; y) : 0 < x � �; 0 < y < 1g olsun.

Fuzzy do¼grular kümesi �, y = 1
�
cot�1 (a cosx+ b sin x) ; 0 < x � �; a; b 2 R

fonksiyonunu sa¼glayan [a; b] lerden oluşsun.

[a; b] ile farz edilen de¼gerlerin [0; 1] aral¬¼g¬nda oldu¼guna ¬srar etmeseydik; � =

f(x; y) : 0 < x < �; 0 < y < �g alabilirdik ve [a; b] ile y = cot�1 (a cosx+ b sin x) ; 0 <

x � � fonksiyonunu kastetmiş olurduk. Bunlar S den ]0; �[ ye fonksiyon-

lard¬r. Bu de¼giştirilen modele Genişletilmiş Küresel Geodezik Model

(ESG) denir.

Teorem 2.1.6 Küresel Geodezik Model bir fuzzy düzlem projektif geometridir.

·Ispat: Kolayl¬k olsun diye;

� = f(x; y) j 0 < x � �; 0 < y < �g noktalar¬n¬ve

y = cot�1 (a cosx+ b sin x) ; 0 < x � �; a; b 2 R ile tan¬mlanan [a; b] do¼gru-

lar¬n¬içeren � den oluşan ESG Modelini kullanaca¼g¬z.

F1) ·Iki fuzzy farkl¬noktadan bir tek fuzzy do¼gru geçer.

(x1; y1) ; (x2; y2) fuzzy farkl¬noktalar¬n¬alal¬m.

x1 6= x2 dir.

X cosx1 + Y sin x1 = cot y1
X cosx2 + Y sin x2 = cot y2

�
lineer denklemlerini alal¬m.

Mümkünse katsay¬lar determinant¬n¬s¬f¬ra eşit kabul edelim.������ cosx1 sin x1

cosx2 sin x2

������ = 0 olsun.
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sinx2 cosx1 � sin x1 cosx2 = 0

sin (x2 � x1) = 0 bulunur. (x2 � x1 = 0 + n�)

Böylece baz¬n 6= 0 tamsay¬lar¬için x2 = x1 + n� bulunur.

Ama x1; x2 2 ]0; �[ dir ve hiçbir n için x2 = x1+n� sa¼glanmaz. Sonuç olarak

katsay¬lar matrisi ters çevirebilir.0@ a

b

1A =

0@ cosx1 sin x1

cosx2 sin x2

1A�1

:

0@ cot y1

cot y2

1A
olacak şekilde (X; Y ) için bir tek (a; b) çözümü vard¬r.

=)

0@ a

b

1A =
1

cosx1 sin x2 � cosx2 sin x1

0@ sin x2 � sin x1
� cosx2 cosx1

1A :
0@ cot y1

cot y2

1A
=)

0@ a

b

1A =
1

sin (x2 � x1)
:

0@ sin x2 cot y1 � sin x1 cot y2
� cosx2 cot y1 + cosx1 cot y2

1A
=) a =

sin x2 cot y1 � sin x1 cot y2
sin (x2 � x1)

; b =
� cosx2 cot y1 + cosx1 cot y2

sin (x2 � x1)

bulunur. [a; b] fonksiyonu (x1; y1) ve (x2; y2) fuzzy noktalar¬ndan geçen tek

fuzzy do¼grusudur.

F1 aksiyomu sa¼glan¬r.

F2) Verilen iki farkl¬fuzzy do¼gru için, ikisinin de üzerinde bulunan en az

bir fuzzy nokta vard¬r.

[a1; b1] 6= [a2; b2] iki fuzzy farkl¬do¼grusu olsun.

1. Durum: b1 = b2 ise,

cot�1
�
a1 cos

1

2
� + b1 sin

1

2
�

�
= cot�1

�
a2 cos

1

2
� + b2 sin

1

2
�

�
= cot�1 (b1)

olur. Bu yüzden
�
1
2
; cot�1 (b1)

�
fuzzy noktas¬hem [a1; b1], hem de [a2; b2]

üzerinde olan tek noktad¬r.
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2. Durum: b1 6= b2 ise,
a1 � a2
b2 � b1

= tanx0

olacak şekilde bir tek x0 2 ]0; �[ vard¬r. Bu durumda;

cot�1 (a1 cosx0 + b1 sin x0) = cot
�1 (a2 cosx0 + b2 sin x0) = y0

olur. Böylece � de (x0; y0) fuzzy noktas¬[a1; b1] ; [a2; b2] üzerinde olur.

F2 aksiyomu sa¼glan¬r.

F3) Herhangi üçü fuzzy do¼grudaş olmayan dört fuzzy farkl¬nokta vard¬r.

Dört fuzzy farkl¬nokta

O = (0:5; 1:5) ; B1 = (2; 0:1) ; B2 = (2:5; 1) ; B3 = (1:5; 3) olsun:

(2:5; 0:11003488) ve (1:5; 0:117908862) den geçen do¼gru

OB1 = [�4:725618925; 8:798103702] olur.

O = (0:5; 1:5)

B1 = (2; 0:1)

9=; cot 1:5 = a cos 0:5 + b sin 0:5

cot 0:1 = a cos 2 + b sin 2
=)

a = �4:725618925

b = 8:798103702

9=; [a; b] = [�4:725618925; 8:798103702] bulunur.
(2; 0:932588225) ve (1:5; 0:987546828) den geçen do¼gru

OB2 = [�0:29186824; 0:682177513] olur.

(2; 3:02249044) ve (2:5; 3:011638072) den geçen do¼gru

OB3 = [4:080982566;�7:322272194] olur.

(0:5; 0:056862931) ve (1:5; 0:059274094) den geçen do¼gru

B1B2 = [11:22365301; 16:0974085] olur.
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(0:5; 3:11043948) ve (2:5; 0:040779785) den geçen do¼gru

B1B3 = [�34:04205157;�4:618783157] olur.

(0:5; 3:020573955) ve (2; 2:872855059) den geçen do¼gru

B2B3 = [�5:750545731;�6:625070897] olur.

Aç¬kça; O; B1; B2; B3 fuzzy noktalar¬ndan herhengi üçü do¼grusal de¼gildir.

F3 aksiyomu sa¼glan¬r. Böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r. �

Teorem 2.1.7 FP = (�;�;I) fuzzy projektif düzleminde;

1) ·Iki fuzzy farkl¬do¼gru en çok bir fuzzy noktada kesişir.

2) �; herhangi üçü ayn¬fuzzy noktas¬ndan geçmeyen dört fuzzy farkl¬do¼gru

içerir.

·Ispat: 1) l1; l2 2 �; l1 6= l2 olsun. F2 gere¼gince � de verilen iki fuzzy

farkl¬do¼gru için ikisininde üzerinde bulunan � de en bir fuzzy nokta vard¬r.

Dolay¬s¬yla (x; �) I l1; (x; �) I l2 olacak şekilde bir (x; �) 2 � noktas¬vard¬r.

(0 < � < 1)

Yani, l1 (x) = �; l2 (x) = � olur.

1l

2l

.
( )λ,x

Şekil 2.3

(y; �) I l1; (y; �) I l2 olacak şekilde bir (y; �) 2 � noktas¬n¬n bulundu¼gunu
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varsayal¬m. (0 < � < 1)

Bu durumda;

(x; �) I l1 ve (y; �) I l1 oldu¼gundan (x; �) [ (y; �) = l1 ve

(x; �) I l2 ve (y; �) I l2 oldu¼gundan (x; �) [ (y; �) = l2 olur.

Dolay¬s¬yla (x; �) [ (y; �) = l1 = l2 olur. Bu ise l1 6= l2 kabulümüzle çeli̧sir.

O halde iki fuzzy farkl¬do¼gru en çok bir fuzzy noktas¬nda kesi̧sir.

2) A1; A2; A3; A4; F3 gere¼gince herhangi üçü � nin ayn¬fuzzy do¼grusu üz-

erinde bulunmayan dört fuzzy farkl¬nokta olsun.

1A 2A

3A 4A

1l

2l

3l

4l

Şekil 2.4

A1A2 = l1

A2A3 = l3

A3A4 = l2

A1A4 = l4

9>>>>>>=>>>>>>;
do¼grular¬n¬n herhangi üçü ayn¬fuzzy noktas¬ndan geçmez.

Yani, herhangi üçü ayn¬fuzzy noktas¬ndan geçmeyen dört fuzzy farkl¬do¼gru

vard¬r. �
Kullan¬m kolayl¬¼g¬sa¼glamas¬aç¬s¬ndan aşa¼g¬daki basitleştirmeleri yapaca¼g¬z.

Tan¬m 2.1.8 l; m iki fuzzy farkl¬do¼grusunun kesim noktas¬, her ikisininde

üzerinde olan bir tek fuzzy noktas¬d¬r. Bu nokta l \m ile gösterilir.
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Tan¬m 2.1.9 A; B iki fuzzy farkl¬noktas¬n¬birleştiren AB do¼grusu, her iki

noktadan da geçen bir tek fuzzy do¼grusudur.

Tan¬m 2.1.10 Ai (i = 1; 2; 3; :::; n) fuzzy noktalar¬ndan ikisi ya da daha fa-

zlas¬ayn¬fuzzy do¼grusu üzerindeyse, bu noktalara fuzzy do¼grudaş denir.

Tan¬m 2.1.11 li (i = 1; 2; 3; :::; n) fuzzy do¼grular¬n¬n hepsi ayn¬ fuzzy nok-

tas¬ndan geçiyorsa, bu do¼grulara fuzzy noktadaş denir.

P I l ise P 2 l yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.1.12 FPPG de bir fuzzy üçgeni;

A1; A2; A3 üç fuzzy farkl¬ nokta kümesi ve i 6= k için Ai 2 ak ama Ai =2

ai (i; k = 1; 2; 3) olacak şekilde a1; a2; a3 üç fuzzy do¼gru kümesinden oluşur.

Ai noktalar¬na fuzzy üçgenin köşeleri, ai do¼grular¬na fuzzy üçgenin kenarlar¬

denir. Fuzzy üçgen A1A2A3 ile gösterilir.

2.2 Fuzzy Dezarg Önermesi (FD11)

Teorem 2.2.1 A1A2A3 ve B1B2B3 iki fuzzy üçgeni verilsin. Ai ve Bi ard¬̧s¬k

köşeler, ai ve bi ard¬̧s¬k kenarlard¬r. ·Iki ard¬̧s¬k köşe fuzzy farkl¬, iki ard¬̧s¬k

kenar fuzzy farkl¬ ve ard¬̧s¬k köşeleri birleştiren fuzzy do¼grular¬ bir O fuzzy

noktas¬nda çak¬̧s¬yorsa; ard¬̧s¬k kenarlar fuzzy do¼grusal ya da fuzzy dikey olan

üç fuzzy noktada kesişir.

A1 = (1; 0; 2)

A2 = (1; 0; 4)

A3 = (2; 0; 3)

9>>>=>>>; alal{m:
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1 2

4.0

3.0

2.0

x

y

Şekil 2.4

Şekildeki üçgen fuzzy üçgeni de¼gildir. Çünkü A1 ve A2 fuzzy farkl¬noktalar¬

de¼gildir. (Farkl¬fuzzy noktalar¬n¬n birinci bileşenleri farkl¬olmal¬d¬r.) Fuzzy

farkl¬noktalar¬n¬al¬rsak fuzzy üçgeni oluşur.

Fuzzy Dezarg Önermesinin Normal Dezarg Önermesinden Fark¬

1) Kaŗs¬l¬kl¬köşelerinin birinci bileşenleri farkl¬olmal¬d¬r.

2) Kaŗs¬l¬kl¬kenarlar farkl¬olmal¬d¬r.

3) Perspekti�ik ekseni ya fuzzy do¼grudaş ya da fuzzy dikey olmal¬d¬r.

Teorem 2.2.2 Model M Fuzzy Dezarg Teoremini sa¼glamaz.

·Ispat: Daha önce tan¬mlanan Model M yi alal¬m.

Noktalar¬aşa¼g¬daki gibi olan A1A2A3 ve B1B2B3 fuzzy üçgenlerini alal¬m.

A1 =
�
0; 1

�
cot�1

�
1
8

��
B1 =

�
1; 1

�
cot�1

�
1
8

��
A2 =

�
�1
2
; 1
�
cot�1

�
5
8

��
B2 =

�
1
2
; 1
�
cot�1

�
5
8

��
A3 =

�
�1
4
; 1
�
cot�1

�
7
8

��
B3 =

�
3
4
; 1
�
cot�1

�
7
8

��
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Şekil 2.5

Aç¬kça; A1B1 =
�
1
8

�
; A2B2 =

�
5
8

�
; A3B3 =

�
7
8

�
olur.

Bu yatay do¼grular 1 da kesi̧sti¼gi için bu iki üçgen 1 dan perspektiftir.

Üçgenlerin kenarlar¬şu şekildedir;

A2A3 =
�
1; 9

8

�
; A3A1 =

�
�3; 1

8

�
; A1A2 =

�
�1; 1

8

�
B2B3 =

�
1
2
; 1
8

�
; B3B1 =

�
�3; 25

8

�
; B1B2 =

�
�1; 9

8

�
Aç¬kça;

C1 = A2A3 \B2B3 =
�
�2; 1

�
cot�1

�
�7
8

��
C2 = A3A1 \B3B1 = (�3i)

C3 = A1A2 \B1B2 = (�i)

bulunur.

C2C3 = ! do¼grusu C1 gerçel fuzzy noktas¬ndan geçmez. O halde; 1 da

perspektif olan A1A2A3 ve B1B2B3 fuzzy üçgenlerinin perspekti�ik ekseni

yoktur. Dolay¬s¬yla Model M Fuzzy Dezagsel de¼gildir. �

Teorem 2.2.3 Küresel Geodezik Model fuzzy Dezarg önermesini sa¼glar.
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·Ispat: Model SG nin geni̧sletilmi̧s halini inceleyelim.

� = f(x; y) : 0 < x � �; 0 < y < �g

� = f[a; b] : a; b 2 Rg

[a; b] fonksiyonu için;

y = cot�1 (a cosx+ b sin x) ; 0 < x � �

olsun. Sonuç olarak �; x in boylam, y nin enlem oldu¼gu birim yar¬çapl¬

küre üzerinde bütün noktalar¬n kümesidir. Yar¬çember üzerindeki x = 0

noktalar¬al¬nmam¬̧st¬r. � kümesi, uzunlamas¬na büyük çemberler hariç, bu

yar¬küredeki bütün büyük çemberlerin kümesidir. Ayn¬boylam üzerindeki

fuzzy noktalar fuzzy dikeydir. FPPG de aşa¼g¬daki formülleri uygulayarak dik

kartezyen koordinatlara dönüştürece¼giz.

X = sin y: cosx

Y = sin y: sin x

Z = cos y

� ve� nin düzeltilmi̧s formlar¬şu şekildedir;

� =
�
(X; Y; Z) : �1 � X < 1; 0 � Y � 1; � 1 < Z < 1; X2 + Y 2 + Z2 = 1

	
� = f[a; b] : a; b 2 Rg

[a; b] =)
Z = aX + bY

X2 + Y 2 + Z2 = 1

9=; biçiminde tan¬mlanan büyük çember

Aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

a) (X; Y; Z) 2 � ise (�X;�Y;�Z) 2 � dir.

b) A; B 2 � ve � 2 R iken A = �B ise � = 1 dir.

c) Model ESG deki fuzzy üçgen � yar¬küresi üzerinde bir küresel üçgendir.

A1 (X1; Y1; Z1) ; A2 (X2; Y2; Z2) ; A3 (X3; Y3; Z3) bir üçgen formuysa (X1; Y1; Z1) ;

(X2; Y2; Z2) ; (X3; Y3; Z3) ; R3 lineer uzay¬ndaki vektörler gibi R üzerinde li-

neer ba¼g¬ms¬zd¬r.
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d) A (X1; Y1; Z1) ; B (X2; Y2; Z2) ; C (X3; Y3; Z3) bir fuzzy do¼gru üzerindeyse,

baz¬a; b 2 R için

aX1 + bY1 = Z1

aX2 + bY2 = Z2

aX3 + bY3 = Z3

olur. Sonuç olarak; ���������
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

��������� = 0
bulunur. Bundan dolay¬, s¬ra vektörleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r ve �A+�B+C =

(0; 0; 0) olur. (�; �;  0 dan farkl¬skaler)

Uygun olarak; A = �B + C (�;  2 R) ise A;B;C noktalar¬büyük çember

üzerindedir.

Bundan dolay¬A; B; C ya fuzzy do¼grudaş ya da fuzzy dikeydir.

A1A2A3 ve B1B2B3 Model ESG de ard¬̧s¬k köşeleri fuzzy farkl¬ ve ard¬̧s¬k

kenarlar¬fuzzy farkl¬olan iki üçgen olsunlar.

A1B1; A2B2; A3B3 fuzzy do¼grular¬Q fuzzy noktas¬nda kesi̧ssin ve Ci = ai\bi;

i = 1; 2; 3 olsun. C1; C2; C3 ün do¼grudaş ya da dikey oldu¼gunu gösterelim.

18 say¬n¬n uygun şekilde seçildi¼gi verilen kon�gürasyondan

(1) Q = �A1 + �B1

(2) Q = A2 + �B2

(3) Q = �A3 + �B3

(4) C1 = �1A2 + �1A3

(5) C1 = �2B2 + �2B3

(6) C2 = �1A3 + �1A1

(7) C2 = �2B3 + �2B1

(8) C3 = �1A1 + �1A2
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(9) C3 = �2B1 + �2B2 bulunur.

� = 0 ise Q = B1 buluruz. Sonra;

C3 = A1A2 \QB2 = A1A2 \ A2B2 = A2

C2 = A3A1 \B3Q = A3A1 \ A3B3 = A3

bulunur. Böylece C1; C2; C3 noktalar¬A2A3 üzerinde olur.

 = 0 ise Q = B2 bulunur ve C1; C2; C3 noktalar¬A3A1 üzerinde olur.

� = 0 ise Q = B3 bulunur ve C1; C2; C3 noktalar¬A1A2 üzerinde olur.

� 6= 0;  6= 0; � 6= 0 oldu¼gunu farz edelim.

�1 6= 0; �1 6= 0; �1 6= 0 oldu¼gu bulunur.

�1 = 0 al¬n¬rsa,

C3 = A2 = A2B2 \B1B2 = B2 olur. Ancak bu bir çeli̧skidir.

Benzer olarak �1 6= 0 6= �1 oldu¼gu kolayca görülür.

(1) ve (2) den,

A1 =


�
A2 �

�

�
B1 +

�

�
B2 �

olur.

(8) ve (9) dan,

A1 =
��1
�1
A2 +

�2
�1
B1 +

�2
�1
B2 � �

olur. Sa¼g tara�ar¬eşitlersek;

(��1 + �1)A2 = (��2 � ��1)B1 + (��2 � ��1)B2

elde edilir.

��1 + �1 6= 0 ise A2 2 B1B2 dir. Bu da A2 = C3 oldu¼gunu belirtir.

(8) den

(1� �1)A2 = �1A1 =) A1 =
1� �1
�1

A2

=) A1 = A2
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bulunur ki bu bir çeli̧skidir. Sonuç olarak ��1 + �1 = 0 elde edilir.

Bu üç durum matris formunda yaz¬l¬rsa;0BBB@
�1 �1 0

�1 0 �1

0 �1 �1

1CCCA
0BBB@
�

�



1CCCA =

0BBB@
0

0

0

1CCCA
�; �; � s¬f¬rdan farkl¬reeller oldu¼gundan, katsay¬lar matrisinin mertebesi 3

ten küçük olmak zorundad¬r.

Bundan dolay¬,

(10) �1�1�1 + �1�1�1 = 0 bulunur.

Bu sonuçlar C1; C2; C3 ün R3 te lineer ba¼g¬ml¬vektörler oldu¼gunu gösterir.

p; q; r 2 R; pC1 + qC2 + rC3 = (0; 0; 0) olsun.

(4) ; (6) ve (8) den

p�1A2 + p�1A3 + q�1A3 + q�1A1 + r�1A1 + r�1A2 = (0; 0; 0)

olur. A1; A2; A3 yap¬s¬ bir fuzzy üçgen oldu¼gundan, bu üçgenler lineer

ba¼g¬ms¬zd¬r. Sonuç olarak;

q�1 + r�1 = 0

p�1 + r�1 = 0

p�1 + q�1 = 0

elde edilir. Matris formu;0BBB@
0 �1 �1

�1 0 �1

�1 �1 0

1CCCA
0BBB@
p

q

r

1CCCA =

0BBB@
0

0

0

1CCCA
dir. Katsay¬lar determinant¬(10) dan,

�1�1�1 + �1�1�1 = 0 d¬r.
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Böylece (p; q; r) için s¬f¬rdan farkl¬bir çözüm bulunur. Sonuçta C1; C2; C3

fuzzy noktalar¬R üzerinde lineer ba¼g¬ml¬d¬r. C1; C2; C3 ya fuzzy do¼grudaş

ya da fuzzy dikeydir. �
Not: Model ESG de (x; y1) ; (x; y2) ; (x; y3) ; x 6= 1

2
� fuzzy dikey noktalarsa

baz¬� 2 R için s¬ras¬yla,

(X1; �X1; Z1) ; (X2; �X2; Z2) ; (X3; �X3; Z3)

biçiminde kartezyen koordinatlar vard¬r. Aç¬kça bu üç vektör R üzerinde

lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bir önceki teoremde sadece C1; C2; C3 ün lineer ba¼g¬ml¬

oldu¼gu gösterildi. Bu, noktalar¬n fuzzy dikey oldu¼gunu söylemez.

Aşa¼g¬daki örnek Model ESG nin FD11 i sa¼glad¬¼g¬n¬gösteren say¬sal bir

örnektir. Bu örne¼gin tek amac¬, Model ESG de nümerik (say¬sal) hesapla-

malar¬n nas¬l yap¬ld¬¼g¬n¬göstermektir.

Örnek 2.2.4 Tan¬m 2.1.3 teki Model ESG yi ele alal¬m.

A1 = (1; 0:2033257)

A2 = (2; 1:203099152)

A3 = (2; 3:02249044)

B1 = (2; 0:1)

B2 = (2:5; 1)

B3 = (1:5; 3)

O = (0:5; 1:5)

ile verilen A1A2A3 ve B1B2B3 fuzzy üçgenlerini ve O fuzzy noktas¬n¬alal¬m.

OB1 = [a; b] olsun.

Teorem 2.1.3

a =
sin x2 cot y1 � sin x1 cot y2

sin (x2 � x1)
; b =

� cosx2 cot y1 + cosx1 cot y2
sin (x2 � x1)
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formüllerini uygularsak

a =
sin 2 cot (1:5)� sin (0:5) cot (0:1)

sin (2� 0:5) = �4:725618925

b =
� cos 2 cot (1:5) + cos (0:5) cot (0:1)

sin (2� 0:5) = 8:798103702

bulunur. Böylece A1 den geçen OB1 in denklemi

y = cot�1 (�4:725618925 cosx+ 8:798103702 sinx)

olur. O; A1; B1 noktalar¬fuzzy do¼grudaşt¬r.

Benzer olarak A2 den geçen OB2 nin denklemi

y = cot�1 (�0:29186824 cos x+ 0:682177513 sinx)

olur. O; A2; B2 noktalar¬fuzzy do¼grudaşt¬r.

A3 den geçen OB3 nin denklemi y = cot�1 (4:080982566 cosx� 7:322272194 sinx)

olur.

O; A3; B3 noktalar¬fuzzy do¼grudaşt¬r.

Böylece ard¬̧s¬k köşeleri birleştiren fuzzy do¼grular¬O da kesişir.

Benzer yolla aşa¼g¬daki fuzzy do¼grular¬bulunur.

A1A2 =) y = cot�1 (0:396235471 cosx+ 5:50938802 sinx)

B1B2 =) y = cot�1 (11:22365301 cos x+ 16:0974084 sinx)

A2A3 =) y = cot�1 (�1:817689507 cosx� 10:02184398 sinx)

B2B3 =) y = cot�1 (�5:750545731 cosx� 6:625070897 sinx)

A3A1 =) y = cot�1 (13:59743669 cos x� 2:966995026 sinx)

B3B1 =) y = cot�1 (�34:04205157 cos x� 4:618783157 sinx)

C3 = A1A2 \B1B2
C2 = A3A1 \B3B2
C1 = A2A3 \B2B3

9>>>=>>>;
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olsun. C3 = (x0; y0) alal¬m.

O =

�
1

2
� � tan�1 (0:396235471 cosx0 + 5:509398802 sin x0)

�
�
�
1

2
� � tan�1 (11:22365301 cos x0 + 16:0974085 sinx0)

�
bulunur. Buradan

(10:82741754) cosx0 + (10:5880097) sinx0 = 0 ve

x0 = 2:345015732

bulunur. Bunu A1A2 ya da B1B2 de yerine koyarsak;

C3 = (2:345015732; 0:266575015)

buluruz. Ayn¬yöntemle;

C2 = (1:60545511; 2:858410191)

C1 = (0:858407354; 3:02809228)

bulunur. C2C3 ün denklemi

y = cot�1 (�9:075734919 cosx� 3:753134359 sinx)

olur. C2C3; gerçekten C1 den geçer.

Teorem 2.2.5 Fuzzy Dezarg Önermesi F1; F2, F3 ten ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Model M ve Model SG birer fuzzy düzlem projektif geometri

oldu¼gu halde, Model SG Fuzzy Dezargsel iken Model M Fuzzy Dezargsel

olmad¬¼g¬ndan yani F1; F2; F3 aksiyomlar¬n¬ sa¼glayan ama Fuzzy Dezarg

Teoremini sa¼glamayan örnek oldu¼gundan Fuzzy Dezarg önermesi F1; F2; F3

ten ba¼g¬ms¬zd¬r. �
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Teorem 2.2.6 Fuzzy Küçük Dezarg Önermesi (FD10)

A1A2A3 ve B1B2B3 ard¬̧s¬k köşeleri ve ard¬̧s¬k kenarlar¬ fuzzy farkl¬olan iki

fuzzy üçgen olsunlar.

Ci = ai \ bi (i = 1; 2; 3)

olsun. Ard¬̧s¬k köşeleri birleştiren do¼grular bir O fuzzy noktas¬nda kesişir.

A1 2 b1 kesişmesi ekstra olarak varsa C1; C2; C3 ya fuzzy do¼grudaşt¬r ya da

fuzzy dikeydir.

Teorem 2.2.7 FD10; F1; F2; F3 ten ba¼g¬ms¬zd¬r. Yani F1; F2; F3 ten

elde edilemez.

·Ispat: FFPG nin bir modeli FD11 için geçerliyse FD10 içinde geçerlidir.

FD10 un Model SG için geçerli oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan FD11 in Model

M için geçerli olmad¬¼g¬n¬gösteren teorem 2.2.2 yi ele alabiliriz. Bununla

beraber örnekte;

A1 =

�
0;
1

�
cot�1

�
1

8

��
2
�
1

2
;
1

8

�
= B2B3 = b1

al¬nm¬̧st¬. Sonuçta, FD10 Model M için geçerli de¼gildir. Bu teoremi ispatlar.

�

2.3 Fuzzy Kolinasyon

Tan¬m 2.3.1 (�;�;I) bir fuzzy düzlem projektif geometri olsun. Fuzzy

kolinasyonu; � deki her fuzzy do¼grusunun görüntüsünü bir fuzzy do¼grusu

yapan dönüşüm alt¬nda � yi kendisine eşleyen 1� 1 bir fonksiyondur.

Aç¬kça, bir fuzzy kolinasyonu � nin kendisine 1� 1 dönüşmesine neden olur.

f� daki bütün fuzzy kolinasyonlar¬n kümesi bileşke alt¬nda bir grup oluşturur.

Kolinasyon grubu G(f�) ile gösterilir. En büyük problem G(f�) nin birim-

den farkl¬herhangi bir kolinasyon içerip içermedi¼gine karar vermek olacakt¬r.
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' fuzzy kolinasyonu alt¬nda C noktas¬ndan geçen her do¼gru de¼gişmez kal¬y-

orsa, C ye ' nin merkezi denir. Merkezi olan fuzzy kolinasyonuna merkezsel

fuzzy kolinasyon denir.

Örnek 2.3.2 Model ESG yi ele alal¬m.

� = f(x; y) : 0 < x � �; 0 < y < �g

� = f[a; b] : a; b 2 Rg

[a; b] fonksiyonu için y = cot�1(a cosx+ b sin x) dir.

·Ilk olarak, { : � �! � eşlemesini alal¬m.

{ ((x; y)) = (x; � � y) ; 0 < x � �; 0 < y < � olsun.

Sonuçta {; � nin y = 1
2
� yatay yans¬mas¬d¬r. { nin bir fuzzy kolinasyon

oldu¼gunu gösterelim.

Herhangi bir [a; b] fuzzy do¼grusunu alal¬m. D
�
x0;

1
2
�
�
; 0 < x0 � � olacak

şekilde vard¬r ve y = cot�1(a cosx+ b sin x) üzerindedir.

A (x1; y1) ; [a; b] üzerinde D den farkl¬bir nokta olsun. x0 6= x1 olur.

a cosx0 + b sin x0 = 0 (1)

a cosx1 + b sin x1 = cot y1 (2)

bulunur. Aç¬kça, { (D) = D dir. Ap = { (A) = (x1; � � y1) olsun.

DAp = [ap; bp] alal¬m. Küresel geodezik modelden

ap =
sin x0 cot y1
sin (x1 � x0)

bp =
� cosx0 cot y1
sin (x1 � x0)

bulunur. a ve b yi (1) ve (2) den çekersek;

a =
� sin x0 cot y1
sin (x1 � x0)

b =
cosx0 cot y1
sin (x1 � x0)

buluruz. Böylece DAp = [�a;�b] dir. A; [a; b] üzerinde key� bir nokta

oldu¼gundan [a; b] nin { alt¬ndaki görüntüsü [�a;�b] olur. Bu { nin Model
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ESG üzerindeki bir fuzzy kolinasyon oldu¼gunu gösterir. Özetlersek;

a) Sabit noktalar
�
x; 1

2
�
�
; 0 < x � � dir.

b) { alt¬nda [a; b] �! [�a;�b] olur. Bundan dolay¬ [0; 0] ; y = 1
2
�; tek sabit

do¼grudur ve sabit noktalar¬n do¼grusudur.

c) { nin merkezi yoktur.
·Ikinci olarak,  : � �! � eşlemesini alal¬m.

 ((x; y)) = (� � x; y) ; 0 < x < �

 ((x; y)) = (�; � � y) ; 0 < y < �; x = � olsun.

Herhangi bir [a; b] do¼grusu alal¬m. E(1
2
�; y0) 2 [a; b] üzerinde E den farkl¬

bir nokta olsun. x1 6= 1
2
� alal¬m.

cot y0 = b (3)

a cosx1 + b sin x1 = cot y1 (4)

9=;
bulunur. Aç¬kça E sabittir.

Ap =  (A) = (� � x1; y1) x1 6= �

= (�; � � y1) x1 = �

olsun.

EAp = [ap; bp] olsun. Küresel geodezik modelden x1 6= 1
2
� için,

ap =
sin x1 cot y0 � cot y1

cosx1
bp = cot y0 = b

bulunur. (3) ve (4) ten

a =
cot y1 � sin x1 cot y0

cosx1
= �ap

bulunur. Böylece EAp = [�a; b] olur.

A, [a; b] üzerinde key� bir nokta oldu¼gundan, [a; b] nin  alt¬ndaki görüntüsü

[�a; b] olur. Bu  nin Model ESG nin bir fuzzy kolinasyonu oldu¼gunu gös-

terir. Özetlersek;
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d) Sabit noktalar
�
1
2
�; y

�
; 0 < y < � ve

�
�; 1

2
�
�
dir.

e)  alt¬nda [a; b] �! [�a; b] dir.

[0; b] do¼grular¬sabittir ve bu do¼grular
�
�; 1

2
�
�
den geçer.

f)
�
�; 1

2
�
�
;  nin merkezidir.

Üçüncü olarak, bölümlü kolinasyon < yi ele alal¬m.

< = { = { d¬r.

< : � �! �

< ((x; y)) = (� � x; � � y) ; 0 < x < �; 0 < y < �

< ((x; y)) = (�; y) ; 0 < y < �

dir. Aşa¼g¬daki sonuçlar bulunur.

g) Sabit noktalar
�
1
2
�; 1

2
�
�
ve (x; y) ; 0 < y < � dir.

h) < alt¬nda [a; b] �! [a;�b] dir. [a; 0] do¼grular¬ sabittir ve bu do¼grular�
1
2
�; 1

2
�
�
noktas¬ndan geçer.

i)
�
1
2
�; 1

2
�
�
, < nin merkezidir.

Model ESG nin kolinasyon grubu olan f';{; ;<g ye Klein 4-grup denir.

Tan¬m 2.3.3 � de x = y ise(x; �) � (y; �) ile tan¬mlanan dikey � ba¼g¬nt¬s¬n¬

ele alal¬m. Bu dikey s¬n¬�ar denilen � nin parçalar¬n¬ meydana getiren

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. (x; �) y¬ içeren dikey s¬n¬f¬V (x) ile gösterilir ve x in

dikey s¬n¬f¬denir. Fuzzy A noktas¬n¬içeren dikey s¬n¬f V (A) ile gösterilir.

Örnek 2.3.4 Model SG nin dikey s¬n¬�ar¬

V (x) = f(x; �) : 0 < � < 1g; 0 < x � � ve

Model SL ve Model M nin dikey s¬n¬�ar¬

f(x; �) : 0 < � < 1g; x 2 R

f(x; �) : 0 < � < 1g ; x 2 R��
ri;

1
�
cot�1 (r)

�	
; 0 6= r 2 R��

x; 1
2

�	
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Bir A noktas¬n¬n ve bir l do¼grusunun bir fuzzy kolinasyon alt¬ndaki görüntüsü

Ap ve lp olur.

Teorem 2.3.5 Fuzzy kolinasyonunun merkezi sabit noktad¬r.

·Ispat¬aç¬kt¬r.

Teorem 2.3.6 Fuzzy kolinasyonu alt¬nda dikey s¬n¬�ar dikey s¬n¬�ara eşlenir.

·Ispat: V (A); A fuzzy noktas¬n¬içeren dikey s¬n¬f olsun. P 6= A olacak

şekilde P 2 V (A) noktas¬n¬alal¬m. Mümkünse, P p =2 V (Ap) olsun. P p ve

Ap fuzzy farkl¬ olur. l, lp = P pAp olacak şekilde bir fuzzy do¼grusu olsun.

P 2 l ve A 2 l olur. Ama P ve A dikeydir. Buradan P = A bulunur.

Çeli̧ski, dolay¬s¬yla P p 2 V (Ap) d¬r. V (A) n¬n V (Ap) ye eşlendi¼gi gösterilir.

Di¼ger taraftan, Q 2 V (Ap) alal¬m. P 2 � iken P p = Q olsun. Mümkünse

P =2 V (A) alal¬m. Buradan P ve A fuzzy farkl¬olur. Q ve A fuzzy farkl¬

bulunur. Bu bir çeli̧skidir. V (A) n¬n V (Ap) ye eşlendi¼gi ispatlan¬r. �

Teorem 2.3.7 C, fuzzy kolinasyonunun merkezi ise, C yi içeren dikey s¬n¬f

sabittir.

·Ispat: �; C yi içeren dikey s¬n¬f ve
P
= �p olsun. C p = C oldu¼gundan

C 2
P
dir. Ama

P
teorem 2.3.2 den dikey s¬n¬ft¬r. Böylece

P
= � olur.

�

Örnek 2.3.8 Bu örnek, C merkezini içeren � dikey s¬n¬f¬n¬n sabit noktalara

ihtiyaç duymad¬¼g¬n¬gösterir.

Model SL yi ele alal¬m.

0 < a 6= 1 için 'a : � �! � eşlemesini alal¬m.

'a ((x; �)) = (ax; �a) ; x 2 R; 0 < � < 1;

�a =
1
�
cot�1 (a cot (��)) ve
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'a ((ri)) = (ri) ; 0 6= r 2 R;

'a ((1)) = (1) olsun.

'a alt¬nda

[m; c] �! [m; ac]

[d] �! [ad]

! �! !

olur. Bütün sabit noktalar kümesi��
0;
1

2

��
[ f(ri) : 0 6= r 2 Rg [ f(1)g dur.

Sabit fuzzy do¼grular¬ [m; 0] ve [0] d¬r. Bu do¼grular 'a n¬n merkezi olan

C
�
0; 1

2

�
den geçer.

C yi içeren � dikey s¬n¬f¬f(0; �) : 0 < � < 1g dir.

Herhangi 0 < a 6= 1 için,
�
0; 1

4

�
�!

�
0; 1

�
cot�1 a

�
6=
�
0; 1

4

�
olur.

Bu da �; � ile eşleşse bile sabit noktalardan oluşmad¬¼g¬n¬gösterir.

Teorem 2.3.9 Sabit noktalardan oluşan farkl¬iki fuzzy do¼grulu bir fuzzy koli-

nasyonu birim kolinasyondur.

2.4 Gupta ve Ray Taraf¬ndan Verilen Fuzzy

Projektif Düzlemin Tan¬m¬Üzerine Yo-

rumlar

L. Kuijken ve H. Van Maldeghem [4] teki çal¬̧smalar¬nda Gupta ve Ray

taraf¬ndan verilen Fuzzy Projektif Düzlem tan¬m¬n¬n tam bir fuzzyleştirme ol-

mad¬¼g¬n¬gösterdiler. Tan¬m 2.1.3 te verilen Fuzzy Projektif Düzlem asl¬nda:
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1) q>1 olmak üzere fuzzy dikey noktalar¬olmayan ve her fuzzy do¼grusu

tam olarak 0 dan farkl¬q+1 üye derecesine sahip olan q. mertebeden bir pro-

jektif düzlem (crisp) olarak görülebilir. Dolay¬yla, bu Gupta ve Ray taraf¬n-

dan verilen tan¬m¬n (crisp kavram¬n¬n) tam bir fuzzyleştirme olmad¬¼g¬n¬gös-

terir. Çünkü, crisp durumu s¬f¬rdan farkl¬bütün üye derecelerinin 1 al¬n-

mas¬d¬r. Oysa, bir fuzzyleştirme yap¬l¬rken s¬f¬rdan farkl¬bütün üye dere-

celerinin 1 al¬nmas¬gerekli de¼gildir.

2) Gupta ve Ray taraf¬ndan verilen Fuzzy Projektif Düzlem tan¬m¬n¬n bir

projektif düzlemin klasik tan¬m¬n¬n nas¬l fuzzyleştirmesi oldu¼gu tam olarak

aç¬k de¼gildir.

3) Fuzzy Projektif Düzlem tan¬m¬[0,1] ararl¬¼g¬n¬n bütün s¬ralama ba¼g¬n-

t¬lar¬nda kullan¬lamayaca¼g¬ve bu tan¬m¬n geli̧stirilmesi gerekti¼gi gösteriliyor.

4) Bütün sonlu Fuzzy Projektif Düzlemlerin bir crisp projektif düzlemden

elde edilebilece¼gi L. Kuijken ve H. Van Maldeghem taraf¬ndan [4] te göster-

iliyor.
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