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ÖZET

B r grubun kend üzer ne etk s (veya kısaca grup le etk ) kavramı T. Datuashv l

tarafından, J. L. Loday’ n yaptığı çalışmalarda “coquec grues” adı ver len ceb rsel objeler

L e ceb rler nde olduğu g b Le bn z ceb rler ç nde oluşturmak amacıyla ortaya koyduğu

problem n çözümü olarak tanımlanmıştır. Sonlu gruplar üzer nde tanımlanan grup le etk ler n

özell kler ncelemek lg nç sonuçlar verecekt r.

Ceb r n b r b lg sayar uygulaması olan GAP (Group, Algor thm and Programm ng),

yen matemat ksel yapıların b lg sayar ortamına aktarılmasında b rçok avantajları olan güçlü

b r programlama d l d r. Almanya, Aachen RWTH ve İng ltere, St. Andrews de gel şt r len

GAP, oldukça gel şm ş, anlaşılması kolay ve grup teor de çok güçlü kütüphanelere sah p açık

kaynak kodlu b r programlama d l d r.

Wh tehead tarafından tanımlanan çaprazlanmış modül kavramı se b r ceb rsel

s stemd r. Çaprazlanmış modül bazı f z ksel problemler n çözümünde k boyutlu gruplar

olarak düşünüleb l r. Gruplar üzer nde tanımlanan çaprazlanmış modüller n GAP ortak

paket XMod, lk olarak Wensley ve Alp tarafından oluşturulmuştur. Çaprazlanmış modüller

değ şmel ceb rlerde ve f z ktek Quantum alan teor s nde de kullanılır. Değ şmel ceb rler

üzer nde tanımlanan çaprazlanmış modüller n GAP ortak paket XModAlg adıyla Arvas ve

Odabaş tarafından gel şt r lm şt r.

Bu tez çalışmasında 2-boyutlu grup le etk olarak düşünüleb lecek grup le etk

çaprazlanmış modülü kavramı tanımlanmış ve çeş tl kategor ksel özell kler ncelenm şt r.

Ayrıca bu yapıyı b lg sayar ortamına aktararak sınıflandırılmasına olanak sağlayacak olan

XModGwA s ml b r GAP paket gel şt r lm şt r.

Anahtar Kel meler: Grup le etk , sınıflandırma, çaprazlanmış modül, nternal

kategor , GAP
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SUMMARY

An act on on group tself (or shortly group w th act on) has been def ned w th a

problem solut on on Le bn z algebras l ke compos ng the algebra c objects on L e algebras

named as “coquec grues” by T.Datuashv l . Exam n ng propert es on a group w th act on on

f n te groups w ll be y eld nterest ng results.

GAP (Group, Algor thm and Programm ng), a computer appl cat on on algebra, s

a strong programm ng language that has a lot of advantages to transfer new mathemat cal

structures. GAP s advanced, easy to understand and has a powerful l brar es w th open source

cod ng programm ng language that developed nAachen RWTH, Germany and St. Andrews,

England.

Crossedmodules s a algebra c system def ned byWh tehead. Crossedmodules can be

thought as two d mens onal group solv ng some phys cal problems. XMod, common package

on crossedmodules w th groupswas ntroduced byWensley andAlp. Crossedmodules s used

by commutat ve algebras and Quantum theory on pyhs cs. Crossed modules on commutat ve

algebras namedw th commonGAP packageXModAlgwas developed byArvas andOdabaş.

In th s thes s, group w th act on crossed modules as 2- d mens onal group w th act on

was def ned and nvest gated some categor cal propert es. In add t on, GAP package named

w th XModGwA was mproved to prov d ng the class f cat on to adapt computer workspace.

Keywords:Groupw th act on, class f cat on, crossedmodule, nternal category, GAP
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1. GİRİŞ VEAMAÇ

Grup le etk tanımı lk olarak J. -L. Loday’ n T. Datuashv l ç n verd ğ b r probleme

çözüm olarak ortaya çıkmıştır. Bu problemler Le bn z ceb rler le alakalıdır. Le bn z ceb rler

lk olarak Loday tarafından 1989 yılında tanımlanmıştır. L e ceb rler n n asosyat f olmayan

karşılığı olarak düşünülmüştür. 1937 yılında E. W tt’ n nşaası le

F : Gr −→ Lie

funktoru b l neer dönüşümler ve merkez ser ler yardımıyla tanımlanmıştır. Burada Gr,

gruplar kategor s n Lie, L e ceb rler kategor s n fade etmekted r.

J.-L. Loday tanımlanan F funktorunun Le bn z ceb rler ne uyarlanmasını da çeren

üç problem T. Datuashv l ’ye verm şt r. Gruplara karşılık gelen L e ceb rler yapısına

benzer şek lde Le bn z ceb rler ç n de hang yapının karşılık geleceğ ‘coquec grue’ olarak

adlandırılan ceb rsel yapının tanımlanmasıyla çözüleb lmekted r. Leibniz, Le bn z ceb rler

kategor s n göstermek üzere, Datuashv l bu ceb rsel yapı ç n

? −→ Leibniz

funktorunu tanımlamak üzere ‘?’ le bel rt len kategor n n grup le etk kategor s olduğunu

bel rtm şt r. Bu kategor kısaca Gr• (veya GwA) le göster l r. Bu funktor le elde ed lecek

kategor ksel denkl k ç n Gr• kategor s n n ek b r şartı sağlaması gerek r. Bu şart ‘Şart 1’

sm yle

x− x(z
x) + x(y+z

x) − x+ xz − x(z+y
z) = 0

şekl nde fade ed l r. Bu şartı sağlayan kategor GrC le göster l r. LL, L e - Le bn z

kategor s n göstermek üzere

GrC −→ LL −→ Leibniz

funktorları yardımıyla b r grup le etk ve b r Le bn z ceb r arasında bağlantı kurulmuş olur

(Bkz Datuashv l , 2006).

Grup le etk yapısı: (G,+) b r grup ve ε,G üzer nde g, h elemanları ç n ε(g, h) = gh

şekl nde tanımlanan b r k l şlem olsun.

ε(g, g′ + g′′) = ε(ε(g, g′), g′′)

ε(g, 0) = g

ε(g′ + g′′, g) = ε(g′, g) + ε(g′′, g)

ε(0, g) = 0
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şartlarını sağlıyorsa G• = (G, ε) k l s ne grup le etk den r.

Örnek: G b r grup ve kend üzer nde tanımlanan sağ konjuge etk le G• b r grup le

etk s oluşur.

Örnek: G b r grup ve elemanları Z tamsayılarından oluşan abelyan grup le

xy = (−1)yx etk s tanımlansın. G grubu xy etk s le b r G• oluşur.

(G, εG) ve (G
′, ε′G) k grup le etk s tanımlansın. φ : G −→ G′ grup homomorf zm

olmak üzere g, h ∈ G ç n

φ(gh) = φ(g)φ(h)

eş tl ğ sağlanıyorsa (G, εG) −→ (G′, ε′G) grup le etk homomorf zm tanımlanır.

A,G n n boş kümeden farklı alt kümes olmak üzere a ∈ A, g ∈ G ç n aşağıdak

şartlar sağlanıyorsa A•, G• n n b r deal olarak adlandırılır.

) A,G n n b r normal alt grubu,

) ag ∈ A,

) −g + ga ∈ A

G ∈ Gr• olmak üzere

G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ ...

azalan merkez ser s tanımı le

Gn = [G1, Gn−1] + [G2, Gn−2] + ...+ [Gn−1, G1]

toplamı G n n b r deal olur.

G ∈ Gr• olsun. g, h ∈ G ç n

[, ] : G×G −→ G

(g, h) 7−→ [g, h] = −g + gh

şekl nde tanımlanan dönüşüm yardımıyla G[ ] yapısı elde ed l r. Böylece [, ] dönüşümü le

Gr[ ] kategor s oluşur. G[ ] üzer nde

gh = g + [g, h]
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etk s tanımlanarak G• le G[ ] b rb rler ne denk kategor ler oluşturulur (Datuashv l , 2006).

GrC kategor s nden funktorlar yardımıyla b r Le bn z ceb r elde ed l r. Dolayısıyla

şart 1’ sağlayan grup le etk yapılarından b r Le bn z ceb r elde ed lm ş olur.

IntGwA, nternal gruplar kategor s ve GwASimp≤1, s mpl sel grup le etk

kategor s n göstermek üzere

GwASimp≤1
//

oo GwA //
oo IntGwA

d yagramı le bu kategor ler arasındak funktorlar yardımıyla denkl kler n görmek

mümkündür. Tez n 4.7. ve 5. bölümler nde bu denkl kler kategor ksel olarak spat ed lm şt r.

Bu denkl kler n göster leb lmes ç n G•, H• grup le etk ler olmak üzere

G• oH•

yarı-d rekt çarpımının b r grup le etk yapısında olmasını sağlayacak olan etk tanımı

bulunarak gerekl şartları sağladığı spatlanmıştır. Grup le etk üzer nde çaprazlanmış

modül ve nternal kategor tanımları yapılarak aralarındak denkl k bu tezde göster lm şt r.

Grup le etk kavramı GAP (Group, Algor thm and Programm ng) programlama d l

kullanılarak A. Odabaş vd. tarafından yazılan GwA paket le b lg sayar ortamına

aktarılmıştır. GwA paket nde yer alan fonks yonlar yardımıyla herhang b r grup üzer nde

oluşan tüm grup le etk yapıları elde ed leb l r. Şart 1’ n sağlanıp sağlanmaması, deall k,

merkez ser ler , n lpotentl k, komütatör ve s ngülerl k g b ceb rsel özell kler y ne GwA

paket yle b rl kte b lg sayar ortamına aktarılmıştır. GwA paket kullanılarak grup le etk ler

üzer nde sınıflandırmalar yapılmış ve şart 1’ sağlayan yapılar bulunarak E. Uslu vd. 2017

çalışmasında yayınlanmıştır.

Bu tez çalışması kapsamında XModGwA s ml b r GAP paket hazırlanacaktır.

XModGwA le lk olarak grup le etk kavramı üzer nde tanımlanan morf zm ve etk ler

b lg sayar ortamına aktarılmıştır. Ver len herhang grup le etk yapısı arasında tanımlanan

tüm etk ve morf zmler n bulunab leceğ fonks yonlar yazılmıştır. Daha sonra grup le etk

üzer nde çaprazlanmış modül yapısını oluşturacak PreXModGwAObj(bdy,act) fonks yonu

yazılmıştır. Elde ed len yapının gerekl şartları sağlayıp sağlamadığını kontrol eden

IsPreXModGwA ve IsXModGwA fonks yonları gel şt r lm şt r.

Herhang b r grup le etk ve deal kullanılarak çaprazlanmış modül elde etmek ç n

IdealXModGwA fonks yonu yazılmıştır. Ayrıca IsXModGwAC1 fonks yonu le çaprazlanmış

modülün şart 1’ sağlayıp sağlamadığı kontrol ed lmekted r. Bu özell ğ n sağlandığı grup le
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etk ler üzer ndek çaprazlanmışmodüller n doğal olarak Le bn z ceb rler üzer nde tanımlanan

çaprazlanmış modüllere denk olduğu düşünülmekted r.

AllXModGwAType1() fonks yonu k grup le etk arasındak tanımlanab l r tüm

çaprazlanmış modüller bulmak ç n gel şt r lm şt r. Bununla b rl kte AllXModGwAType2
fonks yonu le ver len k grup arasında tanımlanab len tüm grup le etk çaprazlanmış

modüller oluşturulab l r.
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2. LİTERATÜRARAŞTIRMASI

Tanım 2.0.1 (B r grubun herhang b r grup üzer ne etk s )

C ve G b rer grup,

C ×G −→ C

(c, g) 7→ cg

fonks yonu her c1, c2 ∈ C ve g1, g2 ∈ G ç n

) cg1g2 = (cg1)g2

) (c1c2)
g = cg1c

g
2

) c1G = c

eş tl kler n sağlıyorsa bu fonks yona G n n C üzer ne sağ etk s adı ver l r. C grubuna se

G-küme den r. Herhang b r kategor de etk spl t tam d z yardımıyla elde ed leb l r. Etk

yardımıyla C üzer nde b r denkl k bağıntısı tanımlanır. Bu tanıma denk olarak Aut(C), C

n n otomorf zm grubu olmak üzere α : G −→ Aut(C) b ç m ndek her α grup

homomorf zm kullanılarak

(c, g) 7→ cg = α(g) : C −→ C

c 7−→ α(g)(c)

etk s tanımlanab l r.

Tanım 2.0.2 G b r grup ve H ≤ G olsun. Her h ∈ H ve g ∈ G ç n (g, h) 7→ gh = h−1gh

tanımlanan H nın G üzer ne kuralıyla etk s ne eşlen k etk den r. H yer ne G alınarak b r

grubun kend üzer ne eşlen k etk s tanımlanır.

Tanım 2.0.3 C ve T k G−küme olsun. Yan

C ×G −→ C ve T ×G −→ T
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etk ler varken b r f : C −→ T fonks yonu her c ∈ C ç n

f(cg) = f(c)g

şartını sağlıyor se f ye G−equ var ant fonks yon den r.

Tanım 2.0.4 (Yarıd rekt çarpım)

G ve H b rer grup, G×H bu grupların kartezyen çarpımı olsun. Her g1, g2 ∈ G ve

h1, h2 ∈ H ç n G×H üzer nde

∗ : (G×H)× (G×H) −→ G×H

((g1, h1), (g2, h2)) 7−→ (g1, h1) ∗ (g2, h2) = (g1g2, g
h2
1 g2)

şekl nde tanımlanan G ve H ın yarıd rekt çarpımı den r ve GoH le fade ed l r.

G ×H üzer nde tanımlanan ∗ şlem le (G ×H, ∗) b r grup yapısı bel rt r. Grubun

b r m elemanı 1GoH = (1G, 1H) ve ters elemanı da (g, h)−1 = (g−1, (g−1)h
−1
) olarak

bulunur (Rose, 1994).

Tanım 2.0.5 (Kategor )

C = (Ob(C),Mor(C),Mor(C) × Mor(C) −→ Mor(C);Aksiyomlar) b ç m nde

ver len b r s stem ç n,

) Ob(C), b r sınıftır.Bu sınıfın elemanlarına obje den r.

)Mor(C) b r kümed r. Bu kümen n elemanları morf zm(veya ok) den r. Buradan her

A ve B objeler ç n,

MorC(A,B)(veya C(A,B))

kümes , A dan B ye g den tüm morf zmler n kümes d r. ) Her objeye karşılık b r morf zm

var olmalıdır. Yan A objes ç n,

1A : A −→ A

morf zm vardır. Bu morf zme b r m morf zm den r.

v) f : A −→ B ve g : B −→ C morf zm ç ft ç n b r tek

gf = g ◦ f : A −→ C
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morf zm vardır. Bu morf zme f ve g n n kompoz syonu den r. Yan kompoz syon

C(A,B)× C(B,C) ◦−→ C(A,C)
(f, g) 7→ ◦(f, g) = gf = g ◦ f

şekl nde b r fonks yondur. Bu durumda C s stem aşağıdak k aks yomu sağlıyorsa C ye b r

kategor den r.

K1)(Asosyat fl k) f : A −→ B, g : B −→ C ve h : C −→ D morf zmler ç n

h(gf) = (hg)f

d r. Yan

A
h(gf)=(hg)f

//

f

��

hg

  

D

B g
//

gf

>>

C

h

OO

Şek l 2.1: Kategor K1 Aks yomu

şek l 1.1 d yagramının değ şmel olmalıdır.

K2)(B r ml l k Aks yomu) f : A −→ B b r morf zm olmak üzere,

f.1A = 1B.f = f

d r.

A
f1A=f=1Bf //

1A

��

1Bf

  

B

A
f

//

f1A

>>

B

1B

OO

(Arvas , 2013).

Tanım 2.0.6 (Küçük Kategor )

Ob(C) sınıfı küme se C ye b r küçük kategor den r. C küçük kategor s n n

ayrıntılarına bakalım.

Ob(C) = O&Mor(C) = A
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obje ve morf zm kümeler ver ls n.

A
s

⇒
t
O

fonks yonları tanımlayalım. a ∈ A se

s(a) & t(a)∈O

dır. O halde a ∈ A morf zm olmak üzere

s(a)
a−→ t(a)

şekl nde fade ed l r. Buradak s ve t fonks yonlarına sırasıyla

kaynak(source) & hedef (target)

fonks yonları den r.

O
e−→ A

fonks yonunu tanımlayalım.Bu durumda her x ∈ O objes ç n

e(x) = 1x : x −→ x

şekl nde b r m morf zm vardır. Yan

·x

e(x)=ex

��
= s(ex) = t(ex)

vardır.

• : A× A −→ A

(a, b) 7−→ •(a, b) = b • a

fonks yonunun tanımlı olması ç n

t(a) = s(b)

olmalıdır. Çünkü

s(a)

ba

11

a // t(a) = s(b) b // t(b)

dır. Ayrıca

s(ba) = s(a)
ba−→ t(b) = t(ba)

dır. O halde kompoz syon

A×◦ A = {(a, b)|t(a) = s(b)} ⊆ A× A

şekl nde f ber çarpım olur (Arvas , 2013).
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Tanım 2.0.7 (Funktor)

C ve D k kategor olsun.

F :Mor(C) −→Mor(D)

fonks yonu,

F1) C n n herhang b r A objes ç n

F (idA) = idF (A)

F2) g ◦ f , C kategor s nde b r kompoz syon olmak üzere

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

şartlarını sağlıyorsa F ye C kategor s nden D kategor s ne b r funktor den r ve

F : C −→ D(veya (C, F,D))

le göster l r (Arvas , 2013).

Tanım 2.0.8 (Denk Kategor ler)

C ve D b rer kategor olsun.

F : C −→ D ve G : D −→ C funktorları olmak üzere

η : GF =⇒ IC

ve

ζ : FG =⇒ ID

doğal transformasyonları se C ve D kategor ler ne denk kategor ler den r (Arvas , 2013).

Tanım: (Le bn z Ceb rler )

k, b r değ şmel halka olmak üzere L k halkası üzer nde tanımlanmış b r modül olsun.

∀x, y, z ∈ L ç n

[_, _] : L× L −→ L
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şekl nde tanımlanan b l neer dönüşümü yardımıyla

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y]

Le bn z özdeş ğ n sağlasın. Bu durumda (L, [ ]) yapısına Le bn z ceb r den r (Loday,

P rashv l , 1993).
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3. GRUP İLE ETKİ YAPISI

3.1 G r ş

L e ceb rler kategor s le gruplar kategor s arasındak funktor tanımı lk olarak

E.W tt tarafından ver lm şt r. W tt tarafından oluşturulan funktor yapısına benzer olarak

Le bn z ceb rler kategor s ne karşılık gelen ‘Grup le Etk ’ kavramı T. Datuashv l

tarafından uyarlanmıştır. Yan Datuashv l Le bn z ceb rler kategor s nden grup le etk

kategor s ne b r funktor tanımlamış ve özell kler n ncelem şt r (Datuashv l , 2017).

Ayrıntılar ç n T. Datuashv l ’n n “Categor cal, Homolog cal and Homotop cal

Propert es of Algebra c Objects” s ml tez ne bakılab l r (Datuashv l , 2017).

GAP uygulamalarında gerekl olan komutlar ç n bu bölümde grup le etk tanımına

yer ver lerek, özell kler ncelenecekt r.

Tanım 3.1.1 G b r toplamsal grup ve

ε : G×G −→ G

(g, h) 7−→ ε(g, h) = gh

etk s ver ls n.

Her g, g′, g′′ ∈ G ç n ε fonks yonu,

ε(g, g′ + g′′) = ε(ε(g, g′), g′′)

ε(g, 0) = g

ε(g′ + g′′, g) = ε(g′, g) + ε(g′′, g)

ε(0, g) = 0

şartlarını sağlıyorsa (G, εG) yapısına grup le etk (group w th act on) adı ver l r. Kısaca

G• = (G, εG) le göster l r. ε(g, h) = gh le fade ed l r.
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3.1.1 Grup le Etk Homomorf zması

(G, εG) ve (G′, ε′G) k grup le etk ve φ : G −→ G′ grup homomorf zm olmak

üzere,

G×G ε //

(ϕ,ϕ)

��

G

ϕ

��

G′ ×G′ ε′ // G′

Şek l 3.1: Homomorf zm

d yagramı değ şmel se

(G, εG) −→ (G′, ε′G)

dönüşümü b r grup le etk homomorf zm olarak adlandırılır.Ayrıca g, h ∈ G ç n d yagramın

değ şmel l ğ nden

φ(gh) = φ(g)φ(h)

eş tl ğ sağlanır. G grubu üzer ndek etk yapısı,

ϕ : G −→ AutG

b r grup homomorf zm olarak düşünüleb l r. Dolayısıyla k grup le etk arasındak

homomorf zm, bu yaklaşım le

G v //

ϕ

��

AutG ⊂ Hom(G,G)

Hom(G,ϕ)

��

Hom(G,G′)

G′ v′ // AutG′ ⊂ Hom(G′, G′)

Hom(ϕ,G′)

OO

Şek l 3.2: Grup le Etk Homomorf zm

d yagramının değ şmel olmasına karşılık gel r. h ∈ G olmak üzere

φ.(ϕ(h)) = ϕ′(φ(h)).φ

eş tl ğ k grup le etk arasındak homomorf zme karşılık gel r. G b r grup, G• = (G, εG)

grup le etk ve k grup le etk arasındak homomorf zm yapıları le b rl kte Grup le Etk

Kategor s oluşur. Bu kategor Gr• le göster l r.
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Örnek 1 Abelyan grup le etk kategor s Ab• le fade ed l r. Gruplar kategor s le bu

kategor ler arasındak l şk funktorlar le nceleneb l r. G ∈ Gr• olmak üzere

Ab•
E // Gr•

Q1
//

A
oo Q2

// Gr
Coo

Too

Şek l 3.3: Funktorlar

d yagramındak A funktoru, (G,G) komütatörü tarafından deale karşılık gelmek üzere

A(G) = G/(G,G) abelyanlaştırma funktoru olarak adlandırılır. Her b r Ab• objes Gr•

olarak düşünüleb l r. Bu funktor E funktorunu fade eder. Aş kar etk le oluşan bölüm grubu

Q1 funktoru le, gh ∼ −h+ g + h etk s le oluşan bölüm grubu Q2 funktoru le oluşturulur.

Her grup sırasıyla aş kar etk ve konjuge etk le T ve C funktorları yardımıyla grup le etk

yapısına dönüştürülür. Ayrıca Q1, Q2 ve A funktorları T,C ve E funktorlarının sol ek d r.

Önerme 1 G ∈ Gr• olsun. g, h ∈ G olmak üzere

[, ] : G×G −→ G

(g, h) 7−→ [g, h] = −g + gh

şekl nde tanımlanan dönüşüm

) [g, h1 + h2] = [g, h1] + [g + [g, h1], h2]

) [g + g′, h] = −g′ + [g, h] + g′ + [g′, h]

) [g, 0] = [0, g] = 0

özell kler sağlar (Datuashv l , 2002).

İspat 1 Her g, g′, h, h1, h2 ∈ G ç n

)

[g, h1] + [g + [g, h1], h2] = [g, h1] + [g + (−g + gh1), h2]

= [g, h1] + [gh1 , h2]

= −g + gh1 + [gh1 , h2]

= −g + (gh1)h2

= [g, h1 + h2]
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)

[g + g′, h] = −(g + g′) + (g + g′)h

= −g′ − g + gh + (g′)h

= −g′ + [g, h]− [g, h]− g + gh + (g′)h

= −g′ + [g, h] + g′ + [g′, h]

)

[g, 0] = −g + g0 = −g + g = 0

[0, g] = −0 + 0g = 0

Sonuç 1 Her g, h ∈ G ç n

[gh,−h] = −[g, h]

[−g, h] = g − [g, h]− g

dır.

Önerme 3 dek şartlarını sağlayan [, ] dönüşümü le b rl kte aralarındak yapıyı

koruyan grup homomorf zmler düşünülürse Gr[ ] kategor s oluşur. Gr[ ] kategor s n n

objeler G[ ] le fade ed l r. G[ ] yapısı b r grup le şlem (group w th operat on) yapısına

karışılık gelmekted r.

Önerme 2 G[ ] ∈ Gr[ ] olmak üzere, G[ ] üzer nde

gh = g + [g, h]

etk s tanımlanab l r. DolayısıylaGr• leGr[ ] denk kategor ler karşılıklı olarak oluşturulur.

İspat 2 Bu önermen n spatına Datuashv l , 2017 dan bakınız.
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3.1.2 İdeal ve Komütator tanımları

Tanım 3.1.2 G• ∈ Gr• ve A,G n n boş kümeden farklı b r alt kümes olsun. Her

) A,G n n b r normal alt grubu,

) a ∈ A, g ∈ G ç n ag ∈ A,

) a ∈ A, g ∈ G ç n −g + ga ∈ A

şartlarını sağlıyorsa A•, G• grup le etk s n n b r deal d r den r.

Gr• kategor s ndeG• n n b r deal ,G• grup le etk s n n b r alt objes d r. BöyleceG•

kend s ve aş kar altobjes G• n n b r deal d r.

Önerme 3 G• ∈ Gr• ve A•, G• n n b r deal olsun. a1, a2 ∈ A ve g1, g2 ∈ G olmak üzere

(a1 + g1)
a2+g2 ∈ gg21 + A

sağlanır (Datuashv l , 2002).

İspat 3 a′1, a
′
2 ∈ A ve A,G n n deal olduğundan

a1 + g1 = g1 + a′1

a2 + g2 = g2 + a′2

sağlanır. Böylece

(a1 + g1)
a2+g2 = (g1 + a′1)

g2+a′2

= (gg21 )a
′
2 + (a′1)

g2+a′2

= gg21 − gg21 + (gg21 )a
′
2 + (a′1)

g2+a′2 ∈ gg21 + A(∵ −gg21 + (gg21 )a
′
2 ∈ A)

dır.

A• ve B•, G• grup le etk s n n alt objeler olsun.

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} ⊆ G

olmak üzere A• ve B• tarafından üret len G• n n alt objes n {A,B} le gösterel m.
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Önerme 4 A•, G• n n b r deal ve B•, G• n n b r alt objes olmak üzere

{A,B} = A+B

elde ed l r.

İspat 4 AçıkçaA+B ⊂ {A,B} d r.A• b r deal olduğundan,A+B,G n n b r altgrubudur.

B r öncek önermeden;

(a1 + b1)
a2+b2 ∈ bb21 + A

sağlanır. B,G n n altobjes olduğundan

bb21 ∈ B

ve A,G n n alt objes olduğundan

bb21 + A = A+ bb21 ∈ A+B

sağlanır. Böylece {A,B} ⊂ A+B olduğu görülür (Datuashv l , 2002).

Önerme 5 A ve B,G n n dealler se A+B de G n n deal olur.

İspat 5 Her g ∈ G, a ∈ A, b ∈ B ç n

g + (a+ b) = (a′ + g) + b

= a′ + b′ + g ∈ A+B + g

eş tl ğ bazı a′ ∈ A ve b′ ∈ B ç n sağlanır. Böylece

g + (A+B) ⊂ (A+B) + g

elde ed l r.

Ters ne,

(a+ b)g ∈ A+B

olduğu açıktır. −g + ga ∈ A ve −ga + (ga)b olduğundan

−g + ga+b = −g + ga − ga + (ga)b ∈ A+B

elde ed l r. Böylece (A+B) + g ⊂ g + (A+B) sağlandığından,

g + (A+B) = (A+B) + g

le A+B n n deal olduğu görülür (Datuashv l , 2002).
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G ∈ Gr• ve g, g′ ∈ G ç n [g, g′], G n n −g + gg
′
elemanlarından, (g, g′) komütatorü

se −g − g′ + g + g′ elemanlarından oluşur.

Tanım 3.1.3 A• ve B•, G• n n alt objeler olsun. A• ve B• n n b r [A,B] komütatorü

{[a, b], [b, a], (a, b) : a ∈ A, b ∈ B}

elemanları tarafından üret len {A,B} n n b r deal d r.

3.1.3 Merkez Ser ler

G ∈ Gr• olsun.

Tanım 3.1.4 Merkez ser s (azalan)

G = G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃ Gn ⊃ Gn+1 ⊃ ...

şekl nde tanımlanan ve

Gn = [G1, Gn−1] + [G2, Gn−2] + ...+ [Gn−1, G1]

tümevarımsal tanımı le G n n b r deal d r.

Önerme 6 Her n ≥ 1, Gn+1, Gn n n b r deal d r.

İspat 6 Tanım gereğ G2 = [G1, G2], G1 grubunun deal d r. Böylece

G3 = [G1, G2] + [G2, G1]

dır. G1, G2 G n n altgrupları olmak üzere

[G1, G2] = [G2, G1]

sağlanır.

[G1, G2] ⊂ [G1, G1] = G2 ⊂ {G1, G2}

ve [G1, G2], {G1, G2} n n deal olduğundan [G1, G2] G2 n n b r deal olur ve G3, G2 n n

deal olduğu elde ed l r.

Gn+1 = [G1, Gn] + [G2, Gn−1] + ...+ [Gn, G1]



18

tanımlıdır. 1 ≤ k ≤ n ç n; [Gk, Gn−k+1], {Gk, Gn−k+1} nın b r deal d r. Gn ⊆ Gk

olduğundan Gn ⊆ {Gk, Gn−k+1} elde ed l r.

[Gk, Gn−k+1] ⊂ [Gk, Gn−k] ⊂ Gn

sağlanır. Böylece [Gk, Gn−k+1], Gn n n b r deal d r. Sonuç olarak Gn+1, Gn n n b r deal

olur (Datuashv l , 2002).

ŞART 1: ∀x, y, z ∈ G ve G ∈ Gr• ç n

x− x(z
x) + xy+z

x − x+ xz − xz+y
z

= 0

şartı sağlanır. Şart 1 ’ sağlayan grup le etk kategor s GrC le göster l r.

Örnek 2 G b r grup ve G• kend üzer nde sağ konjuge etk yle tanımlanmış b r grup le etk

olsun. G• Şart 1 eş tl ğ n sağlar.

G×G −→ G

(g1, g2) 7−→ gg21 = −g2 + g1 + g2

sağ konjuge etk s olsun. Her g1, g2, g3 ∈ G ç n

g1 − g
(g

g1
3 )

1 + g
g2+g

g1
3

1 − g1 + gg31 − g
g3+g

g3
2

1 = g1 − g
(−g1+g3+g1)
1 − g1 − g3 + g1 + g3 − gg3−g3+g2+g31

= g1 − (−g1 − g3 + g1 + g1 − g1 + g3 + g1)

+(−g1 − g3 + g1 − g2 + g1 + g2 − g1 + g3 + g1)

−g1 − g3 + g1 + g3 − (−g3 − g2 + g1 + g2 + g3)

= g1 − g1 − g3 − g1 + g3 + g1 − g1 − g3 + g1 − g2

+g1 + g2 − g1 + g3 + g1 − g1 − g3 + g1 + g3

−g1 − g2 − g1 + g2 + g3

= −g3 − g2 + g1 + g2 − g2 − g1 + g2 + g3

= 0

elde ed l r.

Örnek 3 Aş kar etk le tanımlanmış her grup le etk Şart 1 sağlar.

Örnek 4 G• grup le etk s , elemanları Z• tamsayılarından oluşan abelyan grup le

xy = (−1)yx etk s le tanımlanmış olsun. G•, şart 1 sağlar.

y tek tamsayısı ç n,

[x, y] = −x+ xy = −x+ (−1)yx = −2x
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y ç ft tamsayısı ç n

[x, y] = −x+ xy = −x+ (−1)2kx = 0

elde ed l r. Dolayısıyla G•,Z• üzer ndek xy etk s le şart 1 sağlar.

3.1.4 Merkez ve N lpotentl k

Tanım 3.1.5 G• ∈ Gr• olsun. O halde

Z(G•) = {g ∈ G : g + h = h+ g, g = gh, h = hg, her h ∈ G}

kümes ne G• n n merkez den r ve Z(G•) le göster l r.

Önerme 7 G• ∈ Gr• olsun. Z(G•), G• n n b r deal d r.

İspat 7 g, g′ ∈ Z(G•) olsun. ∀h ∈ G•,

(g − g′) + h = g − g′+ h

= g − (−h+ g′)

= g − (g′ − h)

= g + h− g′

= h+ (h− g′),

g − g′ = gh − g′h

= (g − g′)h,

h(g−g
′) = h−(g′−g)

= (−h)g′−g

= −(hg
′−g)

= ((hg
′
)−g)

= −(h−g)

= hg

= h

eş tl kler sağlandığından Z(G•), G• n n alt objes d r. D ğer yandan, ∀g ∈ Z(G•), h ∈ G•

ç n

h+ g − h = g

olduğundan Z(G•), G• n n normal altgrubu olur. gh = g ve −h + hg = 0 olduğundan

gh ∈ Z(G•) ve ∀g ∈ Z(G•), h ∈ G• ç n

−h+ hg ∈ Z(G•)
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olur. Dolayısıyla Z(G•), G• n n deal olduğu elde ed l r (Odabaş vd., 2015).

Tanım 3.1.6 β1 : B1 −→ A, β1 : B2 −→ A k başlangıç morf zm ve Γi , i = 1, 2 d rekt

çarpımın morf zm n tems l etmek üzere

B1

β1

##

Γ1 // B1 ×B2

β1◦β2

��

B2
Γ2oo

β2

{{

A

Şek l 3.4: D rekt Çarpım

şek l 2.7 d yagramı değ şmel olmak üzere

β1 ◦ β2 : B1 ×B2 −→ A

morf zm var olduğunda β1 ve β1 morf zmler değ şmel d r den r.

α : B −→ A morf zm n n merkez n n var olab lmes ç n A üzer ndek b r m morf zm le α

morf zm değ şmel olmalıdır. D ğer b r dey şle

A

1A

// A×B

��

Boo

α

||

A

Şek l 3.5: Merkez

şek l 2.8 d yagramı değ şmel olmalıdır. Ayrıca α : B −→ A monomorf zm varsa, B A nın

merkezî alt objes olur.

Tanım 3.1.7 B r objen n merkez , monomorf zmler n kümes üzer nde var olan sıralama

bağıntısına bağlı olarak en büyük merkezî alt objeler olarak tanımlanır.

Önerme 8 G• ∈ Gr• olsun. O halde Z(G•), G• n n en büyük merkezî alt objes d r.
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İspat 8 H•, G• nın merkezî altobjes olsun. O halde α : H• −→ G• monomorf zm vardır.

β : G• ×H• −→ G• homomorf zm ç n

G• // G• ×H•

β

��

H•oo

α

{{

G•

Şek l 3.6: Merkez Altobje

şek l 2.9 değ şmel d yagramını ver r. Böylece ∀g ∈ G ç n

β(g, 0) = g

ve ∀h ∈ H ç n

β(0, h) = α(h)

elde ed l r. Sonuç olarak, β(g, h) = g+ α(h) le α homomorf zm le b r grup le etk oluşur.

Ayrıca,

α(h+ h′) = β(0, h+ h′)

= β((0, h) + (0, h′))

= β(0, h) + β(0, h′)

= α(h) + α(h′)

ve α ◦ εH = εG ◦ (α, α) elde ed l r. Ş md α(H•) ⊆ Z(G•) oldğunu göstermek ç n,

α(h) + g = β(0, h) + β(g, 0)

= β(g, h)

= β((g, 0) + (0, h))

= β(g, 0) + β(0, h)

= g + α(h),

gα(h) = (β(g, 0))β(0,h)

= β((g, 0)(0,h))

= β(g0, 0h)

= β(g, 0)

= g

ve g ∈ G, h ∈ H ç n

(α(h))g = α(h)

elde ed l r. Böylece Z(G•) en büyük merkezî alt obje olarak bulunur (Odabaş vd., 2015).

Sonuç 2 Z(G•),Gr• de G• n n b r en büyük merkezî alt objes d r.
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G• ∈ Gr• olsun.Z(G•)Z(G) n n b r normal altgrubudur.Ayrıca,H üzer nde konjuge

etk yardımıylaH• grup le etk s oluşturulab l r. Böylece Z(H) ve Z(H•) yapıları denk hale

gel r.

Tanım 3.1.8 Merkez kend s ne eş t olan grup le etk yapısına s ngüler grup le etk den r.

Önerme 9 B r G• grup le etk s n n s ngüler olması ç n gerek ve yeter şart

[G•, G•] = 0

olmasıdır.

Tanım 3.1.9 G• b r grup le etk olsun. G• n n (azalan) merkezî ser ler n n bazı n poz t f

tamsayıları ç nG•
n = 0 seG• grup le etk s n lpotent olarak adlandırılır.G•

n = 0 eş tl ğ n

sağlayan en küçük n− 1 sayısına G• n n n lpotentl k sınıfı den r.

Sonuç 3 G• ∈ Gr• olsun. G• s ngüler se G• n lpotentl k sınıfı 1 d r.

Önerme 10 G• b r n lpotent grup le etk olsun. G• n n n lpotentl k sınıfı 1 veya 2 se G•

şart 1 eş tl ğ n sağlar.

Teorem 1 G• grup dereces 32 den küçük olan b r grup le etk olsun. G• n lpotent se

n lpotentl k sınıfı 1 veya 2 olur.

Örnek 5 N lpotent olmayıp şart 1 sağlayan grup le etk ler de mevcuttur.

Q8 = 〈a, b, c〉 = {e, a, b, c, ab, ac, bc, abc}
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8.dereceden kuatern yon grubu olsun. Şart 1 sağlayan etk tablosu aşağıdak g b d r

(Odabaş vd., 2015).

ε e a b c ab ac bc abc

e e a b c ab ac bc abc

a e a b c ab ac bc abc

b e ac abc c bc a ab b

c e a b c ab ac bc abc

ab e ac abc c bc a ab b

ac e a b c ab ac bc abc

bc e ac abc c bc a ab b

abc e ac abc c bc a ab b

Grup le etk yapısından şart 1 eş tl ğ le b r Le bn z ceb r elde ed leb l r. Bunu elde

etmek ç n aşağıdak teorem kullanılır. x, y, z ∈ G ç n şart 1 eş tl ğ

x− x(z
x) + xy+z

x − x+ xz − xz+y
z

= 0

şekl nded r. [g, h] = −g + gh şlem le G• ≈ G[ ] denkl ğ sağlanır. Buna göre şart 1 eş tl ğ

[ , ] şlem le

[xy, [y, z]] = [[x, y], zx] + [−[x, z], yz]

Şart 1’ eş tl ğ ne dönüşür.

G b r grup ve bu grup üzer ndek etk sağ konjuge etk s olsun. Yan

gg
′
= −g′ + g + g′

şekl nded r. G grubu bu etk le şart 1 eş tl ğ n sağlar. Şart 1’ de W tt-Hall özdeşl ğ ne denk

olur. Benzer şek lde gg
′
= g aş kar etk s de şart 1 eş tl ğ n sağlar. FX , X keyf kümes

tarafından üret len serbest grup olsun. FX/ ∼ şart 1’ sağlayan grupların denkl k sınıfını

bel rt r. GrC şart 1’ sağlayan grup le etk kategor s n fade eder.Benzer şek lde abelyan

kategor ler ç n de AbC kategor s tanımlanır. FX/ ∼, GrC kategor s nde b r serbest obje

olsun. Üzer ndek etk aş kar veya sağ konjuge etk s olmasın. G ∈ GrC ç n

Gm = Gm/Gm+1

se

LLG =
∑
m≥1

Gm

elde ed l r.

x ∈ Gm =⇒ x ∈ Gm = Gm/Gm+1

olacağı açıktır.
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Teorem 2 G• b r grup le etk olsun ve şart 1 sağlasın.

a) x ∈ Gm, y ∈ Gn ç n xy = x,−y + x+ y = x dır.

b)

(, )mn, [, ]mn : Gm ×Gn −→ Gm+n

dönüşümler nden

αmn, βmn : Gm ×Gn −→ Gm+n

b l neer dönüşümler oluşur.

c)m,n ≥ 1 ç n αmn, βmn dönüşümler nden

(, ), [, ] : LLG × LLG −→ LLG

üzer nde L e-Le bn z yapısı oluşur.

İspat 9 a) x ∈ Gm, y ∈ Gn vem,n ≥ 1 olsun.

[x, y] = −x+ xy ∈ Gm+n ⊂ Gm

ve x ∈ Gm olduğundan

xy ∈ Gm

d r. Gm de

[x, y] = −x+ xy

sağlanır. Fakat [x, y] ∈ Gm+n ⊂ Gm+1 ve Gm kümes nde [x, y] = 0 olduğundan

x = xy

elde ed l r. Benzer şek lde −y + x+ y = x konjuge etk s le fade ed l r.

b) (, ) braket ç n spat göster l p benzer şek lde [, ] ç n de göster l r. Öncel kle

βmn : Gm ×Gn −→ Gm+n

dönüşümü tanımlanır. x ∈ Gm, y ∈ Gn olsun. O halde x ∈ Gm ve y ∈ Gn olur. Tanımdan

βmn(x, y) = [x, y] = [x, y] , [x, y] ∈ Gm+n elde ed l r.

x′ ∈ Gm ç n x = x′ olsun.

x− x′ ∈ Gm+1
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elde ed l r.

Bas t olarak göster l rse

x− x′ ∈ [Gi+1, Gm−i] ⊂ Gm+1

olur. O halde x = [a, b] + x′, a ∈ Gi+1, b ∈ Gm−i ç n

[x, y] = [[a, b] + x′, y]

= −x′ + [[a, b], y] + x′ + [x′, y]

= −x′ + [[a, b], y] + x′ + [x′ + y]

[[a, b], y] ∈ Gm+n+1 ⊂ Gm+n ve Gm+n de

−x′ + [[a, b], y] + x′ = [[a, b], y] = 0

=⇒ [x, y] = [x′, y′]

elde ed l r. x− x′ = (a, b) ∈ [Gi+1, Gm−i] ⊂ Gm+1 se

[x, y] = [x′ + (a, b), y] = −x′ + [[a, b], y] + x′ + [x′, y]

= [(a, b), y] + [x′, y] = [x′, y](∵ Gm+n de [(a, b), y] = 0)

βmn fonks yonunun 2. b leşen ç n doğruluğu da benzer şek lde göster l r. βmn

fonks yonunun b l neer olduğunu gösterel m.

x1, x2 ∈ Gm ve y ∈ Gn olmak üzere

[x1 + x2, y] = [x1 + x2, y]

= −x2 + [x1, y] + x2 + [x2, y]

= [x1, y] + [x2, y]

göster l r.

x ∈ Gm ve y1, y2 ∈ Gn olmak üzere

[x, y1 + y2] = [x, y1 + y2]

= [x, y1] + [xy1 , y2]

= [x, y1] + [xy1 , y2]

= [x, y1] + [xy1 , y2]

= [x, y1] + [x, y2](∵ a şıkkından)
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elde ed l r. Böylece βmn b l neer fonks yondur.

c)

LLG × LLG
[,]

⇒
(,)

LLG

b l neer dönüşümler yardımıyla αmn, βmn dönüşümler l neer olarak oluşturulur.

(, ) dönüşümü Jacob özdeşl ğ n ve (l, l) = 0 eş tl ğ n sağlar. W tt teorem yardımıyla

her l ∈ LLG ç n göster l r.

[ , ] braket ç n Le bn z özdeşl ğ sağlanmalıdır.

x ∈ Gm, y ∈ Gn, z ∈ Gt olmak üzere teorem n (a) ve (b) şıkları kullanılarak,

[x, [y, z]] = [xy, [y, z]] = [xy, [y, z]]

[[x, y], z] = [[x, y], zx] = [[x, y], zx]

−[[x, z], y] = [−[x, z], yz] = [−[x, z], yz]

şart 1’ yardımıyla

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y]

Gm+n+t de sağlanır (Datuashv l , 2017).



27

4. GRUP İLE ETKİ ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLÜ

4.1 Gruplar Üzer nde Çaprazlanmış Modüller

Gruplar üzer nde çaprazlanmış modül kavramı lk olarak (Wh tehead, 1949)

tarafından ver lm şt r. “Comb nator al Homotopy Theory II” s ml çalışmasıyla homotop

gruplarının ceb rsel yapılarını ncelem şt r . Bu bölümde, gruplar üzer nde çaprazlanmış

modül tanımı ver lerek, bununla lg l örnekler ncelenecekt r. Bu tanımların ve önermeler n

açık fadeler (Ege, 1998) den alınmıştır. Gruplar üzer nde nternal kategor yapısının tanımı

yapılarak çaprazlanmış modül le denkl ğ göster lecekt r.

4.2 G r ş

Tanım 4.2.1 G ve C b rer grup, ∂ : C −→ G grup homomorf zm ve (c, g) 7→ cg G n n C

üzer ne sağ etk s le b rl kte,

CM1) ∂, G− equ var ant, yan G n n kend üzer ne b r eşlen k etk s le g ∈ G ve c ∈ C ç n

∂(cg) = g−1∂(c)g

CM2) Pe ffer özdeşl ğ , yan c, c′ ∈ C ç n

c′∂c = c−1c′c

sağlanıyorsa ∂ homomorf zm ne b r çaprazlanmış modül adı ver l r. ∂ : C −→ G veya

(C,G, ∂) le göster l r.

∂ homomorf zm çaprazlanmış modülün sınır (boundary) dönüşümü olarak s mlend r l r.

Ayrıca yalnızca CM1 şartının sağlandığı (∂ : C −→ G) ceb rsel yapısı ön çaprazlanmış

modül olarak adlandırılır.
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Örnekler

1) N E G normal alt grubu ver ld ğ nde

∂ : N
i
↪→ G ve G×N −→ N

n 7→ n (g, n) 7→ gng−1

(C,G, ∂) b r çaprazlanmış modüldür.

Ters ne (C,G, ∂) herhang b r b r çaprazlanmış modülü ver ld ğ nde ∂(C) E G elde

ed l r. Burada çok öneml b r nokta se elemanter ceb rde genel olarak ∂(C) 5 G olmasına

rağmen çaprazlanmış modüllerde bu durum her zaman sağlanır.

2)M herhang b r G− modülü ver ld ğ nde

∂ :M −→ G ve G×M −→ M

m 7→ 1G (g,m) 7→ gm

şlemler yle (M,G, ∂) b r çaprazlanmış modüldür.

3) Aut(C), C n n otomorf zm grubu ve R,Aut(C) n n altgrubu olmak üzere

c 7→ α(c), α ∈ Aut(C) şekl ndek ∂ homomorf zmler le b r çaprazlanmış modüldür.

4) c ∈ C, r ∈ R ç n ∂ : C −→ R homomorf zm cr = c şekl nde b r çaprazlanmış

modüldür.

5) C1 ×C2 b r çaprazlanmış modülün tanım kümes , R1 ×R2 görüntü kümes olmak

üzere R1, R2 sırasıyla C1, C2 üzer ne aş kar etk s yle b r çaprazlanmış modüldür.

Ters ne her c ∈ C ç n ∂(c) = 1G özell ğ nde b r (C,G, ∂) çaprazlanmış modülü

ver ld ğ nde Çek (∂) b r G−modüldür. Buradan aşağıdak d yagram elde ed l r.

Çek (∂) �
�

//

0

��

C

∂

��

// ∂(C)� _

i

��

G // G // G

Yan çaprazlanmış modüller normal alt gruplar leG−modüller arasında b r yerded r.
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(C,R, ∂) ve (C ′, R′, ∂′) b rer çaprazlanmış modül olsun.

C

∂
��

θ // C ′

∂′

��

R
ψ
// R′

d yagramının değ şmel olmasını sağlayan

∂′(θ(c)) = ψ(∂(c))

eş tl ğ varsa ve r ∈ R, c ∈ C ç n

θ(cr) = θ(c)ψ(r)

sağlanıyorsa (θ, ψ) grup homomorf zm ç ft ne çaprazlanmış modül morf zm den r.

Dolayısıyla kolaylıkla XMod kategor s oluşturulur.

4.3 Ceb rsel Özell kler

Önerme 11 C ve G b rer grup,

∂ : C −→ G

c 7−→ ∂c = g

grupların b r çaprazlanmış modülü olsun.

) ∂ homomorf zm n n çek rdeğ Çek ∂ = {a ∈ C|∂(a) = 1G}, C grubunun merkez

olarak tanımlanan Z(C) = {x ∈ C| her y ∈ C ç n xy = yx} nın b r alt grubudur.

) G n n C üzer ne etk s cg ∈ C ve

g∂(c)g−1 = ∂(cg) ∈ ∂(C)

olup ∂C, G grubunun b r normal alt grubudur.

Önerme 12 C ve G b rer grup ve ∂ : C −→ G çaprazlanmış modül se Çek ∂

(g + ∂C, a) 7→ ag+∂C = ag etk s yle b rl kte b r G/∂C- modül yapısı oluşturur.
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Tanım 4.3.1 (C,G, ∂) b r çaprazlanmış modül olmak üzere,

) S ≤ C ve H ≤ G

) ∂′ = ∂|S , ∂ nın S ye kısıtlanmışı ve

) H n n S üzer ne etk s , G n n C üzer ne etk s tarafından nd rgen r

se (S,H, ∂′) ye, (C,G, ∂) nın b r alt çaprazlanmış modülü den r ve

(S,H, ∂′) ≤ (C,G, ∂)

şekl nde göster l r.

Örnek 6 N , G grubunun b r normal alt grubu,

i = idG|N : N ↪→ G

n 7−→ n

ç ne fonks yonu olmak üzere (N,G, ) , (G,G, ) çaprazlanmış modülünün alt çaprazlanmış

modülü olur.

Tanım 4.3.2 (S,H, ∂′) , (C,G, ∂) nın b r alt çaprazlanmış modülü olsun.

) H , G n n b r normal alt grubu,

) Her g ∈ G, s ∈ S ç n sg ∈ S,

) Her h ∈ H, c ∈ C ç n chc−1 ∈ S

şartları sağlanıyorsa (S,H, ∂′) , (C,G, ∂) nın normal alt çaprazlanmış modülü olur ve

(S,H, ∂′) E (C,G, ∂)

le göster l r.

Tanım 4.3.3 (S,H, ∂′) , (C,G, ∂) nın b r normal alt çaprazlanmış modülü olsun.

∂ : C/S −→ G/H
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nd rgenm ş fonks yonu le

G/H × C/S −→ C/S

(gH, cS) 7→ (cg)S

etk fonks yonu tanımlansın. (C,G, ∂) b r çaprazlanmış modül olduğundan G/H n n C/S

üzer ne etk fonks yonu y tanımlı olur. (C/S,G/S, ∂) b r çaprazlanmış modül oluşturur.

Bu çaprazlanmış modüle çaprazlanmış bölüm modülü adı ver l r ve

(C,G, ∂)

(S,H, ∂′)

le göster l r.

4.4 İnternal Kategor

İnternal kategor l teratürdeG−grupo d, 2-grup olarak da b l nmekted r. Bu tanım lk

olarak 1976 yılında Brown ve Spencer tarafından oluşturulmuştur. Yayınladıkları makale le

çaprazlanmış modüller kategor s ve nternal kategor n n doğal denkl ğ n fade etm şlerd r.

İnternal kategor tanımına denk olacak şek lde Baez ve Lauda yen b r tanım oluşturmuş,

Brown ve Wensley se çaprazlanmış modüllerle bu yapının doğal denkl ğ n gösterm şlerd r.

Böylece çaprazlanmış modüller kategor s ndek bazı özell kler nternal kategor yapısı ve

özell kler yardımıyla daha genelleşt r lm ş hal le kolaylıkla göster lm ş olur.

Tanım 4.4.1 Gr b r grup kategor s olsun. B r kategor n n Gr kategor s ne nternal olması

aşağıdak öğelerden oluşur.

) C0 grup le etk objeler n n objes ,

) C1 morf zmler n kümes

le b rl kte

s : C1 −→ C0

ve

t : C1 −→ C0

kaynak ve hedef grup le etk homomorf zmler le

e : C0 −→ C1
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b r m grup le etk homomorf zm n göstermek üzere

m : C1 × C1 −→ C1

kompoz syonu fade eder. İnternal kategor bu yapıyla b rl kte aşağıdak şartları

sağlamalıdır.

1)

se = te = id

2) Kompoz syonların kaynak ve hedef grup le etk homomorf zmler ç n

C1 × C1

p1
��

m // C1

s

��

C1 s
// C0

C1 × C1

p2
��

m // C1

t
��

C1 t
// C0

d yagramları değ şmel olmalıdır.

3) Grup le etk homomorf zmler n n kompoz syonu ç n b rleşme özell ğ

sağlanmalıdır.

C1 × C1 × C1

id×m

��

m×id
// C1 × C1

m

��

C1 × C1 m
// C1

4) Grup le etk homomorf zmler n n kompoz syonu ç n sol ve sağ b r m özell ğ

sağlanmalıdır.

C0 × C1
e×Id

//

p
&&

C1 × C1

m

��

C1 × C0
Id×e
oo

q
xx

C1

Lemma 1 (C1, C0, s, t, e, ◦) b r nternal kategor olmak üzere

C1
∼= Çek so C0

sağlanır.
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İspat 10 ∀a ∈ C1 ç n

s : C1 −→ C0

dönüşümü ç n k = a(es(a))−1 ∈ Çek s olmak üzere

a = ke(x), x = s(a)

olarak fade ed leb l r. a′ = k′e(x′) olsun.

aa′ = ke(x)k′e(x′)

= ke(x)k′(e(x))−1e(x)e(x′)

Çek s üzer nde C0 grubunun etk s

xk := e(x)ke(xx′)

olarak bel rlen rse,

aa′ = kxk′e(xx′)

elde ed l r.

φ : C1 −→ Çek so C0

ke(x) 7−→ (k, x)

dönüşümü tanımlansın.

φ(aa′) = φ(kxk′e(xx′))

= (kxk′, xx′)

= (k, x)(k′, x′)

= φ(a)φ(a′)

olduğundan φ b r homomorf zmd r. Ters ne,

φ−1 : Çek so C0 −→ C1

(k, x) 7−→ ke(x)

dönüşümü de b r homomorf zm olur. Dolayısıyla φ b r zomorf zm olduğundan

C1
∼= Çek so C0

elde ed l r (Forrester-Barker, 2002).
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Teorem 3 Gruplar ç n çaprazlanmış modüller kategor s le nternal kategor doğal denkt r.

İspat 11 (C,G, ∂) b r çaprazlanmış modül olsun. G grubunun C üzer ne etk s nden dolayı

C oG şu şek lde tanımlanır.

s : C oG −→ G

(c, g) 7−→ g

t : C oG −→ G

(c, g) 7−→ ∂cg

e : G −→ C oG

g 7−→ (1C , g)

dönüşümler yardımıyla s, t, e b rer homomorf zmd r. Her g ∈ G ç n

se(g) = s(1C , g) = g = idG(g)

te(g) = t(1C , g) = ∂(1C)g = g

olduğundan

se = te = idG

elde ed l r. Böylece

C oG
s //

t
// G

e

ee

nternal kategor s oluşturulur.

g
(c,g)

//

(c′c,g)

33∂cg
(c′,g′)

// ∂c′∂cg

Şek l 4.1: Kompoz syon

Şek l 2.3 dek kompoz syon tanımlanır. Tanımlanan bu yapılarla nternal kategor olab lmes

ç n değ ştokuş kuralını sağlaması gerek r. (c, g), (h, d) ∈ C ×G ç n,

((c′, ∂cg) • (h′, ∂hd)) ◦ ((c, g) • (h, d)) = ((c′, ∂cg) ◦ (c, g)) • ((h′, ∂hd) ◦ (h, d))

eş tl ğ ne bakılırsa sol tarafı ç n,

= (c′∂cgh′, ∂cg∂hd) ◦ (cgh, gd)

= (c′cgh′c−1cgh, gd)

= (c′cgh′gh, gd)

= (c′cg(h′h), gd)



35

ve sağ tarafı ç n

= (c′c, g) • (h′h, d) = (c′cg(h′h), gd)

eş tl kler le kural sağlanır ve nternal kategor elde ed l r.

Ters ne (C1, C0, s, t, e, ◦) b r nternal kategor olsun.

C = Çek s,R = C0, ∂ = t|Çek s

alınırsa t homomorf zm olduğundan dolayı ∂ da homomorf zm olur.

Herhang k ∈ Çek s, x ∈ C0 ç n

∂(xk) = t(xk) = t(e(x)ke(x−1))

t homomorf zm olduğundan

te(x)tkte(x−1) = xt(k)x−1(∵ te = id)

= x∂kx−1

le çaprazlanmış modül şartlarının b r nc s sağlanır. Pe ffer eş tl ğ göster lmel d r.

Kompoz syon şlem b r morf zm olduğundan ve Çek s o C0 üzer ndek şlem değ ştokuş

kuralını sağladığından

((k′, ∂(k)x) • (l′, ∂(l)y)) ◦ ((k, x) • (l, y)) = ((k′, ∂(k)x) ◦ (k, x)) • ((l′, ∂(l)y) ◦ (l, y))

eş tl ğ ne bakılmalıdır. Eş tl ğ n sol tarafı

= (k′∂kxl′, ∂kx∂ly) ◦ (kxl, xy)

= (k′∂kxl′kxl, xy)

ve sağ tarafı ç n

= (k′k, x) • (l′l, y) = (k′kx(l′l), xy)

elde ed l r. Eş tl k hal nde;

k′∂kxl′kxl = k′∂k(xl′)kxl

= k′kx(l′l)

= k′kxl′xl

= k′kxl′k−1kxl

sadeleşt rmeler yapılıpm =x l′ ∈ Çek s yazılırsa

∂km = kmk−1

Pe ffer eş tl ğ bulunur. Dolayısıyla (Çek s, C0, ∂) b r çaprazlanmış modülü elde ed l r

(Forrester-Barker, 2002).
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Grup le etk çaprazlanmış modül kavramını tanımlayab lmek ç n lk olarak G• grup

le etk s n n C• grup le etk s üzer ne etk s kavramını tanımlamamız gerek r. Bunun ç n b r

grubun d ğer b r grup üzer ne etk s ve kısa tam d z kavramlarını kullanalım.

C ×G −→ C

(c, g) 7→ cg

etk s

0 // C
i // K

j
// G //

s
jj

0

Şek l 4.2: Etk

kısa tam d z s n n d yagramı şekl nde js = 1G koşulunu sağlayan s fonks yonunun varlığı

le fade ed l r. Burada G grubunun C üzer ne etk s , herhang c ∈ C, g ∈ G ç n

cg = −s(g) + i(c) + s(g) eş tl ğ le göster l r.

i) c(g1+g2) = −s(g1 + g2) + i(c) + s(g1 + g2)

= −s(g2)− s(g1) + i(c) + s(g1) + s(g2)

= (cg1)g2

ii) (c1 + c2)
g = −s(g) + i(c1 + c2) + s(g)

= −s(g) + i(c1) + s(g)− s(g) + i(c2) + s(g)

= cg1 + cg2

iii) c1G = −s(1G) + i(c) + s(1G)

= −id+ i(c) + id

= c

0 // C• i // K• j
// G• //

s
kk

0

ve

C

iC
��

i // A

id

j
// G

iG
��

s

xx

B

jC
��

D

jG
��

C

sC

]]

i
// A

j
// G

sG

]]

s

xx

Şek l 4.3: Etk Şartı
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Şek l 4.3 dek etk şartı d yagramı yardımıyla

1)

c(g1
g2 ) = −s(gg21 ) + i(c) + s(gg21 )

= −(1Asj
GiG)(gg21 ) + i(c) + (1Asj

GiG)(gg21 )

= −(sjG)(gg21 ) + i(c) + (sjG)(gg21 )

= −(sjG)(−sG(g2) + iG(g1) + sG(g2)) + i(c) + (sjG)(−sG(g2) + iG(g1) + sG(g2))

= −s(−g2 + jGiG(g1) + g2) + i(c) + s(−g2 + jGiG(g1) + g2)

= −s(−g2 + (j1As)(g1) + g2) + i(c) + s(−g2 + (j1As)(g1) + g2)

= −s(−g2 + g1 + g2) + i(c) + s(−g2 + g1 + g2)

= c(−g2+g1+g2)

= ((c(−g2))g1)g2

2)

(cc21 )
g = (cg1)

(cg2)

eş tl ğ , b r grup le etk homomorf zması olduğundan elde ed l r.

Tanım 4.4.2 C• ve G• k grup le etk olsun. c, c1, c2 ∈ C ve g, g1, g2 ∈ G olmak üzere C

grubu üzer ndek etk y ,

C × C −→ C

(c1, c2) 7→ cc21

G grubu üzer ndek etk y ,

G×G −→ G

(g1, g2) 7→ gg21

G• grubunun C• üzer ndek sağ etk s n

C ×G −→ C

(c, g) 7→ cg

şekl nde gösterel m.

Bu etk n n şartları grup etk şartlarına ek olarak,

i) c(g1
g2 ) = ((c−g2)g1)g2

ii) (cc21 )
g = (cg1)

(cg2)

şekl nde k şart le b rl kte G• grup le etk s n n C• grup le etk s ne etk şartları den r.
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Tanım 4.4.3 C•, G• b rer grup le etk olmak üzere ∂ : C• −→ G• b r grup le etk

homomorf zm , sağ etk tanımları ve ∀c, c′ ∈ C, ∀g, g′ ∈ G ç n

CM1) ∂(cg) = −g + ∂(c) + g

CM2) c∂(c
′) = −c′ + c+ c′

şartlarını sağlıyorsa (C•, G•, ∂) yapısına b r grup le etk çaprazlanmış modulü den r.

Örnek: V4 Kle n 4-grubu olsun.

V4 =< a, b|a2 = b2 = (ab)2 = e >

olmak üzere V4 = {e, a, b, ab} elde ed l r.

C2 2.dereceden dev rl grubu ç n C2 E V4 olduğunu b l yoruz. C2 ve V4 gruplarının şlem

tablosu ve kend üzer ne b r etk ler aşağıda ver lm şt r.

C2 ç n

+ e a

e e a

a a e

• e a

e e a

a e a

V4 ç n

+ e a b ab

e e a b ab

a a e ab b

b b ab e a

ab ab b a e

• e a b ab

e e a b ab

a e a b ab

b e a ab b

ab e a ab b

Bu etk lerle b rl kteC•
2 ve V

•
4 grup le etk ler tanımlanır.Açıkça etk y koruduğundan

i : C2 −→ V4 ç ne dönüşümü

∂ : C•
2
� � i // V •

4

grup le etk homomorf zm tanımlanır.

C2 × V4 −→ C2

(c, v) 7−→ cv = −v + c+ v
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dönüşümünü tanımlayalım.

∀c, c1, c2 ∈ C2 ve ∀v, v1, v2 ∈ V4 ç n

1)

c(v1+v2) = −(v1 + v2) + c+ (v1 + v2)

= −v2 − v1 + c+ v1 + v2

= −v2 + (cv1) + v2

= (cv1)v2

2)

c1V4 = −1V4 + c+ 1V4 = c

3)

(c1 + c2)
v = −v + (c1 + c2) + v

= −v + c1 + v − v + c2 + v

= cv1 + cv2

şartları sağlandığından tanımlanan dönüşüm b r V4 ün C2 üzer ne sağ etk s d r. Ş md V4 ve

C2 grup le etk ler n göz önüne alalım.

1) ∀c ∈ C2 ve ∀v1, v2 ∈ V4 ç n

(cv1)v2 = ((c−v2)v1)v2

eş tl ğ c = a, v1 = a, v2 = b ç n

(aa)b = (−a+ a+ a)b = ab = −b+ a+ b = ab+ b = a

ve

((a−b)a)b = ((b+ a− b)a)b = (aa)b = (−a+ a+ a)b = a

örneğ ndek g b d ğer değerler ç n de sağlanır.

2) ∀c1, c2 ∈ C2 ve ∀v ∈ V4 ç n

(cc21 )
v = (cv1)

(cv2)
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olup c1 = e, c2 = a, v = b değerler ç n

(ea)b = eb = −b+ e+ b = e

ve

(eb)(a
b) = (eb)(−b+a+b) = (eb)a = e

örneğ nde olduğu g b d ğer değerler ç n de sağlanıp C•
2 × V •

4 −→ C•
2 grup le etk etk s

tanımlanır.

∀c, d ∈ C2 ve v ∈ V4 ç n

CM1)

∂(cv) = i(cv) = cv = −v + i(c) + v = −v + c+ v

CM2)

c∂d = ci(d) = cd = −d+ c+ d

şartları sağlandığından (C•
2 , V

•
4 , i) b r grup le etk çaprazlanmış modülüdür.

Örnek: G• b r grup le etk veM,N b rer sağG-modül olsun. θ :M −→ N morf zm

ve GnN yarı-d rekt çarpımı ver ls n.

M × (GnN) −→ M

(m, (g, n)) 7→ m(g,n) = mg

zdüşüm dönüşümü yardımıyla etk tanımlanırsa

∂ :M −→ GnN

m 7→ (θ(m), 1G)

şekl nde tanımlanan morf zm le (M,G n N, ∂) b r grup le etk çaprazlanmış modülü elde

ed l r.

Tanım 4.4.4 Grup le Etk Otomorf zm

C• kend üzer nde b r grup le etk yapısı olsun. Kend üzer ndek etk s

C × C −→ C

(c1, c2) 7→ cc21

şekl nde tanımlansın. (Aut(C), ◦, ε) se otomorf zm grup le etk olarak tanımlansın.
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Aut(C•) = {f : C• −→ C•|f ∼ grup le etk zomorf zm }

◦ : Aut(C)× Aut(C) −→ Aut(C)

(f, h) 7−→ f ◦ h

b leşke şlem ve

ε : Aut(C)× Aut(C) −→ Aut(C)

(f, h) 7−→ ε(f, h) = h−1 ◦ f ◦ h

şekl nde ver ls n. (Aut(C), ◦, ε) yapısının b r grup le etk bel rtt ğ n gösterel m.

∀x ∈ C olmak üzere öncel kle (Aut(C), ◦) b r grup yapısı bel rt r.

)

ε(f, h ◦ g)(x) = (h ◦ g)−1 ◦ f ◦ (h ◦ g)

= g−1 ◦ h−1 ◦ f ◦ h ◦ g

= g−1 ◦ ε(f, h) ◦ g

= ε(ε(f, h), g)(x)

)

ε(g, id)(x) = (id−1 ◦ g ◦ id)(x)

= g(x)

)

ε(g ◦ h, f)(x) = (f−1 ◦ (g ◦ h) ◦ f)(x)

= (f−1 ◦ g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ h ◦ f)(x)

= ε(g, f) ◦ ε(h, f)(x)

v)

ε(id, g)(x) = (g−1 ◦ id ◦ g)(x)

= id(x)

eş tl kler yle ε, Aut(G) üzer nde b r etk d r.

Örnek: C• ve AutC• ∼ (AutC, ◦, ε) b rer grup le etk olarak tanımlansın.

(C•, AutC•, ∂) b r grup le etk çaprazlanmış modülüdür.

∂ : C −→ AutC

g 7−→ ∂g : C −→ C

c′ 7−→ ∂c(c
′) = (c′)c
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ve

C × AutC −→ C

(g, f) 7→ f(g)

ε : Aut(C)× Aut(C) −→ Aut(C)

(f, h) 7−→ ε(f, h) = h−1 ◦ f ◦ h
olarak tanımlanırsa

CM1) ∂(cf ) = f−1 ◦ ∂(c) ◦ f olduğunu gösterel m.

∂(cf )(x) = ∂f(c)(x)

= xf(c)

(f−1 ◦ ∂(c) ◦ f)(x) = (f−1 ◦ ∂(c))(f(x))

= f−1 ◦ ∂c(f(x))

= f−1 ◦ (f(x)c)

= xf(c)

eş tl k sağlanır.

CM2) c∂(c
′) = −c′ + c+ c′ olduğunu gösterel m.

c∂(c
′) = ∂c′(c) = cc

′
= −c′ + c+ c′

sağlanır.

Örnek 1) G,C grup le etk olsunlar. C,G n n deal olsun.

i : C• ↪→ G•

ç ne dönüşümü ve (c, g) 7−→ cg = −g+ c+ g dönüşümü yardımıyla C• ×G• −→ C• grup

le etk s tanımlanır. Buradan

CM1) c ∈ C, g ∈ G ç n

∂(cg) = i(cg) = −g + c+ g

= −g + i(c) + g

= −g + ∂(c) + g

CM2) c1, c2 ∈ C ç n

c
∂(c2)
1 = c

i(c2)
1 = −c2 + c1 + c2



43

d r.

Örnek 2) C•, b r grup le etk veM, b r sağ C−modül olsun.

0 :M −→ C

m 7−→ eC

dönüşümü le (M,C•, 0) b r grup le etk çaprazlanmış modül olur.

İspat:

∂ = 0 :M −→ C

m 7−→ eC

olmak üzere

CM1) c ∈ C,m ∈M ç n

M × C −→ M

(m, c) 7−→ mc

b r grup le etk s yle,

∂(mc) = eC

= −c+ eC + c

= −c+ ∂(m) + c

olur.

CM2)m1,m2 ∈M ç n

m
∂(m2)
1 = meC

1

= m1 −m2 +m2

= −m2 +m1 +m2(∵M, sağ C-modül)

m
∂(m2)
1 = −m2 +m1 +m2

d r.
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4.5 Grup le etk n n yarı-d rekt çarpımı

C•, G• b rer grup le etk olsun. C• ve G• yapılarının yarı-d rekt çarpımı aşağıdak

g b tanımlanır:

(G• n C•) ∼ (G× C, ∗, ε)

olmak üzere (G × C, ∗) b r grup yapısı bel rt r. G• grup le etk yapısının C• grup le etk

yapısı üzer ne etk s le b rl kte,

∗ : (G× C)× (G× C) −→ G× C

((g1, c1), (g2, c2)) 7→ (g1 + g2, c
g2
1 + c2)

şlem yle G n C grubu elde ed l r. ε le G × C çarpımının kend üzer ne sağ etk s olarak

tanımlanır.

ε : (G× C)× (G× C) −→ G× C

etk s n n grup le etk yapısının etk şartlarını sağlaması gerek r.

ε((g1, c1), (g2, c2)) = (gg21 ,−c
(g

g2
1 )

2 + cg21 + c2)

G× C üzer nde ∗ şlem e = (0, 0) b r m elemanı ve (g, c) ∈ G× C olmak üzere

(g, c)−1 = (g−1, c−1g
−1

) şekl nde elde ters elemanı le b r grup yapısı bel rt r. ε dönüşümünün

etk şartlarını sağladığını göstermek ç n, ∀c, c1, c2 ∈ C, g, g1, g2 ∈ G olmak üzere

)

ε((g1, c1), (g2, c2) ∗ (g3, c3)) = ε((g1, c1), (g2 + g3, c
g3
2 + c3))

= (g
(g2+c3)
1 ,−(cg32 + c3)

(g
(g2+g3)
1 )

+c
(g2+g3)
1 + cg32 + c3)

= ((gg21 )g3 ,−c((g
g2
1 )g3 )

3 − (cg32 )((g
g2
1 )g3 )

+(cg21 )g3 + cg32 + c3)

= ((gg21 )g3 ,−c((g
g2
1 )g3 )

3 − (cg32 )((−g3)
(g

g2
1 ))g3

+(cg21 )g3 + cg32 + c3)

= ((gg21 )g3 ,−c((g
g2
1 )g3 )

3 + (−c(g
g2
1 )

2

+cg21 + c2)
g3 + c3)

= ε(ε((g1, c1), (g2, c2)), (g3, c3))

)

ε((g, c), (0, 0)) = (g0,−0(g
0) + c0 + 0)

= (g, c)
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)

ε((g2, c2) ∗ (g3, c3), (g1, c1)) = ε((g2 + g3, c
g3
2 + c3), (g1, c1))

= ((g2 + g3)
g1 ,−c((g2+g3)

g1 )
1

+(cg32 + c3)
g1 + c1)

= (gg12 + gg13 , (−c
(g

g1
2 )(g

g1
3 )

1 ) + (cg12 )(g
g1
3 )

+c
(g

g1
3 )

1 − c
(g

g1
3 )

1 + cg13 + c1)

= ε((g2, c2), (g1, c1)) ∗ ε((g3, c3), (g1, c1))

v)

ε((0, 0), (g, c)) = (0g,−c(0g) + 0g + c)

= (0, 0)

elde ed l r.

4.6 Grup le etk üzer nde nternal kategor

Gr• b r grup le etk kategor s olsun. B r kategor n nGr• kategor s ne nternal olması

aşağıdak öğelerden oluşur.

) C0 grup le etk objeler n n objes ,

) C1 morf zmler n kümes

le b rl kte

s : C1 −→ C0

ve

t : C1 −→ C0

kaynak ve hedef grup le etk homomorf zmler le

e : C0 −→ C1

b r m grup le etk homomorf zm n göstermek üzere

m : C1 × C1 −→ C1

kompoz syonu fade eder. İnternal kategor bu yapıyla b rl kte aşağıdak şartları sağlamalıdır.

1)

se = te = id
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2) Kompoz syonların kaynak ve hedef grup le etk homomorf zmler ç n

C1 × C1

p1
��

m // C1

s

��

C1 s
// C0

C1 × C1

p2
��

m // C1

t
��

C1 t
// C0

d yagramları değ şmel olmalıdır.

3) Grup le etk homomorf zmler n n kompoz syonu ç n b rleşme özell ğ

sağlanmalıdır.

C1 × C1 × C1

id×m

��

m×id
// C1 × C1

m

��

C1 × C1 m
// C1

4) Grup le etk homomorf zmler n n kompoz syonu ç n sol ve sağ b r m özell ğ

sağlanmalıdır.

C0 × C1
e×Id

//

p
&&

C1 × C1

m

��

C1 × C0
Id×e
oo

q
xx

C1

4.7 Grup le etk çaprazlanmış modülü ve grup le etk

üzer nde nternal kategor denkl ğ

Teorem 4 G• yapısı üzer ndek etk sağ konjuge etk olarak tanımlansın. ∂ : C• −→ G•

çaprazlanmış grup le etk kategor s le grup le etk üzer nde nternal kategor s b rb rler ne

doğal denkt r.

İspat 12 (C•, G•, ∂) b r grup le etk çaprazlanmış modülü olsun.

G• n C•

kümes le

(g, c) ∗ (g′, c′) = (g + g′, cg
′
+ c′)
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şlem alınarak yarı-d rekt çarpımı oluşturulur. Bu grup üzer nde

ε((g, c), (g′, c′)) = (gg
′
,−(c′)(g

g′ ) + cg
′
+ c′)

etk s tanımlanarak (Gn C)• grup le etk yapısı tanımlanır. Böylece

C1 = G• n C•, C0 = G• ve

s(g, c) = g + ∂c

t(g, c) = g

e(g) = (g, 0)

alınarak b r grup le etk üzer nde nternal kategor yapısı oluşturulur.

)

se(g) = s(g, 0) = g + 0 = g

te(g) = t(g, 0) = g

elde ed l r.

)

g + ∂c
(g,c)−→ g = g′ + ∂c′

(g′,c′)−→ g′

dönüşümler yardımıyla

s((g′, c′) ◦ (g, c)) = s(g′, c′ + c)

= s(g, c)

t((g′, c′) ◦ (g, c)) = t(g′, c′ + c)

= g′ = t(g′, c′)

koşulları sağlanarak kompoz syon şlem yapılır. Benzer şek lde

h+ ∂d
(h,d)−→ h = h′ + ∂d′

(h′,d′)−→ h′

kompoz syon şlem n n b r grup le etk homomorf zm bel rtmes le aşağıdak değ ş-tokuş

kuralı ncelen r.

((g′, c′) ∗ (h′, d′)) ◦ ((g, c) ∗ (h, d)) = ((g′, c′) ◦ (g, c)) ∗ ((h′, d′) ◦ (h, d))
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eş tl ğ yukarıda ver len şlemlere göre kontrol ed l r.

((g′, c′) ∗ (h′, d′)) ◦ ((g, c) ∗ (h, d)) = (g′ + h′, (c′)h
′
+ d′) ◦ (g + h, ch + d)

= (g′ + h′, (c′)h
′
+ d′ + ch + d)

= (g′ + h′, (c′)h
′
+ d′ + c(h

′+∂d′) + d)

= (g′ + h′, (c′)h
′
+ d′ − d′ + ch

′
+ d′ + d)

= (g′ + h′, (c′)h
′
+ ch

′
+ d′ + d)

ve

((g′, c′) ◦ (g, c)) ∗ ((h′, d′) ◦ (h, d)) = (g′, c′ + c) ∗ (h′, d′ + d)

= (g′ + h′, (c′ + c)h
′
+ d′ + d)

= (g′ + h′, (c′)h
′
+ ch

′
+ d′ + d)

sonuçları yardımıyla değ ş-tokuş kuralındak eş tl k göster l r.

)

(ε(a, b) ◦ ε(c, d)) = ε((a ◦ c), (b ◦ d))

eş tl ğ n göstermek ç n yukarıda ver len (g, c), (g′, c′), (h, d), (h′, d′) ∈ G•nC• yardımıyla

(ε((g′, c′), (h′, d′)) ◦ ε((g, c), (h, d))) = ε(((g′, c′) ◦ (g, c)), ((h′, d′) ◦ (h, d)))

göster lmel d r.

ε(((g′, c′) ◦ (g, c)), ((h′, d′) ◦ (h, d))) = ε((g′, c′ + c), (h′, d′ + d))

= ((g′)h
′
,−(d′ + d)(g

′)h
′

+(c′ + c)h
′
+ (d′ + d))

= ((g′)h
′
,−d(g′)h

′

− (d′)(g
′)h

′

+(c′)g
′
+ ch

′
+ d′ + d)
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ε((g′, c′), (h′, d′)) ◦ ε((g, c), (h, d)) = ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′
+ d′) ◦

(gh,−d(gh) + ch + d)

= ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′
+ d′

−d(gh) + ch + d)

= ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′
+ d′

−d((g+∂c′)h
′+∂d′ ) + c(h

′+∂d′) + d)(∵ g = g′ + ∂(c′))

= ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′
+ d′

−d(g′)(h
′+∂d′)+(∂c′)(h

′+∂d′)

+(ch
′)∂d

′

+ d)(∵ h = h′ + ∂(d′))

= ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′
+ d′

−d(g′)(h
′+∂d′)+(∂c′)(h

′+∂d′)

−d′ + ch
′
+ d′ + d)

ε((g′, c′), (h′, d′)) ◦ ε((g, c), (h, d)) = ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′
+ d′

−d(−∂d′+(g′)h
′
+(∂c′)h

′
+∂d′)(∵ H etk s sağ konjuge olduğundan)

−d′ + ch
′
+ d′ + d)

= ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′

−((d(−∂d
′))(g

′)h
′

)((∂c
′)h

′
)

+ch
′
+ d′ + d)

= ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′

+(−c′ − (d(−∂d
′+(g′)h

′
))(−h

′)+(c′))h
′

+ch
′
+ d′ + d)

= ((g′)h
′
,−(d′)(g

′)h
′

+ (d′ − d− d′)(g
′)h

′

+(c′)h
′
+ ch

′
+ d′ + d)

= ((g′)h
′
, (−d− d′)(g

′)h
′

+ (c′)h
′
+ ch

′
+ d′ + d)

eş tl ğ göster lm ş olur.

Böylece

F : XMODGWA −→ CATGWA

funktoru elde ed l r.
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Ters ne, (e; s, t : C•
1 −→ C•

0) grup le etk üzer nde nternal kategor olsun.

C = Çek s

G = s(C1) = t(C1)

∂ = t|Çek s

olmak üzere (Çek s, C•
0 , ∂) b r çaprazlanmış grup le etk yapısı olur. Çünkü,

CM1) x ∈ Çek s, h ∈ C0 ç n, C0 ın Çek s kümes üzer ne sağ etk s

xh = e(−h) + x+ e(h)

olmak üzere

∂(xh) = t(xh) = t(e(−h) + x+ e(h))

= te(−h) + t(x) + te(h)

= −h+ ∂(x) + h

elde ed l r.

CM2) (e; s, t : C•
1 −→ C•

0) grup le etk üzer nde nternal kategor olmak üzere

değ ş-tokuş kuralı sağlanır.

((g′, c′) ∗ (h′, d′)) ◦ ((g, c) ∗ (h, d)) = ((g′, c′) ◦ (g, c)) ∗ ((h′, d′) ◦ (h, d))

eş tl ğ n her k tarafı açılıp benzer ter mler sadeleşt r lerek

(g′ + h′, (c′)h
′
+ d′) ◦ (g + h, ch + d) = (g′, c′ + c) ∗ (h′, d′ + d)

(g′ + h′, (c′)h
′
+ d′ + ch + d) = (g′ + h′, (c′ + c)h

′
+ d′ + d)

(c′)h
′
+ d′ + ch + d = (c′ + c)h

′
+ d′ + d

(c′)h
′
+ d′ + ch + d = (c′)h

′
+ ch

′
+ d′ + d

d′ + c(h
′+∂d′) + d = ch

′
+ d′ + d

d′ + (ch
′
)∂d

′
= ch

′
+ d′

(ch
′
)∂d

′
= −d′ + ch

′
+ d′

=⇒ c∂d
′
= −d′ + c+ d

Pe ffer eş tl ğ elde ed l r.

Böylece

G : CATGWA −→ XMODGWA

funktoru elde ed l r.
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5. SİMPLİSEL GRUP İLE ETKİ

[n] = {0 < 1 < 2... < n}

şekl nde tanımlı kümeye sıralı küme den r. Herhang k sıralı küme arasında sıra koruyan

dönüşüme monoton dönüşüm den r. Yan

f : [n] −→ [m]

dönüşümü ç n

i ≤ j ken f(i) ≤ f(j)

özell ğ ne sah pt r. Bu dönüşümlere operatör adı ver l r.

Tanım 5.0.1 Objeler [n] sıralı kümeler ve morf zmler operatör olan kategor ye ∆[n]

kategor s den r. Morf zmler ters yönlü olacak şek ldek kategor ye ∆op[n] kategor s den r.

Gr• grup le etk kategor s olmak üzere

E : ∆op[n] −→ Gr•

şekl nde tanımlanan funktora s mpl sel grup le etk den r.

Operatörler ç nde k özel operatör yardımıyla tüm operatörler fade ed leb l r.

δni : [n− 1] −→ [n], 0 ≤ i ≤ n

δni (x) =

{
x, x < i

x+ 1, x ≥ i

ve

σnj : [n+ 1] −→ [n], 0 ≤ j ≤ n

σnj (x) =

{
x, x ≤ j

x− 1, x > j

şekl nde tanımlanır.

E funktoru yardımıyla

E([n]) = En, E(δ
n
i ) = dni ve E(σ

n
j ) = snj

şekl nde obje ve morf zmler tanımlanır.
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Tanım 5.0.2 E b r s mpl sel grup le etk olsun.

NEn =
n−1⋂
i=0

ker dni

ve

∂n : NEn −→ NEn−1

dnn operatörünün kısıtlanışı le tanımlı olmak üzere

(NE, ∂) : ...NE2
∂2−→ NE1

∂1−→ NE0 = E0

kompleks ne E s mpl sel grup le etk s n n Moore Kompleks den r. Burada,

NE0 = E0, NE1 = ker d′0, NE2 = ker d20 ∩ ker d21,

şekl nde fade ed l r.

Teorem 5 Moore kompleks n n boyu ≤ 1 olan s mpl sel grup le etk ve grup le etk

çaprazlanmış modülü denkt r.

İspat 13 G•, Moore kompleks n n boyu ≤ 1 olan b r s mpl sel grup le etk olsun. Bu

durumda,

NG2 ∩D2 = 0 ve ∂2(NG2 ∩D2) = ∂2(N2 ∩D2) = {0}

olur. D2, G
•
2 ç nde dejenere (sj) operatörü tarafından üret len alt gruptur.

(NE, ∂) : ...NG•
2

∂2−→ NG•
1

∂1−→ NG•
0

NG•
1 −→ NG•

0

grup le etk homomorf zm olup,

NG•
0 ×NG•

1 −→ NG•
1

(x, y) −→ yx = (s0x)
−1y(s0x)

şekl nde NG•
0 ın NG

•
1 üzer ne etk s vardır.

∂1(y
x) = ∂1((s0x)

−1y(s0x)) = x−1d1yx

= x−1∂1yx

olup çaprazlanmış modül lk şartı sağlanır.
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D ğer yandan a, b ∈ NG•
1 alalım.

b∂1a = s0d1a
−1bs0d1a

olur. a, b ∈ NG•
1 ç n NG2 ∩D2 = N2 ∩D2 nın üreteç elemanları

F(0)(1)(a, b) = [s0a, s1b][s1b, s1a] ∈ NG2 ∩D2

dır.

∂2(N2 ∩D2) = {0}

ve

∂2(F(0)(1)(a, b)) = d2([s0a, s1b][s1b, s1a])

= s0d1a
−1b−1s0d1ab(b

−1a−1ba) ∈ NG2 ∩D2

olduğundan

s0d1a
−1bs0d1a = a−1ba

o halde,

b∂1a = s0d1a
−1bs0d1a = a−1ba

bulunup 2. çaprazlanmış modül şartı sağlanmış olur. Yan

∆ : SimpGr.≤1 −→ XMODGWA

funktoru tanımlanır.

∆(G•) = (∂1 : NG
•
1 −→ NG•

0)

elde ed l r.

Ters ne;

∂ : C• −→ G•

b r grup le etk çaprazlanmış modülü olsun.

G• nın C• üzer ndek etk s n kullanarak C• oG• grubu

(c, g)(c′, g′) = (cg + c′, g + g′)

şlem le tanımlanır. C•
0 = G• ve C•

1 = C• oG• olmak üzere

d1(c, g) = (∂1c)g

d0(c, g) = g

s0(g) = (1, g)



54

operatörler b rer grup le etk homomorf zm olur ve s mpl sel özdeşl kler sağlar.

d1s0(g) = d1(1, g) = (∂11)g = g

d0s0(g) = d0(1, g) = g

sağlanır.

Böylece {C•
1 , C

•
0} = C ′• şekl nde b r 1-truncated s mpl sel grup le etk elde ed l r.

NC ′•
0 = NC•

0 = C•
0 = N

NC ′•
1 = NC•

1 = ker d0

olmak üzere

NC ′•
2 = {1}

d r. Denk olarak C•
2 = D•

2 olmak üzere

∂2(NC
•
2 ∩D•

2) = ∂2(NC
•
2) = ∂2(N

•
2 ) = {0}

olduğu göster l rse C ′• nın Moore kompleks n n boyu ≤ 1 olur. Fα,β fonks yonlarının b r

uygulaması olarak

∂2(N2) = [ker d0, ker d1]

dır. Buna göre

d0 : C oG −→ G

(c, g) 7→ g

ker d0 = {(c, 1) : c ∈ C} ∼= C

d1 : C oG −→ G

(c, g) 7→ (∂1c)g

ker d1 = {(c, ∂1c−1) : c ∈ C}

olur. O halde, (x, 1) ∈ ker d0 ve (c, ∂1c
−1) ∈ ker d1 olmak üzere

[(x, 1), (c, ∂1c
−1)] = (1, 1)

olduğunu gösterel m.

(c, g)(c′, g′) = (cgc′, gg′)

olup (1C , 1G) b r m elemandır. (c, g)(c′, g′) = (1C , 1G) se

(c, g)−1 = (g
−1

c−1, g−1)
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elde ed l r. Buna göre;

[(x, 1), (c, ∂1c
−1)] = (x, 1).(c, ∂1c

−1)(x, 1)−1(c, ∂1c
−1)−1

= (xc, ∂1c
−1).(x−1, 1).(∂1cc−1, ∂1c)

= (xc, ∂1c
−1)((x−1)∂1cc−1, ∂1c)

= (xc∂1c
−1

((x−1)∂1cc−1), ∂1c
−1∂1c)

= (xc∂1c
−1

x−1c−1, 1G)

= (xcc−1x−1cc−1, 1G)

= (1C , 1G)

olur. O halde

[ker d0, ker d1] = (1C , 1G)

olup

∂2(NC2) = {1}

olduğundan C′ = {C•
1 , C

•
0} ın Moore kompleks n n boyu ≤ 1 olur.

Böylece

δ : XMODGWA −→ SimpGr≤1

∂ : C• −→ G• 7→ δ(∂ : C• −→ G•) = {C• oG•, G•, d0, d1}

bulunur.

∆◦δ le IXMODGWA
ve δ◦∆ le ISimpGr≤1

funktorları arasında doğal transformasyon

varlığı olduğundan b rb rler ne denkt r.

∂ : C• −→ G• b r grup le etk çaprazlanmış modülü se

δ(∂ : C• −→ G•) = {C• oG•, G•, d0, d1}

olup

d1 = ∆{C• oG•, G•, d0, d1} : NC1 −→ NC0

olacak şek lde

∆{C• oG•, ∂0, ∂1} = ∂ : C• −→ G•

eş tl ğ sağlanır.

Y ne {C•
1 , C

•
0} ∈ SimpGr≤1 ç n

∆({C•
1 , C

•
0}) = d1 : ker d0 −→ C•

0
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dır.

δ(d1 : ker d0 −→ C•
0) = (ker d0 o s0C0, C0, d0, d1)

eş tl ğ nde ker d0 o s0C0
∼= C1 olduğundan

δ(d1 : ker d0 −→ C•
0) = (C•

1 , C
•
0 , d0, d1) = id{C•

1 ,C
•
0}

elde ed l r.
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6. UYGULAMA: GAP

6.1 G r ş

Ceb r n teor k yapısının programlama yardımıyla b lg sayar ortamında

çözümlenmes ç n GAP (Group, Algor thm and Programm ng) paket programı

gel şt r lm şt r. GAP programı açık kaynak kodlu b r yapıya sah p olup, programı kullanan

k ş ler n oluşturduğu paketler le gel şt r l r. Gel şt r len paketler kullanımını çeren kılavuz

le GAP merkez ne ulaştırılır. Bu merkezdek hakemler tarafından ncelenerek onaylananlar

herkes n kullanımına açık olarak paket kütüphanes ne eklen r. GAP derley c s

LoadPackage("paket_ismi") komutu le çalışılmak sten len paket yükler. GAP

merkez nde 60 ın üzer nde paket bulunmaktadır. Bunlardan bazıları ParGAP, XMod,

XModAlg, GRAPE, LAGUNA s ml paketlerd r.

Grupların zomorf zm farkıyla b rl kte sınıflandırılması f kr ceb r alanındak en

temel problemlerden b r s olmuştur. Sembol k hesaplama programlarının ortaya çıkışıyla

b rl kte matemat ksel teoremler b lg sayar ortamına aktarılmış ve grup kütüphaneler

oluşturulmaya başlanmıştır. Sınıflandırmalar ç n p-grupları kullanma f kr lk olarak

O’Br en, 1990 çalışmasıyla ortaya atıldı. O’Br en, 1991 çalışmasında 256. mertebeye kadar

tüm grupların zomorf zm sınıflarını oluşturulmuştur. 512. mertebeye kadar olan

sınıflandırma E ck, O’Br en, 1999 çalışmasında gerçekleşt r lm şt r. 512. ve 768. mertebeler

har ç olmak üzere 1000. mertebeye kadar olan sınıflandırma Besche, E ck, 1999 tarafından

gerçekleşt r lm şt r. 512 ve 768. mertebelerde hesaplamalar yapab lmek ç n b lg sayar

donanımlarının gel şmes ne ht yaç duyulmuştur. 2002 yılında m lenyum projes adıyla

Besche vd., 2002 tarafından 1 t pten ceb rsel model olarak 2000. mertebeye kadar grupların

zomorf zm altında sınıflandırılmıştır. Aşağıdak GAP oturumunda 512. ve 768. mertebeden

zomorf zm farkıyla grupların sayısı elde ed lm şt r.

gap> NumberSmallGroups(512);

10494213

gap> NumberSmallGroups(768);

1090235

Ancak 1024. mertebe ç n sınıflandırılma halen yapılab lm ş değ ld r. 1024 har ç

2000 mertebeye kadar zomorf zm farkıyla elde ed len yaklaşık 423 m lyon (423.164.062)
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grup SmallGroup kütüphanes adı altında GAP (Behrends vd., 2016) (Group, Algor thm

and Programm ng) programına aktarılmıştır. Bu sınıflandırma teor k ceb r konularına gen ş

b r uygulama alanı kazandırılmış ve elde ed len b rçok yen örnekler yardımıyla farklı

ceb rsel yapıların anlaşılması ve gel şt r lmes sağlanmıştır. SmallGroup kütüphanes ndek

grupları üretmek ç n GAP programında SmallGroup(n,k)fonks yonu kullanılır. Buradak

n değ şken üret lmek stenen grubun mertebes n k değ şken se grubun zomorf zm sınıfı

çer s ndek numarasını verecekt r. Aşağıdak GAP oturumunda SmallGroup

kütüphanes nde yer alan 8. mertebeden 3. grup üret lm şt r. 8. mertebeden zomorf zm

farkıyla 5 grup bulunmaktadır.

gap> G := SmallGroup(8,3);

<pc group of size 8 with 3 generators>

gap> g := GeneratorsOfGroup(G);

[ f1, f2, f3 ]

gap> Elements(G);

[ <identity> of ..., f1, f2, f3, f1*f2, f1*f3, f2*f3, f1*f2*f3 ]

gap> StructureDescription(G);

"D8"

gap> NumberSmallGroups(8);

5

StructureDescription(G) fonks yonu G grubunun hang zomorf zm sınıfından

olduğu hakkında b lg ver r. GeneratorsOfGroup(G) fonks yonu b r grubun üreteçler n

bulmaya yarar. Oluşan grup polycycl c grup (PC group) olarak fade ed l r. Burada f1, f2 ve

f3 fades üretec göster r. Bununla b rl kte sonsuz polycyl c gruplardak hesaplamaları

yapab lmek ç n b r GAP paket Polycycl c adıyla E ck, N ckel, 2000 tarafından yazılmıştır.

Bazı durumlarda polycycl c gruplar yer ne permutasyon k çarpım şlem yle tanımlı gruplar

üzer nde şlem yapmak daha anlaşılır olmaktadır. Cayley teorem gereğ nce G grubuna

zomorf olan b r permütasyon k grup bulmak ç n aşağıdak GAP komutları kullanılır.

gap> f := IsomorphismPermGroup(G);

<action isomorphism>

gap> H := Range(f);

Group([ (1,2)(3,8)(4,6)(5,7), (1,3)(2,5)(4,7)(6,8), (1,4)(2,6)(3,7)(5,8) ])

gap> Elements(D8);

[ (), (1,2)(3,8)(4,6)(5,7), (1,3)(2,5)(4,7)(6,8), (1,4)(2,6)(3,7)(5,8),

(1,5,4,8)(2,3,6,7), (1,6)(2,4)(3,5)(7,8), (1,7)(2,8)(3,4)(5,6),
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(1,8,4,5)(2,7,6,3) ]

gap> StructureDescription(H);

"D8"

IsomorphismPermGroup(G) fonks yonuH b r permütasyon k grup olmak üzere f :

G −→ H şekl nde b r grup zomorf zm ver r. Range(f) fonks yonu le H permutasyon k

grubuna ulaşılır. SmallGroup kütüphanes n n d ğer öneml fonks yonları aşağıda ver lm şt r.

• SmallGroupsInformation(n); fonks yonu n. merteben ( zomorf zm farkıyla)

gruplar hakkında b lg ver r.

• NumberSmallGroups(n); fonks yonu n. mertebeden kaç farklı ( zomorf zm farkıyla)

grup olduğunu söyler.

• AllSmallGroups(n); fonks yonu n. mertebeden ( zomorf zm farkıyla) tüm grupları

ver r.

Aşağıdak GAP oturumunda 16 mertebeden grupların zomorf zm sınıfları çer s nde

hang ler n n abelyan olduğu göster lmekted r.

gap> SmallGroupsInformation(16);

There are 14 groups of order 16.

They are sorted by their ranks.

1 is cyclic.

2 - 9 have rank 2.

10 - 13 have rank 3.

14 is elementary abelian.

For the selection functions the values of the following attributes

are precomputed and stored:

IsAbelian, PClassPGroup, RankPGroup, FrattinifactorSize and

FrattinifactorId.

This size belongs to layer 2 of the SmallGroups library.

IdSmallGroup is available for this size.

gap> L := AllSmallGroups(16);;
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gap> List(L, i -> IsAbelian(i));

[ true, true, false, false, true, false, false, false, false, true, false,

false, false, true ]

6.1.1 GAP ve Çaprazlanmış Modüller

Alp, Wensley, 2000 çalışmasında, gruplar üzer nde çaprazlanmış modül kavramı

b lg sayar ortamına aktarılmış ve XMod adı altında b r GAP paket oluşturulmuştur. XMod

paket le çaprazlanmış modüller kategor s üzer nde objeler gel şt r l p buna denk olan

cat1-gruplar kategor s ne geç ş yapılab l r. XMod paket kullanılarak 2-t pten ceb rsel

model olarak cat1-grupların sınıflandırılması Alp, Wensley, 2002 tarafından yapılmıştır.

Çaprazlanmış modüller ç n zomorf zmden daha zayıf b r denkl k bağıntısı olan

zok l n zm altında farklı b r sınıflandırma Odabaş vd., 2016 tarafından tanımlanmış ayrıca

gruplar ve çaprazlanmış modüler ç n zok l n zm sınıfları XMod (2016) paket ne eklenerek

b lg sayar ortamına aktarılmıştır.

Değ şmel ceb rler üzer nde çaprazlanmış modül kavramı Porter, 1986 çalışmasında

tanımlamıştır. Daha sonra yapılan Arvas , Porter, 1997, Arvas , Porter, 1996,Arvas , Porter,

1998 g b b r çok çalışma le gruplar üzer nde oluşturulan tüm bu yapıların değ şmel ceb r

vers yonları tanımlanmıştır. Arvas , Odabaş, 2015 çalışmasında değ şmel ceb rler üzer nde

çaprazlanmış modüller ve cat1-ceb rler XModAlg paket adı altında GAP kullanarak

b lg sayar ortamına aktarmışlardır. XModAlg paket kullanılarak cat1-ceb rler n

sınıflandırılması Arvas , Odabaş, 2016 tarafından yapılmıştır.

B r G grubu ve N E G normal alt grubu ver ld ğ nde b r ∂ : N → G çaprazlanmış

modülü elde ed leb leceğ n b l yoruz. Aşağıdak GAP oturumunda

Q32 = 〈a, b, c : a8 = b2 = c2 = abc〉 b ç m nde tanımlanan 32. mertebeden quatern on

grubu ve seç lm ş b r normal alt grubu le XMod paket kullanılarak oluşturulmuş

çaprazlanmış modül göster lmekted r.

gap> F := FreeGroup(3);

<free group on the generators [ f1, f2, f3 ]>

gap> Size(F);

infinity

gap> G := F/[F.1^8 * F.2^(-2), F.2^2 * F.3^(-2), F.1 * F.2 * F.3^(-1)];

<fp group on the generators [ f1, f2, f3 ]>

gap> Size(G);

32

gap> StructureDescription(G);
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"Q32"

gap> tumN := NormalSubgroups(G);;

gap> Length(tumN);

8

gap> N := tumN[6];

Group(<fp, no generators known>)

gap> N = G;

false

gap> XModByNormalSubgroup(G,N);

[Group( [ f2^-2, f1^-4 ] )->Group( [ f1, f2, f3 ] )]

gap> CM := XModByNormalSubgroup(G,N);

[Group( [ f2^-2, f1^-4 ] )->Group( [ f1, f2, f3 ] )]

gap> Display(CM);

Crossed module :-

: Source group has generators:

[ f2^-2, f1^-4 ]

: Range group has generators:

[ f1, f2, f3 ]

: Boundary homomorphism maps source generators to:

[ f2^-2, f1^-4 ]

: Action homomorphism maps range generators to automorphisms:

f1 --> source gens --> [ f1^-1*f2^-2*f1, f1^-4 ]

f2 --> source gens --> [ f2^-2, f2^-1*f1^-4*f2 ]

f3 --> source gens --> [ f3^-1*f2^-2*f3, f3^-1*f1^-4*f3 ]

These 3 automorphisms generate the group of automorphisms.

Cat1GroupOfXMod(CM) fonks yonu ver len b r çaprazlanmış modülden bu yapıya

kategor ksel denk olan b r cat1-grup elde etmek ç n kullanılır.

gap> C1 := Cat1GroupOfXMod(CM);

[..|X..=>Group( [ f1, f2, f3, f4, f5 ] )]

gap> IsCat1Group(C1);

true

gap> Display(C1);

Cat1-group :-

: Source group ..|X.. has generators:

[ f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7 ]
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: Range group has generators:

[ f1, f2, f3, f4, f5 ]

: tail homomorphism maps source generators to:

[ f1, f2, f3, f4, f5, <identity> of ..., <identity> of ... ]

: head homomorphism maps source generators to:

[ f1, f2, f3, f4, f5, f4, f5 ]

: range embedding maps range generators to:

[ f1, f2, f3, f4, f5 ]

: kernel has generators:

[ f6, f7 ]

: boundary homomorphism maps generators of kernel to:

[ f4, f5 ]

: kernel embedding maps generators of kernel to:

[ f6, f7 ]

: associated crossed module is [Group( [ f4, f5 ] ) ->

Group( [ f1, f2, f3, f4, f5 ] )]

Bununla b rl ke XMod paket cat1-gruplar üretmek ç n gruplar üzer ndek

endomorf zmler aracılığıyla oluşturulmuş b r kütüphaneye sah pt r. Cat1Select(m,n,k)
fonks yonu bu kütüphane çer s nden cat1-grup seçmek ç n kullanılır. Buradak m grubun

mertebes n , n zomorf zm sınıfını, k se seç lecek olan cat1-grubun sırasını ver r. Aşağıdak

GAP oturumunda bu fonks yonun kullanımına örnek ver lm şt r. Y ne

XModOfCat1Group(C1) fonks yonu ver len C1 cat1-grubundan kategor ksel denk olan

çaprazlanmış modülü oluşturmak ç n kullanılır.

gap> G := SmallGroup(32,20);

<pc group of size 32 with 5 generators>

gap> StructureDescription(G);

"Q32"

gap> C2 := Cat1Select(32,20,1);

[Q32=>Q32]

gap> IsCat1Group(C2);

true

gap> CM2 := XModOfCat1Group(C2);

[triv->Q32]

gap> IsXMod(CM2);

true
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Ceb rler üzer nde çaprazlanmış modüller ve cat1-ceb rler ç n XModAlg paket n n

fonks yonları kullanılır. GAP çer s nde ceb rler ç n b r kütüphane bulunmadığından grup

ceb r kavramı kullanılır. Aşağıdak GAP oturumunda 8. dereceden Galo s c sm ve 3.

dereceden alterne grubu kulanılarak üret len GF8A3 grup ceb r n n agümentasyon deal

yardımıyla ceb rler üzer nde b r çaprazlanmış modül elde ed lm şt r.

gap> A:=GroupRing(GF(8),AlternatingGroup(3));

<algebra-with-one over GF(2^3), with 1 generators>

gap> Size(A);

512

gap> I := AugmentationIdeal(A);

<two-sided ideal in <algebra-with-one of dimension 3 over GF(2^3)>,

(1 generators)>

gap> CM := XModAlgebraByIdeal(A,I);

[ <two-sided ideal in <algebra-with-one of dimension 3 over GF(2^3)>,

(dimension 2 )> -> <algebra-with-one of dimension 3 over GF(2^3)> ]

gap> Size(CM);

[ 64, 512 ]

gap> Boundary(CM);

MappingByFunction( <two-sided ideal in <algebra-with-one of dimension

3 over GF(2^3)>, (dimension 2 )>, <algebra-with-one of dimension 3 over

GF(2^3)>, function( i ) ... end )

gap> Source(CM);

<two-sided ideal in <algebra-with-one of dimension 3 over GF(2^3)>,

(dimension 2)>

gap> Range(CM);

<algebra-with-one of dimension 3 over GF(2^3)>

gap> Display(CM);

Crossed module [..->..] :-

: Source algebra has generators:

[ (Z(2)^0)*()+(Z(2)^0)*(1,2,3) ]

: Range algebra has generators:

[ (Z(2)^0)*(), (Z(2)^0)*(1,2,3) ]

: Boundary homomorphism maps source generators to:

[ (Z(2)^0)*()+(Z(2)^0)*(1,2,3) ]

Cat1AlgebraByXModAlgebra(CM) fonks yonu ver len b r çaprazlanmış modülden

bu yapıya kategor ksel denk olan b r cat1-ceb r elde etmek ç n kullanılır.
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gap> CA := Cat1AlgebraByXModAlgebra(CM);

[AlgebraWithOne( GF(2^3), [ (Z(2)^0)*(1,2,3) ] ) IX

Algebra( GF(2^3), [ (Z(2)^0)*()+(Z(2)^0)*(1,2,3)

] ) -> AlgebraWithOne( GF(2^3), [ (Z(2)^0)*(1,2,3) ] )]

gap> IsCat1Algebra(CA);

true

XMod paket ne benzer şek lde XModAlg paket cat1-ceb rler üretmek ç n b r

kütüphaneye sah pt r. Cat1AlgebraSelect() fonks yonu bü kütüphane çer s nden

cat1-ceb r seçmek ç n kullanılır.

gap> CA2 := Cat1AlgebraSelect(4,4,2,1);

[GF(2^2)_k4 -> GF(2^2)_k4]

gap> Display(CA2);

Cat1-algebra [GF(2^2)_k4=>GF(2^2)_k4] :-

: source algebra has generators:

[ (Z(2)^0)*(), (Z(2)^0)*(1,2), (Z(2)^0)*(3,4) ]

: range algebra has generators:

[ (Z(2)^0)*(), (Z(2)^0)*(1,2), (Z(2)^0)*(3,4) ]

: tail homomorphism maps source generators to:

[ (Z(2)^0)*(), (Z(2)^0)*(1,2), (Z(2)^0)*(3,4) ]

: head homomorphism maps source generators to:

[ (Z(2)^0)*(), (Z(2)^0)*(1,2), (Z(2)^0)*(3,4) ]

: range embedding maps range generators to:

[ (Z(2)^0)*(), (Z(2)^0)*(1,2), (Z(2)^0)*(3,4) ]

: the kernel is trivial.

gap> CM2 := XModAlgebraByCat1Algebra(CA2);

[ <algebra over GF(2^2), with 0 generators> -> GF(2^2)_k4 ]

gap> IsXModAlgebra(CM2);

true

6.1.2 GAP ve Grup le Etk

Odabaş vd., 2015 çalışmasında grup le etk kavramı b lg sayar ortamına aktarılmış

ve GwA adı ver len b r g r ş paket yazılmıştır. GwA paket nde lk olarak b r G grubunun

kend üzer ne etk ler n bulmak ç n α : G → Aut(G) b ç m ndek α homomorf zmler

oluşturulmuştur. Daha sonra elde ed len etk le grubu b r arada tutacak yen b r obje
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tanımlanmıştır. Tez kapsamında GwA paket n n bazı fonks yonlarını da çer s ne alan

XModGwA adı altında yen b r GAP paket gel şt r lm şt r. Bu bölümde XModGwA paket

çer s nde yer alan bazı fonks yonlar tanıtılacaktır. GwA(G)fonks yonu ver len b r gruptan

ι : G → Aut(G)

g 7→ ι(g) : G → G

x 7→ x

morf zm yardımıyla b r grup le etk oluşturmak ç n kullanılır. Böylel kle herhang

b r gruptan b r grup le etk elde ed lm ş olur. Bu şek lde elde ed len grup le etk ye aş kar

grup le etk den r. GwA(G,alpha)fonks yonu ver len b r G grubu ve α : G → Aut(G)

morf zm kullanılarak b r grup le etk oluşturur.Aşağıdak GAP oturumunda bu fonks yonlar

kullanılarak grup le etk ler oluşturulmuştur.

gap> S3 := SymmetricGroup(3);

Sym( [ 1 .. 3 ] )

gap> GwA(S3);

GroupWithAction [ SymmetricGroup( [ 1 .. 3 ] ), * ]

gap> tum_morph := AllHomomorphisms(G,AutomorphismGroup(G));

[ [ (1,2,3), (1,2) ] -> [ IdentityMapping( Sym( [ 1 .. 3 ] ) ),

IdentityMapping( Sym( [ 1 .. 3 ] ) ) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ IdentityMapping( Sym( [ 1 .. 3 ] ) ), ^(2,3) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(), ^(1,2) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(), ^(1,3) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(1,3,2), ^(2,3) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(1,2,3), ^(2,3) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(1,3,2), ^(1,2) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(1,2,3), ^(1,2) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(1,2,3), ^(1,3) ],

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(1,3,2), ^(1,3) ] ]

gap> alpha := tum_morph[6];

[ (1,2,3), (1,2) ] -> [ ^(1,2,3), ^(2,3) ]

gap> GwA(S3,alpha);

GroupWithAction [ SymmetricGroup( [ 1 .. 3 ] ), * ]

AllGwAOnGroup(G) fonks yonu ver len b r G grubu üzer ndek tüm grup le etk

yapılarını oluşturmak ç n kullanılır. Aşağıdak GAP oturumunda klein 4 grubu üzer nde

oluşturulan tüm grup le etk ler elde ed lm şt r. Bu grup le etk ler n 10 tane olduğu

görülmekted r.
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gap> G := SmallGroup(4,2);

<pc group of size 4 with 2 generators>

gap> kl4 := Range(IsomorphismPermGroup(G));

Group([ (1,2), (3,4) ])

gap> tumGwA_kl4 := AllGwAOnGroup(kl4);

[ GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ] ]

gap> Length(tumGwA_kl4);

10

IsGwA(O) fonks yonu ver len b r O objes n n grup le etk olup olmadığı kontrol

ed l r.

gap> IsGwA(kl4);

false

gap> GA := tumGwA_kl4[7];

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ]

gap> IsGwA(GA);

true

gap> List(tumGwA_kl4, i -> IsGwA(i));

[ true, true, true, true, true, true, true, true, true, true ]

GAP programında MultiplicationTable(G) fonks yonu ver len G grubunun

şlem tablosu bulmak ç n kullanılır. GwA paket n n MultiplicationTableOfGwA(GA)
fonks yonu se GA grup le etk s n n etk tablosunu oluşturur.

gap> MultiplicationTable(kl4);

[ [ 1, 2, 3, 4 ],
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[ 2, 1, 4, 3 ],

[ 3, 4, 1, 2 ],

[ 4, 3, 2, 1 ] ]

gap> MultiplicationTableOfGwA(GA);

[ [ (), (3,4), (1,2), (1,2)(3,4) ],

[ (), (1,2), (3,4), (1,2)(3,4) ],

[ (), (3,4), (1,2), (1,2)(3,4) ],

[ (), (1,2), (3,4), (1,2)(3,4) ] ]

IsIdeal(GA,HA) fonks yonu tanım 3.1.2 de ver len deal şartlarını kontrol ederek

HA grup le etk s n n GA grup le etk s n n b r deal olup olmadığını kontrol eder. Esasen

GAP programında halka teor ç n yazılmış b r IsIdeal() fonks yonu vardır. Yazılan

f ltreler sayes nde bu fonks yona g r ş yapılan parametreler n grup le etk olması

durumunda paket n IsIdeal() fonks yonuna yönlend rme sağlanmıştır.

NrIdealOnGwA(GA) fonks yonu GA grup le etk s n n dealler n n sayısını

AllIdealOnGwA(GA) fonks yonu se bu dealler n tamamını ver r.

gap> AllIdealOnGwA(GA);

[ GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (1,2)(3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( () ), * ] ]

gap> HA := last[2];

GroupWithAction [ Group( [ (1,2)(3,4) ] ), * ]

gap> IsIdeal(GA,HA);

true

gap> List(tumGwA_kl4, i -> NrIdealOnGwA(i));

[ 5, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3 ]

CommutatorSubgroup(H,K) fonks yonu aynı b r G grubun alt grupları olan H ve

K gruplarından komütatör çarpımı yardımıyla yen b r normal alt grup tanımlar.

Commutator(KA,HA,GA) fonks yonu se KA ve HA grup le etk ler GA grup le etk s n n

b r deal olmak üzere tanım 3.1.3 de ver len özell kler kullanılarak komütatör grup le etk

yapısını oluşturur. KA ve HA yardımıyla üret len kömütatör grup le etk GA grup le

etk s n n b r deal olacaktır. Komütatör alt grup tanımında ver len k alt grupda G n n

kend s olarak alındığında üret len alt grup G n n kend s ne eş t oluyor se G mükemmel

grup den ld ğ n b l yoruz. Benzer tanımlama kullanılarak PerfectGwA(GA) fonks yonu
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yazılarak XModGwA paket ne eklenm şt r. Aşağıdak GAP oturumunda klein 4 grubunun ve

üzer nde tanımlanan grup le etk ler n mükemmel olmadığı göster lm şt r.

gap> el := Elements(kl4);

[ (), (3,4), (1,2), (1,2)(3,4) ]

gap> H := Subgroup(kl4,[el[3]]);

Group([ (1,2) ])

gap> C := CommutatorSubgroup(kl4,H);

Group(())

gap> IsNormal(kl4,C);

true

gap> CA := Commutator(GA,HA,GA);

GroupWithAction [ Group( [ (), (1,2)(3,4) ] ), * ]

gap> IsIdeal(GA,CA);

true

gap> IsPerfectGroup(kl4);

false

gap> List(tumGwA_kl4, i -> i = IsPerfectGwA(i));

[ false, false, false, false, false, false, false, false, false, false ]

B r G grubunun alt merkez ser s GAP programında LowerCentralSeries(G)
fonks yonu yardımıyla bulunur. B r grup GA grup le etk s n n n alt merkez ser s n elde

etmek ç n se LowerCentralSeriesOfGwA(GA) fonks yonu kullanılır.

gap> LowerCentralSeries(kl4);

[ Group([ (1,2), (3,4) ]), Group(()) ]

gap> LowerCentralSeriesOfGwA(GA);

[ GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ (), (1,2)(3,4) ] ), * ] ]

B r grubun alt merkez ser s sonlu b r adımda aş kar alt gruba ulaşıyor se n lpotent

grup olarak adlandırılır. N lpotent b r grubun alt merkez ser s nde aş kar alt grup har c ndek

alt grup sayısı grubun n lpotentl k dereces n ver r. Grup n lpotent değ lse bu derece 0

olarak alınır. GAP programında IsNilpotent(G) fonks yonu b r G grubunun n lpotent

olup olmadığı test etmek ç n NilpotencyClassOfGroup(G) se n lpotenl k dereces n

bulmak ç n kullanılır. IsNilpotent(GA) fonks yonu se GA grup le etk s n n n lpotent



69

olup olmadığını NilpotencyClassOfGwA(GA) se n lpotenl k dereces n bulmak ç n

kullanılır. Aşağıdak GAP oturumunda b r grup n lpotent ken üzer nde tanımlanan grup le

etk n n n lpotent olmak zorunda olmadığı göster lm şt r.

gap> IsNilpotent(kl4);

true

gap> NilpotencyClassOfGroup(kl4);

1

gap> IsNilpotent(GA);

false

gap> NilpotencyClassOfGwA(GA);

0

gap> List(tumGwA_kl4, i -> IsNilpotent(i));

[ true, true, false, false, false, true, false, false, false, true ]

gap> List(tumGwA_kl4, i -> NilpotencyClassOfGwA(i));

[ 1, 2, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 2 ]

Center(G) fonks yonu GAP programında b r G grubunun merkez n bulmak ç n

kullanılır. B r GA grup le etk s n n merkez n bulmak ç n se CenterOfGwA(GA)
fonks yonu yazılmıştır. D ğer b r fonks yon olan IsSingular(GA) se GA grup le

etk s n n s ngülerl ğ n kontrol etmekted r. Aşağıdak GAP oturumunda klein 4 grubu

abelyan olduğu halde ken üzer nde tanımlı on adet grup le etk den yalnızca b r s n n

s ngüler olduğu görülmekted r.

gap> IsAbelian(kl4);

true

gap> Center(kl4);

Group([ (1,2), (3,4) ])

gap> kl4 = Center(kl4);

true

gap> CenA := CenterOfGwA(GA);

GroupWithAction [ Group( [ () ] ), * ]

gap> IsIdeal(GA,CenA);

true

gap> IsAbelianGwA(GA);

false

gap> IsAbelianGwA(CenA);

true
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gap> List(tumGwA_kl4, i -> IsAbelianGwA(i));

[ true, false, false, false, false, false, false, false, false, false ]

Leb n z ceb rler ç n geç ş koşulu olduğundan şart 1’ sağlayan grup le etk ler

bel rlemek çok öneml d r. IsGwAC1(GA) fonks yonu b r GA grup le etk yapısının şart 1’

sağlayıp sağlamadığını kontrol eder. Aşağıdak GAP oturumunda klein 4 grubu üzer nde

tanımlı on adet grup le etk den yalnızca dördünün şart 1’ sağladığı görülmekted r.

gap> IsGwAC1(GA);

false

gap> IsGwAC1(tumGwA_kl4[10]);

true

gap> List(tumGwA_kl4, i -> IsGwAC1(i));

[ true, true, false, false, false, true, false, false, false, true ]

Kle n 4 grubunun şlem tablosu

+ e a b ab

e e a b ab

a a e ab b

b b ab e a

ab ab b a e

b ç m nded r. Kle n 4 grubu üzer nde şart 1’ sağlayan dört tanes n n etk tablosu

MultiplicationTableOfGwA fonks yonu yardımıyla aşağıdak g b elde ed l r.

ε1 e a b ab

e e a b ab

a e a b ab

b e a ab b

ab e a ab b

ε2 e a b ab

e e a b ab

a e a b ab

b e a b ab

ab e a b ab

ε3 e a b ab

e e a b ab

a e ab b a

b e a b ab

ab e ab b a

ε4 e a b ab

e e a b ab

a e b a ab

b e b a ab

ab e a b ab
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Grupların zomorf zm altında sınıflandırılmasına benzer şek lde grup le etk lerde

zomorf zm altında sınıflandırılırlar. Bunun ç n lk önce şek l 3.1 kullanılarak grup le etk

morf zm n oluşturan GwAMorphismObj(GA,HA,phi) fonks yonu gel şt r lm şt r. Burada

φ : G → H b ç m nde b r grup homomorf zm olup elde ed len b r yen m objes n grup le

etk morf zm şartlarını sağlayıp sağlamadığı se IsGwAMorphism(m) fonks yonu

yardımıyla kontrol ed l r. Aşağıdak GAP oturumda klein 4 ve A4 alterne gruplarından elde

ed len grup le etk ler arasında b r morf zm oluşturulmuştur.

gap> A4 := AlternatingGroup(4);

Alt( [ 1 .. 4 ] )

gap> gen_kl4 := GeneratorsOfGroup(kl4);

[ (1,2), (3,4) ]

gap> gen_A4 := GeneratorsOfGroup(A4);

[ (1,2,3), (2,3,4) ]

gap> el_A4 := Elements(A4);

[ (), (2,3,4), (2,4,3), (1,2)(3,4), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,2), (1,3,4),

(1,3)(2,4), (1,4,2), (1,4,3), (1,4)(2,3) ]

gap> f := GroupHomomorphismByImages(kl4,A4,gen_kl4,[el_A4[4],el_A4[4]]);

[ (1,2), (3,4) ] -> [ (1,2)(3,4), (1,2)(3,4) ]

gap> kl4_A := GwA(kl4);

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ]

gap> A4_A := GwA(A4);

GroupWithAction [ AlternatingGroup( [ 1 .. 4 ] ), * ]

gap> IsGwA(kl4_A); IsGwA(A4_A);

true

true

gap> m := GwAMorphismObj(kl4_A,A4_A,f);

GroupWithAction [ Group( [ (1,2), (3,4) ] ), * ] =>

GroupWithAction [ AlternatingGroup( [ 1 .. 4 ] ), * ]

gap> IsGwAMorphism(m);

true

B r grup le etk morf zm n n zomorf zm olup olmadığını test etmek ç n

IsIsomorphismGwA(m) fonks yonu gel şt r lm şt r. Daha sonra k grup le etk arasındak

tüm morf zmler kontrol ederek k grup le etk n n zomorf olup olmadığını kontrol edecek

IsIsomorphicGwA(GA,HA) fonks yonu gel şt r lm şt r. Aşağıdak GAP oturumunda klein

4 grubu üzer nde oluşturulan on adet grup le etk den rastgele seç len k lerden b r ç ft n n

zomorf d ğer n n se zomorf olmadığı görülmekted r.
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gap> IsIsomorphismGwA(m);

true

gap> IsIsomorphicGwA(kl4_A,A4_A);

false

gap> IsIsomorphicGwA(tumGwA_kl4[4],tumGwA_kl4[5]);

true

gap> IsIsomorphicGwA(tumGwA_kl4[4],tumGwA_kl4[2]);

false

Ver len b r grup le etk n n zomorf olduğu (aynı grup üzer nde) tüm grup le etk ler

bel rleyerek b r denkl k sınıfı oluşturacak IsomorphicGwAFamily(aGA,GA) fonks yonu

gel şt r lm şt r. Aşağıdak GAP oturumunda klein 4 grubu üzer nde oluşturulan on adet grup

le etk n n en gen ş altı elemanlı üç farklı zomorf zm a les oluşturduğu görülmekted r.

gap> IsomorphicGwAFamily(tumGwA_kl4[1],tumGwA_kl4);

1 => [ 1 ]

gap> IsomorphicGwAFamily(tumGwA_kl4[2],tumGwA_kl4);

3 => [ 2, 6, 10 ]

gap> IsomorphicGwAFamily(tumGwA_kl4[3],tumGwA_kl4);

6 => [ 3, 4, 5, 7, 8, 9 ]

klein 4 grubu üzer ndek grup le etk ler n oluşturduğu zomorf zm a les n n çeş tl

özell kler n çeren tablo aşağıda ver lm şt r.

Sınıf Eleman Sayısı Tems lc Ideal Sayısı N lpotenl k Dereces Sart 1

1 1 1/10 5 1 3

2 3 2/10 3 2 3

3 6 3/10 3 0 7

kle n 4 grubu grup le etk ler zomorf zm a leler

Benzer b r tabloyuC2×C2×C2 grubu ç nde oluşturalım.Aşağıdak GAP oturumunda

bu grup üzer nde 736 tane grup le etk oluştuğu görülmekted r.
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gap> G := SmallGroup(8,5);

<pc group of size 8 with 3 generators>

gap> StructureDescription(G);

"C2 x C2 x C2"

gap> AllGwAOnGroup(G);;

gap> Length(last);

736

Yazılan GAP fonks yonları kullanılarak elde ed len 14 zomorf zm a les ve çeş tl

özell kler aşağıdak tabloda ver lm şt r. Bu a lelerden 6 sı şart 1’ sağlamaktadır.

Sınıf Eleman Sayısı Tems lc Ideal Sayısı N lpotenl k Dereces Sart 1

1 1 1/736 16 1 3

2 84 2/736 7 0 7

3 21 4/736 8 2 3

4 42 9/736 6 2 3

5 84 65/736 6 0 7

6 168 67/736 6 0 7

7 14 71/736 6 2 3

8 21 81/736 6 2 3

9 7 101/736 6 2 3

10 56 107/736 3 0 7

11 84 108/736 5 0 7

12 42 110/736 4 0 7

13 84 112/736 4 0 7

14 28 122/736 6 0 7

C2 × C2 × C2 grubu grup le etk ler zomorf zm a leler

Hem klein 4 grubu hemde C2 × C2 × C2 grubu üzer nde oluşan grup le etk ler n

zomorf zm a leler tabloları ncelend ğ nde n lpotent olan grup le etk ler n şart 1’

sağladıkları görülmüştür. Ancak bu durum genel b r sonuç olarak ver lemez. Örneğ n

C4 × C4 grubu üzer nde oluşan 832 adet grup le etk ncelend ğ nde oluşan 73 zomorf zm

sınıfından 54 tanes n n şart 1’ sağladığı görülmekted r. Ancak bu a lelerden n lpotent

olanların sayısı 53 tür. Yan n lpotent olmayan b r a le şart 1’ sağlamaktadır. Ayrıca 33

a len n 9, 16 a len n 11, 7 a len n 5, 6 a len n 6, 4 a len n 7, 4 a len n 4, 2 a len n 13 ve 1

a len n 15 adet deal vardır.
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Sınıf Eleman Sayısı Tems lc Ideal Sayısı N lpotenl k Dereces Sart 1

1 1 1/832 15 1 3

2 48 2/832 4 0 7

3 24 3/832 5 0 7

4 24 14/832 6 0 7

5 12 15/832 7 0 3

6 48 26/832 4 0 7

7 24 27/832 5 0 7

8 48 38/832 6 0 7

9 12 39/832 7 0 7

10 12 44/832 7 2 3

11 6 50/832 9 2 3

12 3 51/832 11 2 3

13 6 53/832 11 2 3

14 6 54/832 13 2 3

15 6 55/832 11 2 3

16 3 59/832 11 2 3

17 6 60/832 11 2 3

18 3 61/832 11 2 3

19 6 63/832 9 2 3

20 48 89/832 4 0 7

21 24 93/832 5 0 7

22 24 185/832 6 0 7

23 12 188/832 5 0 7

24 24 197/832 6 0 7

25 12 200/832 7 0 7

26 24 209/832 6 0 7

27 12 212/832 5 0 7

28 48 293/832 4 0 7

29 24 297/832 5 0 7

30 48 377/832 6 0 7

31 24 380/832 5 0 7

32 3 503/832 9 2 3

33 2 504/832 9 2 3

34 1 508/832 9 2 3

35 6 509/832 9 2 3

36 6 510/832 9 2 3

37 6 511/832 9 2 3
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38 6 512/832 9 2 3

39 6 513/832 11 2 3

40 6 514/832 11 2 3

41 6 515/832 9 2 3

42 6 516/832 9 2 3

43 6 517/832 9 2 3

44 6 518/832 9 2 3

45 6 519/832 9 2 3

46 6 520/832 9 2 3

47 6 527/832 11 2 3

48 6 528/832 9 2 3

49 6 529/832 9 2 3

50 6 530/832 9 2 3

51 6 531/832 9 2 3

52 3 532/832 9 2 3

53 3 533/832 9 2 3

54 6 575/832 9 2 3

55 6 576/832 11 2 3

56 3 577/832 9 2 3

57 3 579/832 13 2 3

58 3 587/832 11 2 3

59 3 588/832 11 2 3

60 6 589/832 11 2 3

61 6 590/832 11 2 3

62 6 599/832 9 2 3

63 6 600/832 9 2 3

64 3 602/832 11 2 3

65 3 604/832 11 2 3

66 6 623/832 9 2 3

67 6 624/832 9 2 3

68 6 645/832 9 2 3

69 6 626/832 9 2 3

70 6 627/832 9 2 3

71 6 628/832 9 2 3

72 3 703/832 9 2 3

73 3 704/832 9 2 3

C4 × C4 grubu grup le etk ler zomorf zm a leler
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N lpotent olmadığı halde şart 1’ sağlayan 5 nolu a len n 12 üyes vardır. Aşağıdak

GAP oturumunda bu a len n tems lc s olan grup le etk n n şart 1’ sağladığı göster lmekted r.

gap> G := SmallGroup(16,2);

<pc group of size 16 with 4 generators>

gap> StructureDescription(G);

"C4 x C4"

gap> allGwA_C4xC4 := AllGwAOnGroup(G);;

gap> Length(allGwA_C4xC4);

832

gap> GA := allGwA_C4xC4[15];

GroupWithAction [ Group( [ f1, f2, f3, f4 ] ), * ]

gap> IsomorphicGwAFamily(GA,allGwA_C4xC4);

12=>[ 15, 18, 19, 24, 161, 163, 169, 172, 176, 179, 180, 182 ]

gap> NrIdealOnGwA(GA);

7

gap> LowerCentralSeriesOfGwA(GA);

[ GroupWithAction [ Group( [ f1, f2, f3, f4 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ <identity> of ..., f3, f1*f4, f1*f3*f4 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ <identity> of ..., f3, f3,

<identity> of ... ] ), * ] ]

gap> NilpotencyClassOfGwA(GA);

0

gap> IsNilpotent(GA);

false

gap> IsGwAC1(GA);

true

Grup le etk ler üzer nde çaprazlanmış modül yapısını oluşturmak ç n lk olarak

tanım 4.4.2 de ver len grup le etk n n etk s n n b lg sayar ortamına aktarılması gerek r.

IsGwAAction(GA,HA,act) fonks yonu yazılarak XModGwA paket ne eklenm şt r. Burada

GA ve HA sırasıyla G ve H grupları üzer nde herhang grup le etk d r. act : H → Aut(G)

şekl nde tanımlanan herhang b r homomorf zm olmak üzere bu üçlüden elde ed len yapının

tanım 4.4.3 de ver len şartları sağlayıp sağlamadığı kontrol ed l r.

AllXModGwAActions(GA,HA) fonks yonu GA grup le etk s n n HA grup le etk s üzer ne

olan tüm etk ler bel rlemek ç n kullanılır. Fonks yon k çıkış parametres verecek şek lde

yazılmıştır. B r nc çıkış parametres G n n H üzer ne etk s olarak kullanılab lecek act

dönüşümler n k nc s se HA grup le etk s n n GA grup le etk s üzer ne etk s n
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tanımlayacak act dönüşümler n ver r. Aşağıdak GAP oturumunda A grubunun B grubu

üzer ne etk s 232 ken bunlardan yalnızca 2 sının aynı gruplar üzer nde tanımlanmış özel

grup le etk ler ç n etk tanımladığı görülmekted r.

gap> G := SmallGroup(8,5);

<pc group of size 8 with 3 generators>

gap> StructureDescription(G);

"C2 x C2 x C2"

gap> H := SmallGroup(8,2);

<pc group of size 8 with 3 generators>

gap> StructureDescription(H);

"C4 x C2"

gap> GAlar := AllGwAOnGroup(G);;

gap> HAlar := AllGwAOnGroup(H);;

gap> Length(GAlar);

736

gap> Length(HAlar);

32

gap> GA := GAlar[2];

GroupWithAction [ Group( [ f1, f2, f3 ] ), * ]

gap> HA := HAlar[3];

GroupWithAction [ Group( [ f1, f2, f3 ] ), * ]

gap> alar := AllXModGwAActions(GA,HA);;

gap> Length(alar[1]);

232

gap> Length(alar[2]);

2

gap> aa := alar[2];

[ [ f2, f1 ] -> [ IdentityMapping( <pc group of size 8 with 3 generators> ),

IdentityMapping( <pc group of size 8 with 3 generators> ) ],

[ f2, f1 ] -> [ Pcgs([ f1, f2, f3 ]) -> [ f1, f2, f3 ],

Pcgs([ f1, f2, f3 ]) -> [ f1*f2, f2, f3 ] ] ]

PreXModGwAObj(bdy,act) fonks yonu ∂ : GA→ HA grup le etk homomorf zm

ve act grup le etk etk s le b rl kte b r grup le etk çaprazlanmış modül objes oluşturmak

ç n yazılmıştır. IsPreXModGwA ve IsXModGwA fonks yonları oluşturulan objen n b r (ön)

çaprazlanmış modül olup olmadığını kontrol etmek ç n yazılmıştır. Çaprazlanmış modül

objeler n oluşturmak ç n grup le etk morf zmler n bel rlemek çok öneml d r. Bu nedenle

k grup le etk arasındak tüm morf zmler bulacak AllGwAMorphisms(GA,HA)
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fonks yonu yazılarak XModGwA paket ne eklenm şt r. Aşağıdak GAP oturumunda bu

fonks yonlar kullanılarak çaprazlanmış modül elde ed lm şt r.

gap> f_ler := AllHomomorphisms(G,H);;

gap> Length(f_ler);

64

gap> bdy_ler := AllGwAMorphisms(GA,HA);;

gap> CM1 := PreXModGwAObj(bdy_ler[5],aa[2]);

XModGwAObject

gap> IsXModGwA(CM1);

true

gap> CM1 := PreXModGwAObj(bdy_ler[8],aa[2]);

XModGwAObject

gap> IsXModGwA(CM1);

Condition 1 fail

For g = f1 and h = f1 => f3 <> f2

false

gap> IsPreXModGwA(CM1);

false

IdealXModGwA(GA,IA) fonks yonu örnekte ver len şekl yle b rGA grup le etk s ve

IA deal yardımıyla b r grup le etk çaprazlanmış modülü üretmek ç n yazılmış ve XModGwA
paket ne eklenm şt r. IsXModGwAC1(CM) fonks yonu CM çaprazlanmış modülünün şart 1

sağlayıp sağlamadığını kontrol etmek ç n gel şt r lm şt r.

gap> allIdeal := AllIdealOnGwA(GA);

[ GroupWithAction [ Group( [ f1, f2, f3 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ f1, f2*f3 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ f2, f3 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ f1*f3, f2*f3 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ f2*f3 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( [ f2 ] ), * ],

GroupWithAction [ Group( <identity> of ... ), * ] ]

gap> CM2 := IdealXModGwA(GA,allIdeal[3]);

XModGwAObject

gap> IsPreXModGwA(CM2);

true

gap> IsXModGwA(CM2);
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true

gap> IsXModGwAC1(CM2);

true

AllXModGwAType1(GA,HA) fonks yonu GA ve HA grup le etk ler arasında

yazılab lecek tüm grup le etk çaprazlanmış modüller n bulmak ç n gel şt r lm şt r.

Fonks yon hem ön çaprazlanmış modüller hemde çaprazlanmış modüller hesaplamaktadır.

Aşağıdak GAP oturumunda daha önce tanımlanmış olan GA ve HA ç n ön çaprazlanmış

modül ve çaprazlanmış modül sayıları ver lm şt r.

gap> CM_ler1 := AllXModGwAType1(GA,HA);;

gap> Length(CM_ler1[1]); Length(CM_ler1[2]);

20

20

gap> CM_ler2 := AllXModGwAType1(HA,GA);;

gap> Length(CM_ler2[1]); Length(CM_ler2[2]);

96

48

AllXModGwAType2(x,y,m,n) fonks yonu se SmallGroup(x,y) ve

SmallGroup(m,n) arasında tanımlanab lecek tüm grup le etk çaprazlanmış modüller n

hesaplar. Fonks yon hem ön çaprazlanmış modüller hemde çaprazlanmış modüller

hesaplamaktadır. Aşağıdak GAP oturumunda farklı gruplar üzer nde hesaplanan grup le

etk çaprazlanmış modüller ver lm şt r.

gap> CM_ler3 := AllXModGwAType2(3,1,3,1);;

gap> Length(CM_ler3[1]); Length(CM_ler3[2]);

3

3

gap> CM_ler4 := AllXModGwAType2(4,1,4,2);;

gap> Length(CM_ler4[1]); Length(CM_ler4[2]);

128

104

gap> CM_ler5 := AllXModGwAType2(6,2,8,2);;

gap> Length(CM_ler5[1]); Length(CM_ler5[2]);

640

576
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde grup le etk tanımının 2-boyutlu hal olan grup le etk çaprazlanmışmodülü,

etk tanımı ve özell kler , nternal kategor le etk tanımlarına gen ş olarak yer ver lm şt r.

Grup le etk yapısının Şart 1 olarak b l nen eş tl ğ sağlaması hal nde b r Le bn z ceb r elde

ed l r. Benzer bakış açısıyla b r grup le etk çaprazlanmışmodülünde tanımlanan ∂ dönüşümü

ç n s(∂) ve t(∂) olarak fade ed len hedef ve kaynak grup le etk yapılarının ayrı ayrı şart 1

eş tl ğ n sağlaması durumunda b r Le bn z çaprazlanmış modülü elde ed lmes mümkündür.

Bu tezde elde ed len tanım ve teoremler n benzer şek lde şart 1 eş tl ğ üzer nden Le bn z

çaprazlanmış modülüne l şk n özell kler elde ed leb l r.
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