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OZET

Bu ¢alismada, Oklid, Taksi ve Cin dama diizlemlerinde bir iiggende Fermat noktas1
incelenmistir. Oklidyen olmayan diizlem geometrilerde temel kavramlar verilmistir. Oklid,
Taksi ve Cin damasi1 metrikleri ile donatilmis diizlemlerde bir tiggenin Fermat noktasi ile

ilgili 6zellikler incelenmis ve drnekler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Oklidyen Diizlem Geometri, Taksi Diizlem Geometri, Cin Dama
Diizlem Geometri .
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SUMMARY

In this work, Fermat point in the triangle in the Euclidean, taxicab and Chinese
checkers planes is examined. Basic concepts are given in non-Euclidean plane geometries.
The properties related to Fermat point of a triangle in the planes equipped with Euclidian,

taxi and Chinese checkers metrics are examined and examples are presented

Keywords: Euclidean plane, Taxicab plane, Chinese Checkers plane
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1. GIRIS VE AMAC

Bu calismada, Oklidyen, Taksi ve Cin Damas1 metrikleriyle donatilmis diizlemlerde

bir tiggenin Fermat noktas1 incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, ¢alismayr diger kaynaklara basvurmadan anlasilir kilmak icin
Oklidyen, Taksi ve Cin Dama diizlem geometrileri ve Fermat (Torigelli) noktasi ile ilgili

bilinen bazi kavramlar 6zetlenmistir.

Dérdiincii béliimde, Oklidyen diizlemde verilen bir iiggenin Fermat noktast ile ilgili

teorem ve ispat1 verilmis ve ornekler sunulmustur.

Besinci boliimde, Taksi metrigi ile verilen diizlemde Fermat noktasi, Hanson ‘in
(2016) izledigi yolla arastirilarak, bir teorem verilmis ve ispatlanmistir. Boliim 6rneklerle
zenginlestirilmistir. Bu boliimde genel tiggenlerle birlikte Taksi ikizkenar, Taksi eskenar ve
kenarlar1 yataysal veya dikeysel dogru {izerinde olan liggenlerin Fermat noktalarina 6rnekler
verilmistir. Taksi metrigi ile donatilmis diizlemde verilen bir {icgenin Fermat noktasi,
ticgenin koselerinden gegen yatay ve dikey dogrularin iggenin iginde veya iizerinde kesistigi

nokta olarak bulunmustur.

Altinct boliimde, metrik olarak Cin Dama metrigi kullanilarak iiggenin Fermat
noktas1 arastiritlmig, ilgili teorem verilmis ve ispatlanmistir. Bolim Orneklerle
zenginlestirilmistir. Cin Dama metrigi ile donatilmis diizlemdeki bir iggenin Fermat noktast,

tiggenin koselerinden gegen Cin dama yollarinin kesistigi nokta olarak bulunmustur.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Fransiz matematikgi Pierre de Fermat’ n “Bir tiggenin kdselerine uzakliklari
toplam1 en az olan nokta neresidir?” sorusunu Italyan fizik ve matematik bilgini
Evangelista Torricelli ye sormustur. Ikili, yapti1 ¢aligmalar sonucu bir iicgenin kdselerine
uzakliklar1 toplaminin en az liggenin ¢evre uzunlugunun yarisi ve en fazla da ¢cevre uzunlugu
kadar oldugunu bulmuslardir. Fermat(Torigelli) noktast1 Simpson (1750) tarafindan da
arastirilmistir. Sonraki yillarda Fermat noktasi ile ilgili en basit agiklamay1 Jacob Krarup ve
Kees Roos yapmustir.

Taksi ve Cin Dama gibi Oklidyen olmayan metriklerin bulunmasi ve gelistirilmesiyle
beraber Fermat noktasi ile ilgili calismalar bu yonde ilerlemis ve Taksi, Cin Dama
metrikleriyle donatilmis diizlemlerde Fermat noktasi aragtirilmistir. H. Minkowski (1967)
taksi metrigini ve Menger (1952) Taksi diizlemi tanimlamustir.E.F. Krause (1965), Oklidyen
metrikteki kavramlarin Taksi metrigindeki karsiliklarini arastirdigi bir kitap yaymlamistir.
Sonraki yillarda Taksi diizlem ve Taksi uzay ile ilgili ¢esitli ¢aligmalar yapilmistir. Bu
calismalardan bazilar1 (Akga ve Kaya, 1997), (Akc¢a ve Kaya, 2004a), (Akga ve Kaya,2004b),
(Bayarvd,2008), (Kayavd.,2000), (Kaya,2004), (Laatsch,1982), (Ozcan vd., 2002), (Ozcan ve
Kaya, 2002), (Reynolds, 1980), (Schattschneider,1984), (SoandAl-Maskari,1995), (S0,2002)
olarak verilebilir.

Taksi metrigi ile verilen diizlemdeki {iggenin Fermat noktasinin, tiggenin koselerinden
cizilen yatay ve dikey dogrularin tiggenin i¢ bolgesinde kesistigi nokta oldugunu Hanson(2014)
belirtmistir.



3.TEMEL KAVRAMLAR

Taksi ve Cin dama diizlemleri Oklidyen analitik diizlemin nokta ve dogrulari ile aynidir.

Agilar da aym sekilde ol¢iiliirken, uzaklik fonksiyonlar1 farklidir.

Bu boliimde Oklidyen, Taksi ve Cin Dama diizlemlerindeki uzaklik fonksiyonlari ile

ilgili bilgiler verilmistir.

3.1 Oklidyen Diizlem

TANIM 3.1.1 Analitik diizlemde alinan P = (X1, y1) ve Q = (X2, y2) noktalar1 arasindaki
Oklidyen uzaklik

de(P.Q) = \/(x1 —x2)% + (y1 — ¥2)?

ile tantmlanir. Sekil 3.1. de Oklidyen uzakligin geometrik yorumu verildi.

Sekil 3.1. Oklidyen Uzaklik

Tanim 3.1.2 X bos olmayan bir kiime olmak tizere, d: X x X — % fonksiyonu asagida verilen
I ve II kosullarini saglarsa, d ye uzaklik fonksiyonu; I, IT ve III kosullarini saglarsa, d ye
metrik denir.

)} VP, Q eXi¢cind(P,Q)>0ved(P,Q)=0< P=Qdur.

1) Vv P, Q eXi¢in d(P,Q) = d(Q,P) dir.

I  vP QR eXigind(P,Q) <d(P,R) +d(R,Q) dur.



3.1 Taksi Diizlem

20. yiizyilin baglarinda H. Minkowski Taksi metrigini tanimladi. (Minkowski 1967). Daha
sonra K. Menger analitik diizlemde Oklidyen metrik yerine Taksi metrigini kullanarak Taksi
diizlem terimini kullandi(Menger, 1952). Daha sonra E. F. Krause diizlem Taksi
geometrideki temel kavramlari inceledigi bir kitap yayinladi (Krause, 1965). 20. Yiizyilin son
ceyreginde Taksi geometri ile ilgili ¢esitli yonlerde calismalar yapilarak gelistirildi. Bunlardan
bazilar1 (Ak¢a ve Kaya, 1997), (Ak¢a ve Kaya, 2004a), (Akca ve Kaya,2004b),
(Bayarvd,2008), (HoandLiu,1996), (Kayavd.,2000),(Kaya,2004),(Laatsch,1982), (Ozcan vd.,
2002), (Ozcan ve Kaya, 2002), (Reynolds, 1980), (Schattschneider,1984), (So and Al-
Maskari,1995), (,2002) dur.

Tamim 3.2.1. P = (X1, Y1) ve Q = (X2, ¥2) analitik diizlemde alian iki nokta olsun
dr(P.Q) = X1 —X2 [+ |y1 -2 |
ile Menger ve Krause tarafindan tanimlanan dr fonksiyonuna P ve Q noktalar1 arasindaki
Taksi uzaklik fonksiyonu denir.
P ve Q noktalar1 arasindaki dr Taksi uzakligi bulunurken, P ve Q noktalarindan x ve
y eksenlerine paralel olan dogru parcalarinin uzunluklarindan olugsmaktadir. Sekil 3.2. de P

ve Q noktalar1 arasindaki yatay ve dikey gosterildi.

P |x
I x

Sekil 3.2. Taksi uzaklik

Ornek 3.2.1 Oklidyen diizlemde verilen A(4, 7) ve B(3, 5) noktalar1 arasindaki Oklidyen
uzaklig1 ve Taksi uzakligini hesaplayiniz.

de(AB)=/(3-4)2+(5-7)2 =VI+4=+5

dr(AB)=|3-4|+|5-7|=3

olup dr(A,B) > de(A,B) olur.




Ornek 1.2.1 de iki noktanin Taksi uzakliginin Oklidyen uzakligindan biiyiik oldugu
goriiliir. Verilen iki nokta ayni1 yatay veya dikey bir dogru iizerinde ise Taksi ve Oklidyen
uzakliklarin birbirine esit olarak bulunur. Sekil 3.3. te iki nokta arasindaki Taksi uzakligin

birden fazla yolla hesaplanabilecegi gosterildi.

P R S
Sekil 3.3. Taksi Uzaklik

P ve Q noktalar1 arasindaki Taksi uzakligi
[PQ| = [PS| + |SQ| = 4 + 4 = 8 olarak bulunabilecegi gibi
IPQ| = |PR| + |RT| + [TU| + |UQ| =2 + 1 + 2 + 3 = 8 yolu izlenerekte bulunabilir.

Onerme 3.2.1 Analitik diizlemde verilen Taksi uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Ispat Taksi uzaklik fonksiyonunun bir metrik oldugunu ispatlamak i¢in fonksiyonun pozitif
tanimli, simetrik ve ticgen esitsizligini sagladigi gostermelidir.
P =(Xg,y1) Ve Q = (X2, y2) analitik diizlemde alinan iki nokta olsun. Mutlak degerin tanimindan
dolay1 [X1 — X2 | = 0 ve |y1 — Y2 | = Ooldugu i¢in [x1 — X2 | + [y1 — Y2 | = 0 dur.
Yadr(P,Q) = X1 —X2 |+ |y1—y2|= 0 duir.

Ayrica d1(P,Q) = [X1 — X2 | + |y1 — Y2 |= 0 olmasi igin [x1 — X2 | = 0 ve |y1 — Y2 |= 0 olmasi
gereklidir
Yani, dr(P,Q) = X1 — X2 [+ |y1—y2 |- 0 P =Qdur.
Taksi uzaklik fonksiyonu pozitif tanimli bir fonksiyondur.

X1 —X2 | = X2 — X1 | ve |y1 — Y2 | = |y2 — y1 | oldugundan dolay1
IX1—X2 | +]y1—y2 | =[xz — X1 |+ |y2—y1 | dir.

Yani, dr(P,Q) = dr(Q,P) olur. Bu nedenle Taksi uzaklik fonksiyonu simetrik bir
fonksiyondur.



R = (X3,y3) olsun. Mutlak deger 6zelliginden dolay1
X1 — X2 | < |x1— X3 |+ [X3 — X2 ve
Iy1i—V2 | <|y1—Y3|+|ys— Y| oldugundan dolayi
dr(P.Q) = X1 —X2 [+ [y1—y2 [ S [x1— X3 |+ [Xs =X + [y1— Y3 [ + [ys — 2]
=(X1=xs|+lyr—ys )+ (Ixs —xa| + |ys—y2|)
= dr(P,R) + d7(R,Q) olur.
Buna gore R? de tanimlanan Taksi uzaklik fonksiyonu iicgen esitsizligini saglar.
P = (X1, y1) ve Q = (X2, Y2) olmak iizere R? de taniml1 olan
dr(P.Q) = [x1—X2 [+ [y1—y2 |
Taksi uzaklik fonksiyonu pozitif tanimli, simetrik ve liggen esitsizligini sagladigi i¢in bir

metriktir.

Tamm 3.2.2 Taksi diizlemde bulunan sabit bir noktadan sabit bir taksi uzakligindaki
noktalarin geometrik yerine taksi ¢emberi denir. Taksi diizlemindeki sabit nokta taksi
¢cemberinin merkezini, sabit taksi uzaklig1 da taksi cemberinin yaricap uzunlugunu gosterir.

Analitik diizlemde merkezi M = (a, b) ve yarigap1 r olan taksi ¢emberi
C={kx,y):x—al+|y-b=r;x,y €R}
seklinde tanimlidir.

Sekil 3.4. te oldugu gibi bir kenarmin egimi 1 ya da -1 olan kareler taksi
¢emberleridir.

Sekil 3.4: Taksi Cemberi



Tamm 3.2.3 Taksi diizlemde (...ax + by + ¢ = 0 dogrusu verilsin. £ dogrusuna,

) -
m |-

> 1 ise dikeysel dogru,

S

| Q

< 1 ise yataysal dogru,

1) —% =1 ise ayira¢ dogru,

denir. Sekil 3.5 te oldugu gibi Taksi diizlemde ii¢ ¢esit dogru vardir.

Sekil 3.5. Taksi Diizlemde Dogrularin Siniflandirilmasi

Tamim 3.2.4 Taksi diizlemde bir Pnoktasinin bir £ dogrusuna uzakligi, P’nin £ dogrusu
tizerindeki noktalara uzakliklarindan en kii¢iigii olarak tanimlanir.

Bu uzaklik;

dr(P,0) = "I

seklindedir.

Taksi diizlemde bir P noktasinin bir € dogrusuna uzakligi taksi ¢emberler
kullanilarak da hesaplanabilir. Merkezi P noktasi olan bir taksi ¢emberinin yarigapini
cember dogruya degene kadar biiyiiterek cember dogruya degdigi anda olusan gemberin
yarigapi, P noktasinin £ dogrusuna en kisa taksi uzakligidir.

O halde istenilen uzaklig1 bulabilmek icin verilen dogrunun konumuna gore irdeleme
yapilirsa,
1) € yataysal bir dogru ise P noktasinin £ dogrusuna olan uzakligi, P den £ ye
y—eksenine paralel uzakliktir. (Sekil 1.6.a)
i) £ dikeysel bir dogru ise Pnoktasinin £ dogrusuna olan uzakligi, Pden € ye
x—eksenine olan paralel uzakliktir. (Sekil 1.6.b)
i) € bir ayirag¢ dogru ise P noktasinin £ dogrusuna olan uzakligi, P den € ye

x—eksenine paralel veya y—eksenine paralel uzakliktir. (Sekil 1.6.c)



y

Sekil 3.6.a,b,c. Taksi Diizlemde Noktanin Dogruya Uzaklig1

Teorem 3.2.1 Taksi diizlemde herhangi bir P (x1, y1) noktasinin £...ax + by + ¢ = 0 dogrusuna

olan taksi uzakligi

|ax1+ by{+c|

dT(PJE) = max{|al,|b[}

olarak verilmistir.

Ornek 322 Taksi diizlemdeki P(3,1) noktasinin x—2y+5=0 dogrusuna olan taksi uzakligin

hesaplayiniz.
|laxq+ by +c|_  [3—2+5| _ 6 _ 3
max{|al,|b]} max{|1]]|-2]} 2

dr(P,) =

olur.

Teorem 3.2.2 Taksi diizlemde herhangi A ve B noktalari i¢in
dr (A, X) +d7 (X, B) =dt (A, B)

ozelligindeki tim X noktalarinin kiimesine A ve B noktalarinin en kisa uzaklik kiimesi denir.



3.3 Cin Dama Diizlemi

Krause, E. F. “Cin Dama oyunundaki hareketlerden yola ¢ikarak bir metrik
gelistirilebilir mi?” sorusunu sormustur. 1992 yilinda Krause nin 6grencisi Chen, G.(1992)
Cin Dama metriginin tanimini vermistir. Cin Dama geometrisi CC-geometri olarak kisaltilir
ve Oklidyen olmayan bir diizlem modelidir. Sonraki yillarda pek ¢ok matematik¢i Cin Dama
geometri tizerine ¢alismustir. (Kaya vd.2006), (Turan, 2004), (Uymaz, 2002), (Bayar ve
Ekmekei, 2006) ve (Akga, Bayar ve Ekmekg¢i, 2007) bu ¢alismalardan bazilaridir.

Tamm 3.3.1. Analitik diizlemde verilen P=(X1, Y1) ve Q=( X2, y2) noktalar1 arasinda
de(P.Q) = di(P.Q) + (V2 — 1)ds(P.Q)
di(P,Q) = max{ |x1 — X2|, [y1 — y2| }
ds(P,Q) = min { |[x1 — X2, ly1 — y2| }
olarak tanimlanan dc fonksiyonuna P ve Q noktalar arasindaki Cin Dama uzaklik fonksiyonu

adi verilir. Sekil 3.7 de iki nokta arasindaki Cin Dama uzaklig1 gosterildi.

BE=4,2)

L
bt

A= D
1I.

[

Sekil 3.7. Cin Dama
Onerme 3.3.1. Analitik diizlemde verilen Cin Dama uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Ispat 3.3.1. P = (x1,y1) ve Q = (X2, ¥2) analitik diizlemde alinan iki nokta olsun. Mutlak
degerin tanimindan dolay1 [X1 — X2 | = 0 ve [yt —Yy2 | = 0 ve (\/E - 1) > 0 oldugundan
dc(P,Q) = 0 dir.

de(P1, P2) =0 = max {x1 = x| , [yr — y2[} = 0
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olmast i¢in [x1 — X2 | = |y1 — Y2 | = 0 bulunur. Yani X1 = X2 ve y1 = y» oldugundan P = Q

bulunur.
de(P,Q) = X1 — X2 | +|y1—Yy2|= 0 P=Qdur.

Cin Dama uzaklik fonksiyonu pozitif tanimli bir fonksiyondur.
Xt —X2 | = X2 — X1 | ve |y1 — Y2 | = |y2 — y1 | oldugundan dolayi
Xi—Xo |+ |yi—y2|=[X2—X1|+|y2—y1|dir.
Yani, de(P,Q) = dc(Q,P) olur. Bu nedenler Cin Dama uzaklik fonksiyonu simetrik bir
fonksiyondur.
R = (Xs,y3) olsun.
de(P,Q) = max {Ixs —xz |, [y —y2 [} + (V2 = 1)min { [xs —xz |, ly1 - y2 [}
= max { [X1—Xa+ X3 — Xal, [y1 — yat y3 — ya[} +
(V2 = 1)min { X1 — Xa+ X3 — X2, [y — Ya+ Y3 — y2[}
<max { [x1—Xal+| X3 —Xa|, [y1 — ys+| ys — ya[} +
(V2 — 1)min { X2 — X+ [xs — Xa|, [y1 — Ya|[+| Yz — y2[}
= k olsun. Burada 4 farkli durum vardir.
I.Durum:
[X1 — X3| > |y1— ya| ve |X3—X2| > | y3— Y2| olsun. Bu durumda
de(P,Q) <k = [x1— Xal+| xs — x| + (V2 = 1) (lyr - ya[*| y3 - Y2l
= [Ixa —xa| + (V2 = 1)ly1 - yall + [Ixs = xo| + (V2 = 1)lys - yz[]
= d¢(P,R) + d¢(R,Q)
olur.
Il. Durum:
[X1 —X3| > |y1—y3| ve |[X3—X2| < | y3— V2| olsun. Burada 2 tane alt durum vardir.
Alt Durum 1: |x1 — X3| + [X3 — X2| > |y1 — V3| + | Y3 — ¥2| olsun. Bu durumda
de(P,Q) <k = x1 — Xal+| Xs — X2l + (V2 = 1) (lyr - yal+| ys - y2|)
= [xe—xa| + (V2 = 1)lyr = yal] + [xs — x| + (V2 = 1)lys — y2]
= de(P,R) + de(R,Q) — (2- V2 )((ly2 - 3l - [x1—Xa| )
olur. Burada 2 - V2> 0 ve |ys — Y| - | X3 — X2| > 0 oldugundan
de(P,Q) < d¢(P,R) + dc(R,Q) olur.
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Alt Durum I1: [x1 — X3| + [X3 —X2| < |y1— V3| + | y3— y2| olsun.
de(P,Q) <k =ly1—yal+| ya—yzl + (V2 = 1) (|1 — Xal+| X3 — x2])
= [ly1—yal + (V2 = 1)xe = xs[] + [lys — Y2l + (V2 = 1)[xs — x]
= de(P,R) + de(R,Q) — (2 - V2 )((Ix1 — X3 - ly1 - yal)
olup.
Burada 2 -+v2>0ve |x3—Xo| - | y3— 2| > 0 oldugundan
de(P,Q) < dc(P,R) + dc(R,Q) olur.
1. Durum: |X1 — X3 < |y1 — Y3| Ve [X3—X2| > | y3 — Y| olsun. Burada Il. Duruma benzer iKi
alt durum s6z konusudur.
Alt Durum I: [X1 — X3| + [X3 —X2| > |y1—Ya| + | Y3 — Y2| olsun. Bu durumda
de(P,Q) <k = [x1 — Xal+| xs — X2l + (V2 = 1) (lyr - yal+| ys - y2|)
= [Ixe — sl + (V2 = 1)ly1 - yal] + [xs — X2l + (V2 = 1)lys — Y]
= de(P,R) + de(R,Q) — (2 - V2 )((ly1 — Y3l - [¥1—xal)
olur. Burada 2 - V2> 0 ve |y3—VYa| - | X3 — X2| > 0 oldugundan
de(P,Q) < dc(P,R) + dc(R,Q) olur.
Alt Durum I1: |xg — X3| + [X3 —X2| < |y1—Y3| +| Y3 — Y2| olsun.
de(P,Q) <k = ly1 - ysl+| ya—y2| + (V2 = 1) (jx1 — Xal+| X3 — Xz])
= [y — yal + (V2 = 1)[xa — xa]] + [lys — yo| + (V2 = 1)|x3 - Xz]
= de(P,R) + de(R,Q) — (2- V2 )((Ix1 — Xa| - lyr - Vsl )
olup.
Burada 2 -+/2>0ve |x3—Xo| - | y3— Y2/ > 0 oldugundan
de(P,Q) < dc(P,R) + dc(R,Q) olur.
IV. Durum: X1 — X3| < |y1 — Yy3| ve |X3—X2| <|y3— Y| olsun. Buradan
de(P,Q) <k =[y1— yal+| ys—y2| + (V2 — 1) (X1 — Xal+| X3 — Xa])
= [y - ya| + (V2 = 1)xa = xa[] + [lys - yo| + (V2 = 1)xs - X]
= d¢(P,R) + d¢(R,Q) olur.
Tiim durumlar diisiiniildiiglinde her P, Q, R noktasi i¢in
de(P,Q) < de(P,R) + de(R,Q)
oldugu goriildii. Yani her P, Q, R noktas1 i¢in Cin Damasi uzaklik fonksiyonu iiggen

esitsizligini sagladi.
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Analitik diizlemde tanimlanan Cin Damas1 metrigi pozitif tanimli, simetrik ve licgen

esitsizligini sagladigi i¢cin metriktir.

Tanim 3.3.2 Cin Dama diizleminde sabit bir noktadan sabit bir CC-uzakliktaki noktalarin
geometrik yerine Cin Dama (CC) ¢emberi denir. Sabit noktaya CC-¢emberin merkezi, sabit
CC-uzakliga da ¢gemberin yaricap1 ad1 verilir.

Analitik diizlemde M = (m1,m2) noktasina, r birim CC-uzakliginda bulunan biitiin
noktalar

C={X=(Y):dc(M, X)=r}

kiimesidir.

Yani
C= {X = (x,y):max{|x — my|, |y —m,|} + (V2 — D)min{|x —my|, |y —m,[}} =7

kiimesi M merkezli, r yaricapli CC-¢cemberidir. Sekil 3.8. de oldugu gibi Cin Dama

cemberi bir sekizgendir.

&
.

Sekil 3.8. Cin Dama Cemberi

Tanim 3.3.3 Cin Dama diizlemindeki herhangi bir P = (x1,y1) noktasinin
ax + by + ¢ = 0 denklemli £ dogrusuna Cin dama uzakligi, de(P,0):X € € olmak iizere,

dc(P,X) degerinin en kiigiik olmas1 durumu yani

ind
de(P,£) = "R

olarak tanimlanir.

Tanim 3.3.4 Cin Dama diizleminde (... ax + by + ¢ = 0 dogrusu verilsin. £ dogrusu ve

q=v2 -1
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1) —% < 1 olan dogru, yataysal dogru,

i) —% > 1 olan dogru, dikeysel dogru,
1) —% = 1 olan dogru, ayirag dogru,

V) —% = q olan dogru, q — dogru

V) —% = q + 2 olan dogru (q + 2) — dogru

olarak adlandirilir.

3.1 Fermat (Toricelli) Noktas1

Fransiz matematik¢i Pierre de Fermat 1640 I1 yillarda “Bir ABC iiggeninin kdse
noktalarina olan uzakliklar1 toplami en az olan nokta neresidir?”” sorusunu sordu. Daha sonra
bu sorunun cevabir 1750 li yillarda Simpson ve digerleri tarafindan da arastirildi. Bununla
birlikte daha sonraki yillarda Jacob KRARUP ve Kees ROOS bu soruya basit bir ¢éziim
getirmislerdir.

Hanson(2014), “Biiyiikk bir kentte yollarin kuzey-giiney, dogu-bati yoniinde
neredeyse dikdortgen benzeri bir ag seklinde diizenlendigini varsayalim. Konumlari
itibariyle her biri bir liggenin kosesine karsilik gelen ii¢ ayr1 merkeze mal tagimak tizere bir
depo insa etmek istesek, depodan merkezlere toplam uzakligin minimum oldugu nokta
neresi olmalidir?” sorusunun cevabii bulmak i¢in Taksi diizlemde Fermat noktasini
arastirmistir. Hanson(2016), bir ticgenin Fermat noktasini bulmak i¢in bir noktay1 yatay ve
dikey dogrultuda otelemis ve Tiicgenin kose noktalarina wuzakliklart toplamlarim
hesaplamistir. Fermat noktasini (P noktasi) tiggenin kdseleri ile birlestirildiginde, sekil 3.9.

da oldugu gibi Fermat noktasinda olusan tam agiy1 ii¢ es parcaya boldiigii goriildii.



m(APB) = m(APC) = m(CPB) = 120°

]

Sekil 3.9. Fermat Noktasi

14



15

4.0KLIDYEN DUZLEMDE FERMAT NOKTASI

Bu boliimde Oklidyen diizlemde iicgenin Fermat noktasi incelendi. Oklidyen

diizlemde Fermat noktasi ile ilgili teoremler ve 6rnekler verildi.

Teorem 4.1.1 Bir ABC ii¢geninin Fermat noktasinin kodselere olan uzakligi iiggenin ¢evre

uzunlugunun yarisindan biiytiktiir. (Matematik Diinyasi, 2004)

Ispat Sekil 4.1. de oldugu gibi kenar uzunluklari a, b, ¢ olan ABC ii¢genini alind1. Uggenin

¢evre uzunlugu da k olsun.

B C

Sekil 4.1. Oklidyen Ucgende Fermat Noktasi

Fermat noktasi liggenin i¢ bolgesinde olacagindan tiggenin i¢inde APB, APC ve BPC
ticgenleri olusur. Bu licgenlerde, tiggen esitsizligini uygulanirsa,
APB ii¢cgeninde x +y >c¢
APC iiggeninde x +z >b
BPC iiggeninde y +z > a

olur. Bu esitsizlikleri taraf tarafa topladigimizda 2x + 2y + 2z > a + b + ¢ bulunur. Esitsizligin

her iki tarafi 2 ye boliindiigiinde x + y + z > %bﬂ bulunur.

Teorem 4.1.2 Sekil 4.2. deki ABC iiggeninin en uzun kenarina ¢izilen BCD eskenar
ticgeninin ¢evrel cemberi ile [AD] dogru pargasinin kesistigi nokta ABC iiggeninin Fermat

noktasidir.
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Sekil 4.2. Oklidyen Uggende Fermat Noktas1

Ornekler {izerinde Hanson(2016) nm kullandigi yontemle Oklidyen diizlemde
ticgenin Fermat noktasi arastirildi. Bu yontemde tiggenin i¢ bdlgesinden bir nokta se¢ip, bu
noktay1 yatay ve dikey eksenler boyunca 6teleyerek belirlenen noktalarin tiggenin koselerine
uzakliklar1 toplamlari bulunur ve koselere uzakliklart toplami en az olan nokta Fermat

noktasi olarak alinir .
Ornek 4.1.1 Oklidyen diizlemde kose noktalar1 A(1,4), B(1,1) ve C(4,1) olan ABC

ticgeninin Oklidyen diizlemde Fermat noktasini bulalim. Bunun i¢in D(2,1) noktas1 alinir ve

bu nokta yatay ve dikey otelenir.

C=(41)

Sekil 4.3. Oklidyen Ucgende Fermat Noktasi

D(2,1) noktast i¢in;

S=|AD| +|BD| +|CD|=vV10+1+2=3++10
B(1,1) noktasi i¢in;
S=|AB|+|BB|+|CB|=3+0+3=6
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E(3,1) noktasi i¢in;
S=|AE| + |BE|+|CE|=2+1+V13=3++13

D, E, F noktalarinin tiggenin kdse noktalarina uzakliklari toplami en az olan noktay1
belirlemek i¢in D noktasinin koseler uzakliklari toplamindan B noktasinin kdselere
uzakliklari toplami ¢ikarilir.

6-(3++10)=3-+10<0

D noktasinin koselere uzakliklari toplamindan B noktasinin kdselere uzakliklari
toplamindan ¢ikardigimizda sonug negatif oldugundan D noktasinin kodselere uzakliklar
toplaminin daha kii¢iik oldugu goriliir.

Simdi de D noktasinin koseler uzakliklar1 toplamindan E noktasinin kdselere
uzakliklar1 toplami ¢ikarilir.

3+/10-(3++13) <0
Buldugumuz sonug¢ sifirdan kiigiik oldugu i¢in D noktasinin koselere

uzakliklar toplam1 E noktasinin kdselere uzakliklar: toplamindan daha kiigiiktiir. Buna gore
Fermat noktasinin apsisi 2 olarak bulunur.
F(2,2) noktas! i¢in;
S=|AF|+BF|+|CF|=v2+ V5 + V5 =v2+2V5
G(2,3) noktast igin;
S=|AG| +|BG| + |CG| =v2 +V5+ 2v2= 3vV2 + V5

D, F, G noktalarindan tliggenin koselerine uzakliklar1 toplami1 en az olan noktay1
bulmak i¢in bu noktalarin koselere olan uzakliklari toplamlar: birbirinden ¢ikarilir.
Buna gore;
+2v5) <0
3+v10-3(V2+ ,/5)<0

degerleri bulunur.

D, F, G noktalarindan tiggenin koselerine uzakliklari toplami en az olan nokta D(2,2)
noktas1 olarak bulunur. Yani ABC ii¢geninin Oklidyen diizlemde Fermat noktasinin
ordinatinin 2 oldugu belirlenir.

Fermat noktasinin apsisi 2, ordinati 2 oldugundan Fermat noktasi D(2,2) olarak
bulunur.

ABC ii¢geninin Oklidyen diizlemde Fermat noktasi olan D(2,2) noktasi ayrica

ticgenin kenar ortaylarinin kesistigi nokta yani ABC ti¢genini agirlik merkezidir.
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5. TAKSI DUZLEMDE FERMAT NOKTASI

Bu boliimde, tiggenlerin Taksi diizlemdeki Fermat noktast Hanson, 2016 daki
yontemlerle ikizkenar, eskenar, kenarlar1 yataysal, dikeysel licgenler gibi farkli iiggen

tirlerine Ornekler verilerek incelendi.

Teorem 5.1.1 Taksi diizlemindeki bir tiggenin Fermat noktasi, o tiggenin kose noktalarindan

gegen yatay ve dikey dogrularin tiggenin i¢ bolgesinde kesistigi noktadir. (Hanson 2014)

Ispat Taksi diizlemde bir ABC iiggeni verilsin. Bu iiggeni kesen sekil 5.1 deki gibi yatay
(k) ve sekil 5.2. deki gibi dikey (m) dogrular1 alinarak bu dogrular {izerinde Fermat noktasini

bulmak igin, koselere uzakliklar: toplami minimum olan nokta belirlenmelidir.

Sekil 5.1. Taksi U¢gende Fermat Noktasi

k dogrusu tizerindeki T noktasi igin;
s =|AT|+[BT| +|CT| = (TP + [PA]) + (ITP| + [PQ| + | QR| + [RB]) + ([TP| + [PQ[ + |QC])
= |TP| + [PA] + 2|TP| + 2|PQ| + | QR + |RBJ + |QC]|
Bu dogru tizerindeki P noktasi i¢in;
s = |AP| + |BP| + |CP| = |AP| + (PQ[ + |QR| + |RBJ) + (|PQ| + |QC])
= |AP[+ 2|PQ| + |QR| + |RBJ + |QC]
T noktasindan P noktasina kadar {iggenin koselere olan S uzakliginin 3|TP| kadar

kisaldig1 goriliir.
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Bu dogru tizerindeki Q noktasi i¢in;
s =|AQ| +[BQ| +[CQ| = (JAP| + [PQ]) + (|QR| + [RB) + |CQ|
Bu durumda Q noktasi igin S uzakligi P noktasina gore [PQ| kadar azalir.
Bu dogru iizerindeki R noktasi i¢in;
s =|AR[ +[BR| + |CR| = (IRQ| + |QP[ + |AP]) + [BR| + (RQ| + |QC])
=2|RQ| + |QP| + |AP| + IBR| + |QC| oldugundan R noktas1 i¢in s uzakligi Q noktasina gore
|QR| kadar artar.

T noktasindan Q noktasina kadar s uzakligi azalir ve Q noktasindan R noktasina
kadar s uzaklig artar. O zaman, k dogrusu iizerinde iiggenin koselerine uzakliklari toplami
en az olan nokta Q noktasi olarak bulunur.

Benzer sekilde dikey m dogrusu tizerinde koselere uzakliklart minimum olan noktay1

bulmak i¢in asagidaki durumlar incelenir:

Sekil 5.2. Taksi Uggende Fermat Noktasi

Bu dogru iizerindeki T noktasi i¢in;
s =|AT| + BT[+|CT| = (TP + [PQ| + [QA|) + (ITP| + [PQ[ + |QR| + |RB]) + ([TP| + [PC])
= 3|TP| + 2|PQ| + |QA| + |QR| + |RB| + |PC|
Bu dogru iizerindeki P noktasi i¢gin;
s =|AP| +[BP| + |CP| = (IPQ| + |QA]) + (IPQ| + |QR] + [RBY) + |CP|
= 2|PQ[ + |QA[ + |QR[ + |RB]| + |CP]|
Bu durumda P noktas1 i¢in T noktasina gore s uzakligi 3|TP| kadar azalir.
Bu dogru iizerindeki Q noktasi igin;

s =|AQ[+|BQ| +|CQ[ = |AQ| + (IQR| + [RBJ) + (|QP + [PC])
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= |AQ[ +|QR[ + |RB| + |QP + [PC]|
Bu durumda Q noktasi igin P noktasina gore s uzaklig1 2|PQ| kadar azalir.
Bu dogru iizerindeki R noktasi igin;
s =|AR[ +[BR| + |CR| = (JAQ| + |QR]) + |BR| + (|CP| + [PQ]| + |QR])
=|AQ| + 2|QR| + |BR| + |CP| + |PQ]| oldugundan R noktas1 i¢in Q noktasina gore s uzakligi
|QR| kadar artar.
T noktasindan Q noktasina kadar s uzaklig1 azalir, Q noktasindan R noktasina kadar
s uzakligr arttigindan k dogrusu lizerinde tiggenin koselerine uzakliklar1 toplami1 en az olan
nokta Q noktasi olarak bulunur.
A “dan gegen yatay k dogrusunun C ’den gegen dikey m dogrusu ile kesistigi Q

noktas1 ABC liggeninin Fermat noktas1 olarak bulunur.

Sekil 5.3. Taksi Uggende Fermat Noktasi

Sekil 5.3. de oldugu gibi ABC Taksi iiggeninde Fermat noktas1 P noktasi olarak

bulunur.

Ornek 5.1.1 Taksi diizlemde kdse noktalart A(8,10), B(2,3) ve C(11,-7) olan iiggenin
Fermat noktasin1 bulmak i¢in yatay y=6 dogrusu lizerinde A, B, C kdselerine taksi

uzakliklar1 toplam1 minimum olan noktay1 belirleyelim.
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Sekil 5.4. Taksi U¢gende Fermat Noktas1
ABC Taksi liggenini kesen y = 6 dogrusu ¢izilir. y = 6 dogrusu iizerinde soldan saga
dogru sirasiyla K, P, Q, H, R noktalarini alinir. Bu noktalarin {iggenin kose noktalar1 olan A,
B, C noktalarina olan Taksi uzakliklar1 toplam1 bulunur.
Bu dogru tizerindeki K(-7,6) noktasi i¢in;
s = |AK]| + |BK]| +|CK|
= (IKP[+ PQ| +]AQ|) + ([KP| +[PB|) + (|KP| + [PQ| +|QR]| + [RC| )
=(9+6+4)+(9+3)+(9+6+3+13)
=19+12+31=62,
Bu dogru iizerindeki P(2,6) noktas i¢in;
s = |AP| + |BP| + |CP]
= (IPQ[+IQA[) + [BP| + (|PQ| + |QR| + |RC| )
=(6+4)+3+(6+3+13)
=10+ 3+ 22 =35,
Bu dogru iizerindeki Q(8,6) noktas1 i¢in;
s=|AQ| +BQ| +|CQ]
= (1AQ| + |QH]) + (IBP| + [PHI) + (ICR| + |RQ])
=4+(6+3)+(3+13)
=4+9+16 =29,
Bu dogru iizerindeki H(10,6) noktast igin;
s=|AH| + |BH| + |CH|
= (14Ql + [QHD + (IBP| + |PH|) + (ICR[ + |RH])
=(2+4)+(8+3)+(1+13)
=6+11+14=31,
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Bu dogru iizerindeki R(11,6) noktasi i¢in;
s = |AH| + |BH| + |CH]
= (lAQ| + [QH]) + (IBP| + |PH|) + (ICR| + |RHI)
=(2+4)+(8+3)+(1+13)
=6+11+14=31
bulunur.
Buna gore K noktasindan Q noktasina kadar olan noktalarin tiggenin koselerine olan
Taksi uzakliklar1 toplaminin azaldigi; Q noktasindan R noktasina kadar olan noktalarin
ticgenin kose noktalarina uzakliklar1 toplaminin arttigr goriiliir. Buna gore y = 6 dogrusu
tizerinde ticgenin koselerine olan Taksi uzakliklari toplami1 en az olan nokta Q noktasi olur.
Bu 6rnekte ABC Taksi liggeninin Fermat noktasinin apsisinin 8 oldugu gorilir.
x = 8 dogrusu tizerinde Sekil 5.5. deki gibi noktalar alip bu noktalarin tiggenin kdse

noktalarina olan uzakliklar1 toplamu,

THBY+4=0

17X 3V-166=0

10X+GY-47=0

Sekil 5.5. Taksi Uggende Fermat Noktasi

ABC Taksi tiggenini kesen x = 8 dogrusunu ¢izilir. x = 8 dogrusu tlizerinde soldan

saga dogru sirasiyla P, Q, R noktalarini alinir.
Bu dogru iizerindeki P(8,12) noktasi i¢in;
s = |AP| + |BP| + |CP|

= |AP[+ (IBQ| + |QP]) + (ICR| + |RP|)

=2+(6+9)+(3+19)

=2+15+22=39,
Bu dogru iizerindeki Q(8,3) noktas1 i¢in;
s =|AQ|+|BQ| +|CQ|
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=|AQ[+[BQ| + (ICR| + |RQD)
=7+6+(3+10)
= 26,
Bu dogru tizerindeki R(8,-7) noktasi igin;
s=|AR| + |BR| + |CR]
=|AR[+ (IBQ[ + |QR]) +[CR|
=17+(6+10)+3
=36
bulunur.
Buna gore P noktasindan Q noktasina kadar olan noktalarin iicgenin kdselerine olan
Taksi uzakliklart toplaminin azaldigi; Q noktasindan R noktasina kadar olan noktalarin
ticgenin kose noktalarina uzakliklari toplaminin arttig1 goriiliir. Buna gore x = 8 dogrusu
izerinde ticgenin koselerine olan Taksi uzakliklar toplami en az olan nokta Q noktasi olur.
Boylece ABC Taksi tliggeninin Fermat noktasinin apsisinin 8 oldugunu ve
ordinatinin 3 oldugu bulunur. Buna gére ABC Taksi {iggeninin Fermat noktasinin
koordinatlar ( 8,3 ) diir.
Asagidaki 6rneklerde Taksi ikizkenar ve Taksi eskenar tiggenler igin Fermat noktasi

arastirilmaktadir.

Ornek 5.2.1 Taksi diizlemde kose noktalar1 A(-1,3), B(0,0), C(3, 1) olan Taksi ikizkenar
ticgenini ele alalim. ABC Taksi ikizkenar liggeninin i¢ bolgesinde bir referans noktasi segip
bu noktay1 yatay ve dikey oteleyerek yeni noktalarin ABC Taksi liggeninin kdse noktalarina

uzakliklar1 toplami hesaplanirsa,

LoEE\

Sekil 5.6. Taksi Ikizkenar Uggende Fermat Noktas1
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ABC Taksi tiggeninde, K(0,0) noktas1 dikey olarak 6telenerek ABC ikizkenar Taksi
ticgeninin Fermat noktasi arastirildi. Buna goére K, L, M, N noktalarindan kd&selere
uzakliklari toplam1 en az olan nokta L noktasi olarak bulunur. ABC ikizkenar Taksi liggenin

Fermat noktasinin ordinati 1 olarak bulunur.

K(0,0) i¢in;

s = |AK| + |BK| + |CK]
=4+0+4=8,

L(0,1) igin;

s=|AL| + |BL| + |CL]|
=3+3+1=7,

M(0,2) igin;

s = |AM| + |BM| + |CM|
=2+2+4=8

N(0,3) i¢in;

s =|AN| + |[BN| + |CN]|
=1+3+5=9

bulunur.

ABC Taksi tiggeninde, L(0,1) noktas1 yatay olarak telenerek ABC ikizkenar Taksi
licgeninin Fermat noktasini arastirildi. Buna gore L, P, R, T noktalarindan kdselere
uzakliklari toplami1 en az olan nokta P noktasi olarak bulunur. ABC ikizkenar Taksi iggenini
Fermat noktasinin apsisi 0 olarak bulunur.

P(1,1) noktas: i¢in;
s = |AP| + |BP| + |CP|

=4+2+2=8,
R(2,1) noktasi i¢in;
s=|AR| + |BR| + |CR|

=5+3+1=09,
T(3,1) noktasi i¢in;
s=|AT| + |BT| +|CT|

=6+4+0=10,

. Boylece ABC ikizkenar Taksi tiggeninin Fermat noktasinin apsisi 0, ordinat1 1 oldu.

Yani L(0,1) noktas1 ABC ikizkenar Taksi licgeninin Fermat noktasi olarak bulunur.
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Ornek 5.2.2 Taksi diizlemde kose noktalar1 A(-3,2), B(0,0) ve C(2,3) olan yataysal ve
dikeysel dogru parcalarinda olusan ABC ikizkenar dik {iggeninin Fermat noktasinin

koordinatlari,

Sekil 5.7. Taksi Ikizkenar Uggende Fermat Noktasi

ABC Taksi tliggeninde, K noktasi dikeyde dtelenerek L ve M noktalariin iiggenin
kose noktalarina uzakliklar: toplami bulunur. Buna gore K noktasindan M noktasina kadar
olan noktalarda kdselere olan uzakliklari toplaminin azaldigi, M noktasindan N noktasina
kadar olan noktalarda koselere olan uzakliklar1 toplamimin arttign goriilir. K, L, M, N
noktalarindan koselere uzakliklari toplami en az olan nokta M noktasi olarak bulunur. ABC
ikizkenar Taksi ticgeninin kdselere uzakliklari toplami en az olan noktanin ordinati 2 olarak
bulunur.

K(0,0) noktas: i¢in;

s = |AK| + |BK] + |CK]
=5+0+5=10,

L(0,1) noktasi i¢in;

S=|AL| + |BL| +|CL]|
=4+1+4=09,

M(0,2) noktasi i¢in;

S =|AM| + |BM| + |CM|
=3+2+3=8§,
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N(0,3) noktasi i¢in;
S =|AN| + |BN| + |CN]
=4+3+2=09,

ABC Taksi tiggeninde, M noktasi dikey dtelenerek P, R ve T noktalariin tiggenin
kose noktalarina uzakliklari toplami bulunur. Buna gore T noktasindan M noktasina kadar
olan noktalarda kdselere olan uzakliklar1 toplaminin azaldigi, M noktasindan R noktasina
kadar olan noktalarda kdselere olan uzakliklar1 toplaminin arttigr gorilir. T, P, M R
noktalarindan koselere uzakliklari toplami en az olan nokta M noktas1 olarak bulunur. ABC
ikizkenar Taksi liggeninin kdselere uzakliklari toplami en az olan noktanin apsisi 0 olarak
bulunur.

P(-1,2) noktast igin;
S = |AP| + |BP| + |CP|

=2+3+4=09,
R(1,2) noktasi i¢in;
S = |AR| + |BR| + |CR]

=4+3+2=09,
T(-2,2) noktast i¢in;
S =|AT| + |BT| +|CT]|

=1+4+5=10

Boylece ABC Taksi ikizkenar tiggeninin Fermat noktast M(0,2) dir.

Ornek 5.2.3 Taksi diizlemde kdse noktalar1 A(-3,1), B(0,0) ve C(1,3) olan ve kenarlar
yataysal ve dikeysel dogru pargalarindan olusan ABC ikizkenar Taksi iicgeninin Fermat

noktasinin koordinatlari,

Sekil 5.8. Taksi Ikizkenar Uggende Fermat Noktasi



27

ABC Taksi iicgeninde, K noktasini dikey Otelenerek L ve M noktalarin {iggenin
kose noktalarina uzakliklar: toplami bulunur. Buna gore K noktasindan L noktasina kadar
olan noktalarda koselere olan uzakliklar1 toplaminin azaldigi, L noktasindan M noktasina
kadar olan noktalarda koselere olan uzakliklart toplaminin arttigr gorilir. K, L, M
noktalarindan kdselere uzakliklar1 toplami en az olan nokta L noktasi olarak bulunur. ABC
ikizkenar Taksi liggeninin koselere uzakliklar: toplami en az olan noktanin ordinati 1 olarak
bulunur.

K(0,0) noktast igin;

S = |AK| + |BK]| + |CK]
=4+0+4=8,

L(0,1) noktasi i¢in;

S=J|AL| + |BL| +|CL]|

=3+1+3=7,
M(0,2) noktast i¢in;
S =|]AM| + |BM| + |CM|
=4+2+2=8,

ABC Taksi tiggeninde, L(0,1) noktasini yatay otelenerek bu noktadan uzaklastikga
noktalarin {iggenin koselerine olan uzakliklar1 toplaminin arttifimi goriildii. Buna gore
ticgenin Fermat noktasinin apsisinin 0 oldugu bulunur.

N(-1,1) noktasi igin;

S =|AN| + |BN| + |CN]
=2+2+4=8,

P(-2,1) noktast i¢in;

S = |AP| + |BP| + |CP|
=1+4+3+5=9,

R(-3,1) noktasi i¢in;

S =|AR| + |BR| +|CR
=0+4+6=10,

Buna gore ABC Taksi ikizkenar tiggenin Fermat noktas1 L(0,1) olarak bulunur.
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Ornek 5.3.1 Taksi diizlemde kose noktalar: A(-4,4),B(0,0) ve C(4,4) olan ABC Taksi

eskenar tiggeninin Fermat noktasini bulmak igin,

Sekil 5.9. Taksi Eskenar Uc¢gende Fermat Noktas1

ABC Taksi tiggeninde, K(0,0) noktasini dikey 6telenerek N(0,4) noktasina kadar olan
noktalarin iiggenin kdselerine olan uzakliklart toplaminin azaldig: goriildii. Buna gére ABC

Taksi eskenar liggeninin Fermat noktasinin ordinati 4 olarak bulunur.

K(0,0) noktas1 i¢in;
s = |AK] + |BK| + |CK]
=8+0+8=16,

L(0,1) noktasi i¢in;
s=|AL|+|BL| + |CL]

=7+1+7=15,
M(0,2) noktasi i¢in;
s=|AM| + |BM| + |CM|

=6+2+6=14,

ABC Taksi tliggeninde, P noktasindan N noktasina kadar olan noktalarda iiggenin
koselerine olan uzakliklari toplaminin azaldigi; N noktasindan T noktasina kadar olan
noktalarin iiggenin kdselerine uzakliklar toplaminin arttig1 goriildii. Buna gore ABC eskenar
tiggeninin Fermat noktasinin apsisi 0 olarak bulunur.

N(0,4) noktasi i¢in;
s=|AN| + |BN| + |CN]|
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=4+4+4=12,
P(-2,4) noktast igin;
s = |AP| + |BP| + |CP]
=2+6+6=14,
R(-1,4) noktas igin;
s=|AR| + |BR| + |CR]
=3+5+5=13,
T(1,4) noktasi igin;
s=|AT| + |BT| +|CT|
=5+5+3=13,

Buna gore ABC Taksi eskenar tiggeninin Fermat noktasi (0,4) olarak bulunur.

Ornek 5.3.2 Taksi diizlemde kose noktalart A(1,3), B(0,0) ve C(3,1) olan Taksi eskenar

licgeninin Fermat noktas1 arastirilirken,

Sekil 5.10. Taksi Eskenar Uggende Fermat Noktasi

ABC Taksi iiggeninde, K noktasindan L noktasina kadar olan noktalarin iiggenin
koselerine olan uzakliklar1 toplaminin azaldigi; L noktasindan N noktasina kadar olan
noktalarin tiggenin koselerine uzakliklar1 toplaminin arttigi goriildii. Buna gére ABC Taksi

eskenar tiggeninin Fermat noktasinin ordinati 1 olarak bulunur.
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K(1,0) noktast i¢in;

s = |AK]| + |BK| + |CK]
=3+1+3=7,

L(1,1) noktasi i¢in;

s=|AL| +|BL| + |CL|
=2+2+2=6,

M(1,2) noktasi i¢in;

s=|AM| + |BM| + |CM|
=1+43+3=7,

N(1,3) noktasi i¢in;

s =|AN| + |[BN| + |CN]|
=0+4+4=8,

T noktasindan L noktasina kadar olan noktalarin tiggenin koselerine olan uzakliklar
toplaminin azaldigi; L noktasindan E noktasina kadar olan noktalarin {iggenin kdselerine
olan uzakliklari toplaminin arttigi goriildii. Buna gére ABC Taksi eskenar tiggeninin Fermat
noktasinin apsisi 1 olarak bulunur.

T(0,1) noktasi igin;

s=|AT| + |BT| + |CT|
=3+1+3=7,

D(2,1) noktast igin;

s=|AD| + |BD| + |CD|
=3+3+1=7,

E(3,1) noktasi i¢in;

s = |AE| + |BE| + |CE|
=4+4+0=8§,

Buna gore ABC Taksi liggeninin Fermat noktas1 (1,1) olarak bulunur.

Ornek 5.3.3 Taksi diizlemde kose noktalar1 A(0,0), B(5,1) ve C(3,-3) olan Taksi eskenar

ticgeninin Fermat noktas1 arastirilirken,
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2x-y-2=0

y=-X

B=(3-3)

Sekil 5.11. Taksi Eskenar Ucgende Fermat Noktas1

ABC Taksi tiggeninde, K noktasindan M noktasina kadar olan noktalarin {iggenin
koselerine olan uzakliklari toplaminin azaldigi; M noktasindan P noktasina kadar olan
noktalarda uzakliklar toplaminin arttig1 goriildii. Uggenin Fermat noktasinin apsisi 3 olarak
bulunur.

K(3,-2) noktasi igin;

S = |AK| + |BK]| + |CK]
=5+5+1=11,

L(3,-1) noktas1 igin;

S=|AL| + |BL| +|CL]|
=4+4+2=10,

M(3,0) noktasi i¢in;

S = |AM| + |BM| + |[CM|
=3+3+3=0,

P(3,1) noktas1 i¢in;

S = |AP| + |BP| + |CP|
=4+2+4=10,

ABC Taksi iiggeninde, R noktasindan M noktasina kadar olan noktalarin iiggenin
koselerine olan uzakliklari toplaminin azaldigi; M noktasindan T noktasina kadar olan
noktalarda uzakliklar toplaminmn arttigi goriildii. Uggenin Fermat noktasinin ordinat: 0

olarak bulunur.
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R(2,0) noktasi igin;
S = |AR| + |BR| + |CR]

=2+4+4=10,
T(4,0) noktasi igin;
S =|AT| + |BT| +|CT]|
=4+2+4=10,

Boylece ABC Taksi eskenar tiggeninin Fermat noktasi (3,0) olarak bulunur.

Ornek 5.4.1 Ug tane pastanesi olan Murat Bey imalathanesinden pastanelerine iiriinleri
tagirken zaman ve yakittan tasarruf etmek i¢in imalathanesini en uygun yere tasimak istiyor.
Pastanelerin koordinatlari (-3,4), (2,1) ve (-6,-5) olduguna gére Murat Beyin imalathanesini
yapmasi gereken yerin koordinatlarint bulunuz. Sekil 5.12. de sorunun geometrik yorumu

verildi.

Sekil 5.12. Taksi Ucgende Fermat Noktas1

Murat Beyin pastanelerini bir tiggenin kdse noktalar1 olacak sekilde diisiiniirsek
bulmamiz gereken nokta iicgenin Fermat noktasidir. U¢genin Fermat noktas1 kdselerinden
gecen yatay ve dikey dogrularm yanix =2, y=1,x=-3,y =4, X = -6 ve y = -5 dogrularinin
ticgen lizerinde veya liggen icinde kesistigi noktadir. Bu nokta ise (3,-1) noktasidir. (3,-1)

noktasi tiggenin kose noktalarina uzakliklar toplami en az olan noktadir.
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6.CIN DAMA DUZLEMDE FERMAT NOKTASI

Geometrik olarak, P1 ile P2 noktalar1 arasindaki en kisa yol Sekil 6.1. da gorildigi
gibi biri koordinat eksenlerinden birine paralel digeri 1 veya -1 egimli iki dogru pargasinin
birlesimidir. Boylece P1 ile P2 arasindaki en kisa uzaklik ifade edilen sekildeki iki dogru
parcasinin Oklidyen uzunluklar1 toplamidir. P1 den P2 ye olan yollarin birlesimi, yani Py ile
P2 noktalarinin minimum uzaklik kiimesi Sekil 6.1. de goriildiigli gibi bir kenar ¢ifti
koordinat eksenlerinden birine paralel, diger kenar ¢ifti ise diger koordinat ekseni ile ~ 45°

lik ac1 yapan paralelkenardir.

Sekil 6.1 Cin Dama yollar1

Bu béliimde orneklerle bir liggenin Cin damasi metrigine gore Fermat noktasi

incelenmektedir.
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Ornek 6.1.1. Cin Dama diizlemde kose noktalart A(0,4), B(0,0) ve C(4,0) olan ABC iiggeni

verilsin.

Sekil 6.2. Cin Dama Ucgeninde Fermat Noktas1

ABC iiggeninin Cin dama metrigine gore Fermat noktasini bulmak i¢in tiggen iginde

Cin dama yollarinin kdselere Cin dama uzakliklar: toplami en az olan nokta belirlenmelidir.

Secilen D(2,0) noktasi igin;
IAD|=4+2(V2-1) =2+2V2
IBD|=2+0(v2-1)=2
ICD|=2+0(+v2-1)=2
s=|AD| + |BD| +|CD|= 6 + 2v/2 ,
E(3,0) noktasi i¢in;
IAE|=4+3(2-1)=1+32
IBE|=3+0(v2—-1)=3
ICE|]=1+0(V2-1)=1
s=|AE| + |BE| +|CE| =5+ 32,
B(0,0) noktasi igin;
IAB|=4+0(2—-1) =4
IBB|=0
ICB|=4+0(2-1)=4
s=|AB| + |BB| +|CB| =8,

Sectigimiz B, D, E noktalarinin tiggenin kdselerine uzakliklar1 toplami bulunur.
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6 + 2v2 - (5 + 3v2) < 0 oldugundan D noktasmin késelere olan uzakliklari toplami
E noktasinin koselere olan uzakliklari toplamindan daha azdir.

8 — (6 + 2v/2)<0 oldugundan B noktasmin koselere olan uzakliklari toplami D
noktasinin koselere olan uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

Buna gore B noktasinin koselere olan uzakliklar1 toplami D ve E noktalarinin
koselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir. Dolayisiyla ABC ii¢geninin Cin Damasi
metrigine gore Fermat noktasinin apsisi 0 dir.

Secilen F(0,3) noktasi i¢in;
IAF|=1+0(2—-1)=1
IBF|=3+0(vV2— 1) =3
ICF|=4+3(W2-1)=1+3V2
s = |AF| + |BF| +|CF| =5+ 3V2,
G(0,1) noktasi i¢in;
IAG|=3+0(V2-1)=3
BG|=1+0(2-1)=1
ICG|=4+1(V2—-1)=3+ 2
s=|AG|+|BG|+|CG|=7+V2,

7+ 2 - (5 + 3\/5) < 0 oldugundan G noktasinin kose noktalarina uzakliklar
toplami, F noktasinin kdse noktalarina uzakliklari toplamindan daha azdir.

8 - 7 + V2 < 0 oldugundan B noktasmnin kose noktalarina uzakliklar1 toplami, G
noktasinin kdse noktalarina uzakliklari toplamindan daha azdir.

Buna gore B noktasinin koselere olan uzakliklari toplami F ve G noktalarinin
koselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir. ABC ii¢geninin Cin Damas1 metrigine gore

Fermat noktasinin ordinati 0 dir. Fermat noktast B(0,0) olarak bulunur.
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Ornek 6.1.2 Cin Dama diizlemde kose noktalar1 A(3,2), B(5,6) ve C(-2,4) olan ABC ii¢geni

verilsin.

Sekil 6.3. Cin Dama Uggeninde Fermat Noktas1

ABC ii¢geninin Cin Damasi metrigine gore Fermat noktasini bulmak i¢in sectigimiz
nokta koselere olan Cin dama uzakliklar1 toplami en az olan nokta bulunur.

Secilen D( 3,3 ) noktas1 i¢in;

IAD| = 1
BD|=3+2(v2— 1) =1+2V2
ICD|=4++2

s=|AD| + |BD| +|CD| =6+ 3v2,
E(3,4) noktasi i¢in;

|AE| =2
IBE|=2+2(2—-1) =22
ICE| =5

s =|AE| + |BE| +|CE| =7 + 2¢/2,
F(3,5) noktasi i¢in;

|AF| =3
BF=2+V2—-1=1+ 2
ICF|=5+V2—1=4++2

s =|AF| + |BF| +|CF| =8 + 2/2,
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Sectigimiz D, E, F noktalarinin tiggenin kdselerine uzakliklari toplam1 bulunur.

7+ 242 - (6 + 3v/2) < 0 oldugundan E noktasinin koselere olan uzakliklari toplami
D noktasinin kdselere olan uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

7 + 24/2 — (8 + 2v/2 )<0 oldugundan E noktasinin kdselere olan uzakliklart toplami
F noktasinin koselere olan uzakliklari toplamindan daha azdir.

Buna gore E noktasinin koselere olan uzakliklari toplami D ve F noktalariin
koselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir. Dolayisiyla ABC iiggeninin Cin Damasi
metrigine gore Fermat noktasinin apsisi 3 tiir
G(2,4) noktasi i¢in;

IAG|=2+V2—-1=1++2
IBG|=3+2(V2—-1)=1+2V2
ICG|=4

s=|AG| + [BG| +|CG|=6 +3V2,
H(4,4) noktast icin;
IAH|=2+V2-1=1+ 2
BH=2+v2— 1= 1+ 2
ICH|=6

s=|AH| + |BH| +|CH|=8 + 22 ,

7+ 22— (6 + 3\/?) < 0 oldugundan E noktasinin kdse noktalarina uzakliklari
toplami, G noktasinin kdse noktalarina uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

7 +2v/2- 8+ 2v2 < 0 oldugundan E noktasmin kése noktalarma uzakliklart toplami,
H noktasinin kose noktalarina uzakliklar: toplamindan daha azdir.

Buna gore E noktasinin kdselere olan uzakliklar1 toplami: G ve H noktalarinin
koselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir. Dolayisiyla ABC ii¢geninin Cin Damasi
metrigine gore Fermat noktasinin ordinati 4 olarak bulunur.

ABC ii¢geninin ¢in damasi metrigine gore Fermat noktasi1 E(3,4) noktasidir.
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Ornek 6.1.3 Cin Dama diizlemde kose noktalar1 A(-3,1), B(0,0) ve C(1,3) olan ABC ii¢geni

verilsin.

-1

Sekil 6.4. Cin Dama Ucgeninde Fermat Noktas1

ABC tliggeninin Cin Damas1 metrigine gére Fermat noktasini bulmak i¢in sectigimiz
nokta koselere olan Cin dama uzakliklar1 toplami en az olan nokta bulunur.
Secilen B(0,0) noktasi i¢in;

IAB|=3+V2—1=2++2
|IBB|=0

ICB|=3+V2—- =2+ 2
s=|AB| +|BB| +|CB| =4 + 22,
D(0,1) noktas: i¢in;

|AD| =3

|IBD|=1
ICD|=2+V2—1=1+ 2
s=|AD|+|BD|+|CD|=5++2,

E(0,2) noktasi i¢in;
IAE|=3+V2—1=2+ 2
|BE|=2
ICE|=1++V2—-1=+/2

s=|AE| + |BE| +|CE| =4 ++2,

Sectigimiz B, D, E noktalarmin tiggenin kdselerine uzakliklar: toplami bulunur.
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5++/2 - (4 + 2v/2) < 0 oldugundan D noktasinin kselere olan uzakliklari toplami B
noktasinin koselere olan uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

5+ /2 — (4 + v/2)<0 oldugundan D noktasinin kdselere olan uzakliklari toplami E
noktasinin koselere olan uzakliklari toplamindan daha azdir.

Buna gore D noktasinin koselere olan uzakliklari toplami1 B ve E noktalarinin
koselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir. Dolayisiyla ABC {i¢geninin Cin Damast
metrigine gore Fermat noktasinin ordinati 1 dir.

F(-1,1) noktast i¢in;

|AF| =2

BF=1+v2— 1= +2
ICFl=2+2(V2— 1) = 2V2

s = |AF| + |BF| + |CF| = 2 + 3V2,
G(1,1) noktast i¢in;

IAG| =4
BG|=1+V2—-1=+2
ICG|=2

s=|AG| + [BG| +|CG|=6 + 2,
5+ 2— (2 + 3\/5) < 0 oldugundan D noktasinin kdse noktalarina uzakliklar
toplami, F noktasinin kdse noktalarina uzakliklari toplamindan daha azdir.

5++/2- (6 ++/2) < 0oldugundan D noktasinin kose noktalarina uzakliklari toplamu,
G noktasiin kdse noktalarina uzakliklar1 toplamindan daha azdir.

Buna gore D noktasinin koselere olan uzakliklar1 toplami F ve G noktalarinin
koselere olan uzakliklar1 toplamindan azdir. Dolayisiyla ABC {iggeninin Cin Damasi
metrigine gore Fermat noktasinin apsisi 0 olarak bulunur.

ABC fi¢geninin Cin Damasi metrigine gore Fermat noktas1 D(0,1) noktas: olarak

bulunur.
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7. SONUC VE ONERILER

Oklidyen ve Oklidyen olmayan Taksi ve Cin Dama diizlemlerinde Fermat noktasi
incelenmistir. Baska metrikler ile donatilmis diizlemlerde de bir liggenin Fermat noktasi
arastirilabilir..

Taksi metrigi kullanilan diizlemdeki bir {iggenin Fermat noktasi {i¢genin
koselerinden gegen yatay ve dikey dogrularin liggenin i¢inde veya lizerinde kesistigi nokta
olarak bulunmustur.

Taksi diizlemde Fermat noktasinin bir uygulamasi olarak verilen giinliik hayattan bir
ornek diger metrikler i¢in de diizenlenebilir.

Cin dama metrigi kullanilan diizlemdeki bir iiggenin Fermat noktasi {iggenin
koselerine Cin dama uzakliklar1 toplami minimum olan nokta bazi 6zel Orneklerde

bulunmustur.
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