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ÖZET 
 
 

Bu çalışmanın amacı 3-boyutlu Minkowski uzayında regle Weingarten 

yüzeylerin paralel yüzeylerini incelemektir.  Çalışmanın ‘Giriş’ bölümünde,           

3-boyutlu Minkowski uzayında regle yüzeyler, paralel yüzeyler ve Weingarten 

yüzeylerin tarihsel gelişimi ile çalışmamızın teorik yapısı açıklanmıştır. 

 

İkinci bölümde, gerek 3- boyutlu Öklid uzayı gerekse 3-boyutlu 

Minkowski uzayında regle yüzeyler, paralel yüzeyler, Weingarten yüzeyler ve regle 

Weingarten yüzeylerle ilgili literatürde mevcut bazı önemli tanımlar ve teoremler 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde 3-boyutlu Minkowski uzayında paralel yüzeylerin Gauss 

ve ortalama eğrilikleri, yüzeyin spacelike ve timelike yüzey oluşuna göre, asıl 

yüzeyin Gauss ve ortalama eğrilikleri cinsinden verilmiştir.  3-boyutlu Minkowski 

uzayında paralel regle yüzeylerin, esas yüzeyin büyüklüklerine bağlı olarak cebirsel 

değişmezleri incelenip, spacelike regle yüzey ile spacelike ve timelike doğrultmanlı 

timelike regle yüzeylere paralel olan regle yüzeylere dair bazı teoremler verilmiştir. 

Son olarak dördüncü bölümde ise, 3-boyutlu Minkowski uzayında paralel 

regle yüzeyin Weingarten yüzey olma şartı verilip, çeşitli özellikleri incelenmiş ve 

bunlarla ilgili teoremler verilmiştir.  Bölümün sonunda, paralel regle Weingarten 

yüzeylere örnekler verilip, belirli parametreler altında maple yazılım programı 

kullanılarak yüzeylerin şekilleri çizdirilmiştir.  

 
 
 
Anahtar Kelimeler: Paralel yüzey, eğrilikler, Weingarten yüzey, regle Weingarten 
yüzey. 



 vi
 

SUMMARY 
 

 

The aim of this study is to study paralel surfaces of ruled Weingarten 

surfaces in 3-dimensional Minkowski space.  In the introduction of the study, the 

historical development of ruled surfaces, parallel surfaces and Weingarten surfaces 

in 3-dimensional Minkowski space has been explained together with theoretical 

structure of the study. 

 

In the second chapter, some important definitions and theorems about the  

ruled surfaces, parallel surfaces, Weingarten surfaces and ruled Weingarten 

surfaces have been given in terms of both 3-dimensional Euclid and Minkowski 

space. 

 

 In the third chapter, Gaussian and mean curvatures of parallel surfaces 

have been locally computed in terms of original surface’s Gauss and mean 

curvatures.  These computations have become different according to spacelike and 

timelike surface.  Algebraic invariants of parallel ruled surfaces have been studied 

depending upon magnitudes of original surface. Some theorems of parallel 

surfaces- are ruled ones-to spacelike ruled surfaces and timelike ruled surfaces with 

spacelike generator and timelike generator have been given. 

 

In the fourth chapter as a conclusion, conditions which make parallel 

surfaces of ruled surfaces Weingarten surfaces have been studied and some 

theorems related to these surfaces have been given in 3-dimensional Minkowski 

space.  At the end of the chapter, examples for  parallel ruled Weingarten surfaces 

have been given and graphs of those surfaces have been plotted by using Maple 

software under specific values. 

 
Key Words: Parallel surface, curvatures, Weingarten surface, ruled Weingarten 
surface.  
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Sr Paralel yüzeye ait şekil operatörü
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

1854 y¬l¬n¬n 10 Haziran günü Göttingen Üniversitesinde, "Über die hypthe-

sen, welche der geometrie zu grunde liegen" başl¬kl¬ aç¬l¬̧s konuşmas¬n¬ ya-

pan Georg Friederich Bernhard Riemann�¬n diferensiyel geometriye yapt¬¼g¬

katk¬, Gauss�un Theorema Egregium�da ilerisi için öne sürdü¼gü plan¬ gerçek-

leştirmek ve Öklid uzay¬nda konumland¬r¬lamayan nesnelere yönelik diferen-

siyel geometriyi geli̧stirmekti. Riemann, tanjant vektör uzunluklar¬n¬n be-

lirlenmesinde tek tip bir yöntem ortaya koymay¬ amaçlam¬̧st¬. O, her bir

tanjant uzay¬ndaki f uzunluk fonksiyonunun sürekli ve ayr¬ca pozitif homojen

oldu¼gunu düşünmüştü. Riemann en iyi ihtimalle, ikinci mertebeden k¬smi

türevlerin matrisinin, pozitif de�nit oldu¼gunu varsaym¬̧st¬. Günümüzde bu

matrisin pozitif yar¬-de�nit oldu¼gu bilinmektedir. Bir M manifoldu üze-

rindeki Riemann metri¼gi, her bir tanjant uzay¬ belirleyen pozitif yar¬-de�nit

bir iç çarp¬md¬r. Riemann metri¼gi ile inşa edilen geometriye, Riemann geo-

metrisi denir. E¼ger diferensiyellenebilir bir manifold üzerinde Riemann metri¼gi

inde�nitse, yar¬-Riemann manifoldu elde edilir. ·Inde�nit metrik ile inşa edilen

geometriye, yar¬-Riemann geometri denir.

E
n
1 Minkowski uzay¬ yani indeksi 1 olan g metrik tensörüyle donat¬lan, R

n

manifoldu, çok önemli bir yar¬-Riemann manifolddur. E¼ger n = 4 al¬n¬rsa,

görelilik kuram¬na dayal¬ uzay-zaman¬n en basit örne¼gi elde edilir. Minkowski

uzay-zaman geometrisi, özel görelili¼gin incelenmesinde önemli bir rol oyna-

maktad¬r. Klasik Newton �zi¼gindeki s¬k¬nt¬lar¬, Lorentz, Poincare ve Einstein

incelediler. Einstein�a ait matematiksel yap¬lar, uzay-zaman koordinatlar¬n¬

de¼gi̧stirmede, yeni bir metoddu. 1908 y¬l¬nda, Herrman Minkowski�nin E3
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uzay¬ ile E zaman¬n¬, tek bir E41 uzay-zamanda birleştirmesiyle, tüm de¼gi̧sim-

ler kendili¼ginden ortaya ç¬km¬̧st¬. Minkowski bunu şu cümlelerle ifade etmi̧stir:

"Bundan böyle uzay ve zaman boyutlar¬n¬n ayr¬ düşünülmesi her iki uzay¬n an-

lam¬n¬ kaybetmesi demektir. Gerçek iki uzay¬n birlikte düşünülmesi ile ortaya

ç¬kar."

E
3
1 de regle yüzey '(u; v) = �(u)+vX(u) parametrizasyonuyla ifade edilir.

�(u) regüler bir e¼grinin ba¼glant¬l¬ parças¬, X(u) ise bu e¼gri boyunca hiçbir

yerde yok olmayan bir vektör alan¬d¬r. Regle yüzeyler, aç¬labilir ve aç¬la-

bilir olmayan şeklinde ikiye ayr¬l¬rlar. Aç¬labilir regle yüzey, ana do¼grular¬

boyunca te¼get düzlemleri ayn¬ olan regle yüzeydir. Diferensiyel geometrideki

klasik bir sonuç, aç¬labilir regle yüzeylerin aç¬k ve yo¼gun altkümelerinin ele-

manlar¬n¬ silindir, koni ve tanjant yüzeyleri olarak ifade eder. Bu durum,

hem Öklid hem de Minkowski uzaylar¬ için geçerlidir. Do¼gal olarak dejenere

tanjant düzlemleri bunun d¬̧s¬ndad¬r. Genel olarak Minkowski uzay¬ndaki bir

yüzey için 1. temel formun non-dejenere olmas¬ gerekir. E¼ger 1. temel form,

pozitif tan¬ml¬ ise, spacelike yüzey elde edilir, e¼ger 1. temel form inde�nit

ise timelike yüzey elde edilir. K Gauss e¼grili¼gi ile H ortalama e¼griliklerinden

birinin ya da her ikisinin sabit oldu¼gu e¼grilik durumlar¬na uyan yüzeyler, farkl¬

çal¬̧smalarda incelenmi̧stir (Delaunay, 1841; Hano and Nomizu, 1984; Nitshe,

1989; Lopez, 1999a; Lopez, 1999b; Lopez, 2000; Lopez, 2001; Lopez, 2003).

Van de Woestyne, Kobayashi, Kim ve Yang gibi matematikçiler Minkowski u-

zay¬ndaki minimal ya da maximal yüzeyleri incelemi̧slerdir (Van de Woestyne,

1990; Kobayashi, 1983; Kim and Yang, 2006). Öklid geometrisindeki klasik

sonuçlar¬n ço¼gunun, Minkowski uzay¬nda bir kaŗs¬l¬¼g¬ vard¬r. Dillen ve Küh-

nel, Minkowski uzay¬nda, Öklid uzay¬ndan daha fazla minimal yüzey oldu¼gu

gerçe¼gine ba¼gl¬ olarak, regle Weingarten yüzeyleri incelemi̧slerdir (Dillen and

Kühnel, 1999).

Weingarten yüzeylerin incelenmesine ilk olarak Almanya�da dünyaya ge-

len Julius Weingarten taraf¬ndan başlanm¬̧st¬r. Weingarten, fakir bir aileden
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geliyordu. Doktoras¬n¬ tamamlamak için �nansal deste¼ge sahip de¼gildi. Bun-

dan ötürü bir yandan tezini haz¬rlarken öte yandan Berlin�deki çeşitli okullarda

ö¼gretmenlik yap¬yordu. ·Ilginçtir ki Weingarten, bu olumsuz şartlara ra¼gmen

yüzeyler teorisi üzerine olan çal¬̧smas¬nda ciddi sonuçlar elde etmi̧sti. 1857

y¬l¬nda doktora tezinin bir bölümü olan bir yüzeyin e¼grilik çizgileri husundaki

çal¬̧smalar¬ndan ötürü ödül ald¬. 1873�den 1903�e kadar Berlin-Charlottenburg

Technische Hochshule�de profesördü. ·Ilk çal¬̧smalar¬ olan "Über eine klasse

auf einander abwickelbarer �ächen" ve "Über eine �ächen, derer normalen

eine gegebene �äche-berühren" ile W-yüzeyler diye geçen teorisini geli̧stir-

mi̧stir (Weingarten, 1861; Weingarten, 1863). Bu teori, asli e¼grilik yar¬çaplar¬

aras¬nda bir ba¼g¬nt¬n¬n olmas¬na dayan¬yordu. Weingarten�in çal¬̧smalar¬ndan

önce yaln¬zca aç¬labilir yüzeyler biliniyordu. 3 boyutlu Öklid ve Minkowski

uzaylar¬nda bir yüzeyin Weingarten yüzey ya da W-yüzey olmas¬, bu yüzeye

ait olan asli e¼griliklerin ya da yüzeye ait K Gauss ve H ortalama e¼griliklerinin

birbirine lineer ba¼g¬ml¬ olmas¬ demektir. Di¼ger bir deyi̧sle �(k1; k2) = 0 ya

da �(K;H) = 0 şeklindeki fonksiyonel ba¼g¬nt¬n¬n bu yüzey üzerinde özdeş

olarak sa¼glanmas¬ gerekir. Bu ba¼g¬nt¬yla özdeş olarak K ile H e¼griliklerinin

yüzeyin de¼gi̧skenleri cinsinden k¬smi türevleri aras¬ndaki KuHv � KvHu = 0

ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glamas¬ da ayn¬ anlama gelmektedir. Lokal olarak, Weingarten

yüzeyler aşa¼g¬daki beş ana s¬n¬fa ayr¬l¬rlar:

1. Dönel yüzeyler,

2. Asli e¼griliklerinden biri sabit olan bir e¼grinin kanal yüzeyleri,

3. Helikoidsel yüzeyler,

4. Sabit Gauss e¼grilikli yüzeyler,

5. Sabit ortalama e¼grilikli yüzeyler (Kühnel and Steller, 2005).

Altmanifoldlara dair çal¬̧smalarda, farkl¬ e¼grilik durumlar¬n¬ incelemek yay-

g¬nd¬r. Matematikçiler aras¬nda, böylesi bir şart¬ sa¼glayan bütün altmanifold-

lar¬ belirleme iste¼gi söz konusudur. Öklidyen yahut yar¬ Öklidyen uzayda

hiperyüzeyleri incelemek için kullan¬lan ilginç bir e¼grilik özelli¼gi de; asli e¼gri-
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likler aras¬ndaki çözümü hiç de kolay olmayan fonksiyonel bir ba¼g¬nt¬n¬n söz

konusu olmas¬d¬r. Bu sonuca uyan hiperyüzeyler, Weingarten hiperyüzeyler

olarak adland¬r¬l¬r. Bu ba¼g¬nt¬, Öklid ve Minkowski uzaylar¬ndaki yüzeylere

uyguland¬¼g¬nda, Weingarten yüzeyler elde edilmi̧s olur. Di¼ger bir deyi̧sle,

Weingarten yüzeyler, Gauss e¼grili¼gi ile ortalama e¼grilik aras¬ndaki fonksiyonel

ba¼g¬nt¬n¬n varl¬¼g¬ ile tan¬mlan¬r.

Weingarten�in başlatt¬¼g¬ W-yüzeylerin incelenmesine, s¬ras¬yla, (Beltrami,

1865), (Darboux, 1894), (Dini, 1865) ve (Lie, 1880) çal¬̧smalar¬yla katk¬da bu-

lunulmuştur. Örne¼gin; Beltrami ve Dini, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda, aç¬labilir

olmayan yegane regle Weingarten yüzeyin, helikoidsel regle yüzey oldu¼gunu

ispatlam¬̧slard¬r (Beltrami, 1865; Dini, 1865). Bu sonuç, Öklid uzay¬nda K

Gauss e¼grili¼gi ile H ortalama e¼grili¼gi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ çerçevesinde, Wein-

garten yüzeyleri net bir şekilde s¬n¬�and¬rm¬̧st¬r. Tarihsel süreç içerisinde,

Chern, özel Weingarten yüzey nosyonunu tan¬tm¬̧st¬r (Chern, 1945). Hopf,

(Chern, 1945) çal¬̧smas¬nda verilen özel Weingarten yüzeyin belli şartlar al-

t¬nda küreye özdeş olmas¬yla ilgili teoremi ifade ve ispat etmi̧stir (Hopf, 1951).

Chern, (Hopf, 1951) çal¬̧smas¬ndaki teoremin daha basit bir ispat¬n¬ vermi̧stir

(Chern, 1955). Hartmann ve Winter, (Hopf, 1951) çal¬̧smas¬nda verilen teo-

remden analitik olma varsay¬m¬n¬ kald¬rarak teoremi yeniden ifade ve ispat

etmi̧slerdir (Hartmann and Winter, 1954). Milnor, soyut Weingarten yüzey-

leri incelemi̧stir (Milnor, 1980). Kühnel, 3-boyutlu Öklid uzay¬ndaWeingarten

yüzey olma şart¬na ba¼gl¬ olarak regle yüzeyin belirlenmesinde kullan¬lanQ; J; F

büyüklüklerinin sabit olmas¬ şeklindeki Weingarten yüzeyi olma şart¬n¬ ve KII

ikinci Gauss e¼grili¼gi ile H ortalama e¼grili ¼gi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ vererek Wein-

garten yüzeylerin s¬n¬�and¬rmas¬n¬ bir ad¬m öteye taş¬m¬̧st¬r (Kühnel, 1994).

Brunt, ilk olarak Weingarten yüzeylerin tasar¬m¬n¬ incelemi̧stir (Brunt, 1994).

Sonras¬nda, Grant ile birlikte (Grant and van Brunt, 1996) çal¬̧smalar¬nda,

Weingarten yüzeylerin potansiyel bilgisayar destekli gra�k tasar¬m¬na dair

uygulamalar¬n¬ incelemi̧slerdir. Koch, tamamen farkl¬ bir yöntemle, en az
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C2 s¬n¬f¬ndan olmak kayd¬yla Weingarten yüzey olma şart¬n¬ sa¼glayan bütün

regle yüzeyleri belirlemeye çal¬̧sm¬̧st¬r (Koch, 1993). Stamou, 3-boyutlu Öklid

uzay¬nda Weingarten yüzeylerin s¬n¬�and¬rmas¬n¬ yapm¬̧st¬r (Stamou, 1999).

Dillen ve Kühnel, 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda regle Weingarten yüzeyleri

incelemi̧slerdir (Dillen and Kühnel, 1999). Bu çal¬̧sman¬n sonucu olarak,

Minkowski 3-uzay¬nda null do¼grultmanl¬lar d¬̧s¬ndaki herhangi bir aç¬labilir ol-

mayan regle Weingarten yüzeyin, bir helikoidsel regle yüzey parças¬ oldu¼gunu

ve bunun yan¬s¬ra, null do¼grultmanl¬ bütün regle yüzeylerin, Weingarten yüzeyi

oldu¼gunu göstermi̧slerdir (Dillen and Kühnel, 1999). Sodsiri, doktora tezinde

ve daha sonra tezinden ç¬kartt¬¼g¬ makalelerinde, Minkowski 3-uzay¬nda regle

Weingarten yüzeylerin ve regle lineer Weingarten yüzeylerin, K; H; KII ; HII

e¼grilikleri kullan¬larak s¬n¬�and¬rmas¬n¬ yapm¬̧st¬r (Sodsiri, 2005; Dillen and

Sodsiri, 2005a; Dillen and Sodsiri, 2005b). Yoon, 3-boyutlu Minkowski uza-

y¬nda Weingarten tip polinom öteleme yüzeylerini incelemi̧stir (Yoon, 2010).

Kim ve Yoon,

3-boyutlu Öklid uzay¬nda kuvadrik Weingarten yüzeyleri incelemi̧slerdir (Kim

and Yoon, 2010). Kalkan, doktora tezinde 3-boyutlu Öklid ve Minkowski uzay-

lar¬nda, lineer Weingarten yüzeyleri ve bunlar¬n özel halleri olan cylic yüzey-

lerini incelemi̧stir (Kalkan, 2010). Goemann, doktora tezinde, 3-boyutlu Öklid

ve Minkowski uzaylar¬nda Weingarten öteleme yüzeylerinin s¬n¬�and¬rmas¬n¬

yapm¬̧st¬r (Goeman, 2010).

Yüzeyler teorisinde; regle yüzeyler, minimal yüzeyler, sabit e¼grilikli yüzeyler

gibi matematikçilerin ilgilendi¼gi özel yüzeyler vard¬r. Bunlar içerisinde, paralel

yüzeyler birçok incelemeye konu olmuş özel yüzeylerdendir. 1883 y¬l¬nda Craig

elipsoidin paralel yüzeyini araşt¬rm¬̧st¬r (Craig, 1883). 1909 y¬l¬nda Eisen-

hart, paralel yüzeyleri de içeren A Treatise on the Di¤erential Geometry of

Curves and Surfaces isimli kitab¬n¬ yay¬nlam¬̧st¬r. Nizamo¼glu, paralel regle

yüzeyleri birim dual küre üzerindeki bir parametreye ba¼gl¬ dual e¼griler olarak

düşünmüştür (Nizamo¼glu, 1986). Park ve Kim taraf¬ndan 3-boyutlu Öklid
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uzay¬nda aç¬labilir olmayan bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin regle yüzey ol-

mad¬¼g¬, ancak aç¬labilir bir regle yüzeyin paralel yüzeyinin aç¬labilir bir regle

yüzey oldu¼gu ifade edilmi̧stir (Park and Kim, 1998). Minkowski uzay¬nda ise

Çöken ve arkadaşlar¬, iki paralel regle yüzeyin geometrik invaryantlar¬ aras¬n-

daki ba¼g¬nt¬lar¬ elde etmi̧slerdir (Çöken et al., 2008).

Bu çal¬̧smada, E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda paralel yüzeylerin space-

like ve timelike yüzey olmas¬na ba¼gl¬ olarak baz¬ teoremler verilmi̧stir. Minkows-

ki 3-uzay¬nda regle yüzeye paralel olan yüzey ifade edilmi̧s ard¬ndan bu paralel

yüzeyin, regle yüzey olma şart¬ verilmi̧stir. Regle yüzey olma özelli¼gini sa¼glayan

paralel yüzey, paralel regle yüzey olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. Spacelike ve time-

like paralel regle yüzey olmas¬na göre baz¬ teoremler ifade edilmi̧stir. Son

olarak, regle yüzeye paralel yüzeyin, Weingarten olma şart¬ incelenmi̧s ve bu

yüzeylerle ilgili baz¬ teoremler verilmi̧stir. Burada belirtilmesi gereken şöyle

bir husus var: lightlike yüzeyler için özelde ise lightlike regle yüzeyler için or-

talama e¼grilik tan¬ml¬ bir kavram de¼gildir (Kühnel, 2005). Bu nedenle, bu

yüzeyler çal¬̧smam¬zda incelenmemi̧stir.



7

BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Öklid Uzay¬

Bu k¬s¬mda, çal¬̧smada s¬kca kullan¬lan temel kavramlara yer verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.1: Boş olmayan bir A cümlesi ve birK cismi üstünde bir vektör

uzay¬ V olsun. Aşa¼g¬daki önermeleri do¼grulayan bir

f : A� A �! V

fonksiyonu varsa A ya V ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir:

(1) 8P;Q;R 2 A için f(P;Q) + f(Q;R) = f(P;R)
(2) 8P 2 A ve 8� 2 V için f(P;Q) = � olacak biçimde bir tek Q 2 A

noktas¬ vard¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.2: R3 3-boyutlu standart reel vektör uzay¬ ile birleştirilmi̧s R3

a�n uzay¬n¬ ele alal¬m. x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) iki vektör olsun. R3

vektör uzay¬nda Öklid iç çarp¬m¬

hx; yi =
3X

i=1

xiyi

biçiminde tan¬mlan¬rsa böylece R3 a�n uzay¬ 3-boyutlu Öklid uzay¬ olur ve E3

ile gösterilir.

Bir reel a�n uzayda tan¬mlanabilen bütün kavramlar, bir Öklid uzay¬nda

anlam kazan¬rlar. Bununla beraber reel a�n uzaylar ile Öklid uzaylar¬ fark-

l¬d¬rlar. Çünkü, bir V reel vektör uzay¬ ile birleşenA a�n uzaydaki metrik özel-

likler V de seçilecek olan iç çarp¬mdan do¼garlar; bu nedenle Öklid uzay¬ndaki

özelliklerle di¼ger a�n uzaylardakiler farkl¬ olurlar (Hac¬saliho¼glu, 2000).



8

Tan¬m 2.1.3: x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) 2 E3 olmak üzere

d : E
3 � E3 �! R

(x; y) �! d(x; y) =

s
3P
i=1

(yi � xi)2

olarak tan¬mlanan d fonksiyonuna Öklid uzay¬nda uzakl¬k fonksiyonu ve d(x; y)

reel say¬s¬na da x; y 2 E3 noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬k denir (Hac¬saliho¼glu,
2000).

Tan¬m 2.1.4:

d : E
3 � E3 �! R

(x; y) �! d(x; y) = k�!xyk

biçiminde tan¬mlanan d fonksiyonuna E3 de Öklid metri¼gi denir (Hac¬saliho¼glu,

2000).

Tan¬m 2.1.5: 8x; y; z 2 E3 için dxyz aç¬s¬n¬n ölçüsü

cos � =
h�!yx;�!yzi
k�!yxk k�!yzk

den hesaplanan � reel say¬s¬d¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.6: E3 de s¬ral¬ bir fP0; P1; P2; P3g nokta dörtlüsüne, R3 de
kaŗs¬l¬k gelen f��!P0P1;

��!
P0P2;

��!
P0P3g vektör üçlüsü, R3 için bir ortonormal baz ise

fP0; P1; P2; P3g sistemine E3 ün bir dik çat¬s¬ veya Öklid çat¬s¬ denir (Hac¬sa-
liho¼glu, 2000).

Sonuç 2.1.7: E
3 de E0 = (0; 0; 0); E1 = (1; 0; 0); E2 = (0; 1; 0) ve

E3 = (0; 0; 1) noktalar¬ bir dik çat¬ oluştururlar.
D���!
E0Ei;

���!
E0Ej

E
= �ij ol-

du¼gundan, R3 vektör uzay¬ için f���!E0E1;
���!
E0E2;

���!
E0E3g sistemi bir ortonormal

bazd¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.1.8: E3 deki fE0; E1; E2; E3g çat¬s¬na standart Öklid çat¬s¬ denir
(Hac¬saliho¼glu, 2000).
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2.2 Riemann Manifoldu ve Hiperyüzey

Bu k¬s¬mda, manifold üzerinde koneksiyon ve baz¬ dönüşümler ifade edilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1: M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler

do¼gru ise M bir n�boyutlu topolojik manifold veya n�manifolddur denir:
(1) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.

(2) M n�boyutlu lokal Öklidyendir.
(3) M aç¬k cümlelerin say¬labilir bir taban¬na sahiptir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2.2: M bir n�boyutlu topolojik manifold olsun. M üzerinde

Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabilirse M ye Ck s¬n¬f¬ndan

diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).

Tan¬m 2.2.3: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. P 2M üzerinde

bir vektör alan¬ diye

X : M ! [
P2M

TM(P )

birebir ve örten olarak tan¬mlanan X fonksiyonuna denir ve M üzerindeki

vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.4: M bir C1 manifold olsun. M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n

uzay¬ �(M) ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n halkas¬ C1 (M;R) olmak üzere

h ; i : �(M)� �(M)! C1 (M;R)

şeklinde bir iç çarp¬m tan¬ml¬ ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Bu-

rada, h; i i̧slemine M üzerinde iç çarp¬m, metrik tensör, Riemann metri¼gi veya

diferensiyellenebilir metrik denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.5: M bir C1 manifold olsun. M üzerinde vektör alanlar¬n¬n

uzay¬ �(M) olmak üzere

D : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) ! D(X; Y ) = DXY
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fonksiyonu için 8X;Y; Z 2 �(M) ve 8f; g 2 C1 (M;R) olmak üzere

i) DfX+gYZ = fDXZ + gDYZ;

ii) DX(fY ) = fDXY + (Xf)Y;

özellikleri sa¼glan¬yorsa D ye M manifoldu üstünde bir a�n koneksiyon ve DX

e de X e göre kovaryant türev operatörü denir (O�Neill, 1966; Hac¬saliho¼glu

ve Ekmekçi, 2003).

Tan¬m 2.2.6: M yar¬-Riemann manifoldu olsun. M üstünde bir D a�n

koneksiyonu

(1) D, C1 s¬n¬f¬ndand¬r.

(2) M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y; Z 2 �(M) için

DXY �DYX = [X; Y ]

dir.

(3) M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y; Z 2 �(M) ve 8P 2 A
için

Xp hY; Zi = hDXY; ZijP + hY;DXZijP

özelliklerini sa¼glan¬yorsa, D koneksiyonuna, M üstünde bir Riemann konek-

siyonu ve DX e de X e göre Riemann anlam¬nda kovaryant türev operatörü

denir (O�Neill, 1966; Do Carmo, 1992).

Tan¬m 2.2.7: X ve Y topolojik uzaylar olmak üzere, F : X ! Y fonk-

siyonu verilsin. Y uzay¬n¬n her aç¬k alt kümesinin F fonksiyonundaki ters

görüntüsü, X uzay¬n¬n aç¬k bir alt kümesi ise, F fonksiyonu süreklidir denir.

F : X ! Y fonksiyonu birebir, örten ve sürekli bir fonksiyon olmak üzere,

F�1 : Y ! X fonksiyonu da sürekli ise, F fonksiyonu X uzay¬ndan Y uzay¬na

bir homeomor�zmdir, denir (Sabuncuo¼glu, 2004).

C2 yüzeyi, bu F dönüşümünün C2 s¬n¬f¬ndan bir di¤eomor�zm olmas¬d¬r.

E¼ger bu F analitik, holomor�k ya da bir seri fonksiyonu ise, bu durumda da

yüzey analitik olarak isimlendirilir (Warner, 1983).
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Tan¬m 2.2.8: En, n�boyutlu Öklid uzay¬nda (n�1)�boyutlu bir hiperyü-
zey diye En deki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyle ki bu M cümlesi

M = fx 2 U � Enj f : U
dif:bilir�! R ; U aç¬k, c = sbtg

x �! f(x) = c

olmak üzere, rf jP 6= 0; her P 2 M biçiminde tan¬mlan¬r. Her X 2 �(M)
için

S(X) = DXN

şeklinde tan¬ml¬ S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü veya M nin Wein-

garten dönüşümü denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.9: En n�boyutlu Öklid uzay¬n¬n bir M hiperyüzeyi üzerinde,

q�yuncu temel form diye, 1 � q � n olmak üzere

Iq : �(M)� �(M) ! C1 (M;R)

(X;Y ) ! Iq(X;Y ) =< Sq�1 (X) ; Y >

şeklinde tan¬ml¬ Iq fonksiyonuna denir (Hac¬saliho¼glu, 1994).

Tan¬m 2.2.10: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.

P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

K : M ! R

P ! K(P ) = detS(P )

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve K(P )

de¼gerine de M nin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.11: En n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir hiperyüzey M olsun.

P 2M noktas¬ndaki şekil operatörü S(P ) olmak üzere

H : M ! R

P ! H(P ) = iz (S(P ))

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve H(P )

de¼gerine deM nin P noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).
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Tan¬m 2.2.12: En de bir hiperyüzeyM veM üzerinde bir e¼gri � olsun. �

n¬n te¼get vektör alan¬ T veM nin şekil operatörü S olsun. E¼ger T vektör alan¬

� e¼grisi boyunca S nin karakteristik vektörlerine kaŗs¬l¬k geliyorsa � e¼grisine

M üzerinde bir e¼grilik çizgisidir denir. (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Bu tan¬ma göre M üzerindeki e¼grilik çizgilerinin diferensiyel denklemi,

� 6= 0 bir skalar olmak üzere, S(T ) = �T dir. Ayr¬ca S(T ) = �T ile
���������

�dv2 dudv du2

E F G

e f g

���������
= 0

ayn¬ anlamdad¬r (Hac¬saliho¼glu, 2000; O�Neill, 1966).

Teorem 2.2.13: Parametre e¼grilerinin e¼grilik çizgisi olmas¬n¬n gerek ve

yeter şart¬ F = f = 0 olmas¬d¬r (Shifrin, 2010; Vaisman, 1984).

Teorem 2.2.14: ' : U �! R
3 yüzeyine ait u0 ve v0 al¬nd¬¼g¬nda elde

edilen '(u0; v) ve '(u; v0) e¼grileri, asli e¼gri ise, '(u; v) yüzeyine asli yüzey

denir (Gray, 1993).

Yard¬mc¬ teorem 2.2.15: ' : U �! R
3 yüzeyinin asli yüzey olmas¬n¬n

gerek ve yeter şart¬ F = f = 0 olmas¬d¬r (Gray, 1993; Pressley, 2010).

2.3 Yar¬-Riemann Manifoldlar¬

Bu k¬s¬mda yar¬-Riemann manifodlar¬na dair temel tan¬mlar ve teoremler ve-

rilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.1: M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde

simetrik, nondejenere ve sabit indeksli (0; 2)-tipinden g tensör alan¬na bir

metrik tensör denir (O�Neill, 1983; Beem, et al., 1996).

Başka bir deyi̧sle g, M manifoldunun her P noktas¬na TPM tanjant uzay¬

üzerinde bir gP skalar çarp¬m kaŗs¬l¬k getirir ve g skalar çarp¬m¬n indeksi her

P 2M için ayn¬d¬r.



13

Tan¬m 2.3.2: Rn; n-boyutlu standart reel vektör uzay¬ üzerinde her

P 2 Rn ve vP ; wP 2 TPRn olmak üzere

hvP ; wP i =
n��X

i=1

viwi �
nX

i=n��+1

viwi

eşitli¼giyle verilen �-indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya yar¬-

Öklidyen uzay denir ve Rn� ile gösterilir. Burada 1 � i � n olmak üzere,

s¬ras¬yla, vi ve wi ler vP ve wP tanjant vektörlerin bileşenidir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.3: Rn� yar¬-Öklidyen uzay¬nda � = 1 ve n � 2 ise Rn1 yar¬-

Öklidyen uzay¬na Minkowski n-uzay denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.4: M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M üzerinde

sabit indeksli bir metrik tensör olmak üzere (M; g) ikilisine bir yar¬-Riemann

manifoldu denir (O�Neill, 1983; Beem, et al., 1996).

Bundan sonraki kullan¬mlarda (M; g) yar¬-Riemann manifoldunu, k¬saca

M ile gösterece¼giz.

Tan¬m 2.3.5: M bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine

M yar¬-Riemann manifoldunun indeksi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.6: M bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. boyM � 2 ve M nin

indeksi 1 ise M ye bir Lorentz manifoldu denir.

Bu tan¬ma göre bir M Lorentz manifoldu için

gP (vP ; wP ) =
n�1X

i=1

viwi � vnwn, P 2M , vP;wP 2 TPM

dir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.7: M bir Lorentz manifoldu ve � : I � R!M bir e¼gri olsun.

� e¼grisinin te¼get vektör alan¬ T olmak üzere,

i) g(T; T ) > 0 ise � e¼grisine spacelike e¼gri,

ii) g(T; T ) < 0 ise � e¼grisine timelike e¼gri,

iii) g(T; T ) = 0 ve T 6= 0 ise � e¼grisine null e¼gri denir (O�Neill, 1983).
E¼grinin özel bir hali olan do¼gru gözönüne al¬n¬rs. Do¼grunun do¼grultman

vektörü spacelike ise do¼gru spacelike do¼gru, do¼grultman vektörü timelike ise
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do¼gru timelike do¼gru, do¼grultman vektörü null ise do¼gru null do¼gru olarak

adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.3.8: M bir yar¬-Riemann manifoldu ve M , M nin bir alt mani-

foldu olsun. j :M !M inclusion dönüşümü olmak üzere her P 2 M için

(j�(g))(P ) = g(j(P ))

şeklinde tan¬ml¬ j�(g) dönüşümü M üzerinde bir metrik tensör ise M ye M

nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu denir.

Bundan sonraki gösterimlerdeM üzerindeki metrik tensör ileM üzerindeki

metrik tensör g ile gösterilecektir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.9: M , M nin bir yar¬ Riemann altmanifoldu ve M üzerindeki

Levi-Civita koneksiyonu D olsun.

D : �(M)� �(M)! �(M)

indirgenmi̧s fonksiyonuM yar¬-Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmi̧s konek-

siyon denir. Burada �( M ) ile M nin her bir P noktas¬na TPM de bir tan-

jant vektör kaŗs¬l¬k getiren vektör alanlar¬n¬n =(M) modülü gösterilmektedir
(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.10: M , M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu ve M üzerinde

Levi-Civita koneksiyonu D olsun. Her V; W 2 �(M) için

DVW = tanDVW

şeklinde tan¬ml¬ D fonksiyonu M üzerinde bir Levi-Civita koneksiyonudur

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.11: M , M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu olsun.

II : �(M)� �(M) ! �(M)?

(V;W ) ! II(V;W ) = norDVW

şeklinde tan¬ml¬ =(M)-bilineer ve simetrik fonksiyonuna M nin şekil tensörü

(veya ikinci temel form tensörü) denir (O�Neill, 1983).
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Tan¬m 2.3.12: n-boyutlu birM yar¬-Riemannmanifoldunun (n-1)-boyutlu

bir M yar¬-Riemann altmanifolduna M nin yar¬-Riemann hiperyüzeyi denir

(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.13: M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi M ve M nin birim

normal vektör alan¬ N olsun. Her V; W 2 �(M) için

g(S(V );W ) = g(II(V;W ); N)

şeklindeki (1,1)-tipinden tensör alan¬ S ye M nin N den elde edilen şekil ope-

ratörü denir. Di¼ger bir ifadeyle, S şekil operatörü M nin her P noktas¬nda

S : TP (M)! TP (M)

bir lineer operatördür (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.14: M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi M ve S, M nin

normali olan N den elde edilen şekil operatörü olsun. Bu durumda V 2 �(M)
için

S(V ) = �DVN

dir ve ayr¬ca S şekil operatörü self-adjointdir.

M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyiM olsun. M nin N normalinden elde

edilen şekil operatörü S olmak üzere, her V; W 2 �(M) için

II(V;W ) = "g(S(V );W )N

ve burada " = g(N;N) dir. Yar¬-Riemann hiperyüzeyleri için Gauss denklemi;

her V; W 2 �(M) olmak üzere

DVW = DVW + "g(S(V );W )N

şeklinde verilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.15: M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi M olsun. M nin

normali olan N den elde edilen şekil operatörü S ve � : I !M e¼grisinin

te¼get vektör alan¬ T olmak üzere

g(S(T ); T ) = 0
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ise � e¼grisine asimptotik çizgi (e¼gri) denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.16: M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi M olsun. M üze-

rindeki koneksiyon D ve � : I ! M e¼grisinin te¼get vektör alan¬ T olmak

üzere

DTT = 0

ise � e¼grisine M üzerinde bir jeodezik e¼gri denir (O�Neill, 1983).

2.3.1 Lorentz uzay¬

Bu k¬s¬mda Lorentz uzay¬na dair temel tan¬mlar ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.17: V bir vektör uzay¬ olsun. V üzerinde tan¬ml¬

g : V � V �! R

dönüşümü bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V üzerinde bir skalar

çarp¬m, bu durumda V vektör uzay¬na da bir skalar çarp¬m uzay¬ denir Ayr¬ca,

i) 8 v 2 V ve v 6= 0 için g (v; v) > 0 ise, g simetrik bilineer formuna pozitif
tan¬ml¬,

ii) 8 v 2 V ve v 6= 0 için g (v; v) < 0 ise, g simetrik bilineer formuna negatif
tan¬ml¬,

iii) 8 v 2 V ve v 6= 0 için g (v; v) � 0 ise bu durumda g simetrik bilineer
formuna yar¬-pozitif tan¬ml¬,

iv) 8 v 2 V ve v 6= 0 için g (v; v) � 0 ise bu durumda g simetrik bilineer
formuna yar¬-negatif tan¬ml¬d¬r denir.

Bundan başka,

a) g nin nondejenere olmas¬ için gerek ve yeter koşul g (v; w) = 0 ve 8 w
2 V için v = 0 olmas¬d¬r.
b) g nin dejenere olmas¬ için gerek ve yeter koşul g (v; w) = 0 ve

8 w 2 V için v 6= 0 olmas¬d¬r (O�Neill, 1983; Duggal and Bejancu, 1996).
Tan¬m 2.3.18: V bir skalar çarp¬m uzay¬, W alt cümlesi de üzerindeki

skalar çarp¬m negatif tan¬ml¬ olacak şekilde V nin en büyük boyutlu altuzay¬
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olsun. Bu durumdaW nin boyutuna g skalar çarp¬m¬n indeksi denir. g skalar

çarp¬m¬n indeksi � ise 0 � � � boyV dir. Ayr¬ca V skalar çarp¬m uzay¬n¬n

indeksi, g skalar çarp¬m¬n indeksi olarak tan¬mlan¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.19: V bir Lorentz uzay¬ olsun. v 2 V için
i) g (v; v) > 0 veya v = 0 ise v ye spacelike vektör,

ii) g (v; v) < 0 ise v ye timelike vektör,

iii) g (v; v) = 0 ve v 6= 0 ise v ye null (lightlike) vektör
ve kvk = jg (v; v)j 1=2 reel say¬s¬na v vektörünün normu denir. V Lorentz

uzay¬nda tüm timelike vektörlerin cümlesi � olsun.

Şekil 2.1

u 2 � için
C(u) = fv 2 � j g (v; u) < 0g

kümesine u vektörünü kapsayan V Lorentz uzay¬n¬n time-konisi denir. Minkowski

uzay¬nda vektörlerin kausal karakterinin gra�¼gidir Şekil 2.1 ile verilmi̧stir (O�Neill,

1983; Duggal and Bejancu, 1996; Weinstein, 1995).

Teorem 2.3.20: V bir Lorentz uzay¬ ve v; ! iki timelike vektör olsun. Bu

durumda

i) jg (v; w)j � kvk : kwk
eşitsizli¼gi vard¬r. Bu eşitsizlikte eşitlik olmas¬ için gerek ve yeter şart v ve w

vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬ olmas¬d¬r.
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ii) v; w timelike vektörleri ayn¬ time-konide ise

g (v; w) = �kvk : kwk ch'

olacak şekilde bir tek ' � 0 say¬s¬ vard¬r. Bu ' say¬s¬na v ve w timelike

vektörleri aras¬ndaki hiperbolik aç¬ denir.

Burada v ve w vektörleri ayn¬ time-konide de¼gilseler o zaman

jg (v; w)j = kvk : kwk ch'

dir.

V Lorentz uzay¬nda spacelike vektörler v ve w olmak üzere

cos � =
g(v; w)

kvk : kwk

olacak şekilde bir tek 0 � � � � say¬s¬ vard¬r. Bu say¬ya v ve w spacelike

vektörler aras¬ndaki aç¬ denir. v ve w spacelike vektörler için

g (v; w) � kvk : kwk

eşitsizli¼gi vard¬r.

Tan¬m 2.3.21: V bir Lorentz uzay¬ ve W; V nin bir altuzay¬ olsun. Bu

durumda

gjw pozitif tan¬ml¬ ise W ya spacelike altuzay,

gjw nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay ve

gjw dejenere ise W ya lightlike altuzay denir (O�Neill, 1983; Duggal and

Bejancu, 1996).

Teorem 2.3.22: V bir Lorentz uzay¬, V nin bir altuzay¬ W ve boyW � 2
olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki önermeler birbirine denktirler:

i) W timelike uzay ise W bir Lorentz vektör uzay¬d¬r.

ii) W uzay¬ iki tane lineer ba¼g¬ms¬z null vektör içerir.

iii) W uzay¬ bir tane timelike vektör içerir (O�Neill, 1983; Duggal and

Bejancu, 1996).
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E
3
1 Minkowski uzay¬ üzerinde vektörel çarp¬m

Tan¬m 2.3.23: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda iki vektör v ve ! olsun.

v = (v1; v2; v3) ve ! = (!1; !2; !3) olmak üzere

(v3!2 � v2!3; v1!3 � v3!1; v1!2 � v2!1)

vektörüne v ve ! nin vektörel çarp¬m¬ (veya d¬̧s çarp¬m) denir. v � ! veya
v ^ ! şeklinde gösterilir (Akutagawa and Nishikawa, 1990).

�ij =

8
>>><
>>>:

1; i = j ise

ve ei = (�i1; �i2; �i3)

0; i 6= j ise

olmak üzere

v ^ ! = � det

2
6664

e1 e2 �e3
v1 v2 v3

!1 !2 !3

3
7775

veya

v ^ ! = det

2
6664

�e1 �e2 e3

v1 v2 v3

!1 !2 !3

3
7775

olarak hesaplanabilir. Burada

e1 ^ e2 = e3; e2 ^ e3 = �e1; e3 ^ e1 = �e2

dir. Saat yönünün ters yönü pozitif yön olarak al¬nm¬̧st¬r. Saat yönünün tersi

negatif yön olarak kabul edilecek olursa

e1 ^ e2 = �e3; e2 ^ e3 = e1; e3 ^ e1 = e2

şeklinde olur. Bu durumda

v ^ ! = det

2
6664

e1 e2 �e3
v1 v2 v3

!1 !2 !3

3
7775
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biçimindedir.

Tan¬m 2.3.24: E31 3-boyutluMinkowski uzay¬nda üç vektör u = (u1; u2; u3),

v = (v1; v2; v3) ve ! = (!1; !2; !3) olsun. Bu durumda

i) hu ^ v; !i = � det(u; v; !)
ii) (u ^ v) ^ ! = �hu; !i v + hv; !iu
iii) hu ^ v; ui = 0 ve hu ^ v; vi = 0
iv) hu ^ v; u ^ vi = �hu; ui hv; vi+ (hu; vi)2

dir (Ryan, 1986).

Tan¬m 2.3.25: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda a; b; c; d vektörleri için

h(a� b) ; (c� d)i = �ha; ci hb; di+ ha; di hb; ci

özdeşli¼gi geçerlidir (Kaya, 2002; Sodsiri, 2005).

Teorem 2.3.26: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda iki vektör u ve v olsun.

i) u ve v spacelike vektör ise u ^ v bir timelike vektördür.
ii) u spacelike ve v timelike vektör ise u ^ v bir spacelike vektördür.
iii) u spacelike ve v null vektör olmak üzere < u; v >= 0 ise u ^ v null

vektör, e¼ger < u; v >6= 0 ise u ^ v spacelike vektördür.
iv) u ve v null vektör ise u ^ v spacelike vektördür.
v) u timelike ve v null vektör ise u ^ v spacelike vektördür.
vi) u ve v timelike vektör ise u ^ v spacelike vektördür (Ryan, 1986).
Yard¬mc¬ Teorem 2.3.27: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda, aşa¼g¬daki

özellikler sa¼glan¬r:

i) ·Iki timelike vektör asla ortogonal olamaz.

ii) Bir timelike vektör, bir null vektöre asla ortogonal olamaz.

iii) ·Iki null vektör ortogonaldir ancak ve ancak bu vektörler lineer ba¼g¬m-

l¬d¬r (Greub, 1981).
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2.3.2 E
3

1
Minkowski uzay¬nda spacelike ve timelike yü-

zeyler

M , E31 de bir yüzey ve ' : M ! E
3
1 bir immersiyon olsun. Yani '; diferen-

siyellenebilir dönüşüm ve 8P 2 M için d'P : TP (M) ! T'(P )(E
3
1) birebirdir.

E
3
1 uzay¬nda h; iP Lorentz metri¼ginin ' ile geri getirilmi̧si gP olsun. Buna göre

gP = '
�(h; iP ) oldu¼gundan 8u; v 2 TP (M) olmak üzere

gP (u; v) = hu; viP = hd'P (u); d'P (v)i

olur. Burada TP (M) uzay¬ üç tipte olabilir:

i) gP pozitif tan¬ml¬ ise TPM spacelike düzlemdir.

ii) gP metri¼ginin indeksi 1 ise TPM timelike düzlemdir.

iii) gP dejenere metrik ise TPM lightlike düzlemdir.

Tan¬m 2.3.28: Te¼get düzlemleri spacelike (veya timelike, lightlike) olan

immersiyona spacelike (veya timelike, lightlike) denir (Lopez; 2008).

M yüzeyi içinde '(U) diferensiyellenebilir yüzeyi için Q 2 U ve '(Q) = P
olmak üzere

'u(Q) = '�

�
@

@u
(Q)

�
; 'v(Q) = '�

�
@

@v
(Q)

�

olarak tan¬mlan¬r. f'u(Q); 'v(Q)g kümesi TPM uzay¬n¬n bir taban¬d¬r.

f'u(Q); 'v(Q)g

taban¬n¬n denklik s¬n¬f¬n¬, TPM vektör uzay¬n¬n pozitif yönü olarak alaca¼g¬z.

Böylece '(U) basit yüzeyinin her bir P noktas¬ndaki te¼get düzlemi yönlendirilmi̧s

olur. '(U) basit yüzeyinin her bir P noktas¬nda f'u(Q); 'v(Q); N(P )g kümesi
TPR

3 uzay¬n¬n pozitif yönlü bir taban¬ olacak biçimde '(U) üstünde, N birim

normal vektör alan¬ tek olarak belirlidir ve

N =
Xu �Xv

kXu �Xvk
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dir. Bu N vektör alan¬na '(U) basit yüzeyinin pozitif yönlü birim normal

vektör alan¬ diyece¼giz.

N; '(U) basit yüzeyinin pozitif yönlü birim normal vektör alan¬ ise,

f'u(Q); 'v(Q);�N(P )g

kümesi TPR3 uzay¬n¬n negatif yönlü bir çat¬ alan¬ olur. �N vektör alan¬na,

'(U) basit yüzeyinin negatif yönlü birim normal vektör alan¬ denir.

R
3 uzay¬nda bir M yüzeyini gözönüne alal¬m. P 2 M olsun, P noktas¬n¬

içeren en az bir '(U) basit yüzeyi bulundu¼gunu biliyoruz. Buna göre, P

noktas¬nda '(U) basit yüzeyinden elde edilen pozitif yönlü bir N(P ) birim

normal vektörü vard¬r. P noktas¬nda, P noktas¬n¬ içeren başka bir '�(H)

basit yüzeyine göre de pozitif yönlü Y (P ) birim normal vektör alan¬ vard¬r.

Y (P ) = N(P ) veya Y (P ) = �N(P )

oldu¼gu aç¬kt¬r (Lopez; 2008).

Tan¬m 2.3.29: M bir yüzey E31 üzerindeki do¼gal koneksiyon D; M üze-

rindeki koneksiyon r olmak üzere 8X;Y 2 �(M) için Gauss eşitli¼gi

DXY = rXY + II(X; Y )

şeklindedir. Burada rXY 2 �(M) ve II(X; Y ) 2 �(M)? dir (O�Neill, 1983).
Tan¬m 2.3.30: M bir yüzey olsun. uP ; vP 2 TPM olmak üzere M nin

her bir P noktas¬n¬

IP = h; iP : TPM � TPM ! R; IP (uP ; vP ) = huP ; vP i (2.1)

fonksiyonuna kaŗs¬l¬k getiren IP fonksiyonuna, M üzerinde birinci temel form

denir. M nin her bir P noktas¬na

IIP = h; iP : TPM � TPM ! R; IIP (uP ; vP ) = hS(uP ); vP i (2.2)

fonksiyonunu kaŗs¬l¬k getiren IIP fonksiyonuna, M üzerinde ikinci temel form

denir (Lopez, 2008).
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Tan¬m 2.3.31: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzeyM olsun. Her

P 2M ve her !P 2 TPM; vP 2 TPM için

< vP ; !P >= 0) vP = 0

önermesi sa¼glan¬yorsa M ye R31 uzay¬nda bir nondejenere yüzey denir (Beem,

et al., 1996). M yüzey üzerindeki metri¼gin matris formu
2
4 E F

F G

3
5

dir. M yüzeyi üzerindeki metri¼ginin nondejenere olmas¬ için gerek ve yeter

şart

det

2
4 E F

F G

3
5 6= 0

olmas¬d¬r.

Bir başka ifadeyle, M yüzeyinin nondejenere yüzey olmas¬ için gerek ve

yeter şart, yüzeyin normalinin null vektör alan¬ olmamas¬d¬r (Turgut, 1995).

Tan¬m 2.3.32: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey M olsun. M

yüzey üzerine indirgenmi̧s metrik pozitif tan¬ml¬ ise M ye R31 de bir spacelike

yüzey denir (Beem, et al., 1996).

Teorem 2.3.33: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda birM yüzeyinin space-

like bir yüzey olmas¬ için gerek ve yeter şart yüzey normalinin timelike bir

vektör alan¬, yani hN;Ni < 0 olmas¬d¬r (Turgut, 1995).

Tan¬m 2.3.34: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey M olsun. M

yüzeyi üzerine indirgenmi̧s metrik Lorentz Metri¼gi ise M ye timelike yüzey

denir (Beem, et al., 1996).

Teorem 2.3.35: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda birM yüzeyinin time-

like yüzey olmas¬ için gerek ve yeter şart yüzey normalinin spacelike bir vektör

alan¬, yani hN;Ni > 0 olmas¬d¬r (Turgut, 1995).

Tan¬m 2.3.36: M; E31 uzay¬nda bir yüzey ve bu yüzeyin birim normal

vektör alan¬ N olsun. E
3
1 Minkowski uzay¬n¬n koneksiyonu D olmak üzere,
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8X 2 �(M) için

S : �(M) ! �(M)

X ! S(X) = DXN
(2.3)

şeklinde tan¬ml¬, S dönüşümüneM üzerinde şekil operatörü veyaM nin Wein-

garten dönüşümü denir (Görgülü and Çöken, 1994).

Tan¬m 2.3.37: M yüzeyi E31 de bir yüzey ve M nin birim normal vektör

alan¬ N ve şekil operatörü S olsun. P 2M ve " = hN;Ni = �1 olmak üzere

K : M ! R

P ! K(P ) = " detSP
(2.4)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve K(P )

de¼gerine de M nin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.38: M yüzeyi E31 de bir yüzey ve M nin birim normal vektör

alan¬ N ve şekil operatörü S olsun. P 2M ve " = hN;Ni = �1 olmak üzere

H : M ! R

P ! H(P ) =
"

2
izSP

(2.5)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve H(P )

de¼gerine de P noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.3.39: M yüzeyinin parametrik denklemi X = X(u; v) olsun.

Her bir noktada te¼get düzlemin taban¬ B = fXu; Xvg olmak üzere

E = hXu; Xui ; F = hXu; Xvi ; G = hXv; Xvi (2.6)

E;F;G : U ! R diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬na birinci temel formun

katsay¬lar¬ denir. Bu takdirde birinci temel form

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

şeklindedir.

e = �hXu; Nui = hN;Xuui

f = �hXu; Nvi = �hXv; Nui = hN;Xuvi (2.7)

g = �hXv; Nvi = hN;Xvvi
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diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬na da ikinci temel formun katsay¬lar¬ denir.

Bu takdirde ikinci temel form

II = edu2 + 2fdudv + gdv2 (2.8)

şeklinde ifade edilir. FI ve FII , 2� 2 simetrik matrisleri

FI =

2
4 E F

F G

3
5 , FII =

2
4 e f

f g

3
5 (2.9)

şeklinde tan¬mlan¬r. Böylece M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi ve Gauss e¼grili¼gi,

s¬ras¬yla,

H = "
eG� 2fF + gE
2(EG� F 2) (2.10)

K = "
eg � f 2
EG� F 2 (2.11)

şeklindedir (Lopez, 2008; Pressley, 2010).

Teorem 2.3.40: '(u; v), E31 de bir yüzey ve ' nin birim normal vektör

alan¬ N ve şekil operatörü S olsun. ' ye ait S şekil operatörünün f'u; 'vg
taban¬ cinsinden eşitleri

�S('u) = Nu =
fF � eG
EG� F 2'u +

eF � fE
EG� F 2'v (2.12)

�S('v) = Nv =
gF � fG
EG� F 2'u +

fF � gE
EG� F 2'v (2.13)

dir (Sodsiri, 2005)

Yard¬mc¬ Teorem 2.3.41: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda M yüzeyi

üzerindeki bir P noktas¬n¬n umbilik olmas¬n¬n gerek ve yeter şart¬

E

e
=
F

f
=
G

g
(2.14)

dir (Gray, 1993; Hou and Ji, 2007).

2.3.3 Regle yüzeyler

Bu k¬s¬mda regle yüzeylere ait baz¬ kavramlar¬n E31 3-Boyutlu Minkowski uza-

y¬ndaki kaŗs¬l¬klar¬ verilmi̧stir.
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Tan¬m 2.3.42: M � E31 yüzeyi verilsin. her P 2M noktas¬nda, E31 ün M

de kalan bir do¼grusu var iseM ye bir regle yüzey denir ve P 2M noktas¬ndan

geçen ve M de kalan do¼gruya da M nin bir do¼grultman¬ denir (Turgut, 1995).

E
3
1 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda verilen bir l do¼grusunun, verilen bir �

e¼grisi boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen yüzeye 3-boyutlu Minkowski

uzay¬nda bir regle yüzey denir. Bu durumda verilen l do¼grusuna, regle

yüzeyin bir anado¼grusu ve verilen � e¼grisine, regle yüzeyin dayanak e¼grisi

denir (Turgut, 1995; Prakash, 1981).

Sonuç 2.3.43: E31; 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda f0g � I � R olmak

üzere diferensiyellenebilir birim h¬zl¬ bir e¼gri

� : I ! E
3
1

t! �(u) = (�1 (u) ; �2 (u) ; �3 (u))

olsun. Her u 2 I için �(u) noktas¬ndaki T�(u) te¼get vektörü ile anado¼grunun
do¼grultman vektörü lineer ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

l : R! E
3
1

v ! l(v) = (�1(u) + vX1(u); �2(u) + vX2(u); �3(u) + vX3(u))

do¼grusunu seçelim. Burada 1 � i � 3 olmak üzere Xi(u) 2 R skalarlar¬ �(u)
noktas¬ndaki do¼grultman vektörünün bileşenleridir. l do¼grusunun � e¼grisi

boyunca hareket etmesiyle, (I � R; ') parametrizasyonu ile verilen

' : I � R ! E
3
1

(u; v) ! '(u; v) = (�1(u)+vX1(u); �2(u)+vX2(u); �3(u)+vX3(u))

' (u; v) = �!� (u) + v�!X (u) olacak şekilde bir regle yüzey elde edilir (Turgut,
1995).

Tan¬m 2.3.44: Regle yüzeyin komşu iki anado¼grusu aras¬ndaki en k¬sa

uzakl¬¼g¬n bu iki komşu anado¼gru aras¬ndaki aç¬ya oran¬na regle yüzeyin da¼g¬lma

parametresi (drali) denir.

PX =
det(T;X;X 0)

kX 0k2
(2.15)
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şeklinde ifade edilir (Turgut, 1995).

Tan¬m 2.3.45: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir regle yüzeyin ana-

do¼grular¬ boyunca te¼get düzlemleri ayn¬ ise regle yüzeye aç¬labilir denir (Turgut,

1995).

Tan¬m 2.3.46: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda aç¬labilir olmayan bir

regle yüzey verilsin. Regle yüzeyin komşu iki anado¼grusunun ortak dikmesi

varsa, bu dikmenin esas anado¼grusu üzerindeki aya¼g¬na bo¼gaz (merkez veya

striksiyon) noktas¬ denir (Turgut, 1995).

Tan¬m 2.3.47: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda aç¬labilir olmayan bir

regle yüzeyin anado¼grusunun, dayanak e¼grisi boyunca yüzeyi oluştururken

bo¼gaz noktalar¬n¬n geometrik yerine, regle yüzeyin bo¼gaz çizgisi (striksiyon

e¼grisi) denir (Turgut, 1995).

Tan¬m 2.3.48: Bir '(u; v) regle yüzeyinin merkez noktas¬n¬n �� yervek-

törü, dayanak e¼grisinin ~�(u) yervektörü, X(u) do¼grultman vektörü ve dayanak

e¼grisine olan �u uzakl¬¼g¬ cinsinden

��(u; �u) = �(u) + �uX(u)

şeklinde ifade edilir. �u parametresi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin yervektörü

ve do¼grultman¬ cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi

X(u) ve X(u) + dX(u)

olan komşu üç anado¼grusunu seçelim. Burada P ve Q farkl¬ iki bo¼gaz noktas¬

olmak üzere,

��(u; �u) = �(u)�
<
dX

ds
; T >


dX

ds


2 X(u); �0(u) = T

bulunur (Turgut, 1995).

Tan¬m 2.3.49: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir regle yüzeyin ana-

do¼grular¬n¬n her birini dik olarak kesen bir e¼gri varsa, bu e¼griye regle yüzeyin

bir ortogonal yörüngesi denir (Turgut, 1995).
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Spacelike regle yüzey

M spacelike regle yüzeyin ortonormal çat¬s¬ fT; X; Ng olsun. Bu durumda

< T; T >=< X;X >= 1; < N;N >= �1 ve < DTN;N >= 0 (2.16)

d¬r. fT; X; Ng çat¬s¬n¬n türev denklemleri
2
6664

DTT

DTX

DTN

3
7775 =

2
6664

0 a b

�a 0 c

b c 0

3
7775

2
6664

T

X

N

3
7775 (2.17)

dir (Turgut, 1995).

Teorem 2.3.50: M spacelike bir regle yüzey olsun. M nin dayanak

e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬ T , anado¼grusunun birim te¼get vektör alan¬

(do¼grultman vektörü) X ve yüzeyin birim normal vektör alan¬ N olmak üzere

T ^X = N; T ^N = X; X ^N = �T (2.18)

dir (Turgut, 1995).

Timelike regle yüzey

Dayanak e¼grisi spacelike ve anado¼grular¬ timelike olan M timelike regle yüze-

yinin ortonormal çat¬s¬ fT; X; Ng olsun. Bu durumda

< T; T >=< X;X >= �1, < N;N >= 1 ve < DTN;N >= 0 (2.19)

ve fT; X; Ng çat¬s¬n¬n türev denklemleri

2
6664

DTT

DTX

DTN

3
7775 =

2
6664

0 a b

a 0 c

�b c 0

3
7775

2
6664

T

X

N

3
7775 (2.20)

dir (Turgut, 1995).
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Teorem 2.3.51: M timelike bir regle yüzey olsun. M nin dayanak

e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬ T , anado¼grunun birim te¼get vektör alan¬

X ve yüzeyin birim normal vektör alan¬ N olmak üzere

T ^X = N; T ^N = X; X ^N = T (2.21)

dir (Turgut, 1995).

Dayanak e¼grisi timelike ve anado¼grular¬ spacelike M timelike regle yüzeyi-

nin ortonormal çat¬s¬ fT; X; Ng olsun. Bu durumda

< T; T >= �1; < X;X >= 1, < N;N >= 1 (2.22)

dir ve fT; X; Ng çat¬s¬n¬n türev denklemleri
2
6664

DTT

DTX

DTN

3
7775 =

2
6664

0 a b

a 0 c

b �c 0

3
7775

2
6664

T

X

N

3
7775 (2.23)

dir (Turgut, 1995).

Teorem 2.3.52: M timelike bir regle yüzey olsun. M nin dayanak

e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬ T , anado¼grunun birim te¼get vektör alan¬

X ve yüzeyin birim normal vektör alan¬ N olmak üzere

T ^X = N; T ^N = �X; X ^N = �T (2.24)

dir (Turgut, 1995).

2.3.4 Paralel yüzeyler

Bu k¬s¬mda paralel yüzeylerle ilgili E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda var olan

baz¬ kavramlar verilmi̧stir.

Tan¬m 2.3.53: M1 ve M2, E31 ün iki hiperyüzeyi ve M1 in birim normal

vektör alan¬

N1 =
nX

i=1

ai
@

@xi
; ai 2 C1(M;R)
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olsun. E¼ger bir r 2 R sabit say¬s¬ ve her P 2M1 için

f(P ) = (P1 + ra1(P ); P2 + ra2(P ); ::; Pn + ran(P ))

olacak şekilde bir

f :M1 !M2

fonksiyonu bulunabiliyorsa, M2 ye M1 in paralel hiperyüzeyi denir (Görgülü

and Çöken, 1994).

Bundan sonra, E31 ün M hiperyüzeyine paralel olan hiperyüzeyi M r ile

gösterece¼giz. Buradaki r indisi r 2 R sabit say¬s¬n¬ belirtir. M nin birim

normal vektör alan¬n¬ N , şekil operetörünü S ve M r nin birim normal vektör

alan¬n¬ N r, şekil operatörünü de Sr ile gösterece¼giz. O halde N r = N1 yani

N r =
nX

i=1

ai
@

@xi
; ai (f(P )) = ai(P )

olacakt¬r (Görgülü and Çöken, 1994).

Tan¬m 2.3.54: E31 ün M hiperyüzeyine paralel M r hiperyüzeyi verilsin.

E
n öklid uzay¬n¬n fx1; x2; : : : ; xng Öklid koordinat sistemine göre; X 2 �(M),
X 2 �(M r) vektör alanlar¬

X =
3X

i=1

bi
@

@xi
; X =

3X

i=1

bi
@

@xi

öyleki, her P 2 M için bi(P ) = bi(f(P )); 1 � i � n, özelli¼gi ile verilsin. O

zaman
1) f�(X) = X + rS(X)

2) Sr (f�(X)) = S(X)

dir (Görgülü and Çöken, 1994).

Teorem 2.3.55: f :M !M r olmak üzere, M nin bir paralel hiperyüzeyi

M r olsun. O zaman

(1) f üçüncü temel form olma özelli¼gini korur.

(2) f umbilik nokta olma özelli¼gini korur.
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(3) f asli e¼grilik do¼grultusu olma özelli¼gini korur.

(4) M nin temel formlar¬, s¬ras¬yla, I; II; III ile gösterilmek üzere,

8X; Y 2 �(M) ve 8P 2M için

hf�(X); f�(Y )ijf(P ) = I(XP ; YP ) + 2rII(XP ; YP ) + r
2III(XP ; YP )

dir (Görgülü and Çöken, 1994).

Tan¬m 2.3.56: M; M nin E31 de bir hiperyüzeyi ve M
r de M nin paralel

hiperyüzeyi olsun. E¼ger � e¼grisi, M deki bir P noktas¬ndan geçer ve T de

M üzerindeki � n¬n te¼get vektör alan¬ olursa, bu durumda �r = f � � M r

üzerindeki f(P ) noktas¬ndan geçen bir e¼gridir ve f�(T ) 2 Tf(P )M r; f(P ) nok-

tas¬nda �r nin te¼getidir. Dr, M nin paralel hiperyüzeyine ait koneksiyon ve

N r vektörü hN r; N ri = " = �1 olacak şekilde M r yüzeyinin birim normal

vektörü olsun, bu durumda Gauss denklemi,

Df�(T )f�(T ) = D
r
f�(T )f�(T )� " hSr(f�(T )); f�(T )iN r (2.25)

dir (Güneş, 1996; O�Neill, 1966).

2.3.5 Weingarten yüzeyler

Bu k¬s¬mda Weingarten yüzey tan¬m¬ ve Weingarten yüzey olma şart¬ veril-

mi̧stir.

Tan¬m 2.3.57: M � E31 yüzeyinin Weingarten yüzeyi olmas¬ için yüzeyin
K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri aras¬nda

�(K;H) = 0 (2.26)

olacak şekilde fonksiyonel bir � ba¼g¬nt¬s¬n¬n var olmas¬ veya bununla özdeş

olarak, H ve K e¼griliklerinin türevleri lineer ba¼g¬ms¬z ise M yüzeyine Wein-

garten yüzey denir (Sodsiri, 2005).

Teorem 2.3.58: M � E31 bir yüzey olsun. Bu yüzeyin Gauss e¼grili¼gi K

ve ortalama e¼grili¼gi H olmak üzere,

KuHv �KvHu = 0 (2.27)
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eşitli¼gi sa¼glan¬yorsaM yüzeyi, Weingarten yüzeydir (Dillen and Kühnel, 1999).

2.4 Regle Weingarten Yüzeyler

Bu k¬s¬mda E3 3-boyutlu Öklid uzay¬ ile E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬ndaki

regle Weingarten yüzeyleri, (Kühnel, 1994) ile (Dillen and Kühnel, 1999) çal¬̧s-

malar¬ çerçevesinde ele al¬nm¬̧s, ad¬ geçen ikinci çal¬̧smadaki durumlar özel du-

rum olarak, spacelike regle Weingarten, timelike do¼grultmanl¬ timelike regle

Weingarten, spacelike do¼grultmanl¬ timelike regle Weingarten ve null do¼grult-

manl¬ timelike regle Weingarten yüzeyler olarak dört ayr¬ durumda incelen-

mi̧stir.

2.4.1 E
3 3- boyutlu Öklid uzay¬nda regle Weingarten

yüzeyler

E
3 3-boyutlu Öklid uzay¬nda regle Weingarten yüzeyler cümlesi, helikoidsel

regle yüzeyler cümlesine kaŗs¬l¬k gelir (Beltrami, 1865; Dini, 1865). Bu

çerçevede helikoidsel yüzeylerle ilgili genel bir bilgi verelim:

Bir e¼grinin helisel bir hareket sonucu oluşturaca¼g¬ yüzeye helikoid denir.

Bir noktan¬n helisel hareketi, sabit bir do¼gru etraf¬nda dönerken, bu do¼gru-

nun do¼grultusunda, dönme aç¬s¬ ile orant¬l¬ olarak ötelenmesi sonucu oluşan

harekettir. Sabit do¼gruya, helisel hareketin ekseni, ötelenme miktar¬n¬n dönme

aç¬s¬na oran¬ olan "a" sabitine helisel hareketin "parametresi" denir (Uras,

1992).

E¼ger a = 0 ise -ötelenme olmayaca¼g¬ndan- sadece dönme hareketi elde

edilir. Bu şekilde elde edilen yüzeylere dönel yüzey denir ve eksenden geçen

her düzlemle yüzeyin arakesit e¼grisi daima ayn¬ e¼gri olur. Bu e¼griye yüzeyin

meridyeni denir. Bir helikoidin ekseninden geçen her düzlemle arakesitinin

ayn¬ e¼gri olaca¼g¬ do¼gald¬r. O halde herbir helikoid, düzlemsel bir e¼grinin
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helisel hareketi ile elde edilebilir. Bu e¼griyede helikoidin meridyeni denir.

Genel bir helikoidin parametrik denklemi şöyle elde edilir; helisin ekseni Oz

koordinat ekseni olarak al¬n¬r ve bir O�z meridyen düzlemi içinde meridyenin

denkleminin z = f(�) şeklinde verildi¼gini varsayal¬m. Buna göre, dönel

yüzeylerdeki gibi hareket ettirilerek, bir genel helikoidin parametrik denklemi;

'(u; v) = (u cos v; u sin v; f(u) + av)

şeklinde yaz¬labilecektir. f(u) = sbt: olmas¬ özel halinde, eksene dik bir do¼gru-

nun helisel hareketi ile oluşan ve dik helikoid olarak adland¬r¬lan yüzey elde

edilmi̧s olur (Uras, 1992).

Teorem 2.4.1: Aç¬labilir olmayan bir ' regle yüzeyi için, aşa¼g¬daki koşullar

özdeştir;

(i) ' bir Weingarten yüzeydir.

(ii) Q; J; F büyüklükleri sabittirler.

(iii)Q; J; F sabitleri için; 2H
p�Q = 4

p
�K(J � F

p
�K) dir. Bu ifadenin

i̧sareti, Q nun i̧saretidir.

(iv) ' bir do¼grunun helikoidsel hareketiyle tan¬mlanan klasik bir helikoid

yüzeyidir (Kühnel, 1994).

J = 0 veya F = 0 oldu¼gu durumlarda, Teorem 2.4.1 in (iii) ifadesinden

J = 0 ) 2H 4

p
Q2 = �QFjQj

p
�K 4

p
�K

) �K3 =
16H4Q2

F 4

veya

F = 0 ) 2H 4

p
Q2 = J 4

p
�K

) �K = 16
Q2

J4
H4

basit denklemlerini elde ederiz. J = F = 0 oldu¼gu durumda, H = 0 olur. Bu

da sa¼g helikoiddir. Sa¼g helikoid, H = 0 olan tek regle minimal yüzeydir.
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2.4.2 E
3

1
Minkowski uzay¬nda regle Weingarten yüzeyler

Bu k¬s¬mda E31 Minkowski uzay¬ndaki regle Weingarten yüzeyine dair temel

tan¬mlar ve teoremler verilmi̧stir.

E
3
1 Minkowski uzay¬nda helikoidsel regle yüzeyler

Bu k¬s¬mda, helikoidsel regle yüzey, E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda ele al¬n-

m¬̧st¬r.

Önerme 2.4.2: E31 uzay¬ndaki basit (trivial) olmayan Lorentz hareketinin

bir parametreli bütün durumlar¬:
0
BBB@
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y

z

1
CCCA 7�!

0
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1 0 0

0 cos s � sin s
0 sin s cos s
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BBB@

s3

3
+s

s3

3
-s

s2

1
CCCA

şeklinde ifade edilir (Dillen and Kühnel, 1999).

Tan¬m 2.4.3: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda helikoidsel bir yüzey,

bir parametreli Lorentziyen vida hareketlerinin grubu alt¬ndaki, X = X(u)

düzlem e¼grisinin yörüngesidir. E¼ger X düzlem e¼grisi, bir do¼gruysa, bu du-

rumda M yüzeyine helikoidsel regle yüzey denir (Sodsiri, 2005).

Teorem 2.4.4: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda '(u; v) = �(u) + vX(u)

parametrizasyonuyla verilen regle yüzeyin Q; J; F parametreleri şu şekilde
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tan¬mlan¬r:

Q = det(�0; X;X 0) (2.28)

J = det(X 00; X 0; X) (2.29)

F = h�0; Xi (2.30)

(Kühnel, 2002; Dillen and Kühnel, 1999).

Teorem 2.4.5: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda ' regle yüzeyinin Wein-

garten yüzeyi olmas¬ için gerek ve yeter şart Q; J; F invaryantlar¬n¬n sabit

olmas¬d¬r (Sodsiri, 2005).

1. Durum: 1. tip helikoid, spacelike eksen etraf¬ndaki vida hareketi

sonucu oluşan yüzeydir. Bu yüzey Öklid uzay¬ndaki sa¼g helikoidle ayn¬ denk-

leme sahiptir.

2. Durum: 2. ve 3. çeşit helikoid olarak adland¬r¬lan yüzeydir. Bu

yüzeyler, do¼grultman¬n durumuna (spacelike ya da timelike ) ba¼gl¬d¬r.

3. tip helikoid, timelike yüzeydir, di¼ger iki helikoid ise, spacelike ve timelike

bir yüzey parças¬na sahiptirler.

Helikoidsel regle yüzeyler ile bu yüzeylerin spacelike ya da timelike yüzey

olma şartlar¬ aşa¼g¬daki örneklerde incelenmi̧stir.

Örnek 2.4.6 (1. Çeşit helikoid): Spacelike eksen etraf¬ndaki vida

hareketi sonucu oluşan, a 6= 0 için, M yüzeyi, E31 3-boyutlu Minkowski uza-

y¬nda

'(u; v) = (au; v cosu; v sin u):

parametrizasyonuyla verilsin. Bu yüzey, v 2 (�1;�a)[(+a;+1) için space-
like yüzey, v 2 (�a;+a) içinse timelike yüzeydir.
Örnek 2.4.7 (2. Çeşit helikoid): Timelike eksen etraf¬ndaki vida

hareketi sonucu oluşan, spacelike do¼grultmanl¬ a 6= 0 için, M yüzeyi, E31

Minkowski 3-uzay¬nda

'(u; v) = (v sinh u; v cosh u; au):
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parametrizasyonuyla verilsin. Bu yüzey, v 2 (�a;+a) için spacelike yüzey,
v 2 (�1;�a) [ (+a;+1) içinse timelike yüzeydir.
Örnek 2.4.8 (3. Çeşit helikoid): Timelike eksen etraf¬ndaki vida

hareketi sonucu oluşan, timelike do¼grultmanl¬ a 6= 0 için, M yüzeyi, E31

3-boyutlu Minkowski uzay¬nda

'(u; v) = (v cosh u; v sinh u; au):

parametrizasyonuyla verilsin. Bu yüzey, detI = EG � F 2 = �a2 � v2 < 0

oldu¼gundan timelike bir yüzeydir.

Bu yüzeyler, Lorentziyen helikoidler, ya da sa¼g Lorentziyen helikoidler

olarak adland¬r¬l¬r. 2. ve 3. tip helikoidler bazen hiperbolik helikoidler olarak

adland¬r¬l¬r.

Örnek 2.4.9 (2. Çeşit Enneper yüzeyinin eşleni¼gi): Null eksen

etraf¬ndaki vida hareketi sonucu oluşan a 6= 0 için, M yüzeyi, E31 3-boyutlu

Minkowski uzay¬nda

'(u; v) = (a(
u3

3
+ u) + vu; a(

u3

3
� u) + vu; au2 + v):

parametrizasyonuyla verilsin. Bu yüzey, v 2 (0;�1) için spacelike yüzey,
v 2 (0;+1) içinse timelike yüzeydir. Bu yüzey ayn¬ zamanda 3. dereceden

Cayley-Lie minimal regle yüzeyi olarak da adland¬r¬l¬r.

E
3
1 Minkowski uzay¬nda regle Weingarten yüzeyler

E
3
1 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda aç¬labilir olmayan minimal regle yüzeyler,

Lorentziyen helikoidler ile 2. çeşit Enneper yüzeyinin eşleni¼gidir. Bu yüzey-

lerin hepsi yukar¬da da belirtildi¼gi üzere helikoidsel regle yüzeydir. Lorentziyen

vida hareketi eksene ortogonal olmayan ya da ekseni kesmeyen bir do¼gruya

uyguland¬¼g¬ zaman, Weingarten yüzey elde edilir, çünkü bütün e¼grilikler v

(u ya de¼gil) parametresine ba¼gl¬d¬r. Helikoidsel regle yüzey, bir parametreli

Lorentziyen vida hareketi alt¬nda bir do¼grunun yörüngesidir.
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Helikoidsel yüzey (regle olmas¬ şart de¼gil) Weingarten yüzeyidir, çünkü

bütün e¼grilikleri yani, K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri yaln¬zca v parame-

tresine ba¼gl¬d¬r (Sodsiri, 2005).

Burada ele al¬nan spacelike regle yüzey, aksi belirtilmedikçe spacelike da-

yanak e¼grili ve spacelike anado¼grulu bir yüzeydir. Timelike regle yüzey ise,

spacelike dayanak e¼grili ve timelike do¼grultmanl¬, timelike dayanak e¼grili ve

spacelike do¼grultmanl¬ ve null do¼grultmanl¬ olarak üç k¬s¬mda incelenmi̧stir.

Spacelike do¼grultmanl¬ timelike regle yüzey bahsinde bu yüzeye ait anado¼gru-

lar¬n türevlerinin iç çarp¬m¬ " = �1 ile gösterilmi̧stir.
Teorem 2.4.10: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda ' spacelike regle yü-

zeyinin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬ K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri

K =
Q2

D4
(2.31)

H =
1

2D3
[QF �Q2J � vQ0 � v2J ] (2.32)

şeklindedir. Bu yüzey için D =
p
�"Q2 + "v2 olur (Dillen and Kühnel, 1999).

Sonuç 2.4.11: H = 0 olmas¬ için gerek ve yeter şart J = F = Q0 = 0

olas¬d¬r (Dillen and Kühnel, 1999).

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.12: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda ' spacelike

regle yüzeyine ait Q; J; F büyüklüklerinin sabit olmas¬ için gerek ve yeter şart,

2HQ
1

2 = FK
3

4 � 3QJK 3

4 � "JK 1

4

olmas¬d¬r. Bu C2 s¬n¬f¬ndan yüzeylerin Weingarten yüzeyi olma şart¬d¬r. Bu

ifadeyle K Gauss e¼grili¼gi ile H ortalama e¼grili¼gi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ verilmi̧stir

(Dillen and Kühnel, 1999).

Sonuç 2.4.13: J = 0 ise K3 =
16H4Q2

F 4
:

Sonuç 2.4.14: F = 0 ise 2HQ
1

2 = �3QJK 3

4 � "JK 1

4 :

Teorem 2.4.15: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike do¼grultmanl¬

' timelike regle yüzeyinin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬, s¬ras¬yla, K Gauss
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ve H ortalama e¼grilikleri

K = �Q
2

D4
(2.33)

H =
1

2D3
(�QF +Q2J + vQ0 + v2J) (2.34)

dir. Burada D =
p
�"Q2 + "v2 dir (Dillen and Kühnel, 1999).

Sonuç 2.4.16: H = 0 olmas¬ için gerek ve yeter şart J = F = Q0 = 0

olmas¬d¬r.

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.17: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike

do¼grultmanl¬ ' timelike regle yüzeyine ait Q; J; F büyüklüklerinin sabit olmas¬

için gerek ve yeter şart,

2HQ
1

2 = (2QJ � F ) (�K)
3

4 � "J (�K)
1

4

dür. Bu C2 s¬n¬f¬ndan yüzeylerin Weingarten yüzeyi olma şart¬d¬r. Bu

ifadeyle K Gauss e¼grili¼gi ile H ortalama e¼grili¼gi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ verilmi̧stir.

Sonuç 2.4.18: J = 0 ise K3 = �16H
4Q2

F 4
:

Sonuç 2.4.19: F = 0 ise 2HQ
1

2 = 2QJ (�K)
3

4 � "J (�K)
1

4 :

Teorem 2.4.20: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda, timelike do¼grultmanl¬

' timelike regle yüzeyinin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬, s¬ras¬yla, K Gauss

ve H ortalama e¼grilikleri

K = �Q
2

D4
(2.35)

H =
1

2D3
(�QF �Q2J � Jv2 + vQ0) (2.36)

dür. Burada D =
p
�Q2 � v2 dir (Dillen and Kühnel, 1999).

Sonuç 2.4.21: H = 0 olmas¬ için gerek ve yeter şart J = F = Q0 = 0

olmas¬d¬r.

Yard¬mc¬ Teorem 2.4.22: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda timelike

do¼grultmanl¬ ' timelike regle yüzeyine ait Q; J; F büyüklüklerinin sabit olmas¬

için gerek ve yeter şart,

2HQ
1

2 = �F (�K)
3

4 � (�K)
1

4 J
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d¬r. Bu C2 s¬n¬f¬ndan yüzeylerin Weingarten yüzeyi olma şart¬d¬r. Bu ifadeyle

K Gauss e¼grili¼gi ile H ortalama e¼grili¼gi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ verilmi̧stir (Dillen

and Kühnel, 1999).

Teorem 2.4.23: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda regle yüzey

'(u; v) = �(u) + vX(u)

parametrizasyonuyla verilsin. Bu durumda X vektör alan¬n¬n hiçbir yerde

null olmamas¬ şart¬yla, aç¬labilir olmayan regle Weingarten yüzey, helikoidsel

regle yüzeyin bir parças¬d¬r (Dillen and Kühnel, 1999).

Teorem 2.4.24: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda regle yüzey

'(u; v) = �(u) + vX(u)

parametrizasyonuyla verilsin. Bu durumda aç¬labilir olmayan ve minimal

regle yüzey, ya Cayley regle yüzeyinin bir parças¬d¬r ya da 3 sa¼g Lorentziyen

helikoidden birinin parças¬d¬r (Dillen and Kühnel, 1999).

Teorem 2.4.25: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda regle yüzey

'(u; v) = �(u) + vX(u)

parametrizasyonuyla verilsin. Bu durumda null do¼grultmanl¬ herhangi bir

regle yüzey, H2 = K denklemini sa¼glayan bir Weingarten yüzeydir (Dillen and

Kühnel, 1999).
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BÖLÜM 3

M·INKOWSK·I UZAYINDA

PARALEL REGLE YÜZEYLER

Bu bölümde, E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike ve timelike pa-

ralel yüzeylere ait baz¬ özellikler verilmi̧stir. Teorem 3.1.7 ile Teorem 3.1.15

de ifadeleri ve ispatlar¬ verilen teoremler (Patriciu, 2010) çal¬̧smas¬nda ifade

edilmi̧s fakat ispat¬ verilmemi̧stir. Sa¼glam ve Kalkan�¬n (Sa¼glam and Kalkan,

2010) çal¬̧smalar¬nda ise bahsedilen teoremlerin ifade ve ispatlar¬ mevcuttur.

Bizim verdi¼gimiz ifade ve ispatta baz¬ farkl¬l¬klar oldu¼gundan, bu k¬s¬mda bah-

setmek uygun görülmüştür. Paralel yüzeylerin temel tan¬m ve teoremleri

çerçevesinde, spacelike ve timelike regle yüzeylere paralel olan yüzeyler ince-

lenmi̧stir. ·Inceledi¼gimiz paralel yüzeylerin regle yüzey olma koşulu verildikten

sonra regle yüzey olan paralel yüzey, paralel regle yüzey şeklinde adland¬r¬lm¬̧s

ve bu yüzeyle ilgili baz¬ teoremler verilmi̧stir. Burada konu edinilen yüzey-

ler; spacelike regle yüzeye paralel yüzeyler ile timelike regle yüzeye paralel

yüzeylerdir. Spacelike paralel regle yüzey; spacelike do¼grultmanl¬ spacelike

dayanak e¼grili spacelike regle yüzeye paralel olan yüzeydir. Timelike paralel

regle yüzeyler ise; spacelike do¼grultmanl¬ timelike dayanak e¼grili timelike regle

yüzeye paralel olan yüzeyler ile timelike do¼grultmanl¬ spacelike dayanak e¼grili

timelike regle yüzeye paralel olan yüzeylerdir.
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3.1 E
3
1Minkowski Uzay¬nda Paralel Yüzeylerin

Geometrisi

Bir M yüzeyine paralel olan sonsuz say¬da yüzey vard¬r. Bu paralel yüzeyler,

M yüzeyine ait normal vektörünü r key� büyüklü¼günce ötelemek suretiyle elde

edilir. Paralel yüzeylerin incelenmesindeki amaç, paralel yüzeye ait cebirsel

invaryantlar¬, esas yüzeyin cebirsel invaryantlar¬ cinsinden bulmakt¬r.

Paralel yüzeyler şöyle de ifade edilebilir; ai fonksiyonlar¬ C1 s¬n¬f¬ndan reel

de¼gerli fonksiyonlar ve �a21+a22+a23 = �1 olmak üzere birM yüzeyinin birim

normal vektör alan¬ N = (a1; a2; a3) olsun. r 2 R olmak üzere

M r = fP + rNP : P 2Mg

olsun. P = (P1; P2; P3) 2M ise

f(P ) = P + rNP = (P1 + ra1(P ); P2 + ra2(P ); P3 + ra3(P ))

ile M r yüzeyi tan¬mlan¬r.

Şekil 3.1
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Böylece M den M r yüzeyine tan¬mlanan f fonksiyonu örten ise M r; M ye

paralel bir yüzeydir. Ayr¬ca M r yüzeyinin de birim normali N dir. 8P 2M
noktas¬ için N r

f(P ) = NP dir. Şekil 3.1 deki gra�k paralel yüzeyi göstermekte-

dir.

M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey, M
r bu yüzeyin paralel

yüzeyi olsun. M r yüzeyi, 'r = 'r(u; v) parametrik denklemiyle verilsin. M r

yüzeyine ait birinci, ikinci ve üçüncü esas formlar, s¬ras¬yla, Ir, IIr; IIIr ile

gösterilmek üzere; Ir paralel yüzeyin birinci temel formu

Ir = hd'r; d'ri

=

�
@'r

@u
;
@'r

@u

�
(du)2 + 2

�
@'r

@u
;
@'r

@v

�
dudv +

�
@'r

@v
;
@'r

@v

�
(dv)2

= Er (du)2 + 2F rdudv +Gr (dv)2

şeklindedir. IIr paralel yüzeyin ikinci temel formu

IIr = h�d'r; dNi

= �
�
@'r

@u
;
@N r

@u

�
(du)2 � 2

�
@'r

@u
;
@N r

@v

�
dudv �

�
@'r

@v
;
@N r

@v

�
(dv)2

= er (du)2 + 2f rdudv + gr (dv)2

biçiminde elde edilir. IIIr paralel yüzeyin üçüncü temel formu

IIIr = hdN r; dN ri

=

�
@N r

@u
;
@N r

@u

�
(du)2 + 2

�
@N r

@u
;
@N r

@v

�
dudv +

�
@N r

@v
;
@N r

@v

�
(dv)2
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olur, uygun i̧slemler yap¬l¬rsa

IIIr = pr (du)2 + 2rrdudv + sr (dv)2

= pr (du)2 + 2rrdudv + sr (dv)2

= hdN; dNi

= III

şeklinde bulunur. IIIr = III ifadesi üçüncü temel formun paralel yüzeyde ko-

rundu¼gu sonucunu verir. M r paralel yüzeyinin birinci ve ikinci temel formlar¬,

s¬ras¬yla,

Er (du)2 + 2F rdudv +Gr (dv)2 ve er (du)2 + 2f rdudv + gr (dv)2

dir. FIr ve FIIr ; 2� 2 simetrik matrisleri

FIr =

2
4 E

r F r

F r Gr

3
5 , FIIr =

2
4 er f r

f r gr

3
5

şeklinde tan¬mlan¬r.

M r paralel yüzeyine ait Ir ve IIr temel formlar¬n katsay¬lar¬n¬n,M yüzeyine

ait I ve II temel formlar¬n katsay¬lar¬ cinsinden eşitleri; Er katsay¬s¬

Er =

�
@'r

@u
;
@'r

@u

�

=

�
@('+ rN)

@u
;
@('+ rN)

@u

�

= h'u + rNu; 'u + rNui

= h'u; 'ui+ 2r h'u; Nui+ r2 hNu; Nui

veya

Er = E � 2re+ r2 hNu; Nui (3.1)
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olur. F r katsay¬s¬

F r =

�
@'r

@u
;
@'r

@v

�

=

�
@('+ rN)

@u
;
@('+ rN)

@v

�

= h'u + rNu; 'v + rNvi

= h'u; 'vi+ r h'u; Nvi+ r hNu; 'vi+ r2 hNu; Nvi

= F � 2rf + r2 hNu; Nvi (3.2)

olur. Gr katsay¬s¬

Gr =

�
@'r

@v
;
@'r

@v

�

=

�
@('+ rN)

@v
;
@('+ rN)

@v

�

= h'v + rNv; 'v + rNvi

= h'v; 'vi+ 2r h'v; Nvi+ r2 hNv; Nvi

= G� 2rg + r2 hNv; Nvi (3.3)

şeklinde elde edilir. er katsay¬s¬

er = �
�
@'r

@u
;
@N

@u

�

= �h'u + rNu; Nui

= �h'u; Nui � hNu; Nui

= e� r hNu; Nui (3.4)
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şeklindedir. f r katsay¬s¬

f r = �
�
@'r

@u
;
@N

@v

�

= �h'u + rNu; Nvi

= �h'u; Nvi � hNu; Nvi

= f � r hNu; Nvi (3.5)

olur. gr katsay¬s¬

gr = �
�
@'r

@v
;
@N

@v

�

= �h'v + rNv; Nvi

= �h'v; Nvi � hNv; Nvi

= g � r hNv; Nvi (3.6)

şeklinde elde edilir.

3.1.1 E
3

1
Minkowski uzay¬nda spacelike paralel yüzeyler

Bu k¬s¬mda M spacelike yüzeyine paralel olan M r spacelike paralel yüzeyi ele

al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1.1: E
3
1 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir '(u; v) spacelike

yüzeyinin paraleli olan 'r(u; v) yüzeyi,

'r(u; v) = '(u; v) + rN(u; v) (3.7)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada N vektörü hN;Ni = �1 olacak şekilde '(u; v)
yüzeyinin birim normal vektörü ve r ise reel katsay¬d¬r.

Yard¬mc¬ Teorem 3.1.2: E31 de M spacelike yüzey ve M r, bu yüzeye

paralel yüzey olsun. M yüzeyi spacelike yüzeydir ancak ve ancakM r spacelike

paralel yüzeydir.
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·Ispat: ()): M spacelike yüzey ise, bu durumda M nin birim normal

vektörü N için, Teorem 2.3.33 gere¼gince

hNP ; NP i < 0 (3.8)

olmal¬d¬r. M r paralel yüzeyinin birim normal vektörü ile M yüzeyinin birim

normal vektörleri

NP = N
r
f(P ) (3.9)

dir. (3.8) ifadesinde, (3.9) yerine yaz¬l¬rsa



N r
f(P ); N

r
f(P )

�
< 0 (3.10)

elde edilir. (3.10) eşitli¼gi, Teorem 2.3.33 gere¼gince, M r paralel yüzeyinin

spacelike bir yüzey oldu¼gunu ifade eder.

((): M r spacelike paralel yüzeyse, Teorem 2.3.33 gere¼gince



N r
f(P ); N

r
f(P )

�
< 0 (3.11)

d¬r. (3.9) eşitli¼gi, (3.11) de yerine yaz¬l¬rsa

hNP ; NP i < 0 (3.12)

oldu¼gu görülür. (3.12) eşitli¼gi, Teorem 2.3.33 gere¼gince,M yüzeyinin spacelike

yüzey oldu¼gunu ifade eder.

Tan¬m 3.1.3: M veM r; E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda iki yüzey olsun.

M yüzeyi spacelike yüzey ve birim normal vektör alan¬ N olsun. M den M r

ye

f : M ! M r

P ! f (P ) = P + rNP

olacak şekilde örten bir f fonksiyonu varsa, M r yüzeyine M nin spacelike bir

paralel yüzeyi denir.

Tan¬m 3.1.4: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike bir yüzey

ve M r de bu yüzeye paralel yüzey olsun. M r nin birim normal vektör alan¬
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N r ve şekil operatörü Sr olsun. P 2 M , f(P ) 2 M r ve hN;Ni = �1 olmak
üzere

Kr : M r ! R

f(P ) ! Kr(f(P )) = � detSrf(P )
(3.13)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonaM r nin Gauss e¼grilik fonksiyonu veKr(f(P ))

de¼gerine de M r nin f(P ) noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir.

Tan¬m 3.1.5: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike bir yüzey

ve M r de bu yüzeye paralel yüzey olsun. M r nin birim normal vektör alan¬

N r ve şekil operatörü Sr olsun. P 2 M , f(P ) 2 M r ve hN;Ni = �1 olmak
üzere

Hr : M r ! R

f(P ) ! Hr(f(P )) = �1
2
izSrf(P )

(3.14)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonaM r nin ortalama e¼grilik fonksiyonu veHr(f(P ))

de¼gerine de M r nin f(P ) noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir.

Teorem 3.1.6: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike bir yüzey

ve M r de bu yüzeye paralel yüzey olsun. M r nin birim normal vektör alan¬

N r ve şekil operatörü Sr olsun. P 2 M , f(P ) 2 M r ve hN;Ni = �1 olmak
üzere, M r paralel yüzeyine ait Ir ve IIr temel form katsay¬lar¬ cinsinden Kr

Gauss ve Hr ortalama e¼grilikleri

Kr = � ergr � f r2
ErGr � F r2 (3.15)

Hr = �e
rGr � 2f rF r + grEr
2(ErGr � F r2) (3.16)

şeklindedir.

·Ispat: Tan¬m 3.1.4 den, Kr Gauss e¼grili¼ginin kaŗs¬l¬¼g¬ için FIr ve FIIr
matrisleri kullan¬l¬rsa

Kr = � det(F�1
Ir FIIr) = �

detFIIr
detFIr

= � ergr � f r2
ErGr � F r2
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d¬r. Hr ortalama e¼grili¼gi için, önce F�1
Ir FIIr matrisi

F�1
Ir FIIr =

1

ErGr � F r2

2
4 Gr �F r

�F r Er

3
5
2
4 er f r

f r gr

3
5

=
1

ErGr � F r2

2
4 e

rGr � f rF r f rGr � grF r

f rEr � erF r grEr � f rF r

3
5

olarak elde edilir. Tan¬m 3.1.5 den

Hr = �1
2
iz(F�1

Ir FIIr) = �
erGr � 2f rF r + grEr
2(ErGr � F r2)

bulunur.

Teorem 3.1.7: M; E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike bir yüzey,

M r de bu yüzeye ait spacelike paralel yüzey olsun. P 2M noktas¬nda, M ye

ait Gauss ve ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla, K ve H; f(P ) 2 M r noktas¬nda,

M r ye ait Gauss ve ortalama e¼grilikleri de, s¬ras¬yla, Kr ve Hr olsun. Bu

durumda;

Kr =
K

1� 2rH � r2K (3.17)

Hr =
H + rK

1� 2rH � r2K (3.18)

d¬r.

·Ispat: M spacelike bir yüzey oldu¼guna göre, Teorem 2.3.33 den, normal

vektörü N; hN;Ni = �1 oldu¼gundan timelike bir vektördür. Şekil 3.2 de

gösterildi¼gi gibi P 2 M noktas¬nda M nin asli e¼grilikleri k1; k2 ve bunlara

kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilik do¼grultular¬ da s¬ras¬yla X1; X2 olsun. 1 � i � 2

olmak üzere asli e¼grilik tan¬m¬na göre

S(Xi) = kiXi; 1 � i � 2

dir. N r
��
f(P ) = NP oldu¼gundan M r yüzeyinin birim normal vektör alan¬ N r

için

hN r; N ri
��
f(P ) =



N r jf(P ); N r jf(P )

�
= hNP ; NP i = �1
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dir. N r timelike birim normal vektördür, dolay¬s¬yla M r de spacelike paralel

yüzeydir.

Şekil 3.2

N timelike birim normal vektör oldu¼gu için fX1; X2g taban¬na ait vektörler,
Yard¬mc¬ Teorem 2.3.27 gere¼gince spacelike vektörler olmak zorundad¬r. Bu

tabana göre M yüzeyinin şekil operatörü matrisi
2
4 k1 0

0 k2

3
5

olarak yaz¬l¬r. Tan¬m 2.3.37 ve Tan¬m 2.3.38 den

K = � k1k2

ve

H = �k1 + k2
2

:
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elde edilir. Di¼ger taraftan Teorem 2.3.55 deki (3) ifadesinden 1 � i � 2

olmak üzere f�(Xi); M
r yüzeyi için bir asli do¼grultudur. M yüzeyine ait

fX1; X2g taban¬ndaki asli do¼grultular¬n M r üzerine taş¬nabildiklerini ve bu

taş¬nma sonucu asli do¼grultular¬n¬ koruduklar¬n¬ biliyoruz fakat Teorem 2.3.55,

asli do¼grultular¬n, spacelike ya da timelike vektörler olmas¬ hususunda bir bilgi

vermez. Dolay¬s¬yla M r yüzeyinin ff�(X1); f�(X2)g taban¬ndaki vektörler,
N r timelike oldu¼gu için Yard¬mc¬ Teorem 2.3.27 den bahsi geçen vektörlerin

istisnas¬z spacelike olmas¬ gerekti¼gi sonucuna ulaş¬l¬r. Bu tabana göre şekil

operatörü matrisi

Sr =

2
64

k1

1 + rk1
0

0
k2

1 + rk2

3
75

olur. hN r; N ri = �1 oldu¼gundan

Kr = " detSr

= �
�

k1

1 + rk1

��
k2

1 + rk2

�

= � k1k2

(1 + rk1)(1 + rk2)

=
K

1� 2rH � r2K

ve

Hr = "
1

2
izSr

= �1
2

�
k1

1 + rk1
+

k2

1 + rk2

�

= �1
2

�
(k1 + k2) + 2rk1k2

1 + r(k1 + k2) + r2k1k2

�

=
H + rK

1� 2rH � r2K

elde edilir.

Sonuç 3.1.8: ' ve 'r, 3 boyutlu E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla, space-

like yüzey ve spacelike paralel yüzey olsun, ' nin Gauss ve ortalama e¼grilikleri,
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s¬ras¬yla, K ve H n¬n, 'r nin Gauss ve ortalama e¼griliklerinin, s¬ras¬yla, Kr ve

Hr cinsinden eşitleri

K =
Kr

1 + 2rHr � r2Kr
(3.19)

H =
Hr � rKr

1 + 2rHr � r2Kr
(3.20)

şeklinde bulunur.

·Ispat: Bu sonucun ispat¬ Teorem 3.1.7 de elde edilenKr veHr e¼griliklerine

ait ifadelerden görülebilir, şöyle ki; Teorem 3.1.7 deki (3.17) eşitli¼ginden

K � 2rHKr � r2KKr = K

K(1 + r2Kr) = Kr � 2rHKr

veya

K =
Kr � 2rHKr

1 + r2Kr
(3.21)

bulunur. (3.18) eşitli¼ginde, (3.21) eşitli¼gi yerine yaz¬l¬rsa,

K =
Kr

1 + r2Kr
� 2rHKr

1 + r2Kr

K =
Kr

1 + r2Kr
� H

r � r2KHr � 2rK
1 + rHr

:
2Kr

1 + r2Kr
:r

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

K =
Kr

1 + 2rHr � r2Kr

elde edilir. H n¬n kaŗs¬l¬¼g¬ da benzer düşünceyle bulunur; (3.18) eşitli¼ginden

H =
Hr � r2KHr � rK

1 + 2rHr
(3.22)

olur. (3.17) ve (3.22) eşitlikleri birlikte kullan¬l¬rsa

H(1 + 2rHr) = Hr � r2KHr � rK

= Hr �K(r + r2Hr)

= Hr � K
r � 2rHKr

1 + r2Kr
(r + r2Hr) (3.23)
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bulunur. (3.23) eşitli¼ginden

H =
Hr � rKr

1 + 2rHr � r2Kr

elde edilir.

Teorem 3.1.9: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda spacelike bir yüzey,

M r M yüzeyinin spacelike paralel yüzeyi olsun. M spacelike yüzeyi üzerindeki

e¼grilik çizgilerine, M r yüzeyi üzerinde kaŗs¬l¬k gelen e¼griler de e¼grilik çizgi-

leridir.

·Ispat: M üzerindeki e¼grilik çizgileri, parametre e¼grileri olarak seçilirse,

Teorem 2.2.13 gere¼gince

F = f = 0 (3.24)

olur. M r üzerindeki kaŗs¬l¬k gelen e¼grilerin, e¼grilik çizgisi olduklar¬n¬ görmek

için F r = f r = 0 oldu¼gunu görmek yeterlidir. M r nin parametrik gösterimi

(3.7) nolu ifadede belirtildi¼gi üzere

'r(u; v) = '(u; v) + rN

dir. (2.12) ve (2.13) Weingarten denklemlerinde, (3.24) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

Nu = � e
E
'u (3.25)

Nv = � g
G
'v (3.26)

elde edilir. (3.2) ve (3.5) eşitliklerinde verilen F r ve f r katsay¬lar¬n¬n eşitlik-

lerinde (3.24), (3.25) ve (3.26) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

F r = F � 2rf + r2 hNu; Nvi

= r2 hNu; Nvi

= r2
D
� e
E
'u;�

g

G
'v

E

= r2
eg

EG
h'u; 'vi

= r2
eg

EG
F

= 0 (3.27)
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ve

f r = f � r hNu; Nvi

= �r hNu; Nvi

= �r
D
� e
E
'u;�

g

G
'v

E

= �r eg
EG

F

= 0 (3.28)

elde edilir. (3.27) ve (3.28) eşitliklerinden F r = f r = 0 oldu¼gu görülür.

Dolay¬s¬yla M r üzerinde e¼grilik çizgileri korunur.

3.1.2 E
3

1
Minkowski uzay¬nda timelike paralel yüzeyler

Bu k¬s¬mda M timelike yüzeyine paralel olan M r timelike paralel yüzeyi ele

al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1.10: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir '(u; v) timelike yü-

zeyinin paraleli olan 'r(u; v) yüzeyi,

'r(u; v) = '(u; v) + rN(u; v) (3.29)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada N vektörü hN;Ni = 1 olacak şekilde '(u; v)

yüzeyinin birim normal vektörü ve r ise reel katsay¬d¬r.

Yard¬mc¬ Teorem 3.1.11: M timelike yüzey ve M r, bu yüzeyin paralel

yüzeyi olsun. M yüzeyi timelike yüzeydir ancak ve ancak M r timelike paralel

yüzeydir.

·Ispat: ()): M timelike yüzey ise, bu durumda M nin birim normal vek-

törü N için, Teorem 2.3.35 gere¼gince

hNP ; NP i > 0 (3.30)
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olmal¬d¬r. M r paralel yüzeyinin birim normal vektörü ile M yüzeyini birim

normal vektörleri

NP = N
r
f(P ) (3.31)

dir. (3.30) ifadesinde, (3.31) yerine yaz¬l¬rsa



N r
f(P ); N

r
f(P )

�
> 0 (3.32)

elde edilir. (3.32) ifadesi, Teorem 2.3.35 gere¼gince, M r paralel yüzeyinin

timelike bir yüzey oldu¼gu sonucunu verir.

((): M r timelike paralel yüzeyse, Teorem 2.3.35 gere¼gince



N r
f(P ); N

r
f(P )

�
> 0 (3.33)

d¬r. (3.31) eşitli¼gi, (3.33) de yerine yaz¬l¬rsa

hNP ; NP i > 0 (3.34)

oldu¼gu görülür. (3.34) ifadesi, Teorem 2.3.35 gere¼gince, M yüzeyinin timelike

yüzey oldu¼gunu ifade eder.

Tan¬m 3.1.12: M ve M r; E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda iki yüzey

olsun. M yüzeyi timelike yüzey ve birim normal vektör alan¬ N olsun. M

den M r ye

f : M ! M r

P ! f (P ) = P + rNP

olacak şekilde örten bir f fonksiyonu varsa M r yüzeyine M nin bir timelike

paralel yüzeyi denir.

Tan¬m 3.1.13: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir timelike yüzey

ve M r de bu yüzeye paralel yüzey olsun. M r nin birim normal vektör alan¬

N r ve şekil operatörü Sr olsun. P 2 M , f(P ) 2 M r ve hN;Ni = 1 olmak

üzere
Kr : M r ! R

f(P ) ! Kr(f(P )) = detSrf(P )

(3.35)
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biçiminde tan¬mlanan fonksiyonaM r nin Gauss e¼grilik fonksiyonu veKr(f(P ))

de¼gerine de M r nin f(P ) noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir.

Tan¬m 3.1.14: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir timelike yüzey

ve M r de bu yüzeye paralel yüzey olsun. M r nin birim normal vektör alan¬

N r ve şekil operatörü Sr olsun. P 2 M , f(P ) 2 M r ve hN;Ni = 1 olmak

üzere
Hr : M r ! R

f(P ) ! Hr(f(P )) = 1
2
izSrf(P )

(3.36)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonaM r nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve Hr(f(P ))

de¼gerine de M r nin f(P ) noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir.

Teorem 3.1.15: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir timelike yüzey

veM r de bu yüzeye paralel yüzey olsun. M r nin birim normal vektör alan¬ N r

ve şekil operatörü Sr olsun. P 2 M , f(P ) 2 M r ve hN;Ni = 1 olmak üzere,
M r paralel yüzeyine ait I ve II temel form katsay¬lar¬ cinsinden Kr Gauss ve

Hr ortalama e¼grilikleri

Kr =
ergr � f r2
ErGr � F r2 (3.37)

Hr =
erGr � 2f rF r + grEr
2(ErGr � F r2) (3.38)

şeklindedir.

·Ispat: Tan¬m 3.1.13 den, Kr Gauss e¼grili¼ginin kaŗs¬l¬¼g¬ için FIr ve FIIr
matrisleri kullan¬l¬rsa

Kr = det(F�1
Ir FIIr) =

detFIIr
detFIr

=
ergr � f r2
ErGr � F r2

d¬r. Hr ortalama e¼grili¼gi için, önce F�1
Ir FIIr matrisi

F�1
Ir FIIr =

1

ErGr � F r2

2
4 Gr �F r

�F r Er

3
5
2
4 er f r

f r gr

3
5

=
1

ErGr � F r2

2
4 e

rGr � f rF r f rGr � grF r

f rEr � erF r grEr � f rF r

3
5
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biçiminde elde edilir. Tan¬m 3.1.14 den

Hr =
1

2
iz(F�1

Ir FIIr) =
erGr � 2f rF r + grEr
2(ErGr � F r2)

bulunur.

Teorem 3.1.16: M; E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda timelike bir yüzey,

M r de bu yüzeye ait timelike paralel yüzey olsun. P 2 M noktas¬nda, M ye

ait Gauss ve ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla, K ve H; f(P ) 2 M r noktas¬nda,

M r ye ait Gauss ve ortalama e¼grilikleri de, s¬ras¬yla, Kr ve Hr olsun. Bu

durumda;

Kr =
K

1 + 2rH + r2K
(3.39)

Hr =
H + rK

1 + 2rH + r2K
(3.40)

şeklindedir.

·Ispat: M timelike bir yüzey oldu¼guna göre, Teorem 2.3.35 gere¼gince, N

normal vektörü hN;Ni = 1 oldu¼gundan spacelike bir vektördür. Şekil 3.3 de
gösterildi ¼gi gibi P 2 M noktas¬nda M nin asli e¼grilikleri k1; k2 ve bunlara

kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilik do¼grultular¬ da s¬ras¬yla X1; X2 olsun. 1 � i � 2

olmak üzere asli e¼grilik tan¬m¬na göre

S(Xi) = kiXi; 1 � i � 2

dir. N r
��
f(P ) = NP oldu¼gundan M r yüzeyinin birim normal vektör alan¬ N r

için

hN r; N ri
��
f(P ) =



N r jf(P ); N r jf(P )

�
= hNP ; NP i = 1

olur. N r spacelike birim normal vektördür, dolay¬s¬yla M r de timelike yüzey-

dir. N spacelike vektör oldu¼gu için Yard¬mc¬ Teorem 2.3.27 gere¼gince fX1; X2g
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taban¬na ait vektörlerden biri spacelike ve di¼geri de timelike olmak zorundad¬r.

Şekil 3.3

Bu tabana göre M yüzeyinin şekil operatörü matrisi
2
4 k1 0

0 k2

3
5

olarak yaz¬l¬r. Tan¬m 2.3.37 ve Tan¬m 2.3.38 den

K = k1k2

ve

H =
k1 + k2
2

:

elde edilir. Teorem 2.3.55 deki (3) ifadesinden 1 � i � 2 olmak üzere f�(Xi);

M r yüzeyi için birer asli do¼grultudur. Teorem 3.1.7 nin ispat¬nda ifade edilen

M r yüzeyinin ff�(X1); f�(X2)g taban¬ndaki vektörlerin, N r spacelike birim
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normal vektör oldu¼gu için Yard¬mc¬ Teorem 2.3.27 gere¼gince biri spacelike vek-

tör, di¼geri ise timelike vektör olmal¬d¬r. Bu tabana göre şekil operatörü matrisi

Sr =

2
64

k1

1 + rk1
0

0
k2

1 + rk2

3
75

dir. hN r; N ri = 1 oldu¼gundan

Kr = " detSr

=

�
k1

1 + rk1

��
k2

1 + rk2

�

=
k1k2

(1 + rk1)(1 + rk2)

=
K

1 + 2rH + r2K

ve

Hr = "
1

2
izSr

=
1

2

�
k1

1 + rk1
+

k2

1 + rk2

�

=
1

2

�
(k1 + k2) + 2r(k1k2)

1 + r(k1 + k2) + r2k1k2

�

=
H + rK

1 + 2rH + r2K

şeklinde elde edilir.

Sonuç 3.1.17: ' ve 'r, 3 boyutlu E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla time-

like yüzey ve timelike paralel yüzey olsun. ' nin s¬ras¬yla Gauss ve ortalama

e¼grilikleri olan K ve H n¬n, 'r nin s¬ras¬yla Gauss ve ortalama e¼grilikleri olan

Kr ve Hr cinsinden eşitlikleri

K =
Kr

1� 2rHr + r2Kr
(3.41)

H =
Hr � rKr

1� 2rHr + r2Kr
: (3.42)
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şeklinde bulunur.

·Ispat: Bu sonucun ispat¬ Teorem 3.1.16 daki ifadelerden görülebilir, (3.39)

eşitli¼ginde K yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

Kr + 2rHKr + r2KKr = K

K(1� r2Kr) = Kr + 2rHKr

K =
Kr + 2rHKr

1� r2Kr
(3.43)

bulunur. (3.40) eşitli¼ginden H çekilir ve (3.43) de yerine yaz¬l¬rsa

Hr + 2rHHr + r2KHr = H + rK

H =
Hr + r2KHr � rK

1� 2rHr
(3.44)

ve sonra (3.44) eşitli¼gi, (3.43) de kullan¬l¬rsa,

K =
Kr

1� r2Kr
� H

r + r2KHr � rK
1� 2rHr

:
2Kr

1� r2Kr
:r

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

K =
Kr

1� 2rHr + r2Kr

bulunur. H n¬n kaŗs¬l¬¼g¬ benzer düşünceyle bulunur. (3.39) eşitli¼ginden

H =
Hr + r2KHr � rK

1� 2rHr
(3.45)

elde edilir. (3.43) eşitli¼gi, (3.45) de kullan¬l¬rsa:

H(1� 2rHr) = Hr + r2KHr � rK

= Hr �K(r � r2Hr)

= Hr � K
r + 2rHKr

1� r2Kr
(r + r2Hr) (3.46)

olur. (3.46) eşitli¼gi düzenlenirse

H =
Hr � rKr

1� 2rHr + r2Kr
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elde edilir.

Teorem 3.1.18: M , E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda timelike bir yüzey

ve M r M yüzeyinin timelike paralel yüzeyi olsun. M timelike yüzeyi üze-

rindeki e¼grilik çizgilerine, M r yüzeyi üzerinde kaŗs¬l¬k gelen e¼griler de e¼grilik

çizgileridir.

·Ispat: Teorem 3.1.9 un ispat¬na benzer yöntemle görülür.

3.2 E
3
1 Minkowski Uzay¬nda Paralel Regle Yü-

zeyler

E
3
1 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda regle yüzey

' (u; v) = �(u) + vX(u)

parametrizasyonuyla verilsin. ' (u; v) yüzeyinin k¬smi türevleri

'u = �
0 + vX 0 ve 'v = X

olmak üzere, bu yüzeyin normal vektörü

N =
'u ^ 'v
k'u ^ 'vk

=
�0 ^X + vX 0 ^X

k'u ^ 'vk

dir. E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda ' (u; v) regle yüzeyinin paralel yüzeyi

'r (u; v) = ' (u; v) + rN (u; v) (3.47)

olarak tan¬mlan¬r. Bu tan¬mlamaya göre, regle yüzeye paralel olan yüzeyin

parametrizasyonu

'r (u; v) = ' (u; v) + rN (u; v)

= � (u) + vX (u)+r
�0 (u) ^X (u)+vX 0 (u) ^X (u)

k'u ^ 'vk

şeklinde yaz¬l¬r.
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3.2.1 E
3

1
Minkowski uzay¬nda spacelike paralel regle yü-

zeyler

Bu k¬s¬mda, E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda dayanak e¼grisi spacelike bir

e¼gri, anado¼grusu spacelike bir do¼gru olan spacelike M regle yüzeyine paralel

olan M r yüzeyinin özellikleri incelenmi̧stir.

Teorem 3.2.1: E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬ndaM spacelike regle yüzey,

M r bu yüzeye paralel yüzey olsun. Bu durumda, M spacelike regle yüzeyi,

aç¬labilir yüzey ise M r paralel yüzeyi, aç¬labilir regle yüzeydir.

·Ispat: M; spacelike regle yüzeyinin parametrik ifadesi, h�0; �0i = 1;
hX;Xi = 1; hX 0; X 0i = " ve " = �1 olmak üzere

'(u; v) = �(u) + vX(u)

şeklindedir. Aç¬labilir regle yüzeyin normal vektörü bir do¼grultman boyunca

sabit ve v parametresinden ba¼g¬ms¬zd¬r. '(u; v) aç¬labilir spacelike regle yü-

zeyin normal vektörü,

N = �0 ^X + vX 0 ^X (3.48)

dir. Regle yüzey aç¬labilir yüzey oldu¼gundan, �0 ^ X vektörü ile X 0 ^ X
vektörü lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Böylece, � 2 R olmak üzere

�0 ^X = �X 0 ^X (3.49)

dir. (3.48) denkleminden yüzey normali,

N = (�+ v)X 0 ^X (3.50)

olur. Yüzeyin birim normali,

N = X 0 ^X (3.51)

bulunur. '(u; v) = �(u) + vX(u) regle yüzeyin (3.47) denklemi ile verilen

paralel yüzeyi

'r(u; v) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) + vX(u) (3.52)



62

dir. Bu yüzeyi paralel regle yüzey olarak adland¬raca¼g¬z. Paralel regle yüzeyin

do¼grultman¬

f�(X) = f�(T ) ^N r

= (T + rS(T )) ^N

= (T + rbT ) ^N

= (1 + rb)X

veya

f�(X) = (1 + rb)X (3.53)

dir.

f � �(u) = �(u) + rN(u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) (3.54)

bulunur. Yüzeye ait ikinci temel formun gr katsay¬s¬

gr = �h'rv;Nvi = �hX; 0i = 0

d¬r. Bu (3.52) yüzeyinin bir regle yüzey oldu¼gu anlam¬na gelir. Regle

yüzeyin aç¬labilir olup olmad¬¼g¬na bakal¬m: Tan¬m 2.3.44 deki (2.15) eşitli¼gin-

den paralel regle yüzeye ait da¼g¬lma parametresi

P r =<
df � �
du

; f 0�(X) ^ f�(X) > (3.55)

dir. (3.55) eşitli¼ginden

P r =


�0 + rX 00 ^X; (1 + rb)2X 0 ^X

�

= (1 + rb)2 h�0 + rX 00 ^X;X 0 ^Xi

= (1 + rb)2 (h�0; X 0 ^Xi+ r hX 00 ^X;X 0 ^Xi)

= (1 + rb)2 (0 + rfhX 00; Xi hX;X 0i � hX 00; X 0i hX;Xig)

= 0
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d¬r. (3.52) paralel regle yüzeyi, aç¬labilir regle yüzeydir. Şekil 3.4 paralel

regle yüzeyimize ait gra�ktir.

Şekil 3.4

Spacelike paralel regle yüzeyin birinci ve ikinci temel form katsay¬lar¬ şöyledir:

spacelike regle yüzeye ait parametrik denklemi

'(u; v) = �(u) + vX(u); h�0; �0i = hX;Xi = 1 ve hX 0; X 0i = "; " = �1

biçimindedir. Spacelike paralel regle yüzeyin parametrik denklemi (3.52)

eşitli¼giyle verilir. Spacelike paralel regle yüzeye ait birinci temel formun kat-

say¬lar¬;

Er = h'ru; 'rui

= h�0 + rX 00 ^X + vX 0; �0 + rX 00 ^X + vX 0i

= h�0; �0i+ 2r h�0; X 00 ^Xi+ 2v h�0; X 0i

+r2 hX 00 ^X;X 00 ^Xi+ 2rv hX 0; X 00 ^Xi+ v2 hX 0; X 0i (3.56)
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olur. hX 0; X 0i = 1 ve hX 00; X 0i = 0 oldu¼gundan X 00 vektörü X ile X 0 ^ X
vektörlerinin gerdi¼gi düzlemdedir, bu nedenle m;n 2 R olmak üzere

X 00 = mX + nX 0 ^X (3.57)

olarak yaz¬l¬r. (3.57) ifadesi kullan¬l¬rsa

X 00 ^X = (mX + nX 0 ^X) ^X = (nX 0 ^X) ^X = nX 0 (3.58)

bulunur. (3.56) eşitli¼ginde (3.58) denklemi kullan¬l¬rsa, Er katsay¬s¬

Er = 1 + "r2n2 + 2"rvn+ "v2 = 1 + "(rn+ v)2

olur. F r katsay¬s¬

F r = h'ru; 'rvi = h�0 + rX 00 ^X + vX 0; Xi = h�0; Xi

dir. Gr katsay¬s¬

Gr = h'rv; 'rvi = hX;Xi = 1

elde edilir. Ayr¬ca

N r = N = 'u ^ 'v = �0 ^X + vX 0 ^X

yüzey normalidir. ·Ikinci temel formun katsay¬lar¬ndan, er katsay¬s¬

er = �h'ru; N r
ui

= �h�0 + rX 00 ^X + vX 0; �00 ^X + �0 ^X 0 + vX 00 ^Xi

= �h�0; �00 ^Xi � hrX 00 ^X;�00 ^Xi � rv hX 00 ^X;X 00 ^Xi

�v hX 0; �00 ^Xi � v2 hX 0; X 00 ^Xi

= �h�0; �00 ^Xi � hX 0; �00 ^Xi (rn+ v)� "v2n� "rvn2

dir. f r katsay¬s¬

f r = �h'ru; N r
v i

= �h�0 + rX 00 ^X + vX 0; X 0 ^Xi

= �h�0; X 0 ^Xi
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olur. gr katsay¬s¬

gr = �h'rv; N r
v i = �hX;X 0 ^Xi = 0

olarak elde edilir.

Sonuç 3.2.2: M spacelike regle yüzeye paralel olan, M r spacelike paralel

regle yüzeyinin do¼grultman¬ spacelike vektördür. Dayanak e¼grisi, anado¼gruya

ait te¼get vektörün spacelike olmas¬ durumunda spacelike e¼gri; anado¼gruya ait

te¼get vektörün timelike olmas¬ durumunda ise

i) rn = �1 iken null e¼gri

ii) �1 < rn < 1 iken spacelike e¼gri

iii) rn < �1 veya rn > 1 iken timelike e¼gri

dir.

·Ispat: M r spacelike regle yüzeyinin parametrik ifadesi,

'r(u; v) = �(u) + rX 0 ^X + vX(u) (3.59)

şeklindedir. (3.59) yüzeyine ait do¼grultman,

hX;Xi = 1

oldu¼gundan spaceliked¬r. Dayanak e¼grisi,
�
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= h�0 + rX 00 ^X;�0 + rX 00 ^Xi

= h�0; �0i+ 2r h�0; X 00 ^Xi

+r2 hX 00 ^X;X 00 ^Xi

= 1 + 2r h�0; X 00 ^Xi+ r2fhX 00; Xi2

�hX 00; X 00i hX;Xig: (3.60)

(3.60) ifadesini biraz daha basitleştirmek amac¬yla şöyle düşünülür;

hX 0; X 0i = "
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oldu¼gu için hX 0; X 00i = 0 olacakt¬r. Dolay¬s¬yla, (3.57) eşitli¼gi (3.60) da kul-

lan¬l¬rsa
�
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= h�0 + rX 00 ^X;�0 + rX 00 ^Xi

= 1 + 2r h�0; (mX + nX 0 ^X) ^Xi

+r2fh(mX + nX 0 ^X); Xi2

�hmX + nX 0 ^X;mX

+nX 0 ^Xi hX;Xig

= 1 + "r2n2 (3.61)

elde edilir. Paralel regle yüzeye ait dayanak e¼grisinin (3.61) de elde etti¼gimiz

eşitli¼gi, anado¼gruya ait te¼get vektörün spacelike olmas¬ durumunda spacelike

e¼gri, timelike olmas¬ durumunda ise, (3.61) deki 1 � r2n2 den sonucun ifadesi
elde edilir.

Teorem 3.2.3: M aç¬labilir spacelike regle yüzey, M r bu yüzeye paralel

regle yüzey olsun. M r ye ait dayanak e¼grisinin te¼get vektör alan¬ f�(T );

anado¼grusunun te¼get vektör alan¬ f�(X) ve yüzeyin normal vektör alan¬ N r

olmak üzere,

f�(T ) ^N r = (1 + rb)f�(X)

f�(T ) ^ f�(X) = (1 + rb)N r

f�(X) ^N r = � 1

1 + rb
f�(T )

dir.

·Ispat: Aç¬labilir spacelike regle yüzeye ait Frenet denklemleri (2.17) mat-

risinde c = 0 al¬narak elde edilir. M aç¬labilir spacelike regle yüzeyine ait, T ,

X, N birim vektörlerinin sonuçlar¬ Teorem 2.3.50 deki (2.18) eşitli¼giyle ifade

edilmi̧stir. Bu bilgiler yard¬m¬yla

f�(T ) ^N r = (T + rS(T )) ^N

= (T + rbT ) ^N

= (1 + rb)X
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ifadesinden

f�(T ) ^N r = (1 + rb)f�(X)

ve

f�(T ) ^ f�(X) = (T + rS(T )) ^X

= (T + rbT ) ^X

= (1 + rb)N

ifadesinden

f�(T ) ^ f�(X) = (1 + rb)N r

ve

f�(X) ^N r = X ^N = �T

ifadesinden

(1 + rb)f�(X) ^N r = �f�(T )

elde edilir.

Teorem 3.2.4: M aç¬labilir spacelike regle yüzeye ait, T; X; N birim vek-

törleri, s¬ras¬yla, spacelike, spacelike ve timelike vektörler iken M r paralel reg-

le yüzeye ait f�(T ), f�(T ) ^N r = (1 + rb)f�(X) ve N r vektörleri, s¬ras¬yla,

spacelike, spacelike ve timelike vektörlerdir.

·Ispat: M r paralel regle yüzeye ait normal vektör,

hN r; N ri = hN;Ni = �1

eşitli¼ginden timelike bir vektördür. Dayanak e¼grisine ait te¼get vektör alan¬,

hf�(T ); f�(T )i = hT + rS(T ); T + rS(T )i

= hT + rDTN; T + rDTNi

= hT + rbT; T + rbT i

= (1 + rb)2 > 0
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oldu¼gundan spacelike bir vektördür. f�(T ) ^N r = (1 + rb)f�(X) bir orto-

normal çat¬ oluşturacak şekilde verilen f�(X) vektörü de

hf�(X); f�(X)i =

�
f�(T ) ^N r

1 + rb
;
f�(T ) ^N r

1 + rb

�

=

�
(1 + rb)T ^N

1 + rb
;
(1 + rb)T ^N

1 + rb

�

= hX;Xi = 1

gere¼gince spacelike vektör olmal¬d¬r.

Teorem 3.2.5: M � E
3
1 spacelike regle yüzey olsun. M r, M ye paralel

regle yüzey olsun. M r nin do¼grultmanlar¬, M r de hem asimptotik hem de

geodezik çizgilerdir.

·Ispat: D 2 �(E31); D 2 �(M) ve Dr 2 �(M r) iken, f�(X) 2 �(M r); M r

nin bir do¼grultman¬n¬n te¼get vektör alan¬ olsun. Herbir do¼grultman bir do¼gru

oldu¼gundan, E31 de geodeziktir.

D f�(X)f�(X) = 0 (3.62)

elde edilir. Bu ise, (2.25) ifadesindeki paralel hiperyüzeyler için verilen Gauss

denkleminde " = hN r; N ri = �1 al¬nd¬¼g¬nda

D f�(X)f�(X) = D
r
f�(X)f�(X) + hSr(f�(X)); f�(X)i :N r

dir. Burada, D; M r spacelike paralel regle yüzey üzerindeki indirgenmi̧s ko-

neksiyondur. (3.62) eşitli¼ginden

Dr
f�(X)f�(X) = �hSr(f�(X)); f�(X)iN r

olur. Dr
f�(X)

f�(X) 2 �(M r); ve hSr(f�(X)); f�(X)iN r 2 �?(M r) oldu¼gun-

dan

Dr
f�(X)f�(X) = 0 veya hSr(f�(X)); f�(X)iN r = 0

d¬r. Ayr¬ca N r yüzeyin normali,

�(E31) = �(M
r)� �?(M r) ve �(M r) \ �?(M r) = f0g
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olup,

Dr
f�(X)f�(X) = 0 ve hSr(f�(X)); f�(X)i = 0

elde edilir. M r spacelike paralel regle yüzeyin anado¼grular¬ asimptotik ve

jeodezik çizgi anlam¬na gelir.

Teorem 3.2.6: M � E31 spacelike regle yüzey ve M r, M ye paralel regle

yüzey olsun. M r nin Gauss e¼grili¼gi Kr olmak üzere 8f(P ) 2M r için

Kr � 0

d¬r.

·Ispat: f(P ) 2 M r noktas¬ndaki anado¼grunun te¼get vektör alan¬ f�(X)

olsun. �(M r) nin ff�(X); f�(Y )g ortonormal baz¬n¬ elde edelim. f�(X) ve
f�(Y ) spacelike vektör alanlar¬d¬r. M r nin, Sr şekil operatörü, ortonormal

bazlar cinsinden
Sr(f�(X)) = af�(X) + bf�(Y )

Sr(f�(Y )) = cf�(X) + df�(Y )

şeklinde yaz¬l¬r. Bu durumda Sr şekil operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris

Sr =

2
4 hS

r(f�(X)); f�(X)i hSr(f�(Y )); f�(X)i
hSr(f�(X)); f�(Y )i hSr(f�(Y )); f�(Y )i

3
5

=

2
4 hS(X); Xi hSr(f�(Y )); f�(X)i
hSr(f�(X)); f�(Y )i hS(Y ); f�(Y )i

3
5

olur. Teorem 3.2.5 den hSr(f�(X)); f�(X)i = hS(X); Xi = 0 bulunur. Tan¬m
3.1.4 gere¼gince

Kr = � detSr

= �hSr(f�(X)); f�(Y )i hSr(f�(Y )); f�(X)i

= hSr(f�(Y )); f�(X)i2

= hS(Y ); Xi2 � 0

elde edilir.
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Spacelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz noktas¬n¬n yervektörü

Spacelike paralel regle yüzeyin bo¼gaz çizgisini, as¬l yüzeye ait büyüklükler

cinsinden ifade edelim.

Şekil 3.5

Şekil 3.5 spacelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin as¬l yüzey ile olan

irtibat¬n¬ göstermektedir.

Şekil 3.5 den paralel regle yüzeye ait striksion çizgisinin yer vektörü

�!
O =

����!
Of � � +

����!
�f�(X)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada f�(X) = Xr al¬n¬rsa

(u) = f � �(u) + �Xr(u) ve � = �(u) (3.63)

olur. (3.63) ifadesinin türevi hesaplan¬rsa

0 =
df � �
du

+ �0Xr + �
dXr

du
(3.64)
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elde edilir. (3.64) ifadesinde eşitli¼gin her iki taraf¬n¬
dXr

du
ile iç çarp¬l¬rsa,

�
0;
dXr

du

�
=

�
df � �
du

;
dXr

du

�
+

�
�0Xr;

dXr

du

�
+ �

�
dXr

du
;
dXr

du

�

ifadesinden,

� = �

�
df � �
du

;
dXr

du

�

�
dXr

du
;
dXr

du

� (3.65)

elde edilir.

(3.52) eşitli¼ginde verilen paralel regle yüzeye ait (3.53) do¼grultman vektörü

ile dayanak e¼grisinin türevleri (3.65) de yerine yaz¬l¬rsa

� = �h�
0 + rX 00 ^X; (1 + rb)X 0i
(1 + rb)2 hX 0; X 0i = �h�

0; X 0i+ r hX 00 ^X;X 0i
(1 + rb) hX 0; X 0i (3.66)

bulunur. (3.63) eşitli¼ginde (3.53) ve (3.66) kullan¬l¬rsa,

(u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u)� h�
0; X 0i+ r hX 00 ^X;X 0i

hX 0; X 0i X (3.67)

olarak bo¼gaz çizgisi elde edilmi̧s olur. (3.67) eşitli¼ginde, (2.17) ve (3.58) eşit-

likleri kullan¬l¬rsa

(u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) + a� rn"
"

X (3.68)

bulunur.

Sonuç 3.2.7: Spacelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin, dayanak

e¼grisine eşit olmas¬ için a = rn" olmal¬d¬r.

·Ispat: (3.68) ifadesindeki
a� rn"
"

= 0 al¬narak ispat görülür.

Sonuç 3.2.8: Spacelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin, dayanak

e¼grisine eşit olmas¬ için,

h�0; X 0i = 0 ve hX 00 ^X;X 0i = 0

olmal¬d¬r.

·Ispat: (3.67) ifadesinden ispat kolayca elde edilir.
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Teorem 3.2.9: M r spacelike paralel regle yüzeyinin  bo¼gaz çizgisinin

kausal karakteri için

i) �1 < F < 1 )  spacelike e¼gridir.

ii) F < �1 ^ F > 1 )  timelike e¼gridir.

·Ispat: M r spacelike paralel regle yüzeye ait normal vektör alan¬;

N r = N = 'u ^ 'v = �0 ^X + vX 0 ^X

dir. v = 0 için

N r(u; 0) = �0(u) ^X(u) (3.69)

olur. (3.69) ifadesi kendisiyle iç çarp¬l¬p, kausal karakteri belirlenir, yani,

hN r(u; 0); N r(u; 0)i = h�0(u) ^X(u); �0(u) ^X(u)i

= h�0; Xi2 � h�0; �0i hX;Xi

= F 2 � 1 (3.70)

dir. (3.70) ifadesinden aşa¼g¬daki sonuçlar ç¬kar:

(i) F = 1 veya F = �1 ) N r null vektör.

(ii) �1 < F < 1 ) N r timelike vektör.

(iii) F < �1 veya F > 1 ) N r spacelike vektör.

Spacelike paralel regle yüzey üzerinde yer alan bo¼gaz çizgisi için v = 0 iken

herhangi bir u noktas¬ndaki yüzey normalinin kausal karakterine göre, bo¼gaz

çizgisinin kausal karakteri belirlenir. (ii) gere¼gince, bo¼gaz çizgisi spacelike bir

e¼gri, (iii) gere¼gince, bo¼gaz çizgisi timelike bir e¼gridir. (i) gere¼gince de normal

vektör dejeneredir.

Teorem 3.2.10: Spacelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisi dayanak

e¼grisinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Spacelike paralel regle yüzeyin farkl¬ iki dayanak e¼grisi f � � ve �
olmak üzere, spacelike paralel regle yüzey

'r(u; v) = f � �(u) + vXr(u) (3.71)
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veya

'r(u; s) = �(u) + sXr(u) (3.72)

denklemiyle verilir. Spacelike paralel regle yüzeyin bo¼gaz çizgileri, s¬ras¬yla,

(u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u)� h�
0; X 0i+ r hX 00 ^X;X 0i

hX 0; X 0i X(u) (3.73)

ve

(u) = �(u)� h�0; X 0i
hX 0; X 0iX(u) (3.74)

olur. (3.73) ve (3.74) ifadeleri taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

(u)� (u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u)� �(u)

�h�
0(u) + rX 00(u) ^X(u)� �0(u); X 0i

hX 0; X 0i X(u) (3.75)

bulunur. Ayr¬ca (3.71) ve (3.72) ifadelerinden,

f � �(u)� �(u) = vXr � sXr

�(u) + rX 0(u) ^X(u)� �(u) = (v � s)Xr (3.76)

elde edilir ve (3.76) ifadesinin u ya göre türevi al¬n¬rsa

�0(u) + rX 00(u) ^X(u)� �0(u) = (v � s)Xr0 (3.77)

olur. (3.76) ve (3.77) ifadeleri ile f�(X) = Xr al¬n¬r ve (3.56) eşitli¼gi kul-

lan¬larak, (3.75) ifadesinde yerlerine yaz¬l¬rsa, f�(X) = Xr al¬n¬r ve (3.56)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

(u)� (u) = (v � s)Xr � h(v � s)X
r0; X 0i

hX 0; X 0i X(u)

= (v � s)(1 + rb)X(u)� (v � s)(1 + rb)hX
0; X 0i

hX 0; X 0iX(u)

= 0

bulunur. O halde bo¼gaz çizgisi dayanak e¼grisinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 3.2.11: M aç¬labilir spacelike regle yüzeyine paralel olan M r

spacelike paralel regle yüzeyi verilsin. M r spacelike paralel regle yüzeyinin
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her noktas¬ndan bir tek ortogonal yörünge geçer ve bu ortogonal yörünge, M

spacelike regle yüzeyine ait büyüklükler cinsinden

�(s) = �(s) + rX 0(s) ^X(s) + g(s)X(s)

şeklindedir. Burada v(1 + rb) yerine g(s) fonksiyonu al¬nm¬̧st¬r.

·Ispat: M r spacelike paralel regle yüzeyi,

'r : I � J �! E
3
1

(u; v) �! 'r(u; v) = f � �(u) + vXr(u)
(3.78)

parametrizasyonuyla verilsin. (3.78) nolu ifadenin parametrik gösterimi, M

spacelike regle yüzeyine ait büyüklükler cinsinden

'r(u; v) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) + v(1 + rb)X

şeklindedir. Ortogonal yörünge,

� : eI �! M r

s �! �(s) = f � �(s) + g(s)Xr(s)
(3.79)

şeklindedir. eI, I n¬n içinde de¼gilse bir öteleme ile eI y¬ I n¬n içine yat¬r¬labilir.
Yani eI � I olarak al¬nabilir. 'r(s0; v0) = P0 noktas¬ndan bir tek ortogo-

nal yörünge geçti¼gini gösterelim. (3.79) ifadesi, M spacelike regle yüzeyine

ait büyüklükler cinsinden yaz¬l¬rsa,

�(s) = �(s) + rX 0(s) ^X(s) + g(s)X(s) (3.80)

elde edilir. (3.80) ifadesinin türevi al¬n¬rsa,

�0(s) = �0(s) + rX 00(s) ^X(s) + g(s)0X(s) + g(s)X 0(s)

elde edilir. Tan¬m 2.3.49 gere¼gince, � e¼grisi Xr ye diktir. Buna göre

h�0(s); Xr(s)i = h�0(s); X(s)i

= h�0(s) + rX 00(s) ^X(s) + g(s)0X(s) + g(s)X 0(s); Xi

= h�0(s); X(s)i+ g0(s) = 0 (3.81)
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olur. (3.81) gere¼gince

g0(s) = �h�0(s); X(s)i
dg
ds
= �h�0(s); X(s)i

dg = �h�0(s); X(s)i ds
g(s) = �

R
h�0(s); X(s)i ds+ h

dir. Burada hf�(X); f�(X)i = hX;Xi = 1 dir.

�
Z
h�0(s); X(s)i ds = F (s)

dersek, g(s) = F (s) + h olur. h key� seçildi¼ginden h�0; f�(X)i = 0 koşu-

lunu sa¼glayan bir çok e¼gri vard¬r. Bu e¼grilerden P0 noktas¬ndan geçeni bulmak

istiyoruz. Buna göre

P0 = f � �(s) + (F (s) + h)Xr

= �(s) + rX 0(s) ^X(s) + (F (s) + h)X(s)

olacak biçimde bir s say¬s¬n¬ bulmak istiyoruz. P0 = f � �(s0) + v0Xr(s0)

oldu¼gundan f � �(s0) + v0Xr(s0) = f � �(s) + g(s)Xr(s) olur. Buradan

f � �(s0) = f � �(s)

ve

�(s0) + rX
0(s0) ^X(s0) = �(s) + rX 0(s) ^X(s)

dir. Buradan �(s0) = �(s) , X 0(s0) ^X(s0) = X 0(s) ^X(s) ve v0 = g(s)
bulunur. I aral¬¼g¬n¬ f � � n¬n bire-bir oldu¼gu bir aral¬k seçersek, s = s0

bulunur. v0 = g(s) eşitli¼ginden g(s0) = F (s0) + h ve buradan

h = g(s0)� F (s0)

bulunur. P0 noktas¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir ortogonal yörünge vard¬r. Bu

ortogonal yörünge her anado¼gruyu kesece¼ginden eI = I olmak zorundad¬r.
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Teorem 3.2.12: E31 Minkowski uzay¬nda, '(u; v) spacelike yüzeyi için

F = f = 0 olsun. Bu durumda,

'r(u; v) = '(u; v) + rN(u; v)

paralel yüzeyine ait u veya v parametrelerinden biri sabit iken di¼geri de¼gi̧sken

de¼gerler al¬yorsa, '(u; v) aç¬labilir regle yüzey, 'r(u; v) de aç¬labilir paralel

regle yüzey olur.

·Ispat: u=u0 olacak şekildeki her yüzey, v = sabit ile verilen do¼grular¬n

oluşturdu¼gu bir yüzeydir. Bu şartlar alt¬nda '(u; v) regle yüzeydir. Bu regle

yüzeyin aç¬labilir olmas¬, u=u0 ve v = sabit iken, (v) = '(u0; v) ile v=v0 ve

u = sabit iken, (u) = '(u; v0) e¼grilerinin e¼grilik çizgisi olmalar¬d¬r. F = f = 0

iken (2.9) da verilen F I ve F II matrisleri diagonaldir. Dolay¬s¬yla, F�1I F II ;

f'u; 'vg baz¬na ba¼gl¬ olarak, Weingarten dönüşümünün matrisidir. Bu, 'u ve
'v lerin asli vektörler yani u = sabit ve v = sabit parametre e¼grilerinin, e¼grilik

çizgileri oldu¼gu anlam¬na gelir. Bu ise regle yüzeyin aç¬labilir regle yüzey

olmas¬ demektir. Teorem 3.2.1 den '(u; v) aç¬labilir spacelike regle yüzeyse,

'r(u; v) aç¬labilir spacelike paralel regle yüzeydir.

Sonuç 3.2.13: ' ve 'r, 3-boyutlu E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla, space-

like regle yüzey ve spacelike paralel regle yüzey olsun. 'r spacelike paralel regle

yüzeyinin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬ Kr Gauss ve Hr ortalama e¼grilikleri

Kr =
Q2

D4 � rQFD + rQ2JD + rvQ0D + rv2JD � r2Q2

Hr =
QFD �Q2JD � vQ0D � v2JD + 2rQ2

2D4 � 2rQFD + 2rQ2JD + 2rvQ0D + 2rv2JD � 2r2Q2

dir.

·Ispat: Teorem 3.1.7 deki (3.17) ve (3.18) eşitliklerinde Teorem 2.4.10 daki

(2.31) ve (2.32) ifadeleri yerlerine yaz¬l¬p, gerekli i̧slemler yap¬larak Kr Gauss

ve Hr ortalama e¼griliklerinin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬ kaŗs¬l¬klar¬ bu-

lunur.
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3.2.2 E
3

1
Minkowski uzay¬nda timelike paralel regle yü-

zeyler

Bu k¬s¬mda, timelike regle yüzeylere paralel olan yüzeylerin regle yüzey olma

koşulu verilmi̧stir. Regle yüzey olan paralel yüzeyler, paralel regle yüzeyler

olarak adland¬r¬l¬p, bu yüzeylere dair baz¬ teoremler verilmi̧stir.

Spacelike dayanak e¼grili timelike anado¼grulu timelike regle yüzeyin

paralel yüzeyi olarak timelike regle yüzeyler

Bu k¬s¬mda spacelike dayanak e¼grili timelike anado¼grulu timelike regle yüzeylere

paralel olan timelike regle yüzeyler incelenmi̧s, bu yüzeyler için aç¬labilirlik,

temel form katsay¬lar¬ ve bo¼gaz çizgisi ile ilgili özellikler verilmi̧stir.

Teorem 3.2.14: E31 Minkowski uzay¬nda M timelike regle yüzey, M r bu

yüzeye paralel yüzey olsun. Bu durumda, M timelike regle yüzeyi, aç¬labilir

yüzey ise M r paralel yüzeyi, aç¬labilir regle yüzeydir.

·Ispat: M timelike do¼grultmanl¬ timelike regle yüzeyin parametrik ifadesi,

'(u; v) = �(u) + vX(u); h�0; �0i = 1; hX;Xi = �1; hX 0; X 0i = 1 (3.82)

şeklindedir. Aç¬labilir regle yüzeylerin normalleri bir do¼grultman boyunca

sabit ve v parametresinden ba¼g¬ms¬zd¬r. (3.48)-(3.51) eşitliklerindeki benzer

i̧slemler yap¬larak

'r(u; v) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) + vX(u) (3.83)

paralel regle yüzeyi elde edilir. Paralel regle yüzeyin do¼grultman¬

f�(X) = f�(T ) ^N r

= (T + rS(T )) ^N

= (T � rbT ) ^N

= (1� rb)X
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veya

f�(X) = (1� rb)X

olur.

f � �(u) = �(u) + rN(u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u)

elde edilir. Yüzeye ait ikinci temel formun gr katsay¬s¬,

gr = �h'rv;Nvi = �hX; 0i = 0

olarak elde edilir. Bu durumda (3.83) yüzeyi regle yüzeydir. Regle yüze-

yin aç¬labilir olup olmad¬¼g¬ incelenirse, Tan¬m 2.3.44 deki (2.15) eşitli¼ginden

paralel regle yüzeye ait da¼g¬lma parametresi

P r =<
df � �
du

; f 0�(X) ^ f�(X) > (3.84)

şeklindedir. (3.84) eşitli¼ginden

P r =


�0 + rX 00 ^X; (1� rb)2X 0 ^X

�

= (1� rb)2 h�0 + rX 00 ^X;X 0 ^Xi

= (1� rb)2 [h�0; X 0 ^Xi+ r hX 00 ^X;X 0 ^Xi]

= (1� rb)2 [0 + rfhX 00; Xi hX;X 0i � hX 00; X 0i hX;Xig]

= 0

elde edilir. O halde (3.83) paralel yüzeyi, aç¬labilir regle yüzeydir.

Timelike paralel regle yüzeyin birinci ve ikinci temel form katsay¬lar¬ şöyledir:

timelike regle yüzey (3.82) ifadesiyle verilsin. Timelike paralel regle yüzeyin

parametrik denklemi (3.83) eşitli¼giyle verilir. Timelike paralel regle yüzeye

ait birinci temel formun katsay¬lar¬;

Er = h'ru; 'rui

= h�0 + rX 00 ^X + vX 0; �0 + rX 00 ^X + vX 0i

= h�0; �0i+ 2r h�0; X 00 ^Xi+ 2v h�0; X 0i+ r2 hX 00 ^X;X 00 ^Xi

+2rv hX 0; X 00 ^Xi+ v2 hX 0; X 0i (3.85)
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olur. (3.57) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

X 00 ^X = (mX + nX 0 ^X) ^X = (nX 0 ^X) ^X = �nX 0 (3.86)

bulunur. (3.85) eşitli¼ginde (3.86) denklemi kullan¬l¬rsa

Er = 1 + "r2n2 + 2"rvn+ "v2

= 1 + r2n2 � 2rnv + v2

= 1 + (rn� v)2

elde edilir. F r katsay¬s¬

F r = h'ru; 'rvi = h�0 + rX 00 ^X + vX 0; Xi = h�0; Xi

d¬r. Gr katsay¬s¬

Gr = h'rv; 'rvi = hX;Xi = �1

olur. Ayr¬ca

N r = N = 'u ^ 'v = �0 ^X + vX 0 ^X (3.87)

yüzey normalidir. ·Ikinci temel formun katsay¬lar¬ndan, er katsay¬s¬

er = �h'ru; N r
ui

= �h�0 + rX 00 ^X + vX 0; �00 ^X + �0 ^X 0 + vX 00 ^Xi

= �h�0; �00 ^Xi � hrX 00 ^X;�00 ^Xi � rv hX 00 ^X;X 00 ^Xi

�v hX 0; �00 ^Xi � v2 hX 0; X 00 ^Xi

= �h�0; �00 ^Xi+ hX 0; �00 ^Xi (rn� v) + v2n� rvn2

dir. f r katsay¬s¬

f r = �h'ru; N r
v i

= �h�0 + rX 00 ^X + vX 0; X 0 ^Xi

= �h�0; X 0 ^Xi
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olur. gr katsay¬s¬

gr = �h'rv; N r
v i = �hX;X 0 ^Xi = 0

elde edilir.

Sonuç 3.2.15: M spacelike dayanak e¼grili timelike do¼grultmanl¬ timelike

regle yüzeye paralel olan, M r timelike paralel regle yüzeyinin do¼grultman¬

timelike vektördür. Dayanak e¼grisi ise spacelike e¼gri olur.

·Ispat: (3.83) ile verilenM r timelike paralel regle yüzeyine ait do¼grultman,

hX;Xi = �1

oldu¼gundan spaceliked¬r. Dayanak e¼grisi,

�
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= h�0 + rX 00 ^X;�0 + rX 00 ^Xi

= h�0; �0i+ 2r h�0; X 00 ^Xi

+r2 hX 00 ^X;X 00 ^Xi

= 1 + 2r h�0; X 00 ^Xi

+r2fhX 00; Xi2 � hX 00; X 00i hX;Xig: (3.88)

şeklinde bulunur. hX 0; X 0i = 1 ve hX 0; X 00i = 0 ile (3.86), (3.88) eşitli¼ginde
kullan¬l¬rsa

�
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= h�0 + rX 00 ^X;�0 + rX 00 ^Xi

= 1 + 2r h�0; (mX + nX 0 ^X) ^Xi

+r2fh(mX + nX 0 ^X); Xi2

�hmX + nX 0 ^X;mX + nX 0 ^Xi hX;Xig

= 1 + 2rm h�0; X ^Xi+ 2rn h�0; (X 0 ^X) ^Xi

�r2 hmX + nX 0 ^X;mX + nX 0 ^Xi

= 1� 2rn h�0; X 0i+ r2n2 hX 0; X 0i hX;Xi

= 1 + r2n2
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buradan da, �
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= 1 + r2n2 (3.89)

elde edilir. Bundan ötürü dayanak e¼grisi spacelike e¼gridir.

Teorem 3.2.16: M timelike do¼grultmanl¬, spacelike dayanak e¼grili, aç¬la-

bilir timelike regle yüzey,M r bu yüzeye paralel regle yüzey olsun. M r yüzeyine

ait dayanak e¼grisinin te¼get vektör alan¬ f�(T ); anado¼grusunun te¼get vektör

alan¬ f�(X) ve yüzeyin normal vektör alan¬ N r olmak üzere

f�(T ) ^N r = (1� rb)f�(X)
f�(T ) ^ f�(X) = (1� rb)N r

f�(X) ^N r =
1

1� rbf�(T )

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat: Timelike do¼grultmanl¬, spacelike dayanak e¼grili, aç¬labilir timelike

regle yüzeye ait Frenet denklemleri (2.20) de c = 0 al¬narak elde edilir. M

timelike regle yüzeyine ait, T , X, N birim vektörlerinin sonuçlar¬, Teorem

2.3.51 deki (2.21) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa,

f�(T ) ^N r = (T + rS(T )) ^N

= (T � rbT ) ^N

= (1� rb)X

ifadesinden

f�(T ) ^N r = (1� rb)f�(X)

olur.

f�(T ) ^ f�(X) = (T + rS(T )) ^X

= (T � rbT ) ^X

= (1� rb)N

elde edilir. Ayr¬ca

f�(T ) ^ f�(X) = (1� rb)N r
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ve

f�(X) ^N r = X ^N = T

bulunur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

(1� rb)f�(X) ^N r = f�(T )

elde edilir.

Teorem 3.2.17: M timelike do¼grultmanl¬, spacelike dayanak e¼grili, aç¬la-

bilir timelike regle yüzeye ait T; N; X birim vektörleri, s¬ras¬yla, spacelike,

spacelike ve timelike vektörler iken M r paralel regle yüzeye ait f�(T ), N r ve

f�(T ) ^ N r = (1 � rb)f�(X) ve vektörleri, s¬ras¬yla, spacelike, spacelike ve
timelike vektörlerdir.

·Ispat: M r timelike paralel regle yüzeyine ait normal vektör,

hN r; N ri = hN;Ni = 1

eşitli¼ginden spacelike bir vektördür. Dayanak e¼grisine ait te¼get vektör alan¬,

hf�(T ); f�(T )i = hT + rS(T ); T + rS(T )i

= hT + rDTN; T + rDTNi

= hT � rbT; T � rbT i

= (1� rb)2 > 0

oldu¼gundan spacelike bir vektördür. f�(T ) ^N r = (1� rb)f�(X) bir orto-
normal çat¬ oluşturacak şekilde verilen f�(X) vektörü de

hf�(X); f�(X)i =

�
f�(T ) ^N r

1� rb ;
f�(T ) ^N r

1� rb

�

=

�
(1� rb)T ^N

1� rb ;
(1� rb)T ^N

1� rb

�

= hX;Xi = �1

oldu¼gundan timelike bir vektördür.
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Teorem 3.2.18: M � E31 timelike regle yüzey olsun. M r, M ye paralel

regle yüzey olsun. M r nin do¼grultmanlar¬, hem asimptotik hem de geodezik

çizgilerdir.

·Ispat: D; D ve Dr; s¬ras¬yla, �(E31); �(M) ve �(M
r) üzerinde koneksiyon-

lar ve f�(X) 2 �(M r); M r nin bir do¼grultman¬n¬n te¼get vektör alan¬ olsun.

Herbir do¼grultman bir do¼gru oldu¼gundan, E31 de geodeziktir, yani

D f�(X)f�(X) = 0 (3.90)

olur. Bu ise, (2.25) ifadesindeki paralel hiperyüzeyler için verilen Gauss denk-

leminde " = hN r; N ri = 1 al¬nd¬¼g¬nda

D f�(X)f�(X) = D
r
f�(X)f�(X)� hSr(f�(X)); f�(X)i :N r

yaz¬l¬r. Burada, D; M r timelike paralel regle yüzeyi üzerindeki indirgenmi̧s

koneksiyondur. (3.90) eşitli¼gi gere¼gince

Dr
f�(X)f�(X) = hSr(f�(X)); f�(X)iN r

olur. Dr
f�(X)

f�(X) 2 �(M r); ve hSr(f�(X)); f�(X)iN r 2 �?(M r) oldu¼gun-

dan

Dr
f�(X)f�(X) = 0 veya hSr(f�(X)); f�(X)iN r = 0

olmas¬ gerekir. Ayr¬ca N r yüzeyin normali ve

�(E31) = �(M
r)� �?(M r) ve �(M r) \ �?(M r) = f0g

olup,

Dr
f�(X)f�(X) = 0 ve hSr(f�(X)); f�(X)i = 0

elde edilir. Buna göre M r timelike paralel regle yüzeyin anado¼grular¬ asimp-

totik ve jeodezik çizgilerdir.

Teorem 3.2.19: M � E31 timelike regle yüzey ve M r, M ye paralel regle

yüzey olsun. M r nin Gauss e¼grili¼gi Kr olmak üzere her f(P ) 2M r için

Kr � 0
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d¬r.

·Ispat: f(P ) 2M r noktas¬ndaki anado¼grunun te¼get vektör alan¬ f�(X) ve

ff�(X); f�(Y )g; �(M r) nin ortonormal baz¬ olsun. f�(X) timelike ve f�(Y )

spacelike vektör alanlar¬d¬r. M r nin, Sr şekil operatörü, ortonormal bazlar

cinsinden
Sr(f�(X)) = af�(X) + bf�(Y )

Sr(f�(Y )) = cf�(X) + df�(Y )

şekinde yaz¬l¬r. Bu durumda Sr şekil operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris

Sr =

2
4 �hS

r(f�(X)); f�(X)i hSr(f�(X)); f�(Y )i
� hSr(f�(Y )); f�(X)i hSr(f�(Y )); f�(Y )i

3
5

=

2
4 �hS(X); Xi hSr(f�(X)); f�(Y )i
� hSr(f�(Y )); f�(X)i hS(Y ); f�(Y )i

3
5

olur. Teorem 3.2.18 den hSr(f�(X)); f�(X)i = hS(X); Xi = 0 oldu¼gu kul-

lan¬l¬rsa,

Kr = detSr

= (hSr(f�(X)); f�(Y )i)2 � 0

elde edilir.

Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz noktas¬n¬n yervektörü

Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisini, as¬l yüzeye ait büyüklükler

cinsinden ifade edelim. Şekil 3.5 deki gra�kle ifade edilen düşüncenin benzeri

bir şekilde timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin yer vektörü

�!
O =

����!
Of � � +��!�Xr

şeklinde yaz¬l¬r. Burada e¼grinin-yay parametresi u al¬n¬rsa

(u) = f � �(u) + �Xr(u) ve � = �(u) (3.91)
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yaz¬l¬r. (3.91) ifadesinden

0 =
df � �
du

+ �0Xr + �
dXr

du
(3.92)

elde edilir. (3.92) ifadesinde eşitli¼gin her iki taraf¬
dXr

du
ile iç çarp¬l¬rsa,

�
0;
dXr

du

�
=

�
df � �
du

;
dXr

du

�
+

�
�0Xr;

dXr

du

�
+ �

�
dXr

du
;
dXr

du

�

olur. Buradan,

� = �

�
df � �
du

;
dXr

du

�

�
dXr

du
;
dXr

du

� (3.93)

bulunur. (3.83) de verilen paralel regle yüzeye ait dayanak e¼grisi

f � � = � + rX 0 ^ X ile do¼grultman¬n¬n f�(X) = (1 � rb)X = Xr türevleri

(3.93) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

� = �h�
0 + rX 00 ^X; (1� rb)X 0i
(1� rb)2 hX 0; X 0i = �h�

0; X 0i+ r hX 00 ^X;X 0i
(1� rb) hX 0; X 0i (3.94)

bulunur. (3.94) ifadesi (3.91) de yerlerine yaz¬l¬rsa,

 = � + rX 0 ^X � h�
0; X 0i+ r hX 00 ^X;X 0i

hX 0; X 0i X (3.95)

şeklinde bo¼gaz çizgisi elde edilmi̧s olur. (3.91) ifadesinde, (2.20) ve (3.86)

eşitlikleri kullan¬l¬rsa

 = � + rX 0 ^X � (a� rn)X: (3.96)

bulunur.

Sonuç 3.2.20: Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin, dayanak

e¼grisine eşit olmas¬ için a = rn olmal¬d¬r.

·Ispat: (3.96) ifadesindeki a� rn = 0 al¬narak ispat görülür.
Sonuç 3.2.21: Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin, dayanak

e¼grisine eşit olmas¬ için

h�0; X 0i = 0 ve hX 00 ^X;X 0i = 0
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olmal¬d¬r.

·Ispat: (3.95) ifadesinden ispat kolayca elde edilir.

Teorem 3.2.22: Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisi dayanak

e¼grisinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Timelike paralel regle yüzeyin farkl¬ dayanak e¼grisi f �� ve � olmak
üzere timelike paralel regle yüzey

'r(u; v) = f � � + vXr (3.97)

veya

'r(u; s) = �+ sXr (3.98)

denklemiyle verilir. Timelike paralel regle yüzeyin bo¼gaz e¼grileri, s¬ras¬yla,

(u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u)� h�
0; X 0i+ r hX 00 ^X;X 0i

hX 0; X 0i X(u) (3.99)

ve

(u) = �(u)� h�0; X 0i
hX 0; X 0iX(u) (3.100)

şeklindedir. (3.99) ve (3.100) ifadeleri taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa;

(u)� (u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u)� �(u)

�h�
0(u) + rX 00(u) ^X(u)� �0(u); X 0i

hX 0; X 0i X(u) (3.101)

olur. Ayr¬ca (3.97) ve (3.98) ifadelerinden,

f � �(u)� �(u) = vXr � sXr

�(u) + rX 0(u) ^X(u)� �(u) = (v � s)Xr (3.102)

elde edilir. (3.102) ifadesinin u ya göre türevi al¬n¬rsa

�0(u) + rX 00(u) ^X(u)� �0(u) = (v � s)Xr0 (3.103)
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bulunur. (3.102) ve (3.103) ifadeleri (3.101) de yerlerine yaz¬l¬r,

f�(X) = (1� rb)X = Xr eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

(u)� (u) = (v � s)Xr � h(v � s)X
r0; X 0i

hX 0; X 0i X(u)

= (v � s)(1� rb)X(u)� (v � s)(1� rb)hX
0; X 0i

hX 0; X 0iX(u)

= 0

bulunur. O halde bo¼gaz çizgisi dayanak e¼grisinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 3.2.23: M r timelike paralel regle yüzeyine ait  striksiyon e¼grisi

timelike bir e¼gridir.

·Ispat: M r timelike paralel regle yüzeyine ait normal vektör alan¬;

N r = N = 'u ^ 'v = �0 ^X + vX 0 ^X

dir. v = 0 için

N r(u; 0) = �0(u) ^X(u) (3.104)

olur. (3.104) ifadesini kendisiyle iç çarparsak

hN r(u; 0); N r(u; 0)i = h�0(u) ^X(u); �0(u) ^X(u)i

= h�0; Xi2 � h�0; �0i hX;Xi

= F 2 + 1 > 0 (3.105)

elde edilir. (3.105) nolu ifade v = 0 noktas¬ndaki yüzey normal vektörünün

spacelike vektör oldu¼gu sonucunu verir. Dolay¬s¬yla bo¼gaz çizgisi timelike bir

e¼gridir.

Teorem 3.2.24: M aç¬labilir timelike regle yüzeyine paralel olanM r time-

like paralel regle yüzeyi verilsin. M r timelike paralel regle yüzeyinin her nok-

tas¬ndan bir tek ortogonal yörünge geçer ve bu ortogonal yörünge, M timelike

regle yüzeyine ait büyüklükler cinsinden

�(s) = �(s) + rX 0(s) ^X(s) + g(s)X(s)
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şeklindedir. Burada v(1� rb) yerine g(s) fonksiyonu al¬nm¬̧st¬r.
·Ispat: M r timelike paralel regle yüzeyi,

'r : I � J �! E
3
1

(u; v) �! 'r(u; v) = f � �(u) + vXr(u)
(3.106)

parametrizasyonuyla verilsin. (3.106) ifadesinin parametrik gösterimi, M

timelike regle yüzeyine ait büyüklükler cinsinden,

'r(u; v) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) + v(1� rb)X(u)

olur. Ortogonal yörünge,

� : eI �! M r

s �! �(s) = f � �(s) + g(s)Xr(s)
(3.107)

olarak al¬ns¬n. eI, I n¬n içinde de¼gilse bir öteleme ile eI y¬ I n¬n içine yat¬r¬labilir.
Yani eI � I olarak alabiliriz. Şimdi 'r(s0; v0) = P0 noktas¬ndan bir tek

ortogonal yörünge geçti¼gini gösterelim. (3.107) ifadesini M timelike regle

yüzeyine ait büyüklükler cinsinden yaz¬l¬rsa

�(s) = �(s) + rX 0(s) ^X(s) + g(s)X(s) (3.108)

olur. (3.108) ifadesinin türevi al¬n¬rsa

�0(s) = �0(s) + rX 00(s) ^X(s) + g(s)0X(s) + g(s)X 0(s)

elde edilir. Tan¬m 2.3.49 gere¼gince, � e¼grisi Xr vektörüne diktir, yani,

h�0(s); Xr(s)i = h�0(s); X(s)i

= h�0(s) + rX 00(s) ^X(s) + g(s)0X(s) + g(s)X 0(s); Xi

= h�0(s); X(s)i � g0(s) = 0 (3.109)

bulunur. (3.109) dan,

g0(s) = h�0(s); X(s)i
dg

ds
= h�0(s); X(s)i

dg = h�0(s); X(s)i ds
g(s) =

R
h�0(s); X(s)i ds+ h
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dir. Burada hXr; Xri = hX;Xi = �1 dir.

�
Z
h�0(s); X(s)i ds = F (s)

dersek, g(s) = F (s) + h olur. h key� seçildi¼ginden h�0; Xri = 0 koşulunu

sa¼glayan bir çok e¼gri vard¬r. Bu e¼grilerden P0 noktas¬ndan geçeni bulmak

istiyoruz. Buna göre

P0 = f � �(s) + (F (s) + h)Xr(s)

= �(s) + rX 0(s) ^X(s) + (F (s) + h)X(s)

olacak biçimde bir s say¬s¬n¬ bulmak istiyoruz. P0 = f � �(s0) + v0Xr(s0)

oldu¼gundan f � �(s0) + v0Xr(s0) = f � �(s) + g(s)Xr(s) olur. Buradan

f � �(s0) = f � �(s)

ve

�(s0) + rX
0(s0) ^X(s0) = �(s) + rX 0(s) ^X(s)

dir. Buradan �(s0) = �(s) , X 0(s0) ^X(s0) = X 0(s) ^X(s) ve v0 = g(s)
bulunur. I aral¬¼g¬n¬ f � � n¬n bire-bir oldu¼gu bir aral¬k seçersek, s = s0

olur. v0 = g(s) eşitli¼ginden g(s0) = F (s0) + h ve buradan

h = g(s0)� F (s0)

bulunur. P0 noktas¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir ortogonal yörünge vard¬r. Bu

ortogonal yörünge her anado¼gruyu kesece¼ginden eI = I olmak zorundad¬r.

Sonuç 3.2.25: ' ve 'r, 3-boyutlu E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla, time-

like do¼grultmanl¬ timelike regle yüzey ve timelike paralel regle yüzey olsun. 'r

timelike paralel regle yüzeyin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬ Kr Gauss ve Hr

ortalama e¼grilikleri

Kr =
�Q2

D4 � rQFD � rQ2JD + rvQ0D � rv2JD � r2Q2
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Hr =
�QFD �Q2JD � v2JD + vQ0D � 2rQ2

2D4 � 2rQFD � 2rQ2JD + 2rvQ0D � 2rv2JD � 2r2Q2

dir.

·Ispat: Teorem 3.1.16 daki (3.39) ve (3.40) nolu ifadelerde Teorem 2.4.20

deki (2.35) ve (2.36) ifadeleri yerlerine yaz¬l¬p, gerekli i̧slemler yap¬larsa, Kr

Gauss e¼grili¼gi ileHr ortalama e¼grili¼gininQ; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬ kaŗs¬l¬k-

lar¬ bulunur.

Teorem 3.2.26: E
3
1 Minkowski uzay¬nda, '(u; v) timelike yüzeyi için

F = f = 0 olsun. Bu durumda,

'r(u; v) = '(u; v) + rN(u; v)

paralel yüzeyine ait u veya v lerden biri sabit iken di¼geri de¼gi̧sken de¼gerler

al¬yorsa, '(u; v) aç¬labilir regle yüzey, 'r(u; v) de aç¬labilir paralel regle yüzey

olur.

·Ispat: u=u0 olacak şekildeki her yüzey, v = sabit ile verilen do¼grular¬n

oluşturdu¼gu bir yüzeydir. Bu şartlar alt¬nda '(u; v) regle yüzeydir. Bu

regle yüzeyin aç¬labilir olmas¬, u=u0 ve v = sabit iken, (v) = '(u0; v) ile

v=v0 ve u = sabit iken, (u) = '(u; v0) e¼grilerinin e¼grilik çizgisi olmalar¬d¬r.

F = f = 0 iken (2.9) gere¼gince F I ve F II matrisleri diagonaldir. Dolay¬s¬yla,

F
�1
I F II ; f'u; 'vg baz¬na ba¼gl¬ olarak, Weingarten dönüşümünün matrisidir.

Bu, 'u ve 'v lerin asli vektörler yani u = sabit ve v = sabit parametre e¼gri-

lerinin, e¼grilik çizgileri oldu¼gu anlam¬na gelir. Bu ise regle yüzeyin aç¬labilir

regle yüzey olmas¬ demektir. Teorem 3.2.14 den '(u; v) aç¬labilir timelike regle

yüzeyse, 'r(u; v) aç¬labilir timelike paralel regle yüzeydir.

Timelike dayanak e¼grili spacelike anado¼grulu timelike regle yüzeyin

paralel yüzeyi olarak timelike regle yüzeyler

Bu k¬s¬mda timelike dayanak e¼grili spacelike anado¼grulu timelike regle yüzeylere

paralel olan timelike regle yüzeyler incelenmi̧s, bu yüzeyler için aç¬labilir olma,
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temel form katsay¬lar¬ ve bo¼gaz çizgisi ile ilgili özellikler verilmi̧stir.

Teorem 3.2.27: E31 Minkowski uzay¬nda M spacelike do¼grultmanl¬ time-

like regle yüzey, M r bu yüzeye paralel yüzey olsun. Bu durumda, M; timelike

regle yüzeyi, aç¬labilir yüzey ise, M r paralel yüzeyi, aç¬labilir regle yüzeydir.

·Ispat: M; spacelike do¼grultmanl¬ timelike regle yüzeyinin parametrik ifadesi,

'(u; v) = �(u) + vX(u); h�0; �0i = �1; hX;Xi = 1; hX 0; X 0i = �1 (3.110)

şeklindedir. Aç¬labilir regle yüzeyin normal vektörü bir do¼grultman boyunca

sabit ve v parametresinden ba¼g¬ms¬zd¬r. (3.48)-(3.51) eşitliklerindeki benzer

i̧slemler yap¬larak

'r(u; v) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) + vX(u) (3.111)

paralel regle yüzeyi elde edilir. Paralel regle yüzeyin do¼grultman¬

f�(X) = f�(T ) ^N r

= (T + rS(T )) ^N

= (T + rDTN) ^N

= (T + rbT ) ^N

= �(1 + rb)X

veya

f�(X) = �(1 + rb)X (3.112)

olur.

f � �(u) = �(u) + rN(u) = �(u) + rX 0(u) ^X(u) (3.113)

bulunur. Yüzeye ait ikinci temel formun gr katsay¬s¬

gr = �h'rv;Nvi = �hX; 0i = 0

olarak elde edilir. (3.111) yüzeyi regle yüzeydir. Regle yüzeyin aç¬labilir olup

olmad¬¼g¬ incelenirse: Tan¬m 2.3.44 deki (2.15) eşitli¼ginden paralel regle yüzeye
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ait da¼g¬lma parametresi

P r =<
df � �(u)
du

; f 0�(X) ^ f�(X) > (3.114)

dir. (3.114) eşitli¼ginden

P r =


�0 + rX 00 ^X; (1 + rb)2X 0 ^X

�

= (1 + rb)2 h�0 + rX 00 ^X;X 0 ^Xi

= (1 + rb)2 [h�0; X 0 ^Xi+ r hX 00 ^X;X 0 ^Xi]

= (1 + rb)2 [0 + rfhX 00; Xi hX;X 0i � hX 00; X 0i hX;Xig]

= 0

elde edilir. (3.111) paralel yüzeyi, aç¬labilir timelike regle yüzeydir.

Timelike paralel regle yüzeyin birinci ve ikinci temel form katsay¬lar¬ şöyledir:

timelike regle yüzey (3.110) ifadesiyle verilsin. Timelike paralel regle yüzeyin

parametrik denklemi (3.111) eşitli¼giyle verilir. Timelike paralel regle yüzeye

ait birinci temel formun katsay¬lar¬;

Er = h'ru; 'rui

= h�0 + rX 00 ^X + vX 0; �0 + rX 00 ^X + vX 0i

= h�0; �0i+ 2r h�0; X 00 ^Xi+ 2v h�0; X 0i+ r2 hX 00 ^X;X 00 ^Xi

+2rv hX 0; X 00 ^Xi+ v2 hX 0; X 0i (3.115)

olur. (3.57) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

X 00 ^X = (mX + nX 0 ^X) ^X = (nX 0 ^X) ^X = nX 0 (3.116)

bulunur. (3.115) eşitli¼ginde (3.116) denklemi kullan¬l¬rsa,

Er = 1 + "r2n2 + 2"rvn+ "v2

= 1 + r2n2 � 2rnv + v2

= �1� (rn+ v)2
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olur. F r katsay¬s¬

F r = h'ru; 'rvi = h�0 + rX 00 ^X + vX 0; Xi = h�0; Xi

bulunur. Gr katsay¬s¬

Gr = h'rv; 'rvi = hX;Xi = 1

elde edilir. Ayr¬ca paralel yüzey için

N r = N = 'u ^ 'v = �0 ^X + vX 0 ^X

yüzey normalidir. ·Ikinci temel formun katsay¬lar¬dan, er katsay¬s¬

er = �h'ru; N r
ui

= �h�0 + rX 00 ^X + vX 0; �00 ^X + �0 ^X 0 + vX 00 ^Xi

= �h�0; �00 ^Xi � hrX 00 ^X;�00 ^Xi � rv hX 00 ^X;X 00 ^Xi

�v hX 0; �00 ^Xi � v2 hX 0; X 00 ^Xi

= �h�0; �00 ^Xi � hX 0; �00 ^Xi (rn+ v) + v2n+ rvn2

dir. f r katsay¬s¬

f r = �h'ru; N r
v i

= �h�0 + rX 00 ^X + vX 0; X 0 ^Xi

= �h�0; X 0 ^Xi

olur. Son olarak gr katsay¬s¬

gr = �h'rv; N r
v i = �hX;X 0 ^Xi = 0

elde edilir.

Sonuç 3.2.28: M timelike dayanak e¼grili spacelike do¼grultmanl¬, timelike

regle yüzeye paralel olan, M r timelike regle yüzeyin do¼grultman¬ spacelike

vektör, dayanak e¼grisi ise, timelike e¼gridir.
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·Ispat: (3.111) eşitli¼giyle verilenM r timelike paralel regle yüzeyin do¼grult-

man¬ hX;Xi = 1 oldu¼gundan spacelike bir vektördür. Dayanak e¼grisi,

�
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= h�0 + rX 00 ^X;�0 + rX 00 ^Xi

= h�0; �0i+ 2r h�0; X 00 ^Xi

+r2 hX 00 ^X;X 00 ^Xi

= 1 + 2r h�0; X 00 ^Xi+ r2fhX 00; Xi2

�hX 00; X 00i hX;Xig: (3.117)

olur. hX 0; X 0i = �1 ve hX 0; X 00i = 0 oldu¼gu için (3.117) eşitli¼ginde (3.116)
kullan¬l¬rsa

�
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= h�0 + rX 00 ^X;�0 + rX 00 ^Xi

= 1 + 2r h�0; (mX + nX 0 ^X) ^Xi

+r2fh(mX + nX 0 ^X); Xi2

�hmX + nX 0 ^X;mX + nX 0 ^Xi : hX;Xig

= �1 + 2rm h�0; X ^Xi+ 2rn h�0; (X 0 ^X) ^Xi

�r2 hmX + nX 0 ^X;mX + nX 0 ^Xi

= -1 + 2rn h�0; X 0i+ r2n2 hX 0; X 0i hX;Xi

buradan da �
df � �(u)
du

;
df � �(u)
du

�
= �1� r2n2 (3.118)

elde edilir. (3.118) ifadesi dayanak e¼grisinin timelike bir e¼gri oldu¼gu anlam¬na

gelir.

Teorem 3.2.29: M spacelike do¼grultmanl¬, timelike dayanak e¼grili, aç¬la-

bilir timelike regle yüzey, M r bu yüzeye paralel regle yüzey olsun. M r ye ait

dayanak e¼grisinin te¼get vektör alan¬ f�(T ); anado¼grusunun te¼get vektör alan¬
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f�(X) ve yüzeyin normal vektör alan¬ N r olmak üzere,

f�(T ) ^N r = �(1 + rb)f�(X)
f�(T ) ^ f�(X) = (1 + rb)N r

�(1 + rb)f�(X) ^N r = f�(T )

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat: Spacelike do¼grultmanl¬, timelike dayanak e¼grili, aç¬labilir timelike

regle yüzeye ait Frenet denklemleri (2.23) matrisinde c = 0 al¬narak elde edilir.

M aç¬labilir timelike regle yüzeyine ait, T , X, N birim vektörlerinin sonuçlar¬,

Teorem 2.3.52 deki (2.24) eşitli¼giyle göz önüne al¬n¬rsa

f�(T ) ^N r = (T + rS(T )) ^N

= (T + rDTN) ^N

= (T + rbT ) ^N

= �(1 + rb)X

veya

f�(T ) ^N r = �(1 + rb)f�(X)

bulunur. Ayr¬ca

f�(T ) ^ f�(X) = (T + rS(T )) ^X

= (T + rbT ) ^X

= (1 + rb)N

veya

f�(T ) ^ f�(X) = (1 + rb)N r

olur. Di¼ger taraftan

f�(X) ^N r = X ^N = �T

bulunur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�(1 + rb)f�(X) ^N r = f�(T )
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elde edilir.

Teorem 3.2.30: M spacelike do¼grultmanl¬, timelike dayanak e¼grili, aç¬la-

bilir timelike regle yüzeye ait T; N; X birim vektörleri, s¬ras¬yla, timelike,

spacelike ve spacelike vektörler iken M r paralel regle yüzeye ait f�(T ), N r ve

f�(T )^N r = (1�rb)f�(X) vektörleri, s¬ras¬yla, timelike, spacelike ve spacelike
vektörlerdir.

·Ispat: M r paralel regle yüzeye ait normal vektör,

hN r; N ri = hN;Ni = 1

eşitli¼ginden spacelike bir vektördür. Dayanak e¼grisine ait te¼get vektör alan¬,

hf�(T ); f�(T )i = hT + rS(T ); T + rS(T )i

= hT + rDTN; T + rDTNi

= hT � rbT; T � rbT i

= �(1� rb)2 < 0

oldu¼gundan, timelike bir vektördür. f�(T ) ^N r = �(1 + rb)f�(X) eşitli-
¼giyle bir ortonormal çat¬ oluşturacak şekilde verilen f�(X) vektörü de

hf�(X); f�(X)i =

�
f�(T ) ^N r

�(1 + rb) ;
f�(T ) ^N r

�(1 + rb)

�

=

�
(1 + rb)T ^N
�(1 + rb) ;

(1 + rb)T ^N
�(1 + rb)

�

= hX;Xi = 1

den ötürü spacelike vektördür.

Teorem 3.2.31: M � E31 timelike regle yüzey olsun. M r, M ye paralel

regle yüzey olsun. M r nin do¼grultmanlar¬, hem asimptotik hem de geodezik

çizgilerdir.

·Ispat: D; D ve Dr; s¬ras¬yla, �(E31); �(M) ve �(M
r) üzerinde koneksiy-

onlar ve f�(X) 2 �(M r); M r nin bir do¼grultman¬n¬n te¼get vektör alan¬ olsun.

Herbir do¼grultman bir do¼gru oldu¼gundan, E31 de geodeziktir. Bu durumda

Dr
f�(X)f�(X) = 0 (3.119)
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şeklindedir. Bu ise, (2.25) ifadesindeki paralel hiperyüzeyler için verilen Gauss

denkleminde " = hN r; N ri = 1 al¬nd¬¼g¬nda

D f�(X)f�(X) = D
r
f�(X)f�(X)� hSr(f�(X)); f�(X)iN r

olur. Burada D; M r timelike paralel regle yüzey üzerindeki indirgenmi̧s ko-

neksiyondur. (3.119) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Dr
f�(X)f�(X) = hSr(f�(X)); f�(X)iN r

olur. Dr
f�(X)f�(X) 2 �(M r) ve hSr(f�(X)); f�(X)iN r 2 �?(M r) olup,

D f�(X)f�(X) = 0 ve hSr(f�(X)); f�(X)iN r = 0

olarak bulunur. Ayr¬ca N r yüzey normali oldu¼gundan

�(E31) = �(M
r)� �?(M r) ve �(M r) \ �?(M r) = f0g

olup,

Dr
f�(X)f�(X) = 0 ve hSr(f�(X)); f�(X)i = 0

elde edilir. O halde M r timelike paralel regle yüzeyinin anado¼grular¬ hem

asimptotik hemde jeodezik çizgilerdir.

Teorem 3.2.32: M � E
3
1 timelike regle yüzey; M

r, M ye paralel regle

yüzey ve M r nin Gauss e¼grili¼gi Kr olmak üzere 8f(P ) 2M r için

Kr � 0

d¬r.

·Ispat: f(P ) 2M r noktas¬ndaki anado¼grunun te¼get vektör alan¬ f�(X) ve

ff�(X); f�(Y )g; �(M r) nin ortonormal baz¬ olsun. f�(X) timelike ve f�(Y )

spacelike vektör alanlar¬d¬r. M r nin, Sr şekil operatörü, ortonormal bazlar

cinsinden
Sr(f�(X)) = af�(X) + bf�(Y )

Sr(f�(Y )) = cf�(X) + df�(Y )
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şeklinde yaz¬l¬r. Bu durumda Sr şekil operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris

Sr =

2
4 �hS

r(f�(X)); f�(X)i hSr(f�(X)); f�(Y )i
� hSr(f�(Y )); f�(X)i hSr(f�(Y )); f�(Y )i

3
5

=

2
4 �hS(X); Xi hSr(f�(X)); f�(Y )i
� hSr(f�(Y )); f�(X)i hS(Y ); f�(Y )i

3
5 :

olur. Teorem 3.2.31 den hSr(f�(X)); f�(X)i = hS(X); Xi = 0 ile Tan¬m 3.1.13
kullan¬l¬rsa

Kr = detSr = (hS(X); Y i)2 � 0

elde edilir.

Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz noktas¬n¬n yervektörü

M r timelike paralel regle yüzeyinin bo¼gaz çizgisi, (3.95) ifadesinin benzeri

olarak

 = �(u) + rX 0(u) ^X(u)� h�
0; X 0i+ r hX 00 ^X;X 0i

hX 0; X 0i X (3.120)

şeklindedir. (3.120) nolu ifadede, (2.23) ve (3.116) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

 = �(u) + rX 0(u) ^X(u)� (a� rn)X (3.121)

elde edilir.

Sonuç 3.2.33: Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin dayanak

e¼grisine eşit olmas¬ için a = rn olmal¬d¬r.

·Ispat: (3.121) ifadesindeki a� rn = 0 al¬narak ispat görülür.

Sonuç 3.2.34: Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisinin, dayanak

e¼grisine eşit olmas¬ için

h�0; X 0i = 0 ve hX 00 ^X;X 0i = 0

olmal¬d¬r.

·Ispat: (3.120) ifadesinden ispat aç¬kt¬r.
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Teorem 3.2.35: Timelike paralel regle yüzeye ait bo¼gaz çizgisi dayanak

e¼grisinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: Teorem 3.2.22 nin ispat¬na benzer bir yöntemle elde edilir.

Teorem 3.2.36: M r timelike paralel regle yüzeyine ait  bo¼gaz çizgisi

timelike bir e¼gridir.

·Ispat: Teorem 3.2.23 ün ispat¬na benzer bir yöntemle elde edilir.

Teorem 3.2.37: M aç¬labilir timelike regle yüzeyine paralel olanM r time-

like paralel regle yüzeyi verilsin. M r timelike paralel regle yüzeyinin her nok-

tas¬ndan bir tek ortogonal yörünge geçer ve bu ortogonal yörünge, M timelike

regle yüzeyine ait büyüklükler cinsinden

�(s) = �(s) + rX 0(s) ^X(s) + g(s)X(s)

şeklindedir. Burada �v(1 + rb) yerine g(s) fonksiyonu al¬nm¬̧st¬r.
·Ispat: M r timelike paralel regle yüzeyi,

'r : I � J �! E
3
1

(u; v) �! 'r(u; v) = f � �(u) + vXr(u)
(3.122)

parametrizasyonuyla verilsin. (3.132) ile verilen parametrik gösterimli, M

timelike regle yüzeyine ait büyüklükler cinsinden (3.111) ifadesiyle verilmi̧stir.

Ortogonal yörünge,

� : eI �! M r

s �! �(s) = f � �(s) + g(s)Xr(s)
(3.123)

olarak verilir. eI, I n¬n içinde de¼gilse bir öteleme ile eI y¬ I n¬n içine yat¬r¬labilir.
Yani eI � I olarak al¬nabilir. 'r(s0; v0) = P0 noktas¬ndan bir tek ortogo-

nal yörünge geçti¼gini gösterelim. (3.123) ifadesi, M timelike regle yüzeyine

ait büyüklükler cinsinden yaz¬l¬rsa

�(s) = �(s) + rX 0(s) ^X(s) + g(s)X(s) (3.124)

elde edilir. (3.124) ifadesinin türevi al¬n¬rsa

�0(s) = �0(s) + rX 00(s) ^X(s) + g(s)0X(s) + g(s)X 0(s)
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olur. Tan¬m 2.3.49 gere¼gi, � e¼grisi Xr vektörüne diktir, yani,

h�0(s); Xr(s)i = h�0(s); X(s)i

= h�0(s) + rX 00(s) ^X(s) + g(s)0X(s) + g(s)X 0(s); Xi

= h�0(s); X(s)i+ g0(s) = 0 (3.125)

bulunur. (3.125) eşitli¼ginden

g0(s) = �h�0(s); X(s)i
dg
ds
= �h�0(s); X(s)i

dg = �h�0(s); X(s)i ds
g(s) = �

R
h�0(s); X(s)i ds+ h

elde edilir. Burada hXr; Xri = hX;Xi = 1 dir. Ayr¬ca

�
Z
h�0(s); X(s)i ds = F (s)

dersek, g(s) = F (s) + h olur. h key� seçildi¼ginden h�0; Xri = 0 koşulunu

sa¼glayan bir çok e¼gri vard¬r. Bu e¼grilerden P0 noktas¬ndan geçeni bulmak

istiyoruz. Buna göre

P0 = f � �(s) + (F (s) + h)Xr

= �(s) + rX 0(s) ^X(s) + (F (s) + h)X(s)

olacak biçimde bir s say¬s¬n¬ bulmak istiyoruz. P0 = f � �(s0) + v0Xr(s0)

oldu¼gundan f � �(s0) + v0Xr(s0) = f � �(s) + g(s)Xr(s) olur. Buradan

f � �(s0) = f � �(s)

ve

�(s0) + rX
0(s0) ^X(s0) = �(s) + rX 0(s) ^X(s)

dir. Buradan �(s0) = �(s) , X 0(s0) ^X(s0) = X 0(s) ^X(s) ve v0 = g(s)
bulunur. I aral¬¼g¬n¬ f � � n¬n bire-bir oldu¼gu bir aral¬k seçersek, s = s0

olur. v0 = g(s) eşitli¼ginden g(s0) = F (s0) + h ve buradan

h = g(s0)� F (s0)
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bulunur. P0 noktas¬ndan geçen bir ve yaln¬z bir ortogonal yörünge vard¬r. Bu

ortogonal yörünge her anado¼gruyu kesece¼ginden eI = I olmak zorundad¬r.

Sonuç 3.2.38: ' ve 'r, 3-boyutlu E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla space-

like do¼grultmanl¬ timelike regle yüzey ve timelike paralel regle yüzey olsun. 'r

timelike paralel regle yüzeyinin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬ Kr Gauss ve

Hr ortalama e¼grilikleri

Kr =
�Q2

D4 � rQFD + rQ2JD + rvQ0D + rv2JD � r2Q2

Hr =
�QFD +Q2JD + vQ0D + v2JD � 2rQ2

2D4 � 2rQFD + 2rQ2JD + 2rvQ0D + 2rv2JD � 2r2Q2 :

dir.

·Ispat: Teorem 3.1.16 daki (3.39) ve (3.40) ifadelerinde Teorem 2.4.15 deki

(2.33) ve (2.34) eşitlikleri yaz¬l¬rsa, gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda, Kr Gauss ve

Hr ortalama e¼griliklerinin Q; J; F;D parametrelerine ba¼gl¬ kaŗs¬l¬klar¬ bulunur.
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BÖLÜM 4

M·INKOWSK·I UZAYINDA

PARALEL REGLE

WE·INGARTEN YÜZEYLER

Bu bölümde regle Weingarten yüzeylere paralel olan yüzeylerin Weingarten

olma durumu incelenmi̧stir. Çal¬̧smaya, u = (u1; u2; u3) ve v = (v1; v2; v3)

olmak üzere hu; vi = u1v1 + u2v2 � u3v3 metri¼gi ile verilen E
3
1 = (R

3; h; i)
3-boyutlu Minkowski uzay¬nda devam edilmi̧stir.

Bir yüzeyin Weingarten yüzey olma şart¬, Teorem 2.3.58 de ifade edildi¼gi

üzere mevcut yüzeye ait Gauss ve ortalama e¼grilikleri aras¬nda k¬smi türevler

anlam¬nda bir irtibat kurmakt¬r. Aç¬labilir regle yüzeyler cümlesi, Wein-

garten yüzeyler cümlesiyle örtüşmektedir. Bunun sebebi ise, aç¬labilir regle

yüzeylerin K Gauss e¼grili¼ginin s¬f¬ra özdeş olmas¬d¬r. Bu şartlar alt¬nda,

KuHv �KvHu = 0 oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Regle yüzeyin aç¬labilir ol-

mas¬ halinde gerek Teorem 3.1.7 deki (3.17) eşitli¼gi gerekse Teorem 3.1.16

daki (3.39) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa, bu yüzeye ait paralel yüzeyin de aç¬labilir reg-

le yüzey oldu¼gu bulunur. Çünkü paralel yüzeyinde Gauss e¼grili¼gi s¬f¬r olur.

Dolay¬s¬yla, Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0 eşitli¼gi kolayl¬kla elde edilir. Paralel olan

yüzeyinde Weingarten yüzey olmas¬ anlam¬na gelir.
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4.1 E
3
1 Minkowski Uzay¬nda Spacelike Paralel

Regle Weingarten Yüzeyler

Bu k¬s¬mda aç¬labilir olmayan spacelike regle Weingarten yüzeylere paralel olan

yüzeylerin Weingarten olma durumlar¬ incelenmi̧s ve bu tip yüzeyler için baz¬

tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 4.1.1: M , E31 Minkowski uzay¬nda spacelike bir yüzey, M
r de bu

yüzeye paralel olan spacelike yüzey olsun. Bu paralel yüzeyin Kr Gauss ve

Hr ortalama e¼grilikleri aras¬nda

�(Kr; Hr) = 0 (4.1)

olacak şekilde fonksiyonel bir� ba¼g¬nt¬s¬n¬n var olmas¬ durumunda veya bununla

özdeş olarak, paralel yüzeyin Kr Gauss ve Hr ortalama e¼griliklerinin k¬smi

türevleri lineer ba¼g¬ms¬z ise, M r yüzeyine spacelike paralel Weingarten yü-

zey denir. Di¼ger bir ifadeyle paralel yüzeyin Kr Gauss ve Hr ortalama

e¼grilikleri aras¬nda fonksiyonel bir ba¼g¬nt¬ olarak Jacobi determinant¬ s¬f¬ra

eşitlendi¼ginde,

�(Kr; Hr) = det

0
@ Kr

u Kr
v

Hr
u Hr

v

1
A

= Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0 (4.2)

şeklindeki Weingarten yüzey olma ba¼g¬nt¬s¬ elde edilir.

Teorem 4.1.2: E31 Minkowski uzay¬nda ' aç¬labilir spacelike regle yüzeyse,

bu yüzeye paralel olan 'r yüzeyi, spacelike paralel regle Weingarten yüzeyidir.

·Ispat: Teorem 3.2.1 gere¼gince aç¬labilir spacelike regle yüzeye paralel olan

yüzeyin de aç¬labilir spacelike regle yüzey oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

K = 0 d¬r. Teorem 3.1.7 nin (3.17) eşitli¼ginden Kr = 0 olur. Bu ise (4.2)

ifadesinin sa¼glanmas¬ ve yüzeyin Weingarten yüzey olmas¬ demektir.



104

Teorem 4.1.3: E31 Minkowski uzay¬nda, '(u; v), F = f = 0 eşitli¼gini

sa¼glayan spacelike bir yüzey olsun. Bu durumda,

'r(u; v) = '(u; v) + rN(u; v)

paralel yüzeyine ait u veya v lerden biri sabit iken di¼geri de¼gi̧sken de¼gerler

al¬yorsa, 'r(u; v) yüzeyi, paralel regle Weingarten yüzey olur.

·Ispat: Teorem 3.2.12 gere¼gince 'r(u; v) yüzeyi, aç¬labilir spacelike paralel

regle yüzeydir. Dolay¬s¬yla Teorem 3.1.7 nin (3.17) eşitli¼ginden Kr = 0 olur.

Bu ise yüzeyin (4.2) ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glamas¬ ve Weingarten yüzey olmas¬ demek-

tir.

Teorem 4.1.4: E31 de ' spacelike regle yüzeyinWeingarten yüzey olmas¬n¬n

gerek ve yeter şart¬ 'r paralel yüzeyinin Weingarten yüzey olmas¬d¬r.

·Ispat: ()): E31 de ' bir spacelike regle Weingarten yüzey oldu¼gunda (2.27)
eşitli¼gi kullan¬larak, (4.2) gösterilmelidir.

4 =
1

(1� 2rH � r2K)4

al¬n¬p, (3.17) ve (3.18) eşitlikleri (4.2) de kullan¬l¬rsa

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u =

�
K

1� 2rH � r2K

�

u

�
H + rK

1� 2rH � r2K

�

v

�
�

K

1� 2rH � r2K

�

v

�
H + rK

1� 2rH � r2K

�

u

= 4f[Ku-2rKuH + 2rKHu]:[Hv + rKv-r
2KvH + r

2KHv]

�[Kv-2rKvH + 2rKHv]:[Hu + rKu-r
2KuH + r

2KHu]g
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veya

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 4fKuHv + rKuKv-r

2KuKvH + r
2KKuHv

�2rHKuHv � 2r2KuKvH + 2r
3KuKvH

2

�2r3KHKuHv + 2rKHuHv + 2r
2KKvHu

-2r3KHKvHu + 2r
3K2HuHv + 2rHKvHu

+r2HKuKv-r
2KKvHu-KvHu-2r

3K2HuHv

+2r2HKuKv-2r
3H2KuKv + 2r

3KHKvHu

-2rKHuHv-r
2KKuHv+2r

3KHKuHv-rKuKvg (4.3)

olur. (4.3) denkleminde gerekli düzenlemelerle

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u =

1

(1� 2rH � r2K)4
f[KuHv �KvHu]

�2r[KuHv �KvHu]� r2K[KuHv �KvHu]g (4.4)

elde edilir. (4.4) eşitli¼ginde (2.27) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0 (4.5)

bulunur. (4.5) eşitli¼gi, 'r paralel yüzeyininWeingarten yüzey olmas¬ demektir.

((): 'r spacelike bir regle yüzeye paralel olan Weingarten yüzey ise (4.2)
eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu durumda (2.27) eşitli¼ginin do¼grulu¼gu gösterilmelidir.

(3.19) ve (3.20) eşitlikleri, � =
1

(1 + 2rHr � r2Kr)4
al¬n¬p, (2.27) eşitli¼ginde

kullan¬l¬rsa

KuHv �KvHu =

�
Kr

1 + 2rHr � r2Kr

�

u

�
Hr � rKr

1 + 2rHr � r2Kr

�

v

�
�

Kr

1 + 2rHr � r2Kr

�

v

�
Hr � rKr

1 + 2rHr � r2Kr

�

u

= �f[Kr
u + 2rK

r
uH

r � 2rKrHr
u]:[H

r
v -rK

r
v -r

2Kr
vH

r + r2KrHr
v ]

�[Kr
v + 2rK

r
vH

r � 2rKrHr
v ]:[H

r
u-rK

r
u-r

2Kr
uH

r + r2KrHr
u]g
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veya

KuHv �KvHu = �fKr
uH

r
v � rKr

uK
r
v � r2HrKr

uK
r
v + r

2KrKr
uH

r
v

+2rHrKr
uH

r
v � 2r2HrKr

uK
r
v � 2r3(Hr)2Kr

uK
r
v

+2r3KrHrKr
uH

r
v � 2rKrHr

uH
r
v + 2r

2KrKr
vH

r
u

+2r3KrHrKr
vH

r
u � 2r3(Kr)2Hr

uH
r
v �Kr

vH
r
u

+rKr
uK

r
v + r

2HrKr
uK

r
v � r2KrKr

vH
r
u

�2rHrKr
vH

r
u + 2r

2HrKr
uK

r
v + 2r

3(Hr)2Kr
uK

r
v

�2r3KrHrKr
vH

r
u + 2rK

rHr
uH

r
v � 2r2KrKr

uH
r
v

�2r3KrHrKr
uH

r
v + 2r

3(Kr)2Hr
uH

r
vg (4.6)

olur. (4.6) denkleminde gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

KuHv �KvHu =
1

(1 + 2rHr � r2Kr)4
f(Kr

uH
r
v -K

r
vH

r
u) + r

2Kr(Kr
uH

r
v -K

r
vH

r
u)

+2rHr(Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u) + 2r

2Kr(Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u)g (4.7)

bulunur. (4.7) de (4.2) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

KuHv �KvHu = 0

elde edilir. Bu ise ' spacelike regle yüzeyinin Weingarten yüzey olmas¬ de-

mektir.

Sonuç 4.1.5: E31 de ' spacelike regle yüzeyine paralel olan '
r yüzeyinin

Weingarten yüzey olmas¬ için gerek ve yeter şart ' spacelike regle yüzeyini

belirleyen Q; J; F büyüklüklerinin sabit olmas¬d¬r.

·Ispat: ()) : 'r paralel yüzeyi, bir Weingarten yüzey olsun. Teorem 4.1.4
den 'r yüzeyinin as¬l yüzeyi ' spacelike regle yüzeyinin de bir Weingarten

yüzey oldu¼gu aç¬kt¬r. Bunun bir sonucu olarak Teorem 2.4.5 gere¼gince Q; J;

F büyüklükleri sabittirler.

(() : Q; J; F büyüklükleri sabit olsun. Bu durumda ' spacelike reg-

le yüzeyi, Teorem 2.4.5 gere¼gince Weingarten yüzeydir. Teorem 4.1.4 den



107

' spacelike regle Weingarten yüzeyine paralel olan 'r yüzeyi de Weingarten

yüzeyidir.

Sonuç 4.1.6: ' ve 'r, E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla, spacelike reg-

le Weingarten yüzey ve spacelike paralel regle Weingarten yüzey olsun. '

spacelike regle Weingarten yüzeyinin Q; J; F sabit büyüklükleri için 'r nin Kr

Gauss ve Hr ortalama e¼grilikleri ile ' nin K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri

aras¬nda

Hr = (r +
H

K
)Kr (4.8)

ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r.

·Ispat: (4.8) eşitli¼ginin ispat¬ için Sonuç 3.2.13 deki Kr ve Hr e¼grilikleri

kullan¬lacakt¬r.

A = D4 � rQFD + rQ2JD + rvQ0D + rv2JD � r2Q2 (4.9)

olarak al¬ns¬n. (4.9) eşitli¼gini Sonuç 3.2.13 deki Kr ve Hr eşitliklerinde yerine

yazarsak

A =
Q2

Kr
(4.10)

veya

A =
QFD �Q2JD � vQ0D � v2JD + 2rQ2

2Hr
(4.11)

elde edilir. (4.10) ve (4.11) ifadeleri eşitlenirse

Q2

Kr
=
QFD �Q2JD � vQ0D � v2JD + 2rQ2

2Hr
(4.12)

elde edilir. (4.12) denklemi düzenlenirse

2HrQ2 = [(QF �Q2J � vQ0 � v2J)D + 2rQ2]Kr (4.13)

olur. (4.13) denkleminde D parantezine al¬nan ifade yerine Teorem 2.4.10

daki (2.32) ifadesi yaz¬l¬rsa

2HrQ2 = [2D4H + 2rQ2]Kr
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olur. Buradan,

Hr =
2D4H + 2rQ2

2Q2
:Kr (4.14)

bulunur. (4.14) eşitli¼gi düzenlenirse

Hr =

�
r +

D4H

Q2

�
:Kr (4.15)

elde edilir. (4.15) eşitli¼ginde Teorem 2.4.10 daki (2.31) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Hr = (r +
H

K
)Kr

elde edilir.

Yard¬mc¬ Teorem 4.1.7: E31 Minkowski uzay¬nda ' aç¬labilir olmayan

spacelike regleWeingarten yüzey, 'r ise aç¬labilir olmayan spacelike regle Wein-

garten yüzeye paralel olan yüzey olsun. 'r spacelike paralel Weingarten yüzeyi

üzerinde umbilik nokta yoktur.

·Ispat: E31 de spacelike regle Weingarten yüzey, " = �1 olmak üzere

'(u; v) = �(u) + vX(u); h�0; �0i = 1; hX;Xi = 1; hX 0; X 0i = " (4.16)

parametrizasyonuyla verilsin. Teorem 2.4.5 gere¼gince regle yüzeyin, Wein-

garten yüzey olmas¬ için Q; J; F büyüklükleri sabit olmal¬d¬r. Spacelike

regle Weingarten yüzey üzerinde umbilik nokta varsa, Yard¬mc¬ Teorem 2.3.41

gere¼gince
E

e
=
F

f
=
G

g
(4.17)

olmal¬d¬r. (4.16) ifadesiyle verilen '(u; v) yüzeyinin k¬smi türevleri

'u = �0(u) + vX 0(u)

'v = X(u)

'uu = �00(u) + vX 00(u)

'uv = X 0(u)

'vv = 0

(4.18)
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olur. Yüzeye ait I temel formun katsay¬lar¬ (4.16) ve (4.18) nolu ifadelerden

yararlan¬lrsa,

E = h'u; 'ui = 1 + "v2; F = h'u; 'vi = h�0; X 0i ; G = h'v; 'vi = 1 (4.19)

biçiminde bulunur. Normal vektörü N = �0 ^X + vX 0 ^X dir. Buradan

II temel formun katsay¬lar¬;

e = h'uu; Ni = h�00; �0 ^Xi+v h�00; X 0 ^Xi+v hX 00; �0 ^Xi+v2 hX 00; X 0 ^Xi

ve

f = h'uv; Ni = h�0; X ^X 0i (4.20)

ve

g = h'vv; Ni = 0: (4.21)

olur. (4.19), (4.20) ve (4.21) eşitlikleri (4.17) eşitli¼ginde kullan¬l¬rsa

Fg �Gf = �hX;Xi h�0; X ^X 0i (4.22)

elde edilir. Spacelike regle yüzey için hX;Xi = 1 al¬nd¬¼g¬nda ve Teorem 2.4.4

deki (2.28) eşitli¼gi, (4.22) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

Fg �Gf = �Q (4.23)

elde edilir. (4.23) eşitli¼gi (4.17) eşitli¼gi ile çeli̧sti¼ginden spacelike regle Wein-

garten yüzey üzerinde umbilik nokta yoktur. Dolay¬s¬yla Teorem 2.3.55 in (2)

nolu özelli¼ginden spacelike regle Weingarten yüzeye paralel olan Weingarten

yüzey üzerinde de umbilik nokta yoktur.

4.2 E
3
1 Minkowski Uzay¬nda Timelike Paralel

Regle Weingarten Yüzeyler

Bu k¬s¬mda aç¬labilir olmayan timelike regle Weingarten yüzeylere paralel olan

yüzeylerin Weingarten olma durumlar¬ incelenmi̧s ve bu tip yüzeyler için baz¬

tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.
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Tan¬m 4.2.1: M , E31 Minkowski uzay¬nda timelike bir yüzey, M
r de bu

yüzeye paralel olan timelike yüzey olsun. Bu paralel yüzeyin Kr Gauss ve Hr

ortalama e¼grilikleri aras¬nda

�(Kr; Hr) = 0 (4.24)

olacak şekilde fonksiyonel bir � ba¼g¬nt¬s¬n¬n var olmas¬ veya bununla özdeş

olarak, Kr ve Hr e¼griliklerinin k¬smi türevleri lineer ba¼g¬ms¬z ise M r yüzeyine

timelike paralel Weingarten yüzey denir. Ayr¬ca bu paralel yüzeyin Kr Gauss

ve Hr ortalama e¼griliklerinin yüzey de¼gi̧skenleri cinsinden k¬smi türevleri,

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0 (4.25)

olur.

Teorem 4.2.2: E31 Minkowski uzay¬nda, '(u; v); F = f = 0 eşitli¼gini

sa¼glayan timelike yüzey olsun. Bu durumda,

'r(u; v) = '(u; v) + rN(u; v)

paralel yüzeyine ait u veya v lerden biri sabit iken di¼geri de¼gi̧sken de¼gerler

al¬yorsa, 'r(u; v) yüzeyi, paralel regle Weingarten yüzey olur.

·Ispat: Teorem 3.2.26 dan 'r(u; v) yüzeyinin, aç¬labilir timelike paralel reg-

le yüzey oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla Teorem 3.1.16 n¬n (3.39) nolu eşitli¼ginden

Kr = 0 oldu¼gu görülür. Bu ise yüzeyin (4.25) ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glamas¬ ve Wein-

garten yüzey olmas¬ demektir.

4.2.1 E
3

1
Minkowski uzay¬nda spacelike do¼grultmanl¬ time-

like regle yüzeye paralel olan Weingarten yüzeyler

Bu k¬s¬mda spacelike do¼grultmanl¬ timelike regle Weingarten yüzeye paralel

olan Weingarten yüzeylerle ilgili baz¬ teoremler verilmi̧stir.

Teorem 4.2.3: E31 Minkowski uzay¬nda ' spacelike do¼grultmanl¬ aç¬labilir

timelike regle yüzeyse, bu yüzeye paralel olan 'r yüzeyi, timelike paralel regle

Weingarten yüzeydir.
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·Ispat: Teorem 3.2.27 gere¼gince spacelike do¼grultmanl¬ aç¬labilir timelike

regle yüzeye paralel olan yüzey, aç¬labilir timelike regle yüzeydir. Dolay¬s¬yla

K = 0 d¬r. Teorem 3.1.16 n¬n (3.39) nolu eşitli¼ginden Kr = 0 d¬r. Bu ise,

(4.25) eşitli¼ginin sa¼glanmas¬ ve yüzeyin Weingarten yüzey olmas¬ demektir.

Teorem 4.2.4: E31 Minkowski uzay¬nda ' spacelike do¼grutlmanl¬ time-

like regle yüzeyin Weingarten yüzeyi olmas¬n¬n gerek ve yeter şart¬ 'r paralel

yüzeyinin, Weingarten yüzeyi olmas¬d¬r.

·Ispat: ()) : E31 de ' bir timelike regle Weingarten yüzey oldu¼gunda (2.27)
eşitli¼gi kullan¬larak, (4.25) gösterilmelidir. 
 =

1

1 + 2rH + r2K
al¬n¬r, (3.39)

ve (3.40) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u =

�
K

1 + 2rH + r2K

�

u

�
H + rK

1 + 2rH + r2K

�

v

�
�

K

1 + 2rH + r2K

�

v

�
H + rK

1 + 2rH + r2K

�

u

= 
f[Ku + 2rKuH-2rKHu]:[Hv + rKv + r
2KvH-r

2KHv]

�[Kv + 2rKvH-2rKHv]:[Hu + rKu + r
2KuH-r

2KHu]g

veya

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 
fKuHv + rKuKv + r

2KuKvH � r2KKuHv

+2rHKuHv + 2r
2KuKvH + 2r

3KuKvH
2

�2r3KHKuHv � 2rKHuHv � 2r2KKvHu

�2r3KHKvHu + 2r
3K2HuHv �KvHu � rKuKv

�r2HKuKv + r
2KKvHu � 2rHKvHu � 2r2HKuKv

�2r3H2KuKv + 2r
3KHKvHu + 2rKHuHv

+r2KKuHv + 2r
3KHKuHv � 2r3K2HuHvg (4.26)

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa, (4.26) denklemi şu hale gelir:

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u =

1

(1 + 2rH + r2K)4
f[KuHv-KvHu] + 2rH[KuHv-KvHu]

+2r3KH[KuHv-KvHu] + r
2K[KuHv-KvHu]g: (4.27)
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(4.27) eşitli¼ginde (2.16) eşitli¼gi kullan¬larak,

Kr
uH

r
v �Kr

vH
r
u = 0

elde edilir. Bu ifade, 'r paralel yüzeyinin Weingarten yüzey oldu¼gu anlam¬na

gelir.

(() : 'r timelike bir regle yüzeye paralel Weingarten yüzey ise, (4.25)
eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu durumda (2.27) eşitli¼ginin do¼grulu¼gu gösterilmelidir.

� =
1

1� 2rHr + r2Kr
al¬n¬r, (3.41) ve (3.42) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

KuHv �KvHu =

�
Kr

1� 2rHr + r2Kr

�

u

�
Hr � rKr

1� 2rHr + r2Kr

�

v

�
�

Kr

1� 2rHr + r2Kr

�

v

�
Hr � rKr

1� 2rHr + r2Kr

�

u

= �f[Kr
u-2rK

r
uH

r + 2rKrHr
u]:[H

r
v -rK

r
v + r

2Kr
vH

r-r2KrHr
v ]

�[Kr
v -2rK

r
vH

r + 2rKrHr
v ]:[H

r
u-rK

r
u + r

2Kr
uH

r-r2KrHr
u]g

veya

KuHv �KvHu = �fKr
uH

r
v � rKr

uK
r
v + r

2HrKr
uK

r
v � r2KrKr

uH
r
v

�2rHrKr
uH

r
v + 2r

2HrKr
uK

r
v � 2r3(Hr)2Kr

uK
r
v

+2r3KrHrKr
uH

r
v + 2rK

rHr
uH

r
v � 2r2KrKr

vH
r
u

+2r3KrHrKr
vH

r
u � 2r3(Kr)2Hr

uH
r
v �Kr

vH
r
u

+rKr
uK

r
v � r2HrKr

uK
r
v + r

2KrKr
vH

r
u

+2rHrKr
vH

r
u � 2r2HrKr

uK
r
v + 2r

3(Hr)2Kr
uK

r
v

�2r3KrHrKr
vH

r
u � 2rKrHr

uH
r
v + 2r

2KrKr
uH

r
v

�2r3KrHrKr
uH

r
v + 2r

3(Kr)2Hr
uH

r
vg (4.28)

olur. (4.28) denkleminde gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

KuHv �KvHu =
1

(1� 2rHr + r2Kr)4
f(Kr

uH
r
v -K

r
vH

r
u)-r

2Kr(Kr
uH

r
v -K

r
vH

r
u)

-2rHr(Kr
uH

r
v -K

r
vH

r
u) + 2r

2Kr(Kr
uH

r
v -K

r
vH

r
u)g: (4.29)
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olur. (4.29) eşitli¼ginde (4.25) eşitli¼gi kullan¬larak,

KuHv �KvHu = 0

elde edilir. Bu ifade ' timelike regle yüzeyinin, Weingarten yüzey oldu¼gu

anlam¬na gelir.

Sonuç 4.2.5: E31 Minkowski uzay¬nda ' spacelike do¼grultmanl¬ timelike

regle yüzeyine paralel olan 'r yüzeyinin Weingarten yüzeyi olmas¬ için gerek

ve yeter şart ' timelike regle yüzeyini belirleyen Q; J; F büyüklüklerinin sabit

olmas¬d¬r.

·Ispat: ()) : 'r paralel yüzeyi, bir Weingarten yüzey olsun. Teorem

4.2.4 gere¼gince 'r yüzeyinin as¬l yüzeyi spacelike do¼grultmanl¬ ' timelike regle

yüzeyi de bir Weingarten yüzeydir. Bunun bir sonucu olarak Teorem 2.4.5

gere¼gince Q; J; F büyüklükleri sabittirler.

(() :Q; J; F büyüklükleri sabit olsun. Bu durumda spacelike do¼grultmanl¬
' timelike regle yüzeyi, Teorem 2.4.5 gere¼gince, Weingarten yüzeydir. Teorem

4.2.4 gere¼gince spacelike do¼grultmanl¬ ' timelike regle Weingarten yüzeyine

paralel olan 'r yüzeyi, Weingarten yüzey olur.

Sonuç 4.2.6: ' ve 'r, E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla spacelike do¼grult-

manl¬ timelike regle yüzey ve timelike paralel regle yüzey olsun. 'r timelike

paralel regle yüzeyinin Q; J; F sabit büyüklükleri için 'r nin Kr Gauss ve Hr

ortalama e¼grilikleri ile ' nin K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri aras¬nda,

Hr =

�
r +

H

K

�
Kr (4.30)

ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r.

·Ispat: (4.30) eşitli¼ginin ispat¬ için Sonuç 3.2.38 deki Kr ve Hr e¼griliklerine

ait eşitlikleri kullanaca¼g¬z. Bu eşitliklerin paydalar¬

A = D4 � rQFD + rQ2JD + rvQ0D + rv2JD � r2Q2 (4.31)

ile gösterilsin. (4.31) eşitli¼gi, Sonuç 3.2.38 deki Kr ve Hr e¼griliklerine ait
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eşitliklerde kullan¬l¬rsa

A = �Q
2

Kr
(4.32)

ve

A =
�QFD +Q2JD + vQ0D + v2JD � 2rQ2

2Hr
(4.33)

elde edilir. (4.32) ve (4.33) ifadeleri eşitlenirse

Q2

Kr
=
QFD �Q2JD � vQ0D � v2JD + 2rQ2

2Hr
(4.34)

elde edilir. (4.34) denklemi

2HrQ2 = [(QF �Q2J � vQ0 � v2J)D + 2rQ2]Kr (4.35)

şeklinde yaz¬l¬r. (4.35) denkleminde, D parantezine al¬nan ifade yerine Teorem

2.4.15 deki (2.34) eşitli¼gi yaz¬l¬rsa

2HrQ2 = [�2D4H + 2rQ2]Kr

d¬r. Buradan,

Hr =
�2D4H + 2rQ2

2Q2
:Kr (4.36)

d¬r. (4.36) eşitli¼gi düzenlenirse

Hr =

�
r � D

4H

Q2

�
:Kr (4.37)

olur. (4.37) eşitli¼ginde, Teorem 2.4.15 deki (2.33) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Hr = (r +
H

K
)Kr

elde edilir.

Yard¬mc¬ Teorem 4.2.7: E31 Minkowski uzay¬nda ' aç¬labilir olmayan

spacelike do¼grultmanl¬ timelike regle Weingarten yüzey, 'r ise aç¬labilir ol-

mayan timelike regle Weingarten yüzeye paralel olan yüzey olsun. 'r timelike

paralel Weingarten yüzeyi üzerinde umbilik nokta yoktur.
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·Ispat: E31 de aç¬labilir olmayan spacelike do¼grultmanl¬ timelike regle Wein-

garten yüzey

'(u; v) = �(u)+vX(u); h�0; �0i = �1; hX;Xi = 1 ve hX 0; X 0i = �1 (4.38)

parametrizasyonuyla verilsin. Teorem 2.4.5 gere¼gince regle yüzeyin, Wein-

garten yüzey olmas¬ için Q; J; F büyüklükleri sabit olmal¬d¬r. Timelike regle

Weingarten yüzey üzerinde umbilik nokta varsa, Yard¬mc¬ Teorem 2.3.41 deki

(2.14) sa¼glanmal¬d¬r. Yüzeye ait I temel formun katsay¬lar¬, (4.18) deki eşit-

likler ile (4.38) deki bilgiler kullan¬larak

E = h'u; 'ui = �1� v2; F = h'u; 'vi = h�0; X 0i ; G = h'v; 'vi = 1 (4.39)

bulunur. Normal vektörü N = �0 ^X + vX 0 ^X dir. Buradan II temel

formun katsay¬lar¬;

e = h'uu; Ni = h�00; �0 ^Xi+v h�00; X 0 ^Xi+v hX 00; �0 ^Xi+v2 hX 00; X 0 ^Xi

ve

f = h'uv; Ni = h�0; X ^X 0i (4.40)

ve

g = h'vv; Ni = 0 (4.41)

d¬r. (4.39), (4.40) ve (4.41) eşitlikleri (2.14) de kullan¬l¬rsa

Fg �Gf = �hX;Xi h�0; X ^X 0i (4.42)

elde edilir. Timelike regle yüzey için hX;Xi = 1 al¬n¬r ve Teorem 2.4.4 deki

(2.28) eşitli¼gi (4.42) da yerine yaz¬l¬rsa

Fg �Gf = �Q (4.43)

elde edilir. (4.43) eşitli¼gi (2.14) eşitli¼gi ile çeli̧sti¼ginden timelike regle Wein-

garten yüzey üzerinde umbilik nokta yoktur. Dolay¬s¬yla Teorem 2.3.55 in

(2) nolu özelli¼gi gere¼gince timelike regle Weingarten yüzeye paralel olan yüzey

üzerinde de umbilik nokta yoktur.
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4.2.2 E
3

1
Minkowski uzay¬nda timelike do¼grultmanl¬ time-

like regle yüzeye paralel olan Weingarten yüzeyler

Bu k¬s¬mda timelike do¼grultmanl¬ timelike regle Weingarten yüzeye paralel

olan Weingarten yüzeylerle ilgili baz¬ teoremler verilmi̧stir.

Teorem 4.2.8: E31 Minkowski uzay¬nda, ' timelike do¼grultmanl¬ aç¬labilir

timelike regle yüzeyse, bu yüzeye paralel olan 'r yüzeyi, timelike paralel regle

Weingarten yüzeydir.

·Ispat: Teorem 3.2.14 gere¼gince timelike do¼grultmanl¬ aç¬labilir timelike

regle yüzeye paralel olan yüzey, aç¬labilir spacelike regle yüzeydir. Dolay¬s¬yla

K = 0 d¬r. Teorem 3.1.16 n¬n (3.39) eşitli¼ginden Kr = 0 d¬r. Bu ise (4.25)

in sa¼glanmas¬ ve yüzeyin Weingarten yüzey olmas¬ demektir.

Teorem 4.2.9: E31 Minkowski uzay¬nda, ' timelike do¼grultmanl¬ time-

like regle yüzeyin Weingarten yüzeyi olmas¬n¬n gerek ve yeter şart¬ 'r paralel

yüzeyinin, Weingarten yüzey olmas¬d¬r.

·Ispat: Bu teoremin ispat¬ Teorem 4.2.4 ün ispat¬na benzer yöntemle gö-

rülebilir.

Sonuç 4.2.10: E31 Minkowski uzay¬nda, ' timelike do¼grultmanl¬ timelike

regle yüzeyine paralel olan 'r yüzeyinin Weingarten yüzey olmas¬ için gerek

ve yeter şart ' timelike regle yüzeyini belirleyen Q; J; F büyüklüklerinin sabit

olmas¬d¬r.

·Ispat: ()): 'r paralel yüzeyi, bir Weingarten yüzey olsun. Teorem

4.2.9 gere¼gince 'r yüzeyinin as¬l yüzeyi timelike do¼grultmanl¬ ' timelike regle

yüzeyinin de bir Weingarten yüzey oldu¼gu görülür. Teorem 2.4.5 gere¼gince

Q; J; F büyüklükleri sabittirler.

(() : Q; J; F büyüklükleri sabit olsun. Bu durumda timelike do¼grult-

manl¬ ' timelike regle yüzeyi, Teorem 2.4.5 den dolay¬ Weingarten yüzeydir.

Teorem 4.2.9 dan timelike do¼grultmanl¬ ' timelike regle yüzeyine paralel olan

'r yüzeyinin Weingarten yüzeyi oldu¼gu görülür.
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Sonuç 4.2.11: ' ve 'r, E31 Minkowski uzay¬nda, s¬ras¬yla, timelike do¼grult-

manl¬ timelike regle yüzey ve timelike paralel regle yüzey olsun. 'r timelike

paralel regle yüzeyinin Q; J; F sabit büyüklükleri için, 'r nin Kr Gauss ve Hr

ortalama e¼grilikleri ile ' nin K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri aras¬nda

Hr =

�
r +

H

K

�
Kr

ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r.

·Ispat: Bu eşitli¼gin ispat¬ için Sonuç 3.2.25 deki Kr ve Hr e¼griliklerine ait

eşitlikleri kullanaca¼g¬z. Bu eşitliklerin paydalar¬

A = D4 � rQFD � rQ2JD + rvQ0D � rv2JD � r2Q2 (4.44)

ile gösterilsin. (4.44) eşitli¼gi, Sonuç 3.2.25 deki Kr ve Hr e¼griliklerine ait

eşitliklerde kullan¬l¬rsa

A = �Q
2

Kr
(4.45)

ve

A =
QFD �Q2JD � vQ0D � v2JD + 2rQ2

2Hr
(4.46)

elde edilir. (4.45) ve (4.46) ifadeleri eşitlenirse

Q2

Kr
=
QFD +Q2JD � vQ0D + v2JD + 2rQ2

2Hr
(4.47)

dir. (4.47) denklemi

2HrQ2 = [(QF +Q2J � vQ0 + v2J)D + 2rQ2]Kr (4.48)

şeklinde yaz¬l¬r. (4.48) denkleminde D parantezine al¬nan ifade yerine Teorem

2.4.20 deki (2.36) eşitli¼gi yaz¬l¬rsa

2HrQ2 = [�2D4H + 2rQ2]Kr

elde edilir. Buradan,

Hr =
�2D4H + 2rQ2

2Q2
:Kr (4.49)
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d¬r. (4.49) eşitli¼gi düzenlenirse

Hr =

�
r � D

4H

Q2

�
:Kr (4.50)

dir. (4.50) eşitli¼ginde, Teorem 2.4.20 deki (2.35) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

Hr = (r +
H

K
)Kr

elde edilir.

Yard¬mc¬ Teorem 4.2.12: E31 Minkowski uzay¬nda ' aç¬labilir olmayan

timelike do¼grultmanl¬ timelike regle Weingarten yüzey, 'r ise aç¬labilir olmayan

timelike regle Weingarten yüzeye paralel olan yüzey olsun. 'r timelike paralel

Weingarten yüzeyi üzerinde umbilik nokta yoktur.

·Ispat: E31 de aç¬labilir olmayan timelike do¼grultmanl¬ timelike regle Wein-

garten yüzey

'(u; v) = �(u) + vX(u); h�0; �0i = 1; hX;Xi = �1; hX 0; X 0i = 1 (4.51)

parametrizasyonuyla verilsin. Teorem 2.4.5 gere¼gince regle yüzeyin, Wein-

garten yüzey olmas¬ için Q; J; F büyüklükleri sabit olmal¬d¬r. Timelike regle

Weingarten yüzey üzerinde umbilik nokta varsa, Yard¬mc¬ Teorem 2.3.41 deki

(2.14) sa¼glanmal¬d¬r. Yüzeye ait I temel formun katsay¬lar¬, (4.18) deki eşit-

likler ile (4.51) deki eşitlik kullan¬larak

E = h'u; 'ui = 1 + v2; F = h'u; 'vi = h�0; X 0i ; G = h'v; 'vi = �1 (4.52)

elde edilir. Normal vektörü N = �0 ^X + vX 0 ^X dir. Buradan II temel

formun katsay¬lar¬;

e = h'uu; Ni = h�00; �0 ^Xi+v h�00; X 0 ^Xi+v hX 00; �0 ^Xi+v2 hX 00; X 0 ^Xi

ve

f = h'uv; Ni = h�0; X ^X 0i (4.53)
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ve

g = h'vv; Ni = 0 (4.54)

dir. (4.52), (4.53) ve (4.54) eşitlikleri (2.14) de kullan¬l¬rsa

Fg �Gf = �hX;Xi h�0; X ^X 0i (4.55)

elde edilir. Timelike regle yüzey için hX;Xi = �1 al¬nd¬¼g¬nda ve Teorem 2.4.4
deki (2.28) eşitli¼gi (4.55) de yerine yaz¬l¬rsa

Fg �Gf = Q (4.56)

elde edilir. (4.56) eşitli¼gi (2.14) eşitli¼giyle çeli̧sti¼ginden timelike regle Wein-

garten yüzey üzerinde umbilik nokta yoktur. Dolay¬s¬yla Teorem 2.3.55 in (2)

nolu özelli¼ginden timelike regle Weingarten yüzeye paralel olan yüzey üzerinde

de umbilik nokta yoktur.

Null do¼grultmanl¬ timelike regle yüzeye paralel olan

Weingarten yüzeyler

Bu k¬s¬mda, null do¼grultmanl¬ timelike regle yüzeye paralel olan yüzeyin Wein-

garten yüzey oldu¼gu ifade edilmi̧stir.

Teorem 4.2.13: E31 Minkowski uzay¬nda null do¼grultmanl¬ herhangi bir

regle yüzeye paralel olan yüzey, Weingarten yüzeydir.

·Ispat: E31 de null do¼grultmanl¬ regle yüzey, " = �1 olmak üzere

'(u; v) = �(u) + vX(u); h�0; �0i = "; hX;Xi = 0; hX 0; X 0i = 1 (4.57)

parametrizasyonuyla verilsin. (4.57) ve (4.18) eşitlikleri kullan¬larak I temel

formun katsay¬lar¬

E = h'u; 'ui = "+ v2; F = h'u; 'vi = h�0; X 0i ; G = h'v; 'vi = 0 (4.58)
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dir. Normal vektörü N = �0 ^X + vX 0 ^X dir. Yüzeyin II temel form

katsay¬lar¬

e = h'uu; Ni

= h�00 + vX 00; �0 ^X + vX 0 ^Xi

= h�00; �0 ^Xi+ v h�00; X 0 ^Xi+ v hX 00; �0 ^Xi+ v2 hX 00; X 0 ^Xi

f = h'uv; Ni = hX 0; �0 ^X + vX 0 ^Xi = h�0; X ^X 0i (4.59)

olur. Teorem 2.4.4 deki (2.28) eşitli¼gi, (4.59) da kullan¬l¬rsa

f = �Q (4.60)

şeklindedir. Ayr¬ca

g = h'vv; Ni = 0 (4.61)

bulunur. (2.10) ve (2.11) eşitliklerinde, (4.58), (4.59), (4.60) ve (4.61) eşitlik-

leri yerlerine yaz¬l¬rsa

K =
Q2

F
(4.62)

H = �Q
F

(4.63)

olarak bulunur. Bu sonuç arac¬l¬¼g¬yla, K ve H e¼griliklerinin, tek parametreye

ba¼gl¬ oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla null do¼grultmanl¬ timelike regle yüzeyi,

Weingarten yüzeydir. Paralel yüzeyin Weingarten yüzeyi olup olmayaca¼g¬

incelenecek olursa, Teorem 3.1.16 daki (3.39) ve (3.40) eşitliklerinde, (4.62) ve

(4.63) eşitlikleri yaz¬l¬rsa

Kr =
Q2

F � 2rQ+ r2Q2 (4.64)

Hr =
�Q+ rQ2

F � 2rQ+ r2Q2 (4.65)

elde edilir. (4.64) ve (4.65) eşitlikleri tek parametreye ba¼gl¬ oldu¼gundan null

do¼grultmanl¬ timelike regle yüzeye paralel olan yüzey, Weingarten yüzeyidir.
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Sonuç 4.2.14: '; E31 de null do¼grultmanl¬ bir timelike regle yüzey ve '
r;

' ye paralel olan Weingarten yüzey olsun. Bu durumda paralel Weingarten

yüzeyin Kr Gauss e¼grili¼gi ile Hr ortalama e¼grili¼gi aras¬nda

Hr2 = Kr

ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r.

·Ispat: Teorem 2.4.25 gere¼gince null do¼grultmanl¬ timelike regle yüzeye ait

K Gauss ve H ortalama e¼grilikleri aras¬nda

H2 = K (4.66)

ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r. (4.66) daki K Gauss ve H ortalama e¼griliklerine ait eşitlik-

lerde Sonuç 3.1.17 deki (3.41) ve (3.42) eşitliklerinin kaŗs¬l¬klar¬ yaz¬l¬rsa,

�
Hr � rKr

1� 2rHr + r2Kr

�2
=

Kr

1� 2rHr + r2Kr

(Hr � rKr)2

1� 2rHr + r2Kr
= Kr

Hr2 � 2rKrHr + r2Kr2 = Kr � 2rKrHr + r2Kr2

Hr2 = Kr

elde edilir.

4.3 Örnekler

Bu k¬s¬mda, E31 Minkowski uzay¬nda regle Weingarten yüzeylere örnekler ve-

rilmi̧stir. Bu yüzeylerin, paralel yüzeyleri için Weingarten olabilme özellikleri

incelenmi̧s ve bu regle yüzeyler maple yaz¬l¬m¬ kullan¬larak çizdirilmi̧stir.

Örnek 4.3.1: Bir do¼gru parças¬n¬n spacelike eksen etraf¬ndaki helikoidsel

hareketinin sonucunda elde edilen 1. çeşit helikoid yüzeyi

'(u; v) = (au; v cosu; v sin u)
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parametrizasyonuyla verilsin. Burada a = 1 ve �1 + v2 > 0 olmak üzere 1.
çeşit helikoid yüzeyin denklemi

'(u; v) = (u; 0; 0) + v(0; cosu; sin u)

dir. Bu yüzeyin belli parametreler için gra�¼gi, maple yaz¬l¬m¬ yard¬m¬yla

(Şekil 4.1) deki gibidir. Bu regle yüzeyin dayanak e¼grisi,

�(u) = (u; 0; 0)) �0(u) = (1; 0; 0)) hc0; c0i = �1 < 0

oldu¼gundan timelike bir e¼gridir. Do¼grultman¬

X(u) = (0; cosu; sin u)) hX;Xi = 1 > 0

oldu¼gundan spacelike bir vektördür. Yüzeyin birinci temel formunun kat-

say¬lar¬

E = �12 + v2; F = 0; G = 1 (4.67)

d¬r. Bu yüzey, �1 < v < 1 aral¬¼g¬nda timelike bir parçaya sahiptir.

Şekil 4.1

Birim normal vektörü

�!
N =

1p
1� v2

(v;� sin u; cosu)
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dur. II temel formun katsay¬lar¬

e = 0; f =
1p
1� v2

; g = 0 (4.68)

d¬r. (4.67) ve (4.68) eşitlikleri, (2.10) ve (2.11) eşitliklerinde yerlerine yaz¬l¬rsa

K = � 1

(�1 + v2)(1� v2) ve H = 0 (4.69)

elde edilir. K Gauss ve H ortalama e¼griliklerinin u ve v de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬

k¬smi türevleri yard¬m¬yla KuHv �KvHu = 0 eşitli¼gi elde edilir. Böylece

timelike helikoidsel regle yüzey, Weingarten yüzeyidir. Bu yüzeyin paralel

yüzeyi de Weingarten yüzeyidir. Çünkü Teorem 3.1.16 daki (3.39) ve (3.40)

nolu ifadelerde (4.69) daki bilgiler kullan¬l¬rsa, paralel yüzeyin Kr Gauss e¼gri-

li¼gi ile Hr ortalama e¼grili¼gi,

Kr = � 1

(�1 + v2)(1� v2)� r2 (4.70)

Hr = � 2r

(�1 + v2)(1� v2)� r2 (4.71)

olarak bulunur. Paralel yüzeyinKr Gauss ve Hr ortalama e¼griliklerinin (4.70)

ve (4.71) eşitliklerindeki kaŗs¬l¬klar¬n¬n u de¼gi̧skenine göre k¬smi türevleri 0

olaca¼g¬ndan, timelike helikoidsel regle Weingarten yüzeyin paralel yüzeyi de

Weingarten yüzeydir. Ayr¬ca (4.70) ve (4.71) eşitliklerinden 2rKr = Hr

biçimindeki paralel yüzeyin Weingarten yüzey oldu¼gu sonucuna ulaşmam¬z¬

sa¼glayan ba¼g¬nt¬ elde edilir.

'(u; v) = (u; v cosu; v sin u) parametrik denklemi ile verilen timelike he-

likoidsel regle Weingarten yüzeyin gra�¼gi (Şekil 4.1) de verilmi̧stir. Bu yüzey-

den yola ç¬karak timelike helikoidsel regle yüzeye paralel olan Weingarten

yüzeyi

'r(u; v) = (au+
vrp
a2 � v2

; v cosu� ar sin up
a2 � v2

; v sin u+
ar cosup
a2 � v2

)

parametrizasyonu ile verilir. (Şekil 4.2) deki gra�kde, mavi yüzey paralel



124

Weingarten yüzeyi gösterir.

Şekil 4.2

Örnek 4.3.2: Bir do¼gru parças¬n¬n timelike eksen etraf¬ndaki helikoidsel

hareketinin sonucunda elde edilen 2. çeşit helikoid yüzeyi

'(u; v) = (v sinh u; v cosh u; au)

parametrizasyonuyla verilen bir regle yüzeydir. a = 1 olarak al¬n¬rsa

'(u; v) = (0; 0; u) + v(sinh u; cosh u; 0)

şeklinde gösterilebilir. Bu regle yüzeyin dayanak e¼grisi,

�(u) = (0; 0; u)) �0(u) = (0; 0; 1)) h�0; �0i = 1 > 0

oldu¼gundan spacelike bir e¼gridir. Do¼grultman¬

X(u) = (sinh u; cosh u; 0)) hX;Xi = 1 > 0

oldu¼gundan spacelike bir vektördür. 2. çeşit helikoid yüzeyi '; �1 < v < 1
aral¬¼g¬nda spacelike bir yüzeydir. Teorem 2.4.4 deki (2.28), (2.29) ve (2.30)

eşitliklerinden Q; J ve F de¼gerleri hesaplan¬rsa

Q = �1; J = 0 ve F = 0 (4.72)
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olur. (4.72) eşitli¼gindeki Q; J ve F büyüklükleri sabittir, Sonuç 4.1.5 gere¼gince

'r paralel yüzeyi, Weingarten yüzeydir. (Şekil 4.3) de spacelike 2. çeşit

helikoidsel regle yüzeyi görülür.

Şekil 4.3

' spacelike 2. çeşit helikoidsel regle yüzeyine paralel olan 'r yüzeyinin para-

metrik denklemi

'r(u; v) = (v sinh u+
ar cosh up
a2 � v2

; v cosh u+
ar sinh up
a2 � v2

; au+
vrp
a2 � v2

)

dir. (Şekil 4.4) de mavi yüzey paralel yüzeyi, k¬rm¬z¬ yüzey ise asli yüzeyi

temsil etmektedir.

Şekil 4.4
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Örnek 4.3.3: Bir do¼gru parças¬n¬n timelike eksen etraf¬ndaki helikoidsel

hareketinin sonucunda elde edilen 3. çeşit helikoid yüzeyi

'(u; v) = (v cosh u; v sinh u; au)

parametrizasyonuyla verilen bir regle yüzeydir. Çünkü, bu yüzey

'(u; v) = (0; 0; au) + v(cosh u; sinh u; 0)

şeklinde gösterilebilir. Bu regle yüzeyin dayanak e¼grisi, (a = 1 için)

�(u) = (0; 0; u)) �0(u) = (0; 0; 1)) h�0; �0i = 12 > 0

oldu¼gundan spacelike bir e¼gridir. Do¼grultman¬

X(u) = (cosh u; sinh u; 0)) hX;Xi = �1 < 0

oldu¼gundan timelike bir vektördür. Yüzeyin birinci temel form katsay¬lar¬,

E = v2 + 1; F = 0; G = �1

dir. det I = EG�F 2 = �12�v2 < 0 dan yüzey, bütünüyle timelike yüzeydir.
(Şekil 4.5) de 3. çeşit helikoidsel timelike regle yüzeyi ' görülür.

Şekil 4.5
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' yüzeyinin birim normal vektörü

�!
N =

1p
1 + v2

(sinh u; cosh u;�v)

dir. II temel form katsay¬lar¬

e = 0; f =
1p
1 + v2

; g = 0

d¬r. Öncelikle (3.1)-(3.6) eşitliklerini kullanarak paralel yüzeye ait I ve II

temel form katsay¬lar¬

Er =
(1 + v2)� r2
1 + v2

; F r =
�2rp
1 + v2

; Gr =
r2 � (1 + v2)2
(1 + v2)2

(4.73)

ve

er =
r2

1 + v2
; f r =

1p
1 + v2

; gr = � r

(1 + v2)2
(4.74)

elde edilir.

'r(u; v) = (v cosh u+
r sinh up
1 + v2

; v sinh u+
r cosh up
1 + v2

; u� vrp
1 + v2

)

parametrizasyonuyla verilen paralel yüzeyin Kr Gauss ve Hr ortalama e¼gri-

likleri (4.73) ve (4.74) deki ifadeler Teorem 3.1.15 deki formüller yard¬m¬yla

hesaplan¬rsa,

Kr =
1

(1 + v2) + r2

Hr =
2r

(1 + v2)2 + r2

olarak bulunur. Bu eşitliklerden 2rKr = Hr şeklindeki paralel yüzeyin Wein-

garten yüzey oldu¼gu sonucuna ulaşmam¬z¬ sa¼glayan ba¼g¬nt¬ elde edilir. Ayr¬ca,

paralel yüzeyin Kr Gauss ve Hr ortalama e¼griliklerinin u de¼gi̧skenine göre

k¬smi türevleri 0 olaca¼g¬ndan, timelike helikoidsel regle Weingarten yüzeyin

paralel yüzeyi (4.25) eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan Weingarten yüzeydir. (Şekil 4.6)

as¬l yüzey ile paralel yüzeyi temsil edilmektedir.
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Şekil 4.6

Örnek 4.3.4: ·Iki boyutlu ivor olarak isimlendirilen yüzey

'(u; v) = (v cosh u; v sinh u; u+ v)

parametrizasyonuyla verilsin (Schucking and Wang; 1987). Bu yüzey regle

yüzeydir:

'(u; v) = (0; 0; u) + v(cosh u; sinh u; 1); h�0; �0i = 1; hX;Xi = 0:

Yüzeye ait I temel form katsay¬lar¬

E = 1 + v2; F = 1; G = 0 (4.75)

d¬r. det I = EG� F 2 = �1 < 0 oldu¼gundan yüzey timelike regle yüzeydir.

Yüzeyin birim normal vektörü

�!
N = (sinh u� v cosh u; cosh u� v sinh u;�v)

dir. II temel form katsay¬lar¬

e = v2; f = 1; g = 0 (4.76)
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d¬r. Bu yüzeyin belli parametreler için gra�¼gi, maple yaz¬l¬m¬ yard¬m¬yla

(Şekil 4.7) deki gibidir.

Şekil 4.7

Timelike yüzey için (4.75) ve (4.76) eşitlikleri (2.10) ve (2.11) eşitliklerindeki

K Gauss ve H ortalama e¼grilik formüllerinde kullan¬l¬rsa

K = 1 ve H = �1

elde edilir. K Gauss ve H ortalama e¼griliklerinin u ve v de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬

k¬smi türevleri hesaplan¬p KuHv �KvHu = 0 eşitli¼gi elde edilir. Time-

like regle yüzeyinin, Weingarten yüzeyi oldu¼gu görülür. Bu yüzeyin paralel

yüzeyinin deWeingarten yüzeyi oldu¼gunu gösterelim; Teorem 3.1.16 daki (3.39)

ve (3.40) eşitliklerinde yukar¬da buldu¼gumuzK Gauss veH ortalama e¼grilikleri

yerlerine yaz¬larak,

Kr =
1

(1 + r)2
ve Hr =

1

1 + r

elde edilir. Bu eşitliklerden Kr = Hr2 şeklindeki paralel yüzeyin Weingarten

yüzey oldu¼gu sonucuna ulaşmam¬z¬ sa¼glayan ba¼g¬nt¬ elde edilir. Ayr¬ca, paralel

yüzeyin Kr Gauss ve Hr ortalama e¼griliklerinin u ve v de¼gi̧skenlerine göre

k¬smi türevleri 0 olaca¼g¬ndan, timelike iki boyutlu ivor Weingarten yüzeyine

paralel olan yüzey, (4.25) eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndanWeingarten yüzeydir. Paralel
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Weingarten yüzeyin parametrik denklemi şu şekildedir:

'r(u; v) = (v cosh u+ r sinh u� vr cosh u;
v sinh u+ r cosh u� vr sinh u; u+ v � rv):

(4.77)

(4.77) eşitli¼giyle verilen yüzeyin belli parametreler için gra�¼gi, maple yaz¬l¬m¬

yard¬m¬yla (Şekil 4.8) deki gibidir.

Şekil 4.8

Son olarak, Weingarten yüzey olmayan bir regle yüzeyi ve paralelini in-

celeyelim.

Örnek 4.3.5: Hiperbolik paraboloid

'(u; v) = (u+ v; v; 2uv + u2)

parametrizasyonuyla verilsin. Bu yüzey

'(u; v) = (u; 0; u2) + v(1; 1; 2u)

şeklinde yaz¬labildi¼ginden regle yüzeydir. Bu yüzeye ait dayanak e¼grisi ve

do¼grultman¬n iç çarp¬m sonuçlar¬

h�0; �0i = 1; hX;Xi = 4u2

olur. Teorem 2.4.4 deki (2.28), (2.29) ve (2.30) eşitliklerinden Q; J ve F

büyüklükleri

Q = �2; J = 0; F = 4u2 � 1 (4.78)
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olarak bulunur. (4.78) eşitli¼ginden Q; J ve F büyüklüklerinden F sabit

de¼gildir. Sonuç 4.1.5 den 'r paralel yüzeyi, Weingarten yüzey de¼gildir. '

hiperbolik paraboloid yüzeyine paralel olan 'r yüzeyinin parametrik denklemi

'r(u; v) = (u+ v +
2r(u+ v)p
4u2 + 8uv � 1

; v +
2rvp

4u2 + 8uv � 1
;

2uv + u2 +
rp

4u2 + 8uv � 1
)

dir. Ayr¬ca maple yaz¬l¬m¬ kullan¬larak belli parametreler alt¬nda çizdirilen

(Şekil 4.9) da spacelike hiperbolik paraboloid görülür. (Şekil 4.10) da mavi

yüzey paralel yüzeyi, k¬rm¬z¬ yüzey ise asli yüzeyi temsil etmektedir.

Şekil 4.9 Şekil 4.10
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SONUÇLAR VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧sma s¬ras¬nda, E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda temel kavramlar ve

teoremler verildi. E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda paralel yüzeyin spacelike

ve timelike oluşuna ba¼gl¬ olarak Gauss ve ortalama e¼grili¼gi hesapland¬. E
3
1

3-boyutlu Minkowski uzay¬nda regle yüzeye paralel yüzeyin regle yüzey olma

şart¬ verildi. Spacelike ve timelike paralel regle yüzey ifade edilip, bu yüzeylerle

ilgili baz¬ teoremler verildi. Spacelike ve timelike regle Weingarten yüzeye

paralel olan yüzeyin s¬ras¬yla spacelike ve timelike paralel Weingarten yüzey

oldu¼gu ispat edildi ve baz¬ sonuçlar verildi. Bu doktora tezindeki tan¬mlar

ve teoremler yard¬m¬yla, E31 Minkowski uzay¬nda, Cartan ve null çat¬lar için

paralel yüzeyler, paralel regle yüzeyler ve aç¬labilir paralel regle yüzeyler üzeri-

ne çal¬̧s¬labilir. Ayr¬ca bu tezdeki E31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bulunan

sonuçlar n-boyutlu Lorentz uzay¬na genelleştirilebilir.
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