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OZET

Bu yiiksek lisans tez calismasinda; Lie nokta simetri metoduyla ilgili temel tanim ve
teoremler verildi. Lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin verilen Lie
grup doniisiimleri altinda uzatimlar1 (prolongasyonlar1) hesaplanarak sonsuz kiiciik simetri
iretecleri bulundu. Bulunan bu sonsuz kii¢iik simetri iireteclerinin Lie cebiri yapisi olusturup

olusturmadigina bakildi.

Daha sonra alman (1+1)-boyutlu kismi diferensiyel denklemler, sonsuz kiiciik simetri
tireteci yardimiyla adi diferensiyel denklemlere indirgemeleri yapilarak ¢oziildii. (2+1)-boyutlu
kismi diferensiyel denklemler ise sonsuz kiiciik simetri iireteclerinin olusturdugu iki-boyutlu
altcebirler yardimiyla ilk once (1+1)-boyutlu kismi diferensiyel denklemlere indirgendi, daha
sonra sonsuz kiiclik simetri iireteci yardimiyla da adi diferensiyel denklemlere indirgenerek tam

¢Oziimleri bulundu.

Sonug olarak Lie nokta simetri metodu baglaminda incelenen 1s1 iletim denklemi, Burger
denklemi, Hanging Chain denklemi, Bond Pricing denklemi ve lineer olmayan dalga denklemi

kismi diferensiyel denklemlerin uygulamada sik¢a karsilagilan 6rnekleri tizerinde duruldu.

Anahtar Kelimeler: Kismi diferensiyel denklemler, Bir-parametreli Lie gruplari, Degismez

denklemler, Sonsuz kiiciik simetri iireteci, Lie cebiri, ki boyutlu altcebir



Vi

SUMMARY

In this master thesis, the method of Lie point symmetry were considered . Basic definitions
and theorems were given for the application of this method. Prolongations of any given partial
differential equations were calculated and infinitesimal symmetry generator were found. The
infinitesimal symmetry generators were checked it whether compose Lie algebra structure. Us-
ing these symmetry generators, (1+1)-dimensional partial differential equations were reduced

into ordinary differential equations and solutions of ordinary differential equations were found.

(2+1)-dimensional partial differential equations firstly were reduced (1+1)- dimensional
partial differential equations with the help of two-dimensional subalgebra which consist of
infinitesimal symmerty generators. Then with the help of infinitesimal symmetry generators
reduced (1+1)-dimensional partial differential equations were again reduced to ordinary differ-
ential equations. After that the exact solution of these reduced ordinary differential equations

were found.

As a result, frequently encountered in practice examples of the heat equation, the Burger
equation, the Hanging Chain equation, the Bond Pricing equation, and non-linear wave equation

are investigated in terms of Lie point symmetry method were studied.

Keywords: Partial differential equations, One-parameter Lie groups, Invariant equations,

Infinitesimal symmetry generator, Lie algebra, Two-dimensional subalgebra.
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BOLUM 0

GIRIS

Lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin tam veya analitik ¢oziimlerini
bulmak uygulamali matematigin en onemli konularindan biridir. Lie nokta simetri metodu
kismi diferensiyel denklemlerin Lie nokta doniisiimleri altinda denklemin degismezligini ko-
rudugu icin olduk¢a kullanigh bir metot olup genis bir alanda uygulanabildiginden bir¢ok

arastirmacinin yogun ilgisini cekmistir (Ozceylan, 2007).

Bilim dallarinda karsilagilan problemlerin ¢oOziimlerine ulagabilmek icin problemin
ozelliklerini tasiyan matematiksel modellerin kurulmasma ihtiya¢ duyulmustur (Ozer ve
Eser,1996). Cogu zaman fiziksel problemlerin matematiksel modelleri diferensiyel denklem-
lerden olugmustur. Bu denklemlerin ¢6ziimiine dair ¢ok sayida teknikler gelistirilmistir. Etkin

teknikler gelistirilmesine ragmen yine de acgik problemler bulunmaktadir (Hydon, 2000).

Diferensiyel denklemler konusunda yapilan ilk ¢alismalar, 17. yiizyilin ikinci yarisinda,
diferensiyel ve integral hesabin kesfinden hemen sonra, Ingiliz doga bilimci Isaac Newton
(1643-1727) ve Alman filozof Leibnitz (1646-1716) ile baslar. 18. yiizyilin sonlarina kadar
adi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in bircok basit metotlar kesfedilmistir. 19. yiizyilda
ise kuvvet serileri tabanli ¢oziim yontemleri ile varlik-teklik teoremi gibi konular ilgi odag:
olmugtur. Belli tip diferensiyel denklemlerin, belli sartlar altinda bir ¢oziimlerinin varli§inin
ispati, diferensiyel denklemler teorisinde varlik teoremi konusunu tegkil etmekte olup, bu
da ilk olarak 1820 ile 1830 yillar1 arasinda, Fransiz matematik¢i A.L. Cauchy tarafindan
kurulmus ve bazi bilim adamlar tarafindan gelistirilmistir. Bu yiizyilin sonlarina dogru
degismezlik(invaryant) teorisi en gozde arastirma sahalarindan olmustur. Sophus Lie (1842-
1899), Felix Klein (1849-1925), David Hilbert, Elie Cartan (1869—-1951) gibi bircok iinlii

matematikginin konunun gelismesine biiyiik katkilar1 olmustur (Ozceylan, 2007).

Norvecli matematikci Sophus Lie tarafindan diferensiyel denklemlerin integrasyon metot-
lar1 lizerindeki ¢aligmalar1 sonucu diferensiyel denklemlerin simetri analizi, Lie grubu adi ve-
rilen doniisiimlerin denklemlerin tanimlandigr manifoldu degismez birakan yerel doniisiim
gruplarini bularak diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerini algoritmik metotlarla elde etmistir.

Lie’nin ¢aligmalarinin faydasi uzun siire anlasilamamis ve Lie teorisinin diferensiyel denklem-



lere uygulanis1 1950 li yillarda ancak baglayabilmistir (Bluman and Anco, 2002; Ovsyannikov,
1982).

L.V. Ovsiannikov’un caligmalar1 da bu alanda olmustur ve modern uygulamali grup ana-
lizi kitab1 uzun siire temel kaynak olmustur. Daha sonra bu alana ilginin artmasiyla 6nemli
ilerlemeler kaydedilmistir. Bluman, Cole, Kumei, Ibragimov ve Olver tarafindan cesitli uygula-
malar olusturuldu. Lie teorisinin fizikte; 6zellikle hidrodinamikte, mekanikte, elektodinamikte,
kuantum teorisinde, sicim teorisinde ve tanecik fizigi, vb. gibi alanlarda uygulamalar1 vardir

(Kiraz, 2007; Gilmore 1974, 2008).

Giinlimiizde simetri analizi, tamamen algoritmik bir yolla diferensiyel denklemlerin
cOziimlerinin tiiretilebildigi nadir teorilerden biridir ve ters sagilim teori, Hirota tekni8i gibi
diger ¢Oziim metotlar1 arasinda seckin bir yeri vardir (Cantwell, 2002). Bir¢ok metotun
uygulanabilmesi i¢in integrallenebilme sart1 veya baz1 kisitlamalar getirilmektedir. Lie teorisi
ise, diferensiyel denklemlerin hemen hemen tiimiine uygulanabilmesi yoniiyle giiclii ve cok
yonliidiir. Simetri gruplar1 yardimiyla, adi diferensiyel denklemlerin mertebesinin diisiiriilmesi,
kismi diferensiyel denklemlerin bagimsiz degisken sayisinin azaltilmasi ve adi diferensiyel

denkleme indirgenmesi saglanir.

Son yillarda cesitli tiplerde Lie simetri iiretecinin katsayilarina bagl olarak Lie simetri

doniisiimleri; nokta, temas, Backlund ve yerel olmayan simetriler olarak gruplandirilmistir.

Simetri iiretecinin katsayilar1 m bagimsiz ve n bagimli degisken iceren ve hicbir tiirevli
terim icermeyen doniisiimlere Lie nokta simetrileri denir. Nokta simetrilere 0rnek olarak
otelemeler ve donmeler verilebilir. Eger simetri liretecinin katsayilart m bagimsiz degisken
ve n bagimli degiskenin yani sira birinci mertebeden tiirevlerini de iceriyorsa bu doniisiimlere
Lie temas simetrileri ad1 verilir. Simetri iiretecinin katsayilar1 yliksek mertebeden tiirevler
iceriyorsa bu doniisiimlere de Lie Béicklund simetrileri denir. Eger donilislim ¢oziimsiiz in-

tegraller iceriyorsa bunlara da yerel olmayan simetriler denir.

Bu calisma da ise Lie grup iireteclerinin katsayilarinin sadece bagimsiz ve bagimlh
degiskene bagl olan ve tiirevli terimler icermeyen Lie nokta simetrileri ele alinacaktir. Ayrica

Lie nokta simetrisi ifadesi yerine sadece Lie simetrisi ifadesi kullanilacaktir.



BOLUM 1

KISMI DIFERENSIYEL DENKLEMLER

1.1 Giris

Yiizyillar boyunca yapilan ¢aligmalar neticesinde i¢inde yasadigimiz kainatta meydana
gelen hicbir fiziksel olayin rastgele cereyan etmedigini (edemedigini) ve her bir olayin bi-
linen veya bilinmeyen kanunlara baglh kaldig1 bilinmektedir. Bir toz zerresinden tutun da
diinyanin, diger gezegenlerin hareketleri yada bir elektromanyetik dalganin yayilmasi hep agik
bir sekilde ifade edilmis kanunlara tabi kalmaktadir. Bu kanunlarin matematiksel modeli ortaya
cikarilirken Oncelikle fiziksel olay1 ve buna iliskin degiskenleri tanimlamak gerekir. Bundan
sonra her bir olay iizerinde yapilan dikkatli gbzlemler ve dogru akil yiiriitmeler, bu degismeyen
kanunlarin matematiksel formlarini ortaya ¢ikarir. Bu matematiksel formlar degiskenleri oldugu

gibi bunlarin tiirevlerini de icerebilmektedir.

Giinliik hayatta ve Ozellikle miihendislik ve fizik alaninda karsilagilan olaylar model-
lenirken hep bu kanunlar esas alinir. Cesitli basitlestirici kabuller altinda yapilan bu tiir mo-
dellemeler ¢cogunlukla diferensiyel denklemler adini verdigimiz denklemlerle sonuglanir. Bu
arada sadece esyanin davranisiyla ilgili modeller degil, biyoloji, tip, sosyal bilimler vb. ¢ok
sayidaki olay da matematiksel denklemler cinsinden ifade edildiklerinde yine ¢coziilmesi gerekli

diferensiyel denklemler ortaya c¢ikar (Pala, 2006).

Bu boliimde ilerleyen boliimlerde kullanilacak kismi diferensiyel denklemlere iliskin bazi

temel tanim ve kavramlar verilecektir.

1.2 Temel Kavramlar

Tanim 1.1 Fonksiyon veya fonksiyonlarin bir veya birden ¢ok degiskene gore tiirevlerini iceren

denklemlere diferensiyel denklemler denir (Ozer ve Eser, 1996).

Tamm 1.2 icerisinde bir bagimli ve bir bagimsiz degisken bulunduran ve bagiml degiskenin
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini bulunduran denklemlere adi diferensiyel denklem denir

(Ozer ve Eser, 1996).



Tamim 1.3 icinde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimh degisken ile bagiml degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore cesitli mertebeden kismi tiirevlerini kapsayan esitliklere kismi dife-
rensiyel denklem denir. z bagimli; X ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere, bir kismi diferen-

siyel denklem genel olarak,

oz 0z B 0%z B 0%z B 0%z
Zx—a; Zy—a_y, Zxx—ﬁ, ny—m, Zyy—a—yz,...
alinarak
F('x7y7ZJZX7Zy7Zxx>nyaZyy7...) =0 (1.1)

seklinde gosterilir (Koca, 2008).

Tanim 1.4 Bir diferensiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin mertebesine di-

ferensiyel denklemin mertebesi denir (Ozer ve Eser, 1996).

Tanim 1.5 Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri polinom formunda olmak iizere bir diferensiyel
denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin kuvvetine diferensiyel denklemin derecesi

denir (Ozer ve Eser, 1996). Ornegin;

d’y dy\’
) 23x (=2 =
<dx2 ) * (dx ty=x
denklemi 2. mertebeden 1. dereceden adi diferensiyel denklemdir.
3
[1 + uﬂ 2 = kit

denklemi ise 2. mertebeden 2. dereceden bir kismi diferensiyel denklemdir.
Tanim 1.6 Bir kismi diferensiyel denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon veya keyfi
parametre kapsamayan bir fonksiyona bu kismi diferensiyel denklemin bir 6zel ¢oziimii denir.
Diger taraftan bir kismi diferensiyel denklemin mertebesi kadar kendi aralarinda lineer bagimsiz

olan keyfi fonksiyonlar1 kapsayan ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir yiizey ailesine kismi

diferensiyel denklemin genel ¢oziimii denir (Koca, 2008).

Tamm 1.7 p = z,, g = z, olmak iizere

F(x,y,2,p,q) =0 (1.2)

birinci basamaktan genel kismi diferensiyel denklemi ele alalim. Burada F nin p ve q ya gore
lineer olmasi gerekmemektedir.

G(x,y,z,a,b) =0 (1.3)

iki parametreli bir yiizey ailesi, birinci basmaktan (1.2) denklemini sagliyorsa bu yiizey ailesine

(1.2) denkleminin tam integrali (tam ¢6ziimii) denir (Koca, 2008).



Tanim 1.8 Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken (birden fazla bagimli degisken ol-
masi halinde bagimli degiskenler) ve bunlarin denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci derece-
den ve denklemi, bagimli degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar
yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde
lineer olmayan denklem adi verilir. Birinci mertebeden lineer kismi tiirevli denklemin genel
sekli,

A(x,y)zx + B(x,y)zy + C(x,y)z = G(x,y) (1.4)

formundadir (Koca, 2008).
Ornek 1.1 U; — k(Uxx + Uyy) = 0 (k sabit) iki boyutlu 1s1 denklemi ikinci mertebeden lineer bir
denklemdir. Diger taraftan,

Zny - Zny - 07

ZayZox — 32y — 6x2y +xyz2 =0

lineer olmayan denklemlerdir (Koca, 2008).

Tanim 1.9 Bir kismi diferensiyel denklem, denklemde bulunan en yiiksek mertebeden kismi
tirevlere gore (denklemdeki diisiik basamakli ve bagimli degiskenin bulunus seklinden

bagimsiz olarak ) lineer ise bu denklem yari lineer (kuasi-lineer) adinm alir.

ZzZxx T X2Zy = SinYy,

0 .
Zxy Za (Z)% +z) —6xz°siny =0,
A('x7y7 Uy, uxy)uxyy +B(x>y» u, uyy)”yyy + 2’/‘(’/‘)@))2 - f(x,y)u =0

denklemlerinin tiimii yari-lineer denklemlerdir (Koca, 2008).

Tanmm 1.10 Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek mertebeden
tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar: ise bu denkleme hemen-

hemen lineerdir denir.

@+raz—”+ 3 (2 2—r+1
o e T o) T

3ty + Axyttyy + 5xZ Uz + 22Uny — dity, + Uty — 1y + xye* = 0

denklemleri hemen-hemen lineerdir.



Tanmm 1.11 (1.4) denklemindeki G(x,y)=0 ise denkleme homojen denklem denir. Homojen

denklemlerden bazilar1 sunlardir:

Up + Uy +un, =0 Korteweg —de Vries Denklemi
Uy — kit =0 Ist Denklemi
Uy — Py + 2Bu; +owu =0 Telgraf Denklemi

Uy + Uy =0 Laplace Denklemi
Homojen olmayan denklemlere 6rnek olarak da;

Uy + Uy = Uy

uuy + 2txu = sin(tx)

verilebilir.

1.3 Lagrange Yardimc Sistemleri

X1,X2,...,X, bagimsiz degiskenler ve z bagimli degisken olmak iizere birinci basamaktan

Z oz 0z
Py (x17x27 "'7-xnaz)_ +P2()C1,X2, "'7xn7Z)_ + .. +Pn(-x17x27 "'7xnaz) = R(X] 1 X2, "'7xn7Z)

ox1 0x> ox,
yari-lineer denklemi verilsin. Bu denkleme iligkin Lagrange yardimci sistemi
dx; dxy dxp, dz
R R S

seklinde tanimlanir. Bu sistemden elde edilecek n tane fonksiyonel bagimsiz ¢oziim (ilk in-
tegral)

Ui = Mi(Xl,XZ,...,Xn,Z> =Ci, (i:1,2,...,n)

olmak {iizere, verilen denklemin genel ¢coziimii
F(ui,uy,...,uy) =0,F € C'[D]
seklinde olacaktir (Koca, 2008).

Ornek 1.2 xuy, + (z+u)uy + (y+u)u, =y +2 denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Bu denklemin Lagrange yardimci sistemi

dx dy dz  du
X _z+u_y+u_y+z




olup buradan,
dy—dz dz—du dz—dy du—dz
= veya =

z—Yy u—7z z—y u—7z

yazilabilir. Bunun yeniden diizenlenmesiyle
d[in(z—y)] = d[In(u - z)]

olur. Boylece ilk karakteristik

iy

up = uy(x,y,z,u) = =]

u—7z
olarak bulunur. Ikinci karakteristik ise
dx dy—dz  dz—dy
X  z—y  z—Yy

den
uy=x(z—y)=c
olarak elde edilir. Uciincii karakteristigi

@_dz—du__du—dz
x  u—z u—z

yardimc1 denklemlerinden

uz =x(u—2z) =c3

oldugundan genel ¢6ziim

formundadir (Koca, 2008).

1.4 Charpit Yontemi

Tanmim 1.12 Her noktasinda, G(x,y,z,a,b) = 0 iki parametreli yiizey ailesindeki herbir yiizeye

teget olan diger bir yiizeye (1.3) ile verilen yiizey ailesinin bir zarfi denir.

Zarf yiizeyi (1.3) yiizey ailesinin sagladig1 denklemi saglar. Dolayisiyla zarf yiizeyi (1.2)
denkleminin bir ¢oziimiidiir. Zarf yiizeyi (1.3) denklemindeki a ve b parametrelerine 6zel

degerler verilerek elde edilmez.

Simdi a ve b parametreleri arasinda b = W¥(a) seklinde bir fonksiyonel bagintinin oldugunu

varsayalim. Bu durumda,

G(x,y,z,a,%¥(a)) =0 (1.5)



bir parametreli yiizey ailesini elde ederiz. (1.5) ailesinin bir zarfim bulabilirsek bu zarf da (1.2)
denklemini saglar. (1.5) ailesindeki W fonksiyonu keyfi oldugundan (1.5) fonksiyonuna (1.2)

denkleminin genel integrali denir. (1.5) ailesinin bir zarfi

G(x,y,z,a,%(a)) =0

0G(x,y,z,a,¥(a))
da

denklemleri arasinda a parametresinin yok edilmesiyle bulunur. Iki parametreli (1.3) yiizey

=0

ailesinin bir zarfin1 bulabilmek i¢in

G(x,y,z,a,b) =0

oG(x,y,z,a,b)

i LR e A
da

JG(x,y,z,a,b) 0
ob N

denklemleri arasinda a ve b parametreleri yok edilir. Bu sekilde elde edilen zarfa verilen

denklem i¢in bir singiiler integral veya singiiler ¢oziim adi verilir (Koca, 2008).

1.5 Bagdasabilir Sistemler

Tanim 1.13 Birinci basamaktan

F(x,y,2,p,q) =0, ®(x,y,z,p,q) =0

denklemlerini ele alahm.  F(x,y,z,p,q) = 0 denkleminin her ¢oziimii ayni zamanda
®(x,y,z,p,q) = 0 denkleminin de ¢6ziimii oluyorsa bu iki denkleme bagdasabilirdir denir
(Koca, 2008).

Teorem 1.14 F(x,y,z,p,q) =0, ®(x,y,z, p,q) = 0 denklemleri bagdasabilirdir ancak ve ancak,

. 4O 0 orde svdr
" 9pdx dpdx 9dqdy dgdy

dir. Bir sistem icin bagdasabilme kosulu bazen sistemin ¢oziilebilme kosulu olarak da isim-

lendirilir (Koca, 2008).



1.6 Lagrange-Charpit Yontemi

Birinci basamaktan lineer olmayan (1.2) denklemini ele alalim. Bagdasabilen bir bagka

denklem, a sabit olmak iizere
O(x,y,2,p,q9) =a

olsun. Bu durumda iki denklemde ayni ¢oziime sahiptir. Bu denklemler icin bagdasabilme

kosulunu uygularsak,

8F8¢+8F8CI>+ 8F+ oF \ 0® 8F+ oF \\ 0® 8F+ oF 8(19_0
dp dx dg dy pap qaq 0z ax Pz ap dy T3z dq
bes bagimsiz degiskenli, ® ye gore lineer homojen diferensiyel denklemi elde edilir. Bu
denklemin Lagrange yardimci sistemini yazarsak,
d d d —d —d dd
& P 4 _ = (1.6)

F, F, pF,+qF, F+pF. F+qF 0

dir. Son denklemden ® = a oldugu agiktir. (1.6) sisteminden ®(x,y,z,p,q) = a ara integrali
Lagrange yontemi ile bulunabilir. Bu ara integralle F(x,y,z, p,q) = 0 denklemi arasinda

p=f(x,,2), g = g(x,y,2) seklinde p ve q degerleri ¢oziiliip
dz = pdx+ qdy

tam diferensiyel denklemde yerine yazilir ve bunun da integrallenmesiyle
G(x,y,z,a,b) =0

iki parametreli bir tam integral (tam ¢6ziim) elde edilir. Burada

A(F, @)
d(p.q)

olmalidir. (1.6) sistemi genellikle Lagrange-Charpit sistemi olarak bilinir (Koca, 2008).

£0

1.7 Denklem Tipleri

Ikinci mertebeden lineer kismi diferensiyel denklemlerin genel formu
A(x, ) tyx +2B(x, 1) uyy + C(x, 1)y + D(x, 1 )uy + E (x, 1 )uy + F (x,1)u = G(x,1)

dir. Ikinci mertebeden tiirevlerin katsayilar1 A,B,C alinarak kdd nin tipi eliptik,parabolik hiper-

bolik olarak belirlenir.
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Buna gore;
1) AC = B? ise parabolik denklem olup
uy + H (x, 1, u,uy,u,) =0

veya

Uy + H(x, 1, u,u,u,) =0

normal forma sahiptir.

2) AC > B? ise eliptik denklem olup
Uy +uy + H (x, 8 0,1, 1) =0
normal forma sahiptir.
3) AC < B? ise hiperbolik denklem olup
Uy + H(x,t u,uy 1) =0
normal forma sahiptir.

Eliptik denklemlere Poisson ve Laplace denklemleri, hiperbolik denklemlere Dalga ve
Telgraf denklemleri, parabolik denkleme de Is1 iletimi denklemi 6rnek olarak verilebilir (Koca,

2008).



BOLUM 2

LIE SIMETRI METODU

2.1 Giris

Verilen bir kismi diferensiyel denklem, Lie grup doniisiimleri altinda degismez kaliyorsa
bu gruba kismi diferensiyel denklemlerin Lie simetri grubu ya da Lie simetrisi denir. Bir Lie
simetrisi, tim bagiml ve bagimsiz degiskenlere bagli olarak verilen doniisiimler altinda diferen-
siyel denklemi degismez (invaryant) birakan bir sonsuz kii¢iik iiretecle tanimlanir. Bu sonsuz
kiiciik iirete¢, kismi diferensiyel denklemlerin Lie grubuna karsilik gelen Lie cebirini iireten
bir bazinin lineer kombinasyonudur. Bu baz kullanilarak bulunan benzerlik doniisiimlerinden

grup-degismez ¢oziimleri elde edilir (Kiraz , 2007).

Lie simetri metodu adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullandigimiz integral
carpani, ayrilabilir denklem, homojen denklem, mertebenin indirgenmesi, belirsiz katsayilar
gibi ¢ok giiclii bir ¢6ziim yontemidir. Lie gruplar uzayda nokta doniistimleri, bagimli ve
bagimsiz degiskenler ve tiirevler icerir. Donme ve 6telemeler, olciim gruplart Lie gruplarin
yaygin Ornekleridir. Nokta doniistimlerin bir-parametreli Lie gruba uygulanmasiyla diferensi-
yel denklem degismez kalir, adi diferensiyel denklemin mertebesi indirgenir, kismi diferensiyel

denklemin bagimsiz degisken sayis1 bire indirgenir (Ahmad, 2005).

Bu boliimde Lie simetri metodunun uygulanabilmesi icin Lie grup teorisine ait temel
kavramlar ve teoremler verilecektir. Ilk olarak grup yapist ve Lie grup yapilarindan ve
ozelliklerinden bahsedilecektir. Daha sonra Lie grup doniisiimiine ait sonsuz kii¢iik iireteclerin
tanim1 ve elde edilisi verilecektir. Lie grup doniisiimii altinda degismezlik (invaryantlik)
kavramlar1 verilecektir. Daha sonra sonsuz kiigiik simetri iireteclerinin olusturdugu Lie ce-
biri yapisi ve son olarakta sonsuz kiiciik simetri iiretecinin uzatim (prolongasyon) formiilleri

verilecektir.

2.2 GRUP

Tanim 2.1 G bos olmayan bir kiime ve ”* ” sembolii de G iizerinde taniml1 bir ikili islem olsun.

Eger asagidaki sartlar saglanirsa (G, *) yapisina bir grup denir.
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1)Kapalilik 6zelligi:

Hera,b € Gicinaxb € G dir.

2)Birlesme ozelligi:

Her a,b,c € G igin (axb) xc = ax* (bx*c) dir.

3)Birim eleman ozelligi:

Hera € Gicinaxe =exa=adr.

4)Ters eleman ozelligi:

Her a € G icin ax b = bxa = e olacak sekilde bir tek b € G vardir.

2 2

3. sarttaki "e” elemanina grubun birim elemani denir. Ayrica ”b” elemanina ’a” nin tersi

denir ve b = a~! ile gosterilir. Bu sartlara ilave olarak da;
5)Degisme ozelligi:

Her a € G icin a* b = b a ise bu guruba Abelyan(degismeli) grup denir (Tasc1, 2007).

2.2.1 Altgrup

Tanim 2.2 H; G nin alt kiimesi olsun. Eger H; (G,* ) grubunun tiim sartlarin1 sagliyorsa H ya

G nin altgrubu denir.

Ornek 2.1 7Z tamsayilar kiimesi ”+” islemine gore bir gruptur. (Z,+) grubunun birim elemani
sifirdir ve her o € Z igin —a € Z oldugundan her elemanin tersi vardir. Her o, € Z i¢in

o+ B = B+ a oldugundan (Z, +) abelyan gruptur.

Ornek 2.2 (R,+) reel sayilarin olusturdugu grubun birim elemant sifirdir ve her o € R igin

—a € Rdir. Z C R oldugundan (Z,+) grubu (R, +) nin altgrubudur (Bilgic,, H).
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2.3 LIE GRUPLAR

2.3.1 Doniisiim Gruplar

Tanim 2.3 G, doniistimlerin bir kiimesi olsun. G; €G 6yle ki,
Gi:o— a’(o;€)

doniisiimii tammmlansin. o € §, a* €S, S C R" ve €,0 € A C R olmak iizere M diizgiin bir
manifold ve; U, GxM de agik bir kiime olsun ¥ : U — M olarak tanimlansin. ¥ (g, §) ikili islem
fonksiyonu A bolgesindeki €, d parametreleri ile tanimlidir. Bu doniisiim S bolgesinde asagidaki
kosullar sagliyorsa, doniisiime grup doniisiimii denir. (€, 8) her € i¢in 8 € A dir ve asagidaki

sartlar saglanir.

1) Her € € A i¢in G; birebir bir dontistimdiir.
2) (A,¥) bir gruptur.

3) (A,¥) grubunun birim elemani e ise ;

dir. Yani G;(a,e) = a dir.

4)Eger o = Gi(a, €) ise ()" = G;(0*,8) = G;(a, ¥ (g, 9)) dir (Bluman and Kumei, 1989).

2.3.2 Bir Parametreli Lie Grup Doniisiimleri

Tanim 2.4 Doéniistim gruplarinda verilen aksiyomlara ek olarak asa8idaki aksiyomlar da

saglanirsa bu doniisiime bir- parametreli Lie grup doniisiimii denir.

5) € siirekli bir parametre ve € € A C R
6) G grubunun her bir G; eleman1 sonsuz defa diferensiyellenebilir.

7) €,8 € A olmak tizere W(g,0), € ve d min analitik fonksiyonudur (Bluman and Kumei,

1989).
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2.3.3 Sonsuz Kiiciik Doniisiimler

o = Gi(a,€) (2.1)
Bir parametreli Lie grup doniisiimiinii ele alalim. €y = 0 noktasinda seriye agarsak;
0G;(a., €
of = Gi(a,e) + (e — 80)% +0(&?)

*

oo
= ote— le—o +O(€?)

buluruz. Burada

oo
a) = =
8(0) = 5o le—o
olarak alalim. Buna gore
. ox*
X =x+¢ le=0 +...
o€
dy*
f=yde —0+...;
doniisiimlerinde
ox*
oe |E:0: &(x,y)
ve
a *
= Jeco=7(x,y)

olarak alinirsa,

x"=x+e§(x,y)+

Yy =y+en(xy)+
olur. Bu sonsuz kiigiik doniisiimiin bilesenleri olan &(x,y) ve mn(x,y) fonksiyonlarina (2.1)
doniigiimiin sonsuz kiiciikleri denir. (2.1) doniigiimii &(at) nin o* [c—o= G; |¢=o= o baglangi¢

sartlartyla integralinin alinmasiyla elde edilebilir (Bluman and Anco, 2002).

Yardimci Teorem 2.5 o = G;(a,€) bir-parametreli Lie grubu igin agagidaki esitlik saglanir
(Bluman and Anco, 2002).

Gi(o,e+ Ae) = G;(Gi(a,€); W(e ! e+ Ae))

ispat.

Gi(o,e+Ae) = G;(Gi(o,e); P(e~!,e+Ae)) = Gi(a; P(e, (e}, e+ Ag)))
= Gi(o;P(P(e,e7'), e+ Ag))
= Gj(o;¥(0,e+ A¢))
= Gj(o; €+ Ag)



Teorem 2.6 Lie Birinci Temel Teoremi

o* = Gj(a,€) Bir parametreli Lie grup doniisiimii olmak iizere,

ox*
ot

=E(x"),T=0=x"=x

15

bicimindeki birinci mertebeden denklem sistemleri i¢in baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii,

o = Gi(a,€)

Lie grup doniisiimlerine esdeger olacak sekilde () parametrizasyonu ile yapilir.

[(E) = (A ¥(a.b) (e 1)
ro)=1
Ispat: of = G(o;€) olmak iizere yardimci teorem (1.1) den dolayr;
Gi(a, e+ Ag) = Gi(Gi(0,€); W(e~ ! e + Ag))
idi. G;(oi; € 4 Ag) ifadesini Ae = O civarinda seriye acilirsa;

Gi(o,e+Ae) = Gi(a,e)+( Gi(0, €+ A€) |ae—0)AE+ ...

d(e+ Ag)

— o+ %Gi((l,S)AE—f‘ 0((Ae)?)

ve W(e~! e+ Ae) ifadesini Ae = 0 civarinda seriye agilirsa;

d

* d(e+ Ag)
+T(e)Ae+ O((Ae)?)
O((4e)?)

P letAe) =P(e e
(

)
=¥(ele)
=TI'(e)Ae+

olur, diger taraftan;

Gi(o,e+Ae) = G;(Gi(a,e); (e~ !,e+Ae)) =
e)As+ 0((Ae)?)
i(a*,0)+I(g)Ae

[

Q Q9

A /Q:A
h

(556

—\P(S_l ,E+ AS) ‘Ag:O)AS +...

Gi(a*:8) | )+0((2e)?)

6=0

= o' + T (e) AgE(ar*) + O((Ae)?)

elde edilir. Elde edilen bu ifadelerden;

0

—G;(a;e) =T (e)é(a*

> Gilase) =T(©)E(a)
Jo
oe

olur (Bluman and Anco, 2002).
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Ornek 2.3

grup doniisiimleri icin

olsun. (%‘P(mb)) e =1
['(e) =
olur. (%X(X’S>>S_O = (1,0) ise §(x) = (1,0)

olur (Bluman and Anco, 2002).

Ornek 2.4

—1 < € < oo grup doniisiimleri i¢in

€
W(a,b)=a+b+ab, e = ———
1+¢
olsun. Bu durumda,
0
%‘P(a,b) =1+a
ve
d 1
FS: _\Pa,b :1—|—8_1:—
( ) (ab ( )> (871,8) 1+¢
olur.
x=(x,y)
olsun.

X(x,€) = ((1+€)x, (1+€)%)

%X(x,s) = (x,2(1+¢€)y)
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500 = S X (5,) le=o= (5,2

sonug olarakta,
dx* X dyt 2yF

de l1+e de 14+¢

veE

e=0dax"=x,y" =y

olur. Parametrizasyonda

olur. Bastaki grup doniistimleri de
X'=ex
y =Ty, —o0 < T <00
olur ve
Y(11,72) =T1+T2

dir (Bluman and Anco, 2002).

2.4 SONSUZ KUCUK URETECLER

Tanim 2.7 x* = X (x,€) doniisiimiinii ele alalim. x = (x1,x2,...,x,) € R" ve V operatorii;

d o d

V - (E,E,,a—xn)

olmak iizere
0
axk

X =5V = Y &)
k=1

seklinde tanimlanan operatore bir parametreli grup doniisiimlerinin sonsuz kiigiik iireteci denir.

Ayrica Lie operatorii, grup operatorii, grup lireteci gibi terimler de bu operator i¢in kullanilir.
= 24
~ 0e &0

X, tanjant vektorlerinin bir bilesenidir. Sabit bir (x,y) € R? noktasini alalim. Simetri iireteci,

0 0
X = &(x7y)a +n(x7y)a_y
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olur.
ox*
%(x,y) = g’szo
ve
ay*
n(xay) = E‘S:O

ile hesaplanabilir. Her doniisiim sonsuz kiiciik iirete¢ X in yardimiyla tamamen belirlenebilir.

X le=0= X
baglangi¢ sartiyla birlikte
ox;
keoxy 27k
e (x') = 5

larin integre edilmesiyle X bulunur (Stephani, H. , 1989).

Teorem 2.8 Bir parametreli Lie grup doniistimlerinden

X = X(x,e) = e¥x
82
= x+8Xx+EX2x+...
2
€
= 1+eX+5X2+... x

= X

—Xkx
k=0k!

veE

Xk=XxKx)=xx1 k=1,2,...

dir. X*F(x) fonksiyonu da X in X*~!F(x) ifadesine uygulanmasiyla elde edilir. k = 1,2,3, ...
ve

XOF (x) = F(x)

dir. Sonug olarak da eger F(x) sonsuz defa diferensiyellenebilir ise
F(x*) = F(e¥x) = ¢ F (x)
olur (Bluman and Anco, 2002).

Ornek 2.5 :

x* = xcos€—ysing

*

y* = xsin€+ycose
Iki boyutlu dénme simetrisini temsil eden doniisiimler verilsin.

ox*
o€

*

o€

= —XSINE — yCOSE

= XCOSE—ysing
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dx*

&(xay) = E‘s:o =)

dy*
n(xay) = %|£:O =X

Boylece simetri iireteci,
olarak elde edilir.

olmak iizere,

Xx = —yg—i +xg—; =y

X2 = X(Xx) = a(a—xy) _|_xa(a—yy) _
X3x = X2(Xx) = —ya(;) +xa(a_yx) =y
X4 =X3(Xx) = —yg—i—l—xg—i = x

oldugundan,

dir.

=Xy = ig—kax:x—Ey—éx—kéy—l—...
k=ok! 2! 3!
g2 ¢ e’
S ) e s
= XCOSE+ysing

olarak bulunur. Benzer sekilde X operatoriinii y ye uygularsak;

d d
Xy —y—y—f—x—y =x
"
X X
Xy =X(Xy) = —y—+x— =
y=X(Xy) ygx+xa : y
o | o)
Xhy=X3(Xy) = -y M
y (Xy) y—g ot 5 y
oldugundan,
X4"y:y, X4"_1y=—x, X4"_2y:—y, X4"_3y=x, n=12,..
dir. L ) 5
* eX,, __ 008_ ky, _8_ _8_
yi= eMy= kgok!x y=y+&x 2!y 3!x—|—...
B el . ez ¢t
= X 8—§+... +y —Z‘Fa-l-...
y* = Xsin€+ycose

olarak bulunur (Bluman and Anco, 2002).



Ornek 2.6

0
X =xo5——x15—
28x1 laxz

sonsuz kiiglik iireteci ile verilen x] ve x5 doniisiimlerini bulunuz.

8x1 ax1
Xx1 = xza——xl— =X
X1 aXQ
5 x> 0x>
Xx =X(Xx1) = X)—— — X] =—— = —Xx
5 axs gxz
X3X1 :XZ(XXI) - x (—Xl (_xl) = —x
(axl (axz
—X2 —X2
X4 =X3(Xx)) = — =
X1 (Xx1) X2 o X1 7 X1
O halde
XMy =x1, X" = —x, XM= —x1, XM 3 =x0, n=1,2,
olur.
aX2 8x2
Xxp = Xp— —X|=— = —X1
a 8x5 3)62
X2 =X(Xx3) = x2 (=x) o) —X
ox| 0x>
X3x2:X2(Xx2) = X (=x —X] (=% =X
8)3 0x2
X4 = X3 (Xxp) = xﬂ—x% =X
2 2 28x1 18)62 2
O halde

X4n)C2 =X, X4n_1)€2 = —Xxi, X4n_2)C2 = —Xp, X4n_3x2 =—x1, n=1,2,...

dir. Elde edilen bu ifadelerle,
k 82 83 84

o g
= Xy = ¥ Xk =xi4em—x— —x— X — +...
1 1 kgok! 1 = X1 2= X5, 23!+14!+

e g2 ¢ &3
= X1 —54—47—’— +x2 8—§+
= X] COSE+ X SIN€E
olarak bulunur. Benzer islemleri x5 i¢in yapalim.
o gk 2 3 et

* = = —Xk = —8x — — - - e
X5 e xp kgok! X) =X 1 xz2! +x13! +xz4! +

B 3 . g2 ¢t
= —X1 8—§+ +X2 —54—47—'—

= —X1SINE+ Xy COSE

olarak bulunur (Bluman and Anco, 2002).

20
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Ornek 2.7

X =
ax +xyay

sonsuz kiiciik iireteci ile verilen x* ve y* doniigiimlerini bulunuz.

o k 3
x _ eX _k_ € 2 3 4 _n
X = x = Zk‘Xx <1+sx+2,x +3‘X +4X ot X +> (x)

oo 3
* eX k 2, 8 3 4 n
= = —Xy=[14eX+ =X X X —X
yi=e"y= Zk‘y(+8+2‘ +3 +4 +..+ +)(y)
Xx = x?
X?x = 2%
X3x = 3¢
X"y = nlx"fl
Benzer sekilde
Xy = xy
X%y = 2lyx?
X3y = 33
X'y = nlyx"

olarak bulunur. Burada | ex |< 1 igin

*

= Xx=(1+eX+ X2+ X3 +e'X 4. 4" X")x =

V= ey = (1reX +EX7 4% +elX 4 peX )y = o

doniisiimleri elde edilir (Bluman and Anco, 2002).

2.5 URETECLERIN DONUSUMLERI

n._. . d
Sonsuz kiigiik tiretec X; = Y &'(x)=— operatorii; x=x(x;) lere baglidir ve doniisiim kurali
i=1

ax,

ile x; degiskenine doniistiirtilebilir. x; =X; (x,) olsun.

!
ox;

|70

zincir kuralindan .
d B 0 8xl-
0x;  ox; ox;
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elde edilir. X; sonsuz kiigiik iiretecini tekrar diizenlersek,

X, = EEE)5-

olur. Burada
) =&

olmak tlizere,
1 an k
Xjxp = Z 8x, =& (x)
ve;
axk

Xp4= LEOTE =50

l

1< k < n i¢in sonsuz kiiclik tiretecler
n
Xj= Z(iji)a—xi = Z(iji)g (2.2)

olarak yazilabilir. Boylece x; koordinatlarina gore yazilan X iireteci x; yeni koordinatlarina

gore yazilmig olur (Ahmad, 2005).

ox

Ornek 2.8 X = x— + y— olarak verilen simetri iiretecinde; v ve u yeni degiskenlerini,
y Jy

seklinde tanimlayalim. Sonsuz kii¢iik simetri iireteci X e u ve v degigkenlerine uygularsak,

8u+ ou
o Yoy T

d 0
Xv=x—v—|—y—v =2xy =2
dy

Xu= 0

ox

buluruz. Béylece X iireteci yeni koordinatlara gore,

0
X = 2V$

olarak ifade edilir (Ahmad, 2005).
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2.6 URETECIN NORMAL FORMU

Denklem (2.2) nin bir sonucu olarak kismi diferensiyel denklem sistemleri i¢in

n ; ay_ .
Xy_izi& (x)a_x,- =1 i=1,2,3,..n

/

Xx, = ZF; =0k=2,3,..

Xi

{\((x,-),x;< (x,-)} olacak sekilde her zaman acik olmayan ¢6ziimler vardir. Bu sonug ile sonsuz

kiictik simetri iireteci

n ; a
X = ;é (x)a_x,
den
0
Ty

ya indirgenebilir. Bu denkleme de X iiretecinin normal formu denir (Stephani, 1989).
Ornek 2.9 Doénme doniistimlert;
X" = xcos€—ysin€

y* = xsin€+ ycose€

ve simetri lireteci,

0 0
+X5-

x= o ay

olarak verilsin. Kutupsal koordinatlarda
— (2 2\ _ Yy
r=x"+y7)Z ve ¢=arctan=
x

oldugundan yeni degiskenler X iiretecine uygulanirsa,

Xy or N or 0
"% xay N
aq) 90
X — =1
0=-ys- X3y
olacagindan X in normal formu X = — olarak bulunur (Stephani, 1989).

90
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2.7 LIE GRUP DONUSUMLERINDE DEGISMEZLIiK (INVARYANT-
LIK)

Lie grup doniistimleri degismez fonksiyonlara, noktalara, egrilere ve ylizeylere sahip ola-
bilir. Bu Lie grup teorisinin en temel yapisidir. Ciinkii degismezlik(invaryantlik) ozelligi
sayesinde simetri grubunun sonsuz kiiciik iireteci altinda karmasik lineer olmayan sartlar daha

basit lineer sartlara doniistiiriilebilir.

2.7.1 Degismez Fonksiyonlar:

Tanim 2.9 f(x) siirekli ve her mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
f(x) fonksiyonu degismez fonksiyondur.< x* = X (x,€) doniisiimii icin f(x) = f(x*) dir
(Bluman and Anco, 2002).

Teorem 2.10 f(x),x* = X(x,€) Lie grup doniisiimii altinda degismezdir < X f(x) = 0 dir
(Bluman and Kumei, 1989).

(=) flx) =€£ka(X)
= ¥ Sxkp()

k=0k!
2
=f(x)+eXf(x)+ ;—!Xzf(x) +...

f(x*) = f(x) olmasi i¢in esitligin sag tarafindaki ilk terimden sonrasi sifir olmalidir. Yani

Xf(x) =0dur.

(<) Xf(x)=0=Xf(x)=0

2
F&) = F0) +€XF () + S X1 (0) + .

olup
oldugundan

olur.
Teorem 2.11 : x* = X (x,€) Lie grup doniisiimii igin,

) =fx)+eeXf(x)=1 dir
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Ispat:

2
(=) F) = X f(x) = () +eXF(x) + = X2f(x)+ ...

2!
2
€
fx)+e=f(x)+eXf(x)+ 5X2 flx)+...
olup esitligin saglanabilmesi i¢in
Xf(x)=1
ve
XK f(x) =0, k=2,3,4,...
olmalidir.

(<) Xf(x)=lise X*f(x) =0di. k=2,3,4,.. ve

2

F) = e f () = F6) + XS () + 5 X2F(6) 4

olur. Bu durumda

olur (Bluman and Anco, 2002).

2.7.2 Degismez Noktalar

x = (x1,X2,X3,...,X,)€ R" bir nokta olsun ve x* = X (x, €) bir parametreli Lie grup doniigiimii
altinda degismezdir(invaryanttir) < x* = x dir (Ahmad, 2005).
2.7.3 Degismez Egriler

f(x) = 0 n-boyutlu uzayda (R") egri olsun ve bir parametreli Lie grup doniisiimii

R" igerisinde

xf=x;i+e&i(x) +o(€?) i=1,2,3,..n

olarak verilsin. Bu doniistimle ilgili iirete¢ de,

olsun. f(x) = 0 egrisi invaryanttir < f(x*) = 0 dir (Ahmad, 2005).
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2.7.4 Degismez Yiizeyler

x € R" n-boyutlu uzayda f(x) = 0 diizgiin bir yiizey olsun ve x* = X (x,€) bir parametreli

Lie grup doniisiimii olsun.

f(x) =0 yiizeyi simetri doniisiimii altinda invaryanttir< f(x*) = 0 dir (Ahmad, 2005).

2.7.5 Kismi diferensiyel Denklemlerin Degismezligi

x = (x1,x2,...,Xx,) n tane bagimsiz degisken ve u bagimli degisken olmak iizere k. mertebe-
den

Fxu,uV u® uy =0 (2.3)

kismi diferensiyel denklemini ele alalim.

x" =X (x,u;€) (2.4-a)

u* =U(x,u;¢€) (2.4-b)

bir parametreli Lie grup doniisiimii olsun. Buna gore kismi diferensiyel denklemin verilen Lie

grup doniisiimii altinda degismez kalabilmesi icin asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.12 (Kismi diferensiyel denklemlerlerin degismezligi icin sonsuz kiiciikler kriteri)

(2.4-a,b) doniisiimlerine ait sonsuz kii¢iik simetri iireteci;

0 0
X = &i(xau)g +n(xvu>$

olarak verilsin. Buna gore sonsuz kiiciik iiretecin k. uzatimi;

0 0 0 0
(k) —g. il el (1) el (k) 2 k
X &,(x,u)aXi+n(x,u)au+n (x,u,@u)aui—f—...—i—n (x,u,du,du,...,0 u)auill2 -
olur. Buradaki sonsuz kiiciikler ngl) ve nl(ljllll ler

1 .
T]l( ) :DiT]—(Dial’)uj, 1= 1,2,...,11
(k) (k—1)
Niirir = DPiMijiy i, — (Di&j)iviy..ig_y j
k > 2vej=1,2,..kigin ij:1,2,...,n
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formiilleriyle hesaplanabilir. &(x,u) = (§;(x,u),&(x,u),...,&,(x,u)),n(x,u) ve total tirev o-
peratorii D, (2.8.2) de tanimlanmigtir. (2.4-a,b) bir parametreli Lie grup doniigiimii (2.3)
denkleminin bir nokta simetrisidir ancak ve ancak F (x,u,u(l),u(z),...,u(k)) = 0 oldugunda

XOF (e, u,u™ 1@ u®)) =0 dir (Olver, 1991).

2.8 LIE CEBIR

Boliim (1.3 ) de verilen, her bir -parametreli Lie grup, bir X sonsuz kii¢iik simetri iireteci
ile belirlenir. n-parametreli siirekli gruplarin sonsuz kiiciik iiretecleri n-boyutlu bir Lie cebiri

tiretir. (Gilmore, 1974, 2008)

Geometrik olarak x = x(x1,x3,...,x;) noktasinin
x; = x;+€€i(x)
ile verilen x € R” noktasindaki sonsuz kiiciik doniisiimleri,

(%) = (&1(x),82(x); -, &a(x))

tanjant vektoriiyle tamimlanir. Boylece &(x) e doniisiimlerin bir parametreli Lie grubunun tan-

jant vektor cismi denir. Tanjant vektor cismi, genellikle &(x) ile gosterilir.ve

0

X =&¢(X)=—

6095
birinci mertebeden lineer diferensiyel operator olarak yazilir (Kiraz, 2007). Simdi birinci mer-
tebe lineer diferensiyel operatorlerin bir Lie cebirini yani tanjant vektor cisimlerinin vektor

uzayini olusturalim.

Tanim 2.13 n-parametreli Lie grup doniisiimii sonsuz kii¢iik simetri iireteci X; ve € =
(€1,€2,...€,) parametresine bagl olarak verilsin. Herhangi iki simetri iireteci X; ve X j olmak
tizere [,] komiitatorii

(X, Xj] = XiX; — X;X;

! d 4 0
XX — ki)~ Lix.e)—
“r] k;l&z (X) axk {l:zléj (x7 l)axl }
olarak tanimlanir. K bir cisim ve L bu cisim iizerinde bir vektor uzay1 olsun. L vektor uzayi

yukarida tanimlr ikili isleme gore kapali ise n-boyutlu Lie cebiri denir ve L, ile gosterilir. Buna

gore asagidaki ozelliklerde saglanir.
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1) Anti simetri: X;,X; € L olmak iizere; [X;, Xi| = —[Xi, X]

2) Bi-lineer: c,c2 € K ve X, X, X; € L olmak lizere:
(X, c1Xj+ Xy = c1[X, Xj] + 2 [X, Xi ]
ve
[c1Xj + 2 Xi, X] = c1[X, X] + 2 [ Xk, X ]
3) Jakobi ozdesligi: X;, Xy, X; € L olmak lizere,
X, [Xe Xi] + (X, (X0, X)) + X, (X, X]] = 0

saglanir.

Ayrica her X; € L igin
[X;,Xj] =0

esitligi saglanir.
[,] komiitatorii, cebirin ¢arpim bagintisidir ve Lie carpim veya Lie parantez denir. Lie

parantez genelde birlesmeli degildir. Eger herhangi bir v,w € L, i¢in [v,w] = 0 ise Lie cebirine

degismeli(abelyan) denir (Olver, 1991).

Ornek 2.10
x* = e®(xcosg —ysing|) +¢€
y* = e®(xsing| +ycose;) + €3

4 parametreli Lie grup doniisiimii olsun. Sonsuz kiiciik simetri iiretecleri de,

¥ 0 n 0
—_ —y— X—
: Yox dy
¥ 0
7
0
X3 =—
3 ay
Xy = X~ + Y5 olarak verilsin. Lie parantez operatoriinii kullanarak komiitator tablo-
X Y

sunu olusturunuz (Bluman and Anco, 2002).



X1, Xi]= 0

X1, X% = XiX2—X2,X)

(o, a( a2
N Yox xay x ax\ ox xay

0? 0? ? 9 0?

Vo T Yo T3y Yaxay

- 9
d o\ o9 d d
[X1,X3] = (—y—ax +x—ay> > o (—y—ax -l—x—ay)

0? ? 0 0? 0°

= —merxa—yana#—ym—xa—yz
ox  Z
9 a\/ o 0 9 9 9 9
= (ogrg) (g og) - (505) (G5+5)
- LN N R &

eV — XY — V2 2 - _ -
Yox Va2 Yoy ey Yoy T8 TVaa

IR L
xay 0xdy Y Y 0xdy xyayz



(X2, X1] =

[X2,X5] =

(X2, X3] =

(X2, X4] =

X3, X0 =

X3, X3] =

(X3, X4] =

(X4, X0] =
(X4, X3] =

[X4,X4] =

—[X1,X] = X3
0
99 99
%3y 9yox
0

a(2. 2y (2, V2
ax \ox yay *ox yay ox
E N
ox | ox? yaxay oz yaxay
9
ox

—[X1,X3] =-X>
_[X27X3] =0

0

a(0, Y (0, 2\
dy “ox yay *ox yay dy
» 9, & &
xaxay dy y8y2 xaxay yayz

0

P
—[X1,X4] =0
—[X2,Xa] = =Xz
—[X3,X4] = —X3

0
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Simdi lireteclerin komiitator tablosunu olugturalim.

X, X;] | X X X3 Xy
X 0 X3 X 0
X X3 0 0 X
X3 —X5 0 0 X;
Xy 0 X, —-X3 O

2.9 UZATIM (PROLONGASYON) FORMULLERI

Bu kisimda tam tiirev operatorii tanimlandi. Bu operator sayesinde sonsuz kiiciik simetri
tiretecinin uzatim formiilleri ve uzatimi olusturan sonsuz kiigtiklerin formiilleri verildi. Ozel

hallerdeki bagimli ve bagimsiz degisken sayisi i¢in sonsuz kii¢iiklerin uzatimlar1 hesaplandi.

2.9.1 Durum 1: Bir Bagimh ve Bir Bagimsiz Degisken Icin

Tanim 2.14 Tam tiirev operatorii asagidaki gibi tanimlanir.

— 9 /a % 9 (n+1)
D= ax+y ay+y ay,+...+y

9y + ...

F(x,y,y1,y",...,y")) = 0 diferensiyellenebilir fonksiyon olsun ve tam tiirevi;

DF — aF+ ,aF+ , OF LD oF n
=5 y 3 y oy T y ay(l)
olarak verilir (Bluman and Kumei, 1989).
x"=X(x,y;€)
y' =Y (x,y:¢)

olarak verilen bir-parametreli Lie grup doniisiimiiniin k-inc1 uzatimi tam tiirev yardimiyla ko-

layca hesaplanabilir.

DYi i (%) 31, Yi-138) .
DX (x,y;€) ’ o

y;k = Yi(x>)’»)’1,---ayi;8) =

olur ve

Yo=Y (x,y;€)

dir (Bluman and Kumei, 1989).
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Bir-parametreli Lie grup doniistimleri,

x* =X(x,y;€) = x+€&(x,y) + O(e?) (2.5)

Y =Y(x,y;e) = y+en(x,y) +O() (2.6)
olarak verilsin. (x,y) uzayindaki sonsuz kiigiikleri,
&(x,y),n(x,y)

dir ve sonsuz kii¢iik iireteci de;

0 0
X = é('x?y)a +n(x7y)a_y

olarak verilir. (2.5) ve (2.6) nin k. uzatimi
X =X (x,y;€) = x+€(x,y) + O(€?)
Y =Y(x,y;e) = y+en(x,y) + O(¢?)

) =Y (x,3,):8) =Y +en'(x,3,)) + O(e?)

OI) =B ()" y®ie) = YO +en®(x,y, )",y + O()
olarak verilir ve k. uzatiminin sonsuz kiiciikleri,
é(xhy)7n(‘x7y)?n/('x7y7yl)7 .,T‘I(k) <x7y7yl7y//7 7y(k))

olur ve k. uzatimin sonsuz kiiciik iireteci de,

0 0 0 d
X(k) = (to(x7y)gx +n(x7y)$ +n/(x7y7y/)a_y/ + .. ‘H](k) (x7y7y/7y//7 7y(k))a_yk

olur. k=1,2,3,... icin uzatimin sonsuz kiiciikleri T](k) lar agagidaki teorem ile bulunur.
Teorem 2.15 Uzatimin sonsuz kiiciikleri n(k) lar asagidaki esitligi saglar.
n(k) <x7y7y/7y”7 _“,y(k)) = Dn(kil)()@yaylvyﬂa “.,y(kil)) _y(k)D§7 k = 1727 b

n®=nq

olur (Bluman and Anco, 2002).
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Tanim 2.16 Bir bagimli degisken u ve n-bagimsiz degisken x = (x1,x2, ...,x,) icin n. mertebe-

den bir diferensiyel denklemi

ele alalim. (2.7) denkleminin tam tiirevi,

oF oF oF oF

D,F = ——}—u,-—+uij$—}—...+u,~1,~2“_inau——}—... 1=1,2,...n
i

ox; ou
olarak verilir (Cicogna and Gaeta, 1999).

i1ip...01

Bir -parametreli Lie grup doniisiimleri,
xf = x;+e&i(x,u) + O(e?)
u' = u+en(x,u) + 0(e?)
olarak verilsin. i=1,2,....,n. (x,u) uzayindaki sonsuz kiiciik iireteci
X =G+ ()
olur. Bir parametreli Lie grubun k. 1nc1 uzatimi agsagidaki gibi verilir.
xF = X;(x,u;€) = x; + €&;(x,u) + O(&?)
u* =U(x,u;€) = u+en(x,u) + O(e?)

u} = Ui, us€) = u; + e (x,u,9u) + O(€?)

i

*

uilig..ik =

100k
i=1,2,...,n. k. uzatimin sonsuz kiiciikleri de

E(x,u),M(x,u), M (x,u,0u), .. n % (x,u,0u, ..., 0u¥)

olur ve k. uzatimin iireteci de

d 0 J J
0 _, R ®
XU =Gig g Mg o Mg, iy,

Uii..i, (X, u,0u, ..., auk;e) = Ujyiy..iy + Sn(k) (x,u,ou, ..., auk) + 0(82)

2.7)

(2.8)

olur. n. mertebeden diferensiyel denkleme sonsuz kiiciik iireteci uygulayabilmek icin n.

uzatima ihtiya¢ vardir. Genel uzatim formiiliinii tam(total) tiirev operatorii yardimiyla elde

ederiz. Uzatimin sonsuz kiigiikleri icin de asagidaki teorem gecerlidir (Olver, 1991).
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Teorem 2.17 Uzatimin sonsuz kiiciikleri asagidaki esitligi saglar.

1 _
M, =Dm—u;Di;
k) . o k=1)
ni]izik - lenilizik,l o (leEJ])ulllZkal]
ile verilir ve simetri iiretecinin n. uzatimi

d

(n) _ . (n)y_ <
X X—l—;n](x,u )au,-

ile verilir (Bluman and Anco, 2002).

Teoremin bir 6zel halini bir bagimhi degisken u ve iki tane bagimsiz degisken x; ve x»

alinirsa bir parametreli Lie grup doniisiimleri,
xF = X;(x1,x0,u5€) = x; + €& (x1, x2,u) + O(e?)
u* = U(x1,x2,u;€) = u+en(xy,x,u) + O(e?)
u: = Uj(x1,x0,u,uy,up,€) = u,-—f—enl(l)(xl,xz,u,ul,uz) + 0(82)
u?j =U;j(x1,X2,u,u1,u2,u11,U12, 22 €) :uij—i—engf)(xl,xz,u,ul,uz,un,ulz,uzz)+0(£2) i,,j=1,2

ve sonsuz kiiciik tiretecleri de;

il = l;xm5(Dxlil)u,ﬂa—(l)xlaiz)%c2 s
B
= gy (5, Ty, T gy, inte g,
n§1> — DaxZT‘l—a(szﬁl)uxla_(Dx%fz)ux2 : a
] 3_’2%”"2_”“(%*%”0‘”xzﬁ%*%@
a_T] on a_ﬁz & , o€

3xs T2 3y T gy Tt gy TR Gy ity
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11&21) = Dxl n(a]) - (Dx1 E-’al )uxlécla_ (Dxl azggxlxz a& a% a& a%
., &, .9, & & G 9
= D’”(a_ (au ox] ) ou iy ox1 ey, ) =y (a)q - ou t,)
9 9%
;ZMXIXZ(aaf ) on 9%k P P o ¢
omn, om. n 1 n n oJdc 0dg
32 Tamant T (G g T Gran T T a2 " aman)

9%& | 9%, ) , 0% 9%,
T (axl +ax18u 6 )~ a_;q”xz’“_”“(axlafW”xl)

28&1u Uy, x; — Uy, U (& &u )—&u u —&u u
a X1 X1X]1 X1 X2 aXIaI/t au2 X1 au X1X1 Y*Xp au X1 ¥ X1X2
a}’;l 8&1 3§2 8‘22
_uxlxl(a_xl—}_guxl) ux1x2(axl +5- au )
ngzz):ﬂg]) = szn(al)_(szgal)uxlgé_(szgza)gxlxz a;’ a{;
= m il 1 2 0G1 2 2
sz(%""”}q(a_a)_”xlg*‘”xzﬁ_”xl”xzm)

_(szél )Mxlxl _(szaz)u)qxz

o ( ’n P& o ( ’m G %
— 0X1X2 ", ox;0u  0x10x> “x, 0x20u  0x10x2 i ox1 Hxx;
an 9§ 9, d& 0% 2 o % %%

(G, =5 T an ) an e et T (32 T 55 T e e,

P, P&, 0%, 2 23§2

T anou T g2 Mt T g e A ikt

0 b 9
_ %uxl I/lx]xz_%lxtx2 Uy x —%uxl Uxyxy
I, P 0% 3, 0k
0 _ P o
N2 P 5 Ty ( I o =) — Uy, a%—i—uxm(au 2ax2) Zaxzuxlx2
’n_, %, 9% P |
+u xz(a_uz_zaxzau zaxzau”’“”xz oul Uy,
CR) L) &, &,

3

T2 Uy, ”xz_ o Usy Usyx, —3 u Uy Uy, —2 ou Uxy U yxy

0zel olarak bu sekilde bulunur.

2.9.3 Durum 3: m- Bagimh n- Bagimsiz Degisken Icin

F(x,u,u(l),u(z),...,u(")) =0

)
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n. mertebeden diferensiyel denklem m tane bagimh degiskenler u = (u',u?,...,u"™) ve n tane

bagimsiz degiskenler x = (x1,x2,...,x,) olsun. Bir parametreli Lie grup doniigiimleri ve k. inc1

uzatimi agagidaki gibi verilir.
xf = x; + €& (x,u) + O(e?)

(u")* = u' + en(x,u) + O(€?)

olsun.

(i)t = U¥ (x,u,us€) = i+ en ¥ (x,u,9u) + O(€?)

1

(u’u ) = U'u . (X,M7al/t,...,al/lk;8) = M/l?lliz'_l'k+8n§1ki)2‘l;k(xuuaau7‘”7auk)+0(£2)

.. 1.
olur. Tam (total) tiirev operatorii de

2 2 :
bi= 8x,+u/;18_“+ TF AR

i1ip...0n

+.. k=12,...,n ve u=1,2,..m

olarak tanimlidir.

(k)u

Teorem 2.18 Tam tiirev operatorii kullamlarak sonsuz kiiiikler n; ;.

elde edilir.

lar agagidaki formiillerle

= D~ (D 29
ve

(K _ (k
nili;;k ’knlllzlk 1_( lng) i1ip. g1 (210)

k. uzatimin sonsuz kiiciik iireteci

d d d
E_.l—+n“a =i 58t AN g1 <k

i02...0g

olur (Bluman and Anco, 2002).

Buna gore 6zel olarak iki bagimli degisken u, v olmak iizere ve iki bagimsiz degisken x,y

alalim. Buna gore x i¢in tam tiirevi,

D _i-‘r i'|‘ J + J + I + J + J +..
Ty Ux ou an ”xxa uxya Vxxa nya
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olur. Sonsuz kii¢iik iiretec ise

0 0 0
X = §1 +§2 +ﬂ1£+ﬂ2$

olarak bulunur. Terimlerin karismamasi i¢in &; yerine &; &, yerine 7; n! yerine n; ve n? yerine

¢ alalim. Buna gore liretecin birinci uzatimi

5 3
XU x4l 2 gl 2
x y

1) 1)

mo .19
+x avx+¢y v

(1)

olarak bulunur. Denklem (2.9) kullanilarak 1, * ve (1))(Cl) 1 bulalim.

= D)~ DE) —uy (D)
= (T]x + UMy + Van) - ”x(&x + ”x%u + Vx&v) — Uy (Tx + Uy Ty + Vxév)

olarak bulunur.

o) = Du(0) —va(DiE) —vy(Dy1)
= (Ox + ux O+ vi0y) — Vi (Ex + 1y +v4E)) — vy (T + 0y Ty +14Ty)

olarak elde edilir. Simdi de denklem (2.10 ) kullanilarak n)(cz) 1 hesaplayalim.

Y = D) - un(D.E) — un(Di1)

D, (nx + UMy +vaNy — ux&x xéu - uxvxév — UyTx — UylxTy — MnyE,.v)

— 1ty (DxE) — “xy( T)
= Mox + UMy T VaNay + U (nux + UMy + Vxnuv) + Nulxx

Ve (Mux + UMy + ViTlow) +MoVier — U (G + UaG +V:Ei0)
&ty — 13 (G + i + Vi) — Eu(Ruxttee) — &y (Viexlty + Vi)
—Vattx (G + 1xGu Fvi&iv) — Uy (Tax + U T + ViTow) — Talhyy

— it (Tyx + U Ty + Vi Tuv) — T (Uyxlh + Vil )

—Vtty (Tyx + UxTou + ViTyr) — Ty (Vaxlly + Viltyy)

_uxx(éx + uxéu + Vxév) — Uxy (Tx + uy Ty + VxTv)

olarak elde edilir.



BOLUM 3

SIMETRI URETECLERININ BULUNMASI ve LIE
SIMETRI METODUNUN UYGULANMASI

3.1 Giris

Simetri indirgemesi kismi diferensiyel denklemin bir adi diferansiyel denkleme ya da daha
az bagimsiz degisken iceren bir kismi diferensiyel denkleme indirgenmesini saglar. Ben-
zerlik indirgemesi denklemin de8ismezligi ile yakindan ilgilidir. Ciinkii buradan benzerlik
doniisiimlerini elde ederiz. Indirgeme prosediirii denklemin bir benzerlik temsilini olusturur.
Degisken sayisinin bir azaltilmasi orijinal denkleme kiyasla bazi avantajlara sahip bir temsil
elde edilmesini saglar. Bu prosediir lineer yada lineer olmayan denklemin dogasindan bagimsiz
calisir. Ayrica denklemin mertebesinden bagimsizdir ve sinir kosullarindaki bilgiye ihtiyac¢ duy-
maz. Indirgemenin faydasi , analitik ya da niimerik ¢ziimii bulunabilecek basit bir denklem

elde edilebilmesidir.

Bu boliimde lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin uzatimlarini bularak
simetri iireteclerini belirleyecegiz. Bu liretecler altinda simetri indirgemesi yaparak denklemleri

adi diferensiyel denklemlere doniistiirerek ¢coziimlerini arayacagiz.

3.2 LIE SIMETRIi METODU

Lie simetri metodunu uygulayabilmek icin onceki boliimde temel kavramlar verildi. Bu
metodun kismi diferensiyel denklemlere uygulamak i¢in ilk 6nce bagimli ve bagimsiz degisken
sayisina bakilarak sonsuz kiiciik simetri iireteci yazilir. Daha sonra denklemin mertebesi kadar
simetri iiretecinin uzattmi bulunur. Bulunan bu uzatima teorem 2.12 geregi kismi diferensiyel

denklemin degismezlik kriteri uygulanir.

Simetri iiretecinin n. uzatimi X nin n& katsayilar1 &; ve Mg lar x ve u ya gore kismi
tiirevleri icerir. Bunun sonucunda ortaya ¢ikan sonsuz kiiciiklerin uzatimlarini da denklemin
tipine gore teorem 2.15,17,18 kullanilarak hesaplanir. Bulunan bu uzatimlar degismezlik kriteri

sonucunda ¢ikan denklemde yerine yazilir.
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Sonugta x, u ve u nun x e gore tiirevleri, &;(x,u) ve &;(x,u) nun kismi tiirevleri, N (x, %) ve
Na (X, %) nun kismi tiirevlerini iceren bir ifade ¢ikar. Bu ¢ikan ifade de u nun kismi tiirevlerinin
katsayilar1 karsilastirilarak cok sayida kismi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Bu
denklemlere simetri grubunun tanimlayici (belirleyici) denklemleri denir. Denklem sistemi
coziilerek de sonsuz kiiciik simetri iiretecinin katsayilari §; ve 1, lar bulunur. Béylece son-

suz kiiciik simetri lireteci elde edilir.

Bundan sonraki boliimlerde ise lineer ve lineer olmayan denklemlere Lie simetri metodu

uygulanarak indirgemeler yapilmigtir.

3.3 ISIILETIM DENKLEMI

Is1 iletim denklemi ¢esitli bilimsel alanlarda temel bir oneme sahiptir. Matematikte parabo-
lik kismi diferensiyel denklemlerin genel bir formudur. Olasilik teorisinde Brown hareketindeki
Fokker- Planck denklemiyle iligkilidir. Finans matematiginde ise Black-Scholes kismi diferen-

siyel denkleminin ¢6ziimiinde kullanilir.

Fiziksel olarak bakilirsa 1sinin nesne iizerinde belli bir konumda ve zamanda nasil
dagilacagini tanimlayan diferensiyel denklemdir. t zaman ve x konum olmak iizere bir boyutlu
1s1 iletim denkleminin genel hali

Uy = Kty (3.1

olarak verilir. Kartezyan koordinat sisteminde (x,y,z) konumu ve 7 zamani gostermek iizere ii¢

boyutlu 1s1 iletim denkleminin genel ifadesi
Ur = k(uxx + I/tyy + Mzz)

seklindedir. Burada k sabit ve u = u(x,y,z,¢) dir. Simdi (3.1) denkleminde k=1 alarak bir-

boyutlu 1s1 denkleminin Lie simetri analizini yapilacaktir (Koca, 2008).

3.3.1 Simetri Ureteci

2 tane bagimsiz x ve t ve bir tane bagimli u degiskenini icerir. Boylece sonsuz kiiciik simetri

ireteci asagidaki gibidir.

0 0 0
X :i(x,t,u)a—}—’c(x,t,u)g +n(x7t7u)£



40

3.3.2 Uzatim(Prolongasyon)

2. mertebeden bir diferensiyel denklem oldugu i¢in 2. uzatimini hesaplamaliyiz. Buna

gore;
d 0 0 0
X =X 4n=—+n— 3.2
+ My o +M; o + Nux i +Nu i +MNu T (3.2)
olur.
3.3.3 Degismezlik Kriteri
Simdi de (3.1) denklemine degismezlik kriterini yani teorem 2.12 yi uygularsak,
X(Z) {I/l[ = Mxx} ’uffuxx:(): 0
Nt — MNox = 0 3.3)

olur. (3.3) denkleminde mM,,,M; terimleri teorem 2.17 e gore hesaplanip ve denklemde

u; gordiigiimiiz yerlere u,, yazdigimiz takdirde asagidaki esitlik elde edilir

Nt + (nu T ) uxx_&t ux—&uuxuxx_ruu)zcx_nxx_ (2nxu _éxx) Mx+TxxMxx
- (nuu _2§xu ) “)zc +2Tx MXMXX+E.ouuu)3c +Tuu”)2c Uxx— (m _zéx) Uy H 2Tty
+3E,, Ul Tyt 2Tttty = 0
3.3.4 Tammlayici1 Denklemler

u nun kismi tiirevlerinin katsayilarinin karsilagtiriimasiyla 10 tane tanimlayici denklem elde

edilir.
Uyt T, =0 (3.4)
Uyt 7, =0 (3.5)
uz, T, =T, (3.6)
T T =0 (3.7)
Uy Eu = 2T +3E, (3.8)
Uxx T~ MNu=Tox—Nut 2§x (39)
uw Eue =0 (3.10)
u? N = 26 (3.11)
Uy at = &xx — 2Ny (3 12)
1 N = MNax (3.13)



(3.4) ve (3.5) e bakilirsa T sadece t ye bagl bir fonksiyondur.

(3.8) deki
& = 2T+ 3E,
denkleminde
T =0
dir. Dolayisiyla
28,=0

olur ve & u ya bagl bir fonksiyon degildir.

(3.9) denkleminde ise
Tt —Mu = Tor — Nu +2&x
denklemi verilir.
T =0
olur,
T, = 28,
dir. Boylece

E(x1) = %T,x-l—c(t)

ve ¢ sadece t ye bagh bir fonksiyondur. (3.11) denlemine gore

Nuu — Z&xu - Oyaxu =0

olur. Buradan da
N(r, ) = B, u+ o, 1)

dir. (3.12) denklemine gore de

—& = 2Nw — &
(3.9) deki & ye bakilirsa
& =0
dir.
& = —2p,
saglanmis olur. Dolayisiyla,
B= —ltﬂxz - lcs, (t)x+p(t)

41
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(3.13) denklemine gore de M; = Ny, O = Oy Ve PB; = Py her ikisi de 1s1 iletim denkleminin

¢oziimiidiir. B nin bir 6nceki formuna bakilirsa,

Bt - Bxx
0, 1 1 1
g(—gfttxz - EGt(t) +p(1)) = ki
1
T = 0,04 =0,p,(t) = —Z’sz

elde edilir. Bunlari &, T ve 1 da yerine yazilirsa;

E = c1 +cax+2cst + degxt
T=1cp+2cqt + 4c6t2
N = (3 — esx — 26t — ceX*)u+ 0i(x, 1)

olarak elde edilir. cy,...,cq sabit sayilardir. Daha sonra bulunan sonsuz kiiciikler X simetri
iretecinde yerine yazilir ve ¢; katsayilarina bagl olarak X; simetri iiretegleri belirlenir. (Hydon,

2000; Tang and Lou , 2002). Buna gore her c; sabitine karsilik gelen X; iireteci asagidaki gibidir.

0
Xl—a
o ?
S
0
X3—4$
d d
X4 :xa_x+2ta_t
0
Xs :Zta—xua

— a 2a 2 a
X6 —4Z‘Xa+4l g—(x +2t)l/l£



3.3.5 Komiitator Tablosu

Tiim iiretecler arasindaki iligski asagidaki tabloyla verilmisgtir.

X X ][ X X, X5 Xi Xs Xe
X 0 0 0 X3 —X; 2Xs
X, 0 0 0 2X, 2X; 4X4—2X;
X3 0 0 0 0 0 0
Xy X, -2X, 0 0 Xs 2X ¢
X X3 2X; 0 X5 0 0
Xe | —2Xs 2X3-4X, 0 -2Xg O 0

Burada X1, X5, X3, X4, X5, Xe Uretegleri ikili isleme gore kapali oldugundan bu taban
Le =< X1,X2,X3,X4,X5,Xe > Lie cebirini iiretir. Her bir {iretece karsilik gelen doniisiim
gruplar1 asagida verimistir.

3.3.6 Doniisiim Gruplari

X; simetri liretecinin doniislim gruplari,

: ox*
D% %\ _ i
Fz (x Y ) - ae
formiiliine
x? |£:O: Xi
baslangic sartinin uygulanmasi ile hesaplanir.
X| = — liretecini alalim.
ox
1)
a *
S =) = 1
x'=g+c, x'|e=o=c
xX'=x+e
2)
ot
— =1t(x", " u") =0
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" |le—o=1t ve t* =t

3)
a *
a”g =, ut) =0
u =c
u* |e—o=1u

ve u* = u dir.
Gy : (x*,1",u*) = (x+¢,t,u) olarak bulunur.
Benzer sekilde;
Gy : (x*, ", u*) = (x,t +€,u)
Gs: (x*, 1", u*) = (x,t,ue®)
Gy : (x*,1%,u*) = (xe%/2, et u)

Gs: (x*,t*,u*) = (x—|-gt7t7ue—(8x+821)/2)
X PR & L)

Go @ (x",1*,u*) = ,
6 (7 1u7) (1—8t’1—8t 1—et

) olarak elde edilir (Olver, 1991).

3.4 BURGER DENKLEMI

Burger denklemi yayilma terimini ve lineer olmayan terimi bir arada bulunduran basit
denklemlerden biridir ve fiziksel uygulamalarda sik¢ca kullanilmistir. Bu denklem tiirbiilans
modellenmesi, sok dalga teorisi ve sayilar teorisi gibi alanlarda da kullanilmagtir. Is1 denklemine

cok benzeyen fakat lineer olmayan bir boyutlu Burger denklemi
Ur = Uxx + u)zc

olarak verilir (Olver, 1991).
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3.4.1 Simetri Ureteci

Burger denklemi iki tane bagimsiz degisken x ve t; bir tane bagimli degisken u ile

verilmistir.

Buna gore sonsuz kii¢iik simetri iireteci,

d 0 0
X =§(x,t,u)a+‘t(x,t,u)a—t +T'I(x7l7”)$

olur.

3.4.2 Uzatim (Prolongasyon)

2. mertebeden bir difrensiyel denklem oldugu icin 2. uzatimini hesaplamaliyiz. Buna gore

XD =X e i st et
N nxaux nlaut n”auxx nxzaux, nnau,,

olur.

3.4.3 Degismezlik Kriteri:

Degismezlik kriteri Burger denklemine uygulandig: takdirde

Nt = MNax + 2Mxnx

olur. Yukaridaki denklemde 1My, N, M; terimleri teorem 2.17 e gore hesaplanip ve denklemde
u, gordiigiimiiz yerlere u,, + u? yazdigimz takdirde asagidaki esitlik elde edilir.
_ 2_ 2 e 3 a2
e =& UM oy M 15— Tty — Tyt — & oy — & 1y — Ty Uy
—ZTMMXXM)% —Ty M;‘; ~Mx _2nxu MX+éxxMX+TXXMXX+TXXu)% _nuuu)zc +2 xuu)zc
+21xuuxxux+21xu”i+§uuu;3c+Tuu”)2¢uxx+ﬂcuu”i_nuuxx+2&xuxx+2ﬂcxuxt

+3§uuxuxx+’cuu§x+’cuuxxu§—|—2’cuuxu,x—2nxux—2nuu§+2§xu§+2‘txuxxux

203 28 12Tt 42T, 14 = 0

olur. u nun kismi tiirevlerinin katsayilarmin karsilastirilmasiyla da asagidaki tanimlayici

denklemleri elde ederiz.



Uyllys 27,=0 (3.14)
Uxt 27, =0 (3.15)
Uyl —&u+ 2T + 38, +21, =0 (3.16)
Uyx Mu =T+ Ty =My +28: =0 (3.17)
T N — T + e — Mue + 2800 — 2N + 28, =0 53.183

Uy _&t — 2Myu + ‘%xx —2n,=0

(3.14) ve(3.15) denklemlerine bakilirsa T, u ve x e bagh degildir, sadece ¢ ye baghdur.

(3.16) denklemine gore &, u ya bagh degildir. (3.17) denklemine gore
Tt == 2&)(

olur, boylece

E(x1) = %wﬂ—c(r)

olur.

(3.18) denklemine gore,
Mu— T = Muu+ 2Mu — 2&s
Mu =T = N+ 2Nu— T
Nuw+Mu= 0
n=a(x,t)e "+ P(x,1)

olur.

(3.19) denklemine gore de
&t = _2nxu - 2nx = _ZBx

1
al‘ = 51ttx+ O; (t)

olur.

1 1 1
E”Cttx—i—ﬁt(t) = —ZB,\: = [3 — _grttxz - Eclx—i_ p(t)

dir. En sonda kalan terimler
Nt = MNxx

olduguna gore
_ ., 1
T][:Ott(x,l‘)e u—I—B,(x,l‘) :(xxx(x,t>€ u—ZT”
1 1

1
Br = —ngxz — EGttx‘l' p:(t) = —Z’Utt
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1
w=0,  ou=0, e pl0)=—3%

dir.Denklem sistemi ¢oziildiigiinde sonsuz kiiciikler,
€ = c1 +cax+2cst + degxt

T=1cy+2cy4t + 4c6t2
N =o(x,t)e " +c3—csx —2cet — cex’

olarak bulunur. Daha sonra bulunan sonsuz kiiciikler X simetri iiretecinde yerine yazilir ve c;
katsayilarina bagh olarak X; simetri iiretecleri belirlenir (Hydon, 2000; Tang and Lou , 2002).

Buna gore her ¢; sabitlerine karsilik gelen X; iiretecleri asagidaki gibidir.

d
Xlza
% =2
27 o
v @
37 du
0 0
X4:Xa+2l‘§
0 0
X5:2ta—.x$

U Y
X6—4Z‘Xa+4l g (.X' +2t)$

olur.

3.4.4 Komiitator Tablosu

Tiim tiretecler arasindaki iligki asagidaki tabloyla verilmistir.

[X,jo] X X5 X3 Xy X5 Xo
X1 0 0 0 X1 —X3 2X5
X5 0 0 0 2X,  2X, 4X4—2X3
X3 0 0 0 0 0 0
X4 —X1 —2X 0 0 X5 2X¢
X5 X3 —2X 0 —X;5 0 0
Xo —2X5 2X3-4X4 0 —-2Xg 0 0
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Burada X1, X>, X3, X4, X5, Xg iiretecleri ikili isleme gore kapali oldugundan bu taban
Le =< X1,X>,X3,X4,X5,X6 > Lie cebirini iiretir. Her bir iiretece karsilik gelen doniisiim

gruplar1 asagida verilmistir.
3.4.5 Sonsuz Kiiciik Uretecin Lie Grup Déniisiimii

ax;'k T/ % ok %
g_i(xatau)

formiiliinde x} |e—o= x; baslangi¢ sartinin uygulanmasiyla elde edilir.

ad d d
Xg = 4tx=—— + 412 = — (x> +2t) = iiretecini ele alirsak, grup doniisiimiiniin bilesenleri;

ox ot ou
1-
a *
8);: = E(x*, 1" u") = dix
Inx* = 4re+c
X [e—o=2x
baslangic sart1 uygulanirsa

Xt = e4t€

olarak elde edilir.

2-
or*
5 = T(x*, 1, u*) = 41
1
— l: =4e+c
1" [e=o=1
baslangi¢ sart1 uygulanirsa
= !
4e—1
olarak elde edilir.
3-
ou*

= n(x* " ut) = —x2+2

o€
u' = (—x*+2)e+c

U |e=o=u
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baglangic sart1 uygulanirsa

w = (—x*+2)e+u

olarak elde edilir. BoyleceGg doniisiim grubu Xg lireteci tarafindan

1
G6 : (X*,t*,bt ) (€4t8x _4 1,(—x2+2t)8+u)
c— =
t

olacak sekilde iiretilir.

Benzer sekilde diger doniisiim gruplari i¢in de ayni islemler tekrar edilirse,

Gy: (X, t"u*) = (x+gt,u)
Gy: (X, t"u*) = (x,t+€&u)
Gz : (x*,t",u*) = (x,t,u+eg)
Gy: (x*,t5u*) = (xet,te’t,u)
Gs: (x*,t",u*) = (x+2te,t,u—ex—2te")
1
Ge: (X*7t*7u*) = (e4t€x7_ﬁ7(_x2+2t)8+u)
8_ =
t

Lie grup doniisiimleri elde edilir.

3.5 HANGING CHAIN DENKLEMI

Fiziksel sistemler ve uygulamalarinda 6nemli bir role sahip olan degisken katsayili kismi

diferensiyel denklemlerden bir tanesi olan Hanging Chain denklemi
U = Oy + Ol (3.20)

olarak verilir (Hanze and Jibin and Lei, 2009). Burada u = u(x,7) bilinmeyen fonksiyon, o € R
ve o # 0 dir. o0 = g yercekimi ivmesi iken (3.20) denklemi L uzunlugundaki asili bir zincirin
titresim hareketinin matematiksel bir modelidir. Eger 0 < x < L ise zincir sonludur, eger

0 < x < oo ise zincir yar1 sonludur. Simdi (3.20) denkleminin Lie simetri analizi yapilarak

¢Ozlimii aranacaktir.

Bir parametreli Lie grup nokta doniisiimleri
xf = x;i+ €& (x) + 0(e?)

olarak verilsin. i=1,2,3 icin x; ler x, 7, u lar1 temsil ederken &' lerde &(x,z,u), T(x,t,u) ve d(x,t,u)

lar1 temsil ederler. (3.20) denkleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in ilk once x,#,u ya bagh olarak
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simetri liretecini yazarak baslariz.

0 0 0
X :E'\(x,t,l/l)a +T(x7tau)§+¢(x7tau)£

€,T ve ¢ tanjant vektor uzayinin bilesenleri ve bagimsiz degiskenler x ve ¢, bagimh degisken u
ya baghdirlar. (3.20) denklemi 2. mertebeden bir diferensiyel denklem oldugu icin 2. uzatimini

hesaplamaliyiz.

J ) ) d J
x? = Xt0ug -+ 03+ 0ug — +0ug =+ 0uy

Olur, kismi diferensiyel denklemler icin degismezlik kriterince,
X {uyy = xtty + 0ty } |y —otrivgs+ oy —0= 0
olmalidir. Degismezlik kriteri uygulandiginda ,
O — Oy — Oy — Oty = 0

denklemi elde edilir. ¢, ¢* ve ¢** degerleri yerine yazilirsa,

az—¢+ut <2az_¢_8_2r) 2% (a_q;_zﬁ) —2%uﬂ+u3 (327“2’_2&)

or? aou o) Mo T\ G ot otdu
—2%uxu,—%uf gzzuxu,z 3§Zu,u,,—3g—iuxun—2%u,uxt
{82(1) 9 T R <g—3—g—i> +uy (%+%ux—327§—aaj—aiux)
Uy (g—:—i—%ux) —%uxz (aaxzaéu—i—gi% x) —2%14)(”)06

_ a_%_|_a_% _% _i _ %4_% _ %_{_% }
Htle o0xou au2”x auuxxut auuxuﬂ e ox auux Ht 0x auux

—(x{a—q)—l—ux(g—i—gg) xg& 8 uxu, }—a?’;uxx:O

2 ”

olur. Yukarida u;, gordiigiimiiz yere otxuy, + O, yazilip daha sonra nun kismi tiirevli te-

rimlerinin katsayilarini tek tek sifira esitlenirse,

E,,u - ) &_ E_,(X,Z‘)
T, = , T= 1T(x,1)
Ouu = . 0= r(x,t)u+s(x,t)
OXTy = t

E—2xE+2xtT, =

OTy + OXTyy + 27 — Ty =

08y — 2007 + o — 20, — &y =
T4t — OXT g — Oy =

— OXSyx — OLSy =

SO OO OoOY O O O
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimiiyle (3.20) denkleminin simetri

tiretecleri,
0 N
X1—40tha+(4x+(xt )g—al‘ua
X, =2 o ta X3 = o X4 = J
2ZER T B Ta M

elde edilir. Bu iireteclerin tablosu da asagida verilmistir.

[Xi7Xj] X1 Xo X3 Xy
X1 0 X1 20X,—0oXy4 O
X5 0 0 X3 0
X3 —20X4+0X4 —X3 0 0
X4 0 0 0 0

Ly =< X1,X2,X3,X4 > Lie cebirini tiretir. Her bir tiretece karsilik gelen dontisiim gruplari

asagida verimisgtir.

3.5.1 X; Simetri Uretecinin Déniisiim Gruplar

Doniisiim gruplari
. oxt

1 % * — 1

Sy =+

ve x; |e=o= x; baslangi¢ sartryla hesaplanir.

d d d
X = 40cxta + (4x 4 o?) Fr octua tiretecini alalim.

)

a %
a); — B, 1, u") = dowt
Inx* =4ote+c
x* _xe4ocl£
dir.
2)

ot*

— = (" u") = dx + o2
% (x*, ", u”) X+

=t
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3)
Ju*

oe

=o(x*, 1", u") = —aru
Inu* = —oute+c
* _ _—OIE

u —e u

dir. Boylece Gy : (x*,t*,u*) = (xe*™® |t,e~%€y) olarak bulunur.

Benzer sekilde diger iiretecler icin de ayni islemler yapildiginda doniisiim

gruplari,
Gy: (x*,t*,u*) = (xe, tef u)
Gs: (x*,t"u*) = (x,t+¢€u)
Gy: (x*,t"u*) = (xt,eu)

olarak bulunur.

3.5.2 Simetri Ureteci Altinda Indirgeme
Her bir simetri iireteci ile (3.20) denklemindeki bagimsiz degisken sayisi bire indirilebilir.
Yani adi diferensiyel denkleme doniistiirtilebilir.

d d d
1) X = 40cxta— + (4x + ar?) Fri Octua— simetri tiretect i¢in karakteristik denklemi
X u

dx B dt B du
doxt  4dx+ou? —otu

dir.

dx B dt
doxt  dx+ o

esitli§ine gore
4
¢ S Vo 0 S A Vi
o

dx  du
doxt  —outu
esitlifine gore
w=x"%y

u= x—%f(x_]/zt2 - %xl/z)
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df

benzerlik degigkenleri bulunur. Grup invaryant ¢oziimii w = f(§) ve f/ = d—a olmak iizere

tiirevler alinip (3.20) denkleminde yerine yazilirsa

4E2f" +8Ef + f =0

adi diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemde bilindigi iizere Euler denklemidir.

&+ 25 4 1 =0

denkleminde degisken degistirildigi takdirde karakteristik denklemi

1
K2+K+Z:O

olur. Buna gore

Ki=Ky=—

olur Boylece genel ¢coziim

FE)=E2(ci+erlog | E)

olur. § degeri de yerine yazilirsa,

4 4
u(x,t) = X (x~ /%2 — &xl/z)_%(cl +eolog | x7 122 — axl/z )

c1, ¢ reel sabitler olmak iizere genel ¢oziim elde edilir.

ii) Xo = 2x— +t— simetri {ireteci i¢in karakteristik denklem

ox ot

dx_dt_du
2x ¢t 0
dir.

dx dt
2x  t
esitliginden

& =xt2



ve
dt B du

t 0

esitliginden w = u benzerlik degiskenleri bulunur. Grup invaryant ¢oziimii w = f(&) ve f' =

olmak iizere tiirevler alinip (3.20) denkleminde yerine yazilirsa

482" — o&f +6Ef —af =

adi diferensiyel denklemi elde edilir. f’ = y alinirsa

482y — aky' +6Ey — oy =0

denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii de o0 > 0 icin

78 = erarean 32 1

bulunur. (3.20) denkleminin genel ¢oziimii ise

4 2
u(x,t) = cj arctan &xt— -1+

olarak bulunur. o0 < 0 ise o zaman

E—v-o
E+v—a

bulunur ve (3.20) denkleminin genel ¢oziimii ¢y, ¢, reel sabitler olmak iizere,

Xt —/—a
t2+\/_

f(§) = c1log]| | +e2

X
u(x,t) = cylog | | +c2

elde edilir.
i) X3 = 3 simetri ireteci i¢in karakteristik denklem,
dx B dt B du
0O 1 0

dir. Benzerlik degiskenleri & = x ve w = u dir. Grup invaryant ¢oziimii w = f(§) ve f' =

olmak iizere tiirevler alinip (3.20) denkleminde yerine yazilirsa
f4+Ef" =0
adi diferensiyel denklemi elde edilir. f/ =y alinirsa

&' +y=0

54

df

dg

df

d§
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bulunur ve bu denklemin ¢oziimii

f(&) =cilog|&|+c2
olur. Buna gore (3.20) denkleminin genel ¢oziimii,

u(x,t) =cplog| x| +ca

olarak bulunur.

iv) X4 = u— simetri iireteci i¢in karakteristik denklem,

Ju

df
dg

dir ve benzerlik degiskenleri & =t ve ¢" = u dir. Grup invaryant ¢oziimii w = f(&) ve f' =

olmak iizere tiirevler alinip (3.20) denkleminde yerine yazilirsa
f"+ (=0
adi diferensiyel denklemi elde edilir. f/ =y alinirsa
1
—=1+c
y

elde edilir. Buna gore
f&)=In(E+c1)+c

olur. Buna gore (3.20) denkleminin genel ¢oziimii,
u(x,t) =cylog|t|+eca

olarak bulunur.

3.6 BOND PRICING DENKLEMI

Bu boliimde Lie simetri metodunu kullanarak Bond Pricing denkleminin,
Uy = AXttyy + Uity AMueRveuh #0 (3.21)

simetri indirgemelerini arastirilacaktir (Hanze and Jibin and Lei, 2009) Bir parametreli Lie grup
nokta doniistimleri

X =xi+ eﬁi(x) + 0(82)
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olarak verilsin. i = 1,2,3 icin x; ler x,t,u lar1 temsil ederken &' lerde &(x,t,u), T(x,t,u) ve
O(x,7,u) lart temsil ederler. (3.21) denkleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in ilk 6nce x,7,u ya bagh

olarak simetri iiretecini yazarak baglariz.

0 0 0
X :&('xal‘?u)gc+T(x7tau)§+¢(x7t7u)$

€, T ve 0 tanjant vektor uzayinin bilesenleri ve bagimsiz degiskenler x ve t, bagimli degisken u

ya baghdirlar.

BP denklemi 2. mertebeden bir diferensiyel denklem oldugu i¢in 2. uzatimimi hesapla-

maliy1z.

J d P P J
x? = X+ Qg 05 -+ Qg —+0ug—+
XX Xt

Kismi diferensiyel denklemler icin deg1§mezlik kriterince,

aun

{ut }\‘xuxx+MMX} |u; Axtty — i, =0— 0

olamlidir. Degismezlik kriteri uygulandiginda ,

O — }\lx(bxx — Uy — xéuxx =0
denklemi elde edilir. ¢;, ¢, ve ¢, deferleri yerine yazilirsa,

on <8T] 8&2) & , s WA ’n 9™

a_)Cz+MX2 a_axz _”)ﬂa_xZ—H’lxz ou Tlxy Uxy a axl axlauuxl
n %, i Pm o PE P L | 95
Hixixy (8_u_8_x1> ik (8X1au+8u2 ™ ox? _8x18uux1) e ( ox? +5X13M )
_Eu 82§1 +82iu 28§1u Uy x, — Uy, U &—i—&u
dx; ox;0u  ou? ! ou T TR Oxou - du !

0 0 0 0 0 0
_%uxlxluxz_%uxlumxz_uxlxl (aéi + ail ) —Uxixy (a_i?—i_%uxl) }

on o dE 5 951 a§2 IS
_Iu{a—XI—I—ux1 (E_a_xl) xl M 5 tu xza Uity o = = AGu, =

”” ”

olur. Yukarida u, gordiigiimiiz yere Axu,, + uu, yazihp daha sonra nun kismi tiirevli terim-
lerinin katsayilarinm tek tek sifira esitlenip denklem sistemi ¢oziildiiglinde, (3.21) denkleminin
tiretecleri asagidaki gibi elde edilir.

B d , 0 J
X = ZMta + Mt a——(x+yt)u$
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X2 :Xax+ta—
v ?
ST o

0
X4—M£

Bu iireteclerin tablosuda asagida verilmistir.

X, X ] X, | X | X3 | Xy
X 0 —X1 —2Xo4+uX, O
Xo X 0 —X3 0
X3 | 2Xo—uX, X; 0 0
X4 0 0 0 0

L4 =< X1,X2,X3,X4 > Lie cebirini iiretir. Her bir tiretece karsilik gelen doniisiim gruplari

asagida verilmistir.

3.6.1 Simetri Uretecinin Déniisiim Gruplari,

Donlistim gruplari
. ox?

l >k *\ l

a(x Y ) - ae

formiilii ve x} |¢—o= x; baslangig sartiyla hesaplanur.

ad d J
X1 = 2Axt — + M2 — — (x + ut)u=— iiretecini alalim.

ox ot du

1)
a *
a—); =&(x", ", u") = 2\t

Inx* =2Me+c
= erME
olur.

2)
or*
3 = T(x*, 1, ut) = M2
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P—
-1
3)
a *
A Gt ) = ()
Inu* = —(x+ut)e+c
= ef(eryt)eu

olur. Boylece

—t
G (X ut) = 2\te —(x+ut)e
1 (X, 7”) (xe ,l‘}\,S—l’e u)

olarak bulunur. Benzer sekilde diger iiretecler i¢in de ayni islemler yapildiginda doniisiim gru-
plari,

Gy (X, t"u*) = (xe® tef u)

Gz : (Xt u*) = (x,t+€&u)

Ga: (x*, 1" u*) = (x,1,eu)

elde edilir.

3.6.2 Simetri Ureteci Altinda indirgeme

Her bir simetri iireteci ile (3.21) denklemindeki bagimsiz degisken sayisi bire indirilebilir.

Yani adi diferensiyel denkleme doniistiirtilebilir.

d d d
)X = ZMta— + MZE —(x+ ,ut)ua— simetri iireteci igin karakteristik denklemi
x u

dx dr du
20t M2 —(x+ut)u

olur. Buna gore

dx B dt
Dt M2
esitligine gore
& =xt2
alinabilir ve
dt du

esitligine gore



59

benzerlik degiskenleri bulunur. Grup invaryant ¢oziimii w = f(&) ve f/ = — olmak iizere

df
dg

_ 1

TR P
u=t re v

fxt™?)

olup, tiirevler alinip (3.21) denkleminde yerine yazilirsa

Af" +uf =0

adi diferensiyel denklemi elde edilir. f/ =y alinirsa

AEY +uy =0
denklemi bulunur ve bu denklemin ¢6ziimii de
fE) = cre it 4o
olarak bulunur. Buna gore (3.21) denkleminin genel ¢6ziimii de
u(x,t) = et (clx_%thTH_z +c2)

olarak bulunur.

ii) Xo = x=— +t— simetri iireteci i¢in karakteristik denklem

ox ot
dx dt du
x t 0
olur. Buna gore
dx dt
x ot
esitliginden
E=xt!
ve

dt  du

t 0
df

esitlifinden w = u benzerlik degiskenleri bulunur. Grup invaryant ¢oziimii w = f(§) ve f/ = —

d§

olmak tizere

w=fa")
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olur. Tiirevler alinip (3.21) denkleminde yerine yazilirsa

Mf"+Ef +uf' =0

adi diferensiyel denklemi elde edilir. f/ =y alinirsa

Ay +Ey+ufy=0

denklemine doniisiir. Bu denklemin de genel ¢coziimii

FE) = c1& ke i8dE + o

olarak bulunur.

i) X3 = 5 simetri ireteci i¢in karakteristik denklemi,
dx B dt B du
0 1 0

f

d
olur. Benzerlik degiskenleri & = x ve w = u dir. Grup invaryant ¢oziimii w = f(&) ve f' = £

olmak tizere
u= f(x)

olur. Tiirevler alimip (3.21) denkleminde yerine yazilirsa,
uf +AEf" =0
adi diferensiyel denklemi elde edilir. f’ = y alinirsa
uy+A8y =0
denklemine doniisiir. Bu denklemin ¢oziimii de
F&) =a& i+
olarak bulunur. (3.21) denkleminin genel ¢oziimii ise,
u(x,t) = cx it 4o

olur. ¢y, cp reel sabitlerdir.

iv) X4 = u— simetri iireteci i¢in karakteristik denklemi,

u
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df

olur. Benzerlik degiskenleri § = ¢ ve ¢ = u dir. Grup invaryant ¢oziimii w = f(&) ve f/ = I

olmak tizere
=0 ve f(&=c

bulunur, buna gore (3.21) denkleminin genel ¢oziimii ise,
u(x,t) =cy

olur.

3.7 LINEER OLMAYAN DALGA DENKLEMI

Matematigin bilinen operatorlerinden olan /A Laplace operatorii

0? ?  09? 2 9 &
NAN=—F, A=—4+—, A=—+-—7+-—
ox2’ ox? + oy?’ ox? + 0y? * dz>
olarak tanimlidir. Bunlara sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace operatorii denir.
Buna gore
azu 2
ﬁ —C AM =0

seklindeki bir denkleme A nin boyutuna gore sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu homo-
jen lineer dalga denklemi denir. Bu denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi,
kuantum teorisi gibi konularda kullanilmaktadir. Denklemlerde c pozitif bir reel sabit ve aksi
sOylenmedik¢e t zaman1 gosterir. ¢ sabitinin yerine u veya u nun bir fonksiyonu olmasi halinde
ise lineer olmayan dalga denklemi olur. Bu Ornekte de (2+1) boyutlu lineer olmayan dalga

denkleminin Lie simetri analizini yaparak ¢oziimii arastirilacaktir:
ur = U (txx + Uyy) (3.22)
denklemi ele alinsin (Ahmad, 2005). Bir-parametreli Lie grup doniisiimii,
xf = x;+ €€ (x) + O(e?),

olarak verilsin. i = 1,2,3,4 icin x; ler x,y,t ve u larla temsil edilsin ve éi lerde
ECx,y,t,u), N(x,y,t,u), t(x,y,t,u) ve ¢(x,y,t,u) larla temsil edilsin. (3.22) denkleminin

¢Ozlimiinii bulmak i¢in 6nce x,y,f,u lara bagli simetri iiretecini bulmaktan baslariz.

0 0 0 0
X = E.t(x7y7t7u)a ‘f’TI(X,yJ,M)@ +”C(x,y,t,u)§+¢(x,y,t,u)$

Simetri iiretecinin bilesenleri &, 1, T ve ¢ dir ve bagimsiz degiskenler x, y, ¢ ve bagimli degisken
u ile ifade edilir. (3.22) denklemi 2. mertebeden oldugu icin 2. uzatimini hesaplamaliyiz.

Simetri iiretecinin 2. uzatimi agagidaki gibi verilir.
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0 0 0 d 0 d 0 0
(2) _ x Y e r 9 xx Y xy < x Y y t
S PR P R A P A P A PR PR P

lla

oy

+0

olur. Kismi diferensiyel denklemler i¢in de8ismezlik kriterince iiretecin 2. uzatimina (3.22)

denklemi uygulanip sifira esitlenir.

Buna gore;

X(z) {l/ln = un(uxx + uyy)} |uzr=14"(“xx+”yy): 0

olur. Boylece

O — " Uy A 11y )0 — W (O 7)) =0 (3.23)

olur.

¢, ¢ ve ¢ yi (3.23) denkleminde yerine yazalim ve u;, gordiigiimiiz yerlere de u" (uy, +

Uyy) yazalim. Buna gore (3.23) denklemi asagidaki gibi olur.
O+ (20,10 )ty (9= 2T )t (0, =2 " (s F1tyy) — T, 268 = 3Tttt (A1)
=DMy 2ty W)y — 20 Uty =V iyt — M 1y (1 oty — 281ty — 28, gt
— &1t —28, ity —E ittt —E i (A ttyy) — " (1 Ay )0 — u (0

(zq)xu_é;xx)ux—i_(q)uu_zgxu)u)%—i_(q)u_zéx)uxx_ uu”?c_3§u”xuxx_2nx”xy_2nu”xyux
—T]xxuy—anuuyux—anyu%—nuuyuxx—Z‘l:xu,x—Z‘l:uuxutx—‘Cxxu,—ZTxuuxu,—’Cuuu,u)%

—Tyllxxlly) — ”n(¢yy+(2¢yu—ﬂyy)”y‘|‘(%u_Znyu)”§+(¢u_2ny)”yy_nuu”§_3nu”y”yy
—2§yuxy—2§uuxyuy—E,yyux—Zﬁyuuyux—E,uuuxug—E,uuyyux—ZTyu,y—ZTuuyuty—’cyyu,

—ZTyuuyut—’cuuutui—’cuuwu,) =0

Buna gore ”u” nun kismi tiirevlerinin katsayilarinin karsilastirilmasiyla asagidaki denklem-

ler elde edilir.
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Uy 2(8 — )" — 27" — nu" O+ 2u"Eu, = 0 (3.24)
hyy 2(My — T )u" — 2T — nu™ 1§ + 2u™nuy, = 0 (3.25)
Uy UMy + WMyt +u"Ey + u'Eyuy =0 (3.26)
Urx él — l/lnTx = O (327)
Uty N — MnTy =0 (328)
u[ 2¢t1/l - T[[ _|_ q)uuu[ + ul’l (Txx + Tyy) — O (329)
Uy Nie +2u" yy +MNox +Myy =0 (3.30)
O — ”n(q)xx + q)yy) =0 (3.32)
Simdi bu dokuz denklemi ¢ozerek sonsuz kiigiikler &, M, T ve ¢ yi belirlemeliyiz.
(3.24) denkleminde u, ve u; terimlerinin katsayilar1 geregi
T, =&, =0(3.31) (3.33)
dir ve & ve T,u ya bagli degildir.
(3.33) denkelemindeki ifadeler (3.24) denkeleminde yerine yazilirsa,
26 —T)=nu"'o (3.34)
dir. Benzer sekilde (3.25) denkleminde u, nin katsayis1 geregi
MNu=0
dir. Bu deger (3.25) denkleminde yerine yazilirsa,
2My—7) = nu”'¢
dir. (3.33) denklemi (3.26) da kullanilirsa ve (3.27), (3.28) denklemleri de sirasiyla
olur. (3.29) denklemindeki u, nin katsayis1 geregi
¢ = ax,y,1)u+B(x,y,1)
ve (3.29) denklemi de
2(X/t - T[[ + un (T_xx + Tyy) — O (3.36)

olur. (3.36); (3.30) ve (3.31) i¢in kullanildig1 zaman;

Nee + 214”0‘)} F Nux +MNyy = 0
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ve

Ei+2u"o + 8+ &y =0 (3.37)

elde edilir. Kalan terimler # nun herhangi bir tiirevini icermedigi i¢in

O — un(q)xx + q)yy) =0 (3.38)

dir. Simdi (3.33)-(3.38) denklemleri ¢oziildiigii takdirde sonsuz kiiciikler;
E=co—cry+cox

N=c3+cix+cy

dcy 2ncy
= - t
' (n-l—4 n+4) +s
2¢o decy
= t

olarak bulunur. Daha sonra bulunan sonsuz kiiciikler X simetri iiretecinde yerine yazilir
ve ¢; katsayilarina bagh olarak X; simetri iiretecleri belirlenir (Hydon, 2000; Tang and Lou ,

2002). Buna gore her c; sabitlerine karsilik gelen X; iiretecleri asagidaki gibidir.

Xo= o

Xy = —yaa—erxa—y

x3:a"’_y
X4:—(%)%+(%)%
Xs= 2
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Ureteglerin tablosu da asagidaki gibi elde edilir.

[Xi7Xj] Xo X1 Xo X3 X4 Xs
Xo 0 X3 Xo 0 0 0
Xi —X3 0 0 Xo 0 0
4
X —-X 0 0 X 0 X
2 0 3 (n+4) 5
X3 0 —Xp X3 0 0 0
—2n
X 0 0 0 0 0 X
4 ) , (n+4) 5
n
X 0 0 X X 0
5 (n+4) 5 (n+4) 5

Le =< Xo0,X1,X2,X3,X4,X5 > Lie cebirini iiretir. Her bir iiretece karsilik gelen dontisiim

gruplar1 agagida verimistir.

3.7.1 Sonsuz Kiiciik Uretecin Lie Grup Doniisiimii

Grup doniistimleri
ax;k T/ ok ok % %
ag = & ('x 7y Y t Y u )

formiiliinde X |¢—o= x; baslangi¢ sartinin uygulanmasiyla elde edilir.

2nt 0 4
Xy =—( z 4)5 +( f 4)8_ liretecini ele alirsak,grup doniisiimiiniin bilesenleri;
n n u
1-
ax* k * * *
aezg(x7y 7t 7”)20
xX=c
X |le=0—X
baslangic sart1 uygulanirsa
x"=x

olarak elde edilir.

2-
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Y le=0=y
baslangi¢ sart1 uygulanirsa
Y=y
olarak elde edilir.
3-
or* . w s 2nt
— =T t —
88 (‘x 7y Y 7” ) n+4
2
Int* = — € +c
n+4
" le=o=1
baslangi¢ sart1 uygulanirsa
2ne
t*=te nt4
olarak elde edilir.
4-
ou* v s s 4u
= AN A =
o€ "y w) n+4
4e
Inu" = ——+c
n+4
U le—o=1u
baslangi¢ sart1 uygulanirsa
4e

u* :uen+4

olarak elde edilir. Boylece G4 doniisiim grubu Xy iireteci tarafindan

2ne 4e
Gy: (X", y" 1" u") = (x,y7tein‘|‘4,uen+4)

olacak sekilde iiretilir. Benzer sekilde diger doniisiim gruplari icin de ayni iglemler tekrar

edilirse,

Go: (X", y"t"u") = (x+&y,t,u)
X—YE x+Yy€
G . *7 *7t*7 * = Y 7l7
1y u) ( +¢€2 1,4—82 %i
G2 : (X*,y*,t*,l/l*) = (_x ’yg l’en+4 ugn+4)
Gz : (X, vyt u*) = (x,y+¢&1t,u)
Gs: (x*,y*,t"u*) = (x,y,t+€,u)

Lie grup doniisiimleri elde edilir.
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3.7.2 Sonsuz Kiiciik Simetri Ureteci Altinda Indirgeme

Sonsuz kiiclik simetri ilireteci ile kismi diferensiyel denklemlerdeki bagimsiz degisken
say1s1 bire kadar indirilebilir. Bu boliimde sonsuz kiigiik simetri iireteci altinda dalga denkle-

mini indirgeyecegiz.

X = — 0 d
1= yaﬂtx@

iretecini ele alirsak, bu lirete¢ i¢in karakteristik denklem;

dx dy dt du

—y x 0 0
dir. Simdi yukaridaki X iireteci i¢cin benzer degiskenleri bulalim.
dx dy

Y

s:xz—l—yzzcl

olarak bulunur ve

i
0
ise
r=t=oao
olur.
du
g Y
0
ise
U=w=cj3
olarak bulunur.
c3 = f(c1,¢2)
olarak yazildiginda yeni fonksiyonumuz
u=w(r,s)

olur. Bulunan yeni degiskenler yardimiyla,
Uy = 4wssx2 + 2w,

Uyy = 4wssy2 + 2wy
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Uit = Wyr
olur. Boylece (3.22) denklemi 2 bagimsiz 1 bagiml degisken iceren
Wi = 4w (g + sws)

denklemine indirgenmis oldu. Bu sekilde diger iiretecler yardimiyla da (3.22) denklemi in-

dirgenebilir. Indirgemelerin tamami asagidaki tablo ile verilmistir.

Uretecler Indirgeme ve benzerlik degiskenleri
X, = g W = W'
ox

s=y, r=t, wns)=u

X = —y——i—x3 Wr = 4w (Wy + sWsy)
ox  dy
s=x>4+y2 r=t w(rs)=u
X> = J J 1 2.2 2
2= e T — 1+ G2 w4 (24w,
( 4t )8 iy 2u )8 +(2+ 1) Pwy = r2e™ (rPw? + (s* + 1)w?
n+4’ot ‘n+4’'du

H2rsWsWy + F2Wyy 257w 21wy + (5% + 1) wgs + 25wy)

ng
S:%, r:%’ ﬁw(r)s):u
a n
X3 =+ Wrr = W Wgg
dy
s=x,r=t, w(r,s)=u
2nt .0 4u 0 2,2
X, — — e _ (=4 1) =" (wg+w
4 <n+4)8t+(n+4)8u At (wss +wir)
sS=Xx,r=y, u=rt7e"s)
0 Wes +Wrr =0
Xs = —
T o

s=x,r=y, w(rs)=u
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3.7.3 iki Boyutlu Altcebir Altinda indirgeme

Bu boliimde dalga denkleminin iki boyutlu altcebir altinda adi difrensiyel denkleme in-

dirgemesini verecegiz.
[X1,X5] = 0 cebirini ele alalim.

[X1,Xs5] = 0 oldugundan X; ve X5 abelyan cebirlerdir. Boylece istedigimiz iiretecten in-
dirgemeye baglayabiliriz.
d .
X5 = = lretecinden indirgemeye baglayalim.

ot

X tiretecinin karakteristik denklemi,

dx_dt_du
0O 1 0
olur.
S=Xx=c|, r=y=c¢), W=1U=C3
alinarak.

c3 = f(cy,02)

olsun. Buna gore

u=w(r,s)

olur ve indirgenmis denklem de

Wy +wgg =0

olur. X iireteci yeni degiskenlerine gore,

~ 0
Xy — —p— b g—
R
olur ve karakteristik denklemi,
ds B dr
—r s

olur.

a=r+s>=cy, w=P=cs
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olur.
cs = f(ca) = w=p(a)

Buna gore

Wy = 4B + 4r2[3"
wys = 4P’ +4s°p”
olarak bulunur. Denklemde yerine yazilirsa
B'+op’ =0
adi diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziilmesiyle de
B(a) =—e %1+

bulunur. Buna gore

w(r,s) = —e e 4oy

olur ve denklemin genel ¢6ziimii
u(x,t) = —e eyt

olarak bulunur.

X1 ve Xs iiretecleri bir abelyan altcebir formunda oldugundan herhangi birisinden indirge-
meye baglayabiliriz. Fakat bu her zaman dogru olmaz. Eger komiitator formunda [X;,Xs| # 0

ise sonucta cikan iiretecten indirgemeye baglamaliyiz.

Ornegin [Xs5,X>] = c1X;s iiretecini ele alam. Bu durmda indirgemeye X; iiretecinden

baslamaliy1z.
X5 = = liretecinde
> ot
§S=X=c|, r=y=¢), W=U=C3
c3 = f(e1,¢2)
olduguna gore
u=w(r,s)

alinarak dalga denklemi

Wrr+Wes =0 (3.39)



olarak bulunur. Yeni degiskenlere gore X; lireteci,

PRI )
Z_Sas rar n-+4ow

olur. X, iiretecinin karakteristik denklemi,

ds dr (n+4)dw
s r 2w

dir. Boylece yeni degiskenler,

r 2
o= -, siraeP@) =y
s

olur. Yeni deg8iskenler yardimiyla (3.39) denklemi

2(n+2) 2n+12

(n+4)2  n+4 of + (B2 +B"+ o2 (p)+ B’

adi diferensiyel denklemine indirgenmis olur.

2 boyutlu altcebirler altinda indirgenmis diger denklemler tabloda verilmistir.

2 Boyutlu Cebir Indirgeme ve Benzerlik degiskenleri
[X0,X3] =0 B"=0
o=rPla)=wves=y, r=t, w(r,s) =u

u(x,y,t) =cit+c

Xo,Xi] =0 2GH 1) =ePE2+p)

2
a=s, PV i =wves=y, r=1, wirs)=u

B//ZO

[X0,Xs5] =0

o=s, (o) =wves=y, r=t, w(r,s)=u

u(x,y,t) =cly+o
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Indirgeme ve Benzerlik degiskenleri

2 Boyutlu Cebir
X1,X] =0 — 1+ (2 +2)X(af + a2p’) = 4ae™ (of + o?B? + a2p”)
o= A AreP®) =y ve s=x? +y2 r =1, w(r,s) =u
[X1,X] =0 FGAD) = 4P +ap? +B")
o=s, @)% = 1 ve s=x2 +y2, r=t, w(ns)=u
[X1,X5] =0 P ap’=0
a=s>+r’ Bla)=wves=x, r=t, w(rs) =u
u(x,y,1) = ﬁ +c2
2 Boyutlu Cebir Indirgeme ve Benzerlik degiskenleri
XX =0 2(24 1) = (B — 24 02B" +2aP)
o=7, %lnr—{— Bla) =wves=ux, r=y, w(rs) = ln(ut%)
[X3,X,] =0 R =P+ )
o=s, Bl =wves=ux, r=t, w(ns)=u
[X3,X5] =0 pr=0

o=s,pB(a)=wves=x,r=t,w(rs)=u

u(x,y,t) =cix+c



2 Boyutlu Cebir
[X0,X2] = Xo
X3,X0] =X3

[Xs5,X2] = c1Xs

Indirgeme ve Benzerlik degiskenleri
_41_1 + (% + 1)2<aB/ + 062[3’2 + OCZB”) _ ocze”B(ZocB’ + 062[3/2 + 062[3”)

A+l
o= ’4S AP =yve s =y r=1w(rs)=u

_%4‘(%"’1>2((XB/+(XZBI2+(XZB”> :azenﬁ(zaﬁl+azﬁlz+a261/)

n
rz‘l’l

o=~ 7\/7‘eB(0c)=WVCS=)C, r=t, W(ras):u

2
%’(::l)g _ (ZZiiz)aB/+B/2+B//+a26/2+a251/

2
=1, sitaePl®) = yves=ux, r=y, wirs)=u
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BOLUM 4

SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, bir-parametreli Lie grup doniisiimleri ele alinmis, s6zkonusu parametrenin siirekli
olmasi nedeniyle de doniisiimler siirekli Lie grup doniistimlerini olusturmustur. Bu Lie grubuna
ait siirekli doniigsiimlerden elde edilen sonsuz kiiciik simetri operatoriiniin invaryantlik kavrami
ile biitiinlegerek kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiindeki rolii gosterilmeye calisilmstir.
Lie grup doniisiimleri kullanilarak lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemler-
den; 1s1 iletim denkleminin, Burger denkleminin, Hanging Chain denkleminin, Bond Pric-
ing denkleminin ve lineer olmayan dalga denkleminin sonsuz kiiciik simetri liretecleri verildi.
Bu iiretegler altinda degismez kalan prolongasyon formiilleri hesaplanarak sonsuz kiictikler
elde edildi ve simetri iiretegleri bulundu. Bulunan bu iireteclerin Lie cebiri yapist olusturup
olusturmadigina bakild1 ve komiitator tablolar: yapildi. Her bir sonsuz kiiciik iirete¢ icin grup
doniisiimleri hesaplandi. Yine herbir sonsuz kii¢iik simetri lireteci ele alinarak bu iirete¢ altinda
veya iki boyutlu alt-cebir altinda adi diferensiyel denklemlere indirgemeleri yapildi ve bu adi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri arandi. Bdylece verilen lineer ve lineer olmayan kismi

diferensiyel denklemler daha basit forma indirgenerek ¢éziimleri bulundu.

Kismi diferensiyel denklemlerin Lie grup doniisiimleri altinda gosterdikleri simetri
ozellikleri, o hareket denkleminin tanimlandig: fiziksel sistem ve onun Ozellikleri ile ilgili
onemli ipuclari sunar. Ornegin 2.4 altbsliimde incelendigi gibi, sistemin Lie grup doniisiimleri
altinda degismezlik gostermesi bir simetri 6zelligini (6teleme, donme vs.) tasvir eder. Dogada
nerede bir simetri varsa orada bir grup yapisi vardir. Oyleki sistemin bu simetri ozelligi
ile biitlinlegsen bir korunum kanunu vardir. Simetri ile korunum kanunlar arasinda bire bir
iliski vardir (Gilmore, 1974, 2008). Ozel bir 6rnek olarak 2.4 te incelenen doniistim, donme
doniisiimii olup iki-boyutlu uzayda ortogonal Lie grubunu temsil eder (SO(2) gibi). Donme

simetrisi ise sistemin agisal momentumun korundugunu gosterir.

Gelecekte bu tezde ele alinmamigs Lie grup doniisiimlerinin kismi diferensiyel denklem sis-
temlerine uygulanmasi incelenebilir. Bu denklemlerin simetrileri elde edilerek daha basit forma
indirgenip indirgenemedigi kontrol edilebilir. Ayrica bu calismada sadece bir-parametreli Lie
grup doniisiimleri ele alindi. Bir bagka ¢alismada ¢ok parametreli Lie grup doniistimlerinin

kismi diferensiyel denklemlere ve denklem sistemlerine uygulanmasi ele alinabilir. Yine bu
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tezde sadece Lie grup nokta doniisiimleri ele alindig1 i¢in baska bir calisma da Lie temas
doniisiimleri, ve Lie backlund doniisiimleri ele alinarak doniistimlerin genel 6zellikleri ve kismi

diferensiyel denklemlere ve denklem sistemlerine uygulanmasi arastirilabilir.
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