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OZET

Bir profinite grup, genel olarak Hausdorff, kompakt ve tamamen baglantisiz olan
bir topolojik grup olarak ifade edilir. Buna denk olarak, ayrik sonlu gruplarin bir ters

sisteminin ters limitine izomorf olan bir topolojik gruba profinite grup denir.

Kategori teorisi; matematiksel yapilar ve bunlar arasindaki iligkilerle soyut olarak il-
gilenen bir matematik dahidir. Bir kategori, birbirleriyle iligkili olan objeler smifi (6rnegin;
gruplar) ve bu objeler arasindaki morfizmlerden olugur. Gruplar 6rneginde bu mor-
fizmler grup homomorfizmleridir. Bu sekildeki farkli kategorileri funktorlar araciligi ile
iligkilendirmek mimkiindir. Funktorlar, bir kategorinin her objesini diger kategorinin bir
objesi ile, ve bir kategorideki morfizmi digerindeki bir morfizme iligkilendiren fonksiyon-
larin bir genellestirilmesidir. Bu tezde objeleri profinite gruplar ve morfizmleri siirekli

grup homomorfizmleri olan profinite grup kategorisi iizerinde calisilacaktir.

Tezin birinci boliimiinde tezin ana yapisi olan profinite gruplar tamtildi. Ikinei boliimde,
kategori teorisi ile ilgili gerekli temel bilgiler verildikten sonra profinite gruplar kate-
gorisi incelendi. Bu kategori igindeki internal kategori elde edilerek profinite ¢caprazlanms
modiiller ile olan iligkisi verildi. Tezin ti¢iincii boliimiinde ise 2-boyutlu kategori olarak da
ifade edilen 2- kategori ve bunun 6zel hali olan 2-grup kavramlar: tanitilarak 2-profinite
grup yapisi tanimlandi. Ayrica, grup, cebir, lie cebiri gibi cebirsel yapilara benzer sekilde
profinite gruplar i¢in tanimlanan 2- profinite grubun profinite gruplarin caprazlanmis

modiiliine ve profinite cat-1 grubuna denk oldugu gosterildi.

Anahtar Kelimeler: 2-gruplar, internal kategoriler, crossed modiiller.
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SUMMARY

Generally, a profinite group is a Hausdorff, compact and totally disconneted topologial
group. Equivalently, one can define a profinite group to be a topolojical group that is

isomorphic to the inverse limit of an inverse system of discrete finite groups.

Category theory is a branch of matematics deals in an abstract way with mathe-
matical structures and relationships between them. A category consists of a class of
objects (groups) and morhisms between them. In groups, this morhisms are group ho-
momorphisms. A category is itself a type of mathematical structure, so we can look for
"processes” which preverse this structure in some sense; such a process is called a funktor.
A funktor associates to every object of one category an object of another category, and to
every morphism in the first category a morphism in the thesis, it is studied over category
of profinite groups in which objects are profinite groups and morphisms are continuous

group homomorphisms.

This thesis consists of three main chapters. In the first chapter, it’s recalled some
basic notions and examples about profinite groups. In the second chapter it is given
some basic notions and examples about category theory than it is examined the category
of profinite groups. Also, it is obtained the internal category in this category. In the
last chapter, the 2-category notion is given and the 2- group notion is recalled than it
is defined 2-profinite groups, also it is shown that the 2-profinite groups are equivalent

crossed modules of profinite groups and profinite cat-1 groups.

Key words: 2-groups, internal category, crossed modules
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BOLUM 1

PROFINITE UZAYLAR VE PROFINITE
GRUPLAR

1.1 Giris

Bir profinite grup, genel olarak Haussdorff, kompakt ve tamamen baglantisiz olan
bir topolojik grup olarak ifade edilir. Buna denk olarak, ayrik sonlu gruplarin bir ters
sisteminin ters limitine izomorf olan bir topolojik gruba profinite grup denilir. Bu béliimde
profinite uzaylarin ve profinite gruplarin tanimini ve temel ozelliklerini vererek, tez igin
gerekli olan temel kavramlar1 tamttik. Burada verilen temel bilgiler i¢in Wilson, S.W [10],

ve Ribes,L., Zelesski, P. [8] den yararlanilmigtir.

1.2 Topolojik Uzaylar

X bir kiitme ve 7 , X ’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger asagidaki kosullar

saglaniyorsa X kiimesine 7 ailesi ile birlikte bir topolojik uzay denir.
(1) 0 ve X, T ailesine aittir.
(ii) 7 ’ya ait olan sonlu sayida kiimenin arakesiti yine 7 ’ya aittir.
(iii) 7 ’ya ait herhangi sayida kiimenin birlesimi yine 7 ‘ya aittir.

7 ailesine X iizerinde bir topoloji ve 7 'nun her bir elemanina X ’in acik alt kiimesi

denir.

X ’in bir Y alt kiimesi icin, tiimleyeni 7 ’ya ait oluyorsa Y 'ye X icinde kapalidir
denir. X ’in Y alt kiimesi icin, Y ’ yi iceren biitiin alt kiimelerin kesisimine ¥ 'nin Y
kapanigt denir. Boylece Y ’de kapal kiimedir. Eger X ’in Y alt kiimesi icin Y = X
ise Y ye X icine yogundur denir. X in bir z eleman igin, = i igeren bir acik kiimeye x
elemaninin bir agik komsgulugu denir. X ’in agik kiimelerinin {Uy | A € A} kolleksiy-
onunu diigiinelim. Eger X in her agik alt kiimesi baz1 Uy kiimelerinin bir birlesimi olarak

yazilabiliyorsa, {Uy | A € A} ailesine X fiizerindeki topoloji i¢in bir taban denir ( ve



x elemanimin acgik komguluklarmin bir tabam da benzer sekilde tanimlanir ). Herhangi
bir X kiimesi, her alt kiimesi acik olan kiimeler ile olusan topolojiye gore bir topolojik
uzay olarak ele alinabilir. Bu topolojiye X iizerinde ayrik (discrete) topoloji denir

ve X ’e ayrik uzay denir.

Eger Y, X wuzaymim bir alt kiimesi ve U, X ’in agik alt kiimesi ise, Y N U for-
mundaki tiim alt kiimelerin ailesi Y iizerinde bir topoloji belirtir, bu topolojiye alt uzay

topolojisi denir ve bu topolojiye gore Y ’ye X ’in alt uzay1 denir.

X topolojik uzay olsun. Birlegsimi X ’i veren X ’in acik alt kiimelerinin herhangi bir
{U, |« € A} ailesi igin, yine birlesimi X i veren {U,,...,U,,} sonlu bir alt ailesi

bulunabiliyorsa X uzayma kompaktir denir.

X ’in herhangi farkli iki z,y elemani icin U NV = () olacak sekilde sirasiyla = ve y
nin U ve V acgik komsuluklar1 bulunabiliyorsa X ’e Hausdorff uzay denir. Eger X,
Hausdorff uzayi ise her bir z € X eleman igin {z} kapalidir. Bir X uzay1 bos olmayan iki
acik alt kiimesinin ayrik birlegimi olarak yazilamiyorsa, X uzayma baglantilidir denir.
X uzaymin her bir baglantili alt uzay1 en ¢ok bir elemandan oluguyorsa X ’e tamamen
baglantisizdir denir.

Yardimci Teorem 1.1 X kompakt Hausdorff uzay olsun.

(a) Eger C ve D, C' N D = () olacak sekilde kapali alt kiimeler ise, C C U, D CV ve
UNV = olacak sekilde U ve V acik alt kiimeleri mevcuttur.

(b) x € X olsun ve A, X uzaymin x elemanini igeren hem acik hemde kapali tiim alt

kiimelerinin kesigimi olsun. Bu durumda A baglantilidir.

(C) Eger X ayni zamanda tamamen baglantisiz ise, her acik kiime, hem agik hemde

kapali olan kiimelerin bir birlegimidir.

ispat. (a) [k olarak her bir ¢ € C' elemani icin, C' C U. ve D C V, olacak sekilde U,
ve V, ayrik acik kiimelerinin var oldugu gosterilecektir. Sabit bir ¢ € C secilsin. Her bir

de D icin c € Oy ve d € P; seklinde Oy ve Py ayrik agik kiimeler mevcuttur. Agiktir ki,

U. = Od1 n....N Odm



ve

V.=P,U..UP,.

kiimeleri iddia edilen ozelliklere sahiptir. Simdi de ¢ eleman1 C' ’de degigsin. X uzayi,
X\ Cile, ¢ € Cigin U, kiimelerinin birlegimi oldugundan ve X kompakt uzay oldugundan
oyle ¢, ¢, ..., ¢, € C elemanlan vardir ki, X, X \ C ile U,,, ..., U, lerin birlegimi esittir.

Ohalde, U=U,, U..UU,, ve V=V, N..NV, dir.

(b) {Cx| A€ A}, € X igeren acgik -kapali kiimelerin ailesi olsun. A = C' U D
oldugunu kabul edelim. Burada C'ile D, A da acik ve CN D = () olsun. Boylece C'ile D,
X i¢inde kapali olan A kiimesinde kapalidir ve boylece (alt uzay topolojisi tanimindan )
C'ile D, X i¢inde kapahdir. U ve V kiimeleri, (a) nin kogullarim saglayan agik kiimeler
olsun. B = X \ (UUV) yazalim. Kapali kiimelerin { B} U{C\ | A € A} ailesinin kesigimi
bostur, bundan dolay1 BN C,, N...NCy, = 0 olacak sekilde bir {Cl,, ..., Cy, } sonlu ailesi
mevcuttur. Boylece I = C), N...NC), kiimesi I C UUV yisaglar ve I, INU, INV ayrik
kiimelerinin birlegsimine egittir. Bu kiimelerin her biri [ i¢inde hem agik hem kapalidir.
I, X icinde hem agik hemde kapali oldugundan dolayi, I NU ile I NV kiimeleri de X
icinde hem agik hemde kapahidir. Boylece eger x € INU ise, A C INU olmalidir, o halde
DCANV CUNV =0 dir.

Benzer sekilde z € INV ise, C' = () oldugu sonucuna varilir. Buna gore A baglantilidir.

(C) U bir acik kiime ve x € U olsun. Her bir y € X \ {y} i¢in, z € F, ve y ¢ F,
yi saglayan ve hem acgik hemde kapali olan bir £, kiimesi vardir. X, U acik kiimesi ile
X \ F, agik kiimelerinin birlesimidir. Béylece X = U U (X \ F,,,) U...U (X \ F,,) olacak
sekilde sonlu sayida vy, ..., y,, U i¢indedir. Bu kiime ayni zamanda X ’i igerir ve hem agik

hemde kapalidir. [

X veY birer topolojik uzay olsun. f : X — Y doOniigtimiinii ele alalim. Eger Y
'nin her bir U agik kiimesi i¢in f~' (U) = {x € X | f (z) € U} kiimesi X i¢inde acik ise, f
've siireklidir denir. Buna denk olarak, eger Y 'nin her C kapal alt kiimesi i¢in =1 (C),
X iginde kapali ise f ’ye siireklidir denir. Eger f : X — Y ve g : YV — Z
sirekli ise gf : X — Z nin sirekli oldugu agiktir. Eger f : X — Y birebir
veortenise f~' : Y — X ters fonksiyonu tanimhdir fakat siirekli olmas1 gerekmez.

Eger bir f déniisiimii birebir ve érten ve f ile f~! siirekli ise f 'ye homeomorfizm denir.

Yardimci Teorem 1.2 (a) Bir Kompakt uzaymm her kapal alt kiimesi kompakttir.



(b) Bir Hausdorff uzayin her kompakt alt kiimesi kapalidir.
(C) Eger f : X — Y sirekli ve X kompakt ise f (X) kompakttir.

(d) Eger f : X — Y siirekli ve birebir orten ise, X kompakt ve Y Hausdorff

ise, f bir homeomorfizmdir.

(e) Eger f : X — Y ile g : X — Y stirekli fonksiyonlar ve Y Hausdorff
ise, {v € X | f(z) =g (x)} kiimesi X iginde kapahdir.

ispat. (a),(b) ve (C) siklar1 agiktir.

(d) X in her bir kapali alt kiimesinin f altindaki goriintiisiiniin kapali oldugunu
gostermemiz yeterlidir. A, X in kapali alt kiimesi olsun. X Hausdorff ve A C X kapal
oldugundan (a) geregi kompakttir. (c) geregi f(A) C Y kompakttir. Y Hausdorff ve
f (X) kompakt oldugundan (b) geregi f (X) kapahdir. O halde f homeomorfizmdir.

() N={zeX|f(x)#g(x)}olsun. g € G alahm ve U ile V., f(y) ve g(y) yi
igeren Y 'nin ayrik acik alt kiimeleri olsun. Aciktir ki, f~! (U)Ng ' (V) X ’in agk
komsulugudur ve N ig¢inde kalir. Boylece N acik kiimelerin bir birlesimidir ve bunlardan
dolay1 agiktir. O halde tiimleyeni, yani {z € X | f (z) = ¢ (x)} kiimesi, X i¢inde kapalidir.
O

Yardimci Teorem 1.3 X tamamen baglantisiz bir uzay olsun. Bu durumda her x € X

icin, {z} kiimesi X iginde kapaldir.

Ispat. C, {z} kiimesinin kapanigi olsun. Eger C, x € A olmak iizere, iki ayrik agk
A ve B alt kiimelerinin birlegimi ise, A , C' de kapalidir. Boylece A, X ’de de kapalidir.
A = C oldugunu gostermeliyiz. X tamamen baglantisiz oldugundan, C kapali kiimesi

baglantihdir ve C' = {z} ’dir. Buna gére A = C elde edilir. OJ

p, X topolojik uzaymnda bir denklik bagintisi olsun ve bolim kiimesini X / p ile
gosterelim ve X den X / p ’ye boliim dontigiimii ¢ ile gosterelim. (Boylece X / p 'nin ele-
manlari, p 'nin denklik simiflaridir ve ¢, X ’in her bir elemanini denklik sinifina resmeder).
X / p 'nun iizerindeki boliim topolojisi, g7 (V) , X icinde agik olacak sekilde X \ p nun
V' alt kiimelerinden olusur. Bdylece, X \ p tizerinde boliim topolojisi verilirse, boliim

dontigiimi ¢ streklidir.



1.2.1 Topolojik Uzaylarin Carpimi

Kiimelerin {X, | A € A} bir ailesinin kartezyen garpimi, C' = [] X, olup, bunun el-
emanlart A 'dan |J X, kiimesine giden ve her bir A € A i¢in z (/\)f)A € X, ozelligindeki
X dénﬁgﬁmleridi;.e ! C' ’'nin bu elemanlar ile indislenmis koordinatlar1 (girdiler) gibi
diigtinebiliriz. Buna gore bir eleman (X)) seklinde yazilabilir, bu eleman A y1 X, ’ya
doniistiiren bir fonksiyona kargilik gelir. [], projeksiyon déniigtimii, C' 'nin bir elemanini
bunun A ’daki degerine egleyen dontigiimdiir. Kiimelerin sonlu sayidaki X, X, ..., X,

ailesinin carpimi X; X ... X X, seklinde gosterilir.

X, bir topolojik uzay olsun. C' iizerindeki ¢arpim topolojisinin agik kiimeleri, n sonlu

bir say1, her bir \;, A icinde ve U;, X, icinde agik olmak tizere

[T (U) NN T () (0.1)

bi¢imindeki kiimelerin birlesiminden olugur. Bdylece her bir [], doniigiimii siireklidir.
Ashinda ¢arpim topolojisi, her bir projeksiyon dontigtimiiniin siirekli oldugu en dar topolo-
jidir. I bir bagka topolojik uzay ve f : I — (' bir doniigiim olsun. f 'nin siirekli
olmasi icin gerek ve yeter sart her bir [, f dontisiimiiniin siirekli olmasidir. Tersine
1, f nin siirekli oldugunu kabul edelim. Her i = 1,...,n icin U;, X, icinde agik ise, her
bir (HA f)fl (U;), I ’da agiktir. Boylece

n -1 n -1

F(At) = () w)

=1\ i=1 \\;
I ’da agiktir. a = (ay) € C olsun ve N, a 'min C ’de bir agik komgulugu olsun. Boylece a
'y1 i¢inde bulunduran ve N iginde kalan (0.1) formunda bir kiime vardir, yani dyle bir n
tamsayisi, A ‘nin Aj, A, ..., A, elemanlar1 ve i = 1,...,n icin U; acik kiimeleri vardir 6yle
ki her bir ¢ i¢in ay, € U; dir ve

-1

). AT U,) C N

dir. Ozel olarak N

{x € CITT@) = ar, o T1() :%}

A n

kiimesini igerir.



Teorem 1.4 {X, | A € A} topolojik uzaylarin bir ailesi ve C' bunlarin kartezyen ¢arpimi

olsun.
(a) Eger herbir X, Hausdorff ise C' "de Hausdorfftur.
(b) Eger herbir X, tamamen baglantisiz ise C' ’de tamamen baglantisizdir.

(c) Eger herbir X, kompakt ise C' ’de kompakttir.

Ispat. Aciktir. O

X bir kiime ve £, X ’in alt kiimelerinin bir ailesi olsun oyle ki Ay, Ay € £ ise
A1NAy € £ ve Ay U Ay € £ olsun. £ icinde bir siizgeg agagidaki ozellikleri saglayan bir
I' C £ ailesidir;

(l) Eger Al, AQ el ise Al N A2 e I 'dir.
(ii) Eger Ac 've AC B e £ise B €' dir.
(iii) 0 ¢ T “dir.

£ icindeki tiim siizgeglerin kiimesi kapsamaya gore kismi siralidir. Béylece T'y C Ty
ise I'y < I's yazariz. Bu kismi sirali kiimenin bir maksimal elemanina ultra Siizge(;

denir.

Yardimci Teorem 1.5 (a) £ igindeki her Ty siizgeci bir ultra siizgeg iginde bulunur.

(b) Eger I', £ icinde bir ultra siizgeg ise ve A,B, £ i¢inde AU B € I' olacak sekilde
kiimeler ise ya A € I' yada B € T" "dir.

(¢) X bir topolojik uzay olsun. Bu durumda X ’in kompakt olmasi igin gerekli ve yeter
sart, X ’in kapal alt kiimelerinin ailesi i¢indeki herbir " ultra siizgeci igin N (D | D € T') #
() "dir.



1.3 Topolojik Gruplar

G bir kiime olsun. G hem bir grup hem de bir topolojik uzay ise ve G x G —
G,(z,y) — 2y~ ! dosiimii siirekli ise G ’ye bir topolojik grup denir. Asagidaki yardime
teoremde topolojik gruplar hakkindaki baz1 sonuclar1 bir araya toplayacagiz. Eger G bir

grup, g, G 'nin bir elemani ve U ve V| G ’nin alt kiimeleri ise
Ug={ug|ueU},gU={gu|lueU}, U"'={u"|uelU}
dir ve UV = {uwv |u € U ve v € V} dir. Bir grubun birim elemani 1 ile gdsterecegiz.

Yardimci Teorem 1.6 G bir topolojik grup olsun.

(a) GxG— G, (r,y) — zy dogiimii siireklidir ve G — G, z — 2! doniigiimi
bir homeomorfizmdir. Her bir ¢ € G i¢in, G — G, x —— gx ve x — xg dontistimleri

homeomorfizmdir.

(b) Eger H, G’ nin bir acik (ya da kapali) alt grubu ise, G iginde H nin her bir Hg
ya da gH koseti agik (ya da kapal) dir.

(C) G ’'nin her agik altgrubu kapalidir ve sonlu indisli her kapal altgrubu agiktir.
Eger G kompakt ise G ’in her acik alt grubu sonlu indislidir.

(d) Eger H, G 'nin bog olmayan bir U acgik alt kiimesini i¢eren bir alt grup ise H,

G i¢inde agiktur.

(e) Eger H, G ’nin bir altgrubu ve K, G ’nin bir normal altgrubu ise, H altgrup
topolojisine gore bir topolojik gruptur ve G/K  boélim topolojisine gore bir topolojik

gruptur ve g : G — G/K boliim dontigiimii agik kiimeleri acik kiimelere déntigtiirir.

(f) G 'nin Hausdorff olmasi i¢in gerek ve yeter kogul {1} ’in G ’nin bir kapah alt
kiimesi olmasidir ve eger K, G 'nin bir normal altgrubu ise G/K min Hausdorff olmasi
icin gerekli ve yeter kogul K 'nin G icinde kapali olmasidir. Eger G tamamen baglantisiz

ise G Hausdorfftur.

( g) Eger G kompakt ve Hausdorff ve C ile D kapali kiimeler ise C'D kapali kiimedir.



(h) Kabul edelim ki G kompakt olsun ve {X | A € A} “her bir \j, Ay € A i¢in X, C
Xy, N X, olacak sekilde bir p# € A elemani mevcut” 6zelligine sahip kapali kiimelerinin
bir ailesi olsun. Eger Y, G 'nin bir kapali alt kiimesi ise,

(m XA>Y: N X,\Y

AEA AEA

dir.

Ispat. (&) Bir X uzayindan G x G ’ye giden bir doniigiimiin siirekli olmas1 igin
gerek ve yeter sart projeksiyon doniigiimlerinin her birinin siirekli olmasidir. Boylece eger
0:G— G ve ¢ :G— Gsirekli ise , G — G x G, v — (0(z), p(zr)) doniisimi de
siireklidir. Ik olarak bunu 6 icin z — 1 sabit doniigiim ve @ i¢in Idg birim doniigim
olarak uygulayalim ve sonugta elde edilen doniigiim ile G x G — G C': (x,y) — xy !
stirekli doniisiimiiniin birlesimini bulalm. Sonucta G — G = — x7! elde edilir ve bu
stireklidir. Boylece tersine de esit oldugu igin bir homeomorfizmdir. Béylece (z.y) ——
(r,y71) doniigimi siireklidir ve bunun C ile birlesimi (z,y) — (z,y7') — zy olup
stireklidir. Simdi 6 icin Idg yi ve ¢ icin x — y~! sabit doniisiimiinii alalm ve sonucta
elde edilen doniigiim ile C' nin birlegimini alalim. Bu durumda z —— zy elde edilir ve bu

1

siireklidir. Tersi de © —— xy~ stireklidir. x —— xy doniigimi i¢in de benzer inceleme

yapilabilir.

(b) Herbirge Gicin G — G x+— xg ve x —— gr doniisiimleri homeomorfizm
dolayisiyla acik doniisim ve kapali dontisiimlerdir. Dolayisiyla G 'nin herbir agik alt
grubunun goriintiisii de agiktir . O halde G nin H acik altgrubunun goriintiisiic Hg ve

gH G nin acik altgruplarndir (veya kapahdir).

(C) G 7 nin her bir acik altgrubunun kapali oldugunu gormek igin tiimleyeninin agik

oldugunu gostermeliyiz. H, G 'nin acik altgrubu olsun.
G\H=U{H,;|g¢ H}

dir. Boylece H acik ise Hg ler, dolayisiyla bunlarin birlesiminden olugsan G \ H agiktir. O
halde H kapalidir. Eger H sonlu indisli ise G\ H sonlu sayida kosetlerin bir birlesimidir
ve boylece H kapali ise G\ H da kapalidir ve H agktir. Eger H agk ise, Hg kiimeleri
acik, ayrik ve bunlarin birlesimi G ’yi verir. Boylece kompaktlik tanimindan, G kompakt

ise H, (G icinde sonlu indise sahip olmak zorundadair.



(d) H, G 'nin bog olmayan bir U acik alt kiimesini igeren bir alt grup olsun. Buna
gore her bir Uh = {uh | u € U} kiimesi agik olup H = U{Uh | h € H} oldugundan H ’de
agiktir.

(6) H hakkindaki durum agiktur.

V', G iginde agik olsun. £V, k € K igin agiktir ve V3 = KV agiktir. Boylece ¢(V) =
q(V1) ve ¢ *q(V1) = Violdugundan ¢(V),G / K iginde aciktir. Simdi
m: G/K x G/K — G/K
e, 1) = at
doniigiimiiniin siirekli oldugunu gostermeliyiz. U, G/K da agik ve (K,,, K,,) € m~(U)
olsun. ¢ doniigimii ile G x G — G (z,y) — xy~ ! siirekli oldugundan w; ve wy 'nin
W, ve Wy acik komsular1 vardir yle ki W, W, ! C ¢~ 1(U) dur. Béylece q(Wy) x q(Ws),
(KWy, KW3) 'nin G/K x G/K de bulunan m~(U) iginde bir agik komgulugudur.

(f) Hausdorff uzaylarin tek elemanli alt kiimelerinin kapali oldugunu biliyoruz. O
halde {1} kiimesi kapali ise G 'nin Hausdorff oldugunu gosermeliyiz. a ve b, G nin farkh
elemanlar olsun . (a) geregi {ab~'} kapalidir ve bundan dolay1 1 € U ve ab™! ¢ U olacak
bigimde bir U agg1 vardir. (z,y) — zy~ ' dontigiimii siireklidir. Bundan dolayr U nun
ters goriintiisii aciktir. Buradan UW ™! C U olacak sekilde 1 i iceren V ve W acik
kiimeleri mevcuttur. Buna gore a'b ¢ VW ™! dir ve aV N BW = () dir. aV ve bW acik
olduklarindan G Hausdorfftur. Ikinci ve {iciineii iddia ilkinin bir sonucu olarak kolayca

gosterilebilir.

( g) Yardimer teorem 1.1.2° nin sonucunu kullanacagiz. C' ve D kapali ve G kompakt
oldugundan hem C' hem de D kompakttir ve boylece (x,y) — xy siirekli doniigiimii
altinda C' x D nin goriintiisii de kompakttir. Bunun goriintiisi C'D dir ve G Hausdorff
oldugundan dolay1 her bir kompakt kiime kapalidir. [J

Yardimci Teorem 1.7 G kompakt topolojik uzay olsun. Eger €17 i igeren hem agik

hemde kapali bir alt kiime ise , C' bir acik normal alt grup igerir.

Ispat. Her bir z € C icin W, = Cz~! kiimesi 1’ in bir acik komsulugudur oyle ki
Wex C C dir. G X G den G ’ye carpim doniigiim siirekli oldugundan dolay1 1 ’i igeren
L, ve R, acik kiimeleri vardir oyle ki L, x R, in goriintiisi, W, in i¢inde bulunur, yani

L.R, C W, dir. 5,5, C W, ve S, acgiktir. C kompakttir ve C' N S,z bi¢ciminde acgik
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kiimelerin birlegsimine esittir. Boylece bu kiime bu bicimdeki kiimelerin sonlu tanesinin

birlesimi biciminde yazilabilir. Bunun C' C [nﬁlSmXi seklinde gosterelim. S = ﬁlei

kiimesi aciktir vel ’i icerir. Buna gore
SC C L_’ﬁlsswixi C ,L_’Slwmixi ccC (0.2)

olur, boylece S C C' elde edilir.

T =SNS~!olsun. Boylece T aciktir, T =T"!’dirve 1 € T ’dir. T' = T yazalm,
n>1 icin T" = TT" ! yazalhm, ve H = n%OT" yazalim. Boylece H, T' tarafindan
tiretilen gruptur ve bu aciktir. (0.2)” den n > 0 i¢in 7™ C C oldugu elde edilir. Buradan
da H C C elde edilir. Buna gore H, G ’de sonlu indise sahiptir. Boylece G 'de sadece
sonlu sayida konjuge mevcuttur. Bu konjugelerin kesisimi ise C' ’de bir agik normal alt

gruptur. UJ

Onerme 1.8 G, kompakt tamamen baglantisiz bir topolojik grup olsun.
(a) G icindeki her agik kiime agik normal altgruplarin kosetlerinin bir birlegimidir.

(b) G 'nin bir alt kiimesinin hem acik hem de kapali olmasi icin gerekli ve yeterli

sart, acik normal altgruplarin sonlu sayida kosetlerinin bir birlesimi olmasidir.

(C) Eger X, G ’nin bir alt kiimesi ise bunun X kapanisi

X =N{NX | N,G nin agik normal altgrubu}

seklindedir. Ozel olarak, her bir C' kapali alt kiimesi icin

C =N{NC | N, nin ac¢ik normal altgrubu}

dir ve G 'nin agik normal altgruplarimin kesigimi trivial (agikar) altgruptur.

Yardimci Teorem 1.9 {G, | A € A} topolojik gruplar ailesi olsun ve

C:HGA

A€A
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yazalim. C' ’de nokta ¢arpimi tamimlayalim (C' de her (X,), (Y)) i¢in (X))(Y)) =
(X,Y)) dir). Bu ¢arpima ve garpim topolojisine gére C' bir topolojik grup olur.

1.4 Ters (inverse) ya da Projektif Limitler

I kismi sirali ve yonlendirilmig bir indis kiimesi (yani agagidaki 6zellikleri saglayan bir

kismi sirali kiime) olsun.
(a) i €T igin 4 < i dir,
(b) 4,7,k €T igini<jvej<kisei<kdir,
(¢)i,jeTl icini<jvej<iisei=jdir,
(d) 1,7 € I ise 1,7 < k olacak sekilde bir £ € I mevcuttur.

i € I igin X; bir topolojik uzay ve 4,57 € I, @« <j igin ¢, X; — X;
stirekli fonksiyonlarim géz 6ntine alalim. {X; |7 € I} topolojik uzaylar ailesi ile ¢ € [

icin ¢;; : X; — X; birim doniigim ve ¢ < 5 < k, 4,5,k € I igin

diyagrami degismeli yani ¢;;, = ¢, ¢, olacak sekildeki {gpz-j X, — X |i,jel i< j}
siirekli fonksiyonlar ailesinin olusturdugu {Xi, goij} sistemine bir topolojik uzaylarin

bir ters sistemi denir.

Ters sistem kavrami kiimeler, topolojik gruplar, halkalar vb. icinde benzer sekilde

tammlanir.

Ornek 1.1 [ = N olsun. i € [ icin X; sonlu kiime olsun ve her bir ¢+ € [ icin
®iir1 - Xign — X; keyfi doniigiim olsun. ¢;; = Id,, seklinde tamimlayalm ve j > i igin
Dij = Piit1 © Pit1i42© 0 @1, seklinde olsun. Buna gore {Xi, @ij} sonlu kiimelerinin

bir ters sistemidir.
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Ornek 1.2 I = N, p bir asal say1 ve her i € [ icin G; = Z/ p'Z olsun. i < j igin
@i G — Gi
dontigimi ise her n € Z icin
pi(n+p'Z)=n+pZ

seklinde tanimlansin. Buna gore {Gi, cpij},sonlu gruplarin bir ters sistemidir.

{Xi, goij} topolojik uzaylarin bir ters sistemi ve Y bir topolojik uzay olsun. i € [

icin ¢, 1 Y — X siirekli fonksiyonlarini ele alalim. Eger ¢ < j i¢in

Yi

N
X;

Y

Xi

diyagrami degismeli yani ©; = ;;1; oluyorsa {;},c; ailesine uyumlu aile denir.

Tanim 1.10 (Ters limit) {XZ», goij}, topolojik gruplar ve siirekli grup homomorfizmlerinin
bir ters sistemi olsun. X bir topolojik grup ve {¢,; : X — X} stirekli fonksiyonlarin bir
uyumlu ailesi olsun. Buna gore evrensel ozellik dedigimiz asagidaki ozellik saglaniyorsa

{X,¢,} ikilisine {X;, ¢;;} ters sisteminin bir ters limiti denir.
“Her bir Y topolojik uzay1 ve her {1, : Y — X;} siirekli fonksiyonlarmin uyumlu

aileleri icin ;

(g

N
X;

Y

X

diyagrami degismeli yani 1, = @, olacak sekilde bir tek 1 : Y — X siirekli dontigtimii

mevcuttur.”
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Teorem 1.11 { X, %’j}» topolojik gruplarin bir ters sistemi olsun. Bu durumda

(a){Xi, gpij} ters sisteminin bir ters limiti mevcuttur.

(b)Bu limit agagidaki anlamda tektir. Eger {X, ¢} ve {Y,9;}, {Xi, %‘j} ters sis-

teminin iki ters limiti ise, her ¢ € I i¢in

7

Y
DA
X;

X

diyagrami degismelidir yani ¢; = 1, olacak gekilde bir tek ¢ : X — Y topolojik

izomorfizmi mevcuttur.

Ispat. (a) X, [[X; direkt carpimmin bir alt grubu olsun éyle ki (z;) € X igin i < j
i€l
olmak iizere @;; (v;) = X; seklinde tammlansin. ¢; : X — X ise [[X; — X; izdiigiim
iel
doniisiimiintin kisitlanmigini gostersin. Buna gore, her bir ¢; nin siirekli homomorfizm ve

(X, ¢;) 'nin ise bir ters limit oldugunu gérmek kolaydir.

(b) Kabul edelm ki (X, ;) ile (Y,%;),{X;,¢;;} ters sisteminin iki ters limiti olsun.

@

” Y
A
X,

X

¥, 'Y — X, dontigiimleri uyumlu doéniigiimler oldugundan, (X, p,) ters limitinin
evrensel ozelligi geregi, her ¢ € [ icin 9 = 1), olacak gekilde bir tek 1 : Y — X siirekli
homomorfizmi mevcuttur. Benzer gekilde ¢, : X — X, doniigiimleri uyumlu dontigtimler
oldugundan (Y, ;) ters limitinin evrensel zelligi geregi, her i € I igin ¥, Y = ¢, olacak

sekilde bir tek ¢ : X — Y siirekli homomorfizmi mevcuttur.

Simdi suna dikkat edelim. Her bir ¢ € [ i¢in
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diyagrami saglanir. Yani ¢, = @, Id, ve ¢, = ¢, (Vp) dir. Ters limit tanimi geregi
bu ozelligi saglayan sadece bir tane dontisim bulunmalidir. O halde ¥ = Id, oldugu

soylenebilir. Boylece ¢ doniigimii bir topolojik izomorfizmdir. [

Eger {Xi, goij} bir ters sistem ise, bu sistemin ters limitini genelde
i€l

biciminde gosterecegiz.

Yardimci Teorem 1.12 Eger {Xi, gpij}, Hausdorff topolojik gruplarin bir ters sistemi
ise, limX;, [[X; 'nin bir kapali alt grubudur.

‘; iel

Ispat. (X;) € (J]X;) — (limX;) alahm. Buna gore, dyle r, s € I mevcuttur ki r < s
icin ¢,4(X;s) # X, dir. X, iginde ¢, (X5) ve X, 'nin, swrasiyla U ve V aynrk ack
komsuluklarim secelim. U, X, icinde X, 'nin bir agik komsulugu olsun ki ¢, (U) C U

olsun. i # r, s i¢in V; = X;, Vy = U’ veV, =V olmak flizere [[X; nin W = []V; acik alt
iel i€l
kiimesini goz 6niine alalim. Buna gore Wi [[X; iginde (X;) nin bir acik komgulugudur ve
icl
limX; den ayriktir. Her noktasi igin boyle bir agik komguluk bulunabileceginden (]| X;) —

<hinX,> aciktir, dolayisyla liinXi kapalidir. [
Onerme 1.13 {Xi, gpl-j} bir ters sistem ve X = liinXZ- olsun.
(a) Her bir X; Hausdorff ise, X 'de Hausdorfftur.
(b) Her bir X; tamamen baglantisiz ise, X ’de tamamen baglantisizdir.
(C) Her bir X; Hausdorff ise, slimX; , C' = HIXi icinde kapalidir.
— i

(d )Her bir X; kompakt ve Hausdorff ise, X ’de kompakt ve Hausdorfftur.

(e) Her bir X; bos olmayan kompakt Hausdorff uzay ise X ’de bosg degildir.
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Ispat. (a) Her bir X; Hausdorff olsun. Bu durumda X; ’lerin kartezyen carpimi da
Hausdorff ve slimX; C [] X; 'de Hausdorfftur. Buna gore slimX; 'ye izomorf olan her X

ters limiti de Hausdorff olur.

(b) Her bir X; tamamen baglantisiz olsun. (a) ’daki gibi X ters limitinin tamamen

baglantisiz oldugu goriiliir.

(¢) f,g: X — Y siirekli ve Y Hausdorff ise, {z | f(z) = g(x)} kiimesi X icinde
kapalidir.

stimX, = 0 {ee 0o, (0 = L)}

i

oldugundan, ([, déniisiimleri projeksiyon dontigtimleridir) her bir X; Hausdorff ise, s lim X,

kapali kiimelerinin kesigimidir ve [ X; (O =1] Xi) kartezyen ¢arpimi i¢inde kapalidir.
i€l i€l

(d) Her bir X; Hausdorff ise (a) geregi X ’de Hausdorfftur.

Her bir X; kompakt olsun. Buna gore [[ X; kompakt ve slimX;, [] X; iginde ka-
iel — iel
palidir. Kompakt uzayin kapali alt kiimesi kompakt oldugundan slimX; kompakttir. O

halde X ters limiti de kompakt olur.

(e) i< jigin Dy = {c € C | ;1) = H@(C)} diyelim. Her bir D;; kapaldir ve
C' kompakttir. slimX; = () oldugunu kabul edelim. Bu durumda baz n tamsayilari ve

ir,yy € I icin ﬁlDW = () olur.
r=

I yonlendirilmis oldugundan her r icin k£ > j,. olacak sekilde bir k € I bulabiliriz.
Ty € Xy secelim ve | < k igin X; = ¢,;;(X}) diyelim ve X; 'yi I 'min diger tiim elemanlar
i¢in keyfi olarak tamimlayalim. Kartezyen garpimi (x;) elemani (iDirjiiginde bulunur. Bu

ise celigkidir. O halde slimX; # () dir ve buna gore X ters limiti de bog olmaz. [J

Onerme 1.14 {Xi, ¢,;} bog olmayan kompakt Hausdorff uzaylar {XZ-, goij} ters sisteminin

bir ters limiti olsun. Buna gore,
(a) Her bir i € I igin ¢;(X) = Q,gpij(Xj) dir.
i<j

(b) i €I veU X;icinde agik olmak iizere ;' (U) kiimeleri, X iizerindeki topoloji

i¢cin bir taban olugturur.



16

(C) Eger Y, her i i¢in ¢;(Y') = X, olacak gekilde X in bir alt kiimesi ise Y, X i¢inde

yogundur.

(d) Eger 6, Y ’den X ’e giden bir doniigtim ise, 6 'nin siirekli olmasi i¢in gerekli ve

yeter sart (,0 'nin siirekli olmasidir.

(e) A bir ayrik uzay olsun. Eger f : X — A siirekli dontigiim ise, baz1 ¢ ’ler i¢in

diyagrami komiitatif yani
[ =g¢;

olacak sekilde bir g : X; — A stirekli doniigimii vardir.

Ispat. Ispati X = slimX; icin yapalm. C = [1X; diyelim ve ], : C — X;
— i€l
projeksiyon dontisiimii olup ¢; : X — X; doniigiimii ¢; = [[,/ X seklinde tanimlansin.

(a) i < jicin

w;(X) = gpijgpj(X) - gpij(Xj) dir. Boylece ¢,(X) C _Q'goij(Xj) dir. Simdi 7 ’yi
i<j
sabitleyelim. a € 0 @i (X;) segelim ve i < j icin
i<j

Y= {?JGXJ' | %’j(?/) :a}

y1 olugturalim. Bodylece Y} kapali bir kiimenin ters gortintiisii olup X; i¢inde kapahdir
ve boylece kompakttir. Eger i < j < k ve yp € Yy, ise, 0,;(p;u(Ye)) = ¢u(Y) = @
dir ve boylece o, (Yy) € Y; dir. Buna gore {Y; |7 < j} kiimesi (p;; déniisiimlerinin

kisitlamalarina gore) bos olmayan kompakt Hausdorff uzaylarm bir ters limitidir ve (b;) €
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slimY; elemanm mevcuttur. O halde ¢ < j < k ise goij(bk) = b; dir ve b; = a dir. Eger
I €Ivei>lisei < jolacak sekilde bir j bulunur ve b = ¢;;(b;) diyelim, bu j den

bagimsizdir ¢iinkil, ayn1 zamanda i,! < j olursa ,j, j/ < k bulabiliriz ve

S%’(bj) = ‘sz@jk;(bk) = szj’%'/k:(bk) = ‘Plj’(bj)

olur. Simdi j < & olacak sekilde j, k indis ciftleri igin ¢, (bx) = b; oldugunu géstermek

kolaydir. Béylece b = (b;)jer € slim Y C X dir. Buna ilaveten ¢,;(b) = [[;(b) = a olup
jel
ispat biter.

(b) X ’deki her agik kiime
—1
P=XnN H(Ul) N...N[[(U,)

bigimindeki acik kiimelerin bir birlesimidir. Burada n bir tamsay1 ve 11, ...,%, € [ ve her

ricin U,, .., X; de aciktir.

Eger her a € P icin U, X} 'da agik ve a € ¢, '(U) C P olacak sekilde bir ¢, *(U)
kiimesi bulunabilirse istenen gosterilmis olur. a = (a;) olsun. iy, 79, ...i,, < k olacak sekilde
bir k € I segelim. ¢, , stirekli oldugundan dolay1 ¢; L(U) kiimesi X, *da aciktir. i < k
icin @;.(ax) = a; oldugundan dolay1 ay 'y1 verir. U = Trigo;i(Ur) yazalim. Bu X}, 'da ay
‘min bir acik komsulugudur ve boylece <p,;1(U ) '"da X ’de a 'min bir agik komgulugudur.
Buna ragmen b = (b;) € ¢, (U) ise b, € U dir éyle kir = 1,2, ...,nigin b, = ¢; ,(by) € U,
dir.p; *(U) C P elde edilir.

(C) Her bir ¢ € T igin ve X; 'deki her bir bog olmayan U agik kiimesi igin ¢,(Y)NU # )
dir. (b) ’den Y, X ’de yogundur.

(d) Eger 6 stirekli ise, her bir ¢, doniigiimiiniin siirekli oldugu aciktir. Her bir ¢,0
doniigiimii siirekli ise, her bir ¢ icin ve X; ’deki her bir U acik kiimesi icin 67 ((,p; WU )) =
(¢,0)" (U) aciktir ve (b) 'den @ siireklidir.

(e) f 'nin Ag gortintiisii kompakt ve ayriktir, boylece sonludur. Her bir a € Ay
i¢cin Y, = f~!(a) kiimesi kompakt ve agktir. Boylece bu, gpj_l(U ) temel agiklarimin
sonlu bir birlesimine egittir (j € [ ve U, X; de agik). Boylece Y, kiimeleri, bunlarin
bazilarmin birlesimine esit olacak sekilde, sonlu tane ¢, (Uy), ..., goj_nl(Un) kiimeleri vardir.

r=1,2,...,ni¢in j,. < k olacak sekilde bir k indisi segelim. Her bir r igin

e (Ur) = o1 (0, 5(Ur)



18

dir ve boylece her bir a € Ay igin Y, = ¢ '(V,) ’dir, burada V,, X}, 'mmn bir acik alt
kiimesidir. D = Xj \ Y V, diyelim. Agktir ki D N, (X) = 0 ’dir ve (a) 'dan
a€Ag

Dn (kglnpkl (Xl)) = () dir. Boylece D ve her bir ¢, (X)) kapali ve X} kompakt oldugundan
D 0oy, (Xi) N My (Xo,) =0

olacak sekilde sonlu sayida [y, 1y, ..., [y < i secelim. k <1 < i icin ¢,,(X;) = @@, (X5)) C
D Npy(Xi) =0

ve

a€Agp
dir. Her bir a i¢in W, = ;' (V,) yazahm. Béylece her bir W, X; de agiktir ve agiktir ki
ay # ag i¢in Wo, N We, = 0 dir. € X; olsun. Bu durumdaki baz a 'lar i¢in ¢, (z) € U,
‘dir ve x € %j(Va) = W, 'dir. Boylece X; = LIJ4 W, ’dir ve her W, aym zamanda
ac€Ag

kapalidir. Boylece her a € Aq igin W, ’'v1 a 'ya doniigtiren g : X; — A dontigimii

sireklidir ve f = gy, saglanir. [

1.5 Profinite Uzaylar ve Profinite Gruplar

X bir topolojik uzay olsun. Eger X sonlu X; topolojik uzaylarinin ters sisteminin bir

ters limiti olarak elde edilebiliyorsa yani
X =limX;
oluyorsa X uzayina bir profinite uzay denir. Benzer sekilde profinite grubuda asagidaki

sekilde tanimlayabiliriz.

P bir topolojik grup olsun. Eger P sonlu P; gruplarinin ters sisteminin bir ters limiti
oluyorsa , yani

P =1limP,
ise P 'ye bir profinite grup denir.
Ornek 1.3 [ = {1,2,3,4} alalm. [ iizerindeki siray1 “ 4,5 € [ igin i < j <= i

/ 77 bagmtisi ile tanmimlayalim. Buna gore I yonlendirilmig kismi sirall kiimedir. Z,

tizerindeki ayrik topoloji ile birlikte bir topolojik gruptur. ¢ € I i¢in ¢Z, Z 'nin normal
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alt grubudur. Ayrica iZ iizerindeki topolojide ayrik topolojidir. Buna goére Z /iZ bolim
grubunu olugturabiliriz. Bunun tizerindeki topoloji ise

zZ = Z+1

déniigiimii ile elde edilen 7757 = {U:¢; " (U) € 72} seklinde sonug topolojisidir. Her
i €1 igin ¢; doniigimii siireklidir. 7,5 € I, i < j i¢in ¢/j oldugundan
©ii L]jT — L[
24 Jl — z+ il

doniigimii vardir. Bu doéniigiim homomorfizmdir. Z/iZ = Z; oldugundan Z/iZ yerine Z;

alalim. Ayrica evrensellik 6zelliginden,

diyagrami komiitatiftir. Yani ¢; = ¢;;q; dir. ¢; ve ¢; donugtimleri stirekli oldugundan
¢;; de siireklidir. Buna gore ¢ < j igin ;; dontigimi strekli homomorfizmdir. O halde
i € I igin Z; topolojik gruplar ile, 7 < j i¢in yukaridaki gibi tanimh ¢,; stirekli homomor-

fizmlerinin olusturdugu {Zi, goij} ailesinin bir ters sistemidir.

C:HZZ:Zl XZQXZgXZ4
el
carpimini ele alalim. Bu ¢arpim iizerinde ¢carpim topolojisi mevcuttur. 7,7 € I, 1 < j

diyagrammna [[;(c) = ¢;; [];(c) 6zelligini saglayan ¢ € C' elemanlarmin kiimesi
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olarak elde edilir. O halde X, {Zi, @ij} ters sisteminin bir ters limitidir. Yani

olur. Ayrica Z; ’ler sonlu gruptur. Buna goére X bir profinite gruptur.

Onerme 1.15 X kompakt, Hausdorff ve tamamen baglantisiz olan bir uzay olsun. Bu

durumda X , X ’in ayrik boliim uzaylarinin bir ters sisteminin ters limitidir.

Ispat. I, X ’in sonlu sayidaki acik ve kapali alt kiimelerinin tiim parcalaniglarinin
kiimesi olsun. Her ¢ € [ igin X;, karsiik gelen boliim grubu olsun. ( elemanlar: i
parcalaniginin agik ve kapali kiimeleridir) ve ¢; : X — X;, X den X, ye giden boliim
dontigiimii olsun, Boylece X; kiimeleri boliim topolojisine gore ayrik olan X ’in bolum

uzaylaridir.

¢ < j olmasi icin gerekli ve yeter kosul i¢in ¢;;q; = ¢; esitligini saglayacak sekilde bir
¢ij + X; — X; dontigimiiniin varhgim yazalim. Bu ¢;; dontigiimii tek sekilde bellidir ¢iinki

g; ortendir. I 'min kismi sirali kiime oldugu aciktir. Eger
i={U,|1<r<m}

ve

J={Vi|1<s<n}

I 'min elemanlari ise, bu durumda
{U,NVy|1<r<m,1<s<n}

1,7 < k olacak sekilde bir £ elemandir ve boylece I yonlendirilmig bir kiime olur. Her
bir ¢;; doniisiimii tek sekilde belli oldugundan (X;,¢;;), uyumlu dontigiimler ailesidir.
Y = lim X; olsun ve ¢; = Y — X, her bir 7 icin izdiistim fonsiyonu olsun. Ters limitinin
evrense(l_t')zelligi geregi her ¢ igin
qiv = Gi

olacak gekilde bir v : X — Y siirekli déniigiimii vardir. Eger x1, z9;v (21) = v (z9) olacak
sekilde X ’in elemanlar ise her i i¢in ¢; (1) = ¢; (x2) dir. Buna gore x4, x5 nin sadece
birini igeren hig bir agik-kapali kiime yoktur. Boylece X tamamen baglantisiz oldugundan

r1 = x9 dir. Buna gore v birebirdir. Her bir ¢ i¢in
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oldugundan v (X), Y i¢inde yogundur. v siirekli X kompakt ve Y Hausdorff oldugundan

v (X) kapalidir ve boylece v értendir. Buna gore v homeomorfizmdir. [

G bir topolojik grup olsun. Eger H, G 'nin bir kapali altgrubu ise bunu H < G ile
N, G nin agik normal altgrubu ise bunu N <y G ile gosterecegiz. I keyfi bir G grubunun
normal altgruplarinin ailesi olsun. Eger her bir K, Ky € [ i¢cin K3 C K; N K, olacak
sekilde en az bir K3 € I altgrubu mevcutsa [ ’ya bir siizge¢ tabani denir.

Teorem 1.16 G bir topolojik grup olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
(1) G profinite gruptur.
(2) G, sonlu gruplarin bir kartezyen ¢arpiminin bir kapali altgrubuna izomorftur.
(3) G kompakttir ve N {N | N <o G} = 1 “dir.

(4) GG kompakt, Hausdorff ve tamamen baglantisizdir.



BOLUM 2
PROFINITE GRUPLAR KATEGORISI

2.1 Giris

Kategori teorisi; matematiksel yapilar ve bunlar arasindaki iligkilerle soyut olarak il-
gilenen bir matematik dalidir. Bir kategori, birbiriyle iligkili olan objeler smifi (6rnegin,
gruplar) ve bu objeler arasindaki morfizmlerden olusur. Gruplar 6rneginde bu morfizmler
grup homomorfizmleridir. Bu sekildeki farkl kategorilerin her objesini diger kategorinin
bir objesi ile, ve bir kategorideki morfizmi digerindeki bir morfizme iligkilendiren fonksiy-
onlarin bir genelletirilmesidir. Kategoriler, funktorlar ve dogal doniigiimler Samuel Eilen-
berg ve Saunders Mac Lane tarafindan 1945 yilinda ortaya atilmigtir. Bu konuda daha
detayli bilgi [5], [4], [3] de bulunabilir. Bu béliimde objeleri profinite gruplar ve morfizm-

leri siirekli grup homomorfizmleri olan profinite grup kategorisi tizerinde ¢aligilacaktir.

2.2 Kategoriler

Bir G kategorisi, bir Go objelerinin sinifi ve tiim A, B € G| obje ikilileri i¢in bir
G1 (A, B) morfizmlerin kiimesinden olugur. Herhangi A, B, C' € Gq obje figliisii i¢in

o: G1(B,C)xG1(A,B) — Gi(A,0C)
(f.9) = foyg
seklinde bir bilegke désiimii ve her bir A € Gy objesi i¢in iA € G; (A, A) birim mor-
fizmleri mevcuttur. Bilegkenin birlegmeli (asosyatif) olmasi i¢in birim morfizmlerin, her
f € G (A, B) igin
iBof = [ = foiA
esitligini saglamasi gerekir. Gy, G i¢indeki tiim morfizmlerin simifin1 gosterir. G; den G

a kaynak (source), hedef (target) ve Gy dan G;’ e birim doniigiimleri
S:G1—>G0 tIG1—>G0 ’iiGO—>G1

tammlanir.

o: Gisx Gy — Gy
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bilegke doniiglimiinii tamimlayabilmek igin G; ¢x ¢ G geri ¢ekmesi (pullback) kullamlir.
Bu gosterimde, G nin bir kategori olmasi i¢in gerekli kogullar diagramlarla ifade edilebilir,

bunlar asagidaki diagramlarin degismeli olusuna denktir.

Go<"— G, —=Gy

N P

Go

’idGl X8 tX’idGl

G1 X GO G1 Go X Gl

idGlXi\L J/ \Lixidcl

G1L<s><tG1*>O G1<7OG13><tGH

s

oXidg

1
Gi s %X Gy s X Gy —=G1 5 X1 Gy

idGIXO\L J{o

G s x¢ Gy Gy

(o]

Verilen G ve §' kategorileri i¢in,
F:§ = ¢
funktoru,
Fo: Go — Gy ve Fi: G — G}

doniigtimlerinden olugur, bu dontisiimlerin, asagidaki diagramlarin degismeli olmasi an-
lamina gelen, kaynak, hedef, birim morfizmler ve bileske dontisiimleri ile uyumlu olmasi

gerekir.



Go<>— G, ——~G,

| s e

/ ! !
Go <, G —~Go

GO*Z’>G1

g |

Gy —= G

Gi s XtG104>Gl

leFli iFl

/ ! /
Gi o Xy Glo/ =G

Verilen

FE: § — ¢

funktorlar igin, bunlar arasinda bir
v: F = FE
dontigtimii tamimlanir. Burada G i¢indeki her A objesine §' iginde bir

JA: FA — FA

morfizmi kargilik gelir &yle ki her bir f € G (A, B) morfizmi i¢in

Ff
FA—FB

oa |o5

EFA——=FEB

Ef

(3a)

24
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diagrami komiitatif (degismeli) dir. Bu 9 déniigiimiine F' ve E funktorlar: arasindaki

dogal doniigiim denir. Eger her bir ¥ A izomorfizm ise ¥ ye bir dogal izomorfizm denir.

(3a) diagrami G’ kategorisi i¢inde bir diagramdir ve bunun komiitatifligi, kiimeler

kategorisindeki agagidaki diagramin komiitatifligine denktir.

G1(A,B)— =G/ (FA,FB)

q |oe

Gy(EA,EB) ——G\'(FA,EB)

(30)

Bu, tanimin 2-kategorilere genellestirilecegi zaman daha kullanigh olacaktir.
Bir
v Gy — G

dontigiimiiniin bir dogal doniigtim olmasinin kogulu diagramlar dilinde de ifade edilebilir,

bu agagidaki diagramlarin komiitatif olusuna denktir.

s’ t
Gy =— G/ —=GY/

PN

Go

(’l%,Fl)
Gy Gi' ¢ xp Gy’

(El,ﬂs)l l

G1/ s X¢ Gll o Gll

(4)

G, 9§’ kategorileri verilsin.

F: 6 — ¢ ve E: § — G
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funktorlar1 igin

9: EoF = Id, ve T: FoFE = Id,

dogal izomorfizmleri bulunabiliyorsa G ve G kategorilerine denktir denir.
Asagida baz1 kategori 6rnekleri verilmigtir.
(a) 1; bir objesi *, ve bir morfizmi /d, olan kategoridir.
(b) 0; hi¢ bir objesi ve hi¢ bir morfizmi olmayan bos kategoridir.

(C) X bir kiime, z,y € X icin xy islemi birlesmeli ve ex = xe = x olacak sekilde
e € X birim elemanina sahip ise X kiimesine monoid denir. Béyle bir monoid, bir objeye

sahip ve her bir € X ic¢in  morfizmlerine sahip bir kategoridir.
(d) Set, objeleri kiimeler olan ve morfizmleri fonksiyonlar olan bir kategoridir.

(e) Top, objeleri topolojik uzaylar ve morfizmleri siirekli fonksiyonlar olan bir kate-

goridir.
(f) Grp, objeleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri olan bir kategoridir.
(g) Rng, objeleri halkalar, morfizmleri halka homomorfizmleri olan bir kategoridir.

(h) ProGrp, objeleri profinite gruplar, morfizmleri tirekli grup homomorfizmleri

olan bir kategoridir.

Terminal Obje:

C bir kategori olsun. Eger € i¢indeki her bir B objesi i¢in home (B, X) tek bir morfizme
sahipse X objesine € kategorisinin terminal objesi denir. Yani her bir B objesi igin

tek bir e : B — X morfizmi olacaktir. Terminal obje genelde 1 ile gosterilir.

GERI CEKME (PULLBACK) VE GERI CEKME OBJESI:

C bir kategori, X,Y, Z, C nin objeleri ve f : X — Z, g : Y — Z morfizmler olsun.
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P

HY

%
le 0
X

*>Z

f

diagrami komutatif olacak sekideki yani fP, = gP;, olacak sekildeki W objesini ele

alalim. Bu durumda

Y

\

\

N

X A

diagrami komiitatif olacak sekilde bir tek ¢ : V' — W morfizmleri mevcutsa P, ve P,

morfizmlerine f ile g nin geri ¢gekmesi denir.

Yukaridaki diagrama geri ¢ekme diagrami denir ve W ’ye de f ile g nin geri ¢ekme
objesi denir. Agiktir ki f ile ¢ nin geri ¢gekme objesi {(z,y) € X xY | f(z) =9 (y)}

kiimesine izomorftur.

NOT: Sonlu carpimlara sahip herbir C kategorisinde geri ¢ekme objesi vardir ve

izomorfizm farkiyla tektir.
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2.3 Internal Kategoriler

Bu boliimde bir kategori icinde, uygun obje ve morfizm siniflar1 belirleyerek bir
kategori olugturulacaktir, bu kategori, kategori icinde bir kategori olup adina internal
kategori denir.

C sonlu ¢arpimlara sahip bir kategori ve A ile O, € kategorisi i¢inde iki obje olsun ve

A=05A
morfizmleri se = id, = te olacak sekilde mevcut olsun. Burada C kategorisi geri ¢cekmelere

sahip oldugundan A ; x ; A={(f,9) € Ax A:t(f) = s(g)} olmak tizere

A, x, A% g
Pll ls
A O

t

geri ¢ekme diagrami olugturulabilir. Bu durumda

(f,9) ——9

olur.

Simdi € kategorisi icinde objeleri O ve morfizmleri A olan bir kategori olugturmak

istiyoruz. Bunun i¢in morfizmlerin bir bilegkesine ihtiyacimiz vardir. Bu ytlizden
m: A t X g A— A

biciminde asosyatif olan ve birimi koruyan bir m bilegkesini tanimlayalim.

f € A morfizmleri igin;

t: A — O
fo= )
morfizmi hedef morfizmi,
s: A — O
fo—= s(f)

morfizmi kaynak morfizmi olarak bilinir yani
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feAvex,yeOigin
tf)=yves(f)==

olur. Bundan dolay1 A i¢indeki morfizmler i¢in bileske tanimlanabilmesi i¢in

f g

RN

/ N/ \

f nin bittigi yer yani ¢(f) ile g nin bagladig1 yer yani s(g) esit olmalidir. Yani ¢(f) =
s(g) olmalidir. Dolayisiyla A iginde bir bilegke, t(f) = s(g) olacak sekilde ki (f,g) € Ax A

ikilileri i¢in tamimlanabilir, bu sekildeki ikililer ise A ; x 4 A ile temsil edilir.

m: A;x A — A
(frg)  — m(f.g)=gof
denirse,
f g
/\ /’\
z = s(f) y=1t(f) = s(g) z =t(g)
t(m(f,9)) =t(go f) =t(g)
s(m(f,g)) =s(go f) = s(f)
olur.
A, x A 2 A 4 O
(frg)  — gof — tlgof)=1t(g)
ve A i} O
f— s(f)

morfizmlerini kullanarak (A, x 5 A) ; X 5 A geri ¢gekme objesi olugturulabilir, burada

(Aix s A)ix s A={(f,9,h) e AXAXA=1(f) = s(g) vetlgof)=s(h)}
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dir. Benzer gekilde A ; x 4 (A x s A) geri ¢cekme objesi de

Arx s (A x s A)={(f,9,h) e AxAXxA=1t(f)=s(hog)vet(g) =s(h)}

seklinde olugturulabilir. s(h o g) = s(g) ve t(g o f) = t(g) oldugundan dolay1 bu iki geri
¢cekme objesi esittir. Dolayisiyla

XidA

Ayxg A x A2 A, %, A

idAXm\L lm

A, x, A O

m

diagrami olugturulabilir, buna gore

(fvgvh) - (m<f7g)7h'> = (gof7 h)

| |

(f,hog) = (f, (m(g,h))) —=m(f, hog) = m(gof,h)

olur ki bu diagramin komiitatifligi, m bilegkesinin asosyatif oldugunu verir.

Son olarak bir kategori icin bilegskenin birimi korudugu gosterilmelidir yani her bir

f € Mor(C) igin

X Y X Y
\ l[dy Idy Tf
Y X

diagramlarinin komiitatif dolayisiyla

Id,of=f
ve

f o [dx = f

oldugu gosterilmelidir.

e : O — A morfizmini, O i¢indeki her bir = objesi i¢in id, morfizmi olarak segelim

yani
e: O — A
x — e(x)
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icin
e(r)=1d,: » — =x

olsun. Eger f € A icin s(f) =z, t(f) =y ise,

id, o f = f oid, oldugu gosterilmelidir. Burada te = idp bilegkesi kullanilirsa

Oiso X s A={(z,f)=2=5(f)}

geri ¢cekme objesi olusturulabilir ve benzer gekilde se = Id bileskesi kullanilirsa da

A X 14, O={(f,y) : t(f) =y}

geri cekme objesi elde edilir. Bu geri ¢ekme objesi,

P2 - Oidox SA: — A
(SC,f) = p2('r7f>:f

ve
pliAtX IdQO — A

(f7y> = pl(fvy):f

biciminde projeksiyonlara sahiptir. Bunlar kullanilarak

XidA idAXe
Oido XSKHAXA%At ><ido()

Sl

A

diagraminin komiitatifliginden birimler igin istenilen elde edilir yani

(Z’,f)4>(€(l',f) (fae(y))%(f}y)
f = foe(x) e(ylof =f

elde edilir.
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Buna gore bir € kategorisinde, A ile O objeler ve s,t,m,e yukaridaki diagramlari
degismeli yapan morfizmler olmak {izere § = (A, O, s,t, e, m) sistemine internal kategori

denir. A, G nin morfizmler ailesi ve O ise G nin objelerinin ailesi olur.

Bir € kategorisi i¢gindeki § ve G’ gibi iki internal kategorisi arasindaki bir internal
funktor,

Fr: O — O F: A - A
morfizmlerinden olusur, dyle ki (2) deki diagramlar komiitatiftir.
FF:.:§ — ¢

internal funktorlar: arasindaki G deki bir internal dogal déniigiim (4) diagramlarimi degigmeli

yapacak sekildeki G icindeki bir
v: O — O

morfizmidir.
Set, kiime kategorisi i¢indeki internal kategori small kategori dir.

Grp, grup kategorisi icindeki internal kategori ise objeler ve morfizmler ailesi birer
grup ve s,t, e, m dontigiimleri birer grup homomorfizmi olan bir kategoridir. Bu kategori
gruplarin ¢aprazlanmis modiiliine denktir. Dolayisiyla, Grp icindeki internal kategori
gruplarin caprazlanmig modiiliinii verir. Bunu sonraki boliimde profinite gruplar igin

ayrintili bicimde inceleyecegiz.

2.4 Profinite Caprazlanmis Modiiller

C ve G iki profinite grup ve d : C' — G bir siirekli grup homomorfizmi olmak ftizere,

G nin C tzerine

Gx(C — C
(9:¢) = g
seklinde stirekli bir etkisi i¢in

CM1) g € G,ce€ Cicin 9(g.) = gd(c)g~' ve

CM2) ¢,c¢ € Cigin 9(c)y = cc ¢!
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sartlar1 saglaniyorsa (C, G,0) ifadesine bir profinite ¢aprazlanmig modiil denir. Burada

CM2 sartina Peiffer 6zdesligi denir.

Eger (C,G,0) ve (C',G',0') profinite caprazlanmis modiiller ise bunlar arasmdaki
(1,m) < (C,G,0) — (C',G,9)

morfizmi,
ind = '
it) her bir ¢ € C, g € G icin pu(ge) = 1(9) u(e)

sartlarini saglayan pu : C — C' ve n : G — G siirekli grup homomorfizmlerinden
olugur. Boylece profinite ¢caprazlanmig modiiller ve bunlar arasindaki morfizmler bir kat-

egori olugturur. Bu kategoriyi Pro — CMod ile gosterecegiz.

Ornek 2.1 G bir profinite ¢aprazlanmig modiil, H, G nin bir kapali normal alt grubu
ve i : H — G inclusion(igine doniigiim) olsun. Burada G nin H tizerine siirekli etkisi,
GxH — H
(9.7) — gn=ghg™
seklinde tamimlanan konjuge etkidir. Bu etki yardimiyla (H, G, ) bir profinite gaprazlanmig

modiil olugturur.

Ornek 2.2 G bir sonlu tiretecli profinite grup olsun, bu durumda Aut (G), G 'nin

siirekli otomorfizmlerinin grubu, diizgiin yakinsak topolojiye gore bir profinite gruptur.

([1] vel9])

b: G — Aut(G)
g — 6lg)=f: G — G
x = fy(@)=grg™!
stirekli grup homomorfizmi ve Aut (G) nin G iizerine
Aut (G) x G — G
(fox) = (fg9), =gzg™
seklinde tamimlanan siirekli etkisi ile birlikte, (G, Aut (G),d) bir profinite ¢aprazlanmig

modil olur.
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Tanim 2.1 C ve GG iki profinite grup ve G nin C {izerine stirekli bir sol etkisi mevcut

olsun. Bu durumda G ve C' profinite grup oldugundan

o: GxC — (C
(gac) — (b(g?C):gc

icin, g,/ = gcg, ve gg/C =9, dir. Bu surekli etki yardimiyla
CxG=(cg):ceCgel
grubu tammlanabilir, burada (¢, g), (¢, ¢') € C x G igin grup ¢arpimi
(c.9) (. g") = (cger, 99")

dir. Bu C x G grubuna C nin G ile semidirect (yaridirekt)carpim grubu denir.
Bu grupta bir profinite gruptur [9].

Teorem 2.2 ProGrp profinite grup kategorisi i¢cindeki internal kategori ile profinite

caprazlanmig modiil kategorisi denktir.

Ispat. A ve O iki profinite grup,
A % 0S5 A

siirekli grup homomorfizmleri se = idy ve te = idy olacak sekilde verilsin. Her bir a € A

icin x = s (a) olmak iizere

((s(k) = s(ales(a) ") = s(a)s(e(s(a) ") = sa)se(s(a) ") = s(a)s(a) " = Ido)

Buna gore
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yazilabilir .

olsun. Bu durumda
ad' = ke(z)k'e(z') = ke(x)k (e(x)) ™ e(z)e(2’)

olur. O nin Kers tizerine surekli etkisini

O x Kers — Kers
(x,k) — oz, = e(x)ke(x)?

bi¢iminde tanimlanabilir. Bu etki yardimiyla
ad' = ke(x)k'(e(x)) te(z)e(2)) = kape(xz’)

yazilabilir. Ayrica bu etki yardimiyla Kers x O = {(k,z) | k € Kers,x € O} yandirekt
carpim grubunu olugturulabilir, burada (k, z) , (K, 2") € KersxO i¢in ¢carpim (k, z) (K',2") =
(kxy, xx') bigimindedir. Burada

p: A — KersxO
ke(x) = olke(z)) = (k,2)
dontigimi tamimlanabilir.
a=ke(zx),d =ke(x')e A
icin
¢lad’) = o(ke(z)k'e(a’))
= ¢(kxpe(xa’))
= (kxy,z2’)
= (k,x)(K, ")
= ¢(a)o(a)

elde edilir ki bu ¢ doniigtimiiniin bir homomorfizm oldugunu soyler. Benzer sekilde

p' i KersxO — A
(k,z) — ¢ Nk,2) = ke(x)

ters dontigtimii de bir homomorfizmdir. O halde ¢ bir izomorfizmdir, 6yleyse A = Kers x

O elde edilir.

ProGrp profinite grup kategorisi icinde § = (A, O, s,t,e,0) bir internal kategori
olsun. A = Kers x O oldugunu ve O nmin Kers tlizerine x € O ve k € Kers igin
xp = e (x) ke(x™!) seklinde tammh siirekli etkisini biliyoruz. Bu kategorinin objeleri O
nin elemanlaridir ve morfizmleri k& € Kers,xz € O igin (k,x) formundadir. Ayrica s,t
stirekli dontigiimleri her bir morfizmin kaynak (source) ve hedef (target) objelerini verir,

e ise her bir obje i¢in birim morfizmi verir.

0: Kers — O
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doniigimii £ nmin Kers ye kisitlamasi olarak tanimlayalim yani ¢ = ¢|g.,s olsun.

t bir stirekli homomorfizm oldugundan ¢ da bir siirekli homomorfizmdir. Herhangi
k € Kers,z € O igin

§(zp) = t(xy) = te(z)ke(z™)

olur. ¢ bir homomorfizm oldugundan dolay1
tle(z)ke(x™)) = te(x)t(k)te(x™) = wt(k)z ™"

olduguna gore
O x Kers — Kers

(x, k)  +— oz

siirekli etkisi igin

cml)
tle(z)ke(x™1)
= te(x)t(k)te(x™)
= zt(k)z!
= x6(k)z~!
saglanir.

A da yani Kers x O daki o kompozisyonunun bir siirekli homomorfizm oldugunu
biliyoruz ve boylece Kers x O igindeki ¢arpim ile o kompozisyonu bilegkelerin degigim

kuralmi (interchange law) saglar. Yani,

((k,2).(L y)) o (K, 6(k)x).(I',6(D)y)) = ((k, ) o (K, 6(k)x)).((L,y) o (I',0(D)y)
olur. Simdi bu denklemin her iki tarafinida inceleyelim.

DSol = ((k,x)-(L,y)) o (K, 6(k)x).(I',6(1)y)) = ((k,x) o (K, 0(k)x)(l',0()y)
= (kai,xy) o (KS(k)av, 6(k)xd(1)y)
(K'0kxykaxy, xy)

ve

Dsag = ((k,z)o (K,6(k)2)).((L,y) o (I',6(1)y))
= (Kk,z).(l'l,y)
= (Kkxp,zy)

dir. Iki ifade esit olmas: gerektiginden (k'0pxy ke, xy) = (K'kap, zy) elde edilir. Buradan

K (Okx), ke = K ((51{:)%, kx;
k’kx(l/l)
k’kxlr:cl
= ]{Ilkl’l/l{?_lkl‘l



olur. Buradan (5k)xl, = kapk~! elde edilir. m = 2y € Kers yazilirsa,

CM2) k, m =xp € Kers igin
Sk, = kmk ™

bulunur.
Boylece (Kers, O, §) bir profinite ¢aprazlanmig modiildiir.

Tersine (C,G,0) profinite gruplarm bir ¢aprazlanmig modiili olsun. Bu durumda

Gx(C — (C
(g,c) =  Jc

siirekli etkisi yardimiyla

CxG=A{(c,9)|ceC,geC}

yaridirekt garpim grubu olusturulabilir, burada (¢, g), (¢, ¢') € C x G igin

(¢,9)(c,q') = (cge, 99)

dir. Ayrica

s: CxG — G t: CxG — G
(c,9) +— s(c,9)=yg (c,9) +— t(c,g)=dcg

ve

e: G — Cxd
g — e(e)=(19)

dontigiimlerini tanmimlanabilir.

s((c.9) (¢,9) = s(cger,99)

t((c,9).(csg") = tlcge,g9')

e(99') = (1e,99") = (1c,9)(1e, g') = e(g) e (¢)

oldugundan ¢, s ve e doniisiimleri birer grup homomorfizmidir, (Burada g, = 1. dir.)
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Ayrica her g € G i¢in
s(e(g9)) = s(le,g) = g = Ida(9)

tle(g)) = t(1e,9) = 0(le)g = g = Ida(g)
dir yani
se =te = Idg
elde edilir. Buna gore
CxG —% G 5 CxG

internal yapisi elde edilmis olur, burada (¢, g) € C' x G igin

s(c,g9) =g
t(c,g) = 0(c)g

oldugundan

(c,9)
g = 8(c)g

bigimindedir. C'xG deki (¢, g) ve (¢, ¢') elemanlar1 arasinda bir kompozisyon tanimlanabilmesi
icin

t(c,g) = s(c',g)
olmahdir. Simdi bu gart altinda C' x G iginde bir m kompozisyonu tamimlayalim. (e, g)
ve (¢, ¢') € C x G igin

t(c,g) = s(c, )
olmasi igin

o(clg =g

olmaldir. Buna gére (c,g),(¢',d(c)g) € C x G igin

(¢,9) (c',6(c)g)

9 d(c)g 0(c)o(c)g = d(c'c)g
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(¢,9) (¢',8(c)g)
g 3(c)g 5()3(0)g = 6(cc)g

olup

m: (CxG), %, (CxG) — CxG
((¢,9),(c,0cg)) = m((c,g),(c,dcg)) = (c,g)o(c,dcg) = (cc,g)

seklinde tanmimlanabilir. Bu sekilde tanimlanan m nin homomorfizm oldugunu gostermemiz

durumunda (C' x G, G, s,t, e, m) bir internal kategori olur. O halde m 'nin homomorfizm

oldugunu gosterelim, yani

((c,9).(d, b)) o (¢, eg).(d', ddh)) = ((c, g) o (¢, deg)).((d, h) o (d', ddh))
oldugunu gosterelim, (bu esitlik bilegkelerin degigim kuralidir)

Sol = (cga, gh) o (d(c)gar,(c)gd(d)h)
= (do(c )gdfcgd,gh)
/6 (gd’ ng7gh)
degac cgq, gh)
ng’gdagh)
cegaaygh)
,q9).(d'd, h)
Cg(d/d) gh)

/
/
/
_ /
_ /

(
(c
(c
(¢
(ce
(c

olup esitlik elde edilir. Dolayisiyla m, yani o homomorfizmdir ve béylece (C' x G, G, s,t,e,m),
ProGrp profinite grup kategorisi i¢inde bir internal kategoridir. [J



BOLUM 3

2-PROFINITE GRUPLAR ve CAPRAZLANMIS
MODULLER

3.1 Giris

Bir 2-kategori "morfizmler arasindaki morfizmler” ile olugturulmus bir kategoridir,
yani buradaki herbir hom-set (morfizmler kiimesi), bir kategori yapisina sahiptir. Buna
gore herbir hom-set i¢indeki morfizmler, hom-set kategorisinin objelerini olugturur ve mor-
fizmler arasinda 2-morfizm olarak isimlendirilen dontisiimler ise hom-set kategorisinin
morfizmlerini olugturur. O halde bir 2-kategori; objeler, 1-morfizmler ve 2-morfizmler
ailelerinden olusan bir yapidir. 1-morfizmleri ve 2-morfizmleri izomorfizm olan bir 2-
kategoriye 2-gruboid adi verilir. Bu durumda 1-morfizmlerin ve 2-morfizmlerin aileleri
birer grup olusturur. Benzer sekilde 1-morfizmlerinin ve 2-morfizmlerinin aileleri birer
grup olan tek objeli bir 2-kategoriye 2-grup denir. Bu boliimde 1-morfizmlerinin ve 2-
morfizmlerinin aileleri birer profinite grup olan ve tek objesi bulunan 2-kategoriler in-
celenecektir ve adina 2-profinite grup denilecektir. 2-gruplar ile gruplarin ¢aprazlanmis
modiilleri ve cat-1 gruplari arasinda belli iligkiler mevcuttur, yani 2-gruplarin kategorisi ile
caprazlanmig modiillerin kategorisi ve cat-1 gruplar kategorisinin denkligi bilinmektedir.
Benzer iligkinin 2-profinite gruplar ile profinite ¢aprazlanmig modiiller ve profinite cat-1

gruplar arasinda da mevcut oldugu gosterilecektir.

3.2 2-Kategoriler

Bir § 2-kategorisi, Gy objelerin simufi ile herhangi A, B obje ikilisi igin G (A, B) mor-
fizmlerin bir kiigiik (small) kategorisinden olusur, burada G; (A, B) ile G (A, B) kiiciik
kategorisinin objelerinin ailesini ve Gs (A, B) ile G (A, B) kiigiikk kategorisinin morfizm-

lerinin ailesini gosterecegiz. Her bir A, B, C' obje tigliisii i¢in
o: §(B,C)xSG(A,B) — §G(A,0C)
bilegke funktorlar1 ve her A objesi i¢in, 1 terminal kategori olmak tizere,

id: 1 — G(AA)
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birim funktorlar: tammhdir, burada o asosyatif olmali ve her bir F' € G; (A, B) ve 9 €
G5 (A, B) i¢in

iBoF = F = FoiA ve iBod=9=190iA

saglanmalidir.

Her bir A, B obje ikilisi i¢in, G (A, B) nin elemanlarima § mn 1-morfizmleri ve
G5 (A, B) nmin elemanlarima da § nin 2-morfizmleri denir. Tim 1-morfizmlerin simifim

G ile ve tiim 2-morfizmlerin sinifini ise G5 ile gosterecegiz.

2-morfizmlerin iki tiirlii bilegkesi mevecuttur. Birincisi G (A, B) kategorileri igindeki
mevcut bilegkesi olan e bilegkesidir, buna dikey bileske denir, ikincisi ise o bilegke funktoru

vasitasiyla elde edilir buna da yatay bilegske denir.

Verilen iki G, §’ 2-kategorileri i¢in, bunlar arasindaki bir

F: g6 —- ¢

2-funktoru, objeler arasindaki
Fo: Gy — Gy
doniigimi ile, G icindeki herhangi A, B objeleri icin bileske ve birimleri koruyan
Fap: G(A,B) — G (FA FyB)
funktorlarindan olugur, yani her bir A, B, C' obje ficliisii i¢in ve D € Gy igin,
Fpo(=)oFap(—) = Fac(=)veiFD(-) = Fppi(—)

dir.

Verilen iki F, E : G — G’ 2-funktoru icin, bir ¥ : F = E 2-dogal doniisiimii, § nin her

bir A objesini 9A € G (FyA, EyA) morfizmine kargilik getiren bir déntigiimdiir. Burada
her bir A, B obje ikilisi i¢in

Fa B

S(A, B) G'(FA,FB)

EA,Bi iﬁBo

§(EA,EB) ——+ 9 (FA, EB)
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diagrami komiitatif olmalidir. Bdylece 2-morfizmler i¢in diagramin kosulu f,g €

G (A, B) i¢in

A FA Ea

3|

Fa wB FEB

seklinde yazilabilir. Eger her bir A objesi i¢in ¥A bir izomorfizm ise ¢ 2-dogal

doniigimiine 2-dogal izomorfizm denir.

3.3 2-profinite gruplar

Bu kesimde bir profinite grubun kategorilegtirilmig bi¢imi tanimlanacak ve adina 2-
profinite grup denilecektir. Ayrica profinite ¢aprazlanmig modiiller kategorisi ve profinite

cat-1 gruplar1 kategorisinin 2-profinite grup kategorisine denk oldugu gosterilecektir.

Tanim 3.1 1-morfizmlerinin ve 2-morfizmlerinin aileleri birer profinite grup olan 2-kategoriye

2-profinite grup denir.

Ornek 3.1 Herhangi bir P profinite grubu icin Py = AutP ve P, = Px AutP tammlansin.
Py ve Py birer profinite gruptur ([1], [9]). Burada s(p,F) = F, t(p,F) = Ad, o F
(Ad, siirekli adjoint etkiyi gostermektedir), i(p) = (e,p) ve (p/, F') o (p, F) = (p'p, F)
tanimlamalar1 yapilirsa, 1-morfizmleri P, in elemanlar1 ve 2-morfizmleri P; in eleman-
larindan olusan ve tek bir P objesine sahip bir 2-kategori elde edilir. Burada Fy ve P;

birer profinite grup oldugundan, elde edilen 2-kategori bir 2-profinite grup olur.
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Tanim 3.2 2-profinite gruplar arasindaki bir morfizm, profinite gruplar kategorisi iginde
bir funktordur. 2-profinite gruplarin 2-morfizmi ise yine profinite gruplar kategorisi i¢indeki
bir dogal doniigiimdiir. Boylece 2-profinite gruplar, bunlar arasindaki funktorlar ve dogal
dontigiimlerin olusturdugu bir 2-kategori elde edilir. Bu kategoriyi 2-ProGrp ile goste-

recegiz.

2-gruplarin kategorisi ile cat-1 gruplarin kategorisinin ve gruplarin ¢aprazlanmig mo-
diillerinin kategorisi arasinda bir denkligin mevcut oldugu bilinmektedir. Bu denkliklerin
ispat1 [7], [2] gibi birgok kaynakta bulunabilir. Burada benzer denklik, 2-profinite gruplar

i¢in incelenecektir.

Teorem 3.3 Profinite caprazlanmig modiil kategorisi ile profinite cat-1 grup kategorisi

denktir.

ispat. X = (6 : S — R) bir profinite ¢aprazlanmig modiil olsun. Buradan bir profi-

nite cat-1 grup elde edilmelidir. R nin S tizerine siirekli etkisi yardimiyla
G=SxR=A{(s,r)|s€S, reR}
grubu tanimlanabilir. Ve
G=SxR>R5SxR

s, t, e siirekli grup homomorfizmleri

s: SxR — R t: SR — R

(s,7) +— s(s,r)=r (s,7) +— t(s,r)=r1d(s)

e: R — S xR
r o— e(r)=(1r)

bi¢ciminde tanimlanabilir. Burada,

Kert = {(s,r) | t(f,r) =rd(s) =1}
= {(s:0(7)}
Kers = {(s,r)|s(s,r)=r=1}

{
= {(s 1}

bicimindedir. Biitin bunlara gore,

(te) (r) = t(e(r)) =t(Lr)
= (1) =r=1g(r)
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ve

(se)(r) = s(e(r)) =s(1,r)
= r=1Ig(r)

elde edilir.

cat2)
z=(s,0 (s)_l) € Kert

ve
= (s',1) € Kers
i¢in
ry = (5,6 (s)") (', 1) = (s9(s),",0(s) ")
yr=(s',1) (5,8 (s)7") = (s 15,6 (s)7")
bulunur. Burada (§ : S — R) bir profinite ¢aprazlanmig modiil oldugundan (CM2) geregi
s, s €8 icin
5(s),' =0(s"), =s"s's

oldugundan,

esitligi saglanir. Bu ise
Y = Yx

esitligini saglar. Oyleyse, (G, R, s,t,€) bir profinite cat-1 grup olur.

Tersine e = (G, R, s,t, e) bir profinite cat-1 grup olsun, buna gore,
G%RLG

s, t, e strekli grup homomorfizmleri i¢in (te) = Ix , (se) = Ig ve [Kers, Kert] = 1 yani
x € Kers ve y € Kert i¢in zy = yx dir. Buradan S = Kers ve § = t|gers tanimlansin
ve R nin S tizerine siirekli etkisi de

RxS — S

(r,s) — ry=-e(r)se (7“)_1

seklinde tanimlansin. O halde
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CM1)re R ves e S igin

5(ry) = t(r) =t(e(r)se(r)™)
(

olur.

CM2) s,s € Ker s igin

d(s)y = t(s)y=el(t(s)se(t(s)”

bulunur, burada e (t(s7'))s € Kerk t ve s € Kers oldugundan s’ - e(t(s7!))s =
e(t(s7h)s- s dir. Boylece(S, R,d) profinite gaprazlanmig modiildiir. Buna gore profi-
nite ¢caprazlanmig modiil kategorisi ile profinite cat-1 grup kategorisi arasinda bir denklik

bulunur. O

Teorem 3.4 Profinite ¢aprazlanmig modiil kategorisi ile profinite 2-grup kategorisi denk-

tir.

Ispat. X = (G,H,0) = (0 : H— @) bir profinite ¢aprazlanmig modiil olsun. G nin

H tizerine stirekli bir sol etkisi mevcut oldugundan,
HxG={(h,g)|heH, 6 geG}

yaridirekt garpim grubu olugturulabilir. Buna goére Gy = {x}, G; = G1, Go = H x G
profinite gruplari ele alinsin. G profinite grubunun elemanlari, * objesinden yine * obje-
sine giden siirekli 1-morfizmler olarak isimlendirilsin ve (G5 profinite grubunun elemanlar:
da stirekli 2-morfizmler olarak isimlendirilsin ve bu siirekli 2-morfizmleri i¢in once s, t ve
¢ doniigtimleri

s: HxG — G t: HxG — G
(h,g) + s(h,g)=g (h,g) + t(h,g)=20(h)
ve
1. G — H G
g — i(g)=(eyg)
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seklinde tanimlansin. Burada

olup

m: HxG ¢x;(HxG) — HxG
((h,9),(G,0(h)g)) = m((hg),(5,0(h)g)) = (h.g)e (5,0 (h)g) = (ih,9)

seklinde bir kompozisyon tanimlanir. Bu kompozisyona stirekli 2-morfizmlerin dikey (ver-

tical) kompozisyonu denilecektir. Burada

i(g9) = (e,9)

siirekli 2-morfizmlerin dikey kompozisyonunun birim elemanidir.

(6(h)g)(0(h")g")

VH

(h)g 3(h")g’

5(h)gd(h')g = d6(h) g6 (h)g " gd

Il
(o9
—~
>
~—
(o)
—~~
e
<
~—
Q
Q

(cm1 den)

(0 grup homomorfizm)

I
(o)
—~
>
<
<
~—
N
<

olup
(h,g)o (I, g') = (hgw,g9")
olarak tamimlanir, bu sekilde tanimlanan kompozisyona siirekli 2-morfizmlerin yatay (horizan-

tal) kompozisyonu denilecektir.

Son olarak siirekli 2-morfizmler igin tanimlanan bu iki (vertical ve horizantal) kom-

pozisyonun bilegkelerin degigim kuralini(interchange law) sagladigini gosterelim. Bunun
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icin
[(h.g) o (5.0 (h)g)lel(h,g') & (5,6 (R)g)] = [(h.g) o (K,g)]e[ (5.0 (h)g) o (j',0(h)g)]
esitliginin saglandigi gosterilmelidir. Burada esitligin sol tarafi
(Gh,g) o ("W, g") = (ih gjrw: 99') (%)
ve sag tarafi
(hgws99') » (3 (5 () 9),:6 (1) g5 (W) g') = (3 (0 (k) g, hawr,99) (%)

olup, bilegkelerin degisim kuralimin saglandiginin gésterilmesi igin (%) = () oldugu, yani,

(it gym:99) = (56 (1) 9), hawe. 99

oldugu gosterilmelidir.

Jhgjw = Jjhgjygn
= jhgyh™ hgy

- ] (hgjlh_l) hgh’
= J(0(h) g)j/ han

olup bilegkelerin degisim kurali saglanmig olur. O halde
G=({x},G,H xG)

bir profinite 2- gruptur.

Tersine G = ({*}, G4, G2) bir profinite 2-grup olsun. Buna gore z,y € G ve f :

r =y € (5 i¢in



ve

olup
Kers=H ={h € Gy|s(h)=1Idg}

tanimlansin. G profinite grubunun Ker = H {izerine stirekli etkisi

Gy x Kers — Kers
(x,h) — xp=e(z)he(z)”"

seklinde ve
0: Kers — Gy
h  +— §(h)=t(h)

seklinde tanimlansin. Tanimlanan G, in Kers tizerine siirekli etkisi yardmiyla
Kers x Gy ={(h,x) | h € Kers,z € G}

kiimesi tanimlanabilir, bu kiime

(h,x) (g, h) = (hag, xy)
carpimiyla bir grup olusturur. Bu grup ayni zamanda bir profinite grup olur. Ayrica
Gy = Kers x (G4

dir. Dolaywsiyla ({*},G1, Kers x G1) bir profinite 2-grup olur. Buna gore

s: KersxG; — Gy t: KersxG; — Gh
(h,x) — s(hyx)=uz (h,x) — t(h,x)=46(h)x

aliirsa,

olup (h,z) ile (W', (h) x) stirekli 2-morfizmlerinin dikey kompozisyonu
(h,z) e (W',0 (h)x) = (I'h, )

seklinde olacaktir. Boylece
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CM1)

§ (e (x) he (z71))

de (2))8 (h) 4 (e (x)) "
= (te) (z)d (h) (te) (1)
= x5 (h)x!

olur. Ayrica Gy = Kersx (G igindeki siirekli 2-morfizmlerin kompozisyonlarinin bilegkelerin

degisim kural saglamasi gerektiginden,

[(h,z) e (B,5(h)z)]o[(g,y) o (g',0(g9)y)] = [(h,x) o (g,y)|e[(R,d(h)z)o (g0 (g)y)]
olmalidir, buna gore

(W'h,x) e (g'g,y) = (hxy,xy)o (R (0 (h)x)g',d(h)xd(g)y)
(W hagy, y) = (W' (0h (v)) g'hzy, 2y)

esitligi saglanmaktadir, o halde
Whryy = ' (6h(2)), hz,
elde edilir. Buradan
W (0h(z))y hry = h'hzg,

_ !
= hhxgyx,

= h’hxg/h’lhxg

olup
5(h(x), = (6h),,
= hl’g/hil
elde edilir. m =z, € Kers ve h € Kers olup
Shpm = hmh™*

elde edilir. Boylece (Kers,G1,d) bir profinite gaprazlanmig modiildir. O

Teorem 3.5 Profinite cat-1 gruplar kategorisi ile 2-profinite gruplar kategorisi denktir.

Ispat. (=) (G, C,s,t,e) bir profinite cat-1 grup olsun. Buna gore

GéciSNG
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seklindeki s, ¢, e stirekli grup homomorfizmleri igin
1) se = Id,, te = 1d.
2) [Kers, Kert] =1

saglanir. Burada Kers = {h | s(h) =1} = H olup C grubunun Kers iizerine,

C

0: H —
h +— §(h)=t(h)

C x Kers — Kers
(c,h) — ¢, =e(c)he (c)f1

stirekli etkisi yardimiyla ¢, = e () he (z) "
Kers x C ={(h,c) | h € Kers,ce C}
(h,c)o(h', ) = (hcp, ec) arpimina sahip yaridirekt ¢arpim grubu olugturulabilir. Ayrica
Kers xC=G

oldugundan, (Kers x C,C, s,t,e) de bir profinite cat-1 grup olugturur, burada

s: Kersx(C — C
(h,c) — s(h,c)=c

t: Kersx(C — C
(h,c) — t(h,c)=0(h)c

seklinde tanimlanir. Dolayisiyla

Kers = {(h,¢)|s(h,c)=c=1}

- {(wow)
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bulunur ve (h,1) € Kers , (h’, ) (h’)_l) € Kert icin

(h,1)o (W, 6(K)™) = (hlp,6 (W) ) =L, 1) =>hh =1 §() =1 =H=1
(W, 6 (h) Yo(h, 1) = (W3 (R), "6 (B)) = (1,1) = W' ('), =1 = hh' elde edilir.

Burada Cy = {x} C; = C ve Cy = Kers x C gruplan igin,

c

H

* (h,c) *
AN A
\/
d(h)e

(h,c) € Cy = Kers x C, ¢,§ (h)c € Cy = C olur. Kers x C igindeki (h, ¢) seklindeki

elemanlarin iki degisik kompozisyonu tanimlanabilir. Birincisi

x = * (k' h,c) *
AN
5(}1)6 J(h/h)c
(W ,gkh)c)
(h'h)c

olup,
(h,c) e (W, (h)c) = (h'h,c)

elde edilir buna dikey kompozisyon denir. Ayrica

/\/\ e B
“ \“/ - . e

d(h)c

olup
(h,c) o (g,¢") = (heg, )
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biciminde tanimlanan kompozisyona yatay kompozisyon denir. Burada

§ (heg)ed = t(hey)ced

= t(h)t(cg)cd

= §(h)t(e(c)ge(c) Mee

= 5(h) (te) ()t (g) (te) (¢ ") e
= §(h)ed(g)c el

= §(h)ed(g)c

dir. Simdi de bu iki kompozisyon arasinda bilegkelerin deigim kuralinin sagladigini

gosterelim.

c c

/[\/ﬂ\

(he) X (gvcl) *
° 7

\v v
3(h)c 5(9)
(h' ,9th)c) (¢’ 949)c)

8(h'h)e (g'g)c’

*

[(h,c) e (W, 6 (h)c)l o [(g,c) e (g,0(g)c)] = [(h,c)o (g, )] e [(W,d(h)c)o (g0 (g) )]

egitliginin saglandigini gostermeliyiz. Yani
= (W'h.¢) o (g'9,¢') = (heg,ec) o (W (3 (R) ), 6 () b (g) 9)

= (Whegy,cd) = (h/ (6 (h)c), ,cc’) esitligi saglanmalidir, buna gore birinci

bilegenlerin egit olmasi gerekir. Yani,
Whegy =h (0 (h)c), hey
esitligi saglanmalidir. Buradan,

h'hege, = W (6(h))
hey = 6(h), h

Cg/ th

* saglanmalidir. [ = ¢y € Kers, h € Kers icin profinite cat-1 grup sartindan,

ho (h~1), =lh
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olup
h='6 (h), = Ih™*
yazilabilir. O halde,
§(h), = hih™!

elde edilir. Buna gore (x) esitligine geri donersek, 6 (h), h = 8 (h),h = hih='h = hi =

he, bulunur yani KersxC igindeki (h, ¢) elemanlarinin dikey ve yatay kompozisyonlarinin

Cgl

bileskelerin deigim kuralini sagladigi gosterilmis olur. Buna gore

C = ({x},C,KersxC)
= (Co={x},C1=C,Cy = Kers xC)

bir profinite 2-grup olusturur.

(<) Tersine € = ({*},G1, G2) bir profinite 2-grup olsun.

T 1l

i¢in
Kers=H ={h € Gy|s(h)=ldg}
ve
o: H —
h — 5(h):t(h)
o=t/H

morfizmini tanimlayalim. Gy in Kers iizerine



o4

Gy x Kers — Kers
(x,h) — xp =e(z)he(z)”"
siirekli etkisi yardimiyla,

Kers x Gy = {(h,z)|h e Kers,xz € Gy}

(h,z)(g9,y) = (hxy,xy)

¢arpimina sahip grubu tanmimlayalim.

s Kers x Gy — G
(h,z) =s(h,z) ==z

t: KersxG; — G
(h,z) — t(h,x)=46(h)z

G
r — e(r)=(1,2)
siirekli morfizmlerinini tamimlayalim. Bunlar i¢in

1) (se) (z) = s(e(2) = s (Lz) = o = Id,
(te) (z) =t(e(x)) =t(Lz)=6(1)x
—z=1Id(z) ol
2) Kers={(h,x)[s(h,x)=1} ={(h,1)}

Kert = {(h,z) | t(h,z) =1} = {(h,6 (h™))} olup, [Kers, Kert] = 1 yani (h,1) €
Kers, (h’, o (h’)_l) € Kerst i¢in

1

(h, 1) (R',5 (A)71) (A, 1)1 (W, 6 (R')™") " = (1,1) oldugunu gésterelim. Burada
(h,2)™" = (w5, 07")
olup
-1 -1 —1\—1 -1 -1
(h,1) (B8 ()Y (h, 1) (6 ()Y = (hh’é (W48 () (g, ) ,1) —(1,1)
olmalidir. Burada profinite 2-grup ic¢in saglanan bilegkelerin degisim kuralindan

5 (W), = () R



%)

olup

hh's (W), (5 R (h’))hH = RS (), (W)
= A (W) PRI (R
— hh!

=1

bulunur. Yani

[Kers, Kert] = 1

elde edilir. O halde

(Kers x G1,Gy, s,t,e)

bir profinite cat-1 grup olur.

G1 s X Gy



56

SONUC ve ONERILER

Bir profinite grup, Hausdorff, kompakt ve tamamen baglantisiz olan bir topolojik
gruptur. Buna denk olarak, ayrik sonlu gruplarin bir ters sisteminin ters limitine izomorf
olan bir topolojik gruba profinite grup denir. Bu tezde profinite gruplar kategorisindeki
internal kategori incelenmis ve elde edilen internal kategorinin, profinite caprazlanmis
modiiller ile denk yapilar oldugu tespit edilmigtir. Ayrica bir objesi olan, 1-morfizmlerinin
ve 2-morfizmlerinin aileleri birer profinite grup olan 2-kategori, 2-profinite grup olarak

tanimlanmig ve bunun da yine profinite caprazlanmig modiillere denk oldugu gosterilmigtir.

Bundan sonraki lisans tistii ¢aligmalarda bu tezde ele alinmamig olan profinite simplisel
gruplar ile 2-profinite gruplar arasindaki iligkiler incelenebilir. Yani, Moore kompleksinin
uzunlugu 1 olan profinite simplisel gruplar kategorisi ile 2-profinite gruplar kategorisinin

denkligi gosterilebilir.



[10]
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