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ÖZET

Grupların Örgülü Çaprazlanmış Modül Kategor s n n Ceb rsel ve Kategor ksel
Yapısı başlıklı yüksek l sans tez , dört bölümden oluşmaktadır. Öncel kle, gruplar ç n
çaprazlanmış modül ve örgülü çaprazlanmış modül kavramlarının ceb rsel tanımlarıyla
b rl kte örneklere yer ver lm şt r. Daha sonra örgülü çaprazlanmış modül ve morf z mler le
oluşturulan kategor n n b r alt kategor s olan G-tabanlı örgülü çaprazlanmış modül
kategor s nde çarpım obje, ger çekme obje, eş tley c ve eş-eş tley c objeler araştırılmıştır.
Düzenl kategor tanımı hatırlatılarak gruplar üzer nde örgülü çaprazlanmış modül
kategor s n n düzenl kategor olduğu göster lm şt r. Örgülü çaprazlanmış G-modül
kategor s n n düzenl kategor n n bazı özell kler ne sah p olduğu detaylı olarak
açıklanmıştır. B r kategor de bağıntı kavramıyla tam kategor tanımına yer ver lm şt r.
Buradan örgülü çaprazlanmış modül kategor s n n b r tam kategor olduğu ve bağıntı
kategor s nşaa ed leb leceğ görülmüştür.

Anahtar Kel meler: Tam Kategor , Çaprazlanmış Modül, Örgülü Çaprazlanmış
Modül, Düzenl Kategor , Bağıntı Kategor .
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SUMMARY

Th smaster thes s, t tled Algebra c and Categor cal Structure of Categor es of Bra ded
Crossed Modules of Groups, cons sts of four chapters. In the f rst all, we recall some not ons
wh ch s related to the not on of crossed modules and bra ded crossed modules of groups and
also there ex st examples of crossed modules and bra ded crossed module of groups. Later,
we nvest gate product object, pullback object and equal zer and co-equal zer objects of G-
module category wh ch s a subcategory w th a bra ded crossed modules and morph sms.
After we rem nd def nat on of regular category, We nd cate to be bra ded crossed module of
groups s a regular category. We nvest gate deeply bra dedG-module category of groups has
some property of regular category. Later, there s ex st the not on of relat on and def nat on
of exact category of any category. Hence, we nd cate to be bra ded crossed module category
s a exact category and reveal to be relat on category s could be construct.

Keywords: Crossed Module, 2-Crossed Module, Exact Category, Bra ded Crossed
Module, Regular Category, Relat on Category.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

S mgeler Açıklama
/ Bölüm grubu
▹ Normal alt grup

Kısaltmalar Açıklama
XMod Çaprazlanmış modüller kategor s
XMod/G G grubu üzer nde çaprazlanmış modüller kategor s
BCM/G G grubu üzer nde örgülü çaprazlanmış modüller kategor s
BCM Örgülü çaprazlanmış modüller kategor s
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

Tez çalışmamızda lk olarak gruplar ç n çaprazlanmış modül ve örgülü
çaprazlanmış modül kavramlarına yer ver lecekt r. Daha sonra gruplar ç n örgülü
çaprazlanmış modül kavramının kategor ksel özell kler nden bahsed lecekt r. Örgülü
çaprazlanmış modüllerde kategor ksel özell klerden faydalanılarak gruplar ç n
çaprazlanmış modüllerde düzenl kategor ve örgülü çaprazlanmış modüller n b r düzenl
kategor olduğu göster lecekt r. Düzenl kategor n n özell kler gruplar ç n örgülü
çaprazlanmış modüllere taşınarak göster lecekt r. Daha sonra örgülü çaprazlanmış G-modül
kategor s n n aynı zamanda b r tam kategor olduğundan bahsed lecekt r. Son olarak, örgülü
çaprazlanmış G-modül kategor s n n b r bağıntı kategor s oluşturduğu göster lecekt r.

∂ : C → G

grup homomorf zm ,
C ×G → C

(c, g) 7→ cg

G grubunun C grubu üzer ne etk s le b rl kte her c, c′ ∈ C ve g ∈ G ç n

CM1) ∂(cg) = g−1∂(c)g

CM2)
(
c
′)∂(c)

= c−1c′c

şartları sağlanıyorsa b r çaprazlanmış modül adını alır ve (C,G, ∂) le göster l r.

∂ : C → G

çaprazlanmış modül olmak üzere

{−,−} : G×G→ C

örgü dönüşümü le b rl kte her x, x′, y, y′ ∈ G ve a, b ∈ C ç n

BCM1) {x, yy′} = {x, y}y
′ {
x, y

′}
BCM2) {xx′, y} = {x′, y} {x, y}x

′

BCM3) ∂ {x, y} = [y, x]

BCM4) {x, ∂a} = a−1ax
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BCM5) {∂b, y} = (b−1)
y
b

şartları sağlanıyor se ∂ : C → G gruplar üzer nde örgülü çaprazlanmış modül adını alır.
Örgülü çaprazlanmış G-modül tanımından ve çaprazlanmış modüller n kategor ksel
yapılarından yararlanarak, örgülü çaprazlanmış G-modüller kategor s nde çarpım obje, ger
çekme obje, eş tley c ve eş-eş tley c obje bel rlenm şt r.

Barr(1971), tez çalışmasında düzenl kategor kavramına yer verm şt r. B z m
amacımız öncel kle bu çalışmadan yola çıkarak gruplar ç n örgülü çaprazlanmış
G-modüller kategor s n n düzenl kategor olduğunu göstermek ve lg l bazı özell kler
detaylarıyla vermekt r. Ayrıca, b r düzenl kategor olan tam kategor n n şartlarının örgülü
çaprazlanmış G-modül kategor s ç n geçerl olduğu sonucuna varmaktır. Son olarak,
örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s n n b r bağıntı kategor s oluşturduğunu
göstermekt r.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Çaprazlanmış modül kavramı lk olarak Wh tehead (1949) tarafından
tanımlanmıştır. Wh tehead, homotop teor üzer ne çalışmaları sırasında çaprazlanmış
modül kavramına yer verm şt r. Bu kavram daha sonra matemat ğ n b rçok uğraşma
alanında yer almaya başlamıştır. Homoloj , gruplarda ve ceb rde kohomoloj , homotop
teor bu alanlardan bazılarıdır. Wh tehead çaprazlanmış modül kavramını öncel kle grup
yapısı üzer nde tanımlamıştır. Daha sonra bu ceb r yapısına da aktarılmıştır. Brown ve
Spencer (1976) çaprazlanmış modüller n yapısının topoloj k gruplardak temel grubo dler n
yapısı le benzer oduğunu öne sürmüştür. Asosyat f ceb rler üzer ndek çaprazlanmış modül
kavramı lk olarak Lue (1966) tarafından tanımlanmıştır. Değ şmel ceb rler ç n
çaprazlanmış modül kavramına Porter (1986) çalışmalarında yer verm şt r. Arvas ’n n
(2003) değ şmel ceb rler ç n çaprazlanmış modüller le lg l b rçok çalışması vardır.

Çaprazlanmış modül kavramı, 2-çaprazlanmış modül kavramı ve özel hal olan
örgülü çaprazlanmış modül kavramlarının tanımlanmasında temel oluşturmuştur. Örgülü
çaprazlanmış modül kavramı gruplar ve grubo dler ç n Brown ve G lbert (1989) tarafından
tanımlanmıştır.

Düzenl kategor ve Tam kategor kavramları modern kategor ksel ceb rde öneml
b r rol oynamaktadır. Düzenl ve Tam kategor ler kümeler, (değ şmel ) gruplar, değ şmel
halka üzer nde modüller ve halkalar kategor s n n bazı tamlık özell kler n aks yom ze
etmede yararlıdırlar. Düzenl kategor kavramı lk kez Barr (1971) tarafından
tanımlanmıştır. Toplamsal (add t ve) kategor ler ç n tam kategor kavramı Qu llen (1973)
tarafından tanımlanmıştır. Barr (1971) se toplamsal olmayan kategor ler ç n tam kategor
kavramını tanımlamıştır.
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3. ÖRGÜLÜ ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER
KATEGORİSİ

Bu bölümde gruplar üzer nde çaprazlanmış modül ve örgülü çaprazlanmış modül
kavramları tanıtılıp örneklere yer ver lecekt r.

3.1 Çaprazlanmış Modüller Kategor s

Gruplar üzer nde çaprazlanmış modül kavramı, Wh tehead (1949) tarafından
tanımlanmıştır. Wh tehead, bu yapıyı 2-t p homotop gruplar le lg l çalışmasında
ncelem şt r. Ayrıca konuyla lg l olarak, Porter (1978) , Shammu (1992), Arvas ve
Ege’n n (2003) çalışmaları vardır.

Tanım 3.1
∂ : C → G

grup homomorf zm ,
C ×G → C

(c, g) 7→ cg

G grubunun C grubu üzer ne etk s le b rl kte her c, c′ ∈ C ve g ∈ G ç n

CM1) ∂(cg) = g−1∂(c)g

CM2) (c′)
∂(c)

= c
−1
c′c

şartlarını sağlıyorsa b r çaprazlanmış (crossed) modül adını alır ve (C,G, ∂) le göster l r.

Eğer sadece CM1) şartı sağlanıyorsa ∂ dönüşümüne ön çaprazlanmış modül den r.

Çaprazlanmış modül morf zm aşağıdak g b tanımlanır.

(C,G, ∂) ve (C ′, G′, ∂′) k çaprazlanmış modül olsun.

C
θ //

∂

��

C ′

∂′

��
G

ψ
// G′
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d yagramı değ şmel , yan

∂′θ = ψ∂

ve

θ(cg) = θ(c)
ψ(g)

olacak şek lde θ : C → C ′ ve ψ : G→ G′ grup homomorf zmler varsa

(θ, ψ) : (C,G, ∂) → (C ′, G′, ∂′)

morf zm ne çaprazlanmış modül morf zm adı ver l r.

Böylece objeler çaprazlanmış modül, morf zmler çaprazlanmış modül morf zm
olan çaprazlanmış modül kategor s elde ed l r ve XMod le göster l r.

Özel olarak G = G′ ve ψ b r m dönüşüm se

θ(cg) = θ(c)g

ve
C

θ //

∂

��?
??

??
??

??
??

? C ′

∂′

~~~~
~~
~~
~~
~~
~~

G

d yagramı değ şmel olduğunda yan ∂′θ = ∂ sağlandığında θ, G-tabanlı b r çaprazlanmış
modül morf zm olur. Bu durumda sab t b r G grubu üzer nde çaprazlanmış modüller n
kategor s elde ed l r ve XMod/G le göster l r.

Örnek 3.1 N grubu, G grubunun normal alt grubu olmak üzere

∂ : N → G

n 7→ n

ç ne homomorf zm ,
N ×G → N

(n, g) 7→ ng = g−1ng

şekl ndek G grubunun N üzer ne etk s le b rl kte b r çaprazlanmış modül yapısı oluşturur.
Bu durumda çaprazlanmış modül aks yomları her n, n′ ∈ N ve g ∈ G ç n
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CM1)
∂(ng) = ng

= g−1ng

= g−1∂(n)g

CM2)
(n′)∂(n) = (n′)n

= n−1n′n

şekl nde kolayca sağlanır.

Örnek 3.2 M b r G-modül olmak üzere

∂ = 1 : M → G

m 7→ 1

aş kar (tr v al) homomorf zm ve

M ×G → M

(m, g) 7→ mg

etk s yle le b rl kte b r çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. Her g ∈ G vem,m′ ∈M ç n

CM1)
∂(mg) = 1

= g−1∂(m)g

CM2)
(m′)∂(m) = (m′)1

= m−1mm′

= m−1m′m

elde ed l r.

3.2 Örgülü Çaprazlanmış Modüller Kategor s

Brown ve G lbert (1989), gruplar üzer nde nd rgenm ş 2-çaprazlanmış modüle denk
olan örgülü çaprazlanmış modül kavramını tanımlamıştır. Bu bölümde gruplar üzer nde
örgülü çaprazlanmış modül kavramı tanıtılıp, örgülü çaprazlanmış modül örnekler ne yer
ver lecektt r.
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Tanım 3.2
∂ : E → G

çaprazlanmış modül
{−,−} : G×G→ E

örgü dönüşümü le b r kte her x, x′, y, y′ ∈ G ve her a, b ∈ E ç n

BCM1) {x, yy′} = {x, y}y
′
{x, y′}

BCM2) {xx′, y} = {x′, y} {x, y}x
′

BCM3) ∂ {x, y} = [y, x]

BCM4) {x, ∂a} = a−1ax

BCM5) {∂b, y} = (b−1)
y
b

şartlarını sağlıyor se gruplar üzer nde örgülü çaprazlanmış modül adını alır ve

{E,G, ∂}

şekl nde göster l r.

Örgülü çaprazlanmış modül morf zm aşağıdak g b tanımlanır:

G×G

f0×f0

{−,−} // E

f1

��

∂1 // G

f0

G′ ×G′
{−,−}′

// E ′
∂2

// G′

Burada;

) f0 ◦ ∂1 = ∂2 ◦ f1

ve

) Her g ∈ G ve her e ∈ E ç n

f1 (e
g) = f1 (e)

f0(g)

olmalıdır. Yan , (f1, f0) b r çaprazlanmış modül morf zm olur. Ayrıca,

) {−,−} : G×G −→ E ve {−,−}′ : G′ ×G′ −→ E ′ örgü dönüşümler ç n,

{−,−}′ (f0 × f0) = f1 {−,−}
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eş tl ğ sağlanmalıdır.

Bu durumda; (f1, f0) : {E,G, ∂1} −→ {E ′, G′, ∂2}morf zm ne örgülü çaprazlanmış
modül morf zm den r.

Böylece objeler örgülü çaprazlanmış modül, morf zmler örgülü çaprazlanmış modül
morf zm olan örgülü çaprazlanmış modüller kategor s elde ed l r ve BCM le göster l r.

Özel olarak G = G′ alınarak, örgülü çaprazlanmış modüller kategor s n n b r alt
kategor s oluşturulur ve BCM/G le göster l r.

Örnek 3.3 {E,G, ∂1} ve {E ′, G′, ∂2} b rer örgülü çaprazlanmış modül olmak üzere,
{C × C ′, G×G′, ∂} b r örgülü çaprazlanmış modüldür.

∂1 : E → G ve ∂2 : E
′ → G′

sırasıyla,
{−,−}1 : G×G→ E ve {−,−}2 : G

′ ×G′ → E ′

örgü dönüşümler le b rl kte k örgülü çaprazlanmış modül olsun. Bu durumda;

∂ : E × E ′ → G×G′

(e, e′) 7→ (∂1(e), ∂2(e
′))

dönüşümü, G×G′ grubunun E × E ′ grubu üzer ne

(E × E ′)× (G×G′) → E × E ′

((e, e′), (g, g′)) 7→ (e, e′)(g,g
′) = (eg, (e′)g

′
)

şekl nde tanımlı etk s le b r çaprazlanmış G × G′-modüldür. Çünkü; her (e, e′), (s, s′) ∈
E × E ′ ve (g, g′) ∈ G×G′ ç n

CM1)

∂((e, e′)(g,g
′)) = ∂(eg, (e′)g

′
)

= (∂1(e
g), ∂2(e

′g′ ))

= (g−1∂1(e)g, (g
′)−1∂2(e

′)g′)

= (g−1, (g′)−1)(∂1(e), ∂2(e
′))(g, g′)

= (g, g′)−1∂(e, e′)(g, g′)
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CM2)
(s, s′)∂(e,e

′) = (s, s′)(∂1(e),∂2(e
′))

= (s∂1(e), (s′)∂2(e
′))

=
(
e−1se, (e′)−1 s′e′

)
=

(
e−1, (e′)−1) (s, s′) (e, e′)

= (e, (e′))−1(s, s′)(e, e′)

eş tl kler elde ed l r.
∂ : E × E ′ → G×G′

(e, e′) 7→ (∂1(e), ∂2(e
′))

dönüşümünün,

{−,−} : (G×G′)× (G×G′) → (E × E ′)

((g, g′), (h, h′)) 7→ ({g, h}1 , {g′, h′}2)

örgü dönüşümü le b rl kte örgülü çaprazlanmış G × G′-modül aks yomlarını sağladığı
aşağıdak şek lde göster l r. Her (g, g′), (h, h′) , (s, s′) ∈ G × G′, (e, e′), (e1, e2) ∈ E × E ′

olmak üzere,

BCM1)

{(g, g′), (h, h′)(s, s′)} = {(g, g′), (hs, h′s′)}
= ({g, hs}1 , {g′, h′s′}2)
= ({g, h}s1 {g, s}1 , {g′, h′}

s′

2 {g′, s′}2)
=

(
{g, h}s1 , {g′, h′}

s′

2

)
({g, s}1 , {g′, s′}2)

= ({g, h}1 , {g′, h′}2)
(s,s′) ({g, s}1 , {g′, s′}2)

= {(g, g′) , (h, h′)}(s,s
′) {(g, g′), (s, s′)}

BCM2)

{(g, g′)(h, h′), (s, s′)} = {(gh, g′h′), (s, s′)}
= ({gh, s}1 , {g′h′, s′}2)
= ({h, s}1 {g, s}

h
1 , {h′, s′}2 {g′, s′}

h′

2 )

= ({h, s}1 , {h′, s′}2)
(
{g, s}h1 , {g′, s′}

h′

2

)
= ({h, s}1 , {h′, s′}2) ({g, s}1 , {g′, s′}2)

(h,h′)

= {(h, h′), (s, s′)} {(g, g′), (s, s′)}(h,h
′)
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BCM3)

∂ {(g, g′), (h, h′)} = ∂({g, h}1 , {g′, h′}2) (∵ {−,−} tanımı )
= (∂1 {g, h}1 , ∂2 {g′, h′}2) (∵ ∂ tanımı)
= ([h, g] , [h′, g′])

= (hgh−1g−1, h′g′(h′)−1(g′)−1)

= (h, h′)(g, g′)(h−1, (h′)−1)(g−1, (g′)−1)

= (h, h′)(g, g′)(h, h′)−1(g, g′)−1

= [(h, h′), (g, g′)]

BCM4)

{(g, g′), ∂(e, e′)} = {(g, g′), (∂1(e), ∂2(e′))}
= ({g, ∂1(e)}1 , {g′, ∂2(e′)}2) (∵ {−,−} tanımı)
=

(
(e−1eg), ((e′)−1(e′)g

′
)
)

=
(
e−1g−1eg, (e′)−1 (g′)−1 (e′) g′

)
= (e−1, (e′)−1)(g−1, (g′)−1)(e, e′)(g, g′)

= (e, e′)−1 (g, g′)−1 (e, e′) (g, g′)

= (e, e′)−1 (e, e′)(g,g
′)

BCM5)

{∂ (e1, e2) , (h, h′)} = {(∂1 (e1) , ∂2 (e2)) , (h, h′)}
= ({∂1 (e1) , h}1 , {∂2 (e2) , h′}2)
=

((
e−1
1

)h
e1,

(
e−1
2

)h′
e2

)
=

(
h−1

(
e−1
1

)
he1, (h

′)−1 (e−1
2

)
h′e2

)
=

(
h−1, (h′)−1) (e−1

1 , e−1
2

)
(h, h′) (e1, e2)

= (h, h′)−1 (e1, e2)
−1 (h, h′) (e1, e2)

=
(
(e1, e2)

−1)(h,h′) (e1, e2)
Örnek 3.4

∂ : G → G

g 7→ g

b r m dönüşümü,
G×G → G

(g1, g) 7→ g−1g1g

etk s le b rl kte b r çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. Her g, g1, g2 ∈ G ç n
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CM1)
∂ (gg1) = (g1)

g

= g−1∂ (g1) g

CM2)
(g2)

∂(g1) = (g2)
(g1)

= g−1
1 g2g1

elde ed l r. ∂ : G→ G dönüşümünün

{−,−} : G×G → G

(g1, g2) 7→ g−1
2 g−1

1 g2g1

örgü dönüşümü le b rl kte örgülü çaprazlanmış G-modül aks yomlarını sağladığı aşağıdak
şek lde göster l r. Her g1, g′1, g2, g′2 ∈ G ç n,

BCM1)

{g1, g2g′2} = (g2g
′
2)

−1g−1
1 g2g

′
2g1

= (g′2)
−1g−1

2 g−1
1 g2g

′
2g1

= (g′2)
−1(g−1

2 g−1
1 g2g1)g

′
2(g

′
2)

−1g−1
1 g′2g1

= (g′2)
−1 {g1, g2} g′2 {g1, g′2}

= {g1,g2}g
′
2 {g1, g′2}

BCM2)
{g1g′1, g2} = (g2)

−1(g1g
′
1)

−1g2(g1g
′
1)

= (g2)
−1(g′1)

−1(g1)
−1g2(g1g

′
1)

= (g2)
−1(g′1)

−1g2g
′
1(g1)

−1g1

= {g′1, g2} g−1
1 g1(g

′
1)

−1g′1g
−1
2 g2

= {g′1, g2} (g′1)−1g−1
2 g−1

1 g2g1g
′
1

= {g′1, g2} {g1, g2}
g′1

BCM3)
∂ {g1, g2} = ∂(g−1

2 g−1
1 g2g1)

= g−1
2 g−1

1 g2g1

= [g2, g1]

BCM4)
{g1, ∂ (g2)} = {g1,g2}

= g−1
2 g−1

1 g2g1

= g−1
2 (g2)

g1
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BCM5)
{∂ (g1) , g2} = {g1, g2}

= g−1
2 g−1

1 g2g1

= (g−1
1 )g2g1

özell kler sağlanır.

Böylece ∂ : G→ G b r m dönüşümü b r örgülü çaprazlanmış modüldür.

Örnek 3.5 Her e, e′ ∈ E ç n,
[e, e′] = (e′)−1e−1e′e

elemanına komütatör elemanı den r. Komütatör elemanların oluşturduğu küme komütatör
normal alt grup olarak adlandırılır ve [E,E] olarak göster l r. Ayrıca [E,E] ⊂ E kapsaması
geçerl olup her s, e, e′ ∈ E ç n [E,E]▹ E olduğu aşağıdak g b göster l r.

s−1 [e, e′] s = s−1(e′)−1e−1e′es

= s−1ee′e−1
(
s (e′)−1 (e′) s−1

)
(e′)−1 s

= s−1ee′e−1s (e′)−1 ((e′) s−1 (e′)−1 s
)

= (e′)−1 (e−1s) e′ (s−1e) ((e′)−1 s (e′) s−1)−1

= [s−1e, e′] [s−1, e′−1]

∂ : [E,E] → E ç ne dönüşümünün eşlen k etk s yle çaprazlanmış E-modül olduğu açıktır.

Ş md ∂ : [E,E] → E çaprazlanmış modülünün

{−,−} : E × E → [E,E]

(e1, e2) 7→ [e1, e2]

örgü dönüşümü le b rl kte b r örgülü çaprazlanmış E-modül olduğunu gösterel m. Her
e1, e2, e

′
1, e

′
2, e, e

′ ∈ E

BCM1)

{e1, e2e′2} = [e1, e2e
′
2]

= (e2e
′
2)

−1 e−1
1 (e2e

′
2) e1

= e1 (e2e
′
2) e

−1
1 (e2)

−1 (e′2)
−1

= e1e2e
′
2e

−1
1 (e2)

−1 (e′2)
−1 e′2(e

′
2)

−1e−1
1 e1

= (e′2)
−1e1 (e2) e

−1
1 (e2)

−1 e′2e
−1
1 e′2e1 (e

′
2)

−1

= (e′2)
−1 [e1,e2e

′
2] [e1, e

′
2]

= (e′2)
−1 {e1, e2} e′2 {e1, e′2}

= {e1, e2}e
′
2 {e1, e′2}
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BCM2)

{e1e′1, e2} = [e1e
′
1, e2]

= e−1
2 (e1e

′
1)

−1 e2 (e1e
′
1)

= e−1
2 (e′1)

−1e−1
1 e2 (e1e

′
1) e

′
1(e

′
1)

−1e2e
−1
2 e1e

−1
1

= e−1
2 (e′1)

−1e2e
′
1e

−1
1 e2e1(e

′
1)

−1(e−1
1 e−1

2 e1)e
′
1

= e−1
2 (e′1)

−1e2e
′
1e

−1
1 e2e1e

−1
2 e′1

= {e′1, e2} {e1, e2}
e′1

BCM3)
∂ {e1, e2} = [e1, e2]

= e−1
2 e−1

1 e2e1

= e1e2e
−1
1

(
e1e2e

−1
1

)−1

= e1e2e
−1
1 e1e

−1
2 e−1

1

= e−1
1 e−1

2 e1e2

= [e2, e1]

BCM4)
{e1, ∂e} = [e1, ∂e]

= (∂e)−1e−1
1 ∂ee1

= e1∂ee
−1
1

(
e1∂ee

−1
1

)−1

= e1∂ee
−1
1 e1(∂e)

−1e−1
1

= ee1e−1

= e−1ee1

BCM5)
{∂e′, e2} = [∂e′, e2]

= e−1
2 (∂e′)−1e2∂e

′

= e′e2(e
′)−1 (∂(e′)e2∂(e

′)−1)

= e−1
2 (e′)−1e2e

′(e′)−1e′

= ((e′)−1)e2e′

koşulları sağlanır. Bu durumda ∂ : [E,E] → E dönüşümü b r örgülü çaprazlanmış E-
modüldür.
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4. KATEGORİKSEL ÖZELLİKLER

Bu bölümde örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s n n çarpım, ger çekme,
eş tley c ve eş-eş tley c objeler ne sah p olduğu göster lecekt r.

4.1 Örgülü Çaprazlanmış G-Modül Kategor s nde
Çarpım Obje

Teorem 4.1 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s çarpım objeye sah pt r.

İspat λ : H → G ve µ : K → G sırasıyla {−,−}H : G×G→ H , {−,−}K : G×G→ K

örgü dönüşümler le b rl kte k örgülü çaprazlanmışG-modül olsun. {H,G, λ} ve {K,G, µ}
objeler n n çarpım objes n bulacağız.

{H,G, λ} {?}
?

oo
?

// {K,G, µ}

H ×G K = {(h, k) | h ∈ H, k ∈ K, λ(h) = µ(k)}

olmak üzere, çarpım obje adayımız

∂ : H ×G K → G

(h, k) 7→ ∂ (h, k) = λ(h) = µ(k)

dönüşümü
(H ×G K)×G → (H ×G K)

((h, k), g) → (h, k)g = (hg, kg)

etk s le b r çaprazlanmış G-modüldür. Çünkü;

CM1)

∂((h, k)g) = ∂(hg, kg)

= λ(hg) (∵ ∂ tanımı)
= g−1λ(h)g (∵ λ çaprazlanmış G-modül)
= g−1∂ (h, k) g (∵ ∂ tanımı)
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CM2)

(h′, k′)∂(h,k) = (h′, k′)λ(h) (∵ ∂ tanımı)
= ((h′)λ(h), (k′)λ(h)) (∵ etk tanımı)
= ((h′)λ(h), (k′)µ(k)) (∵ λ(h) = µ(k))

= (h−1h′h, k−1k′k) (∵ λ ve µ çaprazlanmış G-modül)
= (h, k)−1(h′, k′)(h, k)

şekl nde çaprazlanmış modül aks yomları sağlanır.

Ş md ∂ : H ×G K → G çaprazlanmış G-modülünün

{−,−} : G×G → H ×G K

(g, g′) 7→ ({g, g′}H , {g, g′}K)

örgü dönüşümü le b rl kte örgülü çaprazlanmış G- modül kategor s n n b r objes olduğunu
gösterel m. Öncel kle her (g, g′) ∈ G × G ç n,
∂({g, g′}H , {g, g′}K) = λ({g, g′}H) = µ({g, g′}K) eş tl ğ var olduğundan
{−,−} ((g, g′)) = {g, g′} = ({g, g′}H , {g, g′}K) dönüşümü y tanımlıdır.

Her g, g′, g1, g′1 ∈ G ve (h, k), (h′, k′) ∈ H ×G K ç n,

BCM1)

{g, g1g′1} = ({g, g1g′1}H , {g, g1g′1}K)
= ({g, g1}

g′1
H {g, g′1}H , {g, g1}

g′1
K {g, g′1}K)

= ({g, g1}
g′1
H , {g, g1}

g′1
K )({g, g′1}H , {g, g′1}K)

= ({g, g1}H , {g, g1}K)
g′ ({g, g′1}H , {g, g′1}K)

= {g, g1}g
′
1 {g, g′1}

BCM2)

{gg′, g1} = ({gg′, g1}H , {gg′, g1}K)
= ({g′, g1}H {g, g1}g

′

H , {g′, g1}K {g, g1}g
′

K

= ({g′, g1}H , {g′, g1}K)({g, g1}
g′

H , {g, g1}
g′

K)

= {g′, g1} {g, g1}g
′

BCM3)
∂ {g, g1} = ∂({g, g1}H , {g, g1}K)

= λ {g, g1}H
= [g1, g]
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BCM4)

{g, ∂(h, k)} = {g, λ(h)} (∵ ∂ tanımı)
= ({g, λ(h)}H , {g, λ(h)}K)
= ({g, λ(h)}H , {g, µ(k)}K) (∵ λ(h) = µ(k))

= (h−1hg)(k−1kg)

= (h−1, k−1)(hg, kg)

= (h, k)−1(h, k)g

BCM5)

{∂(h′, k′), g1} = {λ(h′), g1}
= ({λ(h′), g1}H , {λ(h′), g1}K)
= ({λ(h′), g1}H , {µ(k), g1}K)
=

(
(h′)−1)g1 h′, ((k′)−1)g1 k′

=
(
(h′)−1 , (k′)−1)g1 (h′, k′)

= ((h′, k′)−1)g1(h′, k′)

elde ed l r. Ş md

(α, idG) : {H ×G K,G, ∂} → {H,G, λ}
(h, k) 7→ α (h, k) = h

(β, idG) : {H ×G K,G, ∂} → {K,G, µ}
(h, k) 7→ β (h, k) = k

dönüşümler n n örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu gösterel m. Aşağıdak
d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−} // H ×G K

α

��

∂ // G

idG

G×G
{−,−}H

// H
λ

// G

) Her (h, k) ∈ H ×G K ç n,

idG∂(h, k) = idGλ(h)

= λ(h)

= λα (h, k)
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) Her g ∈ G, her (h, k) ∈ H ×G K ç n

α((h, k)g) = α((hg, kg)

= hg

= hidG(g)

= α((h, k))idG(g)

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−}H (idG × idG)(g, g
′) = {−,−}H (g, g′)

= {g, g′}H
ve

α {−,−} (g, g′) = α({g, g′})
= α ({g, g′}H , {g, g′}K)
= {g, g′}H

olup {−,−}H (idG × idG) = α {−,−} eş tl ğ elde ed l r.

Benzer şek lde (β, idG) : {H ×G K,G, ∂} → {K,G, µ} dönüşümünün de b r örgülü
çaprazlanmış G-modül morf zm olduğu göster l r.

ε : D → G dönüşümü {−,−}D : G × G → D örgü dönüşümüyle b rl kte b r
örgülü çaprazlanmış G-modül ve (δ, idG) : {D,G, ε} → {H,G, λ}, (γ, idG) : {D,G, ε} →
{K,G, µ} k örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Bu durumda

{D,G, ε}

(δ,idG)

xxqqq
qqq

qqq
qqq

qqq
qqq

qqq
q

(γ,idG)

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMM

MMM
MM

(ψ,idG)

��
{H,G, λ} {H ×G K,G, ∂}

(α,idG)
oo

(β,idG)
// {K,G, µ}

d yagramını değ şmel yapacak ψ (d) = (δ (d) , γ (d)) şekl nde tanımlı b r tek
(ψ, idG) : {D,G, ε} → {H ×G K,G, ∂} örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm n n var
olduğunu gösterel m.

) Her d ∈ D ç n,

∂ψ (d) = ∂ (δ (d) , γ (d))

= λ(δ (d))

= idGε (d)
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) Her g ∈ G, her d ∈ D ç n

ψ(dg) = (δ(dg), γ(dg))

=
(
δ(d)

idG(g)
, γ(d)

idG(g)
)

= ψ (d)idG(g)

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−} (idG × idG)(g, g
′) = {−,−} (g, g′)

= {g, g′}
= ({g, g′}H , {g, g′}K)

ve

ψ {−,−}D (g, g′) = ψ({g, g′}D)
= (δ {g, g′}D , γ {g, g′}D)
= ({g, g′}H , {g, g′}K)
= ({−,−}H (idG × idG) (g, g

′) , {−,−}K (idG × idG) (g, g
′))

= {−,−} (idG × idG)(g, g
′)

olup {−,−} (idG × idG) = ψ {−,−}D eş tl ğ elde ed l r.

Ayrıca
αψ (d) = α (δ (d) , γ (d))

= δ (d)

βψ (d) = β (δ (d) , γ (d))

= γ (d)

olup (α, idG) (ψ, idG) = (δ, idG) ve (β, idG) (ψ, idG) = (γ, idG) eş tl kler elde ed l r.

Son olarak (ψ, idG) : {D,G, ε} → {H ×G K,G, ∂} örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zm n n b r tek olduğunu gösterel m. (ψ′, idG), (ψ, idG) le aynı özell kte b r örgülü
çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Yan

(α, idG) (ψ
′, idG) = (δ, idG) ve (β, idG) (ψ

′, idG) = (γ, idG)

eş tl kler sağlansın. ψ′ (d) = (h, k) olacak şek lde

(ψ′, idG) : {D,G, ε} → {H ×G K,G, ∂}
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örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm var olsun. Bu durumda

αψ′ (d) = α (h, k) = h = δ (d)

βψ′ (d) = β (h, k) = k = γ (d)

olacak şek lde (ψ, idG) = (ψ′, idG) eş tl ğ elde ed l r.

Böylece {H ×G K,G, ∂} objes {H,G, λ} ve {K,G, µ} objeler n n çarpım objes d r.

4.2 Örgülü Çaprazlanmış G-Modül Kategor s nde Ger
Çekme Obje

Teorem 4.2 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s ger çekme objeye sah pt r.

İspat α : H → G ve β : K → G sırasıyla {−,−}H : G×G→ H , {−,−}K : G×G→ K

örgü dönüşümler le b rl kte k örgülü çaprazlanmış G-modül ve

(f, idG) : {H,G, α} → {C,G, θ}

(g, idG) : {K,G, β} → {C,G, θ}

k örgülü çaprazlanmışG-modül morf zm olsun. ((f, idG) , (g, idG)) morf zm k l s n n ger
çekmeye sah p olduğunu göstereceğ z.

{?}

?

��

? // {K,G, β}

(g,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {C,G, θ}

H ×C K = {(h, k) | f(h) = g(k)}

kümes ger çekme obje adayımız olup, (h, k), (h′, k′) ∈ H ×C K olmak üzere,

(h, k)(h′, k′) = (hh′, kk′)

şlem yle b rl kte H ×C K b r grup olduğunu gösterel m.

G1) Her (h, k), (h′, k′) , (h1, k1) ∈ H ×C K ç n

(h, k) [(h′, k′) (h1, k1)] = (h, k) (h′h1, k
′k1)

= (h (h′h1) , k (k
′k1))

= ((hh′)h1, (kk
′) k1)

= [(hh′) , (kk′)] (h1, k1)
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G2) Her (h, k) ∈ H ×C K ç n

(h, k)(1, 1) = (h1, k1)

= (h, k)

(1, 1)(h, k) = (1h, 1k)

= (h, k)

ve f(1) = g(1) olacak şek lde (1, 1) ∈ H ×C K var olup b r m eleman vardır.

G3) Her (h, k) ∈ H ×C K ç n

(1, 1) = (h, k)(h′, k′) = (hh′, kk′)ve

(1, 1) = (h′, k′)(h, k) = (h′h, k′k)

hh′ = 1 = kk′,

h′h = 1 = k′k

olacak şek lde h′ = h−1 ve k′ = k−1,(h−1, k−1) ∈ H ×C K olduğunu gösterel m: H grup
olduğundan h ∈ H ken h−1 ∈ H vardır. (f, idG) : (H,G, α) → (C,G, θ) ve (g, idG) :

(K,G, β) → (C,G, θ) çaprazlanmış G-modül morf zmler ve H ×C K = {(h, k) | f(h) =
g(k)} ger çekme obje adayımız olmak üzere

f
(
h−1

)
= (f (h))−1 (∵ (f, idG) çaprazlanmış G-modül)

= (g (k))−1 (∵ f(h) = g(k))

= g
(
(k)−1)

eş tl ğ elde ed l r. Buradan (h′, k′) =
(
h−1, (k)−1) ∈ H ×C K olduğu görülür.

∂ : H ×C K → G

(h, k) 7→ ∂(h, k) = α(h) = β(k)

dönüşümünün, örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s n n b r objes olduğunu gösterel m.

∂ : H ×C K → G

grup homomorf zm ,

(H ×C K)×G → H ×C K

((h, k), g) 7→ (h, k)g = (hg, kg)

etk s le b rl kte b r çaprazlanmış G-modüldür. Yan ;

CM1)
∂((h, k)g) = ∂(hg, kg)

= α(hg)

= g−1α(h)g

= g−1∂(h, k)g
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CM2)

(h′, k′)∂(h,k) = (h′, k′)α(h)

= ((h′)α(h), (k′)α(h))

= ((h′)α(h), (k′)β(k)) (∵ α(h) = β(k))

= (h−1h′h, k−1k′k)

= (h−1k−1)(h′, k′)(h, k)

= (h, k)−1(h′, k′)(h, k)

e tl kler sağlanır.

Ş md ∂ : H ×C K → G dönüşümünün

{−,−} : G×G → H ×C K

(g, g′) → {g, g′} = ({g, g′}H , {g, g′}K)

örgü dönüşümüyle b rl kte örgülü çaprazlanmış G-modül aks yomlarını sağladığını
gösterel m.

Her g, g′, g1, g′1 ∈ G ve (h, k), (h′, k′) ∈ H ×C K olmak üzere,

BCM1)

{g, g1g′1} = ({g, g1g′1}H , {g, g1g′1}K)
= ({g, g1}

g′1
H {g, g′1}H , {g, g1}

g′1
K {g, g′1}K)

= ({g, g1}
g′1
H , {g, g1}

g′1
K )({g, g′1}H , {g, g′1}K)

= {g, g1}g
′
1 {g, g′1}

BCM2)

{gg′, g1} = ({gg′, g1}H , {gg′, g1}K)
= ({g′, g1}H {g, g1}g

′

H , {g′, g1}K {g, g1}g
′

K)

= ({g′, g1}H , {g′, g1}K)({g, g1}
g′

H , {g, g1}
g′

K)

= {g′g1} {g, g1}g
′

BCM3)
∂ {g, g1} = ∂({g, g1}H , {g, g1}K)

= α({g, g1}H)
= α {g, g1}H
= [g1, g]
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BCM4)
{g, ∂(h, k)} = {g, α(h)}

= ({g, α(h)}H , {g, α(h)}K)
= ({g, α(h)}H , {g, β(k)}K)
= ((h−1hg), (k−1kg))

= ((h−1, k−1)(hg, kg))

= ((h, k)−1, (h, k)g)

BCM5)

{∂(h′, k′), g1} = {α(h′), g1}
= ({α(h′), g1}H , {α(h′), g1}K)
= ({α(h′), g1}H , {β(k′), g1}K)
= (((h′)−1)g1h′, ((k′)−1)g1k′)

= ((h′, k′)−1)g1(h′, k′)

elde ed l r. Böylece {H ×C K,G, ∂} b r örgülü çaprazlanmış G-modüldür ve

fp1 (h, k) = f (h)

= g (k)

= gp2 (h, k)

olup

{H ×C K,G, ∂}

(p2,idG)

��

(p1,idG) // {K,G, β}

(g,idG)

��
{A,G, α}

(f,idG)
// {C,G, θ}

d yagram değ şmel d r.

Ş md her (h, k) ∈ H ×C K ç n p1 (h, k) = h ve p2 (h, k) = k şekl nde tanımlı

(p1, idG) : {H ×C K,G, ∂} → {H,G, α}

ve
(p2, idG) : {H ×C K,G, ∂} → {K,G, β}

dönüşümler n n örgülü çaprazlanmış G-modül morf zmler olduğunu gösterel m. Aşağıdak
d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−} // H ×C K

p1

��

∂ // G

idG

G×G
{−,−}H

// H α
// G
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) Her (h, k) ∈ H ×C K ç n,

(αp1)(h, k) = α((p1(h, k))

= α(h)

= ∂(h, k) (∵ ∂ tanımından)
= idG∂(h, k)

) Her g ∈ G, her (h, k) ∈ H ×C K ç n

p1((h, k)
g) = p1(h

g, kg)

= hg

= g−1hg

= g−1p1(h, k)g

= p1((h, k))
g

= p1((h, k))
idG(g)

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−}H (idG × idG)(g, g
′) = {−,−}H (g, g′)

= {g, g′}H
ve

p1 {−,−} (g, g′) = p1 {g, g′}
= p1({g, g′}H , {g, g′}K)
= {g, g′}H

olup {−,−}H (idG × idG) = p1 {−,−} eş tl ğ elde ed l r.

Bu durumda (p1, idG), benzer şek lde (p2, idG) b rer örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zm d r.

Ş md herhang b r δ : D → G örgülü çaprazlanmış G-modül ve ç n (p′1, idG) :

{D,G, δ} → {H,G, α} , (p′2, idG) : {D,G, δ} → {K,G, β} örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zmler

(f, idG) (p
′
1, idG) = (g, idG) (p

′
2, idG)

eş tl ğ n sağlasın. Bu durumda (p1, idG) (h, idG) = (p′1, idG) ve (p2, idG) (h, idG)

= (p′2, idG) olacak şek lde, h (d) = (p′1(d), p
′
2(d)) şekl nde tanımlı b r tek

(h, idG) : {D,G, δ} → {H ×C K,G, ∂}
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örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu gösterel m. Aşağıdak d yagramı göz
önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−}D // D

h

��

δ // G

idG

G×G
{−,−}

// H ×C K ∂
// G

) Her d ∈ D ç n,

∂h(d) = ∂(p′1(d), p
′
2(d))

= α(p′1(d))

= δ (d) (∵ p′1 örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm )

= idGδ (d)

) Her g ∈ G, her d ∈ D ç n

h((d)g) = (p′1(d
g), p′2(d

g))

=
(
p′1(d

idG(g)
), p′2(d

idG(g)
)
)

= h (d)idG(g)

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−} (idG × idG)(g, g
′) = {−,−} (g, g′)

= {g, g′}
= ({g, g′}H , {g, g′}K)

ve
h {−,−}D (g, g′) = h({g, g′}D)

= (p′1 {g, g′}D , p′2 {g, g′}D)
= ({g, g′}H , {g, g′}K)

olup {−,−} (idG × idG) = h {−,−}D eş tl ğ elde ed l r.

Bu durumda (h, idG) b r örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm d r. Ayrıca, her d ∈
D ç n

(p1h)(d) = p1(h(d))

= p1(p
′
1(d), p

′
2(d))

= p′1(d)

(p2h)(d) = p2(h(d))

= p2(p
′
1(d), p

′
2(d))

= p′2(d)
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olup (p1, idG) (h, idG) = (p′1, idG) ve (p2, idG) (h, idG) = (p′2, idG) elde ed l r.

Son olarak, (h, idG) morf zm n n tek olduğunu gösterel m: Her d ∈ D ç n h′(d) =

(a, b) şekl nde tanımlı

(h′, idG) : {D,G, δ} → {H ×C K,G, ∂}

morf zm (h, idG) le aynı özell kte yan (p1, idG) (h
′, idG) = (p′1, idG) ve (p2, idG) (h′, idG)

= (p′2, idG) eş tl kler n sağlayan b r örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Bu
durumda, her d ∈ D ç n

(p1h
′)(d) = p′1(d)

p1(h
′(d)) = p′1(d)

p1(a, b) = p′1(d)

a = p′1(d)

ve

(p2h
′)(d) = p′2(d)

p2(h
′(d)) = p′2(d)

p2(a, b) = p′2(d)

b = p′2(d)

olup h′(d) = (a, b) = (p′1(d), p
′
2(d)) = h(d) eş tl ğ elde ed l r. Böylece (h, idG) örgülü

çaprazlanmış G-modül morf zm b r tekt r.

Sonuç olarak

{D,G, δ}

(p′2,idG)

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
??

??
(p′1,idG)

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWW

(h,idG)
OO

OO

''O
OO

O

{H ×C K,G, ∂}

(p2,idG)

��

(p1,idG)
// {K,G, β}

(g,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {C,G, θ}

((f, idG) , (g, idG))örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm k l s ç n ger çekme d yagramı
elde ed l r.

4.3 Örgülü Çaprazlanmış G-Modül Kategor s nde
Eş tley c Obje

Teorem 4.3 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde her morf zm n eş tley c objes
vardır.
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İspat α : H → G ve β : K → G sırasıyla

{−,−} : G×G→ H,

{−,−} : G×G→ K

örgü dönüşümler le b rl kte örgülü çaprazlanmış G-modüller olmak üzere
(f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β} ve (g, idG) : {H,G, α} → {K,G, β} k örügülü
çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. (f, idG) ve (g, idG) morf zmler n n eş tley c s n
bulacağız.

? ? // {H,G, α}
(f,idG) //
(g,idG)

// {K,G, β}

E = {h ∈ H | f (h) = g (h)} ⊆ H olmak üzere, eş tley c obje adayımız

∂ : E → G

h 7→ ∂ (h) = α (h)

dönüşümü
E ×G → E

(h, g) 7→ g−1hg

etk s yle ∂ : E → G b r çaprazlanmış G-modüldür. Çünkü her h, h′ ∈ E ve g ∈ G ç n,

CM1)
∂ (hg) = α (hg)

= g−1α (h) g

= g−1∂ (h) g

CM2
h∂(h

′) = hα(h
′)

= (h′)−1 hh′

şekl nde çaprazlanmış G-modül şartları sağlanır.

Ş md ∂ : E → G çaprazlanmış G-modülünün

{−,−} : G×G → E

(g, g′) 7→ {g, g′} = {g, g′}H
örgü dönüşümü le b rl kte örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s n n b r objes olduğunu
gösterel m. Her g, g′g1, g′1 ∈ G ve h, h′ ∈ E ç n,

BCM1)

{g, g1g′1} = {g, g1g′1}H
= ({g, g1}H)

g′1 {g, g′1}H
= {g, g1}g

′
1 {g, g′1} (∵ {−,−} tanımı)
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BCM2)

{gg′, g1} = {gg′, g1}H
= {g′, g1}H ({g, g1}H)

g′

= {g′, g1} {g, g1}g
′

(∵ {−,−} tanımı)

BCM3)

∂ {g, g′} = ∂ {g, g′}H
= α {g, g′}H
= [g′, g] (∵ α örgülü çaprazlanmış G-modül)

BCM4)

{g, ∂ (h)} = {g, ∂ (h)}H
= {g, α (h)}H
= h−1hg (∵ α örgülü çaprazlanmış G-modül)

BCM5)

{∂ (h′) , g′} = {∂ (h′) , g′}H
= {α (h′) , g′}H
=

(
(h′)−1)g′ h′ (∵ α örgülü çaprazlanmış G-modül)

elde ed l r.

Her h ∈ E ç n j (h) = h olmak üzere

(j, idG) : {E,G, ∂} → {H,G, α}

dönüşümünün örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu gösterel m. Aşağıdak
d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−} // E

j

��

∂ // G

idG

G×G
{−,−}H

// H α
// G

) Her h ∈ E ç n,
αj (h) = α (h)

= ∂ (h)

= idG∂ (h)
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) Her h ∈ E ve g ∈ G ç n,

j (hg) = hg

= g−1hg

= g−1j (h) g

= j (h)idGg

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−}H (idG × idG) (g, g
′) = {−,−}H (g, g′)

= {g, g′}H
ve

j {−,−} (g, g′) = j {g, g′}
= {g, g′}
= {g, g′}H

olup {−,−}H (idG × idG) = j {−,−} eş tl ğ elde ed l r.

Bu durumda (j, idG) morf zm örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm d r.

Ayrıca her h ∈ H ç n

(fj) (h) = f (j (h))

= f (h)

= g (h)

= g (j (h))

= (gj) (h)

olup (f, idG) (j, idG) = (g, idG) (j, idG) elde ed l r.

Ş md herhang b r δ : C → G örgülü çaprazlanmış G-modül olmak üzere
(h, idG) : {C,G, δ} → {H,G, α} örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm (f, idG)

(h, idG) = (g, idG) (h, idG) olacak şek lde ver ls n. Bu durumda

{−,−}C : G×G→ C

örgü dönüşümü tanımlıdır ve

) αh=idGδ

) Her c ∈ C ve her g ∈ G ç n

h (cg) = h (c)idG



29

) {−,−}H (idG × idG) = h {−,−}C özell kler sağlanır. Bu durumda

(j, idG) (φ, idG) = (h, idG)

olacak şek lde b r tek (φ, idG) : {C,G, δ} → {E,G, ∂} örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zm n n var olduğunu gösterel m. Her c ∈ C ç n φ (c) = h (c) olacak şek lde

(φ, idG) : {C,G, δ} → {E,G, ∂}

dönüşümü tanımlanab l r. Çünkü, her c ∈ C ç n

fh (c) = gh (c) ⇒ f (h (c)) = g (h (c))

⇒ h (c) ∈ E

⇒ fh = gh

elde ed l r.

Ş md (φ, idG) dönüşümünün örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu
gösterel m. Aşağıdak d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−}C // C

φ

��

δ // G

idG

G×G
{−,−}

// E
∂

// G

) Her c ∈ C ç n,
∂φ (c) = αh (c)

= idGδ (c)

) Her c ∈ C ve g ∈ G ç n,

φ (cg) = h (cg)

= g−1h (c) g

= h (c)g

= h (c)idG(g)

= φ (c)idG(g)

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−} (idG × idg) (g, g
′) = {−,−} (g, g′)

= {g, g′}
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ve

φ {−,−}C (g, g′) = φ {g, g′}C
= h {g, g′}C
= {g, g′}H (∵ h örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm )

= {g, g′})

olup {−,−} (idG × idG) = φ {−,−}C eş tl ğ elde ed l r.

Ayrıca her c ∈ C ç n

(jφ) (c) = jφ (c)

= φ (c)

= h (c)

olup (j, idG) (φ, idG) = (h, idG) elde ed l r.

Son olarak (φ, idG) morf zm n n tek olduğunu gösterel m. (φ′, idG) : {C,G, δ} →
{E,G, ∂} dönüşümü (φ, idG) dönüşümü le aynı özell kte yan (j, idG) (φ

′, idG) = (h, idG)

olacak şek lde örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Her c ∈ C ç n φ′ (c) = h (c)

olmak üzere
(φ′, idG) : {C,G, δ} → {E,G, ∂}

şekl nde tanımlayalım.

jφ′ (c) = h (c) ⇒ φ′ (c) = h (c)

⇒ h (c) = φ (c)

olup
φ′ (c) = h (c) = φ (c)

elde ed l r. Bu durumda (φ, idG) morf zm tekt r.

Böylece (E, j) k l s ((f, idG) , (g, idG)) k l s n n eş tley c s d r ve

{E,G, ∂} (j,idG) // {H,G, α}
(f,idG) //
(g,idG)

// {K,G, β}

{C,G, δ}

∃!(φ,idG)

OO

(h,idG)

99ssssssssssssssss

d yagramı eş tley c d yagramıdır.
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4.4 Örgülü Çaprazlanmış G-Modül Kategor s nde
Eş-Eş tley c Obje

Teorem 4.4 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategors nde her morf zm n eş-eş tley c objes
vardır.

İspat α : H → G ve β : K → G sırasıyla {−,−}H : G×G → H , {−,−}K : G×G →
K örgü dönüşümler le b rl kte b r örgülü çaprazlanmış G-modül olmak üzere (f, idG) :

{H,G, α} → {K,G, β} ve (g, idG) : {H,G, α} → {K,G, β} k örgülü çaprazlanmış
G-modül morf zm olsun. (f, idG) ve (g, idG) morf zmler n n eş-eş tley c s n bulacağız.

{H,G, α}
(f,idG) //
(g,idG)

// {K,G, β} ? // ?

h ∈ H olmak üzere,K grubunun ((f (h))−1 g (h) elemanlarıyla üret len b r normal alt grubu
N olsun. K/N bölüm grubunu oluşturab l r z. Eş-eş tley c obje adayımız

∂ : K/N → G

kN 7→ ∂ (kN) = β (k)

dönüşümü
K/N ×G → K/N

(kN, g) 7→ (kN)g = kgN

etk s yle ∂ : K/N → G b r çaprazlanmış G-modüldür. Çünkü her kN, k′N ∈ K/N ve
g ∈ G ç n,

CM1)
∂ ((kN)g) = ∂ (kgN)

= β (kg)

= g−1β (k) g

= g−1∂ (kN) g

CM2
(kN)∂(k

′N) = kNβ(k′)

= kβ(k
′)N

= ((k′−1)kk′)N

= (k′N)−1 (kN) (k′N)

şekl nde çaprazlanmış G-modül şartları sağlanır.
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{K/N,G, ∂} ç n örgü dönüşümü

G×G
{−,−}K // K

q // K/N

olmak üzere

{−,−} : G×G → K/N

(g, g′) 7→ {g, g′} = q {g, g′}K = {g, g′}K N

şek lde tanımlanab l r. ∂ : K/N → G dönüşümü, her g, g′g1, g′1 ∈ G ve kN, k′N ∈ K/N

ç n,

BCM1)

{g, g1g′1} = {g, g1g′1}K N
=

(
({g, g1}K)

g′1 {g, g′1}K
)
N

=
((

({g, g1}K)
g′1
)
N ({g, g′1}K)N

)
= ({g, g1}K N)g

′
1 ({g, g′1}K N)

= {g, g1}g
′
1 {g, g′1}

BCM2)
{gg′, g1} = {gg′, g1}K N

=
(
{g′, g1}K ({g, g1}K)

g′
)
N

= {g′, g1}K N ({g, g1}K)
g′ N

= ({g′, g1}K N) ({g, g1}K N)g
′

= {g′, g1} {g, g1}g
′

BCM3)

∂ {g, g′} = ∂ ({g, g′}K N)

= β {g, g′}K
= [g′, g] (∵ β örgülü çaprazlanmış G-modül)

BCM4)

{g, ∂ (kN)} = {g, ∂ (kN)}K N
= {g, β (k)}K N
= (k−1kg)N (∵ β örgülü çaprazlanmış G-modül)
= (kN)−1 (kN)g
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BCM5)

{∂ (k′N) , g′} = {∂ (k′N) , g′}K N
= {β (k′) , g′}K N
=

((
(k′)−1)g′ k′)N (∵ β örgülü çaprazlanmış G-modül)

=
(
(k′)−1N

)g′
(k′N)

=
(
(k′N)−1)g′ k′N

özell kler n sağlar. Böylece {K/N,G, ∂} b r örgülü çaprazlanmış G-modüldür. Ş md ,

(q, idG) : {K,G, β} → {K/N,G, ∂}
k 7→ q (k) = kN

dönüşümünün örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu gösterel m. Aşağıdak
d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−}K // K

q

��

β // G

idG

G×G
{−,−}

// K/N
∂

// G

) Her k ∈ K ç n,
∂q (k) = ∂ (kN)

= β (k)

= idGβ (k)

) Her k ∈ K ve g ∈ G ç n,

q (kg) = (kg)N

= (kN)g

= (kN)idG(g)

= q (k)
idG(g)

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−} (idG × idG) (g, g
′) = {−,−} (g, g′)

= {g, g′}K N

ve
q {−,−}K (g, g′) = q {g, g′}K

= {g, g′}K N
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olup {−,−} (idG × idG) = q {−,−}K eş tl ğ elde ed l r.

Bu durumda (q, idG) morf zm örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm d r.

Ayrıca her h ∈ H ç n

(f (h))−1g (h) ∈ N ⇒ f (h)N = g (h)N

⇒ q (f (h)) = q (g (h))

⇒ (qf) (h) = (qg) (h)

olup (q, idG) (f, idG) = (q, idG) (g, idG) elde ed l r.

Bu durumda
H

f //
g

//

α

��?
??

??
??

??
??

??
K

q //

β

��

K/N

∂

}}{{
{{
{{
{{
{{
{{
{

G

d yagramı değ şmel d r.

Ş md , herhang b r δ : C → G örgülü çaprazlanmış G-modül ve
(γ, idG) : {K,G, β} → {C,G, δ} örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm (γ, idG)

(f, idG) = (γ, idG) (g, idG) olacak şek lde ver ls n. Bu durumda

{−,−}C : G×G→ C

örgü dönüşümü tanımlıdır ve

) δγ=idGβ

) Her k ∈ K ve her g ∈ G ç n

γ (kg) = γ (k)idG(g)

) {−,−}C (idG × idG) = γ {−,−}K özell kler sağlanır. Bu durumda

(φ, idG) (q, idG) = (γ, idG)

olacak şek lde, her kN ∈ K/N ç n φ (kN) = γ (k) şel nde tanımlı b r tek

(φ, idG) : {K/N,G, ∂} → {C,G, δ}
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örgülü çaparzlanmış G-modül morf zm n n var olduğunu gösterel m: Her h ∈ H ç n

φ ((f (h))−1g (h)) = γ ((f (h))−1g (h))

= γ ((f (h))−1) γ (g (h))

= γ ((f (h))−1) γ (f (h)) (∵ γf (h) = γg (h))

= γ ((f (h))−1f (h))

= 1C

olduğundan φ y tanımlıdır.

Ş md (φ, idG) dönüşümünün örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu
gösterel m. Aşağıdak d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−} // K/N

φ

��

∂ // G

idG

G×G
{−,−}C

// C
δ

// G

) Her kN ∈ K/N ç n,

δφ (kN) = δγ (h)

= idGβ (k)

= idG∂ (kN)

) Her kN ∈ K/N ve g ∈ G ç n,

φ (kN g) = φ (kgN)

= γ (kg)

= g−1γ (k) g

= g−1φ (kN) g

= φ (kN)idG(g)

) Her (g, g′) ∈ G×G ç n,

{−,−}C (idG × idG) (g, g
′) = {−,−}C (g, g′)

= {g, g′}C
ve

φ {−,−} (g, g′) = φ ({g, g′}K N)

= γ ({g, g′}K)
= {g, g′}C (∵ γ örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm )
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olup {−,−}C (idG × idG) = φ {−,−} eş tl ğ elde ed l r.

Ayrıca her k ∈ K ç n

(φq) (k) = φ (kN)

= γ (k)

olup (φ, idG) (q, idG) = (γ, idG) elde ed l r.

Son olarak (φ, idG) morf zm n n tek olduğunu gösterel m.
(φ′, idG) : {K/N,G, ∂} → {C,G, δ} dönüşümü (φ, idG) dönüşümü le aynı özell kte yan
(φ′, idG) (q, idG) = (γ, idG) olacak şek lde b r örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm
olsun.

(φ′, idG) : {K/N,G, ∂} → {C,G, δ}
kN 7→ φ′ (kN) = c

şekl nde tanımlayalım. Her k ∈ K ç n,

φ′q (k) = γ (k) ⇒ φ′ (kN) = γ (k)

⇒ c = φ (kN)

olup
φ′ (kN) = c = φ (kN)

elde ed l r. Bu durumda (φ, idG) morf zm tekt r.

Böylece (K/N, q) k l s ((f, idG) , (g, idG)) k l s n n eş-eş tley c s d r ve

{H,G, α}
(f,idG) //
(g,idG)

// {K,G, β} (q,idG) //

(γ,idG)

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMM

{K/N,G, ∂}

∃!(φ,idG)

��
{C,G, δ}

d yagramı eş-eş tley c d yagramıdır.
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5. DÜZENLİ KATEGORİLER

Gruplar üzer nde düzenl kategor kavramı lk olarak Barr (1992) tarafından
tanımlanmıştır. Bu bölümde gruplar üzer nde çaprazlanmış G-modül ve örgülü
çaprazlanmış G-modül kategor s n n düzenl kategor olduğu göster lecekt r. Ceb rler ç n
benzer çalışma Gülsün (2012) de yer almaktadır.

5.1 Düzenl Kategor

Tanım 5.1 C kategor s aşağıdak şartları sağlıyorsa düzenl kategor adını alır.

) C sonlu bütündür (f n tely complete);

) C kategor s ndek herhang f : X −→ Y morf zm ç n

Z

p1

��

p0 // X

f

��
X

f
// Y

ger çekme d yagramı ve f morf zm n çek rdek k l s olarak adlandırılan Z
p0
⇒
p1

X morf zm

k l s n n eş-eş tley c s vardır;

) C kategor s ndek f : X −→ Y morf zm ç n

W

g

��

// X

f

��
Z // Y

ger çekme d yagramında, f düzenl ep morf zm se g morf zm de düzenl ep morf zmd r.

Bazı düzenl kategor örnekler aşağıdak şek lde ver leb l r:

1) Kümeler kategor s ,

2) Abelyen kategor ler,
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3) Kategor olarak düşünüleb l nen her kısm sıralı küme.

Örgülü Çaprazlanmış G-Modül Kategor s Düzenl Kategor d r.

) α : H → G ve β : K → G sırasıyla

{−,−} : G×G→ H,

{−,−} : G×G→ K

örgü dönüşümler le b rl kte örgülü çaprazlanmış G-modüller olmak üzere
(f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β} ve (g, idG) : {H,G, α} → {K,G, β} k örgülü
çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde, her
morf zm k l s eş tley c ye sah p olduğundan

{E,G, ∂} (j,idG) // {H,G, α}
(f,idG) //
(g,idG)

// {K,G, β}

{C,G, δ}

∃!(φ,idG)

OO

(h,idG)

99ssssssssssssssss

d yagramı
E = {h ∈ H | f (h) = g (h)}

olmak üzere ((f, idG) , (g, idG)) morf zm k l s ç n eş tley c d yagramıdır.

Ayrıca örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s sonlu çarpıma sah pt r.

Böylece örgülü çaprazlanmışG-modül kategor s sonlu çarpıma sah p ve her morf zm
k l s eş tley c ye sah p olduğundan sonlu bütündür.

) α : H → G ve β : K → G örgülü çaprazlanmış G-modüller sırasıyla,

{−,−}H : G×G→ H

{−,−}K : G×G→ K

örgü dönüşümler le tanımlansın.

(f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm n ele alalım.
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Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde her morf zm k l s n n ger çekmes var
olduğundan,

{H ×K H,G, ∂}

(p2,idG)

��

(p1,idG) // {H,G, α}

(f,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {K,G, β}

d yagramı,
H ×K H = {(h, h′) | f(h) = f(h′)} ⊆ H ×H

olmak üzere,(f, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm n n kend s le ger çekme
d yagramıdır. Böylece

(p1, idG) : {H ×K H,G, ∂} → {H,G, α} , p1 (h, h
′) = h

(p2, idG) : {H ×K H,G, ∂} → {H,G, α} , p2 (h, h
′) = h′

olmak üzere ((p1, idG) , (p2, idG)) morf zm k l s (f, idG) morf zm ç n çek rdek k l d r.

Ayrıca örgülü çaprazlanmışG-modül kategor s nde her morf zm k l s eş-eş tley c ye
sah p olduğundan ((p1, idG) , (p2, idG)) morf zm k l s n n eş-eş tley c s , N, H grubunun{

(p1 (h, h
′))−1p2 (h, h

′) | (h, h′) ∈ H ×K H
}

kümes le üret len normal alt grubu ve

∂ : H/N → G

hN 7→ ∂ (hN) = α (h)

olmak üzere ({H/N,G, ∂} , (q, idG)) k l s d r.

∂ : H/N → G

dönüşümü

G×G
{−,−}H // H

q // H/N

olmak üzere

{−,−} : G×G → H/N

(g, g′) 7→ {g, g′} = q {g, g′}H = {g, g′}H N

örgü dönüşümü le b rl kte b r örgülü çaprazlanmış G-modüldür. Çünkü her g, g′, g1, g′1 ∈ G

ve hN, h′N ∈ H/N
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BCM1)

{g, g1g′1} = {g, g1g′1}H N
=

(
({g, g1}H)

g′1 {g, g′1}H
)
N

=
(
({g, g1}H)

g′1
)
N ({g, g′1}H)N

= ({g, g1}H N)g
′
1 ({g, g′1}H N)

= {g, g1}g
′
1 {g, g′1}

BCM2)
{gg′, g1} = {gg′, g1}H N

=
(
{g′, g1}H ({g, g1}H)

g′
)
N

= {g′, g1}H N ({g, g1}H)
g′ N

= ({g′, g1}H N) ({g, g1}H N)g
′

= {g′, g1} {g, g1}g
′

BCM3)

∂ {g, g′} = ∂ ({g, g′}H N)

= α {g, g′}H
= [g′, g] (∵ α örgülü çaprazlanmış G-modül)

BCM4)

{g, ∂ (hN)} = {g, ∂ (hN)}H N
= {g, α (h)}H N
= (h−1hg)N (∵ α örgülü çaprazlanmış G-modül)
= (hN)−1 (hN)g

BCM5)

{∂ (h′N) , g′} = {∂ (h′N) , g′}H N
= {α (h′) , g′}H N
=

((
(h′)−1)g′ h′)N (∵ α örgülü çaprazlanmış G-modül)

=
(
(h′)−1N

)g′
(h′N)

=
(
(h′N)−1)g′ (h′N)

olduğu görülür.

{H ×K H,G, ∂}
(p1,idG) //
(p2,idG)

// {H,G, α} (q,idG) //

(q′,idG)

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMM

{H/N,G, σ}

∃!(φ,idG)

���
�
�
�
�

{H ′, G, σ′}
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d yagramı ((p1, idG) , (p2, idG)) morf zm k l s ç n eş-eş tley c d yagramıdır.

) Son olarak örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde düzenl ep morf zmler n
ger çekme altında korunduğunu gösterel m.

Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde (Φ, idG) : {H,G, µ} −→ {C,G, σ}
morf zm b r düzenl ep morf zm ve (η, idG) : {K,G, θ} −→ {C,G, σ} herhang b r
morf zm olsun.

Bu durumda Φ : H −→ C morf zm gruplar kategor s nde b r düzenl
ep morf zmd r. Dolayısıyla Φ örtend r. Gruplar kategor s nde örten fonks yon ger çekme
altında korunduğundan Φ∗ : H ×C K −→ K örtend r.

{H ×C K,G, ρ}

(Φ∗,idG)

��

// {H,G, µ}

(Φ,idG)

��
{K,G, θ}

(η,idG)
// {C,G, σ}

Ayrıca gruplar kategor s nde her örten morf zm b r ep morf zm ve her ep morf zm se
düzenl d r.

Dolayısıyla (Φ, idG) düzenl ep morf zm ken (Φ∗, idG) morf zm de düzenl
ep morf zmd r.

5.2 Düzenl Kategor Özell kler

Bu bölümde örgülü çaprazlanmışG-modül kategor s nde denkl k bağıntısı kavramı ve
özell kler ncelenecekt r. Ayrıca bağıntı ve bağıntı kategor tanımlarına ve bazı özell kler ne
yer ver lecekt r (Gran, 2014).

Önerme 5.1 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde

(f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β}

b r örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm ve

Eq (f) = H ×K H = {(h, h′) ∈ H ×H | f (h) = f (h′)} ⊆ H ×H

kümes (f, idG) morf zm n n çek rdek k l s olmak üzere {Eq (f) , G, ∂}

{Eq (f) , G, ∂}
(p1,idG) //
(p2,idG)

// {H,G, α}
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bağıntısı le b rl kte b r denkl k bağıntısıdır.

İspat

(p1, idG) : {Eq (f) , G, ∂} → {H,G, α}

(p2, idG) : {Eq (f) , G, ∂} → {H,G, α}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zmler , ger çekmen n z düşümü olduğundan
monomorf kt r.

Ş md {Eq (f) , G, ∂} ın {H,G, α} üzer nde b r denkl k bağıntısı olduğunu
gösterel m.

) Aşağıdak kare d yagramı

{H,G, α}

(1H ,idG)

��

(1H ,idG) // {H,G, α}

(f,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {K,G, β}

değ şmel olduğundan ve ((p1, idG) , (p2, idG)) çek rdek k l s n n evrensell k özell ğ nden

{H,G, α}

(1H ,idG)

��=
==

==
==

==
==

==
==

==
==

==
==

==
==

(1H ,idG)

++VVVV
VVVVV

VVVVV
VVVVV

VVVVV
VVVVV

VVVVV

(f,idG)
NNNN

&&N
NNN

{Eq (f) , G, ∂}

(p2,idG)

��

(p1,idG)
// {H,G, α}

(f,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {K,G, β}

d yagramı değ şmel olup
p1δ = 1H = p2δ

olacak şek lde b r tek

(δ, idG) : {H,G, α} → {Eq (f) , G, ∂}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm vardır. Bu durumda {Eq (f) , G, ∂} yansıyandır.
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) Benzer şek lde aşağıdak d yagramın dış bölümünün (yüzünün) değ şmel
olmasından

{Eq (f) , G, ∂}

(p2,idG)

  @
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@

(p1,idG)

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW

(σ,idG)
PPPP

''P
PPP

{Eq (f) , G, ∂}

(p2,idG)

��

(p1,idG)
// {H,G, α}

(f,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {K,G, β}

p1σ = p2 ve p2σ = p1

olacak şek lde b r tek

(σ, idG) : {Eq (f) , G, ∂} → {Eq (f) , G, ∂}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm vardır. Bu durumda {Eq (f) , G, ∂} s metr kt r.

)

{Eq (f)× Eq (f) , G×G, ∂ × ∂} (π1,idG) //

(π2,idG)

��

(τ,idG)

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
{Eq (f) , G, ∂}

(p1,idG)

��

(p2,idG)

''PP
PPP

PPP
PPP

PP

{Eq (f) , G, ∂} (p1,idG) //

(p2,idG)

��

{H,G, α}

(f,idG){Eq (f) , G, ∂}
(p1,idG)

//

(p2,idG) **VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
V

{H,G, α}

(f,idG) ''PP
PPP

PPP
PPP

PP

{H,G, α}
(f,idG)

{K,G, β}

d yagramının orta yüzü ger çekmed r. Ayrıca d yagram değ şmel olduğundan ve
((p1, idG) , (p2, idG)) çek rdek k l s n n evrensell k özell ğ nden

p1τ = p1π1 ve p2τ = p2π2

olacak şek lde b r tek

(τ, idG) : {Eq (f)× Eq (f) , G×G, ∂ × ∂} → {Eq (f) , G, ∂}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm vardır. Bu durumda {Eq (f) , G, ∂} geç şl d r.

Böylece {Eq (f) , G, ∂}, {H,G, α} üzer nde b r denkl k bağıntısıdır.
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Önerme 5.2 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde her (f, idG) düzenl ep morf zm
kend s n n çek rdek k l s n n eş-eş tley c s d r.

İspat (f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β} örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm ver ls n.

Eq (f) = H ×K H = {(h, h′) ∈ H ×H | f (h) = f (h′)}

kümes H × H grubunun alt grubu olmak üzere ve (f, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zm n n çek rdek k l s olmak üzere Eq (f) b r denkl k bağıntısı olup, her h ∈ H ç n
ϕ (hEq (f)) = α (h) şekl nde tanımlı

ϕ : H/Eq (f) → G

dönüşümü
(H/Eq (f))×G → H/Eq (f)

(hEq (f) , g) 7→ (hEq (f))g = (hgEq (f))

etk s le b rl kte b r çaprazlanmış G-modüldür. Çünkü her h = hEq (f) , h1 = h′Eq (f) ∈
H/Eq (f) ve her g ∈ G ç n,

CM1)
ϕ
((
h
)g)

= ϕ (hEq (f)g)

= ϕ (hgEq (f))

= α (hg)

= g−1α (h) g

= g−1ϕ
(
h
)
g

CM2) (
h
)ϕ(h1)

= h
α(h′)

= (h′)−1hh′

olduğu görülür.

Ş md ϕ : H/Eq (f) → G dönüşümünün

G×G
{−,−}H // H

q // H/Eq (f)

olmak üzere,
{−,−} : G×G → H/Eq (f)

(g, g′) 7→ q {g, g′}H = {g, g′}H Eq (f)

şekl nde tanımlı örgü dönüşümü le b rl kte b r örgülü çaprazlanmış G-modül olduğunu
gösterel m. Her hEq (f) , kEq (f) ∈ H/Eq (f) ve her g, g′, g1, g′1 ∈ G ç n,



45

BCM1)

{g, g1g′1} = {g, g1g′1}H Eq (f)
=

(
({g, g1}H)

g′1 {g, g′1}H
)
Eq (f)

=
(
({g, g1}H)

g′1 Eq (f)
)
{g, g′1}H Eq (f)

= {g, g1}g
′
1 {g, g′1}

BCM2)

{gg′, g1} = {gg′, g1}H Eq (f)
=

(
{g′, g1}H {g, g1}g

′

H

)
Eq (f)

= ({g′, g1}H Eq (f))
(
{g, g1}g

′

H Eq (f)
)

= {g′, g1} {g, g1}g
′

BCM3)
ϕ {g, g′} = ϕ ({g, g′}H Eq (f))

= α {g, g′}H
= [g′, g]

BCM4)

{g, ϕ (hEq (f))} = {g, ϕ (hEq (f))}H Eq (f)
= {g, β (h)}H Eq (f)
= (h−1hg)Eq (f)

= (h−1Eq (f)) (hEq (f))g

BCM5)

{ϕ (h′Eq (f)) , g′} = {ϕ (h′Eq (f)) , g′}H Eq (f)
= {α (h′) , g′}H Eq (f)
=

(
((h′)−1)

g′
h′
)
Eq (f)

= ((h′)−1Eq (f))
g′
(h′Eq (f))

elde ed l r. Böylece {H/Eq (f) , G, ϕ} b r örgülü çaprazlanmış G-modüldür.

Ş md her h ∈ H ç n q(h) = hEq (f) şekl nde tanımlı

(q, idG) : {H,G, α} → {H/Eq (f) , G, ϕ}
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dönüşümünün örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu gösterel m. Aşağıdak
d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−}H // H

q

��

α // G

idG

G×G
{−,−}

// H/Eq (f)
ϕ

// G

) Her h ∈ H ç n,
ϕq (h) = ϕ (hEq (f))

= α (h)

= idGα (h)

elde ed l r.

) Her h ∈ H ve g ∈ G ç n,

q (hg) = (hg)Eq (f)

= (hEq (f))g

= q (h)idG(g)

elde ed l r.

) Her (g, g′) ∈ G ç n,

{−,−} idG × idG (g, g′) = {−,−}H Eq (f) (g, g′)
= {g, g′}H Eq (f)

q {−,−}H (g, g′) = q {g, g′}H
= {g, g′}H Eq (f)

olup {−,−}H Eq (f) idG × idG = q {−,−}H elde ed l r.

D ğer taraftan

(p1, idG) : {Eq (f) , G, ∂} → {H,G, α} (p2, idG) : {Eq (f) , G, ∂} → {H,G, α}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zmler (f, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zm n n çek rdek k l s olduğundan aşağıdak d yagramı değ şmel yapacak b r tek

(i, idG) : {H/Eq (f) , G, ϕ} → {K,G, β}
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örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm vardır. O halde

{Eq (f) , G, ∂}
(p1,idG) //
(p2,idG)

// {H,G, α} (q,idG) //

(f,idG)

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

O
{H/Eq (f) , G, ϕ}

(i,idG)

��
{K,G, β}

d yagramı değ şmel olur. Bu d yagram eş-eş tley c s d yagramı olup (q, idG) örgülü
çaprazlanmış G-modül morf zm , ((p1, idG) , (p2, idG)) çek rdek k l s n n eş-eş tley c s d r.

D yagram değ şmel olduğundan

(f, idG) = (i, idG) (q, idG)

yazılab l r. Bu durumda (f, idG) morf zm çarpanlarına ayrılab l rd r. (f, idG) çarpanlarına
ayrılab l r ve (q, idG) düzenl ep morf zm olduğundan (i, idG) b r monomorf zmd r.

Önerme 5.3 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde

(f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β}

b r örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm {Eq (f) , G, ∂} , ((p1, idG) , (p2, idG)) çek rdek
k l s ne sah p olsun. Aşağıdak fadeler denkt r:

) (f, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm monomorf zmd r.

) (p1, idG), (p2, idG) : {Eq (f) , G, ∂} → {H,G, α} projeks yon dönüşümler eş tt r.

Önerme 5.4

{H,G, α}

(γ,idG)

��

(f,idG) // {K,G, β}

(ψ,idG)

��

(g,idG) // {C,G, θ}

(δ,idG)

��

(1) (2)

{H ′, G, α′}
(f ′,idG)

// {K ′, G, β′}
(g′,idG)

// {C ′, G, θ′}

d yagramı değ şmel d r. Bu durumda,

) Eğer (1) ve (2) kare d yagramları ger çekme d yagramları se bu durumda dış
d yagram, (1) + (2) d kdörtgen d yagramı, ger çekme d yagramıdır.
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) Eğer dış d yagram, (1) + (2) d kdörtgen d yagramı, ger çekme d yagramı se bu
durumda (1) kare d yagramı da ger çekmed r.

İspat ) (1) ve (2) kare d yagramları ger çekme d yagramları olsun. (1) + (2) d kdörtgen
d yagramının ger çekme d yagramı olduğunu gösterel m.

{S,G, ρ} b r örgülü çaprazlanmış G-modül, (i, idG) : {S,G, ρ} → {C,G, θ} ve
(j, idG) : {S,G, ρ} → {H ′, G, α′} örgülü çaprazlanmış G-modül morf zmler olmak üzere
aşağıdak d yagrama göre,

{S,G, ρ}

(j,idG)

��:
::

::
::

::
::

::
::

::
::

::
::

::
:

(i,idG)

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

(m,idG)
LL

LL

%%L
LL

L

{K,G, β}

(ψ,idG)

��

(g,idG)
// {C,G, θ}

(δ,idG)

��
{K ′, G, β′}

(g′,idG)
// {C ′, G, θ′}

(2) ger çekme d yagramının evrensell k özell ğ nden g ◦m = i, ψ ◦m = j ve g′ ◦ψ = δ ◦ g
olacak şek lde b r tek (m, idG) : {S,G, ρ} → {K,G, β} örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zm vardır.

Benzer şek lde, (1) ger çekme d yagramının evrensell k özell ğ nden f ◦ n = m,
γ ◦ n = k ve ψ ◦ f = f ′ ◦ γ olacak şek lde b r tek (n, idG) : {S,G, ρ} → {H,G, α} örgülü
çaprazlanmış G-modül morf zm vardır.

{S,G, ρ}

(k,idG)

��:
::

::
::

::
::

::
::

::
::

::
::

::
:

(m,idG)

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

(n,idG)
LL

LL

%%L
LL

L

{H,G, α}

(γ,idG)

��

(f,idG)
// {K,G, β}

(ψ,idG)

��
{H ′, G, α′}

(f ′,idG)
// {K ′, G, β′}

Ş md (g ◦ f)◦n = i, γ ◦n = k ve g′◦f ′◦γ = δ◦g◦f eş tl kler n sağlayan b r tek (n, idG) :
{S,G, ρ} → {H,G, α} örgülü çaprazlanmış modül morf zm olduğunu gösterel m.

g ◦ f ◦ n = g ◦ (f ◦ n) = g ◦m = i
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eş tl ğ elde ed l r. Ayrıca (1) d yagramı ger çekme d yagramı olduğundan γ ◦n = k eş tl ğ
yazılab l r. D ğer taraftan,

δ ◦ (g ◦ f) = (δ ◦ g) ◦ f = g′ ◦ ψ ◦ f = g′ ◦ f ′ ◦ γ = (g′ ◦ f ′) ◦ γ

eş tl ğ elde ed l r.

Son olarak (n, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm n n tekl ğ n gösterel m:

(n′, idG) : {S,G, ρ} → {H,G, α}

olmak üzere

γ ◦ n′ = k

g ◦ f ◦ n′ = i

eş tl kler sağlansın. (m′, idG) : {S,G, ρ} → {K,G, β} örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zm olmak üzere

m′ = f ◦ n′

olsun. (2) ger çekme d yagramının tekl k özell ğ nden

m = m′ = n′

eş tl ğ n n var olduğunu söyleyeb l r z. Benzer şek lde (1) ger çekme d yagramının tekl k
özell ğ nden

g ◦m′ = g ◦ f ◦ n′ = i

ve

ψ ◦m′ = ψ ◦ f ◦ n′

= f ′ ◦ γ ◦ n′

= f ′ ◦ k

eş tl kler elde ed l r. Bu durumda (n, idG) = (n′, idG) olarak alab l r z. O halde (1) + (2)

dış d yagramı b r ger çekme d yagramıdır.

{S,G, ρ}

(k,idG)

��:
::

::
::

::
::

::
::

::
::

::
::

::
:

(i,idG)

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

(n,idG)
LL

LL

%%L
LL

L

{H,G, α}

(γ,idG)

��

(g◦f,idG)
// {C,G, θ}

(δ,idG)

��
{H ′, G, α′}

(g′◦f ′,idG)
// {C ′, G, θ′}
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) (1) + (2) d yagramı ger çekme d yagramı olduğundan değ şmel d r ve

δ ◦ i = g′ ◦ f ′ ◦ k

eş tl ğ vardır. (2) d yagramı ger çekme d yagramı olduğundan (2) d yagramının evrensell k
özell ğ nden

g ◦m = i

ve

ψ ◦m = f ′ ◦ j

olacak şek lde b r tek

(m, idG) : {S,G, ρ} → {K,G, β}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm vardır. (1) d yagramının ger çekme d yagramı
olduğunu göstermek ç n (m, idG) ve (j, idG) b rer örgülü çaprazlanmış G-modül
morf zmler olmak üzere ψ ◦ f = f ′ ◦ γ, f ◦ n = m ve ψ ◦ n = j olacak şek de b r tek
(n, idG) : {S,G, ρ} → {H,G, α} örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu
göstermek yeterl d r.

Teorem 5.1 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde;

) Her morf zm, b r monomorf zm ve b r düzenl ep morf zm n b leşkes olarak
yazılab l r.

) Bu yazımlar ger çekme altında korunurlar.

İspat ) (f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β} b r örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm
olsun. Örnek 5.2 den dolayı

{Eq (f) , G, ∂}
(p1,idG) //
(p2,idG)

// {H,G, α} (q,idG) //

(f,idG)

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

O
{H/Eq (f) , G, ϕ}

(m,idG)

��
{K,G, β}

((p1, idG) , (p2, idG)) k l s (f, idG)örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm n n çek rdek
k l s d r ve (q, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm , ((p1, idG) , (p2, , idG))

çek rdek k l s n n eş-eş tley c s d r. Bu durumda

(m, idG) (q, idG) = (f, idG)
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olacak şek lde b r tek

(m, idG) : {H/Eq (f) , G, ϕ} → {K,G, β}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm vardır.

Ş md (m, idG) morf zm n n monomorf zm olduğunu gösterel m. Bunun ç n önerme
5.3 den (m, idG) morf zm n n çek rdek k l s olan

(p1, idG) : {Eq (m) , G, ρ} → {H/Eq (f) , G, ϕ}

(p2, idG) : {Eq (m) , G, ρ} → {H/Eq (f) , G, ϕ}

projeks yon dönüşümler n n eş t olduğunu gösterel m. Aşağıdak d yagramı göz önünde
bulunduralım:

{Eq (f) , G, ∂}
(a,idG)

��

(b,idG) // {Eq (m) , G, ω} ×H/Eq(f) {H,G, α}
(π2,idG) //

(π1,idG)
��

{H,G, α}
(q,idG)
��

{H,G, α} ×H/Eq(f) {Eq (m) , G, ω}
(ϕ2,idG)

//

(ϕ1,idG)
��

{Eq (m) , G, ω}
(p2,idG)

//

(p1,idG)
��

{H/Eq (f) , G, ϕ}
(m,idG)
��

{H,G, α}
(q,idG)

// {H/Eq (f) , G, ϕ}
(m,idG)

// {K,G, β}

Burada

her kare d yagramı b r ger çekme d yagramı olduğundan önerme 5.4 den dolayı dıştak
kare d yagramı da ger çekme olur ve

(f1, idG) = (ϕ1, idG) (a, idG) ve (f2, idG) = (π2, idG) (b, idG)

elde ed l r. D ğer taraftan d yagramın değ şmel olmasından

(ϕ2, idG) (a, idG) = (π1, idG) (b, idG)

eş tl ğ geçerl d r. Bu durumda ep morf zmler n b leşkes de ep morf zm olduğundan

(ϕ2, idG) (a, idG) : {Eq (f) , G, ∂} → {Eq (m) , G, ω}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm b r ep morf zmd r.

Böylece (ϕ1, idG) (a, idG) = (f1, idG) ve (π2, idG) (b, idG) = (f2, idG) eş tl kler le
b rl kte

p1 (ϕ2a) = qϕ1a

= qf1

= qf2

= qπ2b

= p2π1b

= p2 (ϕ2a)
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olup p1 (ϕ2a) = p2 (ϕ2a) elde ed l r. ϕ2 morf zm ep morf zm olduğundan

(p1, idG) = (p2, idG)

elde ed l r.

Sonuç olarak (m, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm b r monomorf zmd r.

Teorem 5.2 Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde

(f, idG) : {H,G, α} → {X,G,κ}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm ,

{Eq (f) , G, ∂}
(p1,idG) //
(p2,idG)

//

(v,idG)

��

{H,G, α} (f,idG) //

(u,idG)

��

{X,G,κ}

(w,idG)

��

(1) (2)

{Eq (g) , G, ∂′}
(p′1,idG) //

(p′2,idG)
// {K,G, β} (g,idG) // {Y,G, µ}

d yagramını değ şmel yapan b r düzenl ep morf zmd r.

Eğer (1) kare d yagramı ger çekme se bu durumda (2) kare d yagramı da ger
çekmed r.

İspat

{Eq (f) , G, ∂} (p2,idG) //

(v,idG)

��

(p1,idG)

''NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NN

{H,G, α}

(f,idG)

��

(f,idG)

&&LL
LLL

LLL
LLL

LLL
L

{H,G, α} (f,idG) //

(u,idG)

��

{X,G,κ}

(w,idG){Eq (g) , G, ∂′}
(p′2,idG) //

(p′1,idG) ''NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NN

{K,G, β}

(g,idG)
&&LL

LLL
LLL

LLL
LLL

L

{K,G, β}
(g,idG)

{Y,G, µ}
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d yagramı değ şmel d r, küpün sol tarafı ve küpün tabanı ger çekmed r.

D yagram değ şmel olduğundan dış d yagram

{Eq (f) , G, ∂}

(p1,idG)

��

(p2,idG) // {H,G, α}

(f,idG)

��

(u,idG) // {K,G, β}

(g,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {X,G,κ}

(w,idG)
// {Y,G, µ}

şekl nde olup değ şmel d r. Bu durumda önerme 5.4 den sağ taraftak d yagram da ger
çekmed r.

5.3 Bağıntı

Tanım 5.2 Herhang b r sonlu bütün (f n tly complete) C kategor s nde X den Y ye b r
bağıntı

R

d1

��~~
~~
~~
~~
~~
~~

d2

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@

X Y

(d1, d2) : R → X × Y

şekl nde çarpanı b r monomorf zma olan b r k l d r.

X = Y alınırsa R → X × X dönüşümüne X üzer nde b r bağıntıdır den r. Eğer
R → X × Y bağıntısı aşağıdak özell kler sağlıyorsa b r denkl k bağıntısıdır den r.

)
δ : X → R

morf zm ç n
d1δ = 1X = d2δ

eş tl ğ sağlanıyor se R bağıntısı yansıyandır.

)
σ : R → R

morf zm ç n

d1σ = d2

d2σ = d1
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eş tl kler sağlanıyor se R bağıntısı s metr kt r.

) Aşağıdak d yagram ger çekme d yagramı olmak üzere;

R×X R

p2

��

p1 // R

d1

��
R

d2
// X

d1τ = d1p1

d2τ = d2p2

eş tl kler n sağlayan
τ : R×X R → R

morf zm varsa R bağıntısı geç şl d r.

Ayrıca R gruplar kategor s nde b r denkl k bağıntısı olmak üzere R ⊂ X × X olup
X ×X grubunun b r alt grubudur.

5.4 Bağıntı Kategor

Düzenl kategor lerde bağıntıların b leşkes tanımlanab l r:

Herhang b r düzenl kategor de aşağıdak yapıyı oluşturmak mümkündür.

Herhang b r düzenl C kategor s nde X den Y ye b r bağıntı

R

~~~~
~~
~~
~~
~~
~

��@
@@

@@
@@

@@
@@

X Y

(p1, p2) : R → X × Y

ve Y den Z ye b r bağıntı

S

����
��
��
��
��
�

��?
??

??
??

??
??

Y Z
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(p1, p2) : S → Y × Z

ve
S ◦R = {(x, z) ∈ X × Z | ∃x ∈ Y, xRySz}

olmak üzere
S ◦R → X × Z

bağıntı tanımlıdır.

Önce ger çekme d yagramı

R×Y S

π1

||xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx

π2

""F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
F

R

p1

��~~
~~
~~
~~
~~
~~

p2

##F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
F S

p1

{{xx
xx
xx
xx
xx
xx
xx

p2

��?
??

??
??

??
??

?

X Y Z

daha sonra q : R ×Y S → I düzenl ep morf zm le i : I → X × Z monomorf zm n n
b leşkes olarak

R×Y S
q // I

i // X × Z

ve
(p1 ◦ π1, p2 ◦ π2) : R×Y S → X × Z

dönüşümü oluşturulur.

B r düzenl kategor olan örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde bağıntıların
b leşkes b rleşme özell ğ ne sah pt r.

Teorem 5.3 A = {A,G, α}, B = {B,G, β}, C = {C,G, ρ}, D = {D,G, ϕ},
R = {R,G, ∂}, S = {S,G, δ} ve T = {T,G, θ} örgülü çaprazlanmış G-modüller ver ls n.

R → A× B,

S → B × C,

T → C ×D

BCM/G kategor s nde b rer bağıntı se bu durumda

T ◦ (S ◦ R) = (T ◦ S) ◦ R

elde ed l r.
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İspat Aşağıdak (1), (2) ve (3) ger çekme yapılar le elde ed len d yagramı göz önüne
alalım:

X
x1

{{ww
ww
ww
ww
ww
ww
w

x2

##G
GG

GG
GG

GG
GG

GG

R×B S
p1

||yy
yy
yy
yy
yy
yy
y

p2

##F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
(1) S ×C T

q1

||xx
xx
xx
xx
xx
xx
x

q2

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE

R
r1

����
��
��
��
��
�

r2

##F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
(2) S

s1

{{ww
ww
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ww
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s2

##G
GG

GG
GG

GG
GG

GG
G (3) T

t1

||xx
xx
xx
xx
xx
xx
x

t2

��?
??

??
??

??
??

A B C D

Teorem n spatı ç n T ◦ (S ◦ R) ve (T ◦ S) ◦ R bağıntılarının

i : I → A×D

monomorf zm le

X

q

""F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
FF

(r1◦p1◦x1,t2◦q2◦x2) // A×D

I

i

::tttttttttttttttt

i ◦ q = (r1 ◦ p1 ◦ x1, t2 ◦ q2 ◦ x2)

b leşkes nde i n n düzenl görüntüsü le ver ld ğ n göstermek yeterl olacaktır.

Örgülü çaprazlanmışG-modül kategor s n n bağıntı kategor s elde ed leb l r. Örgülü
çaprazlanmış G-modül kategor s b r düzenl kategor olduğundan;

)X veY örgülü çaprazlanmışG-modül olmak üzereR,X denY ye b r bağıntı olsun.

R

��~~
~~
~~
~~
~~
~~

��?
??

??
??

??
??

?

X Y

Kategor n n objeler X ve Y d r.
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)R, X den Y ye b r bağıntı olsun.

R
d1

��~~
~~
~~
~~
~~
~~

d2

��?
??

??
??

??
??

?

X Y

Kategor n n morf zmler
(d1, d2) : R → X × Y

le tanımlıdır.

)Kompoz syon bağıntılar arasındak b leşke olarak tanımlıdır. Yan ;R, X den Y ye
b r bağıntı ve S, Y den Z ye b r bağıntı olmak üzere;

R

��~~
~~
~~
~~
~~
~~

��?
??

??
??

??
??

?

X Y

S

����
��
��
��
��
��

��?
??

??
??

??
??

?

Y Z

S ◦ R → X ×Z

S ◦ R = {(x, z) ∈ X × Z | ∃y ∈ Y , xRySz}

bağıntısı le ver l r.

Aks yomlar:

K1) (B rleşme Aks yomu) R → A × B, S → B × C ve T → C × D örgülü
çaprazlanmış G-modül kategor s nde b rer bağıntı olmak üzere

T ◦ (S ◦ R) = (T ◦ S) ◦ R

eş tl ğ geçerl d r.

K2) X den Y ye herR bağıntısı ç n

X
1X

~~~~
~~
~~
~~
~~
~~

1X

  @
@@

@@
@@

@@
@@

@

X X

∆X : X
1X
⇒
1X

X
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olmak üzere
R ◦∆X = R

olacak şek lde ayrık b r bağıntı vardır.

Benzer şek lde Z den X e b r S bağıntısı ç n

∆X ◦ S = S

bağıntısı vardır.

5.5 Tam Kategor

Tanım 5.3 Herhang b r C kategor s aşağıdak şartları sağlıyorsa tam kategor adını alır.

TK-1) C kategor s düzenl kategor d r.

TK-2) Her denkl k bağıntısı etk l bağıntıdır.

Çaprazlanmış G-Modül Kategor s Tam Kategor d r.

TK-1) (f, idG) : (A,G, θ) → (B,G,Ψ) çaprazlanmış G-modül morf zm olmak
üzere, f morf zm n n kend s le ger çekmes n n var olduğunu gösterel m:

A×B A = {(a, b) | f(a) = f(b)}

kümes n n her (a, a′), (b, b′) ∈ A×B A ç n

(a, a′)(b, b′) = (ab, a′b′)

şekl nde tanımlı şlem le b rl kte grup olduğu açıktır.

(f, idG) : (A,G, θ) → (B,G, ψ)

çaprazlanmış G-modül morf zm olduğundan

A
f //

θ

��?
??

??
??

??
??

??
? B

Ψ

��~~
~~
~~
~~
~~
~~
~

G
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d yagramı değ şmel d r. Bu durumda;(a, b) ∈ A×B A ç n,

θ(a) = Ψf(a) = Ψf(b) = θ(b)

elde ed l r. O halde ∂ : A×B A→ G her (a, b) ∈ A×B A ç n,

∂(a, b) = θ(a) = θ(b)

ve (a, b)g = (ag, bg) tanımlarıyla b r çaprazlanmış G-modüldür. Çünkü; her (a, b), (a′, b′)
∈ A×B A ve her g ∈ G ç n,

CM1)
∂((a, b)g) = ∂((ag, bg))

= θ(ag)

= g−1θ(a)g

= g−1∂(a, b)g

CM2)

(a′, b′)∂(a,b) = (a′, b′)θ(a)

= ((a′)θ(a), (b′)θ(a))

= ((a′)θ(a), (b′)θ(b)) (∵ θ(a) = θ(b))

= (a−1a′a, b−1b′b)

= (a, b)−1(a′, b′)(a, b)

özell kler sağlanır.

p1(a, b) = a ve p2(a, b) = b zdüşüm dönüşümler olmak üzere

(p1, idG) : (A×B A,G, ∂) → (A,G, θ) ve (p2, idG) : (A×B A,G, ∂) → (A,G, θ)

şekl nde tanımlı çaprazlanmış G-modül morf zm d r. Ayrıca her (a, b) ∈ A×B A ç n,

fp1(a, b) = f(a) = f(b) = fp2(a, b)

(A×B A,G, ∂)

(p2,idG)

��

(p1,idG) // (A,G, θ)

(f,idG)

��
(A,G, θ)

(f,idG)
// (B,G,Ψ)

olup d yagram değ şmel d r.

Ş md ,(C, δ) çaprazlanmış G-modül ve

(α, idG) : (C,G, δ) → (A,G, θ) ve (β, idG) : (C,G, δ) → (A,G, θ)
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morf zmler ,
fα = fβ

özell ğ nde çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Bu durumda;

p1h = α ve p2h = β

olacak şek lde b r tek (h, idG) çaprazlanmışG-modül morf zm n n var olduğunu gösterel m.

(h, idG) : (C,G, δ) → (A×B A,G, ∂)

c 7→ h(c) = (α(c), β(c))

şekl nde tanımlayab l r z. Açıkca (h, idG) y tanımlıdır. Her c ∈ C ç n,

p1h(c) = p1(α(c), β(c)) = α(c)

p2h(c) = p2(α(c), β(c)) = β(c)

bulunur. Böylece
p1h = α ve p2h = β

elde ed l r. Ş md (h, idG) morf zm n n b r tek olduğunu gösterel m.

(h′, idG) : (C,G, δ) → (A×B A,G, ∂)

morf zm ,
p1h

′ = α ve p2h
′ = β

özell ğ nde b r çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. h′(c) = (a, a′) olmak üzere;

α(c) = p1h
′(c) = p1(a, a

′) = a

β(c) = p2h
′(c) = p2(a, a

′) = a′

olduğundan, her c ∈ C ç n,

h′(c) = (a, a′) = (α(c), β(c)) = h(c)

elde ed l r. Böylece
h′ = h

olup (h, idG) b r tekt r.

Sonuç olarak, (p1, p2) k l s f morf zm n n kend s le ger çekmes d r ve ger çekme
d yagramı aşağıdak g b d r.

(C,G, δ)

(β,idG)

��=
==

==
==

==
==

==
==

==
==

==
==

==
(α,idG)

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WWW

∃!(h,idG)

''
(A×B A,G, ∂)

(p2,idG)

��

(p1,idG)
// (A,G, θ)

(f,idG)

��
(A,G, θ)

(f,idG)
// (B,G,Ψ)
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Bu durumda (p1, p2) k l s f morf zm n n çek rdek k l s d r.

Ş md (p1, p2) k l s n n eş-eş tley c ye sah p olduğunu gösterel m.

H , A nın x = (a, b) ∈ A×B A olmak üzere, (p1(x))−1p2(x) elemanları le üret len

b r normal alt grubu olsun. A/H bölüm grubunu oluşturab l r z.
−
θ : A/H → G

θ : A/H → G

aH 7→ θ(aH) = θ (a)

şekl nde tanımlı olup y tanımlıdır. Ayrıca, θ : A/H → G dönüşümü b r çaprazlanmış G-
modüldür. Çünkü; her g ∈ G, aH, bH ∈ A/H ç n,

CM1)
θ((aH)g) = θ(agH)

= θ(ag)

= g−1θ(a)g

= g−1θ(aH)g

CM2)
(bH)θ(aH) = (bH)θ(a)

= bθ(a)H

= (a−1ba)H

= (aH)−1(bH)(aH)

şartları sağlanır.

Her a ∈ A ç n q(a) = aH olmak üzere

(q, idG) : (A,G, θ) → (A/H,G, θ)

dönüşümü b r çaprazlanmış G-modül morf zm d r. Ayrıca, her (a, b) ∈ A×B A ç n,

qp1(a, b) = qp2(a, b) ⇔ q(a) = q(b)

⇔ aH = bH

⇔ a−1b ∈ H

olup qp1 = qp2 bulunur. Ş md (q′, idG) : (A/H,G, θ) → (C,G, γ) dönüşümü, q′p1 = q′p2

özell ğ nde b r çaprazlanmış G-modül morf zm olsun.

Bu durumda ϕq = q′ olacak şek lde b r tek

(ϕ, idG) : (A/H,G, θ) → (C,G, γ)
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çaprazlanmş G-modül morf zm olduğunu gösterel m.

ϕ(aH) = q′(a)

şekl nde tanımlayalım. (ϕ, idG) y tanımlıdır. Çünkü; her aH, bH ∈ A/H ç n,

aH = bH ken ϕ(aH) = q′(a)

= q′p1(a, b)

= q′p2(a, b)

= q′(b)

= ϕ(bH)

bulunur. Ayrıca her a ∈ A ç n
ϕq(a) = ϕ(aH)

= q′(a)

olup
ϕq = q′

elde ed l r.

Ş md ϕ dönüşümünün tekl ğ n gösterel m.

(ϕ′, idG) : (A/H,G, θ) → (C,G, γ)

morf zm ,
ϕ′q = q′

özell ğ n sağlayan b r çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Her a ∈ A ç n,

q′(a) = ϕ′q(a)

= ϕ′(aH)

olduğundan,
ϕ′(aH) = q′(a) = ϕ(aH)

elde ed l r. Bu durumda ϕ′ = ϕ olup, ϕ b r tekt r. Böylece aşağıdak değ şmel d yagramı elde
eder z.

A×B A
p1 //
p2

//

∂

""F
FF

FF
FF

FF
FF

FF
F A

q //

θ

��
q′
CC

CC
CC

CC
CC

!!CC
C

A/H

θ
{{
{{
{{
{{
{

}}{{{

∃!ϕ

��
G Cγ

oo

Sonuç olarak , q morf zm (p1, p2) k l s n n eş-eş tley c s olup,

(A×B A,G, ∂)
(p1,idG) //
(p2,idG)

// (A,G, θ)
(q,idG) //

(q′,idG)

%%LL
LLL

LLL
LLL

LLL
LL

(
A/H,G, θ

)
(∃!ϕ,idG)

��
(C,G, γ)
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d yagramı eş-eş tley c d yagramıdır. Ayrıca çaprazlanmış G-modül kategor s sonlu
bütündür ve düzenl ep morf zmler ger çekme altında korunur.

TK-2) Ş md çaprazlanmış G-modül kategor s nde her

(E,G, α)
(u,idG) //
(v,idG)

// (A,G, ∂)

denkl k bağıntısının b r etk l bağıntı olduğunu gösterel m. A/E,

[a] = {b ∈ A | (a, b) ∈ E}

olmak üzere, [a] denkl k sınıflarının b r kümes olsun. A/E kümes

[a] [b] = [ab]

şlem yle b r gruptur. ∂ : A/E → G; ∂ : A → G dönüşümünün nd rgenm ş ∂([a]) = ∂(a)

şekl nde tanımlıdır. ∂u = ∂v olduğundan, ∂ : A/E → G y tanımlıdır. Her g ∈ G ve
[a] ∈ A/E ç n

[a]g = [ag]

şekl ndek etk tanımıyla (A/E,G, ∂) b r çaprazlanmış G-modüldür. Her [a] , [b] ∈ A/E ve
her g ∈ G ç n aşağıdak özell kler sağlanır:

CM1)
∂([a]g) = ∂([ag])

= ∂(ag)

= g−1∂(a)g

= g−1∂([a])g

CM2)

[b]
−
∂([a]) = [b]∂(a)

=
[
b∂(a)

]
= [a−1ba]

= [a]−1 [b] [a]

elde ed l r.

Böylece aşağıdak çaprazlanmış G-modül morf zmler n n d yagramı elde ed l r.

E
u //
v

//

α

��?
??

??
??

??
??

??
A

p //

∂

��

A/E

∂
}}{{
{{
{{
{{
{{
{{
{

G
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A üzer ndek denkl k bağıntısı tanımından E, A×G A objes n n alt objes d r. Yan ;

E ⊆ A×G A = {(a, b) | ∂(a) = ∂(b)}

olup, her x ∈ E ç n, ∂u(x) = ∂v(x) olduğundan, (u(x), v(x)) ∈ E elde ed l r. Böylece

(1, u(x)(v(x))−1) ∈ E

olur ve bu durumda,
pu = pv

elde ed l r. Böylece p, (u, v) k l s n n eş-eş tley c s d r.

Ş md , (D,G, δ) çaprazlanmış G-modül ve
(u′, idG),(v′, idG) : (D,G, δ) → (A,G, ∂) dönüşümler pu′ = pv′ özell ğ nde k
çaprazlanmış G-modül morf zm olsun. Bu durumda, her d ∈ D ç n,

pu′(d) = pv′(d)

olduğundan
[u′(d)] = [v′(d)]

olup (u′ (d) , v′ (d)) ∈ E elde ed l r. Böylece

uθ = u′ ve vθ = v′

olacak şek lde, b r tek (θ, idG) : (D,G, δ) −→ (E,G, α) , θ (d) = (u′ (d) , v′ (d))

çaprazlanmış G-modül morf zm vardır. Dolayısıyla aşağıdak d yagram ger çekme
d yagramı olup, (u, v) k l s , (p, idG) : (A,G, ∂) −→

(
A/E,G, ∂

)
dönüşümünün çek rdek

k l s d r.

(D,G, δ)

(v′,idG)

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
99

99
99

9
(u′,idG)

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
V

∃!(θ,idG)

%%
(E,G, α)

(v,idG)

��

(u,idG)
// (A,G, ∂)

(p,idG)

��

(A,G, ∂)
(p,idG)

//
(
A/E,G, ∂

)
O halde XMod/G kategor s nde her

(E,G, α)
(u,idG) //
(v,idG)

// (A,G, ∂)
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denkl k bağıntısı etk l bağıntıdır.

Çaprazlanmış G-modül kategor s TK-1 ve TK-2 şartlarını sağladığından b r tam
kategor d r.

Örgülü Çaprazlanmış G-Modül Kategor s Tam Kategor d r.

TK-1) α : H → G ve β : K → G örgülü çaprazlanmış G-modüller sırasıyla,

{−,−}H : G×G→ H

{−,−}K : G×G→ K

örgü dönüşümler le ver ls n.

(f, idG) : {H,G, α} → {K,G, β}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm n ele alalım. Örgülü çaprazlanmış G-modül
kategor s nde her morf zm k l s n n ger çekmes var olduğundan,

H ×K H = {(h, h′) | f(h) = f(h′)} ⊆ H ×H

olmak üzere
{H ×K H,G, ∂}

(p2,idG)

��

(p1,idG) // {H,G, α}

(f,idG)

��
{H,G, α}

(f,idG)
// {K,G, β}

d yagramı, (f, idG) örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm n n kend s le ger çekme
d yagramıdır. Böylece

(p1, idG) : {H ×K H,G, ∂} → {H,G, α} , p1 (h, h
′) = h

(p2, idG) : {H ×K H,G, ∂} → {H,G, α} , p2 (h, h
′) = h′

olmak üzere ((p1, idG) , (p2, idG)) morf zm k l s (f, idG) morf zm ç n çek rdek k l d r.

Ayrıca örgülü çaprazlanmışG-modül kategor s nde her morf zm k l s eş-eş tley c ye
sah p olduğundan ((p1, idG) , (p2, idG)) morf zm k l s n n eş-eş tley c s N, H grubunun{

(p1 (h, h
′))−1p2 (h, h

′) | (h, h′) ∈ H ×K H
}

kümes le üret len normal altgrubu ve

∂ : H/N → G

hN 7→ ∂ (hN) = α (h)
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olmak üzere ({H/N,G, ∂} , (q, idG)) k l s d r.

{H ×K H,G, ∂}
(p1,idG) //
(p2,idG)

// {H,G, α} (q,idG) //

(q′,idG)

&&MM
MMM

MMM
MMM

MMM
MMM

{H/N,G, σ}

∃!(φ,idG)

���
�
�
�
�

{H ′, G, σ′}

d yagramı ((p1, idG) , (p2, idG)) morf zm k l s ç n eş-eş tley c d yagramıdır.

Ayrıca örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s sonlu bütündür ve düzenl
ep morf zmler ger çekme altında korunur.

TK-2) Örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde her

{E,G, ∂}
(u,idG) //
(v,idG)

// {H,G, α}

denkl k bağıntısının b r etk l bağıntı olduğunu gösterel m. Teorem 4.4 de detaylı olarak
bahsed ld ğ g b α : H/E → G, α [h] = α(h) dönüşümü

(hE)g = (hg)E

şekl nde tanımlı etk s yle b r çaprazlanmış G-modüldür. Ş md α : H/E → G çaprazlanmış
G-modülünün

{−,−} : G×G → H/E

(g, g′) 7→ {g, g′} = {g, g′}H E

örgü dönüşümü le b rl kte örgülü çaprazlanmış G-modül olduğunu gösterel m. Her
g, g′g1, g

′
1 ∈ G ve h, h′ ∈ E ç n,

BCM1)

{g, g1g′1} = {g, g1g′1}H
= ({g, g1}H)

g′1 {g, g′1}H
= {g, g1}g

′
1 {g, g′1} (∵ {−,−} tanımı)

BCM2)

{gg′, g1} = {gg′, g1}H E
=

(
{g′, g1}H ({g, g1}H)

g′
)
E

= {g′, g1}H E ({g, g1}H)
g′ E

= {g′, g1} {g, g1}g
′

(∵ {−,−} tanımı)
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BCM3)

α {g, g′} = α ({g, g′}H E)
= α {g, g′}H
= [g′, g] (∵ α çaprazlanmış G-modül)

BCM4)

{g, α (kN)} = {g, α (hE)}H E
= {g, α (h)}H E
= (h−1hg)E (∵ α çaprazlanmış G-modül)
= (hE)−1 (hE)g

BCM5)

{α (k′N) , g′} = {α (h′E) , g′}H E
= {α (h′) , g′}H E
=

((
(h′)−1)g′ h′)E (∵ α çaprazlanmış G-modül)

=
(
(h′E)−1)g′ h′E

özell kler n sağlar. Böylece {H/E,G, α} b r örgülü çaprazlanmış G-modüldür.

Ş md her h ∈ H ç n q (h) = hE şekl nde tanımlı

(q, idG) : {H,G, α} → {H/E,G, α}

dönüşümünün örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olduğunu gösterel m. Aşağıdak
d yagramı göz önünde bulunduralım:

G×G

idG×idG

{−,−}H // H

q

��

α // G

idG

G×G
{−,−}

// H/E
α

// G

Her g, g′ ∈ G ve her h ∈ H ç n

)

αq (h) = α(hE)

= α (h)

= idG (α (h))

= idGα(h)
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olup αq = idGα bulunur.

)

q (hg) = (hg)E

= (hE)g

= (hE)idG(g)

= q (h)idG(g)

olup q (hg) = q (h)idG(g) bulunur.

)

{−,−} (idG × idG) (g, g
′) = {g, g′}

= {g, g′}H E
= q {g, g′}H
= q {−,−}H (g, g′)

olup {−,−} (idG × idG) = q {−,−}H bulunur.

H üzer ndek denkl k bağıntsı tanımından E, H ×G H kümes n n b r alt objes d r.
Yan ;

E = {(h, h′) | q (h) = q (h′)}

olmak üzere
E ⊆ H ×G H = {(h, h′) | α (h) = α (h′)}

olduğu görülür. Çünkü;

(h, h′) ∈ E ⇒ q (h) = q (h′)

⇒ hE = h′E

⇒ α [h] = α [h′] (∵ α y tanımlı)
⇒ α (h) = α (h′)

⇒ (h, h′) ∈ H ×G H

elde ed l r. Ayrıca αu = αv olduğundan her x ∈ E ç n αu (x) = αv (x) elde ed l r. Böylece
(u (x) , v (x)) ∈ E olup (1, u(x).v(x)−1) ∈ E d r. Bu durumda

(1, u(x)(v(x))−1) ∈ E ⇒ (u (x) (v (x))−1)E = 1E

⇒ q (u (x) (v (x))−1) = 1

⇒ q (u (x)) = q (v (x))

⇒ qu (x) = qv (x)

olup qu = qv olduğu görülür. Böylece (q, idG), ((u, idG) , (v, idG)) k l s n n
eş-eş tley c s d r.
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Ş md ((u, idG) , (v, idG)) k l s n n (q, idG) morf zm n n çek rdek k l s olduğunu
gösterel m. {S,G, ρ} b r örgülü çaprazlanmış G-modül olsun ve (u′, idG),
(v′, idG) : {S,G, ρ} → {H,G, α} dönüşümler qu′ (s) = qv′ (s) olacak şek lde tanımlansın.

Her s ∈ S ç n qu′ (s) = qv′ (s) d r. Böylece

[u′ (s)] = [v′ (s)]

olup ((u′, idG) , (v′, idG)) ∈ E elde ed l r. Bu durumda

{S,G, ρ}

(v′,idG)

��:
::

::
::

::
::

::
::

::
::

::
::

:
(u′,idG)

**VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV

∃!(θ,idG)

%%
{E,G, ∂}

(v,idG)

��

(u,idG)
// {H,G, α}

(q,idG)

��
{H,G, α}

(q,idG)
// {H/E,G, α}

d yagramını değ şmel yapacak şek lde b r tek (θ, idG) : {S,G, ρ} → {E,G, ∂} örgülü
çaprazlanmış G-modül morf zm n n var olduğunu gösterel m

θ(s) = (u′ (s) , v′ (s))

şekl nde tanımlayalım.

G×G

idG×idG

{−,−}S // S

θ

��

ρ // G

idG

G×G
{−,−}E

// E
∂

// G

d yagramını göz önünde bulunduralım.

) Her s ∈ S ç n

∂θ (s) = ∂ (u′ (s) , v′ (s))

= α (u′ (s)) (∵ αu′ = αv′)

= α (v′ (s))

= ρ (s)

= idGρ (s)

olup ∂θ = idGρ bulunur.
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) Her g, g′ ∈ G ve her s ∈ S ç n

θ (sg) = (u′ (sg) , v′ (sg))

=
(
u′ (s)idG(g) , v′ (s)idG(g)

)
= θ (s)idG(g)

elde ed l r.

) Her g, g′ ∈ G ç n

{−,−}E idG × idG (g, g′) = {g, g′}E
= ({g, g′}H , {g, g′}H)
= θ {g, g′}S
= (u′ {g, g′}S , v′ {g, g′}S)
= ({g, g′}H , {g, g′}H)

olup {−,−}E idG × idG = θ {−,−}S bulunur.

Böylece (θ, idG) : {S,G, ρ} → {E,G, ∂} morf zm b r örgülü çaprazlanmış
G-modül morf zm d r. Burada

(u′, idG) , (v
′, idG) : {S,G, ρ} → {H,G, α}

örgülü çaprazlanmış G-modül morf zm olup aşağıdak d yagram değ şmel d r.

G×G

idG×idG

{−,−}S // S

u′

��

ρ // G

idG

G×G
{−,−}H

// H α
// G

Yan ,
u′ {−,−}S (g, g′) = {−,−}H idG × idG (g, g′)

⇔ u′ {g, g′}S = {−,−}H (g, g′)

⇔ u′ {g, g′}S = {g, g′}H
olup u′ {−,−}S = {−,−}H idG × idG ve benzer şek lde v′ {−,−}S = {−,−}H idG × idG

olduğu görülür.

Ayrıca her s ∈ S ç n

uθ (s) = u (u′ (s) , v′ (s))

= u′ (s)
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ve
vθ (s) = v (u′ (s) , v′ (s))

= v′ (s)

olduğu görülür.

Son olarak (θ, idG) morf zm n n b r tekl ğ n gösterel m. Her S ∈ S ç n θ′ (s) =

(h, h′) şekl nde tanımlı (θ′, idG) : {S,G, ρ} → {E,G, ∂}morf zm (θ, idG) le aynı özell kte
b r örgülü çaprazlanmışG-modülmorf zm olsun. Bu durumda uθ′ = u′ ve vθ′ = v′ eş tl kler
sağlanır. Buradan s ∈ S ç n

u′ (s) = uθ′ (s) = u (h, h′) = h

ve
v′ (s) = vθ′ (s) = v (h, h′) = h′

olup
θ′ (s) = (h, h′) = (u′ (s) , v′ (s)) = θ (s)

elde ed l r. s ∈ S keyf olduğundan θ = θ′ olup (θ, idG) morf zm b r tekt r.

Böylece ((u, idG) , (v, idG)) k l s , örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s nde,
(q, idG) : {H,G, α} → {H/E,G, α} morf zm n n çek rdek k l s d r. Bu durumda

{E,G, ∂}
(u,idG) //
(v,idG)

// {H,G, α}

denkl k bağıntısı etk l bağıntıdır.

Sonuç olarak, örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s tam kategor d r.
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Gruplar üzer nde örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s n n bazı özel objelere
sah p olmasından yola çıkılarak b r düzenl ve tam kategor olduğu sonucuna varılmıştır.
Düzenl kategor ler n bazı özell kler özel olarak örgülü çaprazlanmış G-modül kategor s ne
uygulanmıştır. B r kategor de bağıntı kavramıyla oluşturulan bağıntı kategor s yapısı
örgülü çaprazlanmış G-modüller ç n sağlanmıştır. Çalışma sonrasında L e Ceb rler g b
farklı ceb rsel yapılar üzer nde örgülü çaprazlanmış modül kategor s ç n veya bu
kategor n n genelleşt r lm ş olan 2- çaprazlanmış modül kategor s ç n benzer
araştırmalara yer ver leb l r.
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