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ÖZET

Le bn z-R nehart ceb rler ve genellemeler adlı bu doktora tez , beş bölümden
oluşmaktadır. B r nc bölümde temel kavramlarla lg l genel tanımlar ve örnekler ver ld .
İk nc bölümde bu tanımlar vasıtasıyla L e-R nehart ceb rler n genellemes olarak
Le bn z-R nehart ceb rler ve kategor sel nşaası tanımlanıldı. Üçüncü bölümde
Le bn z-R nehart ceb rler n çaprazlanmış modüller sunuldu ve Le bn z-R nehart ceb rler n
çaprazlanmış modüller ne örnekler ver ld . Hemde bu bölümde Le bn z-R nehart ceb rler
kategor s ç n çaprazlanmış modül ve bazı l şk l yapılar (kategor sel olarak denk) ver ld .
Dördüncü bölümde Le bn z-R nehart ceb rler n yüksek boyutlu çaprazlanmış modüller
ver ld . Beş nc ve son bölümde se elde ed len sonuçlar yorumlanarak “sonuçlar ve
öner ler” başlığı altında sunulmuştur.

Anahtar Kel meler:Le bn z-R nehart Ceb rler, Çaprazlanmış Modül, Cat1-Le bn z-
R nehart Ceb rler, S mpl sel Le bn z-R nehart Ceb rler.
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SUMMARY

Th s Ph.D. thes s, t tled Le bn z-R nehart algebras and general zat ons, cons sts of
f ve chapters. In the f rst chapter, t s g ven the def n t ons and examples w th respect to
bas c concepts. In the second chapter, Le bn z-R nehart algebras and ts categor cal
construct on are ntroduced n as generaz t on of L e R nehart algebras. In the th rd chapter,
the crossed module concept of Le bn z-R nehart algebras s ntroduced and examples of
crossed modules of Le bn z-R nehart algebras are g ven. Also n th s chapter, we g ve r se
to crossed modules and some related (even categor cally equ valent) structures for the
category of Le bn z - R nehart algebras. In the fourth sect on, t s g ven that the h gher
d mens onal crossed modules of Le bn z-R nehart algebras. In the last chapter, the obta ned
results and suggest ons are g ven under the head ng ”results and suggest ons”.

Keywords: Le bn z-R nehart algebras, Crossed module, Cat1-Le bn z-R nehart
algebras, S mpl cal Le bn z-R nehart algebras.
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

K b r c s m ve A b r değ şmel K-ceb r olsun. (Huebschmann, 1990) da b r K L e
ceb r yapısı üzer nde b r A-modül yapısı oluşturup bu yapıyı L e-R nehart ceb r olarak
adlandırmıştır. Bu ceb rler n çaprazlanmış modül yapısını (Casas v.d,2004) de ve üçlü
kohomoloj s n n teor s n (Casas v.d,2005) de verd .

Der(A) le A nın tüm K-der vasyonlarının kümes göster ls n. B r başka dey şle
Der(A) tüm a, a′ ∈ A ç n D(aa′) = aD(a′) + D(a)a′ olacak şek lde D : A −→ A tüm
K-l neer dönüşümler n kümes olsun. L e-R nehart ceb rler le lg l tüm çalışmalarda ana
örnek A nın tüm K-der vasyonlarının kümes olmuştur.

Gerçekten Der(A); a, a′ ∈ A ve D,D′ ∈ Der(A) ç n şlem (aD)(a′) = aD(a′)

olarak, braket de [D,D′] = DD′ −D′D şekl nde tanımlandığında b r L eK-ceb rd r; Fakat
Der(A) yukarıdak şlemle A-modül olmasına karşın, tanımlanan bu braket le

[D, aD′] = a[D,D′] +D(a)D′

elde ed leceğ nden A-b l neer olmadığı ç n L e A-ceb r değ ld r. Bu nedenle elde ed len bu
ceb rsel yapı l teratürde L e-R nehart ceb r olarak geçmekted r.

Bu tezde, (Jub n v.d,2016) de tanım ve morf zmler n ver len Le bn z-R nehart ceb r
yapısına benzer olarak Le bn z-R nehart ceb r ve morf zm tanımları ver ld . Bu tezde ver len
tanım (Jub n v.d,2016) da ver len tanımdan b raz farklıdır. Bunun neden yukarıdak makalede
sol Le bn z şartı kullanılırken tezde Le bn z ceb rler n n tanımlandığı (Loday,1993) de verd ğ
g b L b r K-vektör uzayı olmak üzere her X,Y, Z ∈ L ç n

[X, [Y, Z]] = [[X,Y ], Z]− [[X,Z], Y ]

şekl ndek sağ Le bn z şartı kullanılmıştır. Burada geçen tüm yapılar ve sonuçlar uygun
yollarla tanımlanan b r funktor yardımıyla sol Le bn z ceb r şartı le elde ed len sonuçlarla
eşleneb l r. Daha sonra L e ceb rler kategor s n n, Le bn z ceb rler kategor s n n b r dolu alt
kategor s olması gerçeğ nden yola çıkarak (Casas v.d,2004) ve (Casas v.d,2005) dek
çalışmalarda tanımlanan yapılar genelleşt r lm şt r.

Tez n sonrak bölümler nde elde ed len bu yen ceb r yapısı üzer nde Le bn z-R nehart
çaprazlanmış modüller ve kategor s tanımlanacaktır. Daha sonra bu yen ceb r yapısı yüksek
boyutlar ç n ncelenecekt r. Bu çaprazlanmışmodüller n son kısımlarındaL sab t b r Le bn z-
R nehart ceb r olmak üzere, tabanı R olan tüm Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller n
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kategor s tanımlanarak, kategor sel ve funktor yel özell kler ncelenecekt r. Elde ed len bu
kategor de başlangıç objes 0 −→ L ve varış objes Çek(αr) −→ L olacağından sıfır obje
yoktur. Dolayısıyla abelyan veya sem -abelyan kategor değ ld r. İnterst ve mod f ye ed lm ş
nterest kategor lerde ankor olmadığından bu kategor lerde yen kategor y kapsamaz.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

K b r c s m ve A b r değ şmel K-ceb r olsun. (Huebschmann, 1990) da b r K L e
ceb r yapısı üzer nde b r A-modül yapısı oluşturup bu yapıyı L e-R nehart ceb r olarak
adlandırmıştır. Bu ceb rler n çaprazlanmış modül yapısı (Casas vd.,2004) de ve üçlü
kohomoloj s n n teor s (Casas vd.,2005) de ver lm şt r.

Der(A) fades A nın tümK-der vasyonlarının kümes n gösters n. B r başka dey şle
Der(A) tüm a, a′ ∈ A ç n D(aa′) = aD(a′) + D(a)a′ olacak şek lde D : A −→ A tüm
K-l neer dönüşümler n kümes olsun. L e-R nehart ceb rler le lg l tüm çalışmalarda temel
örnek A nın tüm K-der vasyonlarının kümes olmuştur.

Gerçekten Der(A); a, a′ ∈ A ve D,D′ ∈ Der(A) ç n şlem (aD)(a′) = aD(a′)

olarak, braket de [D,D′] = DD′−D′D olacak şekl nde tanımlandığında b r L eK-ceb rd r.
Fakat Der(A) yukarıdak şlemle A-modül olmasına karşın, tanımlanan bu braket le

[D, aD′] = a[D,D′] +D(a)D′

elde ed leceğ nden A-b l neer olmadığı ç n L e A-ceb r değ ld r. Bu nedenle elde ed len bu
ceb rsel yapı l teratürde L e-R nehart ceb r olarak geçmekted r.

Çaprazlanmış modül yapısı gruplar üzer nde lk kez Wh tehead tarafından homotop
2-t pler n ceb rsel b r modellemes olarak (Wh tehead, 1941, 1946) de tanımlanmıştır. Öyle
k (Baues, 1991; Loday, 1982) grup çaprazlanmış modüller üzer ndek model kategor
(Brown ve Golas nsk , 1989; Cabello ve Garzón, 1995) ç n homotop kategor s , noktasal
2-t pler üzer ndek model kategor s (Elv ra-Donazar ve Hernandez-Par c o, 1995) ç n
homotop kategor ye denkt r. B l nd ğ üzere çarazlanmış modüller, Moore kompleks n n
uzunluğu 1 olan s mpl sel gruplar kategor s ne (Conduché, 1984) ve gruplar kategor s ndek
nternal objeye (cat1-grup yapısına) denkt r.

Daha sonra L e ceb r vers yonu (Ell s, 1993) de ve L e-R nehart ceb r vers yonu
(Casas vd., 2004) de tanımlanmıştır.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez n d ğer kaynaklardan bağımsız olarak daha kolay anlaşılab lmes
ç n tez boyunca gerekl olacak bazı temel tanımlar ve örnekler ver lecekt r. Ayrıca tez ç nde
l teratüre uygun olması ç n etk lerde Le bn z braket le göster lecekt r.

3.1 Le bn z Ceb r

Tanım 3.1 L b r K-vektör uzayı ve

J−,−K : L× L → L

K-b l neer dönüşüm olsun. Her X,Y, Z ∈ L ç n

JX, JY, ZKK = JJX,Y K, ZK − JJX,ZK, Y K
şekl ndek özdeşl k (Le bn z özdeşl ğ ) sağlanıyorsa; Le bn z braket le b rl kte L ye K
üzer nde b r Le bn z ceb r den r.

Tanımlanan bu kavram l teratürde sağ Le bn z ceb r olarak b l n r. Tezde bu kavramı
kısaca Le bn z ceb r olarak adlandırılacaktır.

3.1.1 Le bn z ceb r homomorf zm

Tanım 3.2 L ve L′ k Le bn z ceb r olsun. Her X,Y ∈ L ç n

fJX,Y K = Jf(X), f(Y )K
şartını sağlayan f : L −→ L′ K b l neer dönüşümüne L den L′ ne b r Le bn z ceb r
homomorf zması den r.

3.1.2 Le bn z ceb r etk s

Tanım 3.3 L , L′ k Le bn z ceb r olsun.

L⊗ L′ −→ L′

(X,Y ′) 7−→ JX,Y ′K
L′ ⊗ L −→ L′

(Y ′, X) 7→ JY ′, XK



5

şekl nde tanımlı K-b l neer dönüşümler , her X,Y ∈ L , X ′, Y ′ ∈ L′ ç n
1a-)

q
X, JY, Y ′Ky = JJX,Y K, Y ′K − JJX,Y ′K, Y K

1b-) JX, JY ′, Y KK = JJX,Y ′K, Y K − JJX,Y K, Y ′K
1c-) JY ′, JX,Y KK = JJY ′, XK, Y K − JJY ′, Y K, XK
1d-) JX, JX ′, Y ′KK = JJX,X ′K, Y ′K − JJX,Y ′K, X ′K
1e-) JX ′, JX,Y ′KK = JJX ′, XK, Y ′K − JJX ′, Y ′K, XK
1f-) JX ′, JY ′, XKK = JJX ′, Y ′K, XK − JJX ′, XK, Y ′K
şartlarını sağlıyorsa L Le bn z ceb r n n L′ Le bn z ceb r üzer ne etk s vardır den r.

3.2 B der vasyon

3.2.1 B r L Le bn z ceb r n K b der vasyonu

Tanım 3.4 ( Loday, 1993 ) L b r Le bn z ceb r ve φ : = (d,D) her X1, X2 ∈ L ç n

DJX1, X2K = JD(X1), X2K − JD(X2), X1K,
dJX1, X2K = Jd(X1), X2K + JX1, d(X2)K,JX1, d(X2)K = JX1, D(X2)K,

olacak şek lde d,D : L −→ L tanımlanan K -l neer dönüşümler n b r k l s olsun. (d,D)

k l s ne L n n b rK-b dervasyonu den r. L n n tümK-b der vasyonlarının kümes Bider(L)

le göster l r.

3.2.2 B r L Le bn z ceb r n K b der vasyon örneğ

Örnek 3.1 L b r Le bn z ceb r olsun. Sab t b r X ∈ L ç n, adX , AdX : L −→ L

dönüşümler Y ∈ L ç n sırasıyla adX(Y ) = −JY,XK ve AdX(Y ) = JX,Y K olarak
tanımlanırsa (adX , AdX) L n n b der vasyonudur.
Gerçekten, J, K Le bn z braket K-b l neer olduğundan

adX(kY ) = −JkY,XK = −kJY,XK = k(−JY,XK) = kadX(Y )

ve benzer şek lde
AdX(kY ) = JX, kY K = kJX,Y K = kAdX(Y )
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elde ed leceğ ç n adX ve AdX dönüşümler K-l neerd r. Ek olarak, (adX , AdX) = (d,D)

alınırsa, her X1, X2 ∈ L ç n

DJX1, X2K = AdX(JX1, X2K)
= JX, JX1, X2KK
= JJX,X1K, X2K − JJX,X2K, X1K ∵ Le bn z ceb r şartı
= JAdX(X1), X2K − JAdX(X2), X1K ∵ AdX n tanımı
= JD(X1), X2K − JD(X2), X1K

elde ed l r. 2. şartın göster m nde son şart gerekl olacağından önce son şartı göster ls n.

JX1, JX,X2KK = JJX1, XK, X2K − JJX1, X2K, XK
−JX1, JX2, XK = −JJX1, X2K, XK + JJX1, XK, X2K

eş tl kler n n sağ tarafları eş t olduğundan sol taraflardan JX1, JX,X2KK = −JX1, JX2, XK
gel r; yan JX1, D(X2)K = JX1, d(X2)K elde ed l r.
Son olarak JX1, JX,X2KK = JJX1, XK, X2K − JJX1, X2K, XK Le bn z ceb r şartı
−JJX1, X2K, XK = JX1, JX,X2KK − JJX1, XK, X2K şartına denk olacağından

dJX1, X2K = adX(JX1, X2K)
= −JJX1, X2K, XK
= JX1, JX,X2KK − JJX1, XK, X2K
= JX1, AdX(X2)K − J−adX(X1), X2K ∵ AdX , adX n tanımı
= JX1, D(X2)K + Jd(X1), X2K
= JX1, d(X2)K + Jd(X1), X2K ∵ son şart

elde ed l r.

3.2.3 B r K Le bn z ceb r örneğ

Örnek 3.2 (d,D), (d′, D′) ∈ Bider(L) ç n braket

J , K : Bider(L)×Bider(L) −→ Bider(L)

((d,D), (d′, D′)) 7−→ J(d,D), (d′, D′)K = (d ◦ d′ − d′ ◦ d,D ◦ d′ −D′ ◦ d)

şekl nde alınırsa Bider(L) b r Le bn z K-ceb rd r. Bunu göstermek ç n her (d,D), (d′, D′),
(d′′, D′′) ∈ Bider(L) ç n

a). Bider(L), K-vektör uzay olduğu,

b).

J(d,D), J(d′, D′), (d′′, D′′)KK = JJ(d,D), (d′, D′)K, (d′′, D′′)K−JJ(d,D), (d′′, D′′)K, (d′, D′)K,
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şekl ndek Le bn z şartı sağlandığı,

c). Yukarıda tanımlanan J, K Le bn z braket K-b l neer olduğu göster lmel d r.

a). (d,D), (d′, D′), (d′′, D′′) ∈ Bider(L) ve k, k1, k2 ∈ K ve X ∈ L ç n

+ : Bider(L)×Bider(L) −→ Bider(L)

((d,D), (d′, D′)) 7−→ ((d,D) + (d′, D′))(X) = ((d+ d′), (D +D′))(X)

ve

· : K×Bider(L) −→ Bider(L)

(k, (d,D)) 7−→ (k · (d,D))(X) = k(d,D)(X) = (kd, kD)(X)

şlemler ver ls n.

V1). (Bider(L),+) b r Abelyan gruptur.

V2). Her X ∈ L ç n

(k · ((d,D) + (d′, D′))(X) = k(((d,D) + (d′, D′))(X))

= k((d,D)(X) + (d′, D′)(X))

= k(d,D)(X) + k(d′, D′)(X)

= (k · (d,D))(X) + (k · (d′, D′))(X)

= (k · (d,D) + k · (d′, D′))(X)

olur. Buradan da

k · ((d,D) + (d′, D′)) = k · (d,D) + k · (d′, D′)

sonucu elde ed l r.

V3). Her X ∈ L ç n

((k1 + k2) · (d,D))(X) = (k1 + k2)(d,D)(X)

= k1(d,D)(X) + k2(d,D)(X)

= (k1 · (d,D))(X) + (k2 · (d,D))(X)

= (k1 · (d,D) + k2 · (d,D))(X)

olduğundan
(k1 + k2) · (d,D) = k1 · (d,D) + k2 · (d,D)

d r.
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V4). Her X ∈ L ç n

((k1k2) · (d,D))(X) = (k1k2)(d,D)(X)

= k1 · (k2(d,D)(X))

= k1 · ((k2 · (d,D))(X))

= (k1 · (k2 · (d,D)))(X)

ve buradan
(k1k2) · (d,D) = k1 · (k2 · (d,D))

sonucu elde ed l r.

V5). Her (d,D) ∈ Bider(L), 1 ∈ K ç n

1 · (d,D) = (d,D)

elde ed l r k buradan Bider(L) b r K-vektör uzayıdır.

b). Burada kısalık olması ç n ◦ b leşke şlem yazılmayacaktır.

I1 = J(d,D), J(d′, D′), (d′′, D′′)KK
= J(d,D), (d′d′′ − d′′d′, D′d′′ −D′′d′)K
= (d(d′d′′ − d′′d′)− (d′d′′ − d′′d′)d,D(d′d′′ − d′′d′)− (D′d′′ −D′′d′)d)

= (dd′d′′ − dd′′d′ − d′d′′d+ d′′d′d,Dd′d′′ −Dd′′d′ −D′d′′d+D′′d′d)

I2 = JJ(d,D), (d′, D′)K, (d′′, D′′)K
= J(dd′ − d′d,Dd′ −D′d), (d′′, D′′)K
= (dd′ − d′d)d′′ − d′′(dd′ − d′d), (Dd′ −D′d)d′′ −D′′(dd′ − d′d))

= (dd′d′′ − d′dd′′ − d′′dd′ + d′′d′d,Dd′d′′ −D′dd′′ −D′′dd′ +D′′d′d)

I3 = JJ(d,D), (d′′, D′′)K, (d′, D′)K
= J(dd′′ − d′′d,Dd′′ −D′′d), (d′, D′)K
= (dd′′ − d′′d)d′ − d′(dd′′ − d′′d), (Dd′′ −D′′d)d′ −D′(dd′′ − d′′d))

= (dd′′d′ − d′′dd′ − d′dd′′ + d′d′′d,Dd′′d′ −D′′dd′ −D′dd′′ +D′d′′d)

I1 = I2 − I3 eş tl ğ gereğ

J(d,D), J(d′, D′), (d′′, D′′)KK = JJ(d,D), (d′, D′)K, (d′′, D′′)K− JJ(d,D), (d′′, D′′)K, (d′, D′)K
Le bn z şartı sağlanır.
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c). Her X ∈ L ç n

= (k · J(d,D), (d′, D′)K)(X)

= k(J(d,D), (d′, D′)K(X))

= k((dd′ − d′d,Dd′ −D′d)(X))

= k((dd′ − d′d)(X), (Dd′ −D′d)(X))

= k(dd′ − d′d)(X), k(Dd′ −D′d)(X)

= kd(d′(X))− kd′(d(X)), kD(d′(X))− kD′(d(X))

= kd(d′(X))− d′(kd(X)), kD(d′(X))−D′(kd(X)) ( ∵ d,D : A −→ A, K-l neer)
= k · d(d′(X))− d′(k · d(X)), k ·D(d′(X))−D′(k · d(X))

= (k · d)d′ − d′(k · d), (k ·D)d′ −D′(k · d)(X)

= J(k · d, k ·D), (d′, D′)K(X)

= Jk · (d,D), (d′, D′)K(X)

ve

= (k · J(d,D), (d′, D′)K)(X)

= k(J(d,D), (d′, D′)K(X))

= k((dd′ − d′d,Dd′ −D′d)(X))

= k((dd′ − d′d)(X), (Dd′ −D′d)(X))

= k(dd′ − d′d)(X), k(Dd′ −D′d)(X)

= kd(d′(X))− kd′(d(X)), kD(d′(X))− kD′(d(X))

= d(kd′(X))− kd′(d(X)), D(kd′(X))− kD′(d(X)) ( ∵ d,D : A −→ A, K-l neer)
= d(k · d′(X))− k · d′(d(X)), D(k · d′(X))− k ·D′(d(X))

= (d(k · d′)− (k · d′)d,D(k · d′)− (k ·D′)d)(X)

= J(d,D)(k · d′, k ·D′)K(X)

= J(d,D), k · (d′, D′)K(X)

olur k buradan

k · J(d,D), (d′, D′)K = Jk · (d,D), (d′, D′)K = J(d,D), k · (d′, D′)K
sonucu elde ed l r. Ayrıca

= J(d,D) + (d′, D′), (d′′, D′′)K(X)

= J((d+ d′), (D +D′)), (d′′, D′′)K(X)

= ((d+ d′) ◦ d′′ − d′′ ◦ (d+ d′), (D +D′) ◦ d′′ −D′′ ◦ (d+ d′))(X)

= ((dd′′ + d′d′′)− (d′′d+ d′′d′), (Dd′′ +D′d′′)− (D′′d+D′′d′))(X)

= ((dd′′ − d′′d) + (d′d′′ − d′′d′), (Dd′′ −D′′d) + (D′d′′ −D′′d′))(X)

= ((dd′′ − d′′d,Dd′′ −D′′d)(X) + (d′d′′ − d′′d′, D′d′′ −D′′d′))(X)

= J(d,D)(d′′, D′′)K(X) + J(d′, D′), (d′′, D′′)K(X)
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ve benzer şek lde,

= J(d,D), (d′, D′) + (d′′, D′′)K(X)

= J(d,D), ((d′ + d′′), (D′ +D′′))K(X)

= (d ◦ (d′ + d′′)− (d′ + d′′) ◦ d,D ◦ (d′ + d′′)− (d′ + d′′) ◦D)(X)

= ((dd′ + dd′′)− (d′d+ d′′d), (Dd′ +Dd′′)− (d′D + d′′D))(X)

= (dd′ − d′d) + ((dd′′ − d′′d), (Dd′ − d′D) + (Dd′′ − d′′D))(X)

= ((dd′ − d′d,Dd′ − d′D)(X) + (dd′′ − d′′d,Dd′′ − d′′D))(X)

= J(d,D)(d′, D′)K(X) + J(d,D), (d′′, D′′)K(X)

elde ed l r ve dolayısıyla J, K braket K-b l neerd r.

Yapılan tüm bu şlemlerle b rl kte Bider(L) b r Le bn z K-ceb rd r.
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4. LEİBNİZ-RİNEHART CEBİRLER

Bu bölümde lk olarak b r K c sm üzer nde L Le bn z-R nehart ceb r tanımlanmış
ardından ver len k Le bn z-R nehart ceb r arasındak morf zmler tanımlanarak
Le bn z-R nehart ceb rler kategor s oluşturulmuştur. Tanımlanan bu yen ceb r çeş tl
örneklerle desteklenm şt r. Ardından L Le bn z ceb r n n R Le bn z A-ceb r üzer ne etk s
tanımlanmış ve bu etk yardımıyla R × L d rekt çarpımının alt kümes olarak R o L

yarı-d rekt çarpımı tanımlanıp bu yarı d rekt çarpımın lg l braket tanımı le
Le bn z-R nehart ceb r yapısı oluşturduğu göster lm şt r. Daha sonra konuyla lg l b r kaç
teorem ver lerek özel b r Le bn z-R nehart ceb r örneğ yle bu kısım sonlandırılmıştır.

4.1 Le bn z-R nehart Ceb rler

Bu kısımda Le bn z ceb ro dler n ceb rselleşt rmes olan Le bn z-R nehart ceb rler
(Jub n vd.,2016) de tanım ve morf zmler ver len Le bn z ceb ro d tanımına ve
Le bn z-R nehart ceb r yapısına benzer olarak Le bn z-R nehart ceb r ve morf zm tanımı
ver lm şt r. Burada ver len tanım (Jub n vd.,2016) de ver len tanımdan b raz farklıdır.
Bunun neden yukarıdak makalede sol Le bn z şartı kullanılırken burada Le bn z
ceb rler n n tanımlandığı (Loday, 1993) dak g b L b r K-vektör uzayı olmak üzere her
X,Y, Z ∈ L ç n JX, JY, ZKK = JJX,Y K, ZK − JJX,ZK, Y K
şekl nde tanımlı olan sağ Le bn z şartını kullanıldı. Burada geçen tüm yapılar ve sonuçlar
uygun yollarla tanımlanan b r funktor yardımıyla sol Le bn z ceb r şartı le elde ed len
sonuçlarla eşleneb l r.

Tanım 4.1 K b r c s m,A değ şmel b rK-ceb r, L b rK-Le bn z ceb r ve αr : L → Der(A)

Le bn z K-ceb r ve A-modül homomorf zm olsun. Her a ∈ A, X, Y ∈ L ç n

JaX, Y K = aJX,Y K − αr(Y )(a)X

αrJX,Y K = [αr(X), αr(Y )]

şartlarını sağlayan A modül yapısına sah p b r L Le bn z K-ceb r ne (K, A) üzer nde b r
Le bn z-R nehart ceb r den r ve (L, αr) le göster l r.
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4.1.1 Le bn z-R nehart ceb r homomorf zm

Tanım 4.2 (L, αr) ve (L′, α′
r) aynı (A,K) üzer nde k Le bn z-R nehart ceb r ve f : L −→

L′ b r Le bn z K-ceb r ve A-modül homomorf zm olsun. Eğer

L
αr

''PP
PPP

PPP
PPP

PPP

f

��

Der(A)

L′
α′
r

77nnnnnnnnnnnnn

d yagramı değ şmel se f ye Le bn z-R nehart ceb r homomorf zm den r. Böylece (K, A)

üzer nde Le bn z-R nehart ceb rler n n kategor s LR(A) elde ed l r.

4.1.2 Le bn z-R nehart ceb r örnekler

Örnek 4.1 Tr : Der(A) −→ Der(A) tüm D,D′ ∈ Der(A) ç n

Tr(Tr(D)D′) = Tr(D)Tr(D
′) = Tr(DTr(D

′))

olacak şek lde K-l neer A-modül homomorf zm olsun. O zaman Der(A);

J, K : Der(A)×Der(A) −→ Der(A)

(D,D′) 7−→ JD,D′K = DTr(D
′)− Tr(D)D′

braket le Le bn z K-ceb rd r. Bu açıkça fade ed l rse D,D′ ∈ Der(A) ve k, k′ ∈ K ve
a ∈ A ç n

+ : Der(A)×Der(A) −→ Der(A)

(D,D′) 7−→ (D +D′)(X) = D(X) +D′(X)

ve
· : K×Der(A) −→ Der(A)

(k,D) 7−→ (k ·D)(X) = kD(X)

şlemler ver ls n.

V1). (Der(A),+) b r Abelyan gruptur.
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V2). Her a ∈ A ç n

(k · (D +D′))(a) = k((D +D′)(a))

= k(D(a) +D′(a))

= kD(a) + kD′(a)

= (k ·D)(a) + (k ·D′)(a)

= (k ·D + k ·D′)(a)

ve buradan
k · (D +D′) = k ·D + k ·D′

sonucu elde ed l r.

V3). Her a ∈ A ç n

((k + k′) ·D)(a) = (k + k′)D(a)

= kD(a) + k′D(a)

= (k ·D)(a) + (k′ ·D)(a)

= (k ·D + k′ ·D)(a)

ve buradan
(k + k′) ·D = k ·D + k′ ·D

sonucu elde ed l r.

V4). Her a ∈ A ç n
((kk′) ·D)(a) = (kk′)D(a)

= k · (k′D(a))

= k · ((k′ ·D)(a))

= (k · (k′ ·D))(a)

ve buradan
(kk′) ·D = k · (k′ ·D)

sonucu elde ed l r.

V5). Her D ∈ Der(A), 1 ∈ K ç n
1 ·D = D

elde ed l r. O halde Der(A) b r K-vektör uzayıdır.
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Ayrıca; her a ∈ A ve D1, D2, D ∈ Der(A) ç n

(JD +D1, D2K)(a) = ((D +D1)Tr(D2)− Tr(D2)(D +D1))(a)

= ((D +D1)Tr(D2))(a)− (Tr(D2)(D +D1))(a)

= ((DTr(D2) + (D1Tr(D2)))(a)− (Tr(D2)D + Tr(D2)D1)(a))

= (DTr(D2)(a) + (D1Tr(D2))(a)− Tr(D2)D(a)− Tr(D2)D1(a))

= (DTr(D2)(a)− Tr(D2)D(a)) + (D1Tr(D2)(a)− Tr(D2)D1(a))

= (DTr(D2)− Tr(D2)D)(a) + (D1Tr(D2)− Tr(D2)D1)(a)

= JD,D2K(a) + JD1, D2K(a),
bulunur ve benzer şek lde,

(JD1, D +D2K)(a) = (D1Tr(D +D2)− Tr(D +D2)D1)(a)

= (D1Tr(D +D2))(a)− (Tr(D +D2)D1)(a)

= ((D1Tr(D +D2)(a))− (Tr(D +D2)D1(a)))

= ((D1Tr(D +D2)(a))− (Tr(D +D2)(D1(a)))) (∵ D1(a) ∈ A)

= ((D1Tr(D)(a) + (D1Tr(D2)(a))

−(Tr(D)D1(a) + Tr(D2)(D1(a))) (∵ Tr A-modül homomorf zm )

= (D1Tr(D)(a)− Tr(D)D1(a)) + (D1Tr(D2)(a)− Tr(D2)D1(a))

= (D1Tr(D)− Tr(D)D1)(a) + (D1Tr(D2)− Tr(D2)D1)(a)

= JD1, DK(a) + JD1, D2K(a)
elde ed l r.
Ek olarak,

= (k · JD1, D2K)(a)
= k(JD1, D2K(a))
= k((D1Tr(D2)− Tr(D2)D1)(a))

= k((D1Tr(D2))(a)− (Tr(D2)D1)(a))

= k(D1Tr(D2)(a)− k(Tr(D2)D1)(a)

= kD1(Tr(D2)(a))− kTr(D2)(D1(a))

= kD1(Tr(D2)(a))− (Tr(D2)(kD1(a)) ( ∵ Der(A) üzer ndek şlem K-l neer)
= k ·D1(Tr(D2)(a))− (Tr(D2)(k ·D1(a))

= (k ·D1(Tr(D2))− Tr(D2)(k ·D1))(a)

= JkD1, D2K(a)
= Jk ·D1, D2K(a)
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ve

= (k · JD1, D2K)(a)
= k(JD1, D2K(a))
= k((D1Tr(D2)− Tr(D2)D1)(a))

= k((D1Tr(D2))(a)− (Tr(D2)D1)(a))

= k(D1Tr(D2)(a)− k(Tr(D2)D1)(a)

= kD1(Tr(D2)(a))− kTr(D2)(D1(a))

= D1(kTr(D2)(a))− (kTr(D2)(D1(a)) ( ∵ Der(A) üzer ndek şlem K-l neer)
= D1(Tr(kD2)(a))− (Tr(kD2)(D1(a)) ( ∵ Der(A) üzer ndek Tr şlem K-l neer)
= (D1(Tr(k ·D2))− Tr(k ·D2)(D1))(a)

= JD1, kD2K(a)
= JD1, k ·D2K(a)

olduğundan
k · JD1, D2K = Jk ·D1, D2K = JD1, k ·D2K

olur. Yan J, K braket K-b l neerd r. Ayrıca

I1 = JD1, JD2, D3KK
= D1Tr(JD2, D3K)− Tr(JD2, D3K)D1

= D1Tr(D2Tr(D3)− Tr(D3)D2)− Tr(D2Tr(D3)− Tr(D3)D2)D1

= D1Tr(D2Tr(D3))−D1Tr(Tr(D3)D2)− Tr(D2Tr(D3))D1 + Tr(Tr(D3)D2)D1

= D1Tr(D2)Tr(D3)−D1Tr(D3)Tr(D2)− Tr(D2)Tr(D3)D1 + Tr(D3)Tr(D2)D1

I2 = JJD1, D2K, D3K
= JD1, D2KTr(D3)− Tr(D3)JD1, D2K
= (D1Tr(D2)− Tr(D2)D1)Tr(D3)− Tr(D3)(D1Tr(D2)− Tr(D2)D1)

= (D1Tr(D2))Tr(D3)− (Tr(D2)D1)Tr(D3)− Tr(D3)(D1Tr(D2)) + Tr(D3)(Tr(D2)D1)

= D1Tr(D2)Tr(D3)− Tr(D2)D1Tr(D3)− Tr(D3)D1Tr(D2) + Tr(D3)Tr(D2)D1
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ve

I3 = JJD1, D3K, D2K
= JD1, D3KTr(D2)− Tr(D2)JD1, D3K
= (D1Tr(D3)− Tr(D3)D1)Tr(D2)− Tr(D2)(D1Tr(D3)− Tr(D3)D1)

= (D1Tr(D3))Tr(D2)− (Tr(D3)D1)Tr(D2)− Tr(D2)(D1Tr(D3)) + Tr(D2)(Tr(D3)D1)

= D1Tr(D3)Tr(D2)− Tr(D3)D1Tr(D2)− Tr(D2)D1Tr(D3) + Tr(D2)Tr(D3)D1

olup, I1 = I2 − I3 eş tl ğ gereğ ,

JD1, JD2, D3KK = JJD1, D2K, D3K − JJD1, D3K, D2K
elde ed l r ve dolayısıyla (Der(A), Tr) Le bn z K-ceb rd r.
Ek olarak; D,D1, D2 ∈ Der(A), k, k1, k2 ∈ K ve a ∈ A ç n

+ : Der(A)×Der(A) −→ Der(A)

(D1, D2) 7−→ (D1 +D2)(a) = D1(a) +D2(a)

ve
· : K×Der(A) −→ Der(A)

(k,D) 7−→ (k ·D)(a) = kD(a)

şlemler ver ls n. D1, D2, D
′
1, D

′
2 ∈ Der(A) ve a, b ∈ A ç n

(D1 +D2)(ab) = a(D1 +D2)(b) + (D1 +D2)(a)b

= a(D1(b) +D2(b)) + (D1(a) +D2(a))b

= aD1(b) + aD2(b) +D1(a)b+D2(a)b

= aD1(b) +D1(a)b+ aD2(b) +D2(a)b

= D1(ab) +D2(ab)

ve (D1, D2) = (D′
1, D

′
2) olsun. Bu durumda

(D1 +D2)(a) = D1(a) +D2(a)

= D′
1(a) +D′

2(a)

= (D′
1 +D′

2)(a)

olacağından yukarıda tanımlanan + dönüşümü b r k l şlemd r.

M1). (Der(A),+) b r Abelyan gruptur.
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M2). Her a, b ∈ A ç n

(a · (D1 +D2))(b) = a((D1 +D2)(b))

= a(D1(b) +D2(b))

= aD1(b) + aD2(b)

= (a ·D1)(b) + (a ·D2)(b)

= (a ·D1 + a ·D2)(b)

ve dolayısıyla
a · (D1 +D2) = a ·D1 + a ·D2

d r.

M3). Her a, a′, b ∈ A ç n

((a+ a′) ·D)(b) = (a+ a′)D(b)

= aD(b) + a′D(b)

= (a ·D)(b) + (a′ ·D)(b)

= (a ·D + a′ ·D)(b)

ve dolayısıyla
(a+ a′) ·D = a ·D + a′ ·D

sonucu elde ed l r.

M4). Her a, a′, b ∈ A ç n

((aa′) ·D)(b) = (aa′)D(b)

= a · (a′D(b))

= a · ((a′ ·D)(b))

= (a · (a′ ·D))(b)

olduğundan
(aa′) ·D = a · (a′ ·D)

d r. Bu durumda Der(A) b r A-modüldür.
Bu modül yapısıyla

JaD1, D2K = aD1Tr(D2)− Tr(D2)(aD1)

= aD1Tr(D2)− (aTr(D2)(D1) + Tr(D2)(a)(D1))

= aD1Tr(D2)− aTr(D2)(D1)− Tr(D2)(a)D1

= aJD1, D2K − Tr(D2)(a)D1
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Le bn z-R nehart olma ve

TrJD1, D2K = Tr(D1Tr(D2)− Tr(D2)D1)

= Tr(D1Tr(D2))− Tr(Tr(D2)D1)

= Tr(D1)Tr(D2)− Tr(D2)Tr(D1)

= JTr(D1), Tr(D2)K,
A-modül morf zm olma şartlarını sağladığından (Der(A), Tr) Le bn z-R nehart ceb rd r.

Örnek 4.2 (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r ç n αr = 0 olursa, tanım gereğ (L, αr) Le bn z-
R nehart ceb r üzer nde Le bn z K-ceb r yapısı yanında Le bn z-R nehart ceb r şartı

JaX, Y K = aJX,Y K − αr(Y )(a)X = aJX,Y K − 0(Y )(a)X = aJX,Y K
olacağından (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r Le bn z A-ceb r olur.

Örnek 4.3 (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r ç n A = K olursa, Der(A) = 0 olur ve tanım
gereğ (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r sadece Le bn z ceb r olur.

Örnek 4.4 Her L e-R nehart ceb r (Huebschmann,1990) de b r Le bn z-R nehart ceb rd r.
Gerçekten (L, α) L e-R nehart ceb r nden (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r ne ankor
(αr = α) düşünülerek inc. : L(A) −→ LR(A) çerme funktoru le geç l r; Le bn z-R nehart
ceb r nden se α̃ : LLie −→ Der(A) ankor dönüşümüyle α̃(X) = −αr(X) olacak şek lde
veLann = ⟨{JX,XK : X ∈ L}⟩ olmak üzere LLie = L/Lann sol eşlen k L e’leşt rme
funktoru le ver ld .

Örnek 4.5 K b r c s m olmak üzere a, b, c ∈ P ç n P (Casas vd.,2014) de dek g b K
üzer nde Ja · b, cK = a · Jb, cK + Ja, cK · b
özdeşl ğ n sağlayan b r komutat f olmayan b r sağ Po sson ceb r olsun. p ∈ P ç n ankoru;

αr : P −→ Der(P )

p 7−→ −J−, pK
şekl nde tanımlanırsa (P, αr) b r Le bn z-R nehart ceb rd r. Gerçekten; P b r sağ po sson
ceb r oldugundan tanım gereğ P b r Le bn z K-ceb rd r. Ayrıca

Ja · b, cK = a · Jb, cK + Ja, cK · b
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sağ po sson özdeşl ğ sağlanacağından

Ja · b, cK = a · Jb, cK + Ja, cK · b
= a · Jb, cK − (−Ja, cK) · b
= a · Jb, cK − (αr(c)(a)) · b
= a · Jb, cK − αr(c)(a) · b,

elde ed l r yan , (P, αr) b r Le bn z-R nehart ceb rd r.

4.2 Le bn z-R nehart ceb r etk s

Tanım 4.3 L b r Le bn z-R nehart ceb r ve R b r Le bn z A-ceb r olsun. R üzer nde L n n
etk s tüm, X,Y ∈ L , a ∈ A , r, r1, r2 ∈ R ç n,

1a-) JX, JY, r2KK = JJX,Y K, r2K − JJX, r2K, Y K
1b-) JX, Jr2, Y KK = JJX, r2K, Y K − JJX,Y K, r2K
1c-) Jr2, JX,Y KK = JJr2, XK, Y K − JJr2, Y K, XK
1d-) JX, Jr1, r2KK = JJX, r1K, r2K − JJX, r2K, r1K
1e-) Jr1, JX, r2KK = JJr1, XK, r2K − JJr1, r2K, XK
1f-) Jr1, Jr2, XKK = JJr1, r2K, XK − JJr1, XK, r2K
2-) JaX, rK = aJX, rK
3-) Jar,XK = aJr,XK − αr(X)(a)r

şartlarını sağlayan

L⊗R −→ R

(X, r) 7−→ JX, rK
R⊗ L −→ R

(r,X) 7→ Jr,XK
k K-b l neer dönüşümdür.

L b r Le bn z-R nehart ceb r ve R de üzer ndek L etk s yle b r abelyen Le bn z
A-ceb r (yan aş kar braket le Le bn z ceb r ) olsun. O zaman R ye L n n b r
reprezantasyonu den r. Bu tez boyunca L üzer ndek Le bn z-R nehart reprezantasyonların
kategor s REP(L,A) le göster lecekt r.
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Tanım 4.4 (L, αr) b r Le bn z-R nehart ceb r ve R de (L, αr) üzer nde b r reprezantasyon
olsun. Herhang b r (L′, α′

r) Le bn z-R nehart ceb r , i A-l neer dönüşümü ve π

Le bn z-R nehart homomorf zm ç n,

0 −→ R
i−→ L′ π−→ L −→0

d z s b r tam d z se bu d z ye (L, αr) n n R le b r abelyan gen şlemes den r. Burada her
r, r′ ∈ R, X ′ ∈ L′ ç n; Ji(r), i(r′)K = 0,

JX ′, i(r)K = Jπ (X ′) , rK,
Ji(r), X ′K = Jr, π (X ′)K.

eş tl kler sağlanır.
Ayrıca eğer burada π A-l neer kes te (sect on) sah pse, bu abelyan gen şlemeyeA-spl t den r.

4.2.1 Le bn z-R nehart ceb r yarı-d rekt çarpım

L b r Le bn z-R nehart ceb r veR de üzer ndeL n n etk s olan Le bn zA-ceb r olsun.
Tüm r, r′ ∈ R,X,X ′ ∈ L ve a ∈ A ç n,

a(r,X) = (ar, aX)

şlem ve J(r,X), (r′, X ′)K = (Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K)
braket le b rl kte R⊕ L kümes ele alınsın. R⊕ L n n:

∼
αr : R⊕ L −→ Der(A),

∼
αr(r

′, X ′) = αr(X
′)

anchor dönüşümler yle b rl kte b r Le bn z-R nehart ceb r olduğunu göster lecekt r. Bunun
ç n;

a). R⊕ L n n b r K-vektör uzayı olduğu,

b).q
(r,X), J(r′, X ′), (r′′, X ′′)Ky =

qJ(r,X), (r′, X ′)K, (r′′, X ′′)
y
−

qJ(r,X), (r′′, X ′′)K, (r′, X ′)
y
,

şekl nde Le bn z şartının sağlandığı ve

c). Yukarıda tanımlanan J , K Le bn z braket n n K-b l neer olduğunun göster lmes
gerekmekted r.
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Bu şlemler aşağıda adım adım göster lecekt r.

a). (r,X), (r′, X ′), (r′′, X ′′) ∈ R⊕ L ve k, k1, k2 ∈ K olmak üzere

+ : (R⊕ L)× (R⊕ L) −→ R⊕ L

((r,X), (r′, X ′)) 7−→ ((r,X) + (r′, X ′)) = ((r + r′), (X +X ′))

ve
· : K× (R⊕ L) −→ (R⊕ L)

(k, (r,X)) 7−→ (k · (r,X))(X) = k(r,X) = (kr, kX)

şekl nde + ve · şlemler tanımlansın.

V1). ((R⊕ L),+) b r Abelyan gruptur,

V2).
(k · ((r,X) + (r′, X ′)) = k((r,X) + (r′, X ′))

= k(r,X) + k(r′, X ′)

= (k · (r,X)) + (k · (r′, X ′))

= k · (r,X) + k · (r′, X ′)

ve buradan
k · ((r,X) + (r′, X ′)) = k · (r,X) + k · (r′, X ′)

elde ed l r,

V3).
((k1 + k2) · (r,X)) = (k1 + k2)(r,X)

= k1(r,X) + k2(r,X)

= (k1 · (r,X)) + (k2 · (r,X))

= (k1 · (r,X) + k2 · (r,X))

ve buradan
(k1 + k2) · (r,X) = k1 · (r,X) + k2 · (r,X)

elde ed l r,

V4).
((k1k2) · (r,X)) = (k1k2)(r,X)

= k1 · (k2(r,X))

= k1 · ((k2 · (r,X)))

= (k1 · (k2 · (r,X)))

ve buradan
(k1k2) · (r,X) = k1 · (k2 · (r,X))
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elde ed l r. Ayrıca;

V5). Her (r,X) ∈ R⊕ L, 1 ∈ K ç n

1 · (r,X) = (r,X)

olur k bu (R⊕ L) nın b r K-vektör uzayı olduğu anlamına gel r.

b).

J1 = J(r,X), J(r′, X ′), (r′′, X ′′)KK
= J(r,X), (Jr′, r′′K + JX ′, r′′K + Jr′, X ′′K, JX ′, X ′′K)K
=

(Jr, (Jr′, r′′K + JX ′, r′′K + Jr′, X ′′K)K + JX, (Jr′, r′′K + JX ′, r′′K + Jr′, X ′′K)K
+ Jr, JX ′, X ′′KK, JX, JX ′, X ′′KK)

=
(Jr, Jr′, r′′KK + Jr, JX ′, r′′KK + Jr, Jr′, X ′′KK + JX, Jr′, r′′KK + JX, JX ′, r′′KK

+ JX, Jr′, X ′′KK + Jr, JX ′, X ′′KK, JX, JX ′, X ′′KK)

J2 = JJ(r,X), (r′, X ′)K, (r′′, X ′′)K
=

q(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K), (r′′, X ′′)
y

=
(q
(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K), r′′y +

qJX,X ′K, r′′y
+

q
(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K), X ′′y, qJX,X ′K, X ′′y)

=
(qJr, r′K, r′′y +

qJX, r′K, r′′y +
qJr,X ′K, r′′y +

qJX,X ′Kr′′y
+

qJr, r′K, X ′′y +
qJX, r′K, X ′′y +

qJr,X ′K, X ′′y, qJX,X ′K, X ′′y)
ve son olarak:

J3 =
qJ(r,X), (r′′, X ′′)K, (r′, X ′)

y
=

q(Jr, r′′K + JX, r′′K + Jr,X ′′K, JX,X ′′K), (r′, X ′)
y

=
(q
(Jr, r′′K + JX, r′′K + Jr,X ′′K, r′y +

qJX,X ′′K, r′y
+

q
(Jr, r′′K + JX, r′′K + Jr,X ′′K), X ′y, qJX,X ′′K, X ′y)

=
(qJr, r′′K, r′y +

qJX, r′′K, r′y +
qJr,X ′′K, r′y +

qJX,X ′′K, r′y
+

qJr, r′′K, X ′y +
qJX, r′′K, X ′y + Jqr,X ′′K, X ′y, qJX,X ′′KX ′y)

olup J1 = J2 − J3 eş tl ğ nden stenenq
(r,X), J(r′, X ′), (r′′, X ′′)Ky =

qJ(r,X), (r′, X ′)K, (r′′, X ′′)
y
−

qJ(r,X), (r′′, X ′′)K, (r′, X ′)
y
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sonucu elde ed l r. Ayrıca; her (r,X), (r′, X ′), (r′′, X ′′) ∈ R⊕ L ç n

J(r,X) + (r′, X ′), (r′′, X ′′)K
= (J((r + r′), (X +X ′)), (r′′, X ′′)K)
= (J(r + r′), r′′K + J(X +X ′), r′′K + J(r + r′), X ′′K, J(X +X ′), X ′′K)
= (Jr, r′′K + Jr′, r′′K + JX, r′′K + JX ′, r′′K + Jr,X ′′K + Jr′, X ′′K, JX,X ′′K + JX ′, X ′′K)
= (Jr, r′′K + JX, r′′K + Jr,X ′′K, JX,X ′′K)

+(Jr′, r′′K + JX ′, r′′K + Jr′, X ′′K, JX ′, X ′′K)
= J(r,X), (r′, X ′)K + J(r′, X ′), (r′′, X ′′)K,

benzer şek lde,

J(r,X), (r′, X ′) + (r′′, X ′′)K
= (J(r,X), ((r′ + r′′), (X ′ +X ′′))K)
= (Jr, (r′ + r′′)K + JX, (r′ + r′′)K + Jr, (X ′ +X ′′)K, JX, (X ′ +X ′′)K)
= (Jr, r′K + Jr, r′′K + JX, r′K + JX, r′′K + Jr,X ′K + Jr,X ′′K, JX,X ′K + JX,X ′′K)
= (Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K)

+(Jr, r′′K + JX, r′′K + Jr,X ′′K, JX,X ′′K)
= J(r,X), (r′, X ′)K + J(r,X), (r′′, X ′′)K

elde ed l r. Ek olarak,

(k · J(r,X), (r′, X ′)K)
= k(J(r,X), (r′, X ′)K)
= k(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K)
= (k(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K), k(JX,X ′K))
= (k(Jr, r′K) + k(JX, r′K) + k(Jr,X ′K), k(JX,X ′K))
= (k · Jr, r′K + k · JX, r′K + k · Jr,X ′K, k · JX,X ′K)
= (Jk · r, r′K + Jk ·X, r′K + Jk · r,X ′K, Jk ·X,X ′K) (∵ X ve R üzer ndek braket K-b l neer)
= (Jkr, r′K + JkX, r′K + Jkr,X ′K, JkX,X ′K)
= J(kr, kX), (r′, X ′)K
= Jk(r,X), (r′, X ′)K
= Jk · (r,X), (r′, X ′)K
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ve benzer şek lde

(k · J(r,X), (r′, X ′)K)
= k(J(r,X), (r′, X ′)K)
= k(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K)
= (k(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K), k(JX,X ′K))
= (k(Jr, r′K) + k(JX, r′K) + k(Jr,X ′K), k(JX,X ′K))
= (k · Jr, r′K + k · JX, r′K + k · Jr,X ′K, k · JX,X ′K)
= (Jr, k · r′K + JX, k · r′K + Jr, k ·X ′K, JX, k ·X ′K) (∵ L ve R üzer ndek braket K-b l neer)
= (Jr, kr′K + JX, kr′K + Jr, kX ′K, JX, kX ′K)
= J(r,X), (kr′, kX ′)K
= J(r,X), k(r′, X ′)K
= J(r,X), k · (r′, X ′)K

olacağından

k · J(r,X), (r′, X ′)K = Jk · (r,X), (r′, X ′)K = J(r,X), k · (r′, X ′)K
eş tl kler elde ed l r. Buradanda J , K braket K-b l neerd r.

Ek olarak: (r,X), (r′, X ′) ∈ (R⊕ L), k, k1, k2 ∈ K ç n

+ : (R⊕ L)× (R⊕ L) −→ (R⊕ L)

((r,X), (r′, X ′)) 7−→ ((r,X) + (r′, X ′)) = (r + r′, X +X ′)

ve
· : K× (R⊕ L) −→ (R⊕ L)

(k, (r,X)) 7−→ (k · (r,X)) = k(r,X) = (kr, kX)

şlemler ver ls n. (r,X), (r′, X ′) ∈ (R× L), ve a, b ∈ A ç n

M1). ((R⊕ L),+) b r Abelyan gruptur.

M2).
(a · ((r,X) + (r′, X ′))) = a(((r,X) + (r′, X ′)))

= a((r + r′, X +X ′))

= (a(r + r′), a(X +X ′))

= ((ar + ar′), (aX + aX ′))

= ((ar, aX), (ar′, aX ′))

= (a(r,X) + a(r′, X ′))

= (a · (r,X) + a · (r′, X ′))

ve dolayısıyla
a · ((r,X) + (r′, X ′)) = a · (r,X) + a · (r′, X ′)
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eş tl ğ elde ed l r.

M3).
((a+ b) · (r,X)) = (a+ b)(r,X)

= a(r,X) + b(r,X)

= a · (r,X) + b · (r,X)

olduğundan
(a+ b) · (r,X) = a · (r,X) + b · (r,X)

d r.

M4).
((ab) · (r,X)) = (ab(r,X)

= a · (b(r,X))

= a · (b · (r,X))

elde ed leceğ nden
(ab) · (r,X) = a · (b · (r,X))

d r. Bu durumda (R⊕ L) b r A-modüldür. Benzer şek lde;

Ja(r,X), (r′, X ′)K = J(ar, aX), (r′, X ′)K
= (Jar, r′K + JaX, r′K + Jar,X ′K, JaX,X ′K)
= (aJr, r′K + aJX, r′K + aJr,X ′K − αr(X

′)(a)r, aJX,X ′K − αr(X
′)(a)X)

= (a(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K)− αr(X
′)(a)r, aJX,X ′K − αr(X

′)(a)X)

= (a(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K)− (αr(X
′)(a)r, αr(X

′)(a)X)

= a(J(r,X), (r′, X ′)K)− αr(X
′)(a)(r,X)

= a(Jr,XK, Jr′, X ′K)− α̃r(r
′, X ′)(a)(r,X)

elde ed l r.
Böylece elde ed len Le bn z-R nehart ceb re R ve L n n yarı-d rekt çarpımı den r ve R o L

le fade ed l r.
Eğer buradak R le göster len A-Le bn z ceb r abelyan se,

iR : R −→ Ro L

r 7−→ (r, 0)

iL : L −→ Ro L

X 7−→ (0, X)

kanon kal gömmeler ve

pL : Ro L −→ L

(r,X) 7−→ X
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kanon kal projeks yonu Le bn z-R nehart homomorf zm d r. Gerçekten, r, r′ ∈ R ç n

JiR(r), iR(r′)K = J(r, 0), (r′, 0)K
= (Jr, r′K + J0, r′K + Jr, 0K, J0, 0K)
= (Jr, r′K, J0, 0K)
= (Jr, r′K, 0)
= iR(Jr, r′K)

ve keyf X,X ′ ∈ L ç n

JiL(X), iL(X
′)K = J(0, X), (0, X ′)K

= (J0, 0K + JX, 0K + J0, X ′K, JX,X ′K)
= (J0, 0K, JX,X ′K)
= (0, JX,X ′K)
= iL(JX,X ′K)

elde ed l r. Ayrıca (r,X), (r′, X ′) ∈ Ro L ç n

pL(J(r,X), (r′, X ′)K) = pL(Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K)
= (JX,X ′K)
= JpL(r,X), pL(r

′, X ′)K
bulunur. Dolayısıyla iR, iL gömmeler ve pL projeks yonu Le bn z-R nehart ceb r
homomorf zm d r. Dolayısıyla iL : L −→ R o L olmak üzere aşağıdak tam d z y spl t
yapan

0 −→ R
iR−→ Ro L

pL−→ L −→0

abelyan gen şlemes elde ed l r.

Tanım 4.5 (L, αr) b r Le bn z-R nehart ceb r veR de (L, αr) n n b r represantasyonu olsun.
a ∈ A, X, Y ∈ L ç n;

δ (aX) = aδ (X)

δ (JX,Y K) = Jδ (X) , Y K + JX, δ (Y )K,
olacak şek ldek δ : L −→ R K-l neer dönüşümüne L den R ye b r der vasyon den r.

(L, αr) Le bn z-R nehart ceb r nden R represantasyonuna tüm der vasyonların
kümes DerA (L, R) le fade ed lecekt r.
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Örnek 4.6 (a)
0 −→ R

iR−→ Ro L
pL−→ L −→0

tam d z s ndek pR : RoL → R, pR(r,X) = r dönüşümü b r der vasyondur. Buradak
representasyon yapısı (Ro L,

∼
αr) den pL boyunca R ye gel r.

(b) (L, αr) R Le bn z A ceb r üzer nde etk s olan b r Le bn z-R nehart ceb r olsun. X ∈
L, r ∈ R ç n adr : L → R, adr(X) = JX, rK dönüşümü b r der vasyondur.

Teorem 4.1 pL ◦ σ = idL olacak şek ldek σ : L −→ LoR Le bn z-R nehart
homomorf zmler le DerA(L, R) n n elemanları arasında b r b reb r eşleme vardır.

İspat pL ◦ σ = idL şekl nde b r σ : L −→ Lo R homomorf zmden δσ : pR ◦ σ : L −→ R

der vasyonunu elde ed leb l r. D ğer yandan δ : L −→ R b r der vasyon ver ld ğ nde, keyf
b r X ∈ L ç n σδ dönüşümü

σδ :L −→ Ro L

X 7−→ σδ(X) = (δ (X) , X)

şekl nde tanımlanarak Le bn z-R nehart homomorf zm elde ed l r. σ 7→ δσ dönüşümü, δ 7→
σδ dönüşümünün ters d r. Buda spatı tamamlar.

4.2.2 Le bn z-R nehart ceb rler ç n özel b r örnek

(L, αr) b r Le bn z-R nehart ceb r,R b r Le bn zA-ceb r olsun.Bider(R) n n (C gol
vd.,2013) de ver len

BiderK(R) :={(d,D) ∈ BiderK(R)|Dd′ = DD′, (d′, D′) ∈ BiderK(R)}

şekl ndek alt ceb r ele alınsın. Örneg n r ∈ Z(R) ç n (adr, Adr) ∈ BiderK(R) d r. Ayrıca
DO(A,L, R), φ = (d,D) ∈ BiderK(R) ve X ∈ L olmak üzere, (φ,X) k l ler n n vektör
uzayı olsun. a ∈ A, r ∈ R ç n

D(ar) = aD(r)

d(ar) = ad(r) + αr(X)(a)r

olarak tanımlanırsa yukarıdak g b tanımlanan BiderK(R) n n alt kümes le b rl kte
DO(A,L, R) Le bn z-R nehart ceb rd r. Bunun ç n;
((d,D), X), ((d′, D′), X ′) ∈ DO(A,L, R) ç n braket

J , K : DO(A,L, R)×DO(A,L, R) −→ DO(A,L, R)

(((d,D), X), ((d′, D′), X ′)) 7−→ J((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K
= (J(d,D), (d′, D′)K, JX,X ′K)
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şekl nde tanımlandığında DO(A,L, R) b r Le bn z K-ceb r olur. Ayrıca

(dd′ − d′d) (ar)

=(dd′)(ar)− d′d(ar)

=(d(ad′ (r) + αr(X
′)(a)r − d′(ad (r)− αr(X)(a)r))

=(d(ad′ (r)) + d(αr(X
′)(a)r)− d′(ad (r))− d′(αr(X)(a)r),

=(ad(d′ (r)) + αr(X)(a)d′ (r) + αr(X
′)(a)d(r) + αr(X)αr(X

′)(a)r

− ad′d (r)− αr(X
′)(a)d (r)− αr(X)(a)d′(r)− αr(X

′)(αr(X)(a))r),

=(ad(d′ (r)) + αr(X)(a)d′ (r) + αr(X
′)(a)d(r) + αr(X)αr(X

′)(a)r

− ad′d (r)− αr(X
′)(a)d (r)− αr(X)(a)d′(r)− αr(X

′)(αr(X)(a))r),

=a(dd′ − d′d) (r) + αr(JX,X ′K)(a)r)
ve

(Dd′ − d′D) (ar)

=(Dd′) (ar)− (d′D) (ar)

=(D(ad′(r)− αr(X
′)(a)r)− d′(aD (r))

=(D(ad′(r))−D(αr(X
′)(a)r)− (d′(aD (r))))

=aDd′(r)− αr(X
′)(a)D (r)− ad′(D (r)) + αr(X

′)(a)D (r)

=aDd′(r)− ad′D (r)

=a(Dd′ − d′D) (r)

bulunur. Dolayısıyla

J(d,D), (d′, D′)K(ar) = (a(dd′ − d′d) (r) + αr(JX,X ′K)(a)r, a(Dd′ − d′D) (r))

elde ed leceg nden y tanımlıdır. Ayrıca her (φ,X) = ((d,D), X), (φ′, X ′) = ((d′, D′), X ′),
(φ′′, X ′′) = ((d′′, D′′), X ′′) ∈ DO(A,L, R) ç n

a). DO(A,L, R), K-vektör uzayı olduğu,

b).

J(φ,X), J(φ′, X ′), (φ′′, X ′′)KK = JJ(φ,X), (φ′, X ′)K, (φ′′, X ′′)K−JJ(φ,X), (φ′′, X ′′)K, (φ′, X ′)K,
şekl ndek Le bn z şartının sağlandığı ve

c). Yukarıda tanımlanan J , K Le bn z braket K-b l neer olduğu göster lmel d r.

Bu özell kler n adım adım spatı aşağıda ver lm şt r.
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a). ((d,D), X), ((d′, D′), X ′), ((d′′, D′′), X ′′) ∈ DO(A,L, R) ve k, k1, k2 ∈ K ç n, + ve ·
şlemler

+ : DO(A,L, R)×DO(A,L, R) −→ DO(A,L, R)

((d,D), X), ((d′, D′), X ′) 7−→ ((d,D), X) + ((d′, D′), X ′)

= ((d+ d′), (D +D′), (X +X ′))

ve

· : K×DO(A,L, R) −→ DO(A,L, R)

(k, ((d,D), X)) 7−→ (k · ((d,D), X)) = k((d,D), X) = ((kd, kD), kX)

şekl nde tanımlansın.

V1). (DO(A,L, R),+) b r değ şmel gruptur.

V2).

k · (((d,D), X) + ((d′, D′), X ′)) = k(((d,D), X) + ((d′, D′), X ′))

= k((d,D), X) + k((d′, D′), X ′)

= k · ((d,D), X) + k · ((d′, D′), X ′)

elde ed leceğ nden

k · (((d,D), X) + ((d′, D′), X ′)) = k · ((d,D), X) + k · ((d′, D′), X ′)

olur.

V3).
((k1 + k2) · ((d,D), X)) = (k1 + k2)((d,D), X)

= k1((d,D), X) + k2((d,D), X)

= k1 · ((d,D), X) + k2 · ((d,D), X)

elde ed leceğ nden

(k1 + k2) · ((d,D), X) = k1 · ((d,D), X) + k2 · ((d,D), X)

bulunur.

V4).
((k1k2) · ((d,D), X)) = (k1k2)((d,D), X)

= k1 · (k2((d,D), X))

= k1 · (k2 · ((d,D), X))

olduğundan
(k1k2) · ((d,D), X) = k1 · (k2 · ((d,D), X))
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d r.

V5). Her ((d,D), X) ∈ (DO(A,L, R), 1 ∈ K ç n

1 · ((d,D), X) = ((d,D), X)

elde ed l r. O halde (DO(A,L, R) b r K-vektör uzayıdır.

b). φ = (d,D) , φ′ = (d′, D′)φ′′ = (d′′, D′′) ∈ BiderK(R), X,X ′, X ′′ ∈ L ç nr
(φ,X),J(φ′, X ′), (φ′′, X ′′)Kz =

r(
(d,D), X

)
,
q
((d′, D′), X ′), ((d′′, D′′), X ′′)

yz
=

r
((d,D), X),

(
(d′d′′ − d′′d′, D′d′′ − d′′D′), JX ′, X ′′K)z

=
r(

d(d′d′′ − d′′d′)− (d′d′′ − d′′d′)d,D(d′d′′ − d′′d′)− (d′d′′ − d′′d′)D, JX, JX ′, X ′′Kyz
=

r(
dd′d′′ − dd′′d′ − d′d′′d+ d′′d′d,Dd′d′′ −Dd′′d′ − d′d′′D + d′′d′D, JX, JX ′, X ′′Kyz

rJ(φ,X),(φ′, X ′)K, (φ′′, X ′′)Kz =
rq(

(d,D), X
)
, ((d′, D′), X ′)

y
, ((d′′, D′′), X ′′)

z
=

r
,
(
(dd′ − d′d,Dd′ − d′D), JX,X ′K), ((d′′, D′′), X ′′)

z
=

r(
(dd′ − d′d)d′′ − d′′(dd′ − d′d), (Dd′ − d′D)d′′ − d′′(Dd′ − d′D), JX,X ′K, X ′′Kyz

=
r(

dd′d′′ − d′dd′′ − d′′dd′ + d′′d′d,Dd′d′′ − d′Dd′′ − d′′Dd′ + d′′d′D, JJX,X ′K, X ′′Kyz
rJ(φ,X),(φ′′, X ′′)K, (φ′, X ′)Kz =

rq(
(d,D), X

)
, ((d′′, D′′), X ′′)

y
, ((d′, D′), X ′)

z
=

r
,
(
(dd′′ − d′′d,Dd′′ − d′′D), JX,X ′′K), ((d′, D′), X ′)

z
=

r(
(dd′′ − d′′d)d′ − d′(dd′′ − d′′d), (Dd′′ − d′′D)d′ − d′(Dd′′ − d′′D), JX,X ′′K, X ′Kyz

=
r(

dd′′d′ − d′′dd′ − d′dd′′ + d′d′′d,Dd′′d′ − d′′Dd′ − d′Dd′′ + d′d′′D, JJX,X ′′K, X ′Kyz
q
((d,D), X), J((d′, D′), X ′), ((d′′, D′′), X ′′)Ky =

qJ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K, ((d′′, D′′), X ′′)
y

−
qJ((d,D), X), ((d′′, D′′), X ′′)K, ((d′, D′), X ′)

y

Le bn z şartı sağlanır. Ayrıca,
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c).

k · J((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K
= kJ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K
= k((dd′ − d′d,Dd′ −D′d), JX,X ′K))
= (k(dd′ − d′d,Dd′ −D′d), kJX,X ′K)
= ((k(dd′ − d′d), k(Dd′ −D′d)), JkX,X ′K) ( ∵ Ldek braketK-b l neer)
= (kd(d′)− kd′(d), kD(d′)− kD′(d), Jk ·X,X ′K)
= (kd(d′)− d′(kd), kD(d′)−D′(kd), Jk ·X,X ′K) (∵ d,D K− lineer)

= (k · d(d′)− d′(k · d), k ·D(d′)−D′(k · d), Jk ·X,X ′K)
= J((k · d, k ·D), k ·X), ((d′, D′), X ′)K
= Jk · ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K

ve

k · J((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K
= kJ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K
= k((dd′ − d′d,Dd′ −D′d), JX,X ′K))
= (k(dd′ − d′d,Dd′ −D′d), kJX,X ′K)
= ((k(dd′ − d′d), k(Dd′ −D′d)), JX, kX ′K) ( ∵ L dek braket K-b l neer)
= (kd(d′)− kd′(d), kD(d′)− kD′(d), JX, k ·X ′K)
= (d(kd′)− kd′(d), D(kd′)− kD′(d), JX, k ·X ′K) ( ∵ d,D K-l neer)
= (d(k · d′)− k · d′(d), D(k · d′)− k ·D′(d), JX, k ·X ′K)
= J((d,D), X), ((k · d′, k ·D′), k ·X ′)K
= J((d,D), X), k · ((d′, D′), X ′)K

elde ed leceğ nden,

k·J((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K = Jk·((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K = J((d,D), X), k·((d′, D′), X ′)K
olur. Ayrıca

B1 = J((d,D), X) + ((d′, D′), X ′), ((d′′, D′′), X ′′)K
= J(((d+ d′), (D +D′)), (X +X ′)), ((d′′, D′′), X ′′)K
= J(J((d+ d′), (D +D′)), (d′′, D′′)K, J(X +X ′), X ′′K)
= (((d+ d′)d′′ − d′′(d+ d′), (D +D′)d′′ −D′′(d+ d′)), JX +X ′, X ′′K)
= (((dd′′ + d′d′′)− (d′′d+ d′′d′), (Dd′′ +D′d′′)− (D′′d+D′′d′)), JX,X ′′K + JX ′, X ′′K)
= (((dd′′ − d′′d) + (d′d′′ − d′′d′), (Dd′′ −D′′d) + (D′d′′ −D′′d′)), JX,X ′′K + JX ′, X ′′K)
= (((dd′′ − d′′d,Dd′′ −D′′d), JX,X ′′K) + ((d′d′′ − d′′d′, D′d′′ −D′′d′), JX ′, X ′′K)
= (J(d,D)(d′′, D′′)K, JX,X ′′K) + J(d′, D′), (d′′, D′′)K, JX ′, X ′′K)
= J((d,D), X), ((d′′, D′′), X ′′)K + J((d′, D′), X ′), ((d′′, D′′), X ′′)K



32

bulunur ve benzer şek lde,

B2 = J((d,D), X), ((d′, D′), X ′) + ((d′′, D′′), X ′′)K
= J((d,D), X), (((d′ + d′′), (D′ +D′′)), (X ′ +X ′′))K
= J(J(d,D), ((d′ + d′′), (D′ +D′′))K, JX, (X ′ +X ′′)K)
= ((d(d′ + d′′)− (d′ + d′′)d,D(d′ + d′′)− (d′ + d′′)D), JX,X ′K + JX,X ′′K)
= (((dd′ + dd′′)− (d′d+ d′′d), (Dd′ +Dd′′)− (d′D + d′′D)), JX,X ′K + JX,X ′′K)
= (((dd′ − d′d) + (dd′′ − d′′d), (Dd′ −D′d) + (Dd′′ −D′′d)), JX,X ′K + JX,X ′′K)
= (((dd′ − d′d,Dd′ −D′d), JX,X ′K) + ((dd′′ − d′′d,Dd′′ −D′′d), JX,X ′′K)
= (J(d,D)(d′, D′)K, JX,X ′K) + J(d,D), (d′′, D′′)K, JX,X ′′K)
= J((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K + J((d,D), X), ((d′′, D′′), X ′′)K

elde ed l r. Buna göre J , K braket K-b l neerd r.

Dolayısıyla DO(A,L, R) b r Le bn z K-ceb rd r.
Ayrıca, BiderK(R) n n Le bn z K-ceb r olduğu daha önce göster ld ğ nden,
φ = (d,D) , φ′ = (d′, D′) ∈ BiderK(R) ve braket

Jφ, φ′K = J(d,D) , (d′, D′)K = (dd′ − d′d,Dd′ − d′D)

şekl nde tanımlandığından φ′′ = (d′′, D′′) ∈ BiderK(R) ç n

(Dd′ − d′D)d′′ = (Dd′)d′′ − (d′D)d′′

= (Dd′)D′′ − (d′D)D′′

= (Dd′ − d′D)D′′,

sağlanacağından BiderK(R) alt kümes BiderK(R) ceb r n n alt ceb r olduğu da
göster leb l r. Ek olarak
a). DO(A,L, R) n n A-modül olduğu ve

b). DO(A,L, R) n n Le bn z-R nehart şartını sağladığı göster ls n.
a). ((d,D), X), ((d′, D′), X ′), ((d′′, D′′), X ′′) ∈ DO(A,L, R) a ∈ A ve k, k1, k2 ∈ K ç n,

+ : DO(A,L, R)×DO(A,L, R) −→ DO(A,L, R)

((d,D), X), ((d′, D′), X ′) 7−→ ((d,D), X) + ((d′, D′), X ′)

= ((d+ d′), (D +D′), (X +X ′))

ve

· : A×DO(A,L, R) −→ DO(A,L, R)

(a, ((d,D), X)) 7−→ (a · ((d,D), X)) = a((d,D), X) = ((ad, aD), aX)
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olacak şek lde + ve · tanımlansın. İk nc şlemde r ∈ R ç n, (ad) (r) = a(d (r)) ve
(aD) (r) = a(D (r))d r; Ayrıca

((aD) ◦ e) (r) = a((D ◦ e) (r))

= a((D ◦ E) (r))

elde ed leceğ nden, a ∈ A, (e, E) ∈ BiderK(R) ve (d,D) ∈ BiderK(R) ç n (aD) ◦ e =

(aD) ◦ E, eş tl ğ nden tüm a ∈ A ve (d,D) ∈ BiderK(R) ç n (ad, aD) ∈ BiderK(R) elde
ed leceğ nden şlem y tanımlıdır.
M1). (DO(A,L, R),+) b r Abelyan gruptur.

M2).

a · (((d,D), X) + ((d′, D′), X ′)) = a(((d,D), X) + ((d′, D′), X ′))

= a((d,D), X) + a((d′, D′), X ′)

= a · ((d,D), X) + a · ((d′, D′), X ′)

elde ed leceğ nden

a · (((d,D), X) + ((d′, D′), X ′)) = a · ((d,D), X) + a · ((d′, D′), X ′)

olur.

M3). a1, a2 ∈ A ç n

((a1 + a2) · ((d,D), X)) = (a1 + a2)((d,D), X)

= a1((d,D), X) + a2((d,D), X)

= a1 · ((d,D), X) + a2 · ((d,D), X)

olduğundan

(a1 + a2) · ((d,D), X) = a1 · ((d,D), X) + a2 · ((d,D), X)

bulunur.

M4). a1, a2 ∈ A ç n

((a1a2) · ((d,D), X)) = (a1a2)((d,D), X)

= a1 · (a2((d,D), X))

= a1 · (a2 · ((d,D), X))

olduğundan
(a1a2) · ((d,D), X) = a1 · (a2 · ((d,D), X))
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d r. O halde DO(A,L, R) b r A-modüldür.
D ğer yandan,

(bd) (ar) = b(d (ar))

= b(ad (r)+αr (X) (a) r)

= (ba)d (r)+bαr (X) (a) r)

= (ab)d (r)+αr (bX) (a) r)

= a(bd) (r)+αr (bX) (a) r)

ve
(bD) (ar) = b(D (ar))

= b(aD (r))

= (ba)D (r)

= (ab)D (r)

= a(bD) (r)

elde ed leceğ nden (bd, bD) b r b der vasyondur.
Ek olarak, benzer hesaplamalarla ∼

αr n n Le bn z ceb r ve A-modül homomorf zm olduğu
göster lmel d r. Buna göre,

α̃r : DO (A,L, R)
pr−→ L

αr−→ Der (A)

şekl ndek dönüşüm ve a ∈ A, ((d,D), X), ((d′, D′), X ′) ∈ DO (A,L, R) olmak üzere

α̃rJ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K = α̃r(J(d,D), ((d′, D′)K, JX,X ′K)
= α̃r((dd

′ − d′d,Dd′ − d′D), JX,X ′K)
= αr ◦ pr((dd′ − d′d,Dd′ − d′D), JX,X ′K)
= αr(pr((dd

′ − d′d,Dd′ − d′D), JX,X ′K))
= αr(JX,X ′K)
= Jαr(X), αr(X

′)K
= Jαr(pr((d,D), X)), αr(pr((d

′, D′), X ′))K
= Jαr ◦ pr((d,D), X), αr ◦ pr((d′, D′), X ′)K
= Jα̃r((d,D), X), α̃r((d

′, D′), X ′)K
bulunur ve buradan

α̃rJ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K = Jα̃r((d,D), X), α̃r((d
′, D′), X ′)K
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eş tl ğ nden α̃r, Le bn z ceb r homomorf zm d r; Benzer şek lde

α̃r(a((d,D), X)) = α̃r(a(d,D), aX)

= αr ◦ pr(a(d,D), aX)

= αr(pr(a(d,D), aX))

= αr(aX)

= aαr(X)

= aαr(pr((d,D), X))

= a(αr ◦ pr((d,D), X))

= a(α̃r((d,D), X))

= aα̃r((d,D), X)

elde ed l r.

Son olarak, a ∈ A, ((d,D), X), ((d′, D′), X ′) ∈ DO (A,L, R) ç n

I = Ja((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K
= J((ad, aD), aX), ((d′, D′), X ′)K
= (J(ad, aD), (d′, D′)K, JaX,X ′K)
= ((ad(d′)− d′(ad), aDd′ − d′(aD)), aJX,X ′K − αr(X

′)(a)X)

= ((add′ − d′(ad), aDd′ − d′(aD)), aJX,X ′K − αr(X
′)(a)X)

= ((add′ − ad′d− αr(X
′)(a)d, aDd′ − ad′(D)− αr(X

′)(a)D), aJX,X ′K − αr(X
′)(a)X)

= ((a (dd′ − d′d)− αr(X
′)(a)d, a(Dd′ − d′D)− αr(X

′)(a)D), aJX,X ′K − αr(X
′)(a)X)

= a((dd′ − d′d,Dd′ − d′D), JX,X ′K)− ((αr(X
′)(a)d, αr(X

′)(a)D),−αr(X
′)(a)X)

= a(J(d,D), (d′, D′)K, JX,X ′K)− (αr(X
′)(a)(d,D), αr(X

′)(a)X)

= aJ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K − αr(X
′)(a)((d,D), X)

= aJ(d,D), X), (d′, D′), X ′)K − α̃r((d
′, D′), X ′)(a)((d,D), X),
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ve

J = J((d,D), X), a((d′, D′), X ′)K
= J((d,D), X), ((ad′, aD′), aX ′)K
= (J(d,D), (ad′, aD′)K, JX, aX ′K)
= ((d(ad′)− ad′d,D(ad′)− ad′D), aJX,X ′K)
= ((D(ad′)− ad′d,D(ad′)− ad′D), aJX,X ′K) ∵ (dd′ = Dd′)

= ((aDd′ − ad′d, aDd′ − ad′D), aJX,X ′K)
= ((add′ − ad′d, aDd′ − ad′D), aJX,X ′K) ∵ (dd′ = Dd′)

= ((a (dd′ − d′d), a(Dd′ − d′D)), aJX,X ′K)
= a((dd′ − d′d,Dd′ − d′D), JX,X ′K)
= a(J(d,D), (d′, D′)K, JX,X ′K)
= aJ((d,D), X), ((d′, D′), X ′)K

olacağından

J(φ,X), a(φ′, X ′)K = aJ(φ,X), (φ′, X ′)K,Ja(φ,X), (φ′, X ′)K = aJ(φ,X), (φ′, X ′)K − α̃r (φ
′, X ′) (a)(φ,X),

eş tl kler elde ed l r k buna göre DO(A,L, R) b r Le bn z-R nehart ceb r olur.

R Ann(R) = 0 veya JR,RK = 0 olacak şek lde b r Le bn z ceb r ve (L, αr) R

üzer nde b r etk ye sah p olsun. Bu durumda DX(r) = JX, rK ve dX(r) = −Jr,XK olmak
üzere;

f : L −→ DO(A,L, R)

f(X) = (φX , X) = ((dX , DX), X)

dönüşümü

DO (A,L, R)
p // L

L

f

OO rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

d yagramını değ şmel yapan Le bn z-R nehart ceb r homomorf zm d r. Gerçekten X,X ′ ∈
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L ç n

pf(X) = p ◦ f(X)

= p(f(X))

= p((dX , DX), X)

= p((−Jr,X], JX, rK), X)

= X

= idL

oldugundan değ şmel d r ve benzer şek lde

f(JX,X ′K) = ((dJX,X′K, DJX,X′K), JX,X ′K)
= ((−Jr, JX,X ′KK, JJX,X ′K, rK), JX,X ′K)
= (J−Jr,XK,−Jr,X ′KK, JJX, rK, JX ′, rKK, JX,X ′K)
= (J(−Jr,XK, JX, rK), (−Jr,X ′K, JX ′, rK)K, JX,X ′K)
= J((−Jr,XK, JX, rK), X), ((−Jr,X ′K, JX ′, rK), X ′)K
= J((dX , DX), X), ((dX

′
, DX′

), X ′)K
= Jf(X), f(X ′)K

olduğundan Le bn z-R nehart ceb r homomorf zm d r.
Ters ne,

DO (A,L, R)
p // L

L

f

OO rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

d yagramını değ şmel yapan herhang b r

f : L −→ DO (A,L, R)

X 7−→ (φX , X) = ((dX , DX), X)

Le bn z-R nehart ceb r homomorf zm (L, αr) den R üzer ne JX, rK := DX (r) veJr,−XK := dX (r) şekl nde tanımlanan b r etk ver r. Yukarıdak eş tl klerden a ∈ A,
r ∈ R, X ∈ L ç n

JX, arK = DX (ar)

= aDX (r)

= aJX, rK
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ve

Jar,XK = −dX (ar)

= −
(
adX (r)− αr(X) (a) r

)
= −adX (r)− αr(X) (a) r

= aJr,XK − αr(X) (a) r.

şekl nde elde ed l r. D ğer yandan

(daX , DaX) = f(aX)

= af(X)

= a(dX , DX)

= (adX , aDX)

olduğundan,

Jr, aXK = −daX(r)

= −adX(r)

= aJr,XK
ve benzer şek lde

JaX, rK = DaX(r)

= aDX(r)

= aJX, rK
elde ed l r.

Örnek 4.7 R nın çözüleb l r rad kal R/Le bn(R) b r L e ceb r olacak şek ldek Le bn(R)

m n mal deal ne eş t se R Le bn z ceb r ne yarıbas t Le bn z ceb r den r (Dem r
vd.,2005[Tanım 5.2]). (Dem r vd.,2005[Önerme 5.7]) den herhang b r Le bn z A-ceb rJL,LK = L özell ğ n sağlar.
L = span {h, e, f, x0, x1} le ger len ve çarpımı

Jh, eK = 2e, Jh, fK = −2f , Je, fK = h, Je, hK = −2e, Jf, hK = 2f ,Jf, eK = −h, Jh, x0K = x0, Jf, x0K = x1, Jh, x1K = −x1, Je, x1K = −x0,

şekl nde ver len 5-boyutlu b r Le bn z ceb r d r; Bu şek lde oluşturulan (Dem r
vd.,2005[Örnek 5.7]), L b r yarıbas t Le bn z A-ceb rd r (bu örnekte A = K dır). Ayrıca L

yukarıdak Ann(L) = 0 olacak şek ldek Le bn z ceb r n n y b r örneğ d r.
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5. YÜKSEK MERTEBEDEN LEİBNİZ-RİNEHART
CEBİRLER

5.1 G r ş

Bu bölümde öncel kle k boyutlu Le bn z ceb rler kategor s tanımlanıp bu kategor
üzer ndek funktorsal l şk ler ncelenecekt r. Bunun ç n lk kısımda öncel kle
Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller tanımlayıp b rçok örnek ver ld kten sonra Le bn z
çaprazlanmış modüller n kategor s oluşturulacaktır.

Sonrak kısımda Moore kompleks n n uzunluğu 1 olan s mpl sel Le bn z-R nehart
ceb rler ve Cat1 - Le bn z-R nehart ceb rler tanımlanarak aradak funktorsal l şk ler
ayrıntılı b r b ç mde rdelenerek katagor ksel denkl kler göster lecekt r.

5.2 Le bn z-R nehart Çaprazlanmış Modüller

Çaprazlanmış modül kavramı lk kez (Wh tehead,1949) tarafından tanımlanmıştır.
Wh tehead k nc relat f homotop gruplarının ceb rsel yapılarını ncelerken çaprazlanmış
modüllere yer verm şt r. Çaprazlanmış modüller grupların homoloj ve kohomoloj s ,
dev rl homoloj , komb natoryal grup teor , ceb rsel K-teor ve d ferens yel geometr g b
homotop teor y çeren matemat ğ n b r çok alanında öneml b role sah pt r. Çaprazlanmış
modüllere halka, deal g b b r çok ceb rsel yapının genellemes olarakta bakılab l r.

Tanım 5.1 (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r n n R Le bn z A-ceb r üzer ne etk s var ve ∂ :

R −→ L Le bn z K-ceb r homomorf zması her r, r′ ∈ R, X ∈ L, a ∈ A ç n:
(a) ∂JX, rK = JX, ∂ (r)K,
(b) ∂Jr,XK = J∂ (r) , XK,
(c) J∂ (r′) , rK = Jr′, rK = Jr′, ∂ (r)K,
(d) ∂ (ar) = a∂ (r),
(e) αr(∂ (r)) (a) = 0,
şartları sağlanıyorsa ∂ a Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül den r ve (R,L, ∂) şekl nde
göster l r.
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Bu tanımdak lk üç şart Le bn z çaprazlanmış modül şartıdır. Dördüncü şart ∂ ın A-
modül homomorf zm olması gerekt ğ n fade eder. Son şart se R

∂−→ L
αr−→ Der(A)

b leşkes n n sıfır dönüşümü olduğunu fade eder.

Örnek 5.1 (L,αr) b r Le bn z-R nehart ceb r olsun. I daL n n b r Le bn zK-alt ceb r olsun.
Aynı zamanda I, kend başına b rA-modül se I ya L n n b r Le bn z-R nehart alt ceb r den r.
Burada I nın L üzer ne etk s

I inc.
↪→ L

αr−→ Der(A)

X 7−→ inc.(X) = X 7−→ αr(X) : A −→ A

a 7−→ αr(X)(a) = X(a)

şekl nde tanımlanır.

L Le bn z-R nehart ceb r ve I L n n alt Le bn z-R nehart ceb r olsun. Eğer burada I
Le bn z K ceb r olarak L n n deal ve

I ↪→ L
αr−→ Der(A)

şekl nde ver len b leşke 0 dönüşümü se I ya L Le bn z-R nehart deal den r. Bundan sonra
Le bn z-R nehart deal şekl nde uzun uzun yazılması yer ne (kısalığın hatırına) I E L le
göster lecekt r. Bu durumda

inc. : I −→ L

çerme dönüşümü ve

L× I −→ I
(X, I) 7−→ XI = JX, IK I× L −→ I

(I,X) 7−→ IX = JI,XK
Le bn z etk ler le beraber (I,L, inc.) b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüldür. I, I ′ ∈ I,
X ∈ L ve a ∈ A olsun.

ÇM a).
inc.(XI) = XI

= JX, IK
= JX, inc.(I)K

elde ed l r.
ÇM b).

inc.(IX) = IX

= JI,XK
= Jinc.(I), XK
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elde ed l r.
ÇM c).

inc.(I′)I = I′I

= JI ′, IK
ve benzer şek lde

I inc.(I
′) = II

′

= JI, I ′K
elde ed l r.

ÇM d).
inc.(aI) = aI

= a(inc.(I))

elde ed l r.

ÇM e). I E L olduğundan dolayı

I inc.
↪→ L

αr−→ Der(A)

b leşkes 0 dönüşümdür ve dolayısıyla αr(inc.) = 0 dır. Buradan (αr(inc.))(I)(a) = 0 elde
ed l r.

Örnek 5.2 g : L −→ L′ b r Le bn z-R nehart ceb r homomorf zması olsun. Bu durumda
inc : Çekg ↪→ L b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül yapısı oluşturur. Buradan
genellemek gerek rse IE L deal ç n

inc : I ↪→ L

dönüşümünün b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül bel rtt ğ yukarıda göster ld . D ğer
taraftan Çekg E L olduğundan özel olarak I =Çekg alınırsa

inc : Çekg ↪→ L

çerme dönüşümü b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül yapısı oluşturur.

Örnek 5.3 R, (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r n n b r reprezentasyonu olsun. Buradak ∂

yer ne 0 dönüşümü alınırsa, 0 : R −→ L b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüldür.

R b r reprezentasyon olduğu ç nR b r abelyan Le bn zA-ceb rd r. Dolayısıyla her r, r′ ∈ R

ç n Jr, r′K = 0 dır. Ayrıca L b r Le bn z-R nehart ceb rd r. Ek olarak;

L×R −→ R

(X, r) 7−→ Xr = JX, rK R× L −→ R

(r,X) 7−→ rX = Jr,XK
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şekl nde k b l neer dönüşümle tanımlanan Le bn z etk s de vardır. HerX ∈ L, r, r′ ∈ R ve
a ∈ A ç n

ÇM a).
0(Xr) = 0(JX, rK)

= 0

= JX, 0K
= JX, 0(r)K

olur.

ÇM b).
0(rX) = 0(Jr,XK)

= 0

= J0, XK
= J0(r), XK

olur.

ÇM c).
0(r′)r = 0r

= J0, rK
= 0

= Jr′, rK (∵ R değ şmel Le bn z A-ceb rd r)

ve benzer şek lde

r0(r
′) = r0

= Jr, 0K
= 0

= Jr, r′K (∵ R değ şmel Le bn z A-ceb rd r)

elde ed l r.

ÇM d).
0(ar) = 0

= a0

= a0(r)

dır. Son olarak;
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ÇM e).
αr(0(r))(a) = αr(0)(a)

= 0(a)

= 0

elde ed l r.

Örnek 5.4 (L, αr) b r Le bn z-R nehart ceb r, θ : R −→ R′ dönüşümüde (L, αr) üzer ndek
reprezentasyonların homomorf zm olsun. R′ o L, R′ ve L ceb rler n n yarı d rekt çarpımı
olmak üzereR′oL n n b r Le bn z-R nehart ceb r olduğu daha önce göster ld . Bu durumda
her X ∈ L, r ∈ R ve r′ ∈ R′ ç n;

(R′ o L)×R −→ R

((r′, X), r) 7−→ (r′, X)r = JX, rK R× (R′ o L) −→ R

(r, (r′, X)) 7−→ r(r′, X) = Jr,XK
b l neer dönüşümler le ver len R′ o L n n R üzer nde etk s vardır.

∂ : R −→ R′ o L

r 7−→ ∂(r) = (θ(r), 0)

homomorf zması le b rl kte

ÇM a).

∂((r′, X)r) = ∂JX, rK
= (θJX, rK, 0)
= (JX, θ(r)K, 0)
= (Jr′, θ(r)K + JX, θ(r)K, 0) ∵ R′ Değ şmel Le bn z ceb r
= (Jr′, θ(r)K + Jr′, 0K + JX, θ(r)K, JX, 0K)
= J(r′, X), (θ(r), 0)K
= J(r′, X), (∂(r)K
= JX, ∂(r)K ,

ÇM b).

∂(r(r′, X)) = ∂Jr,XK
= (θJr,XK, 0)
= (Jθ(r), XK, 0)
= (Jθ(r), r′K + Jθ(r), XK, 0) ∵ R′ Değ şmel Le bn z ceb r
= (Jθ(r), r′K + J0, r′K + Jθ(r), XK, J0, XK)
= J(θ(r), 0), (r′, X)K
= J(∂(r), (r′, X)K
= J∂(r), XK ,
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ÇM c) r1, r2 ∈ R′ ç n
∂(r1)r2 = (θ(r1),0)r2

= J(θ(r1), r2K
= Jr1, r2K

ve benzer şek lde
r2

∂(r1) = r2
(θ(r1),0)

= Jr2, (θ(r1)K
= Jr2, r1K ,

ÇM d).
∂(ar) = (θ(ar), 0)

= (aθ(r), a0) ∵ θ represantasyon homomorf zm
= a(θ(r), 0)

= a∂(r) ,

ve son olarak;

ÇM e).
αr(∂(r))(a) = αr((θ(r), 0))(a)

= (θ(r), 0)(a)

= ∂(r)(a)

= 0

elde ed leceğ nden (R,R′ o L, ∂) üçlüsü Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül yapısı
oluşturur.

Tanım 5.2 (L, αr) b r Le bn z-R nehart ceb r olsun.

ZA(L) := {z ∈ L|Jaz,XK = 0, αr(z)(a) = 0, her X ∈ L, a ∈ A.}

şekl nde tanımlanan kümeye (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r n n merkez den r.

Örnek 5.5 R b r Le bn z A ceb r ve (L, αr) b r Le bn z-R nehart ceb r olsun. ∂ : R −→ L

dönüşümü R Le bn z A ceb r nden (L, αr) Le bn z-R nehart ceb r ne b r merkezsel(central)
ep morph sm (yan Çek∂ ⊆ Z(R)) olsun.
Ayrıca her X ∈ L, r, r′ ∈ R, a ∈ A ve ∂ (r′) = X ç n Le bn z etk s ;

L×R −→ R

(X, r) 7−→ Xr = Jr′, rK R× L −→ R

(r,X) 7−→ rX = Jr, r′K
şekl ndek k b l neer dönüşüm vasıtasıyla tanımlansın. Bu durumda;
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ÇM a).
∂(Xr) = ∂JX, rK

= ∂Jr′, rK
= J∂(r′), ∂(r)K
= JX, ∂(r)K ,

ÇM b).
∂(rX) = ∂Jr,XK

= ∂Jr, r′K
= J∂(r), ∂(r′)K
= J∂(r), XK

,

ÇM c).
∂(r′)r = Xr

= JX, rK
= Jr′, rK

ve benzer şek lde
r∂(r

′) = rX

= Jr,XK
= Jr, r′K

,

ÇM d).
∂(ar) = 0

= a0

= a∂(r)

eş tl kler elde ed l r. Son olarak;

ÇM e).
αr(∂(r))(a) = αr(0)(a) ∵ Çek∂ ⊆ Z(R)

= 0(a)

= 0

olacağından (R,L, ∂) b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüldür.

Örnek 5.6 (L, αr) b r Le bn z-R nehart ceb r ve DO (A,L, (Çek(αr))) n n Çek(αr)

üzer ne Le bn z etk s her X,Y ∈ Çek(αr) ç n,

DO (A,L, (Çek(αr)))× Çek(αr) −→ Çek(αr)

(((d,D), X), Y ) 7−→ J((d,D), X), Y K = D(Y )
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Çek(αr)×DO (A,L, (Çek(αr))) −→ Çek(αr)

(Y, ((d,D), X)) 7−→ JY, ((d,D), X)K = d(Y )

şekl nde k b l neer dönüşümle tanımlansın. ∂ dönüşümü de

∂ : Çek(αr) −→ DO (A,L,Çek(αr))

∂(Y ) = ((dY , DY ), 0)

şelkl nde tanımlansın.

Teorem 5.1 ∂ : Çek(αr) −→ DO (A,L,Çek(αr)) dönüşümü y tanımlıdır.

İspat Her X,Y ∈ Çek(αr), a ∈ A ç n,

dX (aY ) = −JaY,XK
= JaY,−XK
= aJY,−XK − αr (−X) (a)Y

= adX (Y ) + 0 (a)Y

= adX (Y ) + αr (0) (a)Y

ve
DX (aY ) = JX, aY K

= aJX,Y K
= aDX (Y )

olacağından
((
dX , DX

)
, 0
)
∈ DO (A,L,Çek(αr)) elde ed l r.

Teorem 5.2 Her X,Y ∈ Çek(αr) ç n,

DO (A,L, (Çek(αr)))× Çek(αr) −→ Çek(αr)

(((d,D), X), Y ) 7−→ J((d,D), X), Y K = D(Y )

Çek(αr)×DO (A,L, (Çek(αr))) −→ Çek(αr)

(Y, ((d,D), X)) 7−→ JY, ((d,D), X)K = d(Y )

şekl nde tanımlanan etk ler y tanımlıdır.

İspat Y ∈ Çek(αr) olsun. Bu durumda Y = JY ′, Y ′′K olacak şek lde Y ′, Y ′′ ∈ Çek(αr)

vardır. Dolayısıyla, her ((e, E) , X) ∈ DO (A,L,Çek(αr)) ç n,

αrd (Y ) = αrdJY ′, Y ′′K
= αr (Jd (Y ′) , Y ′′K + JY ′, d (Y ′′)K)
= Jαrd (Y

′) , αrY
′′K + JαrY

′, αrd (Y
′′)K

= Jαrd (Y
′) , 0K + J0, αrd (Y

′′)K
= 0
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ve benzer şek lde

αrD (Y ) = αrDJY ′, Y ′′K
= αr (JD (Y ′) , Y ′′K − JD (Y ′′) , Y ′K)
= JαrD (Y ′) , αrY

′′K − JαrD (Y ′′) , αrY
′K

= JαrD (Y ′) , 0K + JαrD (Y ′′) , 0K
= 0

elde ed leceğ nden d (Y ) , D (Y ) ∈ Çek(αr) olur.

Teorem 5.3 ∂ : Çek(αr) −→ DO (A,L,Çek(αr)) , ∂(Y ) = ((dY , DY ), 0) b r çaprazlanmış
modüldür.

İspat ÇM a). Her r ∈ L, ç n,

edY (r)− dY e (r) = −eJr, Y K + Je (r) , Y K
= −Je (r) , Y K − Jr, e (Y )K + Je (r) , Y K
= −Jr, e (Y )K
= −Jr, E (Y )K
= dE(Y ) (r)

ve
EdY (r)− dYE (r) = −EJr, Y K + JE (r) , Y K

= −JE (r) , Y K + JE (Y ) , rK + JE (r) , Y K
= JE (Y ) , rK
= DE(Y ) (r)

olacağından

J(e, E,X) , ∂ (Y )K = J((e, E) , X) ,
((
dY , DY

)
, 0
)K

=
(J(e, E) ,

(
dY , DY

)KJX, 0K)
=

((
edY − dY e, EdY − dYE

)
, 0
)

=
((
dE(Y ), DE(Y )

)
, 0
)

= ∂ (E (Y ))

= ∂J(e, E,X) , (Y )K
elde ed l r.

ÇM b). Her r ∈ L, ç n,

dY e(r)− edY (r) = −Je (r) , Y K + eJr, Y K
= −Je (r) , Y K + Je (r) , Y K + Jr, e (Y )K
= Jr, e (Y )K
= d−e(Y ) (r)
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ve
DY e(r)− eDY (r) = JY, e(r)K − eJY, rK

= JY, e(r)K − Je (Y ) , rK − JY, e (r)K
= −Je (Y ) , rK
= D−e(Y ) (r)

olacağından

J∂ (Y ) , (e, E,X)K = J(dY , DY , 0
)
, (e, E,X)K

=
(J(dY , DY

)
, (e, E)K, J0, XK)

=
((
dY e− edY , DY e− eDY

)
, 0
)

=
((
d−e(Y ), D−e(Y )

)
, 0
)

= ∂ (−e (Y ))

= ∂JY, (e, E,X)K,
elde ed l r.

ÇM c). Her X,Y ∈ Çek(αr) ç n,

J∂ (Y ) , XK = J(dY , DY , 0
)
, XK

= D(X)

= JY,XK
ve benzer şek lde JX, ∂ (Y )K = JX,

(
dY , DY , 0

)K
= d(X)

= JX,Y K
elde ed l r.

ÇM d).
∂(aX) = (daX , DaX , 0)

= (adX , aDX , a0)

= a(dX , DX , 0)

= a∂(X)

dır. Son olarak;

ÇM e).
αr(∂(X))(a) = αr((d

X , DX , 0))(a) ∵ X ∈ Çekαr

= 0(a)

= 0

dır.
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Teorem 5.4 ∂ : R −→ L b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül ve I = ∂(R) olsun. Bu
durumda aşağıdak fadeler ver leb l r.

a) Çek(∂)ER,
b) Çek(∂), L/I-modüldür,
c) Gör(∂) L n n b r deal ve b r A-altmodüldür.

İspat a) c ∈Çek(∂) ve r ∈ R olsun. Dolayısıyla

∂[r, cK = J∂(r), ∂(c)K
= J∂(r), 0K (∵ c ∈ Çek(∂) olduğundan ∂(c) = 0 dır)
= 0

ve benzer şek lde

∂Jc, rK = J∂(c), ∂(r)K
= J0, ∂(r)K (∵ c ∈ Çek(∂) olduğundan ∂(c) = 0 dır)
= 0

elde ed leceğ nden Jr, cK, Jc, rK ∈ Çek(∂) d r. Bu se Çek(∂)ER anlamına gel r.

b) X,X ′ ∈ L olmak üzere ve Le bn z braket de

JX + I,X ′ + IK = JX,X ′K + I

şekl nde alınırsa L/I nın Le bn z K-ceb r olduğu açıktır. Ayrıca A nın L/I üzer ne modül
etk s

A× L/I −→ L/I
(a,X + I) 7−→ aX + I

şekl nde tanımlanırsa L/I, A-modül yapısına sah pt r. Anchor dönüşümüde
∼
αr : L/I −→ Der(A)

l + I 7−→ ∼
αr(X + I) = αr(X)

şekl nde alınırsa L/I Le bn z-R nehart A-ceb r olur. Çek(∂) kümes n n L/I-modül olduğunu
göstermek ç n r ∈ R, a ∈ Çek(∂) ve X = ∂(r) alınıp modül etk s de

I× Çek(∂) −→ Çek(∂)
(X, a) 7−→ X · a

olarak tanımlanırsa

X · a = ∂(r) · a
= Jr, aK (∵ ∂ çaprazlanmış modül )
= ∂(a) · r (∵ ∂ çaprazlanmış modül)
= 0 · r
= 0
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elde ed leceğ nden bu etk n n, I nın Çek(∂) üzer nde sıfır olduğu anlaşılır. Bu etk vasıtasıyla
L/I nın Çek(∂) üzer ne modül etk s

L/I× Çek(∂) −→ Çek(∂)
(X + I, a) 7−→ (X + I) · a = X · a

olarak ver leb l r. Buradan Çek(∂) n n L/I-modül olduğu görülür.

c) r′ ∈ Gör(∂) ve X ∈ L olsun. Bu durumda r′ = ∂(r) olacak şek lde b r r ∈ R

vardır. JX, r′K = JX, ∂(r)K = ∂JX, rK
benzer şek lde Jr′, XK = J∂(r), XK = ∂Jr,XK
ve (R,L, ∂) çaprazlanmış modül olduğundan JX, rK, Jr,XK ∈ Gör(∂) d r. Bu durumda
Gör(∂)E L olur.

5.2.1 Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller kategor s n n nşaası

Tanım 5.3 (R,L, ∂) ve (R′,L′, ∂′) k Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül olsun.

R

∂

��

f // R′

∂′

��
L

ϕ
// L′

d yagramı değ şmel yan ,

∂′f(r) = ϕ∂(r) ve f(X · r) = ϕ(X) · f(r)

olacak şek lde b r
f : R −→ R′

Le bn z K-ceb r homomorf zması ve

ϕ : L −→ L′

Le bn z-R nehart ceb r homomorf zması varsa

(f, ϕ) : (R,L, ∂) −→ (R′,L′, ∂′)

k l s ne çaprazlanmış modüller arasındak homomorf zma den r.
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Böylece Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller kategor s oluşturulur ve bu kategor
Xmod(LR) le göster l r. Ş md bu kategor n n bazı temel funktor yel özell kler ver ls n.
Forgetful (unutulab l r) funktorların

U1 : Xmod(LR) −→ LR(A)

(R,L, ∂) 7−→ L

U2 : Xmod(LR) −→ L(A)

(R,L, ∂) 7−→ R

şekl nde tanımlandığı açıktır. LXmod(K), Le bn z K ceb rler n çaprazlanmış modüller
kategor s n göstermek üzere forgetful funktor A-modül yapısı unutularak

U3 : Xmod(LR) −→ LXmod(K)

şekl nde elde ed l r.

Teorem 5.5 a). L ve L′ k Le bn z-R nehart ceb r, f, g : L −→ L′ Le bn z-R nehart ceb r
homomorf zmler ve Çek(α′

r) = 0 olsun. Bu durumda f = g d r. Çünkü

L
f //

g
//

αr

""D
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
L′

α′
r

||yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
y

Der(A)

her X ∈ L ç n
α′
r(f(X)− g(X)) = α′

rf(X)− α′
rg(X)

= αr(X)− αr(X)

= 0

d r. O halde f(X)− g(X) ∈Çek(α′
r) olup f = g elde ed l r.

Özel olarak I E Der(A), (R,Der(A), ∂) b r çaprazlanmış modül ve

∂′ = i : I −→ Der(A)

ç ne dönüşümü alınırsa Çek(∂′) = 0 olup

f : (R,Der(A), ∂) −→ (I,Der(A), i)

şekl nde b r c k çaprazlanmış modül homomorf zması vardır.
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b). R b r Le bn z A-ceb r olsun. Eğer

N
f //

αr=0

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

R

α′
r=IdR

����
��
��
��
��
��
��
�

R

d yagramı değ şmel se f = 0 d r. Üstel k Çek(∂′) = 0 olduğu ç n f b r c kt r.

c). R b r Le bn z A-ceb r olsun. Eğer

R
f //

IdR

��?
??

??
??

??
??

??
??

N

∂

��~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~
~

R

d yagramı değ şmel se ∂(R) = Der(A) olup ∂ örtend r.

5.3 S mpl sel Le bn z-R nehart Ceb rler

5.3.1 G r ş

B l nd ğ üzere çaprazlanmış modüller, Moore kompleks n n uzunluğu 1 olan
s mpl sel gruplar kategor s ne (Conduché, 1984) ve gruplar kategor s ndek nternal objeye
(cat1-grup yapısına) denkt r.

S mpl sel obje kavramı ( May,1992) tarafından tanımlanmıştır. Bu tanımlamaya
benzer olarak (Casas, 2010) da s mpl sel Le bn z n-ceb rler tanımlamış ve bu ceb rler n
kategor n n çaprazlanmış n-küp kategor s yle denk olduğunu gösterm şt r. Bu bölümde
s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler tanımlanıp bu ceb rler n kategor s n nşaa ed lecekt r.
Ardından bu kategor le Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller kategor s arasındak
(kategor ksel olarak) doğal denkl k ver lecekt r.

5.3.2 S mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler ve kategor s

Tanım 5.4 K b r c s m, A değ şmel b r K-ceb r ve L = {L0,L1, ...,Ln, ...}
Le bn z-R nehart ceb rler n kümes olsun.

di := dni : Ln −→ Ln−1 , 0 ≤ i ≤ n (n ̸= 0)

si := sni : Ln −→ Ln+1 , 0 ≤ i ≤ n
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Le bn z-R nehart homomorf zmler olmak üzere 0 ≤ i ≤ n ç n

didj = dj−1di, i < j

disj =


sj−1di,

Id,

sjdi−1,

i < j

i = j veya İ = j + 1

i > j + 1

sisj = sj+1si, i ≤ j

özdeşl kler sağlanıyorsa L = ((Ln)n∈N, di, sj) üçlüsüne s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r
den r. Buradak di ve sj operatörler nede sırasıyla yüz ve dejenere operatörler den r.
Herhang b r ((Ln)n∈N, di, sj) s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r d yagramsal olarak
aşağıdak şek lde fade ed leb l r.

L : ...Lk

d0 //

dk
// Lk−1... L2jj

sn−1

ff

d0 //
d1 //
d2 // L1

d0 //
d1 //

s0
jj

s1

ee
L0

s0
ff

Örnek 5.7 L Le bn z-R nehart ceb r olsun. Her n ∈ N ç n Ln = L ve di = sj = id

olarak alınırsa ((Ln)n∈N, di, sj) b r s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r oluşturur. Bu şek lde
oluşturulan s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r ne sab t s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r den r
ve K(L, 0) le göster l r.

Herhang b r Ln n herhang b r X elemanına n-boyutlu s mpleks den r. Eğer bazı Y
ler ç n X = si(Y ) oluyorsa, X-s mpleks ne dejenere olan eleman den r.

f : L −→ L′ şekl ndek b r s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r morf zm , di ve sj yüz
ve dejenere operatörler le değ şmel olan fn : Ln −→ L′

n şekl ndek Le bn z-R nehart ceb r
homomorf zmler n n b r a les d r. Yan herb r i ve n ç n

difn = fn−1di ve fnsi = sifn−1

d r. D ğer taraftan
fn : Ln −→ L′

n

Le bn z-R nehart ceb r homomorf zm olduğundan

α′
rfn = αr

dır. Böylece s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler n n kategor s oluşturulur. Bu kategor
Simp(LR) le göster lecekt r.



54

5.3.3 B r s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r n Moore kompleks

L b r s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r olsun.

NL0 = L0,
n−1∩
i=0

Çekdni = NLn

olmak üzere dn nın NLn ye kısıtlanmışı olan

∂n : NLn −→ NLn−1

homomorf zm tanımlansın. Bu durumda

NL : · · · −→ NLn
∂n−→ NLn−1

∂n−1−→ · · · ∂2−→ NL1
∂1−→ NL0

z nc r b r komplekst r. Gerçekten x ∈ NLn+1 =
n−1∩
i=0

Cekdni ç n

∂n∂n+1(x) = dnnd
n+1
n+1(x)

olduğundan ve s mpl sel özell klerden

dnnd
n+1
n+1(x) = dnn(0) = 0 (∵ x ∈ NLn+1)

olup ∂n∂n+1 = 0 dır. O halde NL b r komplekst r. Bu komplekse L s mpl sel
Le bn z-R nehart ceb r n n Moore kompleks den r ve (NL,∂) veya kısaca NL le göster l r.
Le bn z-R nehart ceb r homomorf zm n n çek rdeğ Le bn z A-ceb r olduğundan n ≥ 1 ç n
NLn de b r Le bn z A-ceb rd r. Eğer n > k ç n NLn = 0 se L ye Moore kompleks n n
boyutu k olan b r s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r den r ve ≤ k le göster l r. Moore
kompleks n n boyutu ≤ k olan s mpl sel ceb rler n kategor s Simp≤k(LR) le göster l r.

Aşağıdak tanımın Le bn z ceb rler ç n en genel hal olan durumunun ncelemes
(Casas,2010) tarafından da ver lm şt r.

Tanım 5.5 0 ≤ i ≤ k ç n Li ler Le bn z-R nehart ceb r olmak üzere

... // 0 // Lk

d0 //

dk
// Lk−1 ... L2

s0

ii

sk−1

aa

d0 //
d1 //
d2 // L1

d0 //
d1 //

s0
kk

s1

gg
L0

s0
gg

le tanımlı olan s mpl sel Le bn z-R nehart ceb re k-parçalanmış s mpl sel Le bn z-R nehart
ceb r den r. k-parçalanmış s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler kategor s TrkSimp(LR) le
göster l r. Simp(LR) kategor s nden TrkSimp(LR) kategor s ne kısıtlama le ver len trk
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parçalanmış funktoru vardır. Bu funktorun k- skelet funktor olarak adlandırılan stk sol ek
ve k-ko skelet funktor olarak adlandırılan costk sağ ek vardır. Bu ekler d yagram olarak

TrkSimp(LR)
trk //

Simp(LR)
costk

oo

trk //
TrkSimp(LR)

stk
oo

şekl nde göster l r.

Teorem 5.6 Le bn z-R nehart ceb r çaprazlanmış modüller kategor s Xmod(LR) le
Moore kompleks n n boyu 1 olan s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler kategor s
Simp≤1(LR) doğal denkt r.

İspat Li ler Le bn z-R nehart ceb r olmak üzere

L : ...Lk

d0 //

dk
// Lk−1... L2jj

sn−1

ff

d0 //
d1 //
d2 // L1

d0 //
d1 //

s0
jj

s1

ee
L0

s0
ff

Moore kompleks n n boyu 1 olan S mpl sel Le bn z-R nehart ceb r, R b r Le bn z A-ceb r,
R =Çekd0 ve ∂ = d1 (R ye kısıtlanmışı) olarak alınsın.X ∈ L0 ve r ∈ R olmak üzere L0 ın
R üzer ne etk s

L0 ×R −→ R

(X, r) 7−→ Xr = Js0X, rK R× L0 −→ R

(r,X) 7−→ r X = Jr, s0XK
ve

∂(Xr) = Jd1s0X, d1rK = JX, ∂rK, ∂(r X) = Jd1r, d1s0XK = J∂r,XK
şekl nde k b l neer dönüşümle tanımlansın. Bu etk b r Le bn z-R nehart etk s d r. Buna
göre ∂ : R −→ L0 b r Le bn z-R nehart ceb r çaprazlanmış modüldür. Bunu göstermek ç n
sırasıyla etk ve çaprazlanmış modül şartlarının sağlandığı göster lmel d r.

L1

d0 //
d1 // L0
s0

gg

yapısında d0 d1 ve s0 b rer Le bn z-R nehart ceb r morf zm olduğundan,

L1
d0 //

α′
r ##G

GG
GG

GG
GG

GG
L0

Der(A)

αr

;;wwwwwwwwwww

L1
d1 //

α′
r ##G

GG
GG

GG
GG

GG
L0

Der(A)

αr

;;wwwwwwwwwww

L1
s0 //

α′
r ##G

GG
GG

GG
GG

GG
L0

Der(A)

αr

;;wwwwwwwwwww

sırasıyla αrd0 = α′
r, αrd1 = α′

r ve αrs0 = α′
r değ şmel d yagramları vardır. Her X,X ′ ∈

L0, r, r1, r2 ∈ R ve a ∈ A olsun.
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E1).

JX, JX ′, rKK = X(X
′
r)

= X(Js0X ′, rK)
= Js0X, Js0X ′, rKK
= JJs0X, s0X

′K, rK − JJs0X, rK, s0X ′K ( ∵ Le bn z özdeşl ğ )

= Js0(JX,X ′K), rK − JJs0X, rK, s0X ′K (∵ s0 Le bn z ceb r homomorf zm )

= JX,X′K(r)− (Xr)X
′

= JJX,X ′K, rK − JJX, rK, X ′K
olur.

E2).

JX, Jr,X ′KK = X(rX
′
)

= X(Jr, s0X ′K)
= Js0X, Jr, s0X ′KK
= JJs0X, rK, s0X ′K − JJs0X, s0X

′K, rK ( ∵ Le bn z özdeşl ğ )

= JJs0X, rK, s0X ′K − Js0(JX,X ′K), rK (∵ s0 Le bn z ceb r homomorf zm )

= (Xr)X
′ − JX,X′K(r)

= JJX, rK, X ′K − JJX,X ′K, rK
olur.

E3).

Jr, JX,X ′KK = r(JX,X′K)
= Jr, s0(JX,X ′K)K
= Jr, Js0X, s0X

′KK (∵ s0 Le bn z ceb r homomorf zm )

= JJr, s0XK, s0X ′K − JJr, s0X ′K, s0XK ( ∵ Le bn z özdeşl ğ )

= (rX)X
′ − (rX

′
)X

= JJr,XK, X ′K − JJr,X ′K, XK
olur.

E4).

JX, Jr1, r2KK = X(Jr1, r2K)
= Js0X, Jr1, r2KK
= JJs0X, r1K, r2K − JJs0X, r2K, r1K ( ∵ Le bn z özdeşl ğ )

= J(Xr1), r2K − J(Xr2), r1K
= JJX, r1K, r2K − JJX, r2K, r1K
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olur.

E5).

Jr1, JX, r2KK = Jr1, (Xr2)K
= JJr1, Js0X, r2KK
= JJr1, s0XK, r2K − JJr1, r2K, s0XK ( ∵ Le bn z özdeşl ğ )

= Jr1X , r2K − Jr1, r2KX
= JJr1, XK, r2K − JJr1, r2K, XK

olur.

E6).

Jr1, Jr2, XKK = Jr1, (r2)XK
= JJr1, Jr2, s0XKK
= JJr1, r2K, s0XK − JJr1, s0XK, r2K ( ∵ Le bn z özdeşl ğ )

= Jr1, r2KX − Jr1X , r2K
= JJr1, r2K, XK − JJr1, XK, r2K

olur.

E7). JaX, rK = (aX)r

= Js0(aX), rK
= Jas0X, rK ( ∵ s0, A-modül homomorf zması )
= aJs0X, rK ( ∵ Le bn z bracket özell ğ )

= a(Xr)

= aJX, rK
olur.

E8). Jar,XK = (ar)X

= Jar, s0XK
= aJr, s0XK − ((s0X)(a))r

= aJr, s0XK − (α′
r(s0X)(a))r

= aJr, s0XK − (αr(X)(a))r (∵ α′
rs0 = αr)

= a(Xr)− (αr(X)(a))r

olur. Bu durumda L0 ×R −→ R ve R× L0 −→ R b l nneer dönüşümler Le bn z-R nehart
etk s tanımlar. Ş md de ∂ : R −→ L0 ın b r Le bn z-R nehart çaprazlanmış modül olduğu
göster lecekt r.
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ÇM a).
∂JX, rK = ∂(Xr)

= ∂[s0X, rK
= Jd1s0X, d1rK
= JX, ∂rK (∵ d1s0 = Id)

d r.

ÇM b).
∂Jr,XK = ∂(rX)

= ∂Jr, s0XK
= Jd1r, d1s0XK
= J∂r,XK (∵ d1s0 = Id)

d r.

ÇM c).

J∂(r′), rK = ∂(r′)r

= Js0d1(r′), rK
= Js0d1(r′)− r′ + r′, rK
= Js0d1(r′)− r′, rK + Jr′, rK
= Jd2s0r′ − d2s1r

′, d2s1rK + Jr′, rK (∵ s0d1 = d2s0, d2s1 = Id)

= d2Js0r′ − s1r
′, s1rK + Jr′, rK

= Jr′, rK (∵ NL2 = 0)

bulunur ve benzer şek lde

Jr, ∂(r′)K = r∂(r
′)

= Jr, s0d1(r′)K
= Jr, s0d1(r′)− r′ + r′K
= Jr, s0d1(r′)− r′K + Jr, r′K
= Jd2s1r, d2s0r′ − d2s1r

′K + Jr, r′K (∵ s0d1 = d2s0, d2s1 = Id)

= d2Js1r, s0r′ − s1r
′K + Jr, r′K

= Jr, r′] (∵ NL2 = 0)

dır.

ÇM d). ∂ = d1 olduğundan

∂(ar) = d1(ar)

= ad1(r) (∵ d1 Le bn z-R nehart homomorf masıdır)
= a∂(r)
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dır.

ÇM e).
αr∂(r)(a) = (αr(∂(r)))(a)

= (α′
rs0(d1(r)))(a)

= (α′
r(s0d1(r)))(a)

= (α′
r(d2s0(r)))(a)

= (α′
r(0))(a) (∵ NL2 = 0 )

= 0

olur. O halde
∂ : R −→ L0

b r Le bn z-R nehart ceb r çaprazlanmış modüldür. Böylece

N1 : Simp≤1(LR) −→ Xmod(LR)

funktoru elde ed l r.

Ters ne ∂ : R −→ L Le bn z-R nehart ceb r çaprazlanmış modül olsun. L n n R

üzer ne sağ ve sol etk s yardımıyla

L1 = Ro L ⊆ R× L

yarı d rekt çarpımı elde ed l r. D ğer b r dey şle L1 b r Le bn z-R nehart ceb rd r. Her a ∈ A,
X,X ′ ∈ L ve r, r′ ∈ R ç n toplam, çarpım ve skaler le çarpma şlemler

a(r,X) = (ar, aX)

(r,X) + (r′, X ′) = (r + r′, X +X ′)J(r,X), (r′, X ′)K = (Jr, r′K + JX, r′K + Jr,X ′K, JX,X ′K)
şekl nde tanımlanır. D ğer taraftan

d0 : Ro L −→ L

(r,X) 7−→ X

d1 : Ro L −→ L

(r,X) 7−→ (∂r) +X

s0 : L −→ Ro L

X 7−→ (0, X)

homomorf zmler ele alınırsa bu homomorf zmler her X ∈ L, r ∈ R ç n

αrd0((r,X)) = αr(d0(r,X))

= αr(X)

=
∼
αr((r,X))
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αrd1((r,X)) = αr(d1(r,X))

= αr((∂r) +X)

= αr(∂r) + αr(X)

= αr∂(r) + αr(X)

= αr(X) (∵ R
∂−→ L0 çaprazlanmış modül)

=
∼
αr((r,X))

ve
∼
αrs0(X) =

∼
αr(s0(X))

=
∼
αr((0, X))

= αr(X)

olduğundan Le bn z-R nehart ceb r homomorf zmlerd r. Ayrıca her X ∈ L ç n

d0s0(X) = d0(0, X)

= X

ve
d1s0(X) = d1(0, X)

= ∂(0) +X

= X

dır. D ğer b r dey şle d0s0 = d1s0 = Id olur. Bu durumda s mpl sel özdeşl kler sağlanır.
Sonuç olarak

L1

d0 //
d1 // L0
s0

gg

b r 1-parçalanmış s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rd r. Böylece

M : Xmod(LR) −→ Tr1Simp(LR)

funktoru elde ed l r. stk funktorunu kullanarak 1-parçalanmış s mpl sel Le bn z-R nehart
ceb rler kategor s nden Moore kompleks n n boyu 1 olan s mpl sel Le bn z-R nehart
ceb rler kategor s ne ulaşılır. Böylece M ve st1 n b leşkes olarak

s1 : Xmod(LR) −→ Simp≤1(LR)

tanımlanır. Sonuç olarak Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller kategor s le Moore
kompleks n n boyu 1 olan s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler kategor s n n doğal denkl ğ
elde ed l r.

5.4 Cat1 Le bn z-R nehart Ceb rler

5.4.1 G r ş

Cat1-gruplar kavramı lk olarak homotop n-t pler ç n ceb rsel model olarak
(Loday, 1982) tarafından tanımlanmıştır. Daha sonra (Ell s, 1988) K-ceb r kategor s nde
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cat1-ceb r kavramını tanımlamıştır. Bu tanımlamalar yardımıyla (Casas vd, 2008)
çalışmasında cat1-Le bn z n-ceb rler tanımlayarak araştırmacılara yen b r bakış açısı
sunmuşlardır. Bu bölümde cat1 Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller kategor s
oluşturularak, bu kategor n n Le bn z-R nehart çaprazlanmış modüller kategor s yle denk
olduğu göster lecekt r.

5.4.2 Cat1 Le bn z-R nehart ceb rler

Tanım 5.6 L b r Le bn z-R nehart ceb r, s, t : L −→ L Le bn z-R nehart ceb r
homomorf zmaları olsun. Bu durumda

). st = t and ts = s

). JÇeks,ÇektK = 0 = JÇekt,ÇeksK
şartları sağlanıyorsa (L, s, t) üçlüsüne Cat1 Le bn z-R nehart ceb r den r. Morf zmler tanım
ve görüntü kümes yle uyumlu Le bn z-R nehart ceb r homomorf zmler olmak üzere Cat1

Le bn z-R nehart ceb rler kategor s oluşturulur ve bu kategor Cat1(LR) le göster l r.

Aşağıdak teorem n değ şmel ceb r durumu ç n (Shammu,1992) ve L e-R nehart
ceb r durumu ç n (Aytek n,2010) bakılab l r.

Teorem 5.7 Cat1 Le bn z-R nehart ceb rler kategor s Cat1(LR) le Le bn z-R nehart
ceb rler n çaprazlanmış modüller kategor s Xmod(LR) denkt r.

İspat (L, s, t) b r Cat1 Le bn z-R nehart ceb r, M = Çeks, N =Görs ve ∂ = t|M olsun.
Öncel kle αrs = αr ve αrt = αr olduğundan αrs = αrt elde ed l r. N n n M üzer ne sağ ve
sol etk s nm = Jn,mK ve mn = Jm,nK olarak tanımlansın.

ÇM a). n ∈ N ve m ∈ M ç n

∂(nm) = ∂[n,mK
= J∂n, ∂mK
= J(∂n) + n− n, ∂mK
= J(∂n)− n, ∂mK + Jn, ∂mK
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olur. n ∈Görs olduğundan s(n′) = n olacak şek lde n′ ∈ L vardır. Bu durumda

∂(nm) = J(∂n)− n, ∂mK + Jn, ∂mK
= J(∂n)− s(n′), ∂mK + Jn, ∂mK
= Jtn− ts(n′), tmK + Jn, ∂mK
= tJn− s(n′),mK + Jn, ∂mK
= tJn− n,mK + Jn, ∂mK
= tJ0,mK + Jn, ∂mK
= Jn, ∂mK

elde ed l r.

ÇM b). n ∈ N ve m ∈ M ç n

∂(mn) = ∂Jm,nK
= J∂m, ∂nK
= J∂m, (∂n) + n− nK
= J∂m, (∂n)− nK + J∂m, nK

olur. n ∈Görs olduğundan s(n′) = n olacak şek lde n′ ∈ L vardır. Bu durumda

∂(mn) = J∂m, (∂n)− nK + J∂m, nK
= J∂m, (∂n)− s(n′)K + J∂m, nK
= Jtm, tn− ts(n′)K + J∂m, nK
= tJm,n− s(n′)K + J∂m, nK
= tJm,n− nK + J∂m, nK
= tJm, 0K + J∂m, nK
= J∂m, nK

elde ed l r.

ÇM c). m,m′ ∈ M ç n

∂mm′ = J∂m,m′K
= Jm−m+ ∂m,m′K
= J−m+ ∂m,m′K + Jm,m′K

olur. ∂m ∈ Görs olduğundan s(X) = ∂(m) olacak şek lde X ∈ L vardır.

t(∂m−m) = t(sX −m)

= tsX − tm

= sX − tm

= tm− tm

= 0
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olup (∂m,m) ∈ Çekt d r. m′ ∈ Çeks ve JÇekt,ÇeksK = 0 olduğundan J∂m −m,m′K = 0

dır. O halde
∂mm′ = Jm,m′K

elde ed l r.
Benzer şek lde, m,m′ ∈ M ç n

m′ ∂m = Jm′, ∂mK
= Jm′,m−m+ ∂mK
= Jm′,−m+ ∂mK + Jm′,mK

olur. ∂m ∈ Görs olduğundan s(X) = ∂(m) olacak şek lde X ∈ L vardır.

t(∂m−m) = t(sX −m)

= tsX − tm

= sX − tm

= tm− tm

= 0

olup (∂m,m) ∈ Çekt d r. m′ ∈ Çeks ve JÇekt,ÇeksK = 0 olduğundan Jm′, ∂m −mK = 0

dır. O halde
m′ ∂m = Jm′,mK

elde ed l r.

ÇM d). ∂, aynı zamanda A-modül homomorf zm olduğundan m ∈ M ve a ∈ A ç n

∂(am) = a∂(m)

d r.

ÇM e). m ∈ M ve a ∈ A ç n

αr∂(m)(a) = (αr(∂m))(a)

= (αr(tm))(a)

= (αr(sm))(a)

= (αr(0))(a) ( ∵ m ∈ Çeks)
= 0

dır. Sonuç olarak ∂ : M −→ N Le bn z-R nehart ceb r çaprazlanmış modüldür.

Ters ne, ∂ : R −→ L çaprazlanmış modül olsun. K = R o L n n Le bn z-R nehart
A-ceb r olduğunu b l nmekted r. s ve t ;

s : Ro L −→ Ro L

(r,X) 7−→ (0, X)
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t : Ro L −→ Ro L

(r,X) 7−→ (0, ∂r +X)

olarak tanımlansın. Her (r,X), (r1, X1), (r2, X2) ∈ Ro L ve a ∈ A ç n

s(a(r,X)) = s(ar, aX)

= (0, aX)

= a(0, X)

= a(s(r,X))

ve
sJ(r1, X1), (r2, X2)K = s(Jr1, r2K, JX1, X2K)

= (0, JX1, X2K)
= (J0, 0K, JX1, X2K)
= J(0, X1), (0, X2)K
= Js(r1, X1), s(r2, X2)K

ve benzer şek lde

t(a(r,X)) = t(ar, aX)

= (0, ∂(ar) + aX)

= (0, a∂(r) + aX) (∵ ∂ A-modül morf zm )

= (0, a(∂(r) +X))

= a(0, (∂(r) +X))

= a(t(r,X))

ve

tJ(r1, X1), (r2, X2)K = s(Jr1, r2K, JX1, X2K)
= (0, ∂(Jr1, r2K) + JX1, X2K)
= (0, J∂(r1), ∂(r2)K + JX1, X2K) (∵ ∂ Le bn z ceb r homomorf zm )

= (J0, 0K, J∂(r1) +X1, ∂(r2) +X2K)
= J(0, ∂(r1) +X1), (0, ∂(r2) +X2)K
= Jt(r1, X1), t(r2, X2)K

olduğundan s ve t A-modül homomorf zm ve Le bn z K-ceb r homomorf zm d rler. Aynı
zamanda

(
∼
αr(s))(r,X) =

∼
αr(0, X)

= αr(X)

=
∼
αr(r,X)

ve
(
∼
αr(t))(r,X) =

∼
αr(0, ∂r +X)

= αr(∂r +X)

= αr∂r + αrX

= 0 + αrX

=
∼
αr(r,X)
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olduğundan

Ro L
s //

t
//

α̃r %%JJ
JJJ

JJJ
JJJ

J Ro L

Der(A)

α̃r

99tttttttttttt

d yagramı değ şmel olup s ve t Le bn z-R nehart ceb r homomorf zmd r. D ğer taraftan

s(t(r,X)) = s(0, ∂r +X)

= (0, ∂r +X)

= t(r,X)

ve
t(s(r,X)) = t(0, X)

= (0, X)

= s(r,X)

olup st = t ve ts = s elde ed l r. s ve t n n tanımından

Çeks = {(r, 0)|r ∈ R} ve Çekt = {(r′,−∂r′)|r′ ∈ R}

olup J(r, 0), (r′,−∂(r′))K = (Jr, r′K + r−∂r′ +0 r′, J0,−∂r′K)
= (Jr, r′K − r∂r

′
+ 0, 0)

= (Jr, r′K − Jr, r′K, 0)
= (0, 0)

olur. Buradan JÇeks,ÇektK = 0 elde ed l r. Benzer şek lde

J(r′,−∂(r′)), (r, 0)K = (Jr′, rK +−∂r′ r + r′0, J−∂r′, 0K)
= (Jr′, rK −∂r′ r + 0, 0)

= (Jr′, rK − Jr′, rK, 0)
= (0, 0)

JÇekt,ÇeksK = 0 elde ed l r. Sonuç olarak Cat1 Le bn z-R nehart ceb rler kategor s le
Le bn z-R nehart ceb rler n çaprazlanmış modüller kategor s n n denkl ğ göster lm ş olur.
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6. YÜKSEK MERTEBEDEN LEİBNİZ-RİNEHART
ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER

6.1 G r ş

Gruplar ç n 2-çaprazlanmış modüller kavramı (Conduché, 1984) tarafından
tanımlanmıştır. Daha sonra L e ceb r vers yonunu (Ell s, 1993) de ve Le bn z ceb r
vers yonu (Em r vd., ) de tanımlanılmıştır. Bu bölümde Le bn z-R nehart 2-çaprazlanmış
modüller tanımlanarak kategor s oluşturulacaktır. Ayrıca bu kategor n n s mpl sel
Le bn z-R nehart ceb rler kategor s yle denk olduğu göster lecekt r.

6.2 Le bn z-R nehart 2-Çaprazlanmış Modüller

Tanım 6.1 P ve R b rer Le bn z A-ceb r, L Le bn z-R nehart ceb r olmak üzere, L n n R ve
P üzer ne etk s var ve

{, }1 : R×R −→ P {, }2 : R×R −→ P

Pe ffer L ft ng (taşıyıcı) d ye adlandırılan ve

{r0, r1}1 = Js1 (r0) , s0 (r1)− s1 (r1)K
{r0, r1}2 = Js0 (r0)− s1 (r0) , s1 (r1)K

şekl nde fade ed len K-b l neer fonks yonları

P
∂2−→ R

∂1−→ L

kompleks ve her p, p1, p2 ∈ P, r, r0, r1, r2 ∈ R, a ∈ A ve X ∈ L ç n
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1). ∂2,L n n P üzer ne etk s n korur ve R ∂1−→ L b r ön çaprazlanmış modüldür.
2). ∂2{r0, r1}1 = r0 · ∂1(r1)− Jr0, r1K,
3). ∂2{r0, r1}2 = ∂1(r0) · r1 − Jr0, r1K,
4). {∂2(p1), ∂2(p2)}i = −Jp1, p2K, i = 1, 2

5). {∂2(p), r}1 = p · ∂1(r)− p · r,
{∂2(p), r}2 = −p · r,

6). {r, ∂2(p)}1 = ∂1(r) · p− r · p,
{r, ∂2(p)}2 = −r · p,

7). {r1, r2}i ·X = {r1 ·X, r2}i − {r1, X · r2}i , i = 1, 2

8). X · {r1, r2}1 = {X · r1, r2}1 − {X · r2, r1}2 ,
X · {r1, r2}2 = {X · r1, r2}2 − {X · r2, r1}1 ,

9). {r0, Jr1, r2K}1 = {Jr0, r1K, r2}1 − {Jr0, r2K, r1}1 + {r0, r1}1 · ∂1(r2)− {r0, r2}1 · ∂1(r1)
10). {Jr0, r1K, r2}1 = r0 · {r1, r2}1 + {r0, r2}1 · r1
11). {r0, Jr1, r2K}2 = {r0, r1}2 · r2 − {r0, r2}2 · r1
12). {Jr0, r1K, r2}2 = {r0, Jr1, r2K}2 + {Jr0, r2K, r1}1 + {r0, r2}2 · ∂1(r1) + ∂1(r0) · {r1, r2}2
13). ) ∂1(ar) = a∂1(r)

) ∂2(ap) = a∂2(p)

) αr∂1(r)(a) = 0

v) α′
r∂2(p)(a) = 0

şartları sağlanıyorsa bu l ft nglerle beraber

P
∂2−→ R

∂1−→ L

kompleks ne Le bn z-R nehart ceb r 2-çaprazlanmış modül den r ve (P,R,L, ∂1, ∂2) şekl nde
göster l r (Yukarıdak l ft ngler n tanımındak üst ç zg ler cosetler göstermekted r).

6.3 Le bn z-R nehart 2-Çaprazlanmış Modüller
Kategor s

Tanım 6.2
P

∂2−→ R
∂1−→ L ve P1

∂′
2−→ R1

∂′
1−→ L1

k 2-çaprazlanmış modül,

f2 : P −→ P ′
1 ve f1 : R −→ R1

k Le bn z A-ceb r homomorf zması ve

f0 : L −→ L1
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Le bn z-R nehart ceb r homomorf zması olsun. Bu durumda

P
∂2−→ R

∂1−→ L

den
P1

∂′
2−→ R1

∂′
1−→ L1

e 2-çaprazlanmış modül homomorf zm

f0∂1 = ∂′
1f1, f1∂2 = ∂′

2f2

şartlarını sağlayan (f2, f1, f0) üçlüsüdür. Ayrıca f1 ve f2 f0-equ var antdır. Böylece
Le bn z-R nehart ceb rler ç n 2-çaprazlanmış modüller kategor s oluşturulab l r. Bu
kategor X2mod(LR) le göster l r.

Teorem 6.1 Le bn z-R nehart 2-çaprazlanmış modüller kategor s X2mod(LR) le Moore
kompleks n n boyu 2 olan s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler kategor s Simp≤2(LR) doğal
denkt r.

İspat L Moore kompleks n n boyu 2 olan s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r ve L n n Moore
kompleks

· · · −→ 1 −→ 1 −→ NL2 −→ NL1 −→ NL0 = L0

olsun. Bu durumda L = L0, R = NL1 ve P = NL2 olarak alalım ve Pe ffer taşıyıcıyı

{, } : R×R −→ P

(r1, r2) 7−→ {r1, r2} = Js1r1, s1r2 − s0r2K
olarak tanımlansın. Ayrıca ∂2 ve ∂1 sırasıyla d2 ve d1 n NL2 ve NL1 e kısıtlanmışı olsun.
Aynı zamanda NL0 ın NL1 üzer ne etk ler n X ∈ NL0, r ∈ NL1 ç n

Xr = Js0X, rK, rX = Jr, s0XK,
NL0 ın NL2 üzer ne etk ler n n X ∈ NL0, p ∈ NL2 ç n

Xp = Js1s0X, pK pX = Jp, s1s0XK,
ve NL1 n NL2 üzer ne etk ler n r ∈ NL1 ve p ∈ NL2 ç n

r · p = Js1r, pK, p · r = Jp, s1rK
olarak alınsın. Öncel kle spatlarda yardımcı olacağından Le bn z 2-çaprazlanmış modüller
kategor s nde elde ed len aşağıdak sonuçlar ver ls n. Her r ∈ R ve p, p1, p2 ∈ R′ ç n

Js1d2p1, s1d2p2 − s0d2p2K = Jp1, p2K = Js1d2p1 − s0d2p1, s1d2p2K
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Js0r − s1r, s1d2pK = Js0r − s1r, pK ve Js1d2p, s0r − s1rK = Jp, s0r − s1rK
Js1s0d1r − s0r, pK = 0 = Jp, s1s0d1r − s0rK

Js1r, s1d2p− s0d2pK = Js1r, pK ve Js1d2p− s0d2p, s1rK = Jp, s1rK
d r. Bu eş tl kler ve yukarıda ver len tanımlamalar yardımıyla

P
∂2−→ R

∂1−→ L

n n Le bn z-R nehart 2-çaprazlanmış modül olduğunu göster ls n. Her p, p1, p2 ∈ R′,
r, r0, r1, r2 ∈ R ve X ∈ L ç n

1). ∂2, L n n P üzer ne etk s n korur. L n n R üzer ne etk s var ve

∂1{r0, X} = ∂1Jr0, s0XK
= Jd1r0, d1s0XK
= Jd1r0, XK (∵ d1s0 = Id )
= J∂1r0, XK

ve
∂1{X, r0} = ∂1Js0X, r0K

= Jd1s0X, d1r0K
= JX, d1r0K (∵ d1s0 = Id )
= JX, ∂1r0K

olduğundan R
∂1−→ L b r ön çaprazlanmış modüldür.

2).
∂2{r0, r1}1 = ∂2Js1r0, s0r1 − s1r1K

= Jd2s1r0, d2s0r1 − d2s1r1K
= Jr0, s0d1r1 − r1K (∵ d2s1 = Id ve d2s0 = s0d1)
= Jr0, s0d1r1K − Jr0, r1K
= r0 · ∂1(r1)− Jr0, r1K

olur.

3).
∂2{r0, r1}2 = ∂2Js0r0 − s1r0, s1r1K

= Jd2s0r0 − d2s1r0, d2s1r1K
= Js0d1r0 − r0, r1K (∵ d2s1 = Id ve d2s0 = s0d1)
= Js0d1r0, r1K − Jr0, r1K
= ∂1(r0) · r1 − Jr0, r1K

olur.
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4).
{∂2(p1), ∂2(p2)}1 = Js1d2p1, s0d2p2 − s1d2p2K

= Jp1, p2K
ve benzer şek lde

{∂2(p1), ∂2(p2)}2 = Js0d2p1 − s1d2p1, s1d2p2K
= Jp1, p2K

olur.

5).
{∂2(p), r}1 = Js1d2p, s0r − s1rK

= Jp, s0r − s1rK
= Jp, s0(r)K − Jp, s1(r)K
= p · ∂1(r)− p · r

ve benzer şek lde
{∂2(p), r}2 = Js0d2p− s1d2p, s1rK

= J−p, s1rK
= −p · r

olur.

6).
{r, ∂2(p)}1 = Js1r, s0d2p− s1d2pK

= Js1(r),−pK
= −r · p

ve benzer şek lde
{r, ∂2(p)}2 = Js0r − s1r, s1d2pK

= Js0r − s1r, pK
= Js0(r), pK − Js1(r), pK
= ∂1(r) · p− r · p

olur.
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7).

{r0, r1}1 ·X
= Js1r0, s0r1 − s1r1K ·X
= JJs1r0, s0r1 − s1r1K, s1s0XK
= JJs1r0, s1s0XK, s0r1 − s1r1K − Js1r0, Js1s0X, s0r1 − s1r1KK (∵ Le bn z şartı)
= JJs1r0, s1s0XK, s0r1 − s1r1K − Js1r0, Js1s0X, s0r1K − Js1s0X, s1r1KK
= JJs1r0, s1s0XK, s0r1 − s1r1K − Js1r0, Js0s0X, s0r1K − Js1s0X, s1r1KK (∵ s0s0 = s1s0)

= Js1(Jr0, s0XK), s0r1 − s1r1K − Js1r0, s0Js0X, r1K − s1Js0X, r1KK
= {Jr0, s0XK, r1}1 − {r0, Js0X, r1K}1
= {r0 ·X, r1}1 − {r0, X · r1}1

olur ve benzer şek lde

{r0, r1}2 ·X
= Js0r0 − s1r0, s1r1K ·X
= JJs0r0 − s1r0, s1r1K, s1s0XK
= JJs0r0 − s1r0, s1s0XK, s1r1K − Js0r0 − s1r0, Js1s0X, s1r1KK (∵ Le bn z şartı)
= JJs0r0, s1s0XK − Js1r0, s1s0XK, s1r1K − Js0r0 − s1r0, Js1s0X, s1r1KK
= JJs0r0, s0s0XK − Js1r0, s1s0XK, s1r1K − Js0r0 − s1r0, Js1s0X, s1r1KK (∵ s0s0 = s1s0)

= Js0(Jr0, s0XK)− s1(Jr0, s0XK), s1r1K − Js0r0 − s1r0, s1Js0X, r1KK
= {Jr0, s0XK, r1}2 − {r0, Js0X, r1K}2
= {r0 ·X, r1}2 − {r0, X · r1}2

elde ed l r.

8).

X · {r0, r1}1
= X · Js1r0, s0r1 − s1r1K
= Js1s0X, Js1r0, s0r1 − s1r1KK
= JJs1s0X, s1r0K, s0r1 − s1r1K − JJs1s0X, s0r1 − s1r1K, s1r0K (∵ Le bn z şartı)
= JJs1s0X, s1r0K, s0r1 − s1r1K − JJs1s0X, s0r1K − Js1s0X, s1r1K, s1r0K
= JJs1s0X, s1r0K, s0r1 − s1r1K − JJs0s0X, s0r1K − Js1s0X, s1r1K, s1r0K (∵ s0s0 = s1s0)

= Js1(Js0X, r0K), s0r1 − s1r1K − Js0Js0X, r1K − s1Js0X, r1K, s1r0K
= {Js0X, r0K, r1}1 − {Js0X, r1K, r0}2
= {X · r0, r1}1 − {X · r1, r0}2
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olur ve benzer şek lde

X · {r0, r1}2
= X · Js0r0 − s1r0, s1r1K
= Js1s0X, Js0r0 − s1r0, s1r1KK
= JJs1s0X, s0r0 − s1r0K, s1r1K − JJs1s0X, s1r1K, s0r0 − s1r0K (∵ Le bn z şartı)
= JJs1s0X, s0r0K − Js1s0X, s1r0K, s1r1K − JJs1s0X, s1r1K, s0r0 − s1r0K
= JJs0s0X, s0r0K − Js1s0X, s1r0K, s1r1K − JJs1s0X, s1r1K, s0r0 − s1r0K (∵ s0s0 = s1s0)

= Js0(Js0X, r0K)− s1(Js0X, r0K), s1r1K − Js1Js0X, r1K, s0r0 − s1r0K
= {Js0X, r0K, r1}2 − {Js0X, r1K, r0}1
= {X · r0, r1}2 − {X · r1, r0}1

elde ed l r.

9).

{r0, Jr1, r2K}1 = Js1r0, s0(Jr1, r2K)− s1(Jr1, r2K)K
= Js1r0, Js0r1, s0r2K − Js1r1, s1r2KK
= Js1r0, Js0r1, s0r2KK − Js1r0, Js1r1, s1r2KK
= (JJs1r0, s0r1K, s0r2K − JJs1r0, s0r2K, s0r1K)

−(JJs1r0, s1r1K, s1r2K − JJs1r0, s1r2K, s1r1K) (∵ Le bn z şartı)
= JJs1r0, s0r1K, s0r2K − JJs1r0, s0r2K, s0r1K

−JJs1r0, s1r1K, s1r2K + JJs1r0, s1r2K, s1r1K
= (JJs1r0, s0r1K, s0r2K − JJs1r0, s0r2K, s0r1K

−JJs1r0, s1r1K, s1r2K + JJs1r0, s1r2K, s1r1K)
+(JJs1r0, s1r1K, d2s0r2K − JJs1r0, s1r1K, d2s0r2K
+JJs1r0, s1r2K, d2s0r1K − JJs1r0, s1r2K, d2s0r1K)

= JJs1r0, s1r1K, s0r2 − s1r2K − JJs1r0, s1r2K, s0r1 − s1r1K
+JJs1r0, s0r1 − s1r1K, d2s0r2K − JJs1r0, s0r2 − s1r2K, d2s0r1K

= Js1(Jr0, r1K), s0r2 − s1r2K − Js1(Jr0, r2K), s0r1 − s1r1K
+JJs1r0, s0r1 − s1r1K, s0d1r2K − JJs1r0, s0r2 − s1r2K, s0d1r1K (∵ d2s0 = s0d1)

= {Jr0, r1K, r2}1 − {Jr0, r2K, r1}1 + J{r0, r1}1, s0d1(r2)K − J{r0, r2}1, s0d1(r1)K
= {Jr0, r1K, r2}1 − {Jr0, r2K, r1}1 + {r0, r1}1 · ∂1(r2)− {r0, r2}1 · ∂1(r1)

olur.
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10).

{Jr0, r1K, r2}1 = Js1(Jr0, r1K), s0r2 − s1r2K
= JJs1r0, s1r1K, s0r2 − s1r2K
= JJs1r0, s1r1K, s0r2K − JJs1r0, s1r1K, s1r2K
= (Js1r0, Js1r1, s0r2KK + JJs1r0, s0r2K, s1r1K)

−(Js1r0, Js1r1, s1r2KK + JJs1r0, s1r2K, s1r1K) (∵ Le bn z şartı)
= (Js1r0, Js1r1, s0r2KK − Js1r0, Js1r1, s1r2KK)

+(JJs1r0, s0r2K, s1r1K − JJs1r0, s1r2K, s1r1K)
= (Js1r0, Js1r1, s0r2K − Js1r1, s1r2KK) + (JJs1r0, s0r2K − Js1r0, s1r2K, s1r1K)
= (Js1r0, Js1r1, s0r2 − s1r2KK) + (JJs1r0, s0r2 − s1r2K, s1r1K)
= (Js1r0, {r1, r2}1K) + (J{r0, r2}1, s1r1K)
= r0 · {r1, r2}1 + {r0, r2}1 · r1

olur.

11).

{r0, Jr1, r2K}2 = Js0r0 − s1r0, s1(Jr1, r2K)K
= Js0r0 − s1r0, Js1r1, s1r2KK
= JJs0r0 − s1r0, s1r1K, s1r2K − JJs0r0 − s1r0, s1r2K, s1r1K (∵ Le bn z şartı)
= J{r0, r1}2, s1r2K − J{r0, r2}2, s1r1K
= {r0, r1}2 · r2 − {r0, r2}2 · r1

elde ed l r.
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12).

{Jr0, r1K, r2}2 = Js0(Jr0, r1K)− s1(Jr0, r1K), s1r2K
= JJs0r0, s0r1K − Js1r0, s1r1K, s1r2K
= JJs0r0, s0r1K, s1r2K − JJs1r0, s1r1K, s1r2K
= (Js0r0, Js0r1, s1r2KK + JJs0r0, s1r2K, s0r1K)

−(Js1r0, Js1r1, s1r2KK + JJs1r0, s1r2K, s1r1K) (∵ Le bn z şartı)
= Js0r0, Jd2s1s0r1, s1r2KK + JJd2s1s0r0, s1r2K, s0r1K (∵ d2s1 = Id)

−Js1r0, Js1r1, s1r2KK − JJs1r0, s1r2K, s1r1K
= Js0r0, Jd2s1s1r1, s1r2KK + JJd2s1s1r0, s1r2K, s0r1K (∵ s1s0 = s1s1)

−Js1r0, Js1r1, s1r2KK − JJs1r0, s1r2K, s1r1K)
= Js0r0, Js1r1, s1r2KK + JJs1r0, s1r2K, s0r1K (∵ d2s1 = Id)

−Js1r0, Js1r1, s1r2KK − JJs1r0, s1r2K, s1r1K)
+(Jd2s0r0, Js1r1, s1r2KK − Jd2s0r0, Js1r1, s1r2KK)
+(JJs1r0, s1r2K, d2s0r1K − JJs1r0, s1r2K, d2s0r1K)

= Js0r0 − s1r0, Js1r1, s1r2KK + JJs1r0, s1r2K, s0r1 − s1r1K
+JJs0r0 − s1r0, s1r2K, d2s0r1K + Jd2s0r0, Js0r1 − s1r1, s1r2KK

= Js0r0 − s1r0, s1(Jr1, r2K)K + Js1(Jr0, r2K), s0r1 − s1r1K
+JJs0r0 − s1r0, s1r2K, s0d1r1K + Js0d1r0, Js0r1 − s1r1, s1r2KK (∵ d2s0 = s0d1)

= {r0, Jr1, r2K}2 + {Jr0, r2K, r1}1 + J{r0, r2}2, s0d1(r1)K + Js0d1(r0), {r1, r2}2K
= {r0, Jr1, r2K}2 + {Jr0, r2K, r1}1 + {r0, r2}2 · ∂1(r1) + ∂1(r0) · {r1, r2}2

şartlarıda sağlanır. Aynı zamanda her a ∈ A, r ∈ R ç n,

).
∂1(ar) = d1(ar)

= ad1(r)

= a∂1(r)

elde ed l r.

). Her p ∈ P ç n
∂2(ap) = d2(ap)

= ad2(p)

= a∂2(p)

olur.
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). L Moore kompleks n n boyu 2 olan s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r olduğundan

1 // L2

d0 //
d1 //
d2 //

α′′
r

��

L1

d0 //
d1 //

s0

jj

s1

gg

α′
r

��

L0
s0

jj

αr

��
Der(A) Der(A) Der(A)

d yagramı vardır. Bu d yagram normal zasyon funktor sayes nde

NL2
∂2 //

α′′
r=0

��

NL1
∂1 //

α′
r=0

��

NL0 = L0

αr=0

��
Der(A) Der(A) Der(A)

hal ne gel r. d1 Le bn z-R nehart homomorf zm olduğundan

α′
r = αrd1

d r. Bu fade k nc d yagram ç n de geçerl olacağından

α′
r = αr∂1 = 0

olacaktır. Yan ,

(αr(∂1(r)))(a) = (αr∂1(r))(a)

= (α′
r(r))(a)(∵ D yagram değ şmel )

= 0

olur.

v). Benzer şek lde,

(α′
r(∂2(p)))(a) = (α′

r∂2(p))(a)

= (α′′
r(p))(a)(∵ D yagram değ şmel )

= 0

elde ed l r. O halde
P

∂2−→ R
∂1−→ L

Le bn z-R nehart 2-çaprazlanmış modüldür.

Ters ne, P ∂2−→ R
∂1−→ L Le bn z-R nehart 2-çaprazlanmış modül olsun. Öncel kle

L = L0 olarak alınsın. L n n R üzer ne etk s yardımıyla L1 = R o L yarı-d rekt çarpımını
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oluşturulab l r. Bu durumda

d0 : Ro L −→ L

(r,X) 7−→ X

d1 : Ro L −→ L

(r,X) 7−→ ∂1(r) +X

s0 : L −→ Ro L

X 7−→ (0, X)

homomorf zmaları vardır. Ayrıca r ∈ R n n p ∈ P üzer ne etk ler

r · p =∂1r p− {r, ∂2p}2

p · r = p∂1r − {∂2p, r}1

olarak ver lmekted r. Bu etk yardımıyla P o R yarı-d rekt çarpımını oluşturulab l r. Bu
durumda (r,X) ∈ Ro L n n (p, r1) ∈ P oR üzer ne etk s

(r,X)(p, r1) = (Xp+∂1r p+ {r, r1}2,X r1 + Jr, r1K)
şekl nded r. Bu etk yardımıyla L2 = (P oR)o(RoL) yarı-d rekt çarpımını oluşturulab l r.
O halde

d0 : (P oR)o (Ro L) −→ Ro L

(p, r1, r2, X) 7−→ (r2, X)

d1 : (P oR)o (Ro L) −→ Ro L

(p, r1, r2, X) 7−→ (r1 + r2, X)

d2 : (P oR)o (Ro L) −→ Ro L

(p, r1, r2, X) 7−→ (r1, ∂1(r2) +X)

s0 : Ro L −→ (P oR)o (Ro L)

(r,X) 7−→ (0, 0, r,X)

s1 : Ro L −→ (P oR)o (Ro L)

(r,X) 7−→ (0, r, 0, X)

homomorf zmler vardır.

d10d
2
1(p, r1, r2, X) = d10(r1 + r2, X)

= X

ve
d10d

2
0(p, r1, r2, X) = d10(r2, X)

= X

olduğu ç n d10d
2
1 = d10d

2
0 elde ed l r.

d10d
2
2(p, r1, r2, X) = d10(r1, ∂1(r2) +X)

= ∂1(r2) +X
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ve
d11d

2
0(p, r1, r2, X) = d11(r2, X)

= ∂1(r2) +X

olacağı ç n d10d
2
2 = d11d

2
0 elde ed l r.

d11d
2
2(p, r1, r2, X) = d11(r1, ∂1(r2) +X)

= ∂1(r1) + ∂1(r2) +X

ve
d11d

2
1(p, r1, r2, X) = d11(r1 + r2, X)

= ∂1(r1 + r2) +X

= ∂1(r1) + ∂1(r2) +X

olduğu ç n d11d
2
2 = d11d

2
1 elde ed l r.

s20s
1
0(X) = s20(0, X)

= (0, 0, 0, X)

ve
s21s

1
0(X) = s21(0, X)

= (0, 0, 0, X)

olacağı ç n s20s
1
0 = s21s

1
0 elde ed l r. B r başka dey şle bu homomorf zmalar s mpl sel

özdeşl kler sağlar. O halde 2-parçalanmış s mpl sel Le bn z-R nehart ceb r
L = {L2,L1,L0} bulunur. Sonuç olarak sten len denkl k elde ed l r.
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER

7.1 Sonuçlar

Bu tezde öncel kle daha önce tanmlanmış olan L e-R nehart ceb rlerden yola cıkarak
L e-R nehart ceb rler n genellemes olan Le bn z-R nehart ceb rler , homomorf zmler ve
kategor s tanımlanmıştır. Le bn z-R nehart ceb rler kategor s nde etk tanımlanıp bu tanım
yardımıyla yarı-d rekt çarpım ve çaprazlanmış modüller tanımlanmıştır.
Cat1-Le bn z-R nehart ceb rler ve s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler tanımlanıp
çarazlanmış modüllerle aralarındak kategor ksel olarak denkl k göster lm ş ve y ne
Simp≤2 den yola çıkarak 2 çaprazlanmış modüller tanımlanıp kategor s oluşturulmuştur.

7.2 Öner ler

L e-R nehart ceb rler üzer nde yapılan tüm çalışmalar bu tezde elde ed len tanım ve
kavramlar kullanılarak Le bn z-R nehart ceb rler kategor s üzer ne taşınab l r ve yen
çalışmalar ortaya çıkab l r. Ayrıca yukarıda spatlanan Cat1-Le bn z-R nehart ceb rler ve
s mpl sel Le bn z-R nehart ceb rler ve çarazlanmış modüllerle aralarındak kategor ksel
denkl k n boyut ç nde göster leb l r.
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