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ÖZET 
 

 

Diferensiyel denklemler, matematikte fonksiyonların bir veya birden çok 

değişkene göre türevleri ile ilişkili denklemlerdir. Fizik, kimya, mühendislik, biyoloji ve 

ekonomi alanlarında matematiksel modeller genellikle diferensiyel denklemler 

kullanılarak ifade edilirler. Diferensiyel denklemlerde değişkenlere göre türevler tam 

sayı olmakla birlikte kesirli de olabilirler. Kesir mertebeli diferensiyel denklemler, 

diferensiyel denklemlere kesirli analiz uygulanması yoluyla elde edilen bir 

genellemesidir. 

Lie grup dönüşümleri, Norveçli matematikçi Sophus Lie tarafından 19. yüzyılın 

başlarında çalışılmaya başlanmış ve diferensiyel denklemlerin analizinde önemli bir 

yere sahip olmuştur. 2007 yılında Nail Ibragimov herhangi bir diferensiyel denklem 

sistemi için temel korunumluluk teoremini ispat etmiştir. Bu çalışmada, temel 

korunumluluk teoremi yardımıyla korunumluluk kanunlarını hesaplamak için gerekli 

olan Euler-Lagrange denklemleri, eşlenik denklem sistemlerinin bulunuşu ve gerekli 

formüller verilmiştir. Daha sonra bu teorem kesir mertebeli diferensiyel denklemlere 

uygulanmıştır. 

Bu tez çalışmasında, diferensiyel denklemlerle ilgili temel bilgiler, kesir 

mertebeli diferensiyel denklemler ile ilgili temel kavramlar ve kesir mertebeli türev 

çeşitleri, Lie simetri üreteçlerinin nasıl bulunacağı, dönüşümlerin Lie grubu, simetri 

üreteci altında indirgemeler, korunumluluk kanunlarının temel korunumluluk teoremi 

yardımıyla nasıl bulunacağı verilmiştir.   

Zaman kesir mertebeli Sawada-Kotera (SK) denklemi, zaman kesir mertebeli 

Modified Korteweg-de Vries (mKdV) denklemi, lineer olmayan zaman kesir mertebeli 

hiperbolik denklemi, zaman kesir mertebeli viscous Burgers denklemi için öncelikle Lie 

simetri üreteçleri bulunmuştur, daha sonra Erdélyi-Kober fonksiyonları ve karakteristik 

metot yardımıyla ayrı ayrı indirgeme işlemi yapılmıştır. Son olarak bütün denklemler 

için korunumluluk kanunları temel korunumluluk teoremi ile elde edilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Kesir mertebeli diferensiyel denklemler, Lie simetri üreteçleri, 

Simetri indirgemeleri, Korunumluluk kanunları, Temel korunumluluk teoremi 
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SUMMARY 

 

 

Differential equations are equations related to derivatives of one or more 

variables of functions in mathematics. In physics, chemistry, engineering, biology and 

economics, mathematical models are often expressed using differential equations. 

Derivatives can be fractional or integers in differential equations. Fractional differential 

equations are a generalization obtained by applying fractional analysis to differential 

equations. 

Lie group transformations have been started by the Norwegian mathematician 

Sophus Lie in the early 19th century and have an important place in the analysis of 

differential equations. In 2007, Nail Ibragimov proved the fundamental conservation 

theorem for any differential equation system. In this study, Euler-Lagrange equations 

which are necessary to calculate the conservation laws with the help of fundamental 

conservation theorem, existence of adjoint equation systems and necessary formulas are 

given. Afterwards, this theorem is applied to time fractional differential equations. 

In this thesis study, basic information about differential equations, basic 

concepts related to fractional differential equations and fractional derivative types, how 

to find Lie symmetry generators, Lie group of transformations, reductions under 

symmetry generator, how conservation laws can be found with the help of fundamental 

conservation theorem. 

Lie symmetry generators were found for the time fractional Sawada-Kotera (SK) 

equation, the time-fractional modified Korteweg-de Vries equation, the nonlinear time-

fractional hyperbolic equation, the time-fractional viscous Burgers equation, then by the 

Erdélyi-Kober functions and the characteristic method, the reduction process was 

carried out separately. Finally, for all equations, the conservation laws were derived by 

the fundamental conservation theorem. 

 

 

 

Keywords: Fractional differential equations, Lie symmetry generators, Symmetry 

reductions, Conservation laws, Fundamental conservation theorem  
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

Diferensiyel denklemler konusunda yapılan ilk çalı̧smalar, 17. yüzyılın ikinci

yarısında, diferensiyel ve integral hesabın keşfinden hemen sonra, İngiliz doğa bilimci

Isaac Newton (1643-1727) ve Alman filozof Leibnitz (1646-1716) ile başlar. 18. yüzyılın

sonlarına kadar adi diferensiyel denklemlerin çözümü için birçok basit metodlar keşfedil-

mi̧stir. 19. yüzyılda ise kuvvet serileri tabanlıçözüm yöntemleri ile varlık-teklik teo-

remi gibi konular ilgi odağıolmuştur. Belli tip diferensiyel denklemlerin, belli şartlar

altında çözümlerinin varlı̆gının ispatı, diferensiyel denklemler teorisinde varlık teoremi

konusunu teşkil etmekte olup, bu da ilk olarak 1820 ile 1830 yıllarıarasında, Fran-

sız matematikçi A.L. Cauchy tarafından kurulmuş ve bazıbilim adamlarıtarafından

geli̧stirilmi̧stir. Bu yüzyılın sonlarına doğru deği̧smezlik teorisi en gözde araştırma sa-

halarından olmuştur. Sophus Lie (1842-1899), Felix Klein (1849-1925), David Hilbert,

Elie Cartan (1869-1951) gibi birçok ünlü matematikçinin konunun geli̧smesine büyük

katkılarıolmuştur (Özceylan, 2007).

Kesirli hesaplamalar ilk olarak 1695 yılında L’Hospital ın Leibnitz e yazdı̆gı

mektupta ortaya atılmı̧stır. Kısa bir süre sonra birçok akademisyen tarafından yeni

teori üretildi. Son yıllarda kesir hesabıhakkında kapsamlıuygulamalar fizik, mekanik,

mühendislik, dinamik, kontrol teorisi, modelleme, olasılık, biyoloji, kimya, ekonomi gibi

alanlarda yaygınlaştı(Zhai ve Zhang, 2016). Kesir mertebeli türev; bağımlıdeği̧skenin

bağımsız deği̧skene göre türevlerinin mertebesinin rasyonel sayıolma durumudur. Kesir

mertebeli türevin çok farklıtanımlarıvardır. Bazıları; Marchaud kesirli türevi, Coim-

bra kesirli türevi, Canavati kesirli türevi, Riesz kesirli türevi, Cossar kesirli türevi,

lokal Yang kesirli türevi, Weyl kesirli türevi, Hadamard kesirli türevi, Chen’in kesirli

türevi, Davidson-Essex kesirli türevi, Osler kesirli türevi, k-kesirli Hilfer türevi, Weyl

kesirli türevi, Liouville kesirli türevi, Riemann-Liouville kesirli türevi, Caputo kesirli

türevi, Grünwald-Letnikov kesirli türevi, modifiye Riemann-Liouville (Jumaire) kesirli

türevidir (Olivera ve Machado, 2014; Coimbra, 2003; Yang, 2012; Dorrego ve Cerutti,

2013).
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Bu doktora tezinde, bazıkesir mertebeli diferensiyel denklemlerin kabul ettiği

Lie simetri üreteçleri araştırılacaktır. Bulunan bu üreteçler yardımıyla Erdélyi-Kober

fonksiyonlarıve karakteristik metot yardımıyla ayrıayrıindirgeme i̧slemi yapılacaktır.

Son olarak bütün denklemler için korunumluluk kanunlarıtemel korunumluluk teoremi

ile elde edilecektir ve bulunan korunumluluk kanunlarında sonlu sayıdaki ve sonsuz

sayıdaki korunumluluk kanunlarıverilecektir.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Norveçli matematikçi Sophus Lie tarafından diferensiyel denklemlerin integrasyon

metodlarıüzerindeki çalı̧smalarısonucu diferensiyel denklemlerin simetri analizi, Lie

grubu adıverilen dönüşümlerin denklemlerin tanımladı̆gımanifoldu deği̧smez bırakan

yerel dönüşüm gruplarınıbularak diferensiyel denklemlerin çözümlerini algoritmik metod-

larla elde etmi̧stir. Lie nin çalı̧smalarının faydası uzun süre anlaşılamamı̧s ve Lie

teorisinin diferensiyel denklemlere uygulanı̧sı1950 li yıllarda ancak başlayabilmi̧stir.

Daha sonra Bluman, Kumei, Ibragimov ve Olver tarafından çeşitli uygulamalar yapılmı̧s-

tır (Bluman ve Anco, 2002).

Lie simetri analizi diferensiyel denklemler ile ilgili çalı̧smalarda önemli bir yere

sahiptir. Bu metot sayesinde lineer olmayan diferensiyel denklemlere indirgemeler

yapılarak bağımsız deği̧sken sayısıazaltılabilir ve daha sonra lineer diferensiyel denklem

haline dönüştürülebilir ve böylece çözümleri bulunabilir (Kinani ve Quhadan, 2015).

Lie simetri analizi öncelikle adi ve kısmi diferensiyel denklemlere uygulanmı̧stır.

Son yıllarda bazı çalı̧smalarda Leibnitz kuralı yardımıyla uzanım formülleri zaman

kesir mertebeli diferensiyel denklemlere uygulanmı̧stır. Kesir mertebeli diferensiyel

denklemlerin Lie simetri üreteçlerinin bulunmasıtam sayımertebeli diferensiyel denk-

lemlerin üreteçlerinin hesaplanmasıile benzer i̧slemler içerir. Kesir mertebeli denkleme

öncelikle mertebesine göre uzanım uygulanır. Uygulanan uzanımdan sonre gerekli for-

müller yardımıyla belirleyici denklem sistemine ulaşılır. Son olarak belirleyici denklem

sisteminin çözülmesi ile kesir mertebeli denklemin kabul ettiği simetri ailesine ulaşılır.

Korunumluluk kanunu kavramının fizikte uzun ve derin bir tarihi vardır. Klasik

mekanik, akı̧skan mekaniği, katıhal fiziğinin yanı sıra kuantum mekaniği, kuantum

alan teorisi gibi hangi fiziksel kanunları düşünürsek düşünelim, bütün hepsi doğayı

açıklamak için temel bileşenler olmuştur. Korunumluluk kanunlarınıyücelten termo

dinamiğin ilk prensibini kurmasıve geni̧s fizik kanunu dizisinden birisini oluşturmasıdır.
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Matematikte korunumluluk kanunlarısimetri dönüşümlerini kabul eden varyas-

yonel prensibin var olması ile yakından ilgilidir. Bu önemli gerçek Emmy Noether

tarafından 1918 de ortaya konuldu. Noether in çalı̧smalarıklasik mekanik ve klasik

alan teorisinde korunumluluk kanunlarının anlaşılmasıiçin temeller kurdu (Compére,

2007).

Korunumluluk kanunları kütle, enerji, momentum ve açısal momentum gibi

fiziksel korunmuş nicelikleri tanımlar. İntegrallenebilirliğin araştırılması, dönüşümlerin

doğrusallaştırılmasıve çözümlerin varlı̆gının ve tekliğinin kanıtlanmasıiçin önemlidir.

Kararlılı̆gın analizi ve çözümlerin evrenselliğinde kullanılır. Aynızamanda nümerik

metodların, yerel olmayan ilgili sistemler ve potansiyel deği̧skenlerinin bulunmasıiçin

temel bir başlangıç noktasısağlar. Korunumluluk kanunlarıbaşlangıç değerleri verilen

diferensiyel denklemlerde çalı̧sırken temel oluşturur (Bluman vd., 2010).

Korunumluluk kanunlarının hesaplanmasında bir çok yöntem vardır. Bu yön-

temlerden bazıları doğrudan metot, Noether yaklaşımı, karakteristik metot, varyas-

yonel yaklaşım, diferensiyel denklemlerin çözümlerinin uzayında varyasyonel yaklaşım,

simetri ve korunumluluk kanunu iļskisi, kısmi Noether yaklaşımı, sistemler ve eşlenik

sistemleri için Noether yaklaşımıdır. Biz çalı̧smamızda İbragimov tarafından bulu-

nan temel korunumluluk teoremi yardımıyla diferensiyel denklemlerin korunumluluk

kanunlarınıhesaplayacağız.

Temel korunumluluk teoremi ile diferensiyel denklemlerin korunumluluk kanun-

larının hesaplanabilmesi için öncelikle Lie simetri üreteçlerinin hesaplanmasıgerekir.

Daha sonra yeni bir bağımlıdeği̧sken ile denklem çarpılarak denklem için formal La-

grangian hesaplanır. Varyasyonel türev yardımıyla eşlenik denklemi bulunur ve veri-

len denklemin öz eşlenik olup olmadı̆gına bakılır. Sonrasında denklemin kabul ettiği

herbir üreteç için sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunlarıhesaplanır. Sonlu sayıdaki

korunumluluk kanunlarından herhangi birini hesaplayabilmek için eşlenik denklemin

çözümü bulunur ve sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunlarında yerine yazılarak hesap-

lanabilir.
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3. TEMEL TANIMLAR

Diferensiyel denklemler, matematikte fonksiyonların bir veya birden çok deği̧ske-

ne göre türevleri ile ili̧skili denklemlerdir. Fizik, kimya, mühendislik, biyoloji ve ekonomi

alanlarında matematiksel modeller genellikle diferensiyel denklemler kullanılarak ifade

edilirler. Diferensiyel denklemlerde deği̧skenlere göre türevler tam sayıolmakla birlikte

kesirli de olabilirler. Kesir mertebeli diferensiyel denklemler, diferensiyel denklemlere

kesirli analiz uygulanmasıyoluyla elde edilen bir genellemesidir.

3.1 TamsayıMertebeli Diferensiyel Denklemler

y = f (x) ile verilen bir fonksiyon için x deği̧skenine göre türevinin

dy

dx
= f

′
(x)

şeklinde olduğu bilinmektedir.

İçerisinde türev bulunan denklemlere diferensiyel denklemler denir. Örneğin;

d2y

dx2
+ 3

dy

dx
+ 2y = 0

ifadesi bir diferensiyel denklemdir. Diferensiyel denklemler temel olarak iki kısma

ayrılır;

3.1.1. Adi diferensiyel denklem

Tek bir deği̧skene bağlıbir fonksiyonun bu bağımsız deği̧skene göre türevlerini

içeren denkleme adi diferensiyel denklem denir. Bu denklemler en genel olarak;

F
(
x, y, y

′
, ..., y(n)

)
= 0



6

şeklinde yazılır. Burada y(n); y nin x e göre n. türevi demektir. Örneğin;

y
′′ − 2y

′
+ y = 0

denklemi bir adi diferensiyel denklemdir (Özer ve Eser, 2010).

3.1.2 Kısmi diferensiyel denklem

İki yada daha çok bağımsız deği̧skene bağlıbir fonksiyonun bu bağımsız deği̧sken-

lere göre türevlerini içeren denkleme kısmi diferensiyel denklem denir. Birinci

mertebeden iki bağımsız deği̧skenli bir kısmi diferensiyel denklem en genel olarak;

F (x, y, u, ux, uy) = 0

şeklinde yazılır. Burada u = u (x, y) ve ux = ∂u
∂x
, uy = ∂u

∂y
dir.

Bir diferensiyel denklemdeki en yüksek basamaktan türevin basamağına o denk-

lemin mertebesi (basamağı) denir. Örneğin;

uuxy − uxuy = 0

denklemi ikinci mertebeden bir kısmi diferensiyel denklemdir.

Bir diferensiyel denklem denklemdeki tüm türevlere göre tam ve rasyonel olacak

şekilde yazıldı̆gında, denklemdeki en yüksek türevin derecesine denklemin derecesi

denir. Örneğin;

ut − uxx − uux = 0

denklemi birinci dereceden bir kısmi diferensiyel denklemdir.

Tam ve rasyonel şekilde ifade edilen diferensiyel denklemde, bağımlıdeği̧sken

ve türevleri yalnız birinci dereceden olup, bunlar denklemde çarpım halinde bulunmu-

yorlarsa denkleme lineerdir denir (Koca, 2008).
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3.2. Kesir Mertebeli Diferensiyel Denklemler

İçinde kesir mertebeli türevler bulunan ifadelere kesir mertebeli diferensiyel

denklemler denir. Kesir mertebeli diferensiyel denklemler temel olarak iki kısma

ayrılır;

3.2.1 Kesir mertebeli adi diferensiyel denklemler

Tek bir deği̧skene bağlıbir fonksiyonun bu bağımsız deği̧skene göre kesir mer-

tebeli türevlerini içeren denkleme kesir mertebeli adi diferensiyel denklem denir.

Örneğin;

D
1
2y (x) +D

5
2y (x)− 3y (x) = 0

denklemi bir kesir mertebeli adi diferensiyel denklemdir.

3.2.2 Kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemler

Bağımlıdeği̧skenin birden fazla bağımsız deği̧skene göre kesir mertebeli türev-

lerini içeren bir denkleme kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklem denir.

D
1
2
t u(x, t)− 3u (x, t) = 0

denklemi iki bağımsız deği̧sken ve bir bağımlı deği̧sken içeren kesir mertebeli kısmi

diferensiyel denklemdir ve D
1
2
t ifadesi t ye göre

1
2
. mertebeden türevi gösterir. Kesir

mertebeli kısmi diferensiyel denklemler genel olarak ikiye ayrılır;

Zaman kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemler

Sadece zaman deği̧skeni olan t ye göre kesir mertebeli türevler diğer bağımsız

deği̧skenlere göre tamsayımertebeli türevler içeren bir denkleme zaman kesir mer-

tebeli kısmi diferensiyel denklem denir.
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Örneğin;

D
3
4
t u (x, t) +

∂2

∂x2
u (x, t) + 5u (x, t) = 0

denklemi bir zaman kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemdir.

Uzay-zaman kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemler

Zaman deği̧skeni olan t ve diğer bağımsız deği̧sken yada deği̧skenlere göre kesir

mertebeli türevler içeren bir denkleme uzay-zaman kesir mertebeli kısmi dife-

rensiyel denklem denir.

Örneğin;

D
3
2
t u (x, t) +D

1
2
x u (x, u) = 0

denklemi bir uzay-zaman kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemdir.

3.2.3 Kesir mertebeli diferensiyel denklemin mertebesi

Kesir mertebeli bir diferensiyel denklemdeki en yüksek mertebeden türevin basamağına

o denklemin mertebesi (basamağı) denir. Örneğin;

D
3
2
t u (x, t) +D

1
2
x u (x, u) + u (x, t)2 = 0

denlemi 3
2
. mertebeden bir kesir mertebeli diferensiyel denklemdir.

3.2.4 Kesir mertebeli diferensiyel denklemin derecesi

Kesir mertebeli bir diferensiyel denklemdeki tüm türevlere göre tam ve rasyonel

olacak şekilde yazıldı̆gında, denklemdeki en yüksek türevin mertebesine denklemin

derecesi denir. Örneğin;

u(x, t)D
5
2
t u (x, t) +

(
D

7
2
t u (x, t)

)2

= 0

denklemi 2. dereceden kesir mertebeli bir diferensiyel denklemdir (Kurulay, 2009).
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3.2.5 Lineer kesir mertebeli diferensiyel denklemler

Tam ve rasyonel şekilde ifade edilen diferensiyel denklemde, bağımlıdeği̧sken

ve türevleri yalnız birinci dereceden olup, bunlar denklemde çarpım halinde bulunmu-

yorlarsa denkleme lineerdir denir aksi halde lineer değildir denir (Kurulay, 2009).

Örneğin;

Dα
t u = λ2uxx

denklemi lineer zaman kesir mertebeli bir diferensiyel denklemdir. Kesir mertebeli

dalga denklemi olarak adlandırılır ve α; kesir mertebeli türevi gösterir (Podlubny,1994).

Dα
t u+ u2uxx + uxxx = 0, t > 0, 0 < α ≤ 1

denklemi lineer olmayan zaman kesir mertebeli bir diferensiyel denklemdir. Modifiye

KdV denklemi olarak adlandırılır ve α; kesir mertebeli türevi gösterir (Kurulay ve

Bayram, 2010).

3.3. Kesir Mertebeli Türev İçin Gerekli Kavramlar

Kesir mertebeli türevi uygularken kullanılacak bazı özel fonksiyonlar vardır.

Şimdi bu fonksiyonlarıvereceğiz.

3.3.1 Gamma fonksiyonu

Gamma fonksiyonu Γ (.) şeklinde gösterilir ve n > 0 için

Γ (n) =

∞∫
0

e−xxn−1dx

ile tanımlanır. Bu integral n > 0 için yakınsaktır. Gamma fonksiyonu n! ifadesinin

genelleştirilmesidir, n nin rasyonel yada kompleks değerler almasınımümkün kılar ve

aşağıdaki özelliklere sahiptir.
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n > 0 için;

i) Γ (n+ 1) = nΓ (n) ,

ii) Γ (n+ 1) = n!, ( n ∈ N) ,

n < 0 için;

iii) Γ (n) =
Γ (n+ 1)

n
,

0 < n < 1 için;

iv) Γ (n) Γ (1− n) =
π

sin (nπ)
.

(Kisela, 2008).

3.3.2 Beta fonksiyonu

Beta fonksiyonu B (m,n) ile gösterilir ve m,n > 0 için;

B (m,n) =

1∫
0

xm−1 (1− x)n−1 dx

ile tanımlanır ve bu integral m,n > 0 için yakınsaktır. Beta fonksiyonu gamma fonksi-

yonunun değerlerinin belirli kombinasyonlarıyerine kullanılan bir fonksiyondur. Aşağı-

daki özelliklere sahiptir (Yaşar, 2005).

i) B (m,n) =
Γ (m) Γ (n)

Γ (m+ n)
,

ii) B (m,n) = 2
1/2∫
0

sin2m−1 φ cos2n−1 φdφ,

iii) B (m,n) = B (n,m) .
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3.3.3 Mittag-Leffl er fonksiyonu

Üstel ez fonksiyonu, tamsayımertebeden diferensiyel denklemler teorisinde önemli

bir rol oynar. Bunun bir parametreli genelleştirilmesi ile gösterilen fonksiyon

Eα (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + 1)

G.M. Mittag-Leffl er tarafından tanımlanmı̧stır. |z| < 1 ve belirli α değerleri için bir

parametreli Mittag-Leffl er fonksiyonu

E0 (z) = 1
1−z

E1 (z) = ez

E2 (z2) = cosh (z)

E2 (−z2) = cos (z)

şeklinde bulunur. Mittag-Leffl er fonksiyonunu iki parametreli fonksiyona genelleştirme,

kesirli diferensiyel teorisinde önemli rol oynar ve ilk olarak Agarwal ve Erdelyi tarafın-

dan tanıtılmı̧stır. İki parametreli fonksiyon

Eα,β (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
, (α, β > 0)

seri açılımıyla tanımlanır. Bazıα ve β değerlerinin seçimiyle

E1,1 (z) = ez

E1,2 (z) =
ez − 1

z

E1,n (z) =
1

zn−1

{
ez −

∞∑
k=0

zk

k

}

Eα,1 (z) = Eα (z)

elde edilir (Güner, 2014).
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3.3.4 Laplace dönüşümü

Laplace dönüşümü bir integral dönüşümü olup, fizik, mekanik, mühendislik gibi

bazıbilim dallarında kullanılan önemli bir yöntemdir. Bu yöntem diferensiyel denklem-

lerin çözümünde de yararlanılabilen bir yöntemdir. F (t) , t ≥ 0 ın pozitif değerleri için

tanımlıbir fonksiyon olsun. s > 0 reel veya kompleks bir parametre olmak üzere, t reel

deği̧skeninin bir fonksiyonu e−st olmak üzere

L{F (t)} =

∞∫
0

e−stF (t) dt

ifadesine F (t) fonksiyonunun Laplace dönüşümü denir. Genel olarak konvolüsyon

F (t) ∗G (t) =

t∫
0

F (t− τ)G (τ) dτ = G (t) ∗ F (t)

ile verilir. L{F (t)} = f (s) ve L{G (t)} = g (s) olmak üzere;

L{F (t) ∗G (t)} = f (s) g (s)

şeklinde tanımlanır (Loverro, 2004).

3.4. Kesir Mertebeli Türev Çeşitleri

Kesir mertebeli türev; bağımlıdeği̧skenin bağımsız deği̧skene göre türevlerinin

mertebesinin rasyonel sayı olma durumudur. Kesir mertebeli türevin bazı tanım-

larışunlardır; Marchaud kesirli türevi, Coimbra kesirli türevi, Canavati kesirli türevi,

Riesz kesirli türevi, Cossar kesirli türevi, lokal Yang kesirli türevi, Weyl kesirli türevi,

Hadamard kesirli türevi, Chen’in kesirli türevi, Davidson-Essex kesirli türevi, Osler ke-

sirli türevi, k-kesirli Hilfer türevi, Weyl kesirli türevi, Liouville kesirli türevi, Riemann-

Liouville kesirli türevi, Caputo kesirli türevi, Grünwald-Letnikov kesirli türevi, modi-

fiye Riemann-Liouville (Jumaire) kesirli türevidir (Olivera ve Machado, 2014; Coimbra,

2003; Yang, 2012; Dorrego ve Cerutti, 2013).
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3.4.1 Riemann-Liouville kesirli türevi

Riemann-Liouville kesirli türevi, kesirli türev ve integral teorisinin geli̧smesinde

ve kesirli türev ve integral teorisinin matematikteki uygulamalarında önemli rol oy-

namı̧stır. Örneğin; yeni fonksiyon sınıflarının tanımlanmasında, seri açılımısıkça kul-

lanılmı̧stır. Riemann-Liouville kesirli türevinde sabitin türevi sıfırdan farklıdır.

f zaman deği̧skenli fonksiyonu, [a, t] aralı̆gında sürekli ve integrallenilebilir

olsun. n ∈ Z+ olmak üzere n − 1 ≤ α < n ve t > a için α. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli türevi

aD
α
t f (t) =

1

Γ (n− α)

dn

dtn

t∫
a

(t− τ)n−α−1 f (τ) dτ (3.1)

ile tanımlanır ve burada integralin yakınsak olması için α > 0 olmasıgerekir. (3.1)

ifadesinden anlaşılacağıgibi sabitin türevi sıfırdan farklıdır. Çok deği̧skenli fonksiyon-

lar için ise; x, t bağımsız deği̧skenler, u bağımlıdeği̧sken olmak üzere Riemann-Liouville

kesirli türevi aşağıdaki gibi tanımlanır (Sahadevan ve Bakkyaraj, 2012);

α = n ∈ N ise;
∂αu (x, t)

∂tα
=
∂nu (x, t)

∂tn
(3.2)

n− 1 < α < n, (n ∈ N) ise;

∂αu (x, t)

∂tα
=

1

Γ (n− α)

∂n

∂tn

t∫
a

(t− τ)n−α−1 u (x, τ) dτ . (3.3)

Riemann-Liouville kesirli türevi aşağıdaki özelliklere sahiptir.

1. n ∈ Z+ olmak üzere n− 1 ≤ α < n ve t > a için;

aD
α
t f (t) =

dn

dtn

(
aD
−(n−α)
t f (t)

)
(3.4)

dir. Yani bir fonksiyonun (n− a) . integrali alınır ve bulunan ifadenin n. türevi alınırsa

ilk verilen fonksiyonun α. türevi alınmı̧s gibi olur. aD
−(n−α)
t f (t) ifadesi (n− a) . integ-
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rali göstermektedir. Özel olarak (3.4) ifadesinde α = n− 1 alınırsa;

aD
n−1
t f (t) =

dn

dtn

(
aD
−(n−(n−1))
t f (t)

)
=

dn

dtn
(
aD
−1
t f (t)

)
olur. Ayrıca (3.4) ifadesinde α = n alınırsa;

aD
α
t f (t) =

dn

dtn
(
aD

0
t f (t)

)
=
dnf (t)

dtn

olur.

2. a ve b sabit sayılar olmak üzere;

aD
α
t {af (t) + bg (t)} = aaD

α
t f (t) + baD

α
t g (t)

dir, yani; Riemann-Liouville kesirli türevi lineerdir.

3. m = 0, 1, 2, . . . ve s = 0, 1, 2, . . . ,m iken f (s) (0) = 0 ve n − 1 ≤ α < n olması

durumunda;

aD
m
t (aD

α
t f (t)) =a D

α
t (aD

m
t f (t)) =a D

α+m
t f (t)

dir yani özel durumlarda türev operatörü yer deği̧stirebilir.

4. n tamsayıve k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 iken f (k) (a) = 0 olmasıdurumunda;

dn

dtn
(aD

α
t f (t)) =a D

α
t

dnf (t)

dtn
=a D

α+n
t f (t)

dir.

5. α > 0 olmasıdurumunda;

aD
α
t

(
aD
−α
t f (t)

)
= f (t)

olur. m− 1 ≤ α < m olmasıdurumunda;

aD
α
t

(
aD
−α
t f (t)

)
= f (t)−

m∑
k=1

[
aD

α−k
t f (t)

]
t=a

(t− a)α−k

Γ (α− k + 1)
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olur. 0 < α < 1 olmasıdurumunda;

aD
α
t

(
aD
−α
t f (t)

)
= f (t)−

[
aD

α−1
t f (t)

]
t=a

(t− a)α−1

Γ (α)

olur (Podlubny, 1999).

3.4.2 Caputo kesirli türevi

Kesir mertebeli türevlerin özellikle mekanik ve viskoelastisite gibi alanlarda

materyallerin özelliklerinin tanımlanmasında kullanılmaya başlanmasıyla, diferensiyel

denklemlerin başlangıç koşullarının kesir mertebeli türevlerle modellenmesine ihtiyaç

duyulmuştur. Başlangıç değer problemleri Riemann-Liouville kesirli türevi ile başarıyla

çözülebilir fakat bu çözümler pratikte kullanı̧slı değildir. Çünkü fiziksel yorumları

mevcut değildir. Bu tür gerekliliklerden dolayıM. Caputo yeni bir kesirli türev şekli

geli̧stirmi̧stir. Caputo kesirli türevi, Riemann-Liouville kesirli türevinde bazıdeği̧sik-

likler yapılarak geli̧stirilmi̧s bir yöntemdir.

n ∈ Z+ olmak üzere n − 1 ≤ α < n olacak şekilde α herhangi bir pozitif

tamsayıve f fonksiyonu n defa sürekli diferensiyellenebilir olsun. f fonksiyonu için α.

mertebeden Caputo kesirli türevi

C
aD

α
t f (t) =

1

Γ (n− α)

t∫
a

(t− τ)n−α−1 f (n) (τ) dτ (3.5)

ile tanımlanır. (3.5) ifadesinden anlaşılacağı gibi; Caputo kesirli türevinde sabitin

türevi Riemann-Liouville kesirli türevinin aksine sıfırdır.

Caputo kesirli türevi aşağıdaki özelliklere sahiptir.

1. a ve b sabit sayılar olmak üzere;

C
aD

α
t {af (t) + bg (t)} = aCaD

α
t f (t) + bCaD

α
t g (t)

olduğundan Caputo kesirli türevi lineerdir.
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2. m = 0, 1, 2, . . . ve n− 1 ≤ α < n olmak üzere;

C
aD

α
t

(
C
aD

m
t f (t)

)
=C
a D

α+m
t f (t)

dir.

3. m = 0, 1, 2, . . . ve s = n, n + 1, n + 2, . . . ,m iken f (s) (0) = 0 ve n − 1 ≤ α < n

olmak üzere;
C
aD

α
t

(
C
aD

m
t f (t)

)
=C
a D

m
t

(
C
aD

α
t f (t)

)
=C
a D

α+m
t f (t)

yazılabilir (Kilbas vd., 2006).

3.4.3 Modifiye Riemann-Liouville kesirli türevi

Bilindiği gibi Riemann-Liouville kesirli türevinde sabitin türevinin sıfıra eşit ol-

maması farklı kesirli türev yaklaşımlarının geli̧smesine sebep olmuştur. Bu duruma

kaŗsılık yeni bir türev olarak Caputo kesirli türevi ortaya çıkmı̧stır fakat Caputo ke-

sirli türevinde birinci türevi hesaplayabilmek için ikinci türeve ihtiyaç duyulmaktadır.

Bu yüzden Jumaire, Taylor serileri yardımıyla Riemann-Liouville kesirli türevini farklı

hale getirerek modifiye Riemann-Liouville kesirli türevini ortaya çıkmı̧stır. Bu türev

tanımıJumaire’nin Riemann-Liouville kesirli türevi olarakta adlandırılmaktadır (Ju-

marie, 2009). t bağımsız deği̧sken, f : R→ R sürekli bir fonksiyon ve α pozitif olmak

üzere α. mertebeden modifiye Riemann-Liouville kesirli türevi;

Dα
t f (t) =

1

Γ (1− α)

d

dt

t∫
0

(t− τ)−α (f (τ)− f (0)) dτ , 0 < α < 1,

Dα
t f (t) =

(
f (n) (t)

)(α−n)
, n ≤ α < n+ 1, n ≥ 1

(3.6)

şeklinde tanımlanır. Bu tanım kesirli türevi zorlaştıran durumlarıortadan kaldırmak-

tadır (Jumarie, 2006).

Modifiye Riemann-Liouville kesirli türevi aşağıdaki özelliklere sahiptir.

1. a ve b sabit sayılar olmak üzere;

Dα
t {af (t) + bg (t)} = aDα

t f (t) + bDα
t g (t)
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olduğundan modifiye Riemann-Liouville kesirli türevi lineerdir.

2. c sabit olmak üzere;

Dα
t c = 0.

3. c sabit olmak üzere;

Dα
t (cf (t)) = c (Dα

t f(t)) .

4. 0 < β < 1 ve f (t) = tβ şeklindeki α. mertebeden türevlenebilir bir fonksiyon olmak

üzere;

Dα
t t
β =

Γ (1 + β)

Γ (1 + β − α)
tβ−α, 0 < β.

5. 0 < α olmak üzere;

df (x) =
Dα
xf (x) (dx)α

Γ (1 + α)
.

6. u (t) , v (t) ve u (t) v (t) , α. mertebeden türevlenebilir fonksiyonlar olmak üzere;

Dα
t (uv) = (Dα

t u)v + u(Dα
t v).

7. 0 < α < 1 ve df
du
var olduğunda;

Dα
t f (u(t)) =

df

du
Dα
t u(t).

8. ∫
(dx)β = xβ

9. 0 < α < 1 ve f(t) fonksiyonu to noktasında süreksiz olmak üzere;

Γ(1 + α)df(t0) = dαf (t0)

dır (Gaur ve Singh, 2014; Jumaire, 2015).
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4. LİE NOKTA SİMETRİ ÜRETEÇLERİ

Dönüşüm grupları ile ilgili ilk çalı̧smalar 19. yüzyılda Sophus Lie tarafından

başlatılmı̧stır. Lie, adi diferensiyel denklemlerin çözüm tekniklerinin belirlenmesinde

dönüşüm gruplarını kullanmı̧stır ve diferensiyel denklemler için daha önce verilmi̧s

olan özel çözüm yöntemlerinin, diferensiyel denklemin sürekli bir simetri grubu al-

tındaki deği̧smesine dayalı genel integrasyon yöntemlerinin özel durumları olduğunu

göstermi̧stir. Lie gruplarıolarak bilinen dönüşüm gruplarıfizik, mühendislik ve diğer

matematiğe dayalıtüm bilimler üzerinde önemli bir etki yaratmı̧stır.

Lie, adi diferensiyel denklemin bir parametreli dönüşüm grubu altında deği̧s-

mez kalmasıhalinde diferensiyel denklemin mertebesinin bir derece düşürülebileceğini

göstermi̧stir. Mertebesi bir derece azaltılmı̧s denklemin çözümlerinden orjinal denk-

lemin çözümlerine geçmek mümkün olmaktadır. Diferensiyel denklemin çok paramet-

reli simetri gruplarına sahip olmasımertebenin daha çok azaltılmasına olanak tanın-

masıanlamına gelmekle birlikte, diferensiyel denklemin sahip olduğu dönüşüm grubu

çözümlenebilen grup şartlarına sahip olmadı̆gımüddetçe mertebesi düşürülmüş denk-

lemin çözümlerinden orjinal denklemin çözümlerine geçi̧s mümkün olmayabilir.

Yirminci yüzyılda diferensiyel denklemlerde Lie gruplarının uygulamalarımate-

matikçilerin ilgisini çekmi̧stir. Fiziksel problemlerle ilgilenmi̧s ve çalı̧smalar yapmı̧s bazı

matematikçiler Ibragimov, Bluman ve Olver dir (Yaşar, 2009). Bu bölümde tamsayı

ve kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemler için Lie nokta simetri üreteçlerinin

bulunmasında gerekli temel bilgileri vereceğiz.

4.1. TamsayıMertebeli Kısmi Diferensiyel Denklemler İçin Lie Nokta

Simetrileri

4.1.1 Grup

G, boş olmayan herhangi bir küme ve G nin elemanlarıüzerinde φ ikili i̧slemi

tanımlansın. Eğer aşağıdaki aksiyomlar sağlanırsa G ye gruptur denir.
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1) Kapalılık Özelliği;

G nin herhangi a ve b elemanlarıiçin φ (a, b) G nin elemanıdır.

2) Birleşme özelliği;

G nin herhangi a, b ve c elemanlarıiçin

φ (a, φ (b, c)) = φ (φ (a, b) , c) .

3) Birim eleman;

G nin herhangi a elemanıiçin tek bir e birim elemanıvardır. Yani;

φ (a, e) = φ (e, a) = a.

4) Ters eleman;

G nin herhangi a elemanıiçin tek bir a−1 ters elemanıvardır. Yani;

φ
(
a, a−1

)
= φ

(
a−1, a

)
= e.

Eğer G deki her a, b elemanlarıiçin

φ (a, b) = φ (b, a)

sağlanıyorsa G ye deği̧smeli (abelyan) grup denir.

G nin herhangi bir alt kümesi aynıkurallardaki φ i̧slemi ile grup oluyorsa bu

alt kümeye G nin bir alt grubu denir (Bluman ve Kumei, 1989).

4.1.2 Dönüşüm grupları

x = (x1, x2, ..., xn), D ⊂ Rn bölgesinde olsun. D bölgesindeki herbir x için

dönüşüm grupları

x∗ = X (x; ε)

şeklinde tanımlansın. ε parametresi S ⊂ R bölgesinde olmak üzere φ (ε, δ) dönüşümü,

S bölgesindeki ε ve δ parametreleri ile tanımlıolsun. Bu durumda φ dönüşümü D
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bölgesinde aşağıdaki şartlarısağlıyorsa dönüşüm grubudur denir.

1) S bölgesindeki herbir ε parametresi için dönüşümlerD bölgesinde bire-bir dir. Özel-

likle x∗, D bölgesindedir.

2) S bölgesi φ dönüşümünün kurallarıile G grup formunu alır.

3) Eğer ε = e ise x∗ = x tir. Yani

X (x; ε) = x

dir.

4) Eğer x∗ = X (x; ε) , x∗∗ = X (x∗; δ) ise

x∗∗ = X (x;φ (ε, δ))

dir (Bluman ve Kumei, 1989).

4.1.3 Bir parametreli Lie grup dönüşümleri

Yukarıdaki dönüşüm gruplarında verilen aksiyomlarla beraber aşağıdaki aksi-

yomlarda sağlanırsa φ dönüşüme bir parametreli Lie grup dönüşümü denir.

5) ε sürekli bir parametre yani; S bölgesi R de bir aralık olsun. Bu durumda ε = 0, e

etkisiz elemanına kaŗsılık gelir.

6) X; x e göre D bölgesinde her mertebeden sürekli türevlere sahip ve S bölgesinde ε

un analitik fonksiyonudur.

7) ε ∈ S ve δ ∈ S olmak üzere φ (ε, δ), δ ve ε un analitik fonksiyonudur (Bluman ve

Anco, 2002).

4.1.4 Sonsuz küçük dönüşümler

x∗ = X (x; ε) (4.1)

ε parametreli Lie grup dönüşümünü ε = 0 birimi ve φ ikili i̧sleminin kuralları ile
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düşünelim. (4.1) denklemini ε = 0 civarında seriye açarsak;

x∗ = x+ ε

(
∂X (x; ε)

∂ε
|

ε=0

)
+

1

2
ε2

(
∂2X (x; ε)

∂ε2
|

ε=0

)
+ ...

= x+ ε

(
∂X (x; ε)

∂ε
|

ε=0

)
+ o (ε2)

(4.2)

elde ederiz.

ξ (x) =
∂X (x; ε)

∂ε
|

ε=0

(4.3)

olsun.

x + εξ (x) dönüşümüne (4.1) ile verilen Lie grup dönüşümünün sonsuz küçük

dönüşümü denir. ξ (x) ’e de (4.1) denkleminin sonsuz küçüğü (infinitesimali)

denir (Bluman vd., 2010).

Lie Birinci Temel Teoremi

Yardımcıteorem:

x∗ = X (x; ε)

bir parametreli Lie grup dönüşümü

X (x; ε+ ∆ε) = X
(
X (x; ε) ;φ

(
ε−1, ε+ ε∆

))
(4.4)

eşitlĭgini săglar.

Teorem:

τ = 0 iken x∗ = x (4.5)

ile
dx∗

dτ
= ξ (x∗) (4.6)

şeklindeki birinci mertebeden adi diferensiyel denklem sistemleri için başlangıç dĕger

probleminin çözümü;

x∗ = X (x; ε)
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Lie grup dönüşümlerine eşit olacak şekilde τ (ε) parametrizasyonu ile vardır. Burada

τ (ε) =
ε∫
0

Γ
(
ε
′
)
dε
′

(4.7)

şeklindedir ve

Γ (ε) =
∂φ (a, b)

∂b
|

(a,b)=(ε−1 ,ε)
(4.8)

ve

Γ (0) = 1 (4.9)

dir. Ayrıca ε−1, ε un ters elemanınıgösterir (Bluman ve Anco, 2002).

4.1.5 Sonsuz küçük üreteç

(4.1) ile verilen bir parametreli Lie grup dönüşümünün sonsuz küçük üreteci

X = X (x) = ξ (x)∇ =
n∑
i=1

ξi (x)
∂

∂xi
(4.10)

operatörü ile gösterilir. Buradaki ∇ gradient operatörüdür ve

∇ =

(
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, ...,
∂

∂xn

)
(4.11)

şeklinde gösterilir (Ibragimov, 1993).

4.1.6 Deği̧smez fonksiyon

F (x) sürekli ve her mertebeden türevlenebilir fonksiyon olmak üzere (4.1) ile

verilen Lie grup dönüşümünün deği̧smez (invaryant) fonksiyonu olması için gerek ve

yeter şart herhangi (4.1) ile verilen grup dönüşümü için

F (x∗) = F (x)

olmasıdır (Olver, 1993).
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4.1.7 Bir parametreli Lie grup nokta dönüşümleri

n bağımsız deği̧skeni x ile, m bağımlıdeği̧skeni u ile gösterelim. Bu durumda;

x = (x1, x2, ..., xn)

u = (u1, u2, ..., um)

şeklindeki n+m deği̧skenli uzay üzerinde i = 1, 2, . . . , n ve µ = 1, 2, . . . ,m olmak üzere;

x∗i = Xi (x, u; ε) = xi + εξi (x, u) + o (ε2)

(uµ)∗ = Uµ (x, u; ε) = uµ + εηµ (x, u) + o (ε2)

formundaki grup dönüşümlerine bir parametreli Lie grup nokta dönüşümleri denir

(Nadjafikhah ve Shirvani-Sh, 2012).

4.1.8 Uzanım (prolangasyon) formülleri

Bir bağımlıve n bağımsız deği̧sken için uzanım formülleri

u bağımlıdeği̧sken, x = (x1, x2, ..., xn) bağımsız deği̧skenler ve u = u (x) olsun.

x∗i = Xi (x, u; ε) = xi + εξi (x, u) + o
(
ε2
)

(4.12)

u∗ = U (x, u; ε) = u+ εη (x, u) + o
(
ε2
)

(4.13)

bir parametreli Lie grup dönüşümleri verilsin. i = 1, 2, ..., n olmak üzere (x, u) uzayında

sonsuz küçük üreteci

X = ξi (x, u)
∂

∂xi
+ η (x, u)

∂

∂u

şeklinde olur.

(4.12) ve (4.13) için k. uzanım

x∗i = Xi (x, u; ε) = xi + εξi (x, u) + o
(
ε2
)

u∗ = U (x, u; ε) = u+ εη (x, u) + o
(
ε2
)
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u∗i = Ui (x, u, ∂u; ε) = ui + εη
(1)
i (x, u, ∂u) + o

(
ε2
)

..............................................

u∗i1i2...ik = Ui1i2...ik
(
x, u, ∂u, ..., ∂ku; ε

)
= ui1i2...ik + εη

(k)
i1i2...ik

(
x, u, ∂u, ..., ∂ku

)
+ o (ε2)

dır. Burada i = 1, 2, ..., n ve l = 1, 2, ..., k için il = 1, 2, ..., n ayrıca k ≥ 1 dir. ∂ku,

u nun x e göre bütün k. mertebeden kısmi türev bileşenlerini gösterir. k. uzanımın

sonsuz küçükleri

ξ (x, u) , η (x, u) , η(1) (x, u, ∂u) , ..., η(k)
(
x, u, ∂u, ..., ∂ku

)
olur ve sonsuz küçük üreteci de

X(k) = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u
+ η

(1)
i

∂

ui
+ ...+ η

(k)
i1i2...ik

∂

ui1i2...ik
, k ≥ 1

şeklinde olur.

k ≥ 2 için uzanımın η(k)
i1i2...ik

şeklindeki sonsuz küçükleri

η
(1)
i = Diη −

(
Diξj

)
uj, i = 1, 2, ..., n (4.14)

η
(k)
i1i2...ik

= Dikη
(k−1)
i1i2...ik−1

−
(
Dikξj

)
ui1i2...ik−1j

l = 1, 2, ..., k için il = 1, 2, ..., n dir.

Buradaki Di ifadesi total türev operatörü olarak adlandırılır ve

Di =
∂

∂xi
+ uµi

∂

∂uµ
+ uµij

∂

∂uµj
+ ...+ uµii1i2...in

∂

∂uµi1i2...in
+ ... (4.15)

şeklinde gösterilir.

x1 ve x2 bağımsız deği̧skenler ve u bağımlıdeği̧sken olmak üzere η
(1)
1 , η

(1)
2 , η

(2)
11 ,

η
(2)
12 , η

(2)
22 aşağıdaki gibidir.
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η
(1)
1 =

∂η

∂x1

+

[
∂η

∂u
− ∂ξ1

∂x1

]
u1 −

∂ξ2

∂x1

u2 −
∂ξ1

∂u
(u1)2 − ∂ξ2

∂u
u1u2 (4.16)

η
(1)
2 =

∂η

∂x2

+

[
∂η

∂u
− ∂ξ2

∂x2

]
u2 −

∂ξ1

∂x2

u1 −
∂ξ2

∂u
(u2)2 − ∂ξ1

∂u
u1u2 (4.17)

η
(2)
11 =

∂2η

∂x2
1

+

[
2
∂2η

∂x1∂u
− ∂2ξ1

∂x2
1

]
u1 −

∂2ξ2

∂x2
1

u2

+

[
∂η

∂u
− 2

∂ξ1

∂x1

]
u11 − 2

∂ξ2

∂x1

u12 − 2
∂2ξ2

∂x1∂u
u1u2

+

[
∂2η

∂u2
− 2

∂2ξ1

∂x1∂u

]
(u1)2 − ∂2ξ1

∂u2
(u1)3

−3
∂ξ1

∂u
u1u11 −

∂ξ2

∂u
u2u11 − 2

∂ξ2

∂u
u1u12 −

∂2ξ2

∂u2
(u1)2 u2

(4.18)

η
(2)
12 = η

(2)
21

=
∂2η

∂x1∂x2

+
[
∂2η

∂x1∂u
− ∂2ξ2

∂x1∂x2

]
u2+

[
∂2η

∂x2∂u
− ∂2ξ1

∂x1∂x2

]
u1

−∂ξ
2

∂x1

u22+
[
∂η

∂u
− ∂ξ1

∂x1

− ∂ξ2

∂x2

]
u12 −

∂ξ1

∂x2

u− ∂2ξ2

∂x1∂u
(u2)2

+

[
∂2η

∂u2
− ∂2ξ1

∂x1∂u
− ∂2ξ2

∂x2∂u

]
u1u2 −

∂2ξ1

∂x2∂u
(u1)2

−∂
2ξ2

∂u2
u1 (u2)2 − ∂2ξ1

∂u2
(u1)2 u2 − 2

∂ξ2

∂u
u2u12

−2
∂ξ1

∂u
u1u12 −

∂ξ1

∂u
u2u11 −

∂ξ2

∂u
u1u22

(4.19)
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η
(2)
22 =

∂2η

∂x2
2

+

[
2
∂2η

∂x2∂u
− ∂2ξ2

∂x2
2

]
u2 −

∂2ξ1

∂x2
2

u1 − 2
∂ξ1

∂x2

u12

+

[
∂η

∂u
− 2

∂ξ2

∂x2

]
u22 +

[
∂2η

∂u2
− 2

∂2ξ2

∂x2∂u

]
(u2)2

−2
∂2ξ1

∂x2∂u
u1u2 −

∂2ξ2

∂u2
(u2)3 − ∂2ξ1

∂u2
u1 (u2)2

−3
∂ξ2

∂u
u2u22 −

∂ξ1

∂u
u1u22 − 2

∂ξ1

∂u
u2u12

(4.20)

burada

u1 =
∂u

∂x1

u11 =
∂2u

∂x2
1

şeklindedir (Bluman ve Kumei, 1989).

m bağımlıve n bağımsız deği̧sken için uzanım formülleri

u = (u1, u2, ..., um) bağımlıdeği̧skenler, x = (x1, x2, ..., xn) bağımsız deği̧skenler

olmak üzere u = u (x) ve m ≥ 2, n ≥ 2 olsun.

x∗i = Xi (x, u; ε) = xi + εξi (x, u) + o
(
ε2
)

(4.21)

(uµ)∗ = Uµ (x, u; ε) = uµ + εηµ (x, u) + o
(
ε2
)

(4.22)

bir parametreli Lie grup dönüşümleri verilsin.

(4.21) ve (4.22) nin k. uzanımı

x∗i = Xi (x, u; ε) = xi + εξi (x, u) + o
(
ε2
)

(uµ)∗ = Uµ (x, u; ε) = uµ + εηµ (x, u) + o
(
ε2
)

(uµi )∗ = Uµ
i (x, u, ∂u; ε) = uµi + εη

(1)µ
i (x, u, ∂u) + o

(
ε2
)
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. . . . . . . . . . . .(
uµi1i2...ik

)∗
= Uµ

i1i2...ik

(
x, u, ∂u, ..., ∂ku; ε

)
= uµi1i2...ik + εη

(k)µ
i1i2...ik

(
x, u, ∂u, ..., ∂uk

)
+ o (ε2)

dır. Burada µ = 1, 2, ...,m, i = 1, 2, ..., n ve l = 1, 2, ..., k için il = 1, 2, ..., n ayrıca

k ≥ 2 dir. ∂ku, u nun x e göre bütün k. mertebeden kısmi türev bileşenlerini gösterir.

k. uzanımın sonsuz küçük üreteci

X(k) = ξi
∂

∂xi
+ ηµ

∂

∂uµ
+ η

(1)µ
i

∂

uµi
+ ...+ η

(k)µ
i1i2...ik

∂

uµi1i2...ik
, k ≥ 1

şeklinde olur.

k ≥ 2 için uzanımın η(k)µ
i1i2...ik

ile ifade edilen sonsuz küçükleri

η
(1)µ
i = Diη

µ −
(
Diξj

)
uµj

η
(k)µ
i1i2...ik

= Dikη
(k−1)µ
i1i2...ik−1

−
(
Dikξj

)
uµi1i2...ik−1j

şeklindedir. l = 1, 2, ..., k için il = 1, 2, ..., n dir.

k. mertebeden diferensiyel denkleme sonsuz küçük üreteci uygulayabilmek için

k. uzanıma ihtiyaç vardır (Yaşar ve Özer, 2011).

4.1.9 Lie cebiri

x = (x1, x2, ..., xn) ve ε parametresi ε = (ε1, ε2, ..., εr) şeklinde olmak üzere;

x∗ = X (x; ε)

r parametreli Lie grup dönüşümünü

ξαj (x) =
∂x∗j
∂εα

|
ε=0

=
∂Xj(x;ε)

∂εα
|

ε=0

(α = 1, ..., r, j = 1, ..., n)
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olduğunda

Xα =
n∑
j=1

ξαj (x)
∂

∂xj
, α = 1, ..., r

sonsuz küçük üreteci ile düşünelim. Bu durumda Xγ ve Xβ nın komütatörü [Xγ, Xβ]

ile ifade edilir ve

[Xγ, Xβ] = XγXβ −XβXγ

=
n∑

i,j=1

[(
ξγi (x)

∂

∂xi

)(
ξβj (x)

∂

∂xj

)
−
(
ξβi (x)

∂

∂xi

)(
ξγj (x)

∂

∂xj

)]

=
n∑
j=1

ηj (x)
∂

∂xj

şeklinde tanımlanır. Burada

ηj (x) =
n∑
i=1

[
ξγi (x)

∂ξβj (x)

∂xi
− ξβi (x)

∂ξγj (x)

∂xi

]

dir.

F bir cisim ve L bu cisim üzerinde bir vektör uzayıolsun. Eğer L vektör uzayı

komütatör i̧slemine göre kapalıise L ye r boyutlu Lie cebiri denir. Lr ile gösterilir.

Lie cebiri aşağıdaki özellikleri sağlar.

Xα, Xβ, Xγ ∈ L ve a, b ∈ F olmak üzere;

1) Anti simetri özelliği;

[Xα, Xβ] = − [Xβ, Xα] .

2) Bi-lineerlik özelliği;

[Xα, aXβ + bXγ] = a [Xα, Xβ] + b [Xα, Xγ]

ve

[aXβ + bXγ, Xα] = a [Xβ, Xα] + b [Xγ, Xα] .
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3) Jakobi özdeşliği;

[Xα, [Xβ, Xγ]] + [Xβ, [Xγ, Xα]] + [Xγ, [Xα, Xβ]] = 0.

4) ∀Xα ∈ L için;

[Xα, Xα] = 0

olur.

Eğer herhangi bir Xβ, Xγ ∈ Lr için;

[Xβ, Xγ] = 0

ise Lie cebirine deği̧smeli (abelyan) denir.

Özel olarak L vektör uzayıR cismi üzerinde Lie cebiri ise aşağıdaki özellikler

sağlanır.

Xα, Xβ, Xγ ∈ Lr, a, b ∈ R olmak üzere;

1) aXα + bXβ ∈ Lr

2) Xα +Xβ = Xβ +Xα

3) Xα + (Xβ +Xγ) = (Xα +Xβ) +Xγ

4) [Xα, Xβ] ∈ Lr

5) [Xα, Xβ] = − [Xβ, Xα]

6) [Xα, [Xβ, Xγ]] + [Xβ, [Xγ, Xα]] + [Xγ, [Xα, Xβ]] = 0

7) [aXα, bXβ, Xγ] = a [Xα, Xγ] + b [Xβ, Xγ]

(Ahmad, 2005; Kiraz, 2007).

n. mertebeden bir diferensiyel denklemin bir Lie grubunu kabul etmesi, Lie

grubunun sonsuz küçük üretecinin diferensiyel denkleme uygulanmasının diferensiyel
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denklemin tanımlandı̆gımanifold üzerinde sonucun sıfır vermesi anlamına gelir. Bunun-

la birlikte bir diferensiyel denklemin bir Lie grubunu kabul etmesi, Lie grubunun dife-

rensiyel denklemin çözümlerini denklemin başka çözümlerine dönüştürmesi anlamını

taşır. Eğer diferensiyel denklemin mertebesi birden büyükse sonsuz küçük üretecinin

ilgili diferensiyel denkleme uygulanması sonucu sonsuz küçük üretecinin katsayıları

cinsinden belirli bir kısmi diferensiyel denklem takımına ulaşılır. Bu denklem takımının

çözümleri diferensiyel denklemin kabul ettiği Lie gruplarının tamamını verir. Eğer

bir adi diferensiyel denklemin r parametreli bir Lie grubu varsa diferensiyel denklem

(n− r) . mertebeden bir diferensiyel denkleme indirgenebilir. Eşleşen r parametreli

Lie cebiri, çözümlenebilir Lie cebiri ise ve (n− r) . mertebeden diferensiyel denklemin

integrali bulunuyorsa bu integralden esas diferensiyel denklemin çözümü r kere ardı̧sık

kuadratür ile bulunur. Çözümlenebilen n elemanlıbir Lie cebirinin (n− 1) elemanlıbir

alt cebiri vardır ve bu alt cebirin elemanlarıile Lie cebirinin elemanlarının çarpımıyine

alt cebir içerisinde kalır. (n− 1) elemanlıLie cebirinin aynıözelliği taşıyan (n− 2)

elemanlıbir alt cebiri vardır. Böylece devam ederek 2 elemanlıbir alt cebire ulaşılabilir

(Yaşar, 2009).

4.2. Kesir Mertebeli Kısmi Diferensiyel Denklemler İçin Lie Nokta Simetri

Üreteçleri

Kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemlerin Lie nokta simetri üreteçlerinin

bulunmasıtamsayımertebeli kısmi diferensiyel denklemlerinin Lie nokta simetri üreteç-

lerinin bulunuşuna benzemektedir. Biz bu tez çalı̧smasında iki bağımsız deği̧skeni ve

bir bağımlıdeği̧skeni içeren zaman kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemlerin Lie

nokta simetri üreteçlerinin bulunuşu ile ilgileneceğiz. Bunun için öncelikle iki bağımsız

deği̧sken x, t ve bir bağımlıdeği̧sken içeren u(x, t) şeklindeki zaman kesir mertebeli

denklemin en genel halini α > 0 olmak üzere;

∂αu (x, t)

∂tα
= F (x, t, u, ux, uxx, uxxx, . . .) (4.23)

şeklinde düşünelim. Burada
∂αu (x, t)

∂tα
ifadesi uαt ve D

α
t u şekillerinde yazılabilir ve bu

ifadeler u(x, t) nin t ye göre α. mertebeden türevini göstermektedir.
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4.2.1 Leibnitz kuralı

Tamsayımertebeli türevler için Leibnitz kuralı;

dn

dtn
(u (t) v (t)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
u(k) (t) v(n−k) (t)

şeklinde verilmektedir.

Kesir mertebeli türevler için Leibnitz kuralı;

Dα
t (u (t) v (t)) =

∞∑
n=0

(
α

n

)
Dα−n
t (u (t))Dn

t (v (t)) , α > 0 (4.24)

ile verilir ve burada (
α

n

)
=

(−1)n−1 αΓ (n− α)

Γ (1− α) Γ (n+ 1)

dir (Podlubny, 1999).

4.2.2 Uzanım (prolangasyon) formülleri

4.1.8 alt bölümünde özel olarak xi şeklindeki bağımsız deği̧skenler x ve t, bağımlı

deği̧sken u olarak seçilirse;

x∗ = x+ εξ (x, t, u) + o (ε2)

t∗ = t+ ετ (x, t, u) + o (ε2)

u∗ = u+ εη (x, t, u) + o (ε2)

(4.25)

formundaki grup dönüşümlerine bir parametreli Lie grup nokta dönüşümleri denir

(Hu vd., 2014). O halde (4.23) denklemi için sonsuz küçük üreteç

X = ξ (x, t, u)
∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ η (x, t, u)

∂

∂u
(4.26)

şeklinde verilsin. Buradaki ξ (x, t, u) , τ (x, t, u) ve η (x, t, u) ; sonsuz küçükler (in-

finitesimaller) olarak adlandırılırlar, bunlar bağımlıve bağımsız deği̧skenleri içeren

fonksiyonlardır. Ayrıca; t∗, x∗, u∗ Lie grup nokta dönüşümleri biliniyorsa sonsuz
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küçükler

ξ =
dx∗

dε
|

ε=0

, τ =
dt∗

dε
|

ε=0

, η =
du∗

dε
|

ε=0

(4.27)

ile bulunabilirler (Huang ve Zhdanov, 2014). Lie grup nokta dönüşümleri bilinmiyorsa

k. mertebeden verilen bir (4.23) denkleminin sonsuz küçük üretecini hesaplayabilmek

için genel formdaki (4.26) üretecinin k. uzanımınıhesaplamaya ihtiyacımız vardır.

(4.25) için uzanım

t∗ = t+ ετ (x, t, u) + o (ε2) ,

x∗ = x+ εξ (x, t, u) + o (ε2) ,

u∗ = u+ εη (x, t, u) + o (ε2) ,

(u∗)αt = uαt + εηα,t + o (ε2) ,

(u∗)x = ux + εηx + o (ε2) ,

(u∗)xx = ux + εηxx + o (ε2)
...

...
...

(4.28)

ile verilir. ηα,t, ηx, ηxx değerlerine sonsuz küçüklerin uzanımlarıdenilmektedir

(Wang ve Xu, 2013). Riemann —Liouville türev operatörünü koruyan (4.28) formundaki

dönüşümü ele alalım. Riemann-Liouville kesirli türevinde integralin en alt limiti sabittir

ve bu yüzden (4.28) dönüşümünün integrali deği̧smez bırakmasıgerekir. Deği̧smezlik

koşulu gereği;

τ (x, t, u) |
t=0

= 0 (4.29)

olmasıgerekir (Wang ve Xu, 2014).

Örneğin; 3. mertebeden (4.23) formundaki bir kesir mertebeli diferensiyel denk-

lemin kabul ettiği (4.26) üretecinin 3.uzanımını

X(α,3) = ξ (x, t, u)
∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ η (x, t, u)

∂

∂u

+ηα,t
∂

∂uαt
+ ηx

∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxxx

∂

∂uxxx

şeklinde yazabiliriz. Verilen (4.23) denkleminde tamsayıve kesirli mertebeden türevler
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olduğu için Lie nokta simetri üreteçlerinin bulunmasında tamsayımertebeli kısmi dife-

rensiyel denklemlerin Lie nokta simetri üreteçlerinin bulunmasından farklıolan nokta-

lar vardır. Şimdi bu farklıdurumlarıve ayrıntılarınıvereceğiz.

t deği̧skeni için uzanım formülleri

Şimdi ηα,t uzanımınıbulmaya çalı̧sacağız. (4.29) ile Riemann-Liouville kesirli

türevi ile ili̧skili olan α. uzanım ηa,t aşağıdaki şekilde verilir;

ηa,t = Dα
t (η) + ξDα

t (ux)−Dα
t (ξux) +Dα

t (uDt (τ))−Dα+1
t (τu) + τDα+1

t (u) (4.30)

burada Dα
t , t ye göre total kesirli türev operatörünü ifade eder. (4.30) ifadesini daha

açık bir şekilde elde etmek için (4.24) şeklindeki Leibnitz kuralınıkullanarak aşağıdaki

eşitlikleri elde edilir.

ξDα
t (ux)−Dα

t (ξux) = −
∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn
t (ξ)Dα−n

t (ux) , (4.31)

ve

Dα
t (uDα

t (τ))−Dα+1
t (τu) + τDα+1

t (u) = −αDt (τ)Dα
t (u)

−
∞∑
n=1

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ)Dα−n

t (u) .

(4.32)

(4.31) and (4.32) değerlerini (4.30) eşitliğinde yerine yazılırsa;

ηa,t = Dα
t (η)− αDt (τ)Dα

t (u)−
∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn
t (ξ)Dα−n

t (ux)

−
∞∑
n=1

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ)Dα−n

t (u) .

(4.33)

elde edilir.
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Not: Bileşke fonksiyon şeklindeki fonksiyonlar için zincir kuralı;

dmf (g (t))

dtm
=

m∑
k=0

k∑
r=0

(
k

r

)
1

k!
[−g (t)]r

dm

dtm

[
g (t)k−r

] dkf (g)

dgk
, (4.34)

ile ifade edilir.

O halde f (t) = 1 iken (4.24) ve (4.34) beraber kullanılırsa;

Dα
t (η) = ∂αt η + ηu∂

α
t u− u∂αt (ηu) +

∞∑
n=1

(
α

n

)
∂nt (ηu) ∂

α−n
t u+ µ (4.35)

bulunur ve

µ =

∞∑
n=2

n∑
m=2

m∑
k=2

k−1∑
r=0

(
α

n

)(
n

m

)(
k

r

)
1

k!

tn−α

Γ (n+ 1− α)
[−u]r

∂m

∂tm
[
uk−r

] ∂n−m+kη

∂tn−m∂uk

olur. Yukarıdaki ifadede ∂kη
∂uk

türevleri olduğundan η; sonsuz küçüğü u deği̧skenine göre

lineer ise k ≥ 2 için µ = 0 olur. O halde;

ηa,t = ∂αt η +
∞∑
n=1

[(
α

n

)
∂nt ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ)

]
∂α−nt u

−
∞∑
n=1

(
α

n

)
Dn
t (ξ) ∂α−nt (ux) + (ηu − αDt (τ)) ∂αt u− u∂αt (ηu)

(4.36)

elde edilir (Jafari vd., 2015). Bulduğumuz ηa,t ifadesi α; Riemann-Liouville kesirli

türevini ifade ettiği zaman geçerlidir.

x deği̧skeni için uzanım formülleri

(4.23) formundaki denklemde x bağımsız deği̧skenine göre kesir mertebeli türev

yada türevler bulunmadı̆gı için tamsayımertebeli kısmi diferensiyel denklemler kıs-

mında verilen ηx, ηxx, ηxxx ifadelerini kullanırız. (4.14) formülü açılırsa;

ηx = Dx (η)− uxDx (ξ)− utDx (τ) ,

ηxx = Dx (ηx)− uxxDx (ξ)− uxtDx (τ) ,

ηxxx = Dx (ηxx)− uxxxDx (ξ)− uxxtDx (τ) ,
...

...
...

(4.37)
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elde edilir. (4.37) formülünü ileride kullanmak amacıyla daha da açarsak;

ηx = ηx + [ηu − ξx]ux − τxut − ξu (ux)
2 − τuuxut, (4.38)

ηxx = ηxx + [2ηxu − ξxx]ux − τxxut + [ηuu − 2ξxu] (ux)
2

−2τxuuxut − ξuu (ux)
3 − τuu (ux)

2 ut + (ηu − 2ξx)uxx

−2τxuxt − 3ξuuxuxx − τuuxxut − 2τuuxuxt

(4.39)

ve

ηxxx = ηxxx + (3ηxxu − ξxxx)ux − τxxxut + 3 (ηxuu − ξxxu)u2
x

−3τxxuuxut + (ηuuu − 3ξxuu)u
3
x + 3 (ηxu − ξxx)uxx

−3τxxuxt − 3τxuuu
2
xut + 3 (ηuu − 3ξxu)uxuxx − 3τxuutuxx

−6τxuuxtux − 3τxuxxt + (ηu − 3ξx)uxxx − ξxxxu4
x − 6ξuuu

2
xuxx

−3τuuu
2
xuxt − τuuuu3

xut − 3ξuu
2
xx − 3τuuxxtux − 3τuuxtuxx

−3τuuuxxuxut − 4ξuuxxxux − τuuxxxut

(4.40)

elde ederiz.

k. mertebeden (4.23) denklemi için ∆ = ∂αu(x,t)
∂tα

− F (x, t, u, ux, uxx, uxxx, . . .)

olmak üzere sonsuz küçük üreteç dĕgişmezlik kriteri

X(α,k)∆ |
∆=0

= 0 (4.41)

şeklinde yazılır (Wang ve Xu, 2015).

Örnek: γ, x > 0, x, t bağımsız deği̧skenler ve u bağımlıdeği̧sken olmak üzere;

∂αt u (x, t) = x
∂2u

∂x2
+

γx

1 + 1
2
γx

∂u

∂x
, 0 < α < 1 (4.42)

ile verilen denkleme zaman kesir mertebeli Kolmogorov diferensiyel denklemi adıverilir.

Bu denklem için Lie simetri üreteçlerini bulunuz.



36

(4.42) denklemi (4.26) ile verilen üreteci kabul ederse, X(α,2) uzanımı

X(α,2) = X + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηα,t

∂

∂uαt
(4.43)

olur. γx

1+ 1
2
γx

= f (x) olmak üzere F = ∂αt u (x, t)− xuxx + f (x)ux denirse X(α,2)F

ηα,t −
(
uxx − f

′
(x)ux

)
ξ − f (x) ηx − xηxx = 0 (4.44)

elde edilir. (4.36) , (4.38) , (4.39) değerleri (4.44) denkleminde yerine yazılırsa ve

∂αt u (x, t) = xuxx+ γx

1+ 1
2
γx
ux yazılırsa, daha sonra ux, uxx, ut, uxt, . . . veDα−n

t u, Dα−n
t ux

türevlerinin katsayılarısıfıra eşitlenirse aşağıdaki belirleyici denklem sistemine ulaşılır.

ξt = ξu = τx = τu = ηuu = 0,

xηu − αxτ t − ξ − x (ηu − 2ξx) = 0,

−αf (x) τ t − f
′
(x) ξ + f (x) ξx − x (2ηxu − ξxx) = 0,

ηαt − u (ηu)
α
t − f (x) ηx − xηxx = 0,

(
α

n

)
(ηu)

n
t −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) = 0, n = 0, 1, . . .

(4.45)

(4.45) deklem sisteminin çözülmesiyle

ξ = aαx,

τ = at+ b,

η =

(
2aα

2 + γx
+ c

)
u+ h (x, t)

(4.46)

bulunur ve a, b, c keyfi sabitlerdir.
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O halde (4.42) dekleminin kabul ettiği üreteçler

X1 = u
∂

∂u
,

X2 = αx
∂

∂x
+ t

∂

∂t
+

2α

2 + γx
u
∂

∂u
,

Xh = h (x, t)
∂

∂u

(4.47)

olarak bulunur (Quhadan ve Kinani, 2014).
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5. KORUNUMLULUK KANUNLARININ BULUNMASI

Korunumluluk kanunlarıdiferensiyel denklemler yada diferensiyel denklem sis-

temlerinin çözümünde önemli bir rol oynar. Kısmi diferensiyel denklemlerin korunumlu-

luk kanunlarının her zaman fiziksel bir anlamıyoktur fakat kısmi diferensiyel denklem-

lerin integrallenebilmesi ile ilgili çalı̧smalarda önemli bir yere sahiptirler. Matematiksel

anlamda korunumluluk kanunlarının simetri dönüşümlerinin varlı̆gıyla yakından ilgili

oldukları1918 yılında Emmy Noether tarafından ortaya atılmı̧stır daha sonra diferen-

siyel denklemlerin korunumluluk kanunlarıyla ilgili çalı̧smalar günden güne artmı̧stır.

5.1. TamsayıMertebeli Kısmi Diferensiyel Denklemler İçin Korunumluluk

Kanunları

5.1.1 Euler-Lagrange operatörü

A uzayında Euler-Lagrange operatörü

δ

δuα
=

∂

∂uα
+
∞∑
s=1

(−1)sDi1 . . . Dis

∂

∂uαi1...is

(α = 1, . . . ,m)

(5.1)

olarak tanımlanır. Örneğin; f fonksiyonunda en yüksek türevin mertebesi 2, u bağımlı

deği̧sken ve x, y, z bağımsız deği̧skenler olmak üzere Euler-Lagrange operatörü;

δ

δu
=

∂

∂u
+ (−1)

[
Dx

∂

∂ux
+Dy

∂

∂uy
+Dz

∂

∂uz

]

+ (−1)2

[
D2
x

∂

∂uxx
+D2

y

∂

∂uyy
+D2

z

∂

∂uzz

]

+ (−1)2

[
DxDy

∂

∂uxy
+DxDz

∂

∂uxz
+DyDz

∂

∂uyz

]

olarak bulunur. Burada Dx, Dy, Dz, D
2
x , D

2
y , D

2
z , DxDy , DxDz , DyDz total türevi

gösterir (Eriksson, 2008).
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δ

δuα
türevine varyasyonel türev denir ve

δ

δuα
=

∂

∂uα
+
∑
s≥1

(−1)sDi1 . . . Dis

∂

∂uαi1...is
, (α = 1, 2, . . . ,m) (5.2)

olarak tanımlanır (Olver, 1993).

5.1.2 Euler-Lagrange denklemi

Lagrangian

L = L (x, u, u1, . . . , uk) ∈ A (5.3)

olmak üzere aşağıdaki diferensiyel denkleme Euler-Lagrange denklemi denir,

δL

δuα
= 0, (α = 1, ...,m) (5.4)

(Ibragimov, 1993).

Teorem: Bir parametreli nokta dönüşüm grubu G;

xi = f i (x, u, a)

uα = ϕα (x, u, a)
(5.5)

şeklinde tanımlansın ve kabul ettĭgi sonsuz küçük üreteç;

X =
n∑
i=1

ξi (x, u)
∂

∂xi
+

m∑
α=1

ηα (x, u)
∂

∂uα
(5.6)

olsun. G grubu altında herhangi bir u (x) fonksiyonu u (x) fonksiyonuna ve Ω ⊂ Rn

alanıΩ ⊂ Rn alanına dönüşür.

Ĕger her bir Ω alanıve bütün u (x) düzgün fonksiyonlarıiçin

∫
Ω

L
(
x, u (x) , u(1) (x) , . . . , u(k) (x)

)
dx =

∫
Ω

L
(
x, u (x) , u(1) (x) , . . . , u(k) (x)

)
dx

(5.7)
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türünde integral varsa (5.5) dönüşümlerinin G grubunun altında

∫
Ω

Ldx , Ω ⊂ Rn

integralinin dĕgişmez oldŭgu söylenir.

Teorem: (5.6) sonsuz küçük üreteci ile verilen G nokta dönüşümlerinin grubu

altında ∫
Ω

Ldx , Ω ⊂ Rn

integralinin dĕgişmez olmasıiçin gerek ve yeter şart

X(k) (L) + LDi

(
ξi
)

= 0 (5.8)

olmasıdır (Akbulut vd., 2016).

5.1.3 Eşlenik (Adjoint) denklemler

L, herhangi bir mertebeden lineer diferensiyel operatör olsun. L nin L∗ olan

eşlenik operatörü ∀u,w için

wL [u]− uL∗ [w] = Di

(
P i
)

olarak verilir. Burada P = (p1, ..., pn) şeklinde vektör alanıdır. L∗ [w] = 0 ifadesine

L [u] = 0 ın eşlenik denklemi denir.

Genel olarak ikinci mertebeden L oparatörü;

L = aij (x)DiDj + bi (x)Di + c (x)

şeklindedir. Burada i, j = 1, 2, ..., n ve katsayılar simetriktir yani aij = aji.
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Teorem: L nin L∗ olan eşlenik operatörü

L∗ [w] = DiDj

(
aijw

)
−Di

(
biw
)

+ cw

formundadır (Yakut, 2012).

Öz eşlenik (self-adjoint) denklemler

Herhangi bir u fonksiyonu için

L [u] = L∗ [u]

oluyorsa L operatörüne öz eşleniktir denir.

Teorem: L = aij (x)DiDj+bi (x)Di+c (x) operatörünün öz eşlenik olmasıiçin

gerek ve yeter şart bi (x) = Dj (aij) olmasıdır (Yakut, 2012).

5.1.4 Diferensiyel denklemlerin formal Lagrangianları

Fα
(
x, u, u(1), . . . , u(k)

)
= 0 , (α = 1, . . . ,m) (5.9)

şeklinde k.mertebeden kısmi diferensiyel denklem sistemi ele alınsın. Burada

x = (x1, x2, . . . , xn) bağımsız deği̧skenler ve u = (u1, u2, . . . , um) bağımlıdeği̧skenler

olsun. Bu durumda (5.9) denklemi için formal Lagrangian

L =

m∑
α=1

wαFα (5.10)

şeklinde tanımlanır ve buradaki wα = (w1, w2, ..., wm) yeni bağımsız deği̧skenlerdir ve

eşlenik deği̧skeni adı verilir (Taşcan ve Yakut, 2015). Formal Lagrangian ifadesi

Lagrangianıyada kısmi Lagrangianıelde edilemeyen kısmi diferensiyel denklemler için

alternatif bir Lagrangiandır ayrıca bütün diferensiyel denklemler formal Lagrangiana

sahiptirler.
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5.1.5 Diferensiyel denklemlerin eşlenik denklemleri

(5.9) denklem sistemi için formal Lagrangianı(5.10) ile verilsin. Bu durumda

(5.9) denklem sistemi için eşlenik denklem sistemi;

F ∗α
(
x, u, w, . . . , u(k), w(k)

)
=

δ
(
wβFβ

)
δuα

= 0

β = 1, 2, . . . ,m

(5.11)

ile tanımlanır (Eriksson, 2008).

Eğer (5.11) eşlenik denklem sisteminde w = u yazıldı̆gında (5.9) denklem sistemi

bulunuyorsa (5.9) denklem sistemine öz eşleniktir denir (Eriksson, 2008). Başka bir

ifadeyle;

F ∗α
(
x, u, w, . . . , u(k), w(k)

)
|

w=u

= φ
(
x, u, u(1), . . .

)
Fα
(
x, u, u(1), . . . , u(k)

)
(5.12)

oluyorsa (5.9) denklem sistemi öz eşleniktir denir.

Yukarıdaki tanım, (5.11) eşlenik denklem sisteminin sol tarafıile (5.9) denklem

sisteminin çakı̧sacağıanlamına gelmez. Dolayısıyla genel olarak (5.9) öz eşlenik olsa

bile;

F ∗α 6= Fα

olabilir (Yaşar, 2009).

Eğer (5.11) eşlenik denklem sisteminde ϕ
′
(u) 6= 0 olacak şekilde belirli bir ϕ (u)

fonksiyonu için w = ϕ (u) yazıldı̆gında (5.9) denklem sistemi bulunuyorsa (5.9) denklem

sistemine yarıöz eşleniktir (quasi self adjoint) denir.

Eğer (5.11) eşlenik denklem sisteminde ϕu (x, u) 6= 0 ve ϕx (x, u) 6= 0 olacak şe-

kilde belirli bir ϕ (x, u) fonksiyonu için w = ϕ (x, u) yazıldı̆gında (5.9) denklem sistemi

bulunuyorsa (5.9) denklem sistemine zayıf öz eşleniktir (weak self adjoint) denir.
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(5.9) denklem sisteminin bütün u(x) çözümleri için ϕ (x, u) 6= 0 olacak şekildeki

w = ϕ (x, u) fonksiyonu (5.11) eşlenik denklem sisteminin çözümleri ise (5.9) denklem

sistemine lineer olmayan öz eşleniktir (nonlinearly self adjoint) denir (Cao vd.,

2014).

5.1.6 Temel korunumluluk teoremi

Teorem: n băgımsız x = (x1, x2, ..., xn) ve m băgımlı u = (u1, u2, ..., um)

dĕgişkenli olarak tanımlanan (5.9) denklem sisteminin kabul ettĭgi üreteç;

X =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
+

m∑
α=1

ηα
∂

∂uα

olsun. O halde (5.11) eşlenik denklem sistemi (5.9) denklem sisteminin simetrisini

kabul eder. Yani (5.9) ile verilen kısmi diferensiyel denklem sistemi X i kabul ederse

(5.11) ile verilen eşlenik denklem sistemi

Y =
n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
+

m∑
α=1

(
ηα

∂

∂uα
+ ηα∗

∂

∂wα

)
(5.13)

şeklindeki uygun ηα∗ = ηα∗ (xi, u
α, wα, ...) katsayısıyla eşlenik dĕgişkenine (wα ya) genişle-

tilen X i kabul eder (Eriksson, 2008).

Temel korunumluluk teoremi: (5.9) ile tanımlanan n băgımsız ve m băgımlı

dĕgişkenli k. mertebeden diferensiyel denklem sisteminin

X =

n∑
i=1

ξi
∂

∂xi
+

m∑
α=1

ηα
∂

∂uα
(5.14)

ile verilen üreteci kabul ettĭgi ve (5.11) ile ifade edilen eşlenik denklem sistemine sahip

oldŭgu düşünülsün. Bu durumda (5.9) denklem sisteminin her Lie nokta, Lie-Bäcklund

ve lokal olmayan simetrisi (5.9) ve (5.11) denklem sistemlerinden oluşan sistem için

korunumluluk kanunu üretir. Korunumluluk vektörünün bileşenleri

L =

m∑
α=1

wαFα
(
x, u, . . . , u(k)

)
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formal Lagrangian olmak üzere;

T i = ξiL+Wα δL

δuαi
+
∑
s≥1

Di1 ...Dis (Wα)
δL

δuαii1...is
(5.15)

formülü ile bulunabilir. Burada, Wα = ηα−ξjuαj ya Lie karakteristik fonksiyonu denir

burada i = 1, . . . , n ve α = 1, . . . ,m dir. (5.15) formülünden elde edilen korunmuş

vektörler, (5.11) eşlenik denklem sisteminin keyfi w çözümlerini içerir. (5.9) denklem

sistemi için sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarının bir tanesini w belirtilerek bu-

labiliriz. (5.9) denklem sisteminin kabul ettĭgi bütün simetriler korunumluluk kanunu

verir (Yaşar, 2010).

Not: T = (T 1, T 2, . . . , T n) vektörünün korunmuş vektör olmasıiçin korunum-

luluk şartıolarak adlandırılan aşăgıdaki koşulun

n∑
i=1

(
Di

(
T i
))

= 0 (5.16)

săglanmasıgerekir. Ĕger bu koşul săglanıyorsa bulunan vektörler korunumlu vektörler

yada korunumluluk kanunlarıolarak adlandırılırlar. Bu koşul săglanmıyorsa săglaması

için bazıişlemler yapılır ve bulunan vektörler modifiye edilmiş korunumlu vektörler yada

modifiye edilmiş korunumluluk kanunlarıolarak adlandırılırlar.

Son olarak (5.4) ve (5.15) formülünü 3 farklıdurum için açalım;

x = (x1, x2, . . . , xn) bağımsız deği̧skenler ve u = (u1, u2, . . . , um) bağımlıdeği̧skenler

olmak üzere;

1)

L =
(
x, u, u(1)

)
birinci mertebeden Lagrangianıiçin (5.4) formülünden Euler-Lagrange denklemi;

δL

δuα
≡ ∂L

∂uα
−Di

(
∂L

∂uαi

)
= 0

(α = 1, 2, . . . ,m)

olur. Bu takdirdeT = (T 1, . . . , T n) korunumlu vektörleri (5.15) e göre aşağıdaki formül
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elde edilir.

T i = ξiL+
(
ηα − ξjuαj

) ∂L
∂uαi

(i = 1, . . . , n)

2)

L =
(
x, u, u(1), u(2)

)
ikinci mertebeden Lagrangianıiçin (5.4) formülünden Euler-Lagrange denklemi;

δL

δuα
≡ ∂L

∂uα
−Di

(
∂L

∂uαi

)
+DiDk

(
∂L

∂uαik

)
= 0

(α = 1, 2, ...,m)

şeklinde bulunur. T = (T 1, . . . , T n) korunumlu vektörleri (5.15) formülüne göre;

T i = ξiL+
(
ηα − ξjuαj

) [ ∂L
∂uαi
−Dk

(
∂L

∂uαik

)]
+Dk

(
ηα − ξjuαj

) ∂L

∂uαik

(i = 1, . . . , n)

olur.

3)

L =
(
x, u, u(1), u(2), u(3)

)
üçüncü mertebeden Lagrangianıiçin (5.4) formülünden Euler-Lagrange denklemi;

δL

δuα
≡ ∂L

∂uα
−Di

(
∂L

∂uαi

)
+DiDk

(
∂L

∂uαik

)
−DiDjDk

(
∂L

∂uαijk

)
= 0

(α = 1, 2, . . . ,m)

şeklinde bulunur. T = (T 1, . . . , T n) korunumlu vektörleri (5.15) formülüne göre;

T i = ξiL+
(
ηα − ξjuαj

) [ ∂L
∂uαi
−Dj

(
∂L

∂uαij

)
+DjDk

(
∂L

∂uαijk

)]

+Dj

(
ηα − ξjuαj

) [ ∂L
∂uαij

−Dk

(
∂L

∂uαijk

)]
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+DjDk

(
ηα − ξjuαj

) [ ∂L

∂uαijk

]
(i = 1, . . . , n)

olur (Yaşar, 2009).

5.2. Kesir Mertebeli Kısmi Diferensiyel Denklemler İçin Korunumluluk

Kanunları

Bu bölümde (4.23) formundaki kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemlerin

korunumluluk kanunlarının bulunmasıile ilgileneceğiz. Kesir mertebeli kısmi diferen-

siyel denklemlerin korunumluluk kanunlarının bulunmasıi̧sleminde; tamsayımertebeli

türevleri bulunan deği̧skenler için önceki bölümde verilen formülleri kullanacağız fakat

kesir mertebeli türevi bulunan deği̧skenler için farklıformül elde edeceğiz.

5.2.1 Euler-Lagrange operatörü

(4.23) formundaki kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklem için Euler-Lagrange

operatörü;

δ

δu
=

∂

∂u
+ (Dα

t )∗
∂

∂ (Dα
t u)

+
∞∑
s=1

(−1)sDi1 . . . Dis

∂

∂
(
uαi1...is

)
(α = 1, . . . ,m)

(5.17)

ile verilir. (Dα
t )∗ , Dα

t nın eşlenik operatörü (adjoint operatör) olarak adlandırılır.

α ∈ R+, n = [α] + 1 olmak üzere α. mertebeden sağ taraf Riemann-Liouville zaman

kesirli ifadesi;

tD
α
Tu =

(−1)n

Γ (n− α)

∂n

∂tn

T∫
t

u (γ, x)

(γ − t)α−n+1dγ (5.18)

ve α. mertebeden sağ taraf Caputo zaman kesirli ifadesi;

C
t D

α
Tu =

(−1)n

Γ (n− α)

∂n

∂tn

T∫
t

Dn
γu (γ, x)

(γ − t)α−n+1dγ (5.19)

şeklinde verilir. Eşlenik operatörün kesirli türevlerinin ifadesine göre değeri farklı
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olmaktadır. Riemann-Liouville kesirli diferensiyel operatörü için eşlenik operatörün

değerleri;

1) (0D
α
t )∗ = C

t D
α
T

2)
(

0D
1+α
t

)∗
= C

t D
1+α
T

3) (0D
α
t Dt)

∗ = tD
α
T Dt

(5.20)

ve Caputo kesirli diferensiyel operatör için eşlenik operatörün değeri;

4)
(
C
0 D

α
t

)∗
= tD

α
T (5.21)

ile verilir (Gazizov vd., 2015).

Ayrıca n = [|α|] + 1 iken (n− α) . mertebeden kesirli integralin sağ taraf oper-

atörü (
tJ

n−α
T u

)
(t, x) =

1

Γ (n− α)

T∫
t

u (γ, x)

(γ − t)α+1−ndγ (5.22)

ile verilirse;

(0D
α
t )∗ = (−1)n tJ

n−α
T (Dn

t ) =C
t D

α
T (5.23)

ve (
C
0 D

α
t

)∗
= (−1)nDn

t

(
tJ

n−α
T

)
=t D

α
T (5.24)

olur (Lukashchuk, 2014).

5.2.2 Formal Lagrangian

Kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemlerde formal Lagrangian tamsayımer-

tebeli kısmi diferensiyel denklemlerdeki gibi denklemin kapalıformu ile eşlenik deği̧skeni-

nin çarpılmasıyla elde edilir. Yani;

L = w

(
∂αu (x, t)

∂tα
− F (x, t, u, ux, uxx, uxxx, . . .)

)
(5.25)

ile bulunur (Rui ve Zhang, 2016).
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Örnek:

ft =
1

x2
Dx

[
x4
(
fx + f + f 2

)]
(5.26)

şeklindeki Kompaneets denkleminin genel olarak zaman kesir mertebeli kısmi diferen-

siyel denkleme dönüştürülmüş hali olan;

F
(
t, x,D

γ(α)
t u, ux, uxx

)
= D

γ(α)
t u−x2Dx

(
ux + u+ u2

)
−4x

(
ux + u+ u2

)
= 0 (5.27)

denklemi için formal Lagrangian

L = w
(
D
γ(α)
t u− x2Dx

(
ux + u+ u2

)
− 4x

(
ux + u+ u2

))
(5.28)

ile verilir (Gazizov vd., 2015).

5.2.3 Eşlenik denklem

(4.23) formundaki kesir mertebeli kısmi diferensiyel denkleminin eşlenik denk-

lemi

F ∗ =
δL

δu

=
∂L

∂u
+ (Dα

t )∗
(

∂L

∂Dα
t u

)

−Dx

(
∂L

∂ux

)
+D2

x

(
∂L

∂uxx

)
− . . .

(5.29)

ile bulunur (Wang vd.,2015).

Eğer (5.29) eşlenik denkleminde w = u yazıldı̆gında (4.23) denklemi bulunuyorsa

(4.23) denklemine öz eşleniktir denir.

ϕ 6= 0 şartınısağlayan w = ϕ (x, t, u) yazılmasıyla (4.23) denkleminin bütün u

çözümleri için (5.29) eşlenik denklemi sağlanıyorsa (4.23) denklemine lineer olmayan

öz eşleniktir (nonlinear self adjointness) denir (Rui ve Zhang, 2016).



49

Örnek: (5.28) ile verilen formal Lagrangian için eşlenik denklem;

F ∗ =
δL

δu

=
∂L

∂u
−Dx

(
∂L

∂ux

)
+D2

x

(
∂L

∂uxx

)
+
(
D
γ(α)
t

)∗ ∂L

∂
(
D
γ(α)
t u

)
=

(
D
γ(α)
t

)∗
(w)− x2wxx + x2wx (1 + 2u) + 2w (1− x− 2xu)

(5.30)

şeklinde bulunur. Dγ(α)
t nın Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türevlerinin farklı

durumlarıiçin (5.30) eşlenik denklemi aşağıdaki şekillerde elde edilir.

Durum 1: Dγ(α)
t =0 D

α
t Dt iken (5.20) eşitliğinde verilen değerler kullanılırsa;

F ∗ =t D
α
T Dt (w)− x2wxx + x2wx (1 + 2u) + 2w (1− x− 2xu)

olur.

Durum 2: Dγ(α)
t =C Dα

t iken (5.21) eşitliğinde verilen değerler kullanılırsa;

F ∗ =t D
α
T (w)− x2wxx + x2wx (1 + 2u) + 2w (1− x− 2xu)

şeklindedir.

Durum 3: Dγ(α)
t =0 D

1+α
t iken (5.20) eşitliğinde verilen değerler kullanılırsa;

F ∗t = C
t D

1+α
T − x2wxx + x2wx (1 + 2u) + 2w (1− x− 2xu)

elde edilir.

Durum 4: Dγ(α)
t =0 D

α
t iken (5.20) eşitliğinde verilen değerler kullanılırsa;

F ∗t =C
t D

α
T − x2wxx + x2wx (1 + 2u) + 2w (1− x− 2xu)

eşlenik denklemi elde edilir (Gazizov vd., 2015).
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5.2.4 Temel korunumluluk teoremi

(4.23) formundaki kesir mertebeli kısmi diferensiyel denklemler için korunum-

luluk kanunlarıx deği̧skeni için kesir mertebeli türevler olmadı̆gından kısmi diferen-

siyel denklemler için olan formül ile bulunabilir, t deği̧skeni için kesir mertebeli türev

olduğundan farklışekilde bulunabilir.

t deği̧skeni için korunumluluk kanunları

(4.23) formundaki α.mertebeden Riemann-Liouville zaman kesir mertebeli kısmi

diferensiyel denklemi

X = ξ (x, t, u)
∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ η (x, t, u)

∂

∂u
(5.31)

şeklindeki Lie nokta simetri üretecini kabul etsin ve (5.25) şeklindeki formal Lagrangiana

sahip olsun. Bu durumda t deği̧skeni için korunumluluk kanunları

T t = τ Ì +
n−1∑
k=0

(
(−1)k 0D

α−1−k
t (W ) Dk

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

)

− (−1)n I

(
W,Dn

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

)
, (n = [|α|] + 1)

(5.32)

ile bulunur. Buradaki Ì özdeşlik operatörü olarak adlandırılır ve i̧slemlerde ihmal edilir.

W = η − τut − ξux (5.33)

ile verilir, ayrıca I bir integrali belirtmektedir ve

I (f, g) =
1

Γ (n− α)

t∫
0

T∫
t

f (γ, x) g (µ, x)

(µ− γ)α+1−n dµdγ (5.34)

formundadır. (5.34) integrali

DtI (f, g) = f tJ
n−α
T g − g 0J

n−α
t f (5.35)
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özelliğine sahiptir. tJn−αT integrali (5.22) ile verilmi̧stir. 0J
n−α
t integrali ise, n = [|α|]+1

iken (n− α) . mertebeden kesirli integralin sol taraf operatörü olarak adlandırılır ve

(
0J

n−α
t u

)
(t, x) =

1

Γ (n− α)

t∫
0

u (γ, x)

(t− γ)α+1−ndγ (5.36)

ile verilir. Ayrıca 0D
α
t u α. mertebeden sol taraf zaman kesirli Riemann-Liouville türevi

ve C0 D
α
t u α. mertebeden sol taraf zaman kesirli Caputo türevi olmak üzere;

0D
α
t u = Dn

t

(
0J

n−α
t u

)
(5.37)

ve
C
0 D

α
t u =0 J

n−α
t (Dn

t u) (5.38)

eşitlikleri vardır (Lukashchuk, 2014). Şimdi α nın farklıdurumlarıiçin (5.32) formülünü

açalım. α, burada Riemann türevi ile tanımlanmaktadır.

Durum 1: 0 < α < 1 olmak üzere (5.32) ifadesinde Ì özdeşlik operatörünü ihmal

edersek ve n = 1 yazarsak;

T t =
0∑

k=0

(
(−1)0

0D
α−1−0
t (W ) D0

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

)

− (−1)1 I

(
W,D1

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

)

= 0D
α−1
t (W )

∂L

∂ (0Dα
t u)

+ I

(
W,Dt

∂L

∂ (0Dα
t u)

)
(5.39)

şeklinde yazılabilir. (5.37) eşitliğinde 0 < α < 1 olduğundan n = 1 alırsak;

0D
α
t u = Dt

(
0J

1−α
t u

)
olur ve yukarıdaki eşitlikten

0D
α−1
t u =0 J

1−α
t u (5.40)
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elde ederiz ve (5.40) eşitliğini (5.39) formülünde yerine yazarsak;

T t = 0J
1−α
t (W )

∂L

∂ (0Dα
t u)

+ I

(
W,Dt

∂L

∂ (0Dα
t u)

)
(5.41)

bulunur.

Durum 2: 1 < α < 2 olmak üzere (5.32) ifadesinde Ì özdeşlik operatörünü ihmal

edersek ve n = 2 yazarsak;

T t =
1∑

k=0

(
(−1)k 0D

α−1−k
t (W ) Dk

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

)

− (−1)2 I

(
W,D2

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

)

= 0D
α−1
t (W )

∂L

∂ (0Dα
t u)
−0 D

α−2
t (W ) D1

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

−I
(
W,D2

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

)

(5.42)

olur. Ayrıca (5.42) ifadesini aşağıdaki şekilde yazabiliriz.

T t = 0D
α−1
t (W )

∂L

∂ (0Dα
t u)
−0 J

2−α
t (W ) Dt

∂L

∂ (0Dα
t u)

−I
(
W,D2

t

∂L

∂ (0Dα
t u)

) (5.43)

(4.23) formundaki α. mertebeden Caputo zaman kesir mertebeli kısmi dife-

rensiyel denklemi (5.31) şeklindeki Lie nokta simetri üretecini kabul etsin ve (5.25)

şeklindeki formal Lagrangiana sahip olsun. Bu durumda t deği̧skeni için korunumluluk

kanunları

T t = τ Ì +
n−1∑
k=0

(
Dk
t (W ) tD

α−1−k
T

∂L

∂ (C0 D
α
t u)

)

−I
(
Dn
t (W ) ,

∂L

∂ (C0 D
α
t u)

)
, (n = [|α|] + 1) ,

(5.44)

ile bulunur ve W = η − τut − ξux dir (Lukashchuk, 2014).
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x deği̧skeni için korunumluluk kanunları

x bağımsız deği̧skenine göre kesir mertebeli türevler bulunmadı̆gından, bu deği̧s-

kene göre korunumluluk kanunlarınıkısmi diferensiyel denklemlerin korunumluluk ka-

nunlarıformülünü kullanarak bulabiliriz. O halde, (5.25) şeklindeki formal Lagrangian,

(5.31) Lie nokta simetri üreteci ve (5.15) formülü kullanılırsa;

T x = ξL+W

[
∂L

∂ux
−Dx

(
∂L

∂uxx

)
+D2

x

(
∂L

∂uxxx

)
−D3

x

(
∂L

∂uxxxx

)
+ . . .

]

+Dx (W )

[
∂L

∂uxx
−Dx

(
∂L

∂uxxx

)
+D2

x

(
∂L

∂uxxxx

)
− . . .

]
(5.45)

+D2
x (W )

[
∂L

∂uxxx
−Dx

(
∂L

∂uxxxx

)
+ . . .

]
+D3

x (W )

[
∂L

∂uxxxx
+ . . .

]
+ . . .

bulunur veW = η−τut−ξux dir. (4.23) formundaki α. mertebeden Riemann-Liouville

zaman kesir mertebeli kısmi diferensiyel denkleminde bulunan x bağımsız deği̧skeni için

korunumluluk kanunları(5.45) ile bulunabilirler ve ξL ifadesi yok sayılabilir.

T x ve T t vektörlerinin (4.23) denklemi için korunumluluk kanunlarıolmasıiçin;

[
Dt

(
T t
)

+Dx (T x)
]

(4.23)
= 0 (5.46)

koşulunun săglanmasıgerekir (Rui ve Zhang, 2016).

Örnek:

Dα
t u = (k (u)ux)x (5.47)

ile verilen lineer olmayan zaman kesir mertebeli difüzyon denklemini ele alalım. Burada

α ∈ (0, 2) , t ∈ (0, T ], T ≤ ∞, x ∈ Ω ⊂ R ve Dα
t u, u bağımlıdeği̧skeninin t bağım-

sız deği̧skenine göre α. mertebeden kesir mertebeli türevidir. α. mertebeden türevin

Riemann-Liouville türevi olduğunu düşünelim.
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Özel olarak k = 1 iken (5.47) denklemi;

Dα
t u = uxx (5.48)

haline döner ve (5.48) denklemi α ∈ (0, 2) iken

X1 =
∂

∂x
,

X2 = 2t
∂

∂t
+ αx

∂

∂x
,

X3 = u
∂

∂u
,

X∞ = h
∂

∂u

(5.49)

şeklindeki Lie nokta üreteçlerini kabul eder ve h = h (x, t); Dα
t h = hxx ile verilen

denklemin çözümüdür. (5.48) denklemi için formal Lagrangian;

L = w (Dα
t u− uxx) (5.50)

olur. O halde eşlenik denklem;

F ∗ = D2
x

(
∂L

∂uxx

)
+ (Dα

t )∗
∂L

∂
(
D
γ(α)
t u

)

= (Dα
t )∗w − wxx

(5.51)

şeklindedir. α ∈ (0, 1) iken (5.41) ve (5.45) kullanılırsa;

T t = 0J
1−α
t (W )w + I (W,wt) ,

T x = Wwx −Wxw
(5.52)

ile korunumluluk vektörleri elde edilebilir ve W = η − τut − ξux dir. α ∈ (1, 2) iken
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(5.41) ve (5.45) kullanılırsa;

T t = 0D
α−1
t (W ) w −0 J

2−α
t (W ) wt − I (W,wtt)

T x = Wwx −Wxw
(5.53)

ile korunumluluk vektörleri elde edilebilir veW = η−τut−ξux dir (Lukashchuk, 2014).
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6. SİMETRİ ÜRETECİ ALTINDA İNDİRGEMELER

Diferensiyel denklemlerin çözümlerinin bulunmasında oldukça fazla metot vardır.

Bu metodlardan birisi Norveçli matematikçi Sophus Lie tarafından geli̧stirilen simetri

metodudur. Bu metot verilen denklemin kabul ettiği simetriler yardımıyla denklemin

daha kolay bir forma indirgenmesi esasına dayanır (Hydon, 2000).

6.1. Karakteristik Metot

Karakteristik metot matematiksel fizikte önemli bir rol oynar. Bu metot koor-

dinatların deği̧stirilmesi esasına dayanır. (4.23) ile verilen zaman kesir mertebeli dife-

rensiyel denklem (4.26) şeklinde verilen simetri üretecini kabul ederse, u (x, t) bağımlı

deği̧skeni (4.26) simetri üretecine uygulanırsa;

Xu = ξ (x, t, u)
∂u

∂x
+ τ (x, t, u)

∂u

∂t
= −η (x, t, u) (6.1)

lineer adi diferensiyel denklemi elde edilir. Bu durumda (6.1) lineer adi diferensiyel

denklemi için karakteristik denklem;

dx

ξ (x, t, u)
=

dt

τ (x, t, u)
=

du

η (x, t, u)
(6.2)

şeklinde yazılır (Wu, 2010a; Wu, 2010b).

Genelleştirilmi̧s karakteristik eğrileri;

∼
x |
ε=0

= x,

∼
t |
ε=0

= t,

∼
u |
ε=0

= u

(6.3)
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başlangıç koşullarıile,
du

dε
= η (x, t, u) ,

dx

dε
= ξ (x, t, u) ,

dt

dε
= τ (x, t, u)

(6.4)

adi diferensiyel denklem sistemine indirgenir (Gaur ve Singh, 2014). (6.4) adi dife-

rensiyel denklem sisteminin çözülmesiyle elde edilen ifade (4.23) denkleminde yerine

yazılırsa kesir mertebeli adi diferensiyel denklem sistemine indirgenir. İndirgenen denk-

lemin çözülmesiyle (4.23) denkleminin çözümü bulunur.

Teorem: u = θ (x, t) nin (4.23) denklemi için dĕgişmez çözüm olmasıiçin gerek

ve yeter şart

(i) u = θ (x, t) nin dĕgişmez yüzey olması, yani;

Xθ = 0⇔
(
ξ (x, t, u)

∂

∂x
+ τ (x, t, u)

∂

∂t
+ η (x, t, u)

∂

∂u

)
θ = 0

ve

(ii) u = θ (x, t) nin (4.23) denklemi için bir çözüm olmasıdır (Wang vd., 2013).

6.2. Erdélyi-Kober FonksiyonlarıYardımyla İndirgeme

Erdélyi-Kober fonksiyonları yardımıyla indirgeme yöntemi esası karakteristik

metoda dayanır. Yöntemin uygulanabilmesi için öncelikle Erdélyi-Kober kesirli türev

operatörü ve Erdélyi-Kober kesirli integral operatörü tanımlarınıverelim.

6.2.1 Erdélyi-Kober kesirli integral operatörü

α. mertebeden sağ taraf Erdélyi-Kober kesirli integral operatörü; α, β > 0,

τ ∈ R olmak üzere

(
Iτ ,αβ f

)
(x) =

β

Γ (α)
x−β(τ+α)

x∫
0

(
xβ − tβ

)α−1
tβ(τ+1)−1f (t) dt (6.5)



58

ile verilir. Özel olarak (6.5) ifadesinde β = 1 yazılırsa;

(Iτ ,α1 f) (x) =
1

Γ (α)
x−(τ+α)

x∫
0

(x− t)α−1 tτf (t) dt (6.6)

olur ve Kober operatörü olarak adlandırılır.

α. mertebeden sol taraf Erdélyi-Kober kesirli integral operatörü; α, β > 0,

τ ∈ R olmak üzere;

(
Kτ ,α
β f

)
(x) =

β

Γ (α)
xβτ

∞∫
x

(
tβ − xβ

)α−1
t−β(τ+α−1)−1f (t) dt (6.7)

şeklindedir (Luchko ve Trujillo, 2007).

Çalı̧smamızda (6.7) ifadesinin özel bir hali olan

(
Kτ ,α
β f

)
(ξ) =

1

Γ (α)

∞∫
1

(u− 1)α−1 u(τ+α)f
(
ξu

1
β

)
du (6.8)

ifadesini kullanacağız.

6.2.2 Erdélyi-Kober kesirli türev operatörü

α. mertebeden sağ taraf Erdélyi-Kober kesirli türev operatörü n ∈ N iken

n− 1 < α ≤ n olmak üzere aşağıdaki şekilde tanımlanır.

(
Dτ ,α
β f

)
(ξ) :=

n∏
j=1

(
τ + j +

1

β
ξ
d

dξ

)(
Iτ+α,n−α
β f (ξ)

)
(6.9)

α. mertebeden sol taraf Erdélyi-Kober kesirli türev operatörü n ∈ N iken

n− 1 < α ≤ n olmak üzere;

(
P τ ,α
β f

)
(ξ) :=

n−1∏
j=0

(
τ + j − 1

β
ξ
d

dξ

)(
Kτ+α,n−α
β f (ξ)

)
(6.10)

şeklinde verilir (Luchko ve Trujillo, 2007).
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(4.23) ile verilen zaman kesir mertebeli diferensiyel denklem (4.26) şeklinde ve-

rilen simetri üretecini kabul etsin. Özel olarak; (4.26) üretecinde bulunan sonsuz küçük-

leri a1, a2, a3 sabitler olmak üzere;

ξ = a1x, τ = a2t, η = −a3u

şeklinde seçelim. O halde, karakteristik denklem

dx

a1x
=

dt

a2t
=

du

−a3u

ile yazılır. Karakteristik denklemden;

dx

a1x
=

dt

a2t
⇒ ζ = xt

−a1
a2 (6.11)

ve
dt

a2t
=

du

a3u
⇒ δ = ut

−a3
a2 (6.12)

bulunur. (6.11) ve (6.12) ifadelerinden;

δ = g (ζ)⇒ u = t
a3
a2 g (ζ) (6.13)

elde edilir. n ∈ N iken n − 1 < α < n olduğunda, (3.3) ile verilen Riemann-Liouville

kesirli türevine göre

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

 1

Γ (n− α)

t∫
0

(t− s)n−α−1 s
a3
a2 g
(
xs
−a1
a2

)
ds

 (6.14)

olur. (6.14) ifadesinde

v =
t

s
(6.15)

dönüşümü yapılırsa

ds = − t
v2dv,

s = 0⇒ v =∞,

s = t⇒ v = 1

(6.16)
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elde edilir. Yeni dönüşüm (6.14) ifadesinde yerine yazılırsa

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

 1

Γ (n− α)
t
n−α−a3

a2

∞∫
1

(v − 1)n−α−1 v
−
(
n−α+1+

a3
a2

)
g
(
ζv

a1
a2

)
dv

 (6.17)

olur. (6.17) değeri ve (6.8) ifadesi kullanılırsa aşağıdaki değer bulunur.

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

[
t
n−α−a3

a2

(
K

1+
a3
a2
,n−α

a2
a1

g

)
(ζ)

]
(6.18)
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7. ZAMAN KESİR MERTEBELİ DİFERENSİYEL DENKLEMLER

İÇİN ÇEŞİTLİ UYGULAMALAR

7.1. Zaman Kesir Mertebeli Sawada-Kotera (SK) Denklemi

Tamsayımertebeli beşinci mertebeden Korteweg-de Vries denklemi α, β, γ keyfi

sabitler olmak üzere;

ut + αu2ux + βuxuxx + γuuxxx + uxxxxx = 0 (7.1)

şeklinde tanımlanır. (7.1) denkleminde γ = 5, β = γ ve α = 1
5
γ2 olarak seçilirse;

ut + 5u2ux + 5uxuxx + 5uuxxx + uxxxxx = 0 (7.2)

SK denklemi elde edilir (Wazwaz, 2010). SK denklemi matematiksel modellemede bazı

fiziksel durumlarda örneğin yerçekimi altında sı̆g su dalgalarının hareketini tanımla-

mada, bir boyutlu lineer olmayan kafeslerde (lattice), kuantum mekaniğinde, lineer

olmayan optiklerde önemli bir yere sahiptir. Bu denklem, ters yönde yayılan dalgaların

modellemesinde kullanılır (Gupta ve Ray, 2015). Ayrıca, integrallenebilme, Bäcklund

dönüşümü, Darboux dönüşümü, multisoliton çözümler gibi uygulamalarda önemli bir

yere sahiptir (Ray ve Sahoo, 2015).

Zaman kesir mertebeli SK denklemi ise;

uαt + 5u2ux + 5uxuxx + 5uuxxx + uxxxxx = 0 (7.3)

ile tanımlanır ve 0 < α < 1 ve α, kesirli Riemann-Liouville türevini belirtir (Ray ve

Sahoo, 2015).
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7.1.1 Lie simetri üreteçleri

(7.3) denklemi (4.26) ile verilen üreteci kabul etsin. O halde, denklem beşinci

mertebeden olduğu için X(α,5) uzanımını

X(α,5) = X + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxxx

∂

∂uxxx

+ηxxxx
∂

∂uxxxx
+ ηxxxxx

∂

∂uxxxxx
+ ηα,t

∂

∂uαt

(7.4)

verilen denkleme uygularsak

ηα,t + 10uηux + 5u2ηx + 5ηxuxx + 5uxη
xx + 5ηuxxx + 5uηxxx + ηxxxxx = 0 (7.5)

elde edilir. ηx, ηxx, ηxxx, ηxxxxx, ηα,t değerleri (7.5) ifadesinde yerine yazıldıktan sonra

uαt yerine denklemden eşitliği yazılırsa ve u nun kısmi türevli terimlerinin katsayıları

sıfıra eşitlenirse;

∂α−nt u :

(
α

n

)
∂at (ηu)−

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t (τ) ,

∂α−nt ux :

(
α

n

)
∂αt (ξ) ,

utuxxx : 5ατuu− 10τxxu − 5uτu,

utuxuxx : 5ατu − 15uτuu − 30τxxuu − 10τu,

u2
xuxxt : −20τxuu,

uxt : −15uτxx − 5τxxxx,

uxxxxx : ατ t − 5ξx,

uxtuxxx : −20τxu,

ux : 5ηxxxxu + 10uη − 5u2ξx + 15uηxxu − 5uξxxx + 5u2ατ t + 5ηxx − ξxxxxx,

sabit : ηxxxxx + 5u2ηx + 5uηxxx + ηαt − u (ηu)
α
t ,

uxxuxxx : −50ξxu + 10ηuu,
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utuxx : −5τx − 10τxxxu − 15τxu,

u3
x : 5uηuuu − 15uξxuu + 10ηxxuuu + 5ηuu − 10ξxu − 10ξxxxuu,

uxuxx : 5ηu + 30ηxxuu − 30ξxxxu − 15ξx + 15uηuu − 45uξxu + 5ατ t,

utu
3
x : −10τxxuuu − 5τuu − 5uτuuu,

utu
2
x : −10τxxxuu − 10τxu − 15uτxuu,

u2
x : 15uηxuu − 5u2ξu − 15uξxxu + 10ηxxxuu + 10ηxu − 5ξxx − 5ξxxxxu,

utux : −5τxxxxu − 5τxx − 5u2τu − 15uτxxu + 5αu2τu,

utu
4
x : −5τxuuuu,

utu
5
x : −τuuuuu,

ut : −5u2τx − 5uτxxx − τxxxxx,

u4
x : −5uξuuu + 5ηxuuuu − 5ξuu − 10ξxxuuu,

uxuxxxxt : −5τu,

uxuxxxx : −25ξxu + 5ηuu,

uxx : 15uηxu − 15uξxx + 10ηxxxu + 5ηx − 5ξxxxx,

uxxuxxxx : −15ξu,

uxtuxxxx : −5τuuuu − τu,

uxtuxx : −30τxxu − 15uτu,

uxxtu
3
x : −10τuuu,

uxuxxx : −40ξxxu + 20ηxuu − 20uξu,

uxtu
2
x : −30τxxuu − 10τu − 15uτuu,

uxxx : −15uξx + 5uατ t + 10ηxxu + 5η − 10ξxxx,

u2
xuxx : 30ηxuuu − 60ξxxuu − 20ξu − 30uξuu,
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u2
xuuuu : 10ηuuu − 50ξxuu,

uxtu
2
xx : −15τuu,

uxuxxxt : −20τxu,

u3
xuxx : 10ηuuuu − 50ξxuuu,

uxxxtu
2
x : −10τuu,

uxu
2
xx : 15ηuuu − 75ξxuu,

uxuxt : −10τx − 20τxxxu − 30uτxu,

uxuxxt : −30τxxu − 15uτu,

utu
2
xx : −15τxuu,

uxuxxxxx : −6ξu,

u2
xuxxxx : −15ξuu,

u3
xuxxx : −20ξuuu,

uxxuxxt : −30τu,

u2
xu

2
xx : −45ξuuu,

u4
xuxx : −15ξuuuu,

uxxxuxxt : −10τu,

uxxt : −15uτx,

uxxxtuxx : −10τu,

u3
xuxt : −20τxuuu,

utuxxxx : −5τxu,

utuxxxxx : −τu + ατu,

u2
xx : −15uξu − 30ξxxu + 15ηxuu,
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uxutxuxxx : −20τuu,

u2
xuxtuxx : −30τuuu,

uxuxtuxx : −60τxuu,

utu
2
xuxx : −30τxuuu,

utuxuxxx : −20τuux,

utuxuxxxx : −5τuu,

utu
3
xuxx : −10τuuuu,

utu
2
xuxxx : −10τuuu,

utuxxuxxx : −10τuu,

utuxu
2
xx : −15τuuu,

uxuxxuxxx : −60ξuu,

uxuxxuxxt : −30τuu,

u5
x : ηuuuuu − 5ξxuuuu,

u6
x : −ξuuuuu,

uxxxx : 5ηxu − 10ξxx,

u2
xxx : −10ξu,

u3
xx : −15ξuu,

uxxxxt : −5τx,

uxxxt : −10τxx,

uxxt : −10τxxx

olur ve n = 1, 2, ... dir. Yukarıdaki belirleyici denklem sisteminden

τx = τu = ξt = ξu = ηuu = 0 (7.6)
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olduğu aşikar olarak görülür. (7.6) ifadesindeki eşitlikler belirleyici denklem sisteminde

kullanılırsa

−5ξx + ατ t = 0,

ηxu − 2ξxx = 0,

5ηxxxxu + 10uη − 5u2ξx + 15uηxxu − 5uξxxx + 5αu2τ t + 5ηxx − ξxxxxx = 0,

3uηxu − 3uξxx + 2ηxxxu + ηx − ξxxxx = 0,

−3uξx + αuτ t + 2ηxxu + η − 2ξxxx = 0,

2ηxu − ξxx = 0,

ηu − 3ξx + ατ t = 0

ηxxxxx + 5u2ηx + 5uηxxx + ∂at η − u∂at (ηu) = 0,

(
α

n

)
∂at ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t τ = 0,

(7.7)

sistemine indirgenir. (7.6) ve (7.7) sistemleri beraber çözülürse

η = −2c2αu

τ = c3 + 5tc2

ξ = c1 + c2αx

(7.8)

sonsuz küçükleri bulunur ve c1, c2, c3 sabitlerdir. (7.8) sonsuz küçüklerinde c1 = 1,

c2 = c3 = 0 değerleri için

X1 =
∂

∂x
(7.9)
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elde edilir. Aynıi̧slem c2 = 1, c1 = c3 = 0 değerleri için yapılırsa

X2 = xα
∂

∂x
+ 5t

∂

∂t
− 2uα

∂

∂u
(7.10)

elde edilir ve c3 = 1, c1 = c2 = 0 değerleri için benzer i̧slemler yapılırsa

X3 =
∂

∂t
(7.11)

bulunur fakat (4.29) koşulundan dolayı(7.3) denklemi X3 üretecini kabul etmez.

Not: α = 1 olmasıdurumunda (7.3) ile verilen zaman kesir mertebeli SK denk-

lemi, (7.2) ile verilen SK denklemine dönüşür. Bu durumda denklemin üreteçlerini

bulmak için 4.1 bölümünde anlatılan işlemler yapılırsa, denklem için

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ 5t

∂

∂t
− 2u

∂

∂u
, X3 =

∂

∂t
(7.12)

üreteçleri bulunur. (7.8) sonsuz küçüklerinde α = 1 yazılırsa, (7.12) ile verilen üreteçlerle

aynıüreteçler bulunur.

X1 ve X2 Lie simetri üreteçleri için komütatör tablosu;

[Xi, Xj] X1 X2

X1 0 X1

X2 −X1 0

şeklinde verilir.

7.1.2 Erdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla indirgeme

X2 üreteci kullanılırsa ve bu üreteç için karakteristik denklem

dx

x
=
αdt

5t
=

du

−2u
(7.13)
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olur. Karakteristik denkleminin integrali alınırsa

ζ = xt−
α
5 , u = t−

2α
5 g (ζ) (7.14)

elde edilir ve (7.3) denklemi

(
P

1−α− 2α
5
,α

5
α

g
)

(ζ) + 5g2gζ + 5gζgζζ + 5ggζζζ + gζζζζζ = 0 (7.15)

lineer olmayan adi diferensiyel denklemine indirgenir.

Şimdi (7.3) denkleminin (7.15) adi diferensiyel denklemine nasıl indirgeneceğini

gösterelim.

n = 1, 2, . . . iken n − 1 < α < n olmasıdurumunda Riemann-Liouville kesirli

türevine göre;

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

 1

Γ (n− α)

t∫
0

(t− s)n−α−1 s−
2α
5 g
(
xs−

α
5

)
ds

 (7.16)

yazılır. (6.15) dönüşümü ve (6.16) değerleri (7.16) eşitliğinde yerine yazılırsa

∂αu
∂tα

= ∂n

∂tn

[
1

Γ(n−α)

1∫
∞

((
t
v

)
(v − 1)

)n−α−1 ( t
v

)− 2α
5 g
(
x
(
t
v

)−α
5

) (
− t
v2

)
dv

]

= ∂n

∂tn

[
tn−α−

2α
5

1
Γ(n−α)

∞∫
1

(v − 1)n−α−1 v−(n−α+1− 2α
5 )g

(
ζv

α
5

)
dv

]

= ∂n

∂tn

[
tn−α−

2α
5

(
K

1− 2α
5
,n−α

5
α

g
)

(ζ)
]

(7.17)

bulunur.
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Not: ζ = xt−
α
5 iken;

t ∂
∂t
φ (ζ) = t ζt φ

′
(ζ)

= tx
(
−α

5

)
t−

α
5
−1φ

′
(ζ)

= −α
5
ζ d
dζ
φ (ζ)

(7.18)

dır.

(7.18) eşitliği (7.17) ifadesinin sağ tarafında kullanırsa

∂n

∂tn

[
tn−α−

2α
5

(
K

1− 2α
5
,n−α

5
α

g
)

(ζ)
]

= ∂n−1

∂tn−1

[
∂
∂t

(
tn−α−

2α
5

(
K

1− 2α
5
,n−α

5
α

g
)

(ζ)
)]

= ∂n−1

∂tn−1

[
tn−α−

2α
5

(
n− α− 2α

5
− α

5
ζ d
dζ

(
K

1− 2α
5
,n−α

5
α

g
)

(ζ)
)]

(7.19)

olur ve aynıi̧slem n− 1 defa tekrarlanırsa

∂n

∂tn

[
tn−α−

2α
5

(
K

1− 2α
5
,n−α

5
α

g
)

(ζ)
]

= t−α−
2α
5

n−1∏
j=0

(
1− α− 2α

5
+ j − α

5
ζ d
dζ

)(
K

1− 2α
5
,n−α

5
α

g
)

(ζ)

= t−α−
2α
5

(
P

1−α− 2α
5
,α

5
α

g
)

(ζ)

(7.20)

bulunur. (7.20) , (7.17) ifadesinde yerine yazılırsa

∂αu

∂tα
= t−

7α
5

(
P

1−α− 2α
5
,α

5
α

g
)

(ζ) (7.21)

elde edilir ve ζ = xt−
α
5 ve u = t−

2α
5 g (ζ) olmasından dolayı;

u2 = t−
4α
5 g2,

ux = t−
3α
5 gζ ,

uxx = t−
4α
5 gζζ ,

uxxx = t−αgζζζ

uxxxx = t−
6α
5 gζζζζ

uxxxxx = t−
7α
5 gζζζζ

(7.22)
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dır. u nun yukarıda bulunan türevleri (7.3) denkleminde yerine yazılırsa (7.15) adi

diferensiyel denklemi elde edilir.

7.1.3 Karakteristik metot

(7.3) denklemini X1 ve X2 üreteçleri yardımıyla adi diferensiyel denkleme in-

dirgeyelim ve deği̧smez çözümünü bulalım.

Durum 1: X1 üreteci için karakteristik denklem

dt

0
=
dx

1
=
du

0

ile yazılır ve u = f(t) bulunur. u = f(t) eşitliği (7.3) denkleminde yerine yazılırsa

∂αt f (t) = 0⇒ f (t) = c1t
α−1

bulunur ve deği̧smez çözüm

u = c1t
α−1

olarak elde edilir.

Durum 2: X2 = x ∂
∂x

+ 5t
α
∂
∂t
− 2u ∂

∂u
üreteci için karakterisitk denklem

αdt

5t
=
dx

x
=

du

−2u

şeklinde verilir ve bulunan karakteristik denklem çözülürse; ζ = tx−
5
α iken

u(x, t) = 1
x2f(ζ) çözümü bulunur. Bulunan çözüm (7.3) denkleminde yerine yazılırsa

ζζ−αfαζ
Γ(2−α)

= 720f + 180f 2 + 10f 3 + +f
′
ζ
(

5220
α

+ 14500
α2 + 19375

α3 + 12500
α4 + 3125

α5

)
+
(
f
′)2

ζ2
(

625
α2 + 625

α3

)
+ ff

′
ζ
(

1050
α

+ 1375
α2 + 625

α3

)
+ ff

′′
ζ2
(

1375
α2 + 1875

α3

)
+f

′′
ζ2
(

14500
α2 + 58125

α3 + 87500
α4 + 46875

α5

)
+ f

′′′
ζ3
(

19375
α3 + 75000

α4 + 78125
α5

)
+f

′′′′
ζ4
(

12500
α4 + 31250

α5

)
+ 3125f

′′′′′
ζ5

α5 + 25f2f
′
ζ

α
+ 625ff

′′′
ζ3

α3 + 625f
′
f
′′
ζ3

α3



71

kesir mertebeli deği̧sken katsayılıadi diferensiyel denklemine indirgenir ve bu denklem

çözülürse (7.3) denkleminin çözümü bulunur.

7.1.4 Korunumluluk kanunları

(7.3) denklemi için formal Lagrangian

L = v (x, t)
(
uαt + 5u2ux + 5uxuxx + 5uuxxx + uxxxxx

)
(7.23)

olur. Formal Lagrangian eşlenik denklem ifadesinde yerine yazılırsa

F ∗ =
∂L

∂u
−Dx

(
∂L

∂ux

)
+D2

x

(
∂L

∂uxx

)
−D3

x

(
∂L

∂uxxx

)

−D5
x

(
∂L

∂uxxxxx

)
+ (Dα

t )∗
∂L

∂ (Dα
t u)

= −5u2vx − 10uxxvx − 10uxvxx − 5uvxx − vxxxxx + (Dα
t )∗ v

(7.24)

bulunur. (7.24) eşlenik denkleminde v yerine u yazılırsa (7.3) denklemi bulunmadı̆gın-

dan, (7.3) denklemi öz eşlenik değildir. (7.24) eşlenik denklemi için v = 1 çözüm olur.

T x korunumlu vektör bileşenlerini bulmak için, (5.45) formülünü açarsak

T x = W

[
∂L

∂ux
−Dx

(
∂L

∂uxx

)
+D2

x

(
∂L

∂uxxx

)
+D4

x

(
∂L

∂uxxxxx

)]

+Dx (W )

[
∂L

∂uxx
−Dx

(
∂L

∂uxxx

)
−D3

x

(
∂L

∂uxxxxx

)]

+D2
x (W )

[
∂L

∂uxxx
+D2

x

(
∂L

∂uxxxxx

)]
+D3

x (W )

[
−Dx

(
∂L

∂uxxxxx

)]

+D4
x (W )

[
∂L

∂uxxxxx

]

(7.25)

olur ve 0 < α < 1 olmasından dolayıT t korunumlu vektörün bileşenlerini bulmak için

(5.41) formülünü kullanacağız.
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Durum 1: X1 üreteci için (5.33) ifadesi kullanılırsa

W = −ux (7.26)

elde edilir. Bulunan formal Lagrangian ve Lie karakteristik fonksiyonu (5.41) ve (7.25)

formüllerinde yerine yazılırsa (7.3) denklemi için sonsuz sayıdaki korunumluluk kanun-

ları

T x1 = −5uxu
2v − 5uxvuxx − 5vxu

2
x − 5uxuvxx − uxvxxxx

+5uxxuvx + uxxvxxx − 5uxxxuv − uxxxvxx + uxxxxvx − uxxxxxv,

T t1 = J1−α
t (−ux) v + I (−ux, Dtv)

(7.27)

olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunları(7.27) ifadesinde v = 1 yazılırsa aşağıdaki

şekilde elde edilirler.

T x1 = −5u2ux − 5uxuxx − 5uuxxx − uxxxxx,

T t1 = −J1−α
t (ux) .

(7.28)

Ayrıca;

Dx(T
x
1 ) +Dt(T

t
1) = Dx (−5u2ux − 5uxuxx − 5uuxxx − uxxxxx)−Dt

(
J1−α
t (ux)

)
= Dx (Dα

t u)−Dα
t (Dxu)

= 0

olduğundan DiT
i koşulu sağlanır.

Durum 2: X2 üreteci için

W = −2u− xux −
5t

α
ut (7.29)

dir.
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Sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2 = − 1

α
[−5uαvxux + 25tutu

2v + 25tutvxux + 5xu2
xαvx

+10u3αv + 10u2αvxx + 2uαvxxxxx + 5tutvxxxx − 3uxαvxxx

+4uxxαvxx + 5tuxxtvxx − 5vxuxxxα− 5vxtuxxxt + 6vuxxxxα

+30uαvuxx + 25tutvuxx + 25tutuvxx + xuxαvxxxx

−xuxxαvxxx + 25tuxxtuv + xuxxxαvxx − vxxuxxxxα

+5xuxαvuxx + 5xuxαuvxx − 5xuxxαuvx + 5xuxxxαuv

−5tuxtvxxx + 5vtuxxxxt + 5xuxαu
2v − 25tuxtuvx + vxuxxxxxα]

T t2 = J1−α
t

(
−2u− xux − 5t

α
ut
)
v + I

(
−2u− xux − 5t

α
ut, Dtv

)

(7.30)

olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıise

T x2 = −10u3 − 30uuxx −
25t

α
utu

2 − 25t

α
utuxx − 5xuxu

2 − 5xuxuxx

−25t

α
uuxxt − 5uxuxxx − 6uxxxx −

5t

α
uxxxxt − xuxxxxx,

T t2 = −J1−α
t

(
2u+ xux + 5t

α
ut
)

(7.31)

şeklinde bulunurlar.

7.2. Zaman Kesir Mertebeli Modified Korteweg-de Vries (mKdV) Denklemi

mKdV denklemi; akustik dalgalar, Alfvén dalgaları, enerji aktarım hatları, trafik

tıkanıklı̆gımodellemelerinde ve iyon akustik solitonlarda kaŗsımıza çıkar. Ayrıca Miura

dönüşümü, korunumluluk kanunları, ters saçılım dönüşümü, bilineer dönüşümler, Bäck-
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lund dönüşümü, Painlevé integrallenebilirliği, Darboux dönüşümü, periyodik çözümler

gibi uygulamalarda önemli bir yere sahiptir. Deği̧sken katsayılımKdV denklemi

ut + α (t)ux − β (t)u2ux + γ (t)uxxx = 0 (7.32)

ile verilir (Yan, 2009). (7.32) denkleminde α (t) = 0, β (t) = −1, γ (t) = 1 yazılırsa

ut + u2ux + uxxx = 0 (7.33)

sabit katsayılımKdV denklemi elde edilir.

Zaman kesir mertebeli mKdV denklemi

Dα
t u+ u2ux + uxxx = 0 (7.34)

şeklindedir ve t > 0, 0 < α < 1 dir. Burada α, t ye göre kesirli Riemann-Liouville

türevini belirtir (Kurulay ve Bayram, 2010). (7.34) denkleminde α = 1 alınırsa denklem

(7.33) şeklindeki tamsayımertebeli mKdV denklemine dönüşür.

7.2.1 Lie simetri üreteçleri

(7.34) denklemi (4.26) ile verilen üreteci kabul etsin. O halde X(α,3) uzanımı

X(α,3) = X + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηxxx

∂

∂uxxx
+ ηα,t

∂

∂uαt
(7.35)

olur. (7.35) uzanımını(7.34) denklemine uygularsak

ηα,t + 2uηux + u2ηx + ηxxx = 0 (7.36)

elde edilir. ηx, ηxxx, ηα,t değerleri (7.36) ifadesinde yerine yazıldıktan sonra Dα
t u yerine

−u2ux − uxxx yazılırsa ve u nun kısmi türevli terimlerinin katsayılarısıfıra eşitlenirse,

τx = τu = ξt = ξu = ηuu = 0 (7.37)
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olduğu görülür ve

−3ξx + ατ t = 0,

ηxu − ξxx = 0,

3ηxxu + 2uη − u2ξx − ξxxx + αu2τ t = 0,

ηxxx + u2ηx + ∂at η − u∂at (ηu) = 0,

(
α

n

)
∂at ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t τ = 0,

(7.38)

bulunur ve n = 1, 2, ... dir. (7.37) ve (7.38) sistemleri beraber çözülürse

ξ = c1 + c2αx

τ = c3 + 3tc2

η = −c2αu

(7.39)

sonsuz küçükleri bulunur ve c1, c2, c3 sabitlerdir. c1 = 1, c2 = c3 = 0 değerleri (4.26)

Lie simetri üretecinde yerine yazılırsa

X1 =
∂

∂x
(7.40)

elde edilir. Aynıi̧slem c2 = 1, c1 = c3 = 0 değerleri için yapılırsa

X2 = x
∂

∂x
+

3t

α

∂

∂t
− u ∂

∂u
(7.41)

ve c3 = 1, c1 = c2 = 0 değerleri için benzer i̧slemler yapılırsa

X3 =
∂

∂t
(7.42)

bulunur. Fakat (4.29) koşulundan dolayı(7.34) denklemi X3 üretecini kabul etmez.

Not: α = 1 olması durumunda (7.34) ile verilen denklem tamsayımertebeli

kısmi diferensiyel denkleme dönüşür. Bu durumda denklemin üreteçlerini bulmak için
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bölüm 4.1 de anlatılan işlemler yapılırsa

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ 3t

∂

∂t
− u ∂

∂u
, X3 =

∂

∂t
(7.43)

üreteçleri bulunur. (7.39) sonsuz küçüklerinde α = 1 yazılırsa yine (7.43) ile verilen

üreteçlerle aynıüreteçler bulunur.

(7.40) ve (7.41) Lie simetri üreteçleri için komütatör tablosu

[Xi, Xj] X1 X2

X1 0 X1

X2 −X1 0

formundadır.

7.2.2 Erdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla indirgeme

Erdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla indirgeme yapmak için X2 üreteci kul-

lanılırsa karakteristik denklem

dx

x
=
αdt

3t
=

du

−u (7.44)

şeklinde yazılır. (7.44) karakteristik denkleminden aşağıdaki fonksiyon elde edilir.

ζ = xt−
α
3 , u = t−

α
3 g (ζ) . (7.45)

(7.45) fonksiyonu yardımıyla (7.34) denklemi

(
P

1−α−α
3
,α

3
α

g
)

(ζ) + g2gζ + gζζζ = 0 (7.46)

lineer olmayan adi diferensiyel denkleme indirgenir

Şimdi (7.34) denkleminin (7.46) adi diferensiyel denklemine nasıl indirgeneceğini

gösterelim.
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n = 1, 2, . . . iken n − 1 < α < n olmasıdurumunda (3.3) Riemann-Liouville

kesirli türevi kullanılırsa

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

 1

Γ (n− α)

t∫
0

(t− s)n−α−1 s−
α
3 g
(
xs−

α
3

)
ds

 (7.47)

elde edilir. (6.15) dönüşümü ve bu dönüşüme bağlıolan (6.16) değerleri yukarıdaki

eşitlikte yerine yazılırsa

∂αu
∂tα

= ∂n

∂tn

[
1

Γ(n−α)

1∫
∞

((
t
v

)
(v − 1)

)n−α−1 ( t
v

)−α
3 g
(
x
(
t
v

)−α
3

) (
− t
v2

)
dv

]

= ∂n

∂tn

[
tn−α−

α
3

1
Γ(n−α)

∞∫
1

(v − 1)n−α−1 v−(n+1−α−α
3 )g
(
ζv

α
3

)
dv

]

= ∂n

∂tn

[
tn−α−

α
3

(
K

1−α
3
,n−α

3
α

g
)

(ζ)
]

(7.48)

bulunur.

Not: ζ = xt−
α
3 iken t ∂

∂t
φ (ξ) değerinin eşitini bulalım.

t ∂
∂t
φ (ζ) = t ζt φ

′
(ζ)

= tx
(
−α

3

)
t−

α
3
−1φ

′
(ζ)

= −α
3
ζ d
dζ
φ (ζ) .

(7.49)

(7.49) eşitliği (7.48) ifadesinin sağ tarafında kullanılırsa

∂n

∂tn

[
tn−α−

α
3

(
K

1−α
3
,n−α

3
α

g
)

(ζ)
]

= ∂n−1

∂tn−1

[
∂
∂t

(
tn−α−

α
3

(
K

1−α
3
,n−α

3
α

g
)

(ζ)
)]

= ∂n−1

∂tn−1

[
tn−α−

α
3

(
n− 4α

3
− α

3
ζ d
dζ

(
K

1−α
3
,n−α

3
α

g
)

(ζ)
)]
.

(7.50)
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olur ve aynıi̧slem n− 1 defa tekrarlanırsa

∂n

∂tn

[
tn−α−

α
3

(
K

1−α
3
,n−α

3
α

g
)

(ζ)
]

= t−
4α
3

n−1∏
j=0

(
1− 4α

3
+ j − α

3
ζ d
dζ

)(
K

1−α
3
,n−α

3
α

g
)

(ζ)

= t−
4α
3

(
P

1−α−α
3
,α

3
α

g
)

(ζ)

(7.51)

bulunur. (7.51) , (7.48) ifadesinin sağ tarafında yerine yazılırsa

∂αu

∂tα
= t−

4α
3

(
P

1−α−α
3
,α

3
α

g
)

(ζ) (7.52)

elde edilir. Ayrıca ζ = xt−
α
3 ve u = t−

α
3 g (ζ) olduğundan

u2 = t−
2α
3 g2,

ux = t−
2α
3 gζ ,

uxx = t−αgζζ ,

uxxx = t−
4α
3 gζζζ

değerleri ve (7.52), (7.34) denkleminde yerine yazılırsa (7.46) adi diferensiyel denklemi

elde edilir.

7.2.3 Karakteristik metot

(7.34) denklemini X1 ve X2 üreteçleri yardımıyla adi diferensiyel denkleme in-

dirgeyelim ve deği̧smez çözümünü bulalım.

Durum 1: X1 = ∂
∂x
üreteci için karakteristik denklem

dt

0
=
dx

1
=
du

0

ile yazılır ve u = f(t) bulunur. u = f(t) eşitliği (7.34) denkleminde yerine yazılırsa

∂αt f (t) = 0⇒ f (t) = c1t
α−1
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bulunur ve deği̧smez çözüm aşağıdaki şekildedir.

u = c1t
α−1

Durum 2: X2 = x ∂
∂x

+ 3t
α
∂
∂t
− u ∂

∂u
üreteci için karakteristik denklem

αdt

3t
=
dx

x
=

du

−u

şeklinde verilir ve bulunan karakteristik denklem çözülürse; ζ = tx−
3
α iken

u(x, t) = 1
x
f(ζ) çözümü bulunur. Bulunan çözüme göre;

u2 = 1
x2f

2,

ux = − f
x2 − 3f

′
ζ

x2α
,

uxxx = −6f
x4 − 33f

′
ζ

x4α
− 54f

′′
ζ2

x4α2 − 54f
′
ζ

x4α2

−27f
′′′
ζ3

x4α3 − 81f
′′
ζ2

x4α3 − 27f
′
ζ

x4α3 ,

uαt = Γ(2)
Γ(2−α)

x−1− 3
α t1−αfαζ ,

ifadeleri (7.34) denkleminde yerine yazılırsa ζ = tx−
3
α olmak üzere

ζζ−αfαζ
Γ(2−α)

= −f 3 − 6f + f
′
ζ
(
−3f2

α
− 33

α
− 54

α2 − 27
α3

)

+f
′′
ζ2
(
− 54
α2 − 81

α3

)
− 27f

′′′
ζ3

α3

kesir mertebeli deği̧sken katsayılıadi diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklem

çözülürse (7.34) denkleminin çözümü bulunur.

7.2.4 Korunumluluk kanunları

Bu bölümde (7.34) ile ifade edilen zaman kesir mertebeli mKdV denklemi için

korunumluluk kanunlarınıbulacağız. Bunun için öncelikle formal Lagrangianıbulalım.

(7.34) denklemi için formal Lagrangian; denklem ile yeni bir deği̧sken olan v (x, t)

nin çarpılmasıile

L = v (x, t)
(
Dα
t u+ u2ux + uxxx

)
(7.53)
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şeklinde elde edilir. Formal Lagrangian (5.29) şeklinde ifade edilen eşlenik denklem

ifadesinde yerine yazılırsa

F ∗ =
∂L

∂u
−Dx

(
∂L

∂ux

)
−D3

x

(
∂L

∂uxxx

)
+ (Dα

t )∗
∂L

∂ (Dα
t u)

= −u2vx − vxxx + (Dα
t )∗ v

(7.54)

bulunur. (7.54) eşlenik denklemi için v = 1 çözüm olur. T x korunumlu vektör bileşen-

lerini bulmak için, (5.45) formülü (7.34) denklemi için açılırsa

T x = W

[
∂L

∂ux
+D2

x

(
∂L

∂uxxx

)]
+Dx (W )

[
−Dx

(
∂L

∂uxxx

)]

+D2
x (W )

(
∂L

∂uxxx

) (7.55)

olur. Burada 0 < α < 1 olmasından dolayıT t korunumlu vektörün bileşenlerini bulmak

için (5.41) ifadesini kullanacağız.

Durum 1: X1 = ∂
∂x
üreteci için (5.33) ifadesi kullanılırsa

W = −ux (7.56)

elde edilir. O halde (7.53) formal Lagrangianıve (7.56) Lie karakteristik fonksiyonu

(5.41) ve (7.55) formüllerinde yerine yazılırsa (7.34) denklemi için sonsuz sayıdaki ko-

runumluluk kanunları

T x1 = −u2vux − uxvxx + uxxvx − vuxxx,

T t1 = J1−α
t (−ux) v + I (−ux, Dtv)

(7.57)

şeklinde elde edilirler. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunları(7.57) ifadesinde v = 1

yazılırsa, aşağıdaki şekilde elde edilirler

T x1 = −u2ux − uxxx,

T t1 = −J1−α
t (ux) .

(7.58)



81

Ayrıca

Dx(T
x
1 ) +Dt(T

t
1) = Dx (−u2ux − uxxx)−Dt

(
J1−α
t (ux)

)
= Dx (Dα

t u)−Dα
t (Dxu)

= 0

olduğundan DiT
i koşulu sağlanır.

Durum 2: X2 = x ∂
∂x

+ 3t
α
∂
∂t
− u ∂

∂u
üreteci için

W = −u− xux −
3t

α
ut (7.59)

bulunur. O halde X1 üreteci için yaptı̆gımız i̧slemleri aynen uygularsak sonsuz sayıdaki

korunumluluk kanunları

T x2 = −u3v − u2vxux −
3t

α
utu

2v − uvxx − xuxvxx −
3t

α
utvxx

+2uxvx + xvxuxx +
3t

α
uxtvx − 3vuxx − xvuxxx −

3t

α
vuxxt,

T t2 = J1−α
t

(
−u− xux − 3t

α
ut
)
v + I

(
−u− xux − 3t

α
ut, Dtv

)
(7.60)

olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıise

T x2 = −u3 − u2xux −
3t

α
utu

2 − 3uxx − xuxxx −
3t

α
uxxt,

T t2 = −J1−α
t

(
u+ xux +

3t

α
ut

) (7.61)

şeklinde bulunurlar (Akbulut ve Taşcan, 2017).

7.3. Lineer Olmayan Zaman Kesir Mertebeli Hiperbolik Denklemi

Lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi t > 0, x ∈ R olmak

üzere;

uαt = (uux)x (7.62)
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şeklinde verilir. Burada α, kesirli Riemann-Liouville anlamında türevi belirtir ve

1 < α ≤ 2 dir (Al-Khaled, 2015).

7.3.1 Lie simetri üreteçleri

(7.62) denklemi (4.26) ile verilen üreteci kabul etsin. O halde X(α,2) uzanımı

X(α,2) = X + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηα,t

∂

∂uαt
(7.63)

olmasıgerekir. Uzanımını(7.62) denklemine uygularsak

ηα,t − 2uxη
x − ηuxx − uηxx = 0 (7.64)

elde edilir. ηx, ηxx, ηα,t değerleri yukarıda yerine yazıldıktan sonra Dα
t u yerine

u2
x+uuxx yazılırsa ve u nun kısmi türevli terimlerinin katsayılarısıfıra eşitlenirse,belirle-

yici denklem sistemi bulunur ve belirleyici denklem sisteminden;

τx = τu = ξt = ξu = 0 (7.65)

olduğu görülür ve bu eşitlikler belirleyici denklem sisteminde yerine yazılırsa;

−ατ t − uηuu − ηu + 2ξx = 0,

−2uηxu + uξxx − 2ηx = 0,

2uξx − η − αuτ t = 0,

−uηxx + ∂at η − u∂at ηu = 0,

(
α

n

)
∂at ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t τ = 0

(7.66)

bulunur, ayrıca n = 1, 2, ...dir. (7.65) ve (7.66) beraber çözülürse c1, c2, c3, c4 sabitler
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olmak üzere;

η = −c3αu+ 2uc2,

τ = c4 + tc3,

ξ = c1 + c2x

(7.67)

sonsuz küçükleri bulunur. c1 = 1, c2 = c3 = c4 = 0 değerleri (7.67) sonsuz küçüklerinde

yerine yazılırsa ve bulunan sonsuz küçükler (4.26) Lie simetri üretecinde yerine yazılırsa

X1 =
∂

∂x
, (7.68)

c2 = 1, c1 = c3 = c4 = 0 için;

X2 = x
∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, (7.69)

c3 = 1, c1 = c2 = c4 = 0 için;

X3 = t
∂

∂t
− αu ∂

∂u
, (7.70)

c4 = 1, c1 = c2 = c3 = 0 için;

X4 =
∂

∂t
(7.71)

bulunur fakat (4.29) koşulundan dolayı(7.62) denklemi X4 üretecini kabul etmez.

Not: α = 2 olması durumunda (7.62) ile verilen denklem tamsayımertebeli

kısmi diferensiyel denkleme dönüşür. Bu durumda denklemin üreteçlerini bulmak için

4.1 bölümünde anlatılan işlemler yapılırsa bulunan denklem için

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, X3 = t

∂

∂t
− αu ∂

∂u
, X4 =

∂

∂t
(7.72)

üreteçleri bulunur. (7.67) sonsuz küçüklerinde α = 2 yazılırsa yine (7.72) ile verilen

üreteçlerle aynıüreteçler bulunur.
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Bulunan Lie simetri üreteçleri için komütatör tablosu

[Xi, Xj] X1 X2 X3

X1 0 X1 0

X2 −X1 0 0

X3 0 0 0

olur.

7.3.2 Karakteristik metot

(7.62) denklemini X1, X2 ve X3 üreteçleri yardımıyla adi diferensiyel denkleme

indirgeyelim ve deği̧smez çözümünü bulalım.

Durum 1: X1 = ∂
∂x
üreteci için karakteristik denklem

dt

0
=
dx

1
=
du

0

ile yazılır ve u = f(t) bulunur. u = f(t) eşitliği (7.62) denkleminde yerine yazılırsa

∂αt f (t) = 0⇒ f (t) = c1t
α−1 + c2t

α−2

bulunur ve deği̧smez çözüm

u = c1t
α−1 + c2t

α−2

olarak elde edilir.

Durum 2: X2 = x ∂
∂x

+ 2u ∂
∂u
üreteci için

dt

0
=
dx

x
=
du

2u

karakteristik denklemi bulunur ve karakterisitik denklemin çözülmesiyle u = x2f (t)

çözümü elde edilir. Bulunan çözüm (7.62) denkleminde yerine yazılırsa

∂αf

∂tα
= 4f 2 + 2f 2

kesir mertebeli adi diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklemin çözümünden (7.62)
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denklemi için çözüm bulunabilir.

Durum 3: X3 = t ∂
∂t
− αu ∂

∂u
üreteci için

dt

t
=
dx

0
=

du

−αu

karakteristik denkleminin çözülmesiyle u = t−αf (x) bulunur. O halde (7.62) denklemi

u = t−αf (x) çözümü yardımıyla

Γ (1− α)

Γ (1− 2α)
=
(
f
′
)2

+ f
′′

adi diferensiyel denklemine indirgenir ve bulunan adi diferensiyel denklemin çözümü

f (x) = −

4π( 1
4)2αx+ 4

√
Γ
(

1
2
− α

)
α ln (2)−

√
Γ
(

1
2
− α

)
ln


exp

 2π
( 1

4)
2αx√

Γ( 1
2−α)

c1−c2
4

Γ( 1
2
−α)

2

16π


4
√

Γ
(

1
2
− α

)
olarak bulunur.

O halde (7.62) denkleminin çözümü

u = −t−α



4π( 1
4)2αx+ 4

√
Γ
(

1
2
− α

)
α ln (2)−

√
Γ
(

1
2
− α

)
ln


exp

 2π
( 1

4)
2αx√

Γ( 1
2−α)

c1−c2
4

Γ( 1
2
−α)

2

16π


4
√

Γ
(

1
2
− α

)


olur.

7.3.3 Korunumluluk kanunları

Lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi için formal Lagrangian

(5.25) yardımıyla

L = v (x, t)
(
uαt − u2

x − uuxx
)

(7.73)
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olarak bulunur. O halde (5.29) ve (7.73) beraber kullanılırsa

F ∗ =
∂L

∂u
−Dx

(
∂L

∂ux

)
+D2

x

(
∂L

∂uxx

)
+ (Dα

t )∗
∂L

∂ (Dα
t u)

= −uvxx + (Dα
t )∗ v

(7.74)

bulunur. (7.74) eşlenik denkleminde v yerine u yazılırsa (7.62) denklemi bulunmadı̆gın-

dan, (7.3) denklemi öz eşlenik değildir. (7.24) eşlenik denklemi için v = 1 ve v = c1x+c2

birer çözüm olur.

(5.45) formülünü denklemimizin mertebesi 2 olduğundan 2. mertebeye göre

açarsak

T x = W

[
∂L

∂ux
−Dx

(
∂L

∂uxx

)]
+Dx (W )

[
∂L

∂uxx

]
(7.75)

olur ve 1 < α < 2 olmasından dolayıT t korunumlu vektörün bileşenlerini bulmak için

(5.43) formülünü kullanacağız.

Durum 1: X1 üreteci için

W = −ux (7.76)

olur. Bulunan formal Lagrangian ve Lie karakteristik fonksiyonu (5.43) ve (7.75) for-

müllerinde yerine yazılırsa (7.3) denklemin için sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x1 = u2
xv − uxvxu+ uvuxx,

T t1 = D1−α
t (−ux) v − J2−α

t (−ux) vt − I (−ux, D2
t v)

(7.77)

şeklinde elde edilirler. Öncelikle v = 1 yazılırsa;

T x1,1 = u2
x + uuxx,

T t1,1 = D1−α
t (−ux)

(7.78)
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(7.77) korunumluluk kanunlarında v = c1x+ c2 yazılırsa;

T x1,2 = (c1x+ c2) (u2
x + uuxx)− uc1ux,

T t1,2 = D1−α
t (−ux) (c1x+ c2)

(7.79)

bulunur.

Durum 2: X2 üreteci için

W = 2u− xux (7.80)

elde edilir. Sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2 = −3uuxv + +2u2vx + xu2
xv − xuxuvx + uvxuxx,

T t2 = D1−α
t (2u− xux) v − J2−α

t (2u− xux) vt − I (2u− xux, D2
t v)

(7.81)

olur. Öncelikle (7.81) korunumluluk kanunlarında v = 1 yazılırsa;

T x2,1 = −3uux + xu2
x + uxuxx,

T t2,1 = D1−α
t (2u− xux)

(7.82)

bulunur. (7.81) korunumluluk kanunlarında v = c1x+ c2 yazılırsa;

T x2,2 = c1x (−4uux + xu2
x + xuuxx)− 3uuxc2

+c2x (u2
x + uuxx) + 2u2c1,

T t2,2 = D1−α
t (2u− xux) (c1x+ c2)

(7.83)

korunumluluk kanunlarıelde edilir.
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Durum 3: X3 üreteci için W = −u− t
α
ut olmak üzere korunumluluk kanunları;

T x3 = 2uuxv − u2vx +
t

α
uxutv −

t

α
utuvx +

t

α
uvuxt,

T t3 = D1−α
t

(
−u− t

α
ut
)
v − J2−α

t

(
−u− t

α
ut
)
vt − I

(
−u− t

α
ut, D

2
t v
) (7.84)

olur. (7.84) formülünde v = 1 yazarsak;

T x3,1 = 2uux +
t

α
uxut +

t

α
uuxt,

T t3,1 = D1−α
t

(
−u− t

α
ut
) (7.85)

olur ve v = c1x+ c2 yazılırsa sonlu sayıdaki korunumluluk kanunları

T x3,2 = (c1x+ c2)

(
t

α
uuxt + 2uux +

t

α
uxut

)
− t

α
utuc1 − u2c1,

T t3,2 = D1−α
t

(
−u− t

α
ut
)

(c1x+ c2)

(7.86)

olur.

7.4. Zaman Kesir Mertebeli Viscous Burgers Denklemi

Viscous Burgers denklemi;

ut + uux − ϑuxx = 0 (7.87)

şeklinde verilir ve buradaki ϑ viskozite katsayıdır. Burgers denklemi; özellikle akı̧skan-

lar mekaniğinde lineer olmayan dalgaların yayılmasıiçin bir modeldir ayrıca uygulamalı

matematik, gazlar dinamiği modellemelerinde kaŗsımıza çıkar.
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t > 0, x ∈ R, 0 < α < 1 ve α, kesirli Riemann-Liouville türevini göstermek

üzere zaman kesir mertebeli Viscous Burgers denklemi;

uαt + uux − ϑuxx = 0 (7.88)

olarak verilmektedir (İslam vd., 2014).

7.4.1 Lie simetri üreteçleri

(7.88) denklemi (4.26) ile verilen üreteci kabul etsin. O halde X(α,2) uzanımı

X(α,2) = X + ηx
∂

∂ux
+ ηxx

∂

∂uxx
+ ηα,t

∂

∂uαt
(7.89)

olur. Uzanımını(7.88) denklemine uygularsak

ηα,t + ηux + uηx − ϑηxx = 0 (7.90)

elde edilir. ηx, ηxx, ηα,t değerleri (7.90) ifadesinde yerine yazıldıktan sonra uαt yerine

−uux+vuxx yazılırsa ve u nun kısmi türevli terimlerinin katsayılarısıfıra eşitlenirse,belir-

leyici denklem sistemi bulunur . Belirleyici denklem sisteminden;

τx = τu = ξt = ξu = ηuu = 0 (7.91)

olduğu görülür ve bu eşitlikler belirleyici denklem sisteminde yerine yazılırsa

αuτ t − uξx − 2uϑηx + η + ϑξxx = 0,

−ατ t + 2ξx = 0,

uηx − ϑηxx + ∂at η − u∂at ηu = 0,

(
α

n

)
∂at ηu −

(
α

n+ 1

)
Dn+1
t τ = 0

(7.92)

bulunur ayrıca n = 1, 2, ...dir. (7.91) ve (7.92) beraber çözülürse c1, c2, c3 sabitler
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olmak üzere;

η = −uαc2,

τ = c3 + 2tc2,

ξ = c1 + c2xα

(7.93)

sonsuz küçükleri bulunur. c1 = 1, c2 = c3 = 0 değerleri (7.93) sonsuz küçüklerinde

yerine yazılırsa;

X1 =
∂

∂x
, (7.94)

c2 = 1, c1 = c3 = 0 için;

X2 = xα
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− uα ∂

∂u
, (7.95)

c3 = 1, c1 = c2 = 0 için;

X3 =
∂

∂t
, (7.96)

bulunur fakat (4.29) koşulundan dolayı(7.88) denklemi X3 üretecini kabul etmez.

Not: α = 1 olması durumunda (7.88) ile verilen denklem tamsayımertebeli

kısmi diferensiyel denkleme dönüşür. Bu durumda denklemin üreteçlerini bulmak için

4.1 bölümünde anlatılan işlemler yapılırsa bulunan denklem için (7.94) , (7.95) üretecinde

α = 1 yazılmasıile elde edilen üreteç ve (7.96) Lie simetri üreteçlerine ek olarak

X4 = t
∂

∂x
+

∂

∂u
,

X5 =
xt

2

∂

∂x
+
t2

2

∂

∂t
+

(
x

2
− ut

2

)
∂

∂u
,

üreteçleri bulunur.

Bulunan Lie simetri üreteçleri için komütatör tablosu

[Xi, Xj] X1 X2

X1 0 X1

X2 −X1 0

olur.
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7.4.2 Erdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla indirgeme

X2 üreteci kullanılırsa ve bu üreteç için karakteristik denklem

dx

x
=
αdt

2t
=

du

−u (7.97)

olur. Karakteristik denkleminin integrali alınırsa

ζ = xt−
α
2 , u = t−

α
2 g (ζ) (7.98)

elde edilir ve (7.88) denklemi

(
P

1−α−α
2
,α

2
α

g
)

(ζ) + ggζ − ϑgζζ = 0 (7.99)

lineer olmayan adi diferensiyel denklemine indirgenir.

Şimdi (7.88) denkleminin (7.99) adi diferensiyel denklemine nasıl indirgeneceğini

gösterelim.

n = 1, 2, . . . iken n − 1 < α < n olmasıdurumunda Riemann-Liouville kesirli

türevine göre;

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn

 1

Γ (n− α)

t∫
0

(t− s)n−α−1 s−
α
2 g
(
xs−

α
2

)
ds

 (7.100)

yazılır. (6.15) dönüşümü ve (6.16) değerleri (7.100) eşitliğinde yerine yazılırsa;

∂αu
∂tα

= ∂n

∂tn

[
1

Γ(n−α)

1∫
∞

((
t
v

)
(v − 1)

)n−α−1 ( t
v

)−α
2 g
(
x
(
t
v

)−α
2

) (
− t
v2

)
dv

]

= ∂n

∂tn

[
tn−α−

α
2

1
Γ(n−α)

∞∫
1

(v − 1)n−α−1 v−(n−α+1−α
2 )g
(
ζv

α
2

)
dv

]

= ∂n

∂tn

[
tn−α−

α
2

(
K

1−α
2
,n−α

2
α

g
)

(ζ)
]

(7.101)

bulunur.
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Not: ζ = xt−
α
2 iken;

t ∂
∂t
φ (ζ) = t ζt φ

′
(ζ)

= tx
(
−α

5

)
t−

α
2
−1φ

′
(ζ)

= −α
2
ζ d
dζ
φ (ζ)

(7.102)

dır.

(7.101) ifadesinin sağ tarafına dönersek ve (7.102) kullanılırsa;

∂n

∂tn

[
tn−α−

α
2

(
K

1−α
2
,n−α

2
α

g
)

(ζ)
]

= ∂n−1

∂tn−1

[
∂
∂t

(
tn−α−

α
2

(
K

1−α
2
,n−α

2
α

g
)

(ζ)
)]

= ∂n−1

∂tn−1

[
tn−α−

α
2

(
n− α− α

2
− α

2
ζ d
dζ

(
K

1−α
2
,n−α

2
α

g
)

(ζ)
)]
,

(7.103)

aynıi̧slem n− 1 defa tekrarlanırsa

∂n

∂tn

[
tn−α−

α
2

(
K

1−α
2
,n−α

2
α

g
)

(ζ)
]

= t−α−
α
2

n−1∏
j=0

(
1− α− α

2
+ j − α

2
ζ d
dζ

)(
K

1−α
2
,n−α

2
α

g
)

(ζ)

= t−α−
α
2

(
P

1−α− 2α
5
,α

2
α

g
)

(ζ)

(7.104)

elde edilir ve
∂αu

∂tα
= t−

3α
2

(
P

1−α−α
2
,α

2
α

g
)

(ζ) (7.105)

olur. ζ = xt−
α
2 ve u = t−

α
2 g (ζ) olmasından dolayı;

ux = t−αgζ ,

uxx = t−
3α
2 gζζ ,

(7.106)

olur. u nun yukarıda bulunan türevleri (7.88) denkleminde yerine yazılırsa (7.99) adi

diferensiyel denklemi elde edilir.
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7.4.3 Karakteristik metot

(7.88) denklemini X1, X2, X3 üreteçleri yardımıyla adi diferensiyel denkleme

indirgeyelim ve deği̧smez çözümünü bulalım.

Durum 1: X1 = ∂
∂x
üreteci için karakteristik denklem

dt

0
=
dx

1
=
du

0

ile yazılır ve u = f(t) bulunur. u = f(t) eşitliği (7.88) denkleminde yerine yazılırsa

∂αt f (t) = 0⇒ f (t) = c1t
α−1

bulunur ve deği̧smez çözüm

u = c1t
α−1

olarak elde edilir.

Durum 2: X2 = x ∂
∂x

+ 2t
α
∂
∂t
− u ∂

∂u
üreteci için karakteristik denklem

αdt

2t
=
dx

x
=

du

−u

şeklinde verilir ve bulunan karakteristik denklem çözülürse; ζ = tx−
3
α iken

u(x, t) = x−1f (ζ) çözümü bulunur. Bulunan çözüme göre

ux = − f
x2 − 2f

′
ζ

x2α
,

uxx = 2f
x3 + 6f

′
ζ

x3α
+ 4f

′′
ζ2

x3α2 + 44f
′
ζ

x3α2 ,

uαt = Γ(2)
Γ(2−α)

x−1− 2
α t1−αfαζ ,

türevli ifadeleri bulunur ve (7.88) denkleminde yerine yazılırsa ζ = tx−
3
α olmak üzere

ζζ−αfαζ
Γ(2−α)

= f 2 + 2ϑf + f
′
ζ
(

2f
α

+ 6ϑ
α

+ 4ϑ
α2

)
+ 4ϑf

′′
ζ2

α2

kesir mertebeli deği̧sken katsayılıadi diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklem

çözülürse (7.88) denkleminin çözümü bulunur.
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7.4.4 Korunumluluk kanunları

(7.88) denklemi için formal Lagrangian

L = v (x, t) (uαt + uux − ϑuxx) (7.107)

olur. Formal Lagrangian eşlenik denklem ifadesinde yerine yazılırsa

F ∗ =
∂L

∂u
−Dx

(
∂L

∂ux

)
+D2

x

(
∂L

∂uxx

)
+ (Dα

t )∗
∂L

∂ (Dα
t u)

= −uvx − ϑvxx + (Dα
t )∗ v

(7.108)

bulunur. (7.108) eşlenik denkleminde v yerine u yazılırsa (7.88) denklemi bulun-

madı̆gından, (7.3) denklemi öz eşlenik değildir. (7.24) eşlenik denklemi için v = 1

çözüm olur.

T x korunumlu vektör bileşenlerini bulmak için, (5.45) formülünü açarsak

T x = W

[
∂L

∂ux
−Dx

(
∂L

∂uxx

)]
+Dx (W )

[
∂L

∂uxx

]
(7.109)

olur ve 0 < α < 1 olmasından dolayıT t korunumlu vektörün bileşenlerini bulmak için

(5.41) formülünü kullanacağız.

Durum 1: X1 üreteci için (5.33) ifadesi kullanılırsa

W = −ux (7.110)

elde edilir. Bulunan formal Lagrangian ve Lie karakteristik fonksiyonu ve (7.109) for-

mülü kullanılırsa
T x1 = −uxuv − vxuxϑ+ vϑuxx,

T t1 = J1−α
t (−ux) v + I (−ux, Dtv)

(7.111)

olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunları(7.111) ifadesinde v = 1 yazılırsa aşağı-
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daki şekilde elde edilirler.

T x1 = uxu+ ϑuxx,

T t1 = −J1−α
t (ux) .

(7.112)

Durum 2: X2 üreteci için

W = −u− xux −
2t

α
ut (7.113)

dir. Sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2 = −u2v − uvxϑ− 2t
α
utuv − 2t

α
utϑvx − xuxuv − xuxvxϑ

+2ϑvux + 2t
α
ϑvuxt + ϑvxuxx,

T t2 = J1−α
t

(
−u− xux − 2t

α
ut
)
v + I

(
−u− xux − 2t

α
ut, Dtv

)
(7.114)

olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıise

T x2 = −u2 − 2t
α
utu− xuxu+ 2ϑux + 2t

α
ϑuxt + ϑxuxx,

T t2 = J1−α
t

(
−u− xux − 2t

α
ut
) (7.115)

şeklinde elde edilir.
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8. YÖNTEM

Tamsayımertebeli diferensiyel denklemlerin Lie simetrileri üreteçlerinin bulun-

masında kullanılan formüller ve kesirli türevin özellikleri kullanılarak zaman kesir mer-

tebeli SK denklemi, zaman kesir mertebeli mKdV denklemi, lineer olmayan zaman ke-

sir mertebeli hiperbolik denklemi, zaman kesir mertebeli viscous Burgers denkleminin

Lie simetri üreteçleri bulunmuştur. Daha sonra lineer olmayan zaman kesir merte-

beli hiperbolik denklemi dı̧sındaki denklemler Erdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla

zaman kesir mertebeli adi diferensiyel denklemlere indirgenmi̧stir. Lineer olmayan za-

man kesir mertebeli hiperbolik denklemi elde edilen üreteçlerden dolayıErdélyi-Kober

fonksiyonları yardımıyla zaman kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme indirgeme

i̧slemi yapılamamaktadır. Sonrasında, her bir denklemin kabul ettiği üreteçler için

karakteristik metot yardımıyla zaman kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme in-

dirgeme i̧slemi yapılmı̧stır. Son olarak, elde edilen Lie simetri üreteçlerinin yardımıyla

tamsayımertebeden türev içeren bağımsız deği̧skenler için tamsayımertebeden kısmi

türevli denklemlerde kullanılan formüller yardımıyla sonsuz ve sonlu sayıdaki korunum-

luluk kanunlarıbulunmuştur. Kesir mertebeden türev içeren bağımsız deği̧skenler için

tamsayımertebeden kısmi türevli denklemlerde kullanılan formüllerin kesir mertebeli

türevlere uygun hale getirilmesiyle elde edilen formüller yardımıyla sonsuz ve sonlu

sayıdaki korunumluluk kanunlarıbulunmuştur.
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9. BULGULAR VE TARTIŞMA

Zaman kesir mertebeli SK denklemi çalı̧smamızda gördüğümüz üzere;

X1 =
∂

∂x
, X2 = xα

∂

∂x
+ 5t

∂

∂t
− 2uα

∂

∂u

şeklinde iki üreteci kabul eder ve gerekli i̧slemleri yaptı̆gımızda görürüz ki tamsayı

mertebeli SK denklemi;

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ 5t

∂

∂t
− 2u

∂

∂u
, X3 =

∂

∂t

üreteçlerini kabul eder. Zaman kesir mertebeli SK denkleminin kabul ettiği üreteçlerde

α = 1 yazılırsa tamsayımertebeli SK denkleminin kabul ettiği üreteçlerden ikisini elde

edilir.

Zaman kesir mertebeli mKdV denklemi,

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+

3t

α

∂

∂t
− u ∂

∂u

üreteçlerini kabul eder. Zaman kesir mertebeli mKdV denkleminde α = 1 olması

durumunda verilen denklem tamsayımertebeli kısmi diferensiyel denkleme dönüşür. Bu

durumda denklemin üreteçlerini bulmak için bölüm 4.1 de anlatılan i̧slemler yapılırsa

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ 3t

∂

∂t
− u ∂

∂u
, X3 =

∂

∂t

üreteçleri bulunur. Zaman kesir mertebeli mKdV denkleminin kabul ettiği üreteçlerde

α = 1 yazılırsa tamsayımertebeli denklemin kabul ettiği üreteçlerin ikisi bulunur.

Lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi için,

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, X3 = t

∂

∂t
− αu ∂

∂u

üreteçleri bulunur. α = 2 olmasıdurumunda verilen denklem tamsayımertebeli kısmi
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diferensiyel denkleme dönüşür. Bu durumda tamsayımertebeli denklem için

X1 =
∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
+ 2u

∂

∂u
, X3 = t

∂

∂t
− αu ∂

∂u
, X4 =

∂

∂t

üreteçleri bulunur. Lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi için

bulunan üreteçlerde α = 2 yazılırsa tamsayımertebeli denklem için olan üreteçler elde

edilir.

Zaman kesir mertebeli viscous Burgers denklemi için gerekli i̧slemler yapılırsa

X1 =
∂

∂x
, X2 = xα

∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
− uα ∂

∂u

üreteçlerini kabul ettiği görülür. α = 1 olmasıdurumunda verilen denklem tamsayı

mertebeli kısmi diferensiyel denkleme dönüşür. Bu durumda denklemin üreteçlerini

bulmak için 4.1 bölümünde anlatılan i̧slemler yapılırsa bulunan denklem için yukarıdaki

Lie simetri üreteçlerine ek olarak;

X3 =
∂

∂t
, X4 = t

∂

∂x
+

∂

∂u
,

X5 =
xt

2

∂

∂x
+
t2

2

∂

∂t
+

(
x

2
− ut

2

)
∂

∂u

bulunur.

Çalı̧smalar incelendiğinde kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin üreteçleri

bulunurken
∂

∂t
üretecinin bulunduğu görülmektedir. Fakat kesirli mertebenin özel-

liklerinden dolayıkesir mertebeli diferensiyel denklemlerin bu üreteci kabul etmediğini

ifade etmi̧stik.

Zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi dı̧sındaki denklemler Erdélyi-Kober

fonksiyonlarıyardımıyla zaman kesir mertebeli adi diferensiyel denklemlere indirgen-

mi̧stir. Lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi elde edilen üreteçler-

den dolayıErdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla zaman kesir mertebeli adi diferen-

siyel denkleme indirgeme i̧slemi yapılamamaktadır. Üretecin uygun olduğunda kesir
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mertebeli diferensiyel denklemlerin Erdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla zaman kesir

mertebeli adi diferensiyel denkleme indirgeme i̧sleminin yapılabileceği görülmektedir.

Zaman kesir mertebeli SK denklemi

ζ = xt−
α
5 , u = t−

2α
5 g (ζ)

olmak üzere;

(
P

1−α− 2α
5
,α

5
α

g
)

(ζ) + 5g2gζ + 5gζgζζ + 5ggζζζ + gζζζζζ = 0

denklemine, zaman kesir mertebeli mKdV denklemi,

ζ = xt−
α
3 , u = t−

α
3 g (ζ)

olmak üzere; (
P

1−α−α
3
,α

3
α

g
)

(ζ) + g2gζ + gζζζ = 0

denklemine ve son olarak zaman kesir mertebeli viscous Burgers denklemi,

ζ = xt−
α
2 , u = t−

α
2 g (ζ)

olmak üzere; (
P

1−α−α
2
,α

2
α

g
)

(ζ) + ggζ − ϑgζζ = 0

lineer olmayan adi diferensiyel denklemine indirgenir.

Yapılan çalı̧smamızda ele alınan herbir denklemin karakteristik metot yardımıyla

adi diferensiyel denkleme indirgenebileceği görülmektedir.

Son olarak çalı̧smamızda her bir denklem için sonlu ve sonsuz sayıdaki korunum-

luluk kanunlarıelde edilmi̧stir. Zaman kesir mertebeli SK denklemi için
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T x1 = −5uxu
2v − 5uxvuxx − 5vxu

2
x − 5uxuvxx − uxvxxxx

+5uxxuvx + uxxvxxx − 5uxxxuv − uxxxvxx + uxxxxvx − uxxxxxv,

T t1 = J1−α
t (−ux) v + I (−ux, Dtv)

sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunlarıbulunur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanun-

larıyukarıdaki ifadede eşlenik denklemin çözümü olan v = 1 değeri yazılırsa aşağıdaki

şekilde elde edilirler.

T x1 = −5u2ux − 5uxuxx − 5uuxxx − uxxxxx,

T t1 = −J1−α
t (ux) .

İkinci üreteç için ise sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2 = − 1

α
[−5uαvxux + 25tutu

2v + 25tutvxux + 5xu2
xαvx

+10u3αv + 10u2αvxx + 2uαvxxxxx + 5tutvxxxx − 3uxαvxxx

+4uxxαvxx + 5tuxxtvxx − 5vxuxxxα− 5vxtuxxxt + 6vuxxxxα

+30uαvuxx + 25tutvuxx + 25tutuvxx + xuxαvxxxx

−xuxxαvxxx + 25tuxxtuv + xuxxxαvxx − vxxuxxxxα

+5xuxαvuxx + 5xuxαuvxx − 5xuxxαuvx + 5xuxxxαuv

−5tuxtvxxx + 5vtuxxxxt + 5xuxαu
2v − 25tuxtuvx + vxuxxxxxα]

T t2 = J1−α
t

(
−2u− xux − 5t

α
ut
)
v + I

(
−2u− xux − 5t

α
ut, Dtv

)
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olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıise

T x2 = −10u3 − 30uuxx −
25t

α
utu

2 − 25t

α
utuxx − 5xuxu

2 − 5xuxuxx

−25t

α
uuxxt − 5uxuxxx − 6uxxxx −

5t

α
uxxxxt − xuxxxxx,

T t2 = −J1−α
t

(
2u+ xux + 5t

α
ut
)

şeklinde bulunurlar. Zaman kesir mertebeli mKdV denklemi için sonsuz sayıdaki ko-

runumluluk kanunları

T x1 = −u2vux − uxvxx + uxxvx − vuxxx,

T t1 = J1−α
t (−ux) v + I (−ux, Dtv)

şeklinde elde edilir. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunları

T x1 = −u2ux − uxxx,

T t1 = −J1−α
t (ux) .

olarak bulunur. Diğer üreteç için ise sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2 = −u3v − u2vxux −
3t

α
utu

2v − uvxx − xuxvxx −
3t

α
utvxx

+2uxvx + xvxuxx +
3t

α
uxtvx − 3vuxx − xvuxxx −

3t

α
vuxxt,

T t2 = J1−α
t

(
−u− xux − 3t

α
ut
)
v + I

(
−u− xux − 3t

α
ut, Dtv

)
olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıise

T x2 = −u3 − u2xux −
3t

α
utu

2 − 3uxx − xuxxx −
3t

α
uxxt,

T t2 = −J1−α
t

(
u+ xux +

3t

α
ut

)
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şeklinde bulunurlar. Lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi için,

sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x1 = u2
xv − uxvxu+ uvuxx,

T t1 = D1−α
t (−ux) v − J2−α

t (−ux) vt − I (−ux, D2
t v)

şeklinde elde edilirler. Öncelikle yukarıda v = 1 yazılırsa aşağıdaki sonlu sayıdaki

korunumluluk kanunlarıbulunur.

T x1,1 = u2
x + uuxx,

T t1,1 = D1−α
t (−ux)

Şimdi sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunlarında eşlenik denklemin bir çözümü olan

v = c1x+ c2 değeri yazılırsa yukarıdaki korunumluluk kanunlarından farklıolarak

T x1,2 = (c1x+ c2) (u2
x + uuxx)− uc1ux,

T t1,2 = D1−α
t (−ux) (c1x+ c2)

bulunur. İkinci üreteç için sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2 = −3uuxv + +2u2vx + xu2
xv − xuxuvx + uvxuxx,

T t2 = D1−α
t (2u− xux) v − J2−α

t (2u− xux) vt − I (2u− xux, D2
t v)

olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2,1 = −3uux + xu2
x + uxuxx,

T t2,1 = D1−α
t (2u− xux)



103

ve
T x2,2 = c1x (−4uux + xu2

x + xuuxx)− 3uuxc2

+c2x (u2
x + uuxx) + 2u2c1,

T t2,2 = D1−α
t (2u− xux) (c1x+ c2)

elde edilir. Denklemin kabul ettiği son üreteç için ise

T x3 = 2uuxv − u2vx +
t

α
uxutv −

t

α
utuvx +

t

α
uvuxt,

T t3 = D1−α
t

(
−u− t

α
ut
)
v − J2−α

t

(
−u− t

α
ut
)
vt − I

(
−u− t

α
ut, D

2
t v
)

sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunu bulunur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunları

ise
T x3,1 = 2uux +

t

α
uxut +

t

α
uuxt,

T t3,1 = D1−α
t

(
−u− t

α
ut
)

ve

T x3,2 = (c1x+ c2)

(
t

α
uuxt + 2uux +

t

α
uxut

)
− t

α
utuc1 − u2c1,

T t3,2 = D1−α
t

(
−u− t

α
ut
)

(c1x+ c2)

bulunur. Zaman kesir mertebeli viscous Burgers denklemi için sonsuz sayıdaki

T x1 = −uxuv − vxuxϑ+ vϑuxx,

T t1 = J1−α
t (−ux) v + I (−ux, Dtv)

korunumluluk kanunlarıve
T x1 = uxu+ ϑuxx,

T t1 = −J1−α
t (ux) .

sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıbulunur. Denklemin kabul ettiği diğer üreteç
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için sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunları

T x2 = −u2v − uvxϑ− 2t
α
utuv − 2t

α
utϑvx − xuxuv − xuxvxϑ

+2ϑvux + 2t
α
ϑvuxt + ϑvxuxx,

T t2 = J1−α
t

(
−u− xux − 2t

α
ut
)
v + I

(
−u− xux − 2t

α
ut, Dtv

)
olur. Sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıise

T x2 = −u2 − 2t
α
utu− xuxu+ 2ϑux + 2t

α
ϑuxt + ϑxuxx,

T t2 = J1−α
t

(
−u− xux − 2t

α
ut
)

elde edilir. Çalı̧smamızda verildiği üzere bir denklem için sonlu sayıdaki korunumlu-

luk kanunlarınıelde edebilmek için sonsuz sayıdaki korunumluluk kanunlarında verilen

denklem için bulunan eşlenik denklemin çözümü olan ifade sonsuz sayıdaki korunum-

luluk kanunlarında yerine yazılarak elde edilmektedir.
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10. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalı̧smasında zaman kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin Lie Simetri

üreteçlerinin bulunuşu, Erdélyi-Kober fonksiyonlarıve karakteristik metot yardımıyla

indirgeme i̧slemi ve son olarak temel korunumluluk teoremi yardımıyla korunumluluk

kanunlarının bulunuşu üzerinde durulmuştur.

Birinci bölümde, Lie simetri üreteçleri, simetri indirgemeleri, korunumluluk ka-

nunlarıhakkında genel bilgiler verilmi̧stir.

İkinci bölümde, tez çalı̧smamızda ele aldı̆gımız konular ile ilgili yapılan literatür

araştırmasıverilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, diferensiyel denklemler ile ilgili temel kavramlar ve diferensiyel

denklem çeşitleri anlatılmı̧stır. Kesir mertebeli türev ile ilgili gerekli bilgiler ve kesir

mertebeli türev çeşitleri verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, Lie nokta simetri üreteçlerinin bulunuşunda gerekli olan

temel kavramlar ve kesir mertebeli denklemlerin Lie simetri üreteçlerinin bulunuşunda

kullanılan Leibnitz kuralıve uzanım formülleri anlatılmı̧stır.

Beşinci bölümde temel korunumluluk teoremi kullanılarak korunumluluk kanun-

larının bulunuşu ve temel korunumluluk teoreminin kesir mertebeli diferensiyel denk-

lemlere uygulanı̧sıüzerinde durulmuştur.

Altıncıbölümde kesir mertebeli diferensiyel denklemlerin Erdélyi-Kober fonksi-

yonlarıyardımıyla indirgenmesi ve karakteristik metot yardımıyla indirgemenin nasıl

yapılacağıanlatılmı̧stır.

Yedinci bölümde zaman kesir mertebeli SK denklemi, zaman kesir mertebeli

mKdV denklemi, lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiperbolik denklemi, zaman

kesir mertebeli viscous Burgers denklemi ele alınmı̧stır. Öncelikle denklemler için Lie
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simetri üreteçleri bulunmuştur. Daha sonra lineer olmayan zaman kesir mertebeli hiper-

bolik denklemi dı̧sındaki denklemler Erdélyi-Kober fonksiyonlarıyardımıyla zaman ke-

sir mertebeli adi diferensiyel denklemlere indirgenmi̧stir. Lineer olmayan zaman kesir

mertebeli hiperbolik denklemi elde edilen üreteçlerden dolayı Erdélyi-Kober fonksi-

yonlarıyardımıyla zaman kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme indirgeme i̧slemi

yapılamamaktadır. Sonrasında, her bir denklemin kabul ettiği üreteçler için karak-

teristik metot yardımıyla zaman kesir mertebeli adi diferensiyel denkleme indirgeme

i̧slemi yapılmı̧stır. Son olarak, elde edilen Lie simetri üreteçlerinin her biri için sonsuz

ve sonlu sayıdaki korunumluluk kanunlarıbulunmuştur.

Sekizinci bölümde çalı̧smamızda kullandı̆gımız yöntemler ve bu yöntemlerin

hangi denklemlere uygulandı̆gıverilmi̧stir.

Dokuzuncu bölümde çalı̧smamızda elde ettiğimiz sonuçlar her bir denklem için

tek tek verilmi̧stir.

Çalı̧smamızda zaman kesir mertebeli diferensiyel denklemler ele alınmı̧stır. Farklı

zaman kesir mertebeli diferensiyel denklemler ve uzay-zaman kesir mertebeli diferen-

siyel denklemler üzerinde çalı̧smalar yapılabilir. Denklemlerin uzay deği̧skeni arttırıla-

bilir, Caputo türevli denklemlere uygulamalar yapılabilir.
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